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Bu calismada; ilk olarak Heron dortgenleri tanitilmis; Heron dortgenlerinin
olusumu hakkinda bilgi verilmistir. Ardindan Brahmagupta dortgenlerinin
olusturulmasi incelenmistir. Son olarak da Heron {ii¢cgenlerinin farkli yollarla
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ONSOZ

Insanin ¢evresini saran esya ve varliklarin ¢ogu geometrik sekil ve
cisimlerden olusur. Ayrica insan igini ya da meslegini yiiriitiirken geometrik sekil ve
cisimler kullanir. Bu varliklardan en etkili sekilde yararlanabilmek i¢in, bunlar1 ve

aralarindaki iliskiyi 1y1 tanimak gerekir.

Uggenler geometride onemli bir yer tutar. Aynt maddeden yapilan iiggen,
dortgen, besgen, vb. geometrik sekillerin kenar veya koselerine kuvvet
uygulandiginda sadece tiggen kendini korumaya calisir. Yani kenarlar1 kirilana kadar
seklinde bir degisiklige izin vermez. Ama diger ¢okgenler, liggen gibi dayanikhi
olmayip, kuvvete kars1 koyamayarak sekil degistirirler. Bunlar1 da kuvvetlendirmek
icin kosegenlere ihtiya¢ duyulur ki zaten kosegenlerle birlikte ¢okgenleri iicgenlere

bolmiis oluruz.

Bu calisma; K. R. S. Sastry’nin “Brahmagupta Dortgenleri” ile
“Brahmagupta n — genlerinin Insas1” isimli makaleleri {izerine kurulmustur.
Oncelikle, Heron dértgenlerinin Heron iiggenleri yardimiyla olusumu incelenmistir.
Sonra; Heron dortgenleri ile Brahmagupta dortgenleri arasindaki farkliligi gostermek
icin Brahmagupta dortgenlerinin yapisi ele alimmistir. Son olarak da; Heron
ticgenlerinin farkli yollarla birlestirilmesiyle meydana gelen dort ve daha ¢ok kenarh

Brahmagupta ¢okgenlerinin olusturulmasi verilmistir.

“Brahmagupta Dortgenleri ile Brahmagupta n — genlerinin Olusturulmasi
Uzerine Bir Arastirma” isimli tez konusunun tespitinde ve hazirlanmasi sirasinda
yardimlarini esirgemeyen danigman hocam Yard. Dog. Dr. Ahmet CIHANGIR’ e ve
her zaman yanimda olan ; benden yardimlarini esirgemeyen aileme tesekkiirlerimi

sunmay1 bir borg bilirim.
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1. GIRIS

Heron fi¢genleri antik caglardan beri popiiler calisma alanlarindan biri
olagelmistir. Aslinda bu popiilerligi, Heron’ un yasadig1 ¢agdan onceki kiiltlirlerde

de géormek miimkiindiir.

Heron milattan sonra birinci yiizyilda Alexandria (Misir) da yasamis bir
matematikc¢idir. Eger bir ABC {i¢geninin a, b, ¢ kenarlar1 ve Alani dogal sayilardan
olusuyorsa buna Heron’ un anisina Heron iiggeni denir. Eger bu elemanlardan

bazilar1 rasyonel ise (tam say1 degilse) bu iicgene rasyonel Heron tiggeni denir. Bir

- 1
ABC tiggeninin kenar uzunluklari a, b, ¢ ve yari ¢evre uzunlugu da s = 5 (a+b+c)

olmak iizere bu iliggenin alani, iyi bilinen A(ABC) = \/ s(s—a)(s—b)(s—c) formilii
ile verilir ki buna Heron formiil denir (Sastry, 2001 — 2).

Dickson (1971), antik ¢agdan zamanima kadar konumuzla ilgili birgok

calismanin 6zetini eserinde toplamistir.

Yedinci ylizyilda Hintli astronom ve matematik¢i Brahmagupta (M.S. 598 de
dogdu) ardisik tam say1 kenarli Heron ii¢genleri iizerinde ¢alismis ve ilk sekiz
tanesini tespit etmistir. Bundan dolay1r ardisik kenarli Heron {i¢cgenlerine

Brahmagupta tiggenleri de denir (Beauregard, 1998).

Bir rasyonel Heron ¢okgeni ise rasyonel Heron liggenine benzerdir. Daha
genel olarak; tam say1 kenarli, kosegenli ve alanli bir ¢okgene Heron ¢okgeni denir.
Brahmagupta; Heron ticgenlerini kullanarak tam say1 kenarli, tam say1 kosegenli ve
tam say1 alanli olup da kdoseleri bir ¢ember iizerinde olan dortgenleri (kirisler
dortgenini) yani Brahmagupta dortgenlerini ve 2 den biiylik olan n dogal sayis1 i¢in

Brahmagupta n — genlerini tiretmistir (Sastry, 2002).

Bu caligma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde; ¢alismayla ilgili
kaynak arastirmasi, ilgili tanimlar ve temel teoremler asil kaynaklarindan alinarak
verilmistir. Ikinci boliimde; Heron dértgenlerinin olusumu; iiglincii boliimde de
Brahmagupta dortgenlerinin olusumu incelenmistir. Son bdliimde ise Heron
ticgenlerinin farkl yollarla birlestirilmesiyle meydana gelen dort ve daha ¢ok kenarl

Brahmagupta ¢okgenlerinin olusumu incelenmistir.



1.1. Kaynak Arastirmasi

Sierpinski (1962) de; eserinde tamsayr kenarli iiggenlerin 6zel ¢esidi olan
Pythagorean {iggenlerini alan, kenar, ¢evre v.b. yonleriyle incelemistir. Ayrica bu;

Pythagorean tiggenleri ile ilgili olarak miistakil yazilmis ilk eserdir.

Dickson (1971); eserinin basim yilina kadar olan sayilar teorisi ile ilgili
gelismeleri, acik problemleri ve calismalar1 6zetlemistir. Dordiincii boliimde rasyonel
dik tggenleri, besinci bolimde de iiggenleri, dortgenleri incelemis ve genis bir

literatiir verilmistir.

Guy (1994) de; sayilar teorisinin ge¢cmisten eserin basildigi 1994 yilina
kadarki ¢ozlilememis problemler ile bu problemlerle ilgili yayinlar1 ve 6zetlerini veren
bir eser yazmustir. Eserinin; Diophantine Equations isimli boliimiiniin D21 inci

kesiminde Heron tiggenleri ile kaynaklar1 ve ilgili ¢6ziilememis problemleri vermistir.

Beauregard ve Suryanarayan (1998) de, Brahmagupta’ nin 1400 iincii dogum
yil1 anisina yayinladiklar1 makalede ardisik tam say1 kenarli Heron iiggenlerinin; yani
Brahmagupta iicgenlerinin Pell denklemine bagli olarak nasil iiretildigini ortaya

koymuslardir.

Yiu (1998); bu eserinin onuncu boliimiinde; kenarlar, kosegenler ve agilardan

faydalanarak dortgenlerin 6zelliklerini incelemistir.

Buchholz ve MacDougall (1999) da; kenarlar1 geometrik veya aritmetik dizi
olusturan rasyonel alanli iiggenler ve kirigler dortgenleri lizerine ¢alismislardir. Bu
calismada kenarlar1 aritmetik diziden olan {iggenlerin sonsuz bir ailesi i¢in
ozelliklerinin tamami verilmis; kenarlar1 geometrik dizi olan higbir iicgenin
olmayacag1 gosterilmistir. Ayrica kenarlar1 aritmetik veya geometrik diziden alinan
bir kirigler dortgeninin olmayacagi da gosterilmis; her iki tiir dortgenin varliginin

arastirilmasinda da eliptik egriler kullanilmstir.

Sastry (2001 — 1) de; Heron iicgenini iiretmek icin Gergonne — Cevian ve
kenarortay perspektifini ele alarak Heron iiggenlerinin A — ailesini tanimlamistir.

Ayrica Heron tiggenleri ile ilgili baz1 problemlerin elemanter ¢éziimlerini vermistir.

Sastry (2001 — 2) de; Heron tiggenlerine 0< # < m olmak iizere acilar yolu ile

farkl1 bir tanimlama getirilmistir.



Sastry (2001 — 3) yaptig1 calismada; a, b, ¢ bir liggenin kenarlar1 ve yari

cevresi de s = %(a +b+c) olmak lizere A(ABC) = \/ s(s —a)(s—b)(s —c) biciminde
verilen Heron alan formiiliinden hareketle, Brahmagupta’ ya gore n > 3 ve n e Z

olmak  lizere  kenarlan a,,a,,ds, ...,da ve yart ¢evre uzunlugu

n

1 . o . . .
s = E(a1 +a, +a; +...+a,) olan bir devirli n — genin alanin1 da A ile gosterilmek

lzere, A = \/ (s—a)(s—a,)(s—ay)...(s—a,) bigiminde vermistir.

Buchholz ve MacDougall (2001), bu ¢aligmalarinda rasyonel kenarli ve alanl
kirisler n — genini n = 3 i¢in Heron {i¢genlerine, n = 4 i¢in Brahmagupta dortgenlerine,
n =5 ve n = 6 i¢in de Robins besgenine ve Robins altigenine doniistiirmiislerdir. Bu
diisiinceden hareketle, bu tip baz1 6zel cokgenlerin alanlar1 ve kenarlari i¢in daha 6nce
elde edilen sonuglar1 bu tip 6zel kirisler n — genleri i¢in genellemislerdir. Ayrica, 6
dan biiyiik kenarli kirigler n — genleri i¢in yapilan hesaplamalarda yaklagim metotlari

kullanmiglardir.

Sastry (2002) de; Heron licgenlerinden Brahmagupta dortgenlerinin sonsuz bir

ailesinin sayisal yolla iiretilmesi verilmistir.

Beauregard ve Zelator (2002) un yaptiklar1 bu c¢aligmada; bir doértgenin; P
cevresi, A alan1 ve k da pozitif bir reel say1 olmak tlizere P = kA sartin1 saglayan
tamsay1 kenarli kirisler dortgenlerinin sayis1 N(k) ile gosterilmistir. P = kA sartin
saglayan kirigler dortgenine k - miikemmel denmistir. N(k) nin sonlu oldugu ve k > 4
icin N(k) = 0 oldugu gosterilmistir. Ayrica k bir tamsay1 oldugunda N(1) =7, N(3) =2
ve N(2) = N(4) = 1 oldugu hesaplanmustir.

LaRosa (2003) de yaptigi ¢alismada dortgenlerin alaninin; kenarlariin ve ig¢
acilarinin  birlikte kullanilarak genisletilmesi incelemis; yar1 ¢evre uzunlugu ve
trigonometrik fonksiyonlar1 kullanilarak kirisler dortgeni ve tegetler dortgeninde

kullanmak i¢in formiiller {iretmistir.

Svratan, Veljan ve Viladimir (2004), in yaptiklar1 bu ¢aligmada; Gauss ve
Robins formiillerinin birlestirilmesiyle herhangi bir kirigler besgeninin alanmi ig¢in
genellemeler verilmistir. Ayrica tliggenler ve dortgenler geometrisi galigmalarindan

yiiz yillar sonra besgenlerin trivial olmayan geometrisine ulagilmistir.



Sastry (2005 — 1) de; Pythagorean iiggenlerinden faydalanilarak; Heron
ticgenlerinden, Brahmagupta dortgenlerini ve Brahmagupta n—genlerini olusturma

yollarin1 vermistir.

Sastry (2005 — 2) de; Heron dortgenlerinin yeni bir ailesini Heron agilar

yoluyla tanimlamaya ¢aligiimistir.

Ayoub (2006) da; bir kirigler dortgeninde kosegenlerin de g¢evrel ¢emberin
kirisleri olmasindan faydalanarak kirisler dortgeninin; kenarlarinin ti¢ farkl sekilde
siralanabilecegini gostermis; kirisler dortgeninin kdsegenlerinin, alaninin ve ¢evrel

¢cemberinin ¢apinin hesaplamalarini yapmustir.
1.2. On Bilgiler

Bu kesimde, ¢alismamizin daha sonraki boliimlerinde kullanacagimiz tanim

ve teoremleri verecegiz.

Tamm 1.2.1. @, b tam sayilar olmak iizere a = b.c olacak sekilde bir ¢ tam sayis1

varsa b, a y1 boler denir ve b|a bigiminde gosterilir (Senay, 1989).
Tanmm 1.2.2. a,b € Z olsun.
i) d|a ve d|b ise d ye aile b nin bir ortak boleni denir.

i1) d, a ile b nin bir ortak boleni olsun. Eger a ile b nin her ¢ ortak boleni

icin c|d ise, d ortak bolenine, a ile b nin en biiyiik ortak boleni (ebob) denir ve
ebob(a, b) veya (a, b) ile gosterilir (Senay, 1989).

Tamm 1.2.3. a ve b gibi iki pozitif tam saymin en biiyiik ortak bdleni 1 ise bu iki
saylya aralarinda asaldir denir ve bu ebob(a, b) = (a, b) = 1 biciminde gosterilir

(Senay, 1989).

Teorem 1.2.1 (Heron Formiilii). Kenar uzunluklari a, b, ¢ ve yar1 ¢evre uzunlugu

da s :% (a + b + ¢) olan bir ABC ti¢cgenin alan1 A(ABC) ile gosterilir ve

A(ABC) = \[s(s —a)(s —b)(s —c)
formiilii ile hesaplanir. Bu formiil Yunan matematik¢i Heron of Alexandria

tarafindan bulundugu i¢in Heron alan formiilii olarak bilinir (Dickson, 1971).



Ispat.
A
© b
\7777\f
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Sekil 1.1. ABC Uggenin Iki Dik Uggene Béliiniisii

Sekil 1.1. de goriildigi gibi [AH ] 1 [BC ] olacak sekilde [AH ] yiiksekligini
cizelim.
|BH|:x:>|HC|=a—x ve |AH|=h
olsun. AHC ve ABH dik iiggenlerinde Pythagorean teoreminden;
(a—x) +h*=b? (1.1)
X +h=c (1.2)
yazilabilir. Bu (1.1) ve (1.2) esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak;

(a—x)2 —xX*=b - 2ax+x—x*=b"—¢?
2 g2, 2 (1.3)
Qax=a’-b*+c* = x:u
2a

bulunur. Bu x ifadesini (1.1) esitliginde yerine yazarsak,

2 12, 2)\?
(az&] T
a

2
W=t _(MT G 4a’c? —(612 -b +c2)

2a 4q°

=4a’h* =4a°c? —(a2 b+ )2

d4a’h’ = [2ac —(a2 -b’+c’ )] .[2ac + (a2 -b’+c’ )} (iki kare farkr)



4a’h’ = [bz —(a—c)z][(a+c)2 —sz

4a’h? :(b—a+c).(b+a—c).(a+c—b).(a+c+b)

4a’h’ :(a+b+c—2a)(a+b+c—2c)(a+b+c—2b)(a+b+c)
4a’h’ :(2S—2a)(2s—2c)(2s—2b)(2s), (¢tinkii a+b+c=2s)
4a’h* = 2.2.2.2(s—a)(s—b)(s—c)s

\/4azh2 = \/16.S.(S—a)(S—b)(S—C)
2ah = 4.\/S(S—a)(S—b)(S—C)

olur. Her iki tarafi 4 e bolersek;

%:A(ABC)Z\/s(s—a)(s—b)(s—c) (1.4)
bulunur ki ispat biter (Sahin, 1997).

Tanim 1.2.4. Kenar uzunluklari @, b, ¢ tam sayilar1 ve alan1 da tamsay1 olan 4ABC

ticgenine Heron ii¢geni, (a, b, c) liglistine de Heron ti¢liisii denir (Kramer ve Luca,

2001).

Tanim 1.2.5. Bir ABC liggeninde 0 < <7 olmak iizere # a¢isinin hem siniisii hem

de kosiniisii rasyonel say1 ise bu € agisina Heron agisi denir (Sastry, 2001).

Tamim 1.2.6. g, b ve ¢ dogal sayilari a* + b* = ¢ denklemini sagliyorsa o zaman dik
kenar uzunluklar1 a ile b, hipoteniisiiniin uzunlugu da ¢ olan bir dik tiggen vardir
denir. Bu dik tlggene Pythagorean ii¢geni; Pythagorean {i¢geninin kenar
uzunluklarindan olusan (a, b, c) tgliisiine de Pythagorean itigliisii denir. Pythagorean
ticgenleri ailesini; bir dik ag¢1 ihtiva eden 6zel Heron iiggenleri ailesi olarak da

gorebiliriz (Sierpinski, 1962).

Tanim 1.2.7. Olgiisii 0° den biiyiik, 90° den kiigiik olan agiya dar a¢:, dlgiisii 90° olan
actya dik ag¢i, 6lciisii 90° den biiylik olan agiya genis a¢t denir (Gustafson ve Frisk,
1991).

Tanim 1.2.8. Bir agis1 dik a¢1 olan iiggene dik ii¢gen, bir agis1 genis ag¢1 olan liggene
genis ag¢uli ticgen, Ui acis1 da dar ac¢i1 olan liggene de dar ag¢ili tiggen denir (Gustafson

ve Frisk, 1991).



Teorem 1.2.2 (Kosiniis Teoremi). Bir ABC iiggeninin kenar uzunluklari a, b, ¢ ve i¢
acilari da A4, B, C ise;
@ =b+c*— 2bcCosA, b =a*+c* - 2acCosB, A =a*+ b’ — 2abCosC

dir (Ayres, 1954).

Teorem 1.2.3 (Siniis Teoremi). Bir ABC iiggeninin kenar uzunluklar1 a, b, ¢; i¢
acilar1 A, B, C ve gevrel ¢emberinin yarigcapi da R ise;
a_ _ b __c _
SinA  SinB  SinC
dir (Ayres, 1954).

2R

Tamm 1.2.9. neZ" ve n>3 olmak iizere, aym diizlemdeki yalmz 4, 4,,
4, ... , A, noktalarinda kesisen ve ardisik ii¢ nokta dogrusal olmayacak sekilde
[44,], [4,43].....[4,4,] dogru parcalarmin birlesim kiimesine ¢okgen denir
(Sahin, 1997).

Tanim 1.2.10. Bir ¢okgenin kenarlarinin uzantilarini aldigimizda, bu uzantilar

cokgeni kesmiyorsa bu tip ¢okgen disbiikey(konveks), eger uzantilar ¢okgeni kesiyor
ise bu tip ¢cokgene de i¢biikey(konkav) ¢okgen denir (Sahin, 1997).

Tanmm 1.2.11. Herhangi iicli dogrusal olmayan A4, B, C, D noktalarin1 birlestiren,
[AB], [BC ], [CD], [DA] dogru parcalar1 yalniz u¢ noktalarinda kesisiyorlarsa, bu
dogru parcalarinin birlesimine dortgen denir (Sahin, 1997).

Tammm 1.2.12. Verilen bir ABCD dortgeninde 4 ile C ve B ile D koselerini
birlestiren [AC] ile [BD] dogru pargalarma 4ABCD dértgeninin kdsegenleri denir
(Sahin, 1997).

Tamm 1.2.13. Bir ¢emberin farkli iki noktasini birlestiren dogru pargasina kiris denir

(Sahin, 1997).

Tamm 1.2.14. Kenarlar bir ¢cemberin kirisleri olan dortgene, kirisler dértgeni denir

(Sahin, 1997).



Sekil 1.2. Kirigler Dortgeni

Sekildeki [AB] [BC], [DC] [AD] dogru pargalari g¢emberin kirisleridir.
Dolayisiyla, ABCD bir kirisler dortgenidir. Yani kirigler dortgeni; “kdseleri aym

¢cember iizerinde olan dortgen” diye de tanimlanabilir.

Kirisler dortgeninin kosegenleri her zaman ¢emberin merkezinden gecmez.
Yalnizca kare, dikdortgen, gibi 6zel dortgenlerin kosegenleri merkezden geger

(Sahin, 1997).
Teorem 1.2.4. Bir kirisler dortgeninde, karsilikli agilar biitiinlerdir.

Ispat. Sekil 1.2. deki ABCD bir kirisler dortgenidir.
m(A)+m(C) = m(B)+m(D) =180°
oldugunu gostermeliyiz. 4 agisi ¢cevre agt oldugu ve DCB yaymni gordiigii i¢in,

m(A):@ (1.5)

~//

dir. C agis1 da ¢evre ag1 ve DAB yayini goriiyor. O halde,

m(c)=@ (1.6)

olur. (1.3) ve (1.4) esitliklerini taraf tarafa toplarsak;

m(A)+m(C)= m(f@)+ ’"(lz’@) _ m(@);m(@) _360°

=180°

bulunur (Cemberin tiim yayinin 6l¢iisii 360" dir). Benzer sekilde,
m(B)+m(D) =180°

bulunur (Sahin, 1997).



Teorem 1.2.5. Bir ABC iiggeninde A4, B, C agilar olmak iizere;

i) Sin2A = 2SinA.CosA = ZLW;{’
1+ Tan” A
2
ii) Cos24 =2Cos* A —1= w’
1+ Tan" A

iii) Sin(A £ B) = SinA.CosB £ SinB.CosA,
iv) Cos(A £ B) = CosA CosB F SinA.SinB,
dir (Ayres, 1954).

Tanmm 1.2.15. ABC {iggeninin bir A4 dar agis1 i¢in; Sind = Sin(mr — A) ve CosA = —
Cos(m — A) dir (Ayres, 1954).

Teorem 1.2.6. Bir ABC ii¢cgeninin kenar uzunluklari g, b, ¢ ve acilar1 da 4, B, C ise;
A(ABC) = 1 abSinC = 1 acSinB = 1 bcSinA
2 2 2
dir (Rich, 1963).

Tanimm 1.2.16. Cemberin merkezinden ¢ikan iki 1ginin olusturdugu agiya ¢emberin
merkez ag¢is1 denir. Merkez a¢inin gordiigii yayin olgiisiine de merkez aginin 6l¢iisii

denir (Rich, 1963).

Tanimm 1.2.17. Kosesi ¢emberin iizerinde olup kenarlar1 bu ¢emberin iizerinde olan
acilara ¢evre ag¢t denir (Rich, 1963).

Teorem 1.2.7. Cemberin bir ¢evre agisinin Olgiisii, ayn1 yay1 goren merkez aginin
Olciisiiniin yarisina esittir (Rich, 1963).

Tanmm 1.2.18. Bir ¢emberin herhangi iki noktas1 arasindaki parcasina yay denir
(Rich, 1963).

Teorem 1.2.8. Bir cemberde ayni yayr goren g¢evre agilarin Olgiileri esittir (Rich,
1963).

Teorem 1.2.9. Bir cemberde; es kirisleri goren cevre acilar es ve es ¢evre agilarin

gordiigii kirigler de es olur (Rich, 1963).

Teorem 1.2.10. n kenarli bir ¢okgenin bir kosesinden gegen kdsegenler gokgeni

(n — 2) tane iiggene ayirirlar (Rich, 1963).



2. HERON UCGENLERININ VE HERON DORTGENLERININ
OLUSTURULMASI

2.1. Pythagorean U¢genlerinden Heron Uggenlerinin Olusturulmasi

Bu kesimde; Pythagorean Ucgenleri yardimiyla Heron iicgenlerini

olusturacagiz.

Bir (a, b, ¢) Pythagorean iiggenin kenarlar1 tam olarak; u ile v; u > v sartini

saglayan dogal sayilar ve 1=1, 2, 3,... olmak {izere
a=Au* =), b=iCuv), =10+ 2.1

formiilleri ile verilir. Bir Pythagorean {iggeninin alan1 da tam say1 oldugundan bu

ticgen ayni zamanda bir Heron iiggenidir.

Biitiin Pythagorean iiggenlerinin dik acilar1 ortak oldugundan, Pythagorean

ticgenleri, Heron tiggenlerinin dik agil1 ailesi olarak tanimlanabilir (Sastry, 2001 — 2).

Bu bize tiim Heron iiggenlerinin genel bir kiimesinin bir ortak Heron agisi
ihtiva eden aileler aracilifi ile tanimlanabilecegi hakkinda bir fikir verir (Sastry,

2005 — 2).

Aciklik ve kolaylik i¢in sayisal drnekler verelim ve buradan bir genel sonuca

ulasalim.

Ornek 2.1. Bir iiggende Cos4 =§ sartin1 saglayan bir 4 agis1 i¢in bir Heron tliggen
ailesi bulunuz.

Coziim. Bir Heron tiggenleri ailesinin her bir ABC ii¢geninin CosA :% ile verilen

bir ortak Heron agis1 ihtiva ettigini kabul edelim. Kosiniis teoremi bu ailenin bir
(a, b, c) elemanina uygulanirsa;
3 6
a’=b*+c —2§bc:b2 +c —gbc

= b —gbc+§—§c2 =b’ —§bc+ic2 +Ec2

5 25 25
2 2
392
5 5

elde edilir. Buradan,;
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a’ = (b—%c] +ch (2.2)

yazilabilir. a, b, ¢ ler dogal sayilar olduklarindan (a, b—%c, %c) tcliisii bir
Pythagorean ticliisii olmalidir. Yani;

ale(u2+v2), b—%c=/1(u2—v2), %cz l(2uv) (2.3)
olur ki burada u, v ler aralarinda asal dogal sayilar ve ¢ yi tam say1 yapan A nin en
kiiciik degeri 2 dir (A cifttir). Buradan;

(a, b, ¢)= QW +V7), (u +2v)Qu—v), 5uv), (u, v)=1,2u>v (2.4)

olarak tanimlariz. 4 nin biitiinleyen acisim1 ihtiva eden, yani CosA'z—% olan

A'B'C" Heron tliggeni belirlemek i¢in benzer bir yontem uygulanirsa;

(a'\b'c") =Q@0’ +V), (u—2v)Qu+v), 5uv), (u, v)=1, u>2v (2.5)
elde edilir. Biz; (2.4) ailesinde CosA :% ve (2.5)te de CosA'= —% olmasiin u ile

v nin segilisinden bagimsiz oldugunu kolaylikla kontrol edebiliriz (Sastry, 2005 — 1).

Ornek 2.2.1. (2.4)ile (2.5) de u = 5, v = 1 alindiginda, (a, b, c) = (52, 63, 25) ve
(a’, b, c’)=(52, 33, 25) elde edilir. Bu iiggenler; 25 ortak kenarlar1 boyunca Sekil
2.1. deki gibi birlestirilebilir. Sonugta; (96, 52, 52) ikizkenar liggeni elde edilmis
olur ki bu liggenden sadelestirme yolu ile (24, 13, 13) iicgenine ulasilir (Sastry,
2005 - 1).

52 52 52
Sekil 2.1. Ortak Kenarli iki Heron Uggeniyle Yeni Bir Heron Ucgeni Elde Edilmesi

Ornek 2.2.2. 2.4) de u =3, v = 2 alir ve (a, b, ¢) sirah {igliisiinii en biiyiik ortak
bolenleri ile kisaltirsak; (a, b, ¢) = (13, 14, 15) olarak elde edilir. Sonra (2.5) de u ve
v nin u = 4, v = 1 bigiminde farkli degerlerini aldigimizda, (a’, b, ¢) = (17, 9, 10)
elde edilir. Burada m( BAC ) + m(B'A'C"') = w olmas1 gerektigini hatirlayalim. Bu
durumda ABCve A'B'C' lggenleri bitisik hale getirilemez (birlestirilemez). Bu
durumda; bu tliggenlerde |AB| = |4 'B’| olacak sekilde uygun benzerlik doniisiimleri
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yapilmali ve sonra bu tiggenler birlestirilmelidir. Bu durumda Sekil 2.2 deki gibi (55,
26, 51) yeni Heron iiggeni olarak elde edilir (Sastry, 2005 — 1).

A
AI’
a0 28
a0 27
B 65 L B Gl [y 5l
Sekil 2.2.0rtak Kenarli Hale Getirilen iki Heron Uggeninden Yeni Bir Heron Uggeni
Elde Edilmesi

Yukarida (2.4) ve (2.5) ifadelerinden bulunan bazi (a, b, ¢) ve (a',b',c") ler ile
bu sirali iicliilerin 3. bilesenleri boyunca birlestirilmesiyle ele edilen (a,b+b',a) lar

Tablo 2.1 ile verilmisgtir.

Tablo 2.1
ujv|lal|b cla | b ] c a |b+b'| a
31 1| 20| 25| 151 20 7 151 20| 32| 20
41 1| 34| 42| 20| 34| 18| 20| 34| 60| 34
50 1) 52| 63| 25] 52| 33| 25| 52| 96| 52
50 2| 58| 72| 50| 58| 12| 50| 58| 84| 58
6| 1| 74| 88| 30| 74| 52| 30| 74| 140| 74
71 11100117 350100 75| 35|100| 192|100
71 21106|132| 701106| 48| 70|106| 180|106
71 31116]143|105)116| 17| 105|116| 160|116
8| 1]1130|150| 40)130| 102| 40]130| 252|130
81 31146182 |1201146| 38| 120|146| 220|146
9| 1|164|187| 451164 | 133| 45|164| 320|164
9] 2170|208 | 90]170| 100| 90|170| 308|170
9| 4119412381801 194| 22| 180|194 | 260|194
10| 11202|228| 50]202| 168| 50][202| 396|202
10 31218272 ({150)1218| 92| 150|218 | 364|218
11 1244|273 | 551244 | 207 | 55|244| 480|244

Ornek 2.2. Bir liggende CosA4 = 3 sartin1 saglayan bir 4 agis1 i¢in bir Heron licgen
ailesi bulunuz.
Coziim. Bir Heron tiggenleri ailesinin her bir ABC {i¢geni elemaninin CosA4 = 3 ile

verilen bir ortak Heron agis1 ihtiva ettigini kabul edelim. Kosiniis teoremi bu ailenin

bir (a, b, c¢) elemanina uygulanirsa;
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elde edilir. Buradan,;
2 2
a’ :(b—écj +(§cj (2.6)

yazilabilir. a, b, ¢ ler dogal sayilar olduklarindan (q, b—%c, %c) tcliisti bir

Pythagorean iicliisii olmalidir. Yani;

ale(u2+v2), b—%CZi(uz—vz), %C: i(Zuv) (2.7)
olmalidir. Burada u, v ler aralarinda asal dogal sayilar ve ¢ yi tam say1 yapan A nin en
kiiciik degeri 3 tiir (A, 3 iin kat1 olan bir dogal sayidir) . Buradan;

(a, b, ¢)= (3w’ +7), Gu—v)(u+3v), 10uv), (u, vV)=1,3u>v (2.8)

_ . 4
olarak tanimlariz. 4 nin biitiinleyen agisini ihtiva eden, yani CosA'z—g olan

A'B'C" Heron liggeni belirlemek i¢in benzer bir yontem uygulanirsa;
(a'\b',c"Y =B’ +V7), Gu+v)u—3v), 10uw), (u, v)=1,u > 3v (2.9)
elde edilir. Biz; (2.8) ailesinde ve CosA =§ (2.9) da CosA'= —% olmasinin u ile v

nin se¢ilisinden bagimsiz oldugunu kolaylikla kontrol edebiliriz.

Yukarida (2.8) ve (2.9) ifadelerinden bulunan bazi (a, b, ¢) ve (a',b',c") ler ile
bu siral1 iigliilerin 3. bilesenleri boyunca birlestirilmesiyle ele edilen (a,b+b',a) lar

Tablo 2.2 ile verilmistir.

Tablo 2.2
a |b c a' |b" |¢" |Ja |bt+b'| a

51 |77 140 |51 |13 |40 |51 |90 |51

78 112150 |78 |32 |50 |78 |[144 |78

11115360 |111|57 |60 |111|210 |111
159 1247140115923 |140|159|270 | 159
159 /247140115923 |140|159|270 | 159
195125380 |195|125|80 |195|378 |195
246 (31290 |246|168 |90 |246|480 |246
255(375|180]255|87 |180|255|462 |255
303|377 ,100]303|217 | 100|303 |594 |303
327/513/300]327|33 |300|327|546 |327

— =000 (I [ANWn | K~|C

oo
W [ [ DD = [ [N DD [ [ | | <<




14

Ornek 2.3. Bir ticgende CosA4 = T sartin1 saglayan bir 4 agis1 i¢in bir Heron liggen

ailesi bulunuz.

Coziim. Bir Heron ti¢gen ailesinin her bir ABC elemaninin CosA = % ile verilen bir

ortak Heron agisi1 ihtiva ettigini kabul edelim. Kosiniis teoremi bu ailenin bir (a, b, ¢)
elemanina uygulanirsa;

2 2
a2:b2+cz—2ibc=(b—ic) +(20) (2.10)
13 13 13

elde edilir. a, b, ¢ ler dogal sayilar olduklarindan (a, b—%c, %c) tgcliisii bir

Pythagorean ticliisii olmalidir. Yani;

ale(u2+v2), b—%c=/1(u2—v2), %C: A(2uv) (2.11)
bulunur ki burada u, v aralarinda asal dogal sayilar ve ¢ yi tam say1 yapan A nin en
kiiciik degeri 6 dir (A, 6 nin kat1 olan bir dogal sayidir). Buradan;

(a, b, ¢)= (6’ +17), Qu+3v)Bu—2v), 13u), u,v)=1,3u>2v (2.12)

olarak tanmimlariz. 4 nin biitiinleyen agisini ihtiva eden, yani CosA':—% olan

A'B'C" Heron liggeni belirlemek i¢in benzer bir yontem uygulanirsa;

(a'b',c") = (6(u” + V), 2u —3v)Bu+2v), 13uv), (u,v)=1,2u>3v (2.13)
elde edilir. Biz; (2.12) ailesinde CosA4 :% ve CosA'= —% (2.13) de olmasinin u

ile v nin secilisinden bagimsiz oldugunu kolaylikla kontrol edebiliriz.
Yukarida (2.12) ve (2.13) ifadelerinden bulunan bazi (a, b, c) ve (a',b',c") ler

ile bu sirali tigliilerin 3. bilesenleri buyunca birlestirilmesiyle ele edilen (a,b+b',a)

lar Tablo 2.3 ile verilmistir.

Tablo 2.3
a b c a’' b' | ¢ a | b+b' | a
30| 28 26 30 8| 26| 30 36| 30
60| 63 39 60| 33| 39| 60 96| 60
102|110 521 102 70| 521102 180|102
156 | 169 65| 156|119| 65]|156| 288|156
174176 130| 174| 76| 130|174| 252|174
204|171 195] 204| 21| 195|204 1921204
2221240 78| 222 180| 78222 420|222
300 | 323 91| 300|253| 91]300| 576]300
318(340| 182 318(200| 182|318| 540|318
348 (345| 273| 348|135| 273|348 | 480|348
390|338 | 364| 390| 58| 364|390| 396|390
390 (418 | 104| 390|338| 104|390| 756|390
438 1450| 312| 438|210| 312|438 660|438
534434 | 520| 534| 34| 520|534| 468|534

ol e lieRENIENEENEEN e WAV, NIV, R LV, J NS LU R (SN BN
N[ [ = [ DW= | = WD | = [ = = [ I 2
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Ornek 2.4. Bir iiggende CosA4 = 35 sartin1 saglayan bir 4 agis1 i¢in bir Heron tiggen

ailesi bulunuz.

Coziim. Bir Heron tiggen ailesinin her bir ABC elemaninin CosA4 = % ile verilen bir

ortak Heron agisi ihtiva ettigini kabul edelim. Kosiniis teoremi bu ailenin bir (a, b, ¢)

elemanina uygulanirsa;

2 2
a2:b2+cz—2lbc: b—lc + ﬁc (2.14)
25 25 25
. . 7 24 e g
elde edilir. a, b, ¢ ler dogal sayilar olduklarindan (a, b—gc, gc) ticliisii bir

Pythagorean iicliisii olmalidir. Yani;

a:ﬂ(u2+v2), b—2lsc=/1(u2—v2), i—:cz l(Zuv) (2.15)

elde edilir ki burada u, v ler aralarinda asal dogal sayilar ve ¢ yi tam say1 yapan A nin
en kiiciik degeri 12 dir (A, 12 nin kat1 olan bir dogal sayidir). Buradan;
(a, b, c)= (12(u2 + vz), Bu +4v)(4u —3v), 25uv), (u, v)=1,4u >3v (2.16)

olarak tanimlariz. 4 nin biitiinleyen agisini ihtiva eden, yani CosA'=—% olan

A'B'C" Heron {iggeni belirlemek i¢in benzer bir yontem uygulanirsa;
(a'b',c")= (12’ +V7), Gu— 4v)(4u + 3v), 25w), (u, v) =1, 3u >4v (2.17)

elde edilir. Biz; (2.16) ailesinde CosA = 2l5 ve (2.17)de CosA'= _215 olmasinin u

ile v nin secilisinden bagimsiz oldugunu kolaylikla kontrol edebiliriz.
Yukarida (2.16) ve (2.17) ifadelerinden bulunan bazi (a, b, c¢) ve (a',b',c") ler

ile bu sirali tigliilerin 3. bilesenleri buyunca birlestirilmesiyle ele edilen (a,b+b',a)

lar Tablo 2.4 ile verilmistir.

Tablo 2.4

a b c a |b |’ a b+b'| a

60| 50| 50| 60| 22| 50| 60| 72| 60
120 117| 75]120| 75| 75]120| 192|120
156 102| 150] 156| 18| 150]156| 120|156
204 | 208| 100] 204 | 152| 100|204 | 360|204
240 200| 200] 240| 88| 200]240| 288|240
312 323| 125] 312| 253 | 125]312| 576|312
348 | 322| 250] 348| 182| 250348 | 504|348
408 | 297| 3751 408 | 87| 375|408 | 384|408
444 | 462 | 150| 444 | 378 | 150|444 | 840|444
600| 625| 175] 600| 527 | 1751600 |1152 | 600

<

NN || W W N
== W IN[—= N = (N = =<
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2 2
Daha genel olarak; CosA4 = P 5 qz sartin1 saglayan ortak A ag¢ili Heron iiggen
P tq
2 2
aileleri ile biitiinleyen ac1 ailesi de CosA4'=— P > q2 olarak tanimlanan aile de
P tq
sirasiyla; (u, v) = (p, g) = 1, pu >qv ve p > g oldugunda,
(@ b, &) = (pg(u* + %), (pu — qv)(qu + pv), (o> + ¢*uv) (2.18)
ve (u, v)=(p, q) =1, qu > pv ve p > g oldugunda da
(a’b', ¢)) = (pqu” + ), (pu + qv)(qu —pv). (" + ¢"Juv) (2.19)

biciminde verilir. (2.18) ve (2.19) un alanlar sirast ile %.b.c.SinA ve %.b'.c'.SinA’

olarak verilir. (2.18) ve (2.19) da p = 2, ¢ = 1 alindiginda (2.4) ve (2.5) ifadelerine
ulagildigint ve BAC acist ile B'A'C' agilarinin biitiinler oldugunu belirtelim.
Boylece, qu > pv oldugunda bu {iggenleri ortak kenarlarinda birlestirilerek yeni bir

ticgen elde edebiliriz.

Yukarida (2.18) ve (2.19) ifadelerinden bulunan bazi (a, b, c¢) ve (a',b',c") ler
ile bu sirali tigliilerin 3. bilesenleri boyunca birlestirilmesiyle ele edilen (a,b+b',a)

lar Tablo 2.5 ile verilmistir.

Tablo 2.5
plg lulv]l a |b c |a’' b'" |c' a |b+tb' |a
2 |1 [2]1]10 |12 |10 10 |O 10 |10 |12 10
312 ]2[1]30 |28 |26 |30 |8 26 130 |36 30
3 (5 [2[1]75 |13 |68 |75 [77 |68 |75 |90 75
4 13 [2]1]160 |50 |50 |60 |22 |50 |60 |72 60
S U3 2175 |77 |68 |75 |13 |68 |75 |90 75
514 [2[1]100 |78 |82 ]100 [42 |82 100 |[120 |100
514 [3[1]200 |187]123 ]200 |133 [123 |200 [320 |200
514 [3[2]260 |154]246 260 |46 [246 |260 [200 |260
514 [4[1]340 336|164 ]340 [264 [164 |340 [600 ]340
514 [4[3]500 2481492 ]500 |32 [492 |500 [280 |500
6 |5 [2[1]150 |112]122 J150 |68 [122 |150 |[180 |150
6 |5 [3[1]300 273|183 ]300 [207 [183 |300 [480 |300
6 |5 13[2]390 [216]366 ]390 |84 [366 [390 [300 [390
6 |5 [4[1]510 494|244 |510 [406 [244 |510 [900 |510
6 |5 [4[3]750 3421732 |750 |78 [732 |750 [420 |750
6 |5 |5[1]780 775|305 ]780 |665 [305 |780 |1440 |780
6 |5 |5[2]870 |740]610 ]870 |520 |[610 |870 |[1260 |870
6 |5 5[3]1020]645]915 ]1020(315 [915 [1020[960 |1020
6 |5 [5[4]1230[490]1220]1230(50 [1220]1230|540 |1230
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Gergekten; (2.4) ve (2.5) veya (2.18) ve (2.19) ailelerinin benzer sekilde
birlestirilebilecegi gerceginden hareketle, ikizkenar Heron tiggenlerinin biitiin ailesi

(a, b c)=QW —V), " +V, > +V), u>v, (uv)=1 (2.20)
biciminde bulunur.

Bununla beraber (2.4) ile (2.5) veya (2.18) ile (2.19) aileleri baska bir yolla da

birlestirilebilir. Bu Heron iiggenlerinin tam kiimesini Uretir.

Daha genel olarak; eger (2.4) veya (2.18) de u = u;, v = v; ve (2.5) veya
(2.19) da da u = u,, v = v, olarak alinir ve gerekli benzerlik dontigiimleri uygulanarak

bitistirmeyle (e.b.o.b.la kisalttiktan sonra);
(a, b, c)= (M1V1(u22 + vzz), (u12 — v12)u2V2 +(u22 — vzz)ulvl, uzvz(ulz + v12)) (2.21)
elde edilir (Sastry, 2005 — 1).

Tablo 2.6. (2.21) den elde edilen bazi (q, b, ¢) ler

uylvylu vol a b |c u; vy lux (vo | a |'b c

20127 1] 10| 12| 10} 6| 1| 5| 2]|174|476|370
31221 30| 28| 26) 6| 1| 5| 3|204|621]555
412 1) 20| 42| 34) 6| 1| 5| 4|246|754|740
4,312 1] 60| 50| 50§ 6| 5| 2| 1]150|112|122
50120 1] 25| 63| 52 6| 5| 3| 2]390|216/|366
50202 11 50| 72| 58] 6| 5| 4| 1]510|494 |244
50312011 75| 77| 68 6| 5| 4| 3]750|342|732
5042 11100 78| 821 7| 1| 2| 1] 35|117|100
5/ 2321130176174y 7| 1| 3| 1] 70/200|150
6| 1| 21| 30| 88| 74y 7| 1| 3| 2| 91/323|300
6| 1| 3| 1| 60153 |111J11| 6| 2| 1]|330|368|314
6| 1| 3| 2| 78[240(222411| 7| 2| 1|385|375/|340
6| 1] 4| 1]1102|230|14811| 8| 2| 1]440|378|370
6| 1| 4| 3]150(462|444]11| 9| 2| 1]1495|377|404
6| 1| 5| 1|156|319|18511[10| 2| 1|550|372|442

2.2. Heron Ucgenleriyle Heron Dértgenlerinin Olusturulmasi

Bu kesimde; Heron Ucgenleri ve Heron agcilar1i yardimiyla, Heron
dortgenlerinin olusturulmasina ¢alisacagiz.

Heron formiilii iggenin kenarlarin1 kullanarak alanin1 bulmak i¢in kullanilan
bir formiildiir. Biz de bu formiilii dortgenin alanini bulmak i¢in kenarlarin1 ve ic¢
acilarin1 kullanarak gelistirecegiz.

Uggenler yapisal olarak kuvvetlidir. Ne kadar agirlik konulursa konulsun
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hareket etmeyeceklerdir. Sekil 2.3 deki ilk tiggen; iizerine hicbir kuvvet
uygulanmamaktadir ve o diiz durmaktadir. Ikinci iiggen iizerine biiyiik bir kuvvet
konuldugunu gostermektedir. Yine de, yapisindan dolay1 esnememekte yada hareket
etmemektedir. Geometrik sekillerin olusturulmasinda iiggenlerin kullanilmasinin

nedenlerinden biri de budur.

KUVVET
U

Sekil 2.3. Bir Uggenin; Agirlik Uygulanmamis ve Uygulanng Hali

Yap1 olarak giiglii olan {iggenler; sadece tliggen esitsizligini sagliyorsa bir
fonksiyondur ve tiggen esitsizligi teoremi; tiiggenin iki kenarmmin uzunluklari
toplaminin, ti¢lincii kenarmin uzunlugundan daha biiytlik olmasi1 gerektigini belirtir.
Dortgenler icin de; “Dortgenlerin Esitsizlik Kurami” olarak adlandirilan benzer bir
durum vardir. Bu teorem; bir dortgenin, li¢ kenarinin uzunluklar1 toplaminin, kalan
kenarm uzunlugundan daha biiyiik oldugunu ifade eder. Uggen ve dértgenlerin ayni
esitsizlik kuramina paylagsmalarina ragmen dortgenler, liggenlerden farkli olarak
yapisal olarak giiclii degildir. Onlar sekil degistirebilirler. Sekil 2.4. dortgenlerin

hareket edebilirligini gostermektedir.

AR N
DA
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Sekil 2.4. Ayn1 Kenar Uzunluguna Sahip Farkli Sekildeki Dortgenler

Sekil 2.4. teki dortgenlerin tiimii ayn1 kenar uzunluklarina sahip olmasina

ragmen es degildirler. Sekiller sadece biikiilmiistiir.

PR

Dortgenlerin sekli degistiginde, yiikseklikleri de degisir. Bu sebepten alanlari
da degisecektir. Yine de, bir dortgenin alan formiiliine, yiikseklikleri dahil etmeyiz,
sadece kenar uzunluklarini kullaniriz. O zaman bu degisimi hesaplamada kenarlar
arasindaki agilar1 dahil etmenin bir yolunu bulmamiz gerekir.

Bir iicgende kenarlar degismez; her iliggen i¢in sadece bir muhtemel ag1
Olctimii vardir. Bu yiizden alan i¢in ag¢1 dl¢liimiiniin formiile dahil edilmesine gerek
yoktur. Ciinkii Heron, bir iiggenin alan1 i¢in, sadece kenarlarini kullanarak bir formiil
gelistirmistir. Bu formiil Teorem 1.2.1 ile verilmis ve ispatlanmistir.

Bu ifadeyi kullanarak asagidaki 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 2.5. Kenar uzunluklart a = 8, b = 15 ve ¢ = 17 olan bir ABC ii¢genin alanini

bulunuz.

Coziim. i1k olarak s nin yani yar1 cevrenin degerini bulalim;

40

a+b+c 8+15+17
= =>85§=— =5 7:5‘:20

s =
2

olur. ABC nin alanin1 Heron formiilityle bulmak i¢in a, b ve ¢ degerleri yerine

yazilirsa;

A(ABC)=[s(s—a)(s—b)(s—c) =,/20(20-8)(20-15)(20~17)
=+/20.12.5.3 = 60

bulunur.

Ornek 2.6. Kenar uzunluklari & = 29, / = 21 ve m = 20 olan bir KLM ii¢genin alanini

bulunuz.
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Coziim. {1k olarak s nin yani yar1 ¢cevrenin degerini bulalim.

k+l+m 29+21+20 70
== > = > 5§ =

) s=—=s5=35
2 2 2

olur. KLM nin alanin1 Heron formiiliiyle bulmak i¢in &, [/ ve m degerleri yerine

yazilirsa;

A(KLM )= [s(s=k)(s—1)(s—m) =}35(35-29)(35-21)(35-20)
=/35.6.14.15 = 210
bulunur.
Yukarida verilen Orneklerde iicgenlerin alanlar1 hesaplanirken hi¢ ac1
kullanilmadi. Sadece kenar uzunluklart ve yari ¢evre isleme alindi. Bu formiile bir

kenar olarak d yi de eklersek formiil;

A(ABCD) = \[s(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) (2.22)

olur. Yukarida bahsedildigi ve orijinal sekillerden de hatirlanacagi gibi, sadece
kenarlarin kullanilamayacagi; a¢1 dlciilerinin de hesaba katilmasi gerektigi goriiliiyor.
Bu yiizden alanlar1 degistirmek ve hareket ettirmek icin sekillerin niteliklerini

birlestirerek dortgenlerle ilgili benzer bir formiil bulmak istiyoruz.

Teorem 2.1. Bir ABCD dortgeninin i¢ agilari Heron agis1 ise bu dortgen bir Heron
Dértgenidir (Sastry, 2005 — 2).

Sekil 2.5. Heron Dortgeni

Ispat. 11k olarak dortgeni; ABC ve ADC bigiminde iki iiggene ayiracagiz.
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Sekil 2.6. Heron Dértgeninin iki Uggene Boliinmesi

Kosiniis teoremi; ABC ve ADC figgenleri i¢in sirasiyla uygulanirsa,

|AC[" =a* +b* ~2abCosB ve |AC| =c* +d* -2cdCosD (2.23)
olacagini biliyoruz. Her iki denklemin sol taraflar1 ayn1 oldugundan sag taraflar1 da
esit olur. Yani;

a’>+b* —2abCosB = c* +d*> —2cdCosD (2.24)
yazabiliriz. Bu ifadeyi;

a’+b>—c* —d* =2abCosB —2cdCosD (2.25)
biciminde diizenleyerek her iki tarafin karesini alirsak;

(a* +6° —¢* ~d*)" = (2abCosB —2cdCosDY’ (2.26)

olur. Ote yandan ABC ve ADC iiggenlerinin alanlarmin toplami ABCD dértgenin

alanina esit olur. Bu durumu;

A(ABCD) = A(ABC)+ A(ADC) = %abSinB + %cdSinD (2.27)

biciminde ifade edebiliriz. Burada A(ABCD) = A denilerek, bu esitligin her iki tarafi
4 ile carpilirsa;
44 =2abSinB + 2cdSinD (2.28)

elde edilir. Her iki tarafin karesini alirsak;
164* = (2abSinB + 2cdSinD)? (2.29)
bulunur. $imdi (2.26) ve (2.29) denklemlerini taraf tarafa toplarsak;
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(a* +6° — ¢ ~d*) +16.4° =(2abCosB ~2cdCosD)’
(2.30)

+(2abSinB + 2ca’SinD)2
elde edilir. Son esitligimizin sag tarafindaki birinci esitligi;
(a®+0°—c* —d? )2 +1642 = (2abCosB - 2cdCosD)(2abCosB — 2cdCosD)
+ (2abSinB + 2ca!SinD)2
biciminde agar ve hesaplarsak;

2,22 2 ;2)\? 242120 2n
(a +b"—c"—d ) +16A4° =4a°b"Cos”B —8abcdCosBCosD 2.31)

+4c*d*Cos® D +(2abSinB +2cdSinD)’
olacaktir. Aymi diisiinceyle esitligin sag tarafindaki ikinci parantezi de acarak
hesaplarsak;
(a* +b* ~c* —d*) +164° = 4a’b* Cos’ B~ 8abcdCosBCosD + 4c*d*Cos* D
+ (2abSinB + ZCdSinD)(ZabSinB + 2abSinD)
(a2 +b* =’ -d’ )2 +16A4° =4a’b’Cos’ B —8abcdCosBCosD + 4c*d*Cos’ D (2.32)
+4a’b’*Sin® B +8abcdSinBSinD + 4c*d* Sin® D
bulunur. Bu son ifadeyi;
(a*+b* =’ -’ )2 +164% = (4ab*Cos*B + 4a>b*Sin* B) — 8abcdCosBCosD (2.33)
+8abcdSinBSinD + (4c*d*Sin’ D + 4c*d*Cos* D)
bi¢iminde yeniden diizenleyelim ve esitligin sag tarafindaki ilk parantezi 4a’bh” ortak
carpan parantezine ve son parantezi de 4c’d’ ortak carpan parantezine alalim. O
zaman
(a2 +b* -’ -d’ )2 +16A4% =4a’b*(Cos*B + Sin*B) —8abcdCosBCosD (2.34)
+8abcdSinBSinD + 4c*d*(Sin* D + Cos’ D)
elde edilir. Burada
Cos*B+Sin*B=1 ve Cos’D+Sin*D =1
oldugundan;

(a2 +b -2 -d? )2 +164% = 4a*b* —8abcdCosBCosD + 4c*d* + 8abcdSinBSinD  (2.35)

ifadesine ulasilir. Bu son ifadeyi

(a2 +b* =t =d? )2 +16 4% = 4a°b* + 4¢*d? + 8abcdSinBSinD — 8abedCosBCosD  (2.36)
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biciminde yeniden yazar ve esitligin sag tarafindaki son iki terimi 8abcd parantezine
alirsak;

(a* +6° —* ~d*) +164> = 4a** +4¢*d’ ~8abed (CosBCosD~ SinBSinD)  (2.37)
elde edilir. Daha sonra,
CosBCosD — SinBSinD = Cos(B + D)
trigonometrik 6zdesligini yerine yazarsak;

(a2 +b*—c*=d? )2 +16A4* = 4a°b* + 4c*d? —8abch0s(B+D) (2-38)

olur. Esitligin her iki yanindan (a2 +b2—c? - d2)2 yi ¢ikarirsak;

164° = 4a°* +4*d* ~8abcdCos (B+ D)~ (a* +b* —¢* ~d*) (2.39)
ifadesine ulasilir. Sag tarafi carpanlara ayirabilmek icin 8abcd ilave eder ve
cikarirsak

164° =(4a’b? +4c*d* ) +8abed —8abed ~8abedCos (B+D)—(a* +b* —c* —d*) (2.40)
bulunur. Son ifadeyi

164° =(4a’’ +4¢*d* +8abed ) ~8abed ~8abedCos (B+D)~(a* +b° —¢* ~d*) (2.41)
biciminde yazarsak;

164° =(2ab+2cd)’ ~8abed ~8abedCos (B+D)~(a* +b° & —d*) (2.42)
olur. Bu ifade;

164 =| (2ab+2ed) - (@ +1* ~c*~d*)' |-8abed (1+ Cos (8+ D)) (243)
biciminde tekrar yazilarak, ¢arpanlarina ayrilirsa;

164> = [(2ab+2cd)—(a2 +b = —dz)][(ZabJchd)Jr(az +h = ¢ —dz)]
—8abcd (1 + Cos(B + D))

(2.44)

olur. Buradan,

164> = (2ab+2cd —a® —b*> +c* +d*)(2ab+2cd +a’ +b* —c* —d*)

—8abcd(1+ Cos(B + D))

=(c*+2cd+d*—a’ +2ab—b*)(a* +2ab+b* —c* +2cd —d*)
—8abcd(1+ Cos(B + D))

=[(’ +2cd +d*)~ (@’ —2ab+b*) |[ (@’ +2ab+b*) — (* —2cd +d) |
—8abcd(1+ Cos(B + D))

=|(c+d) ~(a=b)'||(a+b)' ~(c~d)’ |-8abed (1+Cos(B+ D)) (245)

bulunur. Burada trigonometrik terimimizi 2 sayisi ile ¢arpar ve bdlersek;
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(2.46)

) P 2 el 1+C0s(B+D)
164° =[(c+d)’ —(a—b)" | [ (a+b)’ —(c—d)’ | ummﬂ( : j

ifadesine ulasiriz. Ote yandan;

Cm(B;DszuquB+D):%bﬁ(Bng=h4bﬁB+D)

olur ki bu esitligi son denklemde yerine yazarsak;

16A2=“C+df—{a—bf}Ba+bf-{c—dzﬂ—lawaﬂbf(B+Li

(2.47)

bulunur. Esitligimizin sag tarafindaki ilk terimdeki ifadeleri carpanlarina ayirirsak;

164 =(c+d+b—a)c+d+a-b)a+b+d—c)a+b+c—d)
B+Dj (2.48)

- 16abchosz(

ifadesine ulasilir.
Burada  dortgenin  cevresine a+b+c+d=2s  diyecek olursak;
s = atbte+d olacaktir. Bu diisiinceden hareketle son esitligimizi;
164> =(c+d+b+a—a—a)c+d+a+b-b-b)a+b+d+c—c—c).
B+Dj (2.49)

(a+b+c+d—d—d)—16abchos2(

biciminde diizenler ve a +b+c+d =2s yazarsak;
) »( B+D
164" =(2s —2a)(2s —2b)(2s —2¢)(2s —2d) —16abcdCos (Tj (2.50)

olur. Buradan

164> =2(s —a)2(s —b)2(s —c)2(s —d) —16abcdCos’ (B ; DJ (2.51)
ve
164> =16(s —a)(s —b)(s —c)(s —d) —16abcdCos’ (%j (2.52)

elde edilir. Esitligin her iki tarafin1 16 ile sadelestirirsek;
B+Dj

A = (s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abch0s2( (2.53)

bulunur. Her iki tarafin karekokiinii alirsak;
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B+Dj
(2.54)

A= \/(s —a)(s—b)(s—c)(s —d)—abcdCos® (
ifadesine ulasilir ki bu formiil herhangi bir dortgenin alanini verir (LaRosa, 2003).
Ornek 2.7. Kenarlart ¢ = 7, b = 9, ¢ = 12, d = 6 ve agilar1 m(ABC) =90,
m(BCD)=102°, m(CDA)=115", m(DAB)=53" olan dortgeninin  alanini

bulunuz.

Sekil 2.7. Kenarlar1 Verilmis Bir Dortgen

Céziim. Once s yi hesaplayalim.

= atb+c+d 12+9+7+6 34 _
2 2
olur. Simdi alan formiiliinde kenarlar1 ve yar1 ¢evre degerini yerine yazalim.

90+115J

17T=s5=17

A(ABCD) = \/(17 —12)(17-9)(17 - 7)(17 - 6) —12.9.7.6.Cos" (

= \/5.8.10.1 1-12.9.7.6.Cos” (

= \/4400— 4536.Cos* (%)

= /4400 — 4536.Cos>102,5

90+115j

olarak bulunur. Cos” (102, 5) degerini hesaplar ve yerine yazarsak;

A(ABCD) = /4400 — 4536.Cos°102,5 = /4400 — 212,49 = [4187,5 = 64,7
elde edilir ki boylece

A(ABCD) = 64,7 cm®
dir (LaRosa, 2003).



3. BRAHMAGUPTA DORTGENLERININ OLUSTURULMASI

Bu boliimde Tanim 1.2.14 ile verilen kirigler dortgeninin ya da Brahmagupta
dortgeninin Ozelliklerini veriyoruz. Daha sonra kullanacagimiz igin; c¢ember

geometrisi ve trigonometriden bazi iyi bilinen sonuglarla basliyoruz.

Sekil 3.1. Bir ABC Uggeni ve Cevrel Cemberi

Sekil 3.1 R yaricapl bir gemberin [AB] kirisini géstermektedir. C ve C', AB
kiriginin ayirdig farkli gember yaylar tizerindeki noktalar olsun. Buradan;
m(ACB) + m(AC' B) == ve |AB| = 2R Sin6 (3.1)

bulunur.

Brahmagupta dortgenleri tiizerindeki c¢alismalarimiz boyunca asagidaki

gosterimleri standart olarak kullanacagiz.

Teorem 3.1. ABCD kose noktalar1 ayn1 ¢ember iizerinde bulunan bir dortgen (yani

kirisler dortgeni) olsun. Ayrica bu dortgenin; a, b, ¢, d kenar uzunluklarini; e ile f de

kosegen uzunluklarini gostersin. Bu durumda s = % (a + b + ¢ +d) olmak lizere;

A(ABCD) = \/(s —a)(s—b)(s—c)(s—d) (3.2)

bigiminde verilir. Ayrica;

o= (ac+bd)(ad + bc)

ab +cd ’ (3-3)
_ (ac+bd)(ab+cd)
/ ad + bc ’ S

dir (Sastry, 2002).
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Ispat. Teorem 1.2.4. ten kirisler dortgeninde karsilikli agilarm biitiinler oldugunu

biliyoruz. Béylece B ve D agilar1 da karsilikli agilar olduguna gore 6l¢limleri toplami

180° dir. Bunu alan formiiliinde yerine koyalim.

A(ABCD) = \/(s —a)(s—b)(s —c)(s —d) —abcdCos® (B ; Dj

A(4BCD) = \/ (s —a)(s = b)(s ~)(s ~d) ~ abedCos’ (182‘” J

0
olur ki burada Cos

=0 oldugundan;

A(ABCD) = /(s —a)(s —b)(s —c)(s —d)
elde edilir.

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Tekrar Sekil 1.2. ye donersek; B ve D agilarn karsilikli agilar oldugundan

dlgiimleri toplami 180° dir. Bu da CosB = — CosD olmasi anlamina gelir. Buradan;

e’ =a’+b*>—2abCosB ve e’ =c*+d” —2cdCosD
olur. Bu son iki ifadenin sol taraflar1 ayni oldugundan;

e’ =a’+b* —2abCosB=c’ +d* —2cdCosD
yazabiliriz ki boylece;

a’+b*-e*  C+d e’

+ = CosB + CosD =0
2ab 2cd

elde ederiz. Yani;
a’+b> ¢’ Jrc2 +d’ e’
2ab 2cd

=0

dir. Burada gerekli islemler yapildiginda;

o = (ac+bd)(ad + bc)
 (ab+cd)

ifadesine ulasiriz ki bu da;

o (ac+bd)(ad + bc)
ab+cd

olmasi1 demektir.

(3.8)

(3.9)

(3.10)

3.11)

(3.12)

(3.13)

Benzer sekilde, 4 ve C agilart da dortgende karsilikli acilar oldugundan

dlciimleri toplami1 180° dir. Bu da; Cos4 = — Cos C olmasi anlamina gelir. Buradan
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da yukaridakine benzer sekilde islem yapildiginda;

_ (ab +cd)(ac +bd)

3.14
ad +bc ( )

f

bulunur.

Eger (3.7) ifadesinde d = 0 alinirsa; bu ifade a, b, ¢ kenarlhh bir iiggene

doniisiir ki alan formiilii de bilinen Heron formiiliidiir.

Teorem 3.2 (Ptolemy Teoremi). Bir ABCD kirisler dortgeninin kenar uzunluklarini
l4B| = a, lBCl = b, lcD| = c, DAl = d ile ve kosegen uzunluklarini da lacl = e,
BD| = f ile gosterelim. O zaman, kirigler dortgenin kosegenlerinin c¢arpimu,
karsilikli kenarlarinin ¢carpimlarinin toplamina esittir. Yani;

e.f =ac+bd (3.15)
dir.
Ispat. Yukarida ABCD kirisler dortgeninin kdsegen uzunluklarmin nasil hesaplandig

verilmigti. Simdi de bunlar birbirleri ile ¢arpilsin;

(ac+bd)(ad + bc) (ab+ cd)(ac +bd)
e= ve f =
ab+cd ad + bc

ise;

ef_\/(ac+bd)(ad+bc) (ab + cd)(ac + bd)
' ab +cd ' ad +bc

:\/(ac+bd)(ad+bc)'(ab+cd)(ac+bd) — J(ac+bd)’ = ac+bd
ab+cd ad +bc

elde edilir ki ispat biter.
3.1. Heron Agcilar ile Brahmagupta Dortgenlerinin Tanitilmasi

Bu kesimde; Heron agilarimin terimlerinden hareketle Brahmagupta

dortgenlerinin bir olusumunu verecegiz.

dir.

2
Teorem 1.2.5. e gbre ¢ = Tang ise Sinf = " 2 ve Cosf = 1=t

£ 14172

Teorem 1.2.4. e gore, bir kirisler dortgenin karsiliklt acilari biitlinler

oldugundan, bdyle bir ABCD dortgeni daima bir kosesine gore siniflandirilabilir ki,
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bu acilar i¢in 4, B <

oy

ve C, D> % olur. Bir ABCD kirigler dortgeninin, bir

dikdortgen olmasi igin gerek ve yeter sart A = B :% olmasidir. Ayrica bu kirigler

dortgenin bir yamuk olmasi i¢in gerek ve yeter sart ise A = B olmasidir.
Bir ABCD kirisler dortgeninde m(CAD)=m(CBD) = 6 olsun. Bu dértgenin
rasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter sart 4, B ve 6 agilarinin Heron agilar1 olmasidir.

Teorem 3.3. ABCD bir Brahmagupta dortgeni ve m(DAC) = 6 olmak iizere

D .
t= Tang, t,=Tan— ve t, =Tang 1s€;
2 2 2

=(tt, +1,)+ (1=1,6,))t, +1, —t(1=1,2,)),
b=(1+2)e, —1)1+u,),
c=t(1+t12)(1+t22),
d=(1+)t —t)\1+n,),
:t1(1+t2X1+t22),
f:z2(1+t2X1+tf),
A(ABCD) =1, (2t (1-4,) = (6, +1,) (1=2))(2(1, + 8, )+ (1-1,5,) (1= 27) ),

R = (1+t12X1+t22X1+t2)
2

Olur (Sastry, 2002).

Ispat. Bir ABCD Brahmagupta dortgenin [4D] ve [BC] kenarlar1 paralel olmamak

tizere [AD] yi, D noktasindan ve [BC] yi de C noktasindan uzatarak, bu iki uzantinin

kesisim noktasin1 £ ile gosterelim (4, B < % kabulii altinda, bu dogrular sadece,

dortgenin dikddrtgen olmasi durumunda paralel olur).
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Sekil 3.2. Bir ABCD Kirisler Dortgeninden Olusturulan EAB Uggeni

Sekil 3.2. de |ECl = a ve |ED| = [ olsun. ABCD kirisler dortgeni oldugu i¢in

karsilikl1 a¢ilar biitlinlerdir. Yani;

m(C)+m(C')=7z ve m(D)+m(D')=7z

olur. Ayrica Teorem 1.2.4. te de belirtildigi gibi
m(D)+m(B)=x

dir. O zaman;
7-m(D)=m(B)=m(D)

olacagi agiktir. Yani;
m(EDC) = m(EBA)

olur. Yine ABCD kirisler dortgeni oldugu igin;
m(A)+m(C)=n

dir. O zaman;
-m(C)=m(4)=m(C)

olacagi aciktir. Yani

m(ECD)= m(EAB)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

olur. Burada E ortak a¢1 oldugundan ve (3.19) ile (3.22) den, A¢1-Ac¢i1-A¢i1 benzerlik

teoremine gore EAB ile ECD ii¢ggenlerinin benzer oldugu goriiliir ve EAB ~ ECD

biciminde gosterilir. O halde;
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48| _|EB| _|E4]
icp| |ED|  |EC|]

(3.23)

olarak yazilabilir. Burada, Tanim 1.2.15. ten faydalanarak;
SinC = Sin(r — C) = SinC'= SinA ve SinB = Sin(r — B) =SinB'=SinD (3.24)
yazilabilir. Oyle ki;

g_a+b_ﬁ+d_
o) o

) (3.25)
veya
a=Jc, b=M-a, d=ia-p, ,1>max(%,ﬁ] (3.26)
(04

olur. Ayrica Siniis Teoreminden;

e=2RSinB =2RSinD = Ea ve [ =2RSinA=2RSinC = Eﬂ (3.27)
P P
elde edilir. Burada R, ABCD kirisler dortgeninin yarigapt; p da ECD iiggeninin
cevrel cemberinin yarigapidir. Boylece;
o = 2p.SinD, S = 2pSin C, c=2pSinkE (3.28)
bulunur. Ptolemy Teoreminden ac+ bd = ef idi. Yukarida bulunan e ile f degerleri
ile benzerlik kurarak bulunan a, b, ¢ ve d degerleri Ptolemy Teoreminde yerine

yazilirsa;

R—z .aff = i+ (B — a)(ad — p) (3.29)
Yo,

elde edilir. Bu son denklem diizenlenirse;

2 2 2 2
(EJ e e P 2ACesE+ 1
p of
= >~ 21.Cos E + Cos* E + Sin* E = (A— Cos E)* + Sin’E
yani
R 2
(—J =(A— Cos E)* + Sin’E (3.30)
o
olur. Bu da;

(5) —~(A—CosE)’ =Sin’ E (3.31)
Yo



seklinde yazilabilir. Burada iki kare farki 6zdesligi kullanilarak;

—+A—-CosE

I

P

[5 — A+ CosE j = Sin’E

yo,

elde edilir. Teorem 1.2.5. ten faydalanarak, £ agisinin da bir Heron
sOylenir. Boylece Tanim 1.2.5. ten SinE ve CosE ler rasyonel olur

rasyonel degerlerini elde ederken bir ¢ rasyonel sayis1 i¢in;

R_ A+ CosE = t.SinE ve R + A —CosE = Sink
P P
olarak kabul edelim. Bu ifadelerden;
R= BSinE t+1 _< z‘+1 ve leSinE 1—z‘ + CosE
2 t) 4 t 2 t

elde edilir. Burada R nin ifadesinden ¢ =T ang olacagi aciktir. Ciinkdi;
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(3.32)

acis1 oldugu

. R ve A nin

(3.33)

(3.34)

Sin® 0 +Cos” 0
2 2
Tan® —+1 Cos® 4
c 1 0 1 c 2
R=—|t+-| =—|Tan—+ =— =— 2
4 t 2 Tan— Tan— 4 SinE
Cosg
2
0
c 1 COSE c 1 c 1 cl 1
Rl 0w 0| 4 00| 2|5 00| 2\5m0
4 Cos® — Sin— Cos —.Sin— 2Cos —Sin m
2 2 2
olup, yani
c
= 3.35
28in6 (3:35)
dir. Buradan da;
¢ =2RSin0 (3.36)
et o . D
oldugu goriiliir. Eger burada C ve D Heron acilar1 i¢in; ¢, = T an? ve t, =T an?
alinirsa, Teorem 1.2.5. ten;
—t} 2t 1-£; 2t
CosD =——, SinD =—- ve CosC =——=, SinC =—=; (3.37)
1+1¢ 1+1¢ 1+1, I+1,
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elde edilir. Burada buldugumuz degerleri,
Cos(D + C) = CosD CosC — SinD.SinC = — CosE
denkleminde yerine yazarsak;

COSE:(t1+t2)2_(1_t1t2)2 (338)
(A+)(1+8)

bulunur. Benzer sekilde

Sin(D + C) = SinD.CosC + SinC.CosD = SinE

olup
SinE = 21, +t22)(1—t;tz) (3.39)
A+)A+1y)
elde edilir. Yukarida (3.28) ile (3.36) da
¢ = 2p.SinE = 2R.Sin6
idi. Burada da SinE ve Sinf degerlerini yerine yazarsak;
2 1-
(¢, +t22)( t;tz) _op 2z2 (3.40)
A+¢)A+1¢5) 1+¢
olur. Gerekli islemleri yaptigimizda;
= %(lththl t1,\1-t,) = i+ 22 )J1+42) (3.41)
bulunur. Sonucta
c=tl+e2f1+22) (3.42)
olup, (3.28) de a = 2p.SinD ve ¢ = 2p.Sin E oldugu goz online alinirsa;
t(1+8)(1+4
c___tii)i) (3.43)

“asinE2(4+1,)(1-4)
(1+tf)(l+t22)

21,

olur. Bunu ve SinD =

- degerini o = 2p.SinD de yerine yazar ve gerekli kisaltma

1+1¢

islemlerini yaparsak;
o A+H)(A+8)°
(t, +t,)(1-1zt,)

olur. Benzer sekilde f = 2p.Sin C idi. Burada da

(3.44)
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o t(1+6)(1+13) e sinc_ 2
28inE 2(t,+1,)(1-11,) 1+14;
(1+tf)(l+t22)

degerini S = 2p.SinC de yerine yazar ve gerekli kisaltma islemlerini yaparsak;

tt,(1+7) (1+1)
(tl + tz )(1 - tltz)

B= (3.45)

bulunur. Yine yukarda yapilan iglemlerde;

A Z%SinE G— t] + CosE

bulunmustu. Buradan da SinE ve CosE degerleri yerine yazilirsa;

120+ N1-n)( 1 (6, +0,Y —(1-1,1, )
2 (1+tt )(mtt) (t t] : (fﬂ th)t (3.46)

elde edilir. Yukarida yapilan islemlerde; bulunan tiim bu degerleri ABCD

Brahmagupta dortgeninin kenarlarini, kosegenlerini, alanint ve bu dortgeni

cevreleyen ¢emberin ¢apini bulmada kullanalim.

e (lzwm )1 t}<a+fz>2—<1—f1fz>2}<z<l+zs><1+t;>>

(1+8)(1+1) (1+8)(1+1)
[t (6, + 0, N1 =1,y 1= 2 ) £lt, +1, ) t(l—t1t2)2J(tl +1, N1-1,)
[t (t, +1, N1=t,2,) =22 (2, +1, N1 —1 )+t(t1+t2)2—t(1—tlt2)2]
=(t, +1, [0 =1,0,)+1(e, +1,)] - 11— 1,2, Ne(e, +2,)+ (1 —1,8,)]
=[(t, +1,) -t —t,0, (1 = 1,2, )+ £(z, +1,)]

olur. Benzer sekilde; b = Af — «, d = Aa — p, ifadelerinde de 4, a ve f degerleri

yerine yazilirsa;

b=+ ), —tN1+1,),  d=(1+ ), —1)1+1,),
b

olarak bulunur. Burada 4 > max (ﬁ’_) dir; ¢linkii A — 2_2 duir. Yani b nin

f «a

i

pozitif deger olmasi i¢in A nin 2 hin maksimum degerinden daha biiyiik olmasi

14

gerekir. Benzer durum — i¢in de gecerlidir. Ayrica siniis teoreminden;
a
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e =2RSinB = 2RSinD _R o,
P
c c
idi. Eger; R = ve = degerleri yukarnidaki denklemde yerine
g 28in6 P 2S8ink g yu Y
yazilirsa;

C

¢ = 2R SinB = 2R Sin D=2 ¢ =28n0 o _SnE
P ¢ Sin@

28inE

2(t1 +1 )(l_tltz)
(1+t2X1+t2) 7 (l+tz)2(1+tz)_ s )
2 (;1 +t21)(1—t1t22) =il fies)
1+¢°

bulunur. Benzer islemler /= 2R.Sind = 2R.SinC = R . icin de uygulanirsa;
o,

f=t2(1+t2X1+tf)

olur. Ayrica

s=dtbrerd o yaBeD) = [(s—a)(s-b)(s—c)(s—d)

idi. Once yukarida buldugumuz a, b, c ve d ifadelerinde parantezler acilirsa;
a= (t(tl +1, )+ (1 —1t, ))(tl 1, - t(l —1t, ))
=(tt, +1t, +1—t,t, \t, +1, —t +1t,t,)
= ttl+itt,— Ottt

— Gt —t Tttt — 1, —t Tt — L

=i+ Attt, — 7t —t°t, —t]t, —t,t; —t+t, T, LG O — Gt
b= (1+t12Xt2 —t)l+1t,) = (t, —t +1lt, — 12t )(1+1t,)

— 2 2 2 2 2.2 2.2

=t, —t+tit, —tlt+it —t’t, + 1]t — e,

2 2

c=t(l+¢, )(1+t2)

=ttt + 1l
d=(1+2)t, —t\1+0,) = (6, —t+ 1,2 =16 N1 +11,)

= (t1 —t+ 4ty —tt; + 1t — 1t + 1ttt —tzzltj)

bulunur. Buldugumuz ifadeler; s de yerine yazilirsa;



a+b+c+d= 212 +25 =267t 2713+t t, — 2t +2t, + 2,

den

_a+b+c+d

5 =i+l — 0t O 21t — 1+t +t,

elde edilir. Sonra da;

(s—a)= % = 12608, = 1)+ (1= 22 e, +1,))]

(s—b)= deb b2t +0,)+ (=22 11,8, )]

(s—c)= % = et - 1)+ (1=, +1,)]

(S_d)_w 626 + 1)+ (1= 118, )]

olur. Burada yukaridaki esitlikler taraf tarafa ¢arpilirsa;

A(ABCD)* = (s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

AMBCDY = 1222 [2e(t,t, ~1)+ (1= 22 e, +6,) [2elt, +1,)+ (1= 22 Y1 -1,
elde edilir ki, her iki tarafin karekokii alinirsa;

A(ABCD) = 1,6, [26(t,t, 1)+ (1= X1, + 1, )| |21t +1,)+ (1= 1= 1,1, )]
bulunur. Benzer sekilde;

c=2RSin0 ve c = t(1+t12)(1+t22)

oldugundan;
R € (1+t X1+t ) (1+t2X1+t12X1+t22)
Sin® 2t 2
1+1¢7
dir. Bu ifadelerde m, n, p, g, u, v tamsayilar1 i¢in ¢, = ﬁ, t =9 ve t=" olarak
m )4 u
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aliir; kenarlar ve kosegenlerdeki paydalar sadelestirilirse, Brahmagupta dortgenleri

elde edilir. Ayrica her bir Brahmagupta doértgeni bu yolla elde edilir.

Sonug 3.3.1. Yukaridaki ABCD dortgeninin parametrik gosteriminde ¢, =¢, = —

oy v
secilir ve ¢t =— yazilirsa;
u
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a= (mzu —n*u+ 2mnvx2mnu —m*v+ nzv),
b=d= (m2 +n2Xnu —mv)mu +nv),
c= (m2 +n2)2uv,
e=f =mn(m’ +i12)(u2 +v2)
biciminde Brahmagupta yamugunun kenar ve kdsegenleri verilir. Ayrica alant;
A(ABCD) = 2m*n’ (nu — mv)(mu + nv) ((m +n)u—(m-— n)v)((m +n)v+(m— n)u)

olup, ¢evrel gemberinin ¢ap1 da;

VR = (m? +n2)2(u2 +v2)
2

biciminde verilir (Sastry, 2002).

ispat. a = (e(t, +1,)+ (1 —1,1,))t, +1, —t(1-1,1,))

ECRN G B

vn 7’}’12—7’12 I n % I’}’lz—l’l2
=22 4 : p R
um m m u m

umz umz

B 2 2] 2 2]
| 2vam+um” —un {2mnu—vm +vn

1

247
um

—(mzu —nfu+ 2mnvx2mnu —m*v+ nzv)

b=(1+2)t, - 1)1 +a,)

n2 n 1% v n m2 +I’12 nu —my um + vn
R [ | R :
m m u um m mu um

1

2 4
u m

= (m2 +n2Xnu —mv)(mu + nv)

Ve

d=(1+2)t, —t)1+2,)

1+i (E—Z)(1+Z£j: m2+n2 (nu—mvj(um+vnj
m2 m u um m2 mu um

1

2_ 4
um

= (m2 +n2Xnu — mv)mu + nv)



bulunur ki burada ¢, = ¢, oldugundan d = b elde edildi. Ote yandan

c=t(+12)1+4)

2 2
v 7’12 1’12 \% m2+n2 v m2+n2 u
i el el Bt =l |
u m m u m u m u

1

2.4 °
u m

e=t,(1+>1+22) {%(H:—zj{uz—iﬂ
Gl e

1

2 4
u m

st )
Ei S i e

= mn(u2 +V2X7’l’l2 +I’lz)

2
= (m2 +n2) uv

= mn(u2 +V2X7’l’l2 +I’lz)

Ve

24
u m

bulunur ki burada ¢, =¢, oldugundan e = f'elde edilir. Alana gelince;

2 2 2 2
a:(m u—n u+2mnvx2mnu—m v+n v) >
u'm

b= (m2 +n2)(nu —mv)(mu+nv)

24
um

) 2\
c=m"+n")uv ——7,
u m

d — 2 2 _ ,
(m +n )(nu mv)(mu+nv) u2m4

oldugundan;
(mzu —n'u+ 2mnv)(2mnu —m*v+ nzv)

2s=a+b+c+d= !

+2(m2 +n? )(nu —mv)(mu + nv)+ (m2 +n’ )2 uv u’m’
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1
=4m’nu® = 2m*uv —4m’nv* + 2n*uv + 8m’n’uv) —
um

olur. Buradan da;
_a+b+c+d

2
bulunur. Alanin;

A(ABCD) = /(s —a)(s —b)(s —c)(s —d)
oldugunu biliyoruz. O zaman gerekli islemler yapildiginda;

1

3 2 4 3 2 4 2.2

=C2m’nu” —m'uv—2mnv" +n'uv+4m-nuv) ——,
u'm

A2 2 2 2 2
(s—a)=2n"(mnu" —m uv—mnu” +n-uv) pEmE

2.2 2.2 2.2 2.2
(s —=b)=mn(mu” —m™Vv" +4mnuv—n"u"+nv') —,
um

2 2 2 2 2
(s—c)=2m"(mnu” —m uv—mnu" +n"uv) e

1
(s —d) = mn(m*u® —m*v’ + dmnuv —n’u’ + n°v*>) e
olur. Buldugumuz bu degerleri taraf tarafa carparsak;

(s—a)(s=b)(s—c)(s—d)=4m'n* [mzu2 —m™V +dmnuy —n*u’ +n* v’ T

4
2 2 2 2 7P 1
[mnu —muy—mnv +n MV:I 7 4
u m

olur ki bu da alan formiiliinde yerine yazilirsa;
A(ABCD) = /(s —a)(s —b)(s —c)(s —d)

2
=2m’n’ [mz(u2 —v) +dmnuy —n’ (u’ —vz)} .[mn(u2 —v) +uv(m’ +n2)] ( 21 4j
u'm

=2m’n’ | (m® = n*)u® —V*)+ dmmuv]. [ (e —my)(mu -+ )] [ ; j
um

=2m’n’ [(nu —mv)(mu +nv)] [(nu —mv)(mu +nv)] ( 21 4)
u'm

2
um

=2m2n2(nu—mv)(mu+nv)[(m+n)u—(m—n)v][(m+n)v—(m—n)u}( 1 4j2

elde edilir. Ayrica gevrel gemberin ¢api;

1+£ 1+£ 1+ﬁ
1+th1+t22X1+t2) m’ m’ u’

2R:( =
2 2
(mz +n2j2(u2 +v2j
_ m? 2 :(m2+n2)2(u2+v2)
2 2u’m*
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olarak hesaplanir. Bu dortgende kenarlarin ve kdsegenlerin her birini bunlarin en

kiiciik ortak katlar1 olan ile bolersek;

2.4
um

a= (mzu —n'u+ 2mnvx2mnu —m’v+ nzv),

b=d= (m2 +n2Xnu —mv)mu +nv),

c= (m2 +n2)2uv,

e=f=mn(m" + 112)(u2 +v2),
A(ABCD) = 2m*n* (nu — mv)(mu + nv)((m +n)u—(m-— n)v)((m +n)v+(m— n)u)
(m2 + nz)z(u2 +v2)

2

degerlerine ulasiriz ki ispat biter.

2R =

Sonug 3.3.1 de verilen ifadelere uygun bazi m, n, u, v degerlerine karsilik elde
edilen dortgenlerin alanlar1 ile kenar, kosegen ve c¢evrel cemberlerinin cap

uzunluklar1 Tablo 3.1 ile verilmistir.

Tablo 3.1
min|ulv a b=d c e=f | A(ABCD) 2R
1[2] 1]1 7 15 25 20 192 25
1[1] 2]1 8 6 8 10 48 10
112 2|3 102 40 150 130 4032 162,5
113 1]2 88 70 200 150 6048 250
114 1]2 38 306 578 340 44352 722,5
201 3]1 117 35 75 100 2688 125
3(2] 3|1 837 429 507 780 266112 845
211] 4|1 208 90 100 170 11088 212,5
311 41 608 130 400 510 39312 850
415] 4]3] 15708| 10168| 20172] 20500| 177964800] 21012,5
1{2] 3]5 297 65 375 340 17472 425
2(1] 511 323 165 125 260 29568 325
211] 6|1 462 260 150 370 63648 462,5
211 711 625 375 175 500 120000 625
53] 71| 27548 | 20672| 8092 25500] 325036800 28900
201 7]2 638 240 350 530 94848 662,5
201 7(3 627 85 525 580 39168 725
211] 8|1 812 510 200 650 206448 812,5
311 511 1012 320 500 780 145152 1300
3[1] 7[2] 1768 230 1400] 1590 218592 2650

Sonu¢ 3.3.2. Yukarnidaki ABCD kirisler dortgeni [AD] ve [BC] kenarlar1 paralel
olmayan bir Brahmagupta dortgeni ise [AD] yi D noktasindan ve [BC] yi de C

noktasindan uzatirsak £ onlarin kesisim noktasini gostermek sartiyla bir ECD tiggeni



Il
§t\;
+
R
=
a

olusur. Eger bu ECD ftiggeni kenar uzunluklar | cDl
|ED|l = m* —n* olan bir dik iicgen olarak secilirse;
a= ' +n) (=),
b= ((m—nlu—(m+nyN(m+nhe+(m—nh),
c=2(m*> +n*uv,
d =2(nu—mv)(mu+nv),
e=2mn(u’ +v°),
f= (m2 —112Xu2 +v2);
A(ABCD) = mn(m* —n*)u* + 2uv —v*)(u® = 2uv—v*)
2R Z(m2 +n2)(u2 +v2)

elde edilir. Burada , L ; . n rn dir (Sastry, 2002).
vV n v m-n

. D . 2t 2
Ispat. Eger ¢, = Tan— ise SinD = — - = zmn - oldugundan 7, = 7 olur.
2 I+t m” +n m
: 2t -n’ -
Eger t, =T ang ise SinC=—2-= m2 " > oldugundan ¢, = 77" bulunur.
2 1+t;, m +n m+n

0 . 2t 2
Eger t =Tan— ise Sin6 = = ld - oldugundan ¢ = Y olur. Ayrica

2 1+t° u +v u

a=tlt, +1,)+ (1 —1,0,)\t, +1, —t(1-1,2,))

idi. Burada ¢, #; ve t, degerlerini yerine yazarsak,

1 nm-—n I’l+m—l’l 1 nm-—n
m m+n mm+n m m+n u mm+n

Al
e M”*";:”n;“"J{” ::”&-ILT“H
b
{

I’I’ll’l+l’l +m —mn v[m2+mn—mn+nzﬂ
u

m+n m(m+ n)

)il 4 )} {u(munz)_v(munz)}

um(m +n) um(m +n)

X2 2) (m2+n2)

m +n V5
2.2 2
u’m?(m+n)
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2mn,

olur. Benzer sekilde ¢, #; ve t, degerlerini; b, ¢, d, e, f;, A(ABCD) ve 2R degerlerinde

de yerine yazarsak;

b=(1+22)t, - 1)1 +1,)



42

b=((m—n)u—(m+n)v)((m+n)u+(m—n)v)M

w’m® (m+n)
(m2 +n2)

w’m® (m+n)’

c= t(l+z‘12)(1+z‘22)=2(m2 +n)uy
(m2 +n2)
u’m®(m+n)’

(m2 +n2)
u’m® (m+n)’

2 2 2 2 2, .2 (mz +”2)

f:tz(l+t X1+t1 )Z(m -n Xu +v ) m
A(ABCD) =tlt2(2t(1—t1t2)—(tl +t2)(1—t2))(2(tl +t2)t+(1—tlt2)(1—t2))

(m2 +n2) ’
w'm’(m+n)’

2R = (1+t12X1+t22X1+t2) =(m2 +n2)(u2 +VZ)M
2 u"m-(m+n)

elde edilir. Burada da kenarlarin ve kdsegenlerin her birini, bunlarin en kiiciik ortak
(m2 +n2)

w’m*(m+n)

d= (1 +1 th —t )1+, ) =2(nu — mv)(mu + nv)

e=t1(1+12X1+t22) =2mn(u’ +v?)

=mn(m® —n*)u® +2uv —v*)u’ = 2uv —v?)

katlar1 olan ile bolersek aranan degerleri buluruz.

2

Sonug 3.3.2 de verilen ifadelere uygun bazi m, n, u, v degerlerine karsilik elde
edilen dortgenlerin alanlar1 ile kenar, kosegen ve c¢evrel cemberlerinin cap

uzunluklar1 Tablo 3.2 ile verilmistir.

Tablo 3.2.

min| ul|v] a b c d e f | A(ABCD) | 2R

201] 3|1 40 0| 30| 14] 40 30 168 50
211 4|1 75 13] 40| 36] 68 51 966 85
211 5|1 120 32| 50| 66] 104 78 2856 130
21 1] 6]1 175 57 60| 104] 148 111 6486 185
20 1] 7] 1] 240 88| 70| 150] 200 150 12648] 250
20 1] 7/2) 225 23] 140 96| 212 159 7446 265
201 8| 1] 315 125| 80| 204] 260| 195 22278 325
211 8[2] 300 52| 160 | 144] 272 204 15456] 340
2/ 1) 9| 1] 400| 168 90| 266] 328 | 246 36456] 410
2 1] 9]2] 385 87| 180| 200 340| 255 27798 425
3/ 1] 411 150 72| 80| 26] 102] 136 3864| 170
3] 1] 5/ 1] 240 132) 100| 64 156 208 114241 260
3/ 1] 6/ 1] 350, 208| 120 114] 222| 296 259441 370
3/ 1] 7/ 1] 480, 300| 140| 176] 300| 400 505921 500
3/ 1] 7[2] 450, 192] 280 46| 318| 424 29784| 530
3/ 1] 8] 1] 630, 408| 160| 250] 390 | 520 89112] 650
3] 1] 8|2] 600 288| 320| 104] 408 3544 618241 680
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3]1] 91 800 | 532 180| 336] 492 | 656 1458241 820
3| 1] 9/2) 770| 400| 360 174] 510, 680 1111921 850
31 2] 6] 1] 455 31| 156| 360) 444 | 185 32430 481
312 7]1] 624 72| 182] 506] 600 | 250 63240 650
312 8|1 819 | 123| 208| 676] 780 | 325 111390] 845
31 2] 9/1] 1040 184| 234| 870] 984 410 182280 1066
4,1 5] 1] 408 280 170| 42] 208 | 390 28560 | 442
411 6] 1] 595 429 204| 100] 296 | 555 64860| 629
411 711 816| 608 | 238| 174] 400 | 750 126480] 850
4,1 8] 1] 1071 817| 272 264] 520 975 222780] 1105
411 9] 1] 1360| 1056| 306| 370] 656 | 1230 3645601 1394
411 912] 1309, 867 612 76] 680 1275 277980 1445

Sonuc¢ 3.3.3. Yukaridaki ABCD kirisler dortgeni [AD] ve [BC] kenarlar paralel
olmayan bir Brahmagupta dortgeni ise [AD] yi D noktasindan ve [BC] yi de C

noktasindan uzatirsak £ onlarin kesisim noktasin1 géstermek sartiyla bir ECD {iggeni
olusur. Eger bu ABCD kirisler dortgeninde 6 agis;; 4 + B — 0 = % olarak secilirse,

[AB] kenar1 ABCD nin ¢evrel ¢cemberinin ¢ap1 olur. Bu durumda;

t:TanQ:I_t3 _h+n -l
2 1+t t+t,+1-1t,

olarak alinirsa;

e=2mn(p* +q*),

f =2pq(m* +n*)

A(ABCD) = 4mnpq (mq +np)(mp —nq)
Ve

2R = (m2 +n2Xp2 +q2)

bi¢ciminde olan bir Brahmagupta dortgenini elde ederiz (Sastry, 2002).



1—@5)

ispat. t:TanQ -t i+, -1+, i+, —(-4t) 4+
2 I+ h+h 410t GG +(0-00) 1- tltz)

1, +t,

. I-1t n 9 o
ise; #, =— 12 olur. Buradanda #, =— ve t, =-L degerlerini yerine yazarsak,

I+, m p
_"q
g S mp _mpong _mp _mp=ng
t,+t, £+g mp np+mq np+mq
m p
olur. Yani;
_mp—nq
= -1, __ npt+mq _np+mq—mp+ng np +mgq
1+1, 14 "P—nq np +mgq np +mq +mp —nq
np +mq

_ (m+n)g—(m—n)p
(m+n)p+(m-n)q
bulunur. Bu ¢, #; ve #, degerleri

a=tlt, +1,)+ (1 —1,0,)\t, +1, —t(1-1,2,))

ifadesinde yerine yazilirsa,

a=tlt, +1,)+ (-1t ))(z +t,

[legsepieais)

e [(””" P] _1}
_m p (m+n m n q p
] mp((m+n )

(np +mg )(m +n)p +(m—n)g)- ((m +n)q —(m—n)p(mp - nq))}
i mp((m+n)p —(m—n)q)

_[mOmem(p? +7) = nm—n)(p* +4") | I
[n(m+m)(p* +¢")+ mm—n)(p* +4*) | m*p*[(m+n)p+(m—n)q]

(m2 Jranp2 +q2)
mzpz[(m + I’l)p + (m —I’l)q]z

bulunur. Benzer islemler b, ¢, d, e, f, alan ve 2R i¢in yapildiginda;

o 0 )p? +g7)
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b=(1+22)e, —t)\1+11,)

(Hﬁ] (1_ (mJrn)qf—(m—n)p][IJr (M+n)q—(m—n)ng
*J\p (m+m)p+(m—n)q (m+n)p+(m—n)q p

2\ 40 (m2+n2Xp2+q2)
o ) o+ T

(i) = Lntnla=Cnomp g | () 0"
U Wememp+(m-mq p)’ '

o)
Il

(m2+n Xp +q )
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((m+n)p+(m—n)g)((m+n)g—(m—n)p)—

d=(1+2)t —t)\1+11,)
:(Hﬁj (1_(m+n)q—<m—n)p](l+<m+n)q—(m—n)pg]

p2 m (m+n)p+(m—n)q (m+n)p+(m—n)gm

(Yo (m2+n2Xp2+q2)
( = ).mzpz[(m+n)p+(m—n)q7]2

e:tl(l+t2x1+t22)

|, (memg=m=-mp) [, @
m (m+n)p+(m—n)q p2
(m2+n2Xp2+q2)

m*p*[(m+n)p+(m—n)g]

= 2mn(p2 +q2)

f=t2(1+t2X1+tf)

_9 1+((m+n)q—(m—n)pj2 1
p (m+n)p+(m—n)q m?
(m2+n2Xp2+q2)

m*p*[(m+n)p+(m—-n)g]

A(ABCD) =, (2t (1=48,) = (6, +1,)(1-))(2(4 + 8, )t + (1-1,8,) (1= ")

=2pg(m* +n*)

mp

m*p*[(m+n)p +(m—n)g]

_ng | (mimg=(m-mpY, ng) (n q), ((m+ng=(m-mp ’
(m+n)p+(m-—n)q mp m p (m+n)p+(m—n)q
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o7 g\ ntnlg=tm=mp) (|_na),_((n+mg-(n-np)
m pN\(m+n)p+(m—n)q mp (m+n)p+(m—n)q
(m2+n2)(p2+q2) ’
mzpz[(m+n)p+(m—n)q:|2
[HnZJ[quj 14{(’”J“”)q_(m—n)pJ2
(1+t12X1+t22X1+t2) m’ p’ (m+n)p+(m—n)q

2R = =
2 2

— (2 2Y .2 2 m’ +n’ pz_%qz
e g )m2p£[<m+n>)£+<m—l>q]2
elde edilir. Burada da kenarlarin ve kdsegenlerin her birini, bunlarin en kiiciik ortak
(m2 +n2Xp2 +q2)
m’ p*[(m+n)p +(m—n)g]

= 4mnpq(mq + np)(mp - ”9)

katlar1 olan

ile bolersek aranan degerleri buluruz.

Sonug 3.3.3 te verilen ifadelere uygun bazi m, n, p, g degerlerine karsilik elde
edilen dortgenlerin alanlar1 ile kenar, kosegen ve c¢evrel c¢emberlerinin cap

uzunluklari ile alanlar1 Tablo 3.3 ile verilmistir.

Tablo 3.3
mi|n a b Cc d e f A(ABCD) | 2R
25 15 7 15 20 20 192 25
65| 25 33 39 60 52 1344 65

221 195| 21 85| 104 204 10560 221
425] 375| &7 119] 200, 408 39936 425
125 35| 75 751 120 100 4800] 125
250 70| 88| 200] 240 150 16848 250
325| 91| 253 125] 312 300 29376 325
425] 119| 87| 375] 408| 200 39936] 425
625| 175 527 175] 600 600 96768 625
338 | 312 0 130 130, 312 20280 338
650 | 600, 72 182] 250 624 77520 650
1066 | 984 | 184 | 234] 410 1040 210000| 1066
145] 105 17 87| 100 116 5760 145
442 | 208 | 280 1701 390, 408 61560] 442
725| 525 333| 203] 500 696 154560 725
986 | 714 264| 464] 680 870 285000 986
533 | 117 435| 205] 520 492 73920] 533
697| 153 185| 615] 680 328 107520 697
850 130| 400 680| 840| 510 189000| 850
725| 85| 525| 435] 720] 580 144000 725
850 360| 400 510f 770| 680 231000| 850

BN =AEN NIV, RV, NIV, RV, RV, L, NV, RV, IV, I S S S N E R E AN ]

NN W|h WK WD WV AW R IR WWN (A WN|NDT

N (OO0 NN [[WIN |~ W W W W (W (|~ [N |—
— = = = R [ [ [N = [ AW [N [W = (N [—= = (W[ = | — O

—_—




4. DORT VE DAHA COK KENARLI BRAHMAGUPTA COKGENLERININ
OLUSTURULMASI

Genel olarak; n, 2 den biiyiikk bir dogal sayr olmak iizere kenarlari,
kosegenleri ve alani rasyonel olan bir n — gen, rasyonel Heron n — geni olarak
isimlendirilir. Bu rasyoneller uygun bir benzerlik doniisiimii ile tamsayiya
dontstiiriildiigiinde bir Heron n — geni elde edilir.

Eger bir Heron n — genin kenarlar1 bir ¢evrel ¢ember icine ¢izilebiliyorsa,
yani kenarlar1 gemberin kirisleri ise bu n — gene bir Brahmagupta n — geni denir.

Bu boliimde de Brahmagupta’nin prensibini; Heron iiggenleri ve tamsayi
kenarli, kosegenli ve alanli kirigler dortgeni insa etmede Pythagorean {iggenlerini yan
yana (bitisik olarak) kullanabilmeyi; Heron iiggenlerini kendilerinden ayirarak birkag
n > 3 olan tamsayr kenarli, kosegenli ve alanli i¢ teget n — gen insa etmeyi
inceleyecegiz.

Pythagorean ticgenleri ailesini; bir dik ag¢1 ihtiva eden 6zel Heron tliggenleri
ailesi olarak tanimlanmisti. Bu bize tiim Heron liggenlerinin genel bir kiimesinin bir
ortak Heron agisi ihtiva eden aileler araciligi ile tanimlanabilecegi hakkinda bir fikir
vermisti.

Brahmagupta;

cos A+ cos A'=0
olacak sekilde ABC ve A'B'C' gibi iki Heron iicgeni almis ve onlar1 ortak kenarlari
boyunca birlestirerek yeni bir Heron iiggeni tanimlamistir. Bu bize; n > 3 ve

n € 7" olan rasyonel Brahmagupta n — genlerinin uygun Heron {iggenleri ailelerinin

elemanlarindan insa etmenin yolu olan, genel Brahmagupta prensibini verir. Burada;
rasyoneller uygun bir bezerlik donlisimiiyle tamsayilara donistiiriilebildigi
gergeginden hareketle, rasyonel Brahmagupta n — genleri elde edilmis olur.

Simdi ya tiimii bir aileden; ya da birkag1 bir aileden birkag1 biitiinleyen a1
ailesinden olan Heron iiggenleri alarak onlar1 Brahmagupta n — genleri insa etmede
uygunca kullanabiliriz. Konunun daha iyi agikliga kavusturulabilmesi i¢in sayisal
ornekler verelim.

Genis bir sekilde n» = 4 durumunu irdeleyelim. Bu durum 6nceki boliimde
inceledigimizden farklidir. Asagidaki tablo ilkel (a, b, c) leri ve uygun bir sekilde (a,
b, ¢) den {iretilmis en biiyiik iicgenleri belirtmektedir. Verilen tabloda 7 den T ya
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kadar olan {iggenler (2.4) ailesine; 77 Ty ise (2.5) liggen ailesine aittir. Bu tiggenler
daha sonra gelecek olan dortgenleri olusturmada kullanilacaktir.

Tablo 4. 1. Heron Uggenleri

u |v [llkel(a, b, ¢) | Enbiyiik(a, b, c)

7, 13 |1 [@45,3) (340, 425, 255)
7, [4 |1 a7,21,100 | 340,420, 200)
7; |5 |3 [68,77,75) | (340,385, 375)
7, |7 |6 | (85, 76,105 | (340,304, 420)
7s 19 |2 [(85,104,45) | (340,416, 180)
T, | 13| 1 [(68,75,13) | (340,375, 65)

7, |4 |1 (7,9, 10) (340, 180, 200)
Ts | 13| 1 [ (340,297, 65) | (340,297, 65)

Ayni veya farkli Heron tiggenleri, farkli yollarla birlestirilebilir. Bunu ilk
olarak dortgenlerin oldugu ornekte ele alalim. Ciinkii n = 4 durumu i¢in kullanilan
inga yontemlerinin benzerleri n > 4 durumu i¢in de gecerli olacaktir. Bundan dolay1

n =5 ve n = 6 i¢in de ornekler verilebilir (Sastry, 2005 — 1).

4.1. Brahmagupta Dortgenleri

Brahmagupta dortgenleri asagidaki yollarla iiretilebilir:

i) (2.4) ailesinden (anilan siraya gore (2.18)) veya (2.5) ailesinden bir iiggen
aliir (anilan siraya gore (2.19) bundan boyle bu sekilde anlasilacak) ve kendileri ile
birlestirilir,

i) Ayni aileden iki farkli iggen alinarak bitisik hale getirilir(birlestirilir),

iii) (2.4) ailesinden alinan bir liggenle, (2.5) ailesinden bir tiggen bitigik hale
getirilir.

Simdi de her bir durum i¢in birer 6rnek verelim.

Ornek 4.1. T, yani primitif (a, b, ¢) = (17, 21, 10) {iggenini alalim ve yukaridaki gibi
kendisi ile bitisik hale getirelim (Sastry, 2005 — 1).

c 17 n

Sekil 4.1. Bir Heron Uggeninin Kendisiyle Bitistirilmesinden Olusan Brahmagupta
Dortgeni
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Burada m(CAD) = m(CBD) oldugundan ABCD bir kirisler dértgeni olur. Bu
dortgene Ptolemy Teoremini uyguladigimizda bilinmeyen |4B|kenari;

|BD|.|AC|=|BC|.|4D|+|CD|.|4B|

21.21=10.10+17.|4B| = 441=100+17.|4B| =441 - 100 = 17.|4B| =

441-100 _ 341
17 17

olup rasyoneldir. Kenarlarin ve kosegenlerin her birinin 17 katinin alinmasiyla

=|45|

ABCD Brahmagupta dortgeni elde edilir ki gergekte bu;
|4B|=341, |BC|=|4D|=170, |CD|=289, |AC|=|BD|=357

olan bir ikizkenar yamuktur (Sekil 4.1 deki gibi). Ger¢ek alani daha iyi
hesaplayabilmek icin, alanin tamsay1 oldugunu gosterirken bir tartismay1 verelim.
Asagida verecegimiz bu tartisma daha genel durumlara uygulanabilir. Tanim 1.2.5,
Teorem 1.2.5 ve Teorem 1.2.8 den faydalanarak;

m(BAC) =m(BDC), m(ABD)=m(ACD) ve m(BAD) =m(BAC)+m(CAD)
yazilabileceginden BAD de bir Heron agisidir ve ABD ii¢geni de bir Heron liggenidir
deriz. ABCD; BCD ve BDA Heron Iliggenlerinin toplami bi¢iminde
parcalanabileceginden ABCD nin alan1 da tamsay1 olacaktir.

Bu 06zel ekleme herhangi bir kenar boyunca; 6rnegin 17, 10 veya 21 de
yapilabilir. Ancak bu serbestlik farkli Heron iiggenlerinin eklenmesini igeren yapilari

kapsamaz. Bunun gecerli olup olmadig1 Ptolemy Teoremi ile kontrol edilir.

Ornek 4.2. Tablo 4.1 ile verilen 7,, T, primitif {igenlerini bitisik hale getirerek

Brahmagupta Dortgenleri olusturunuz (Sastry, 2005 — 1).

Coziim. Bu iki yolla yapilabilir.

Sekil 4.2. Bir Kenarlar1 Ortak Olan Heron Uggenlerinin Ortak Kenarlar
Uzerinde Birlestirilmesiyle Olusturulmus Bir Brahmagupta Dértgeni



50

i) Sekil 4.2. de aym aileden alinan ve ortak kenarlari tizerinden birlestirilen
iki Heron iiggeninden olusturulan bir Brahmagupta dortgeni verilmistir. Ornek 4.1 de

yaptigimiz bilinmeyen kenar1 hesaplama islemini burada da uygulayalim.
105.104 = 45.76 + 85. |AB| =10920 = 3420 + 85. |4B| =

7500 85.|4B| 1500
= - =
85 85 17
bulunur. Alan formiiliinde de verilenler yerine yazilirsa;

S :l 45+76+85+—1500 = 2501
2 17 17

10920 — 3420 = 85. |4B| = | 48|

oldugundan;

A4BCD) = [ 220 _ 45| 2501 _56]( 2501 _gq)( 23011500
17 17 17 17 17

=5153,937716

_ \/1736 1209 1056 1001 _ 1489488
17 17 17 17 289

olur. Yani Sekil 4.2. nin, 17 kez biiyiitiilmesine ihtiya¢ vardir. Bu durumda kenarlari,

kosegenleri ve alan1 da;

|4B|=1500, |BC|=45, |CD|=85, |DA|=76 |AC|=105,

BD| =104,

A(ABCD) =1489488
olur ki bunlar tamsayidir. Buradan dortgenin Brahmagupta dortgeni oldugu sonucu

cikar.

Sekil 4.3. Bir Ortak Kenarlar1 Olan Heron Ucgenlerinin Ortak Kenarlar1 Uzerinde
Ters Yonde Birlestirilmesiyle Olusturulan Brahmagupta Dortgeni

il) Sekil 4.3. ile gosterilen ikinci birlestirmede ise ayni aileden alinan ve ortak
kenarlar1 iizerinde ters yonde birlestirilen iki Heron iiggeninden olusturulan bir

Brahmagupta dortgeni verilmistir. Burada da yapilan hesaplama sonucu;
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76.104 = 45.105 + 85 .|AB| =7904 = 4725 + 85 .|4B| =

3179 85.|4B| 187
= - =
85 85 5
bulunur. Alan formiiliinde de verilenler yerine yazilirsa;

7904 — 4725 =85 .|4B| = |48

5= 1(45 +85+105 +@j _ 981 ldugundan:
2 17 )" s

- (- S S T

_ \/456'256.156.494 L4848 oy

V5757575 25
olur. Yani Sekil 4.3” iin 5 kat biiytitiilmesi ihtiyac1 vardir. Bu durumda kenarlari,

kosegenleri ve alani da;

|4B|=187,

BD|=176,

BC|=105, |CD|=85,

DA|=45 |4AC|=104,
A(ABCD)=94848

olur ki bunlar tamsayidir. Buradan doértgenin Brahmagupta dortgeni oldugu sonucu

cikar.

Ornek 4.3. 4 ve m — A biitiinleyen acilarii igeren T; ve T, primitif iggenlerini

bitisik hale getirelim. Bunu iki yolla yapmak miimkiindiir. Sekil 4.4 e ve Sekil 4.5 ¢

bakiniz (Sastry, 2005 — 1).

Sekil 4.4 Bir Ortak Kenarli ve Tepe Acilar1 Birbirini Biitiinleyen Heron Uggenlerinin
Ortak Kenarlar1 Uzerinde Birlestirilmesiyle Olusturulan Brahmagupta Dértgeni
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Burada da yapilan hesaplama sonucu;
|4C| .68 =36.85 +40.51 = | AC| .68 = 3060 + 2040 = |AC| .68 =5100=

ac 3100 s
68

bulunur. Alan formiiliinde de verilenler yerine yazilirsa,

=%(51+36+40+85)=106

oldugundan;

A(ABCD)=/(106 - 51)(106 —36) (106 —40) (106 —85) =+/55.70.66.21 = 2310

olur. Benzer sekilde iglemleri Sekil 4.5 i¢in de uygularsak;

Sekil 4. 5. Bir Ortak Kenarli Ve Tepe Agilari Birbirini Biitiinleyen Heron Uggenlerinin
Ortak Kenarlar1 Uzerinde Ters Yonde Birlesmesiyle Olusan Brahmagupta Dértgeni

|4C| .68 =40.85 +36.51 = | AC| .68 = 3400 + 1836 = |AC]| .68 = 5236

|- 3238 o
68

bulunur. Alan formiiliinde de verilenler yerine yazilirsa,

=%(51+36+40+85)=106

oldugundan;

A(ABCD ) = /(106 -51)(106-36)(106 - 40)(106 - 85) = /55.70.66.21 = 2310

olur.
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4.2. Brahmagupta Besgenleri
Bir Brahmagupta besgeni insa etmek i¢in {i¢ tane Heron liggenine ihtiyacimiz

vardir ki bunlarin ya hepsi (2.4) ten veya bazilar1 (2.4) ten ve bazilar1 da (2.5) ten
alinarak birlestirmeyle olusturulur. Yukarida Ornek 4.1 de oldugu gibi, burada bir
ticgen iki defa da kullanilabilir. Boylece bir Brahmagupta besgeni ikiden fazla yolla
olusturulabilir. Biz sadece T3, T4 ve T; deki biiyiitiilmiis liggenlerini, kullanarak bir

ornek verelim.

Sekil 4.6. Brahmagupta Besgeni

Sekil 4.6 da;
|BC|=385,

CD| =200,

DE| =180,

EA| =304,

AC| =420,

BE|=375 ve |CE|=340
tir ve bu bir Brahmagupta besgenidir. Ciinkii ABCE, ACDE ve BCDE dortgenlerine
sirastyla Ptolemy Teoremi uygulanirsa |AB| kenari ile |AD| ve |BD| kosegenleri
hesaplanabilir. Ornegin ABCE dortgenine Ptolemy Teoremini uygulayalim;
|AC|.|BE| = |BC|.|4E|+|EC].| 4B|
420 .375=385.304 +340 . |[4B| = 157500 = 117040 + 340 . |4B| =

40460  340.|4B| _, 2023
340 340 17

157500117040 =340 . |4B| = = |48

elde ederiz. Benzer sekilde |AD| ve |BD| kosegenleri hesaplanirsa;
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ap| =222, [BD|=212
bulunur ki buradan seklin 17 kat biyiitiilmesi gerektigi gorilmektedir. ABCE
Brahmagupta dortgeni ve ACD Heron {iggeninin Sekil 4.6 daki gibi eklenmesiyle
olusmus olan ABCDE besgeninin alan1 tamsayi olmalidir. Bu islemlerden de

anlasilacag1 gibi ABCDE bir kirigler besgeni olmalidir.
4.3 Brahmagupta Altigenleri

Simdi bir Brahmagupta altigeninin kolay bir ingasin1 olusturmak icin ; (2.4)
ve (2.5) ailelerinden herhangi bir kombinasyonla alinabilecek en fazla dort tane
Heron  iiggenine  ihtiyag  vardir. Biz = Sekil 4.7 deki  altigeni

orneklemede(tanimlamada); T, T3, Ts, Tg liggenlerini kullandik.

Sekil 4.7 Brahmaupta Altigeni

Burada da bilinmeyen kenar ve kdsegenler; kirigler dortgeninde bilinmeyen
kenar veya kosegeni bulmak i¢in kullanilan Ptolemy Teoremi yardimiyla bulunur.

Ornegin ABCDEF altigeninden BCEF dértgeni incelenecek olursa;
|BE|.|FC|=|BC|.|FE|+|CE|.|BF|= 420.416 =200.180 + 340.|BF|=

174720 = 36000 + 340.|BF| =174720 — 36000 = 340.|BF| =
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138720 _ 340.|BF|

340
Diger bilinmeyen kenarlar da benzer sekilde bulunur.

138720 = 340.|BF| = = 408 = |BF|

4.4 Sonug

n > 3 i¢cin Brahmagupta n — genlerinin tanimlanmasi problemindeki zorluk;
biitiin Heron ti¢gen aileleri (2.18) ve (2.19) (gergekte sadece (2.18) bigiminde
olusturularak ¢oziildii. Ucgenler bu calismada verildigi gibi bitisik hale getirilerek;
yeni tiggenler, dortgenler, besgenler ve n — genler olusturulabilir. Genellikle bir
Brahmagupta n — genini insa etmek i¢in; (2.18) ve (2.19) dan alinmasi gereken, en

cok n — 2 tane Heron {liggeninin herhangi bir uygun kombinasyonuna ihtiya¢ vardir.

Burada; “n — 2 tane Heron iiggeni verildiginde; hepsi bir tek aileden veya m
tanesi bir Heron ailesinden geriye kalan (» — 2) — m tanesi de biitiinleyen ac1
ailesinden alinarak kag¢ tane Brahmagupta n — geni insa edilebilir?”” sorusu akla gelir

ki bu sorunun cevaplandirilabilmesi i¢in yeni arastirmalara ihtiyag vardir.

Simdi dogal olarak; “Heron iicgenlerinin se¢ilen uygun ailelerinden
birlestirme yoluyla elde edilen Heron n — genlerinin olusturulmasi” konjektiirii
(varsaymmi) akla gelir. Bu konjektiiriin varligin1 destekleyen; 2 Heron dortgeninin bu

yolla olusturulma 6rnegini vererek ¢alismamizi bitiriyoruz.
Ornek 4.4. Cosé’zg ailesinden; 7(5, 5, 6) ve 6(4, 13, 15) iiggenleri ile biitiinleyen

aileden (Cos@ = — % ile) (35, 53, 24) ve 6(7, 15, 20) iiggenlerinin birlestirilmesiyle;

|4B|= 35,

BC|=53,

CD| =78, |4D| =120,

AC| =66,

BD| =125

ve alan1 da 3300 olan ABCD Heron dortgeni elde edilir(Sekil 4.8).

Sekil 4.8. Heron Dortgeni
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Ornek 4.5. Ayn1 Heron iiggenleri ailesinden 10(5, 5, 6), (85, 45, 104) iicgenleri ile
5(17,9, 10) ve 4(37, 15, 26) tiggenleri ile birlestirildiginde
|4B|= 85,

BC|=85,

CD| =50, |4D| =148,

AC| =154,

BD| =105

ve alan1 da 6468 olan ABCD Heron dortgenini elde etmis oluruz (Sekil 4.9).

A

148

' 5l o
Sekil 4.9. Heron Ddrtgeni
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