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OZET

PSEUDO-PARABOLIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN
FARK METOTLARINDA ENERJI ESITSIZLIKLERI

SAKAR, Mehmet Giyas
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Gabil AMIRALI
Eyliil 2007, 30 sayfa

Bu ¢alismanin amaci, Sobolev tipli denklem olarak da bilinen lineer olmayan pseudo-
parabolik kismi diferansiyel denklemler igin fark semalar1 gelistirmektir. Iteratif islemler
kullanilarak elde edilen Standart ve Crank-Nicolson fark yaklasim semalarinin kararliligi ve
¢cOziimiin tekligi gosterildi. Diskret enerji degerlendirmeleri kullanilarak her bir yaklagimin

diizgiin normda belirlenen oranda kesin ¢éziime yakinsadigi gosterildi.

Anahtar kelimeler: Enerji esitsizlikleri metodu, Pseudo-parabolik denklem, ,Standart

ve Crank-Nicolson yaklagimi.



ABSTRACT

THE ENERGY INEQUALITIES IN DIFFERENCE METHODS FOR PSEUDO-
PARABOLIC DIFFERENTIAL EQUATIONS

SAKAR, Mehmet Giyas
Msc, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Gabil AMIRALI
September 2007, 30 pages

The aim of this study is develop difference schemes that for nonlinear pseudo-
parabolic partial differential equations as known Sobolev type equations. Standard and Crank-
Nicolson’s difference-approximations schemes is stable and possesses a unique solution
which can be obtained by an iterative procedure. By means of a discrete energy estimate, each
approximations is shown to converge in the uniform norm to the exact solution with a

determined rate.

Key words: Pseudo-parabolic equations, Standart and Crank-Nicolson’s

approximation, The method of energy inequalities.
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ONSOZ

Bu calismada Sobolev tipli denklem olarak ta bilinen lineer olmayan pseudo-parabolik
kismi diferansiyel denklemler i¢in diskret enerji degerlendirmeleri kullanilarak fark semalari
gelistirildi. Iteratif islemler kullanilarak gelistirilen Standart ve Crank-Nicolson semalarinin
kararliligl, yakinsakligi, yakinsama hizi ve ¢ozlimiin tekligi gosterildi. Diskret enerji
degerlendirmeleri kullanilarak her bir yaklagimin diizglin normda belirlenen oranda kesin
¢Oziime yakinsadigi gosterildi.

Bu caligmay1r bana veren ve calismalarim siliresince karsilastigim giigliiklerde
yardimlarini esirgemeyen hocam, danigmanim sayin Prof. Dr. Gabil AMIRALI’ye tesekkiir

eder saygilarimi sunarim.

Mehmet Giyas SAKAR



ICINDEKILER

Sayfa
OZET i
ABSTRACT iii
ONSOZ v
ICINDEKILER vii
SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi ix
1. GIRIS 1
2. KAYNAK BiLDIiRISLERI 3
3. TEMEL TANIMLAR ve ONBILGILER 4
4. PSEUDO-PARABOLIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN FARK
METOTLARINDA ENERJI ESITSIZLIKLERI 10
4.1 Diferansiyel Durum i¢in Degerlendirmeler 10
5. PSEUDO-PARABOLIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN
FARK METOTLARI 13
5.1 Fark Semasinin Kurulmasi 13
5.2 Fark Denklemlerinin Coziimii 15
6. DISKRET ENERJI DEGERLENDIRMELERI 19
7. FARK SEMASININ YAKINSAKLIGI ve KARARLILIGI 25
7.1 Yakinsaklik ve Kararlilik 25
8. TARTISMA ve SONUC 27
KAYNAKLAR 28

0Z GECMIS 30

vil



SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler

R R’ nin kapanisi

||||(')" Ayrik integral L, normu

N Sebeke elemanlarinin sayisi

h Sebeke genisligi

g, g(x) fonksiyonunun x; sebeke noktasindaki degeri
C & ve h dan bagimsiz genel sabit

®, 1 bolgesinde diizgiin sebeke

@, @, Uix=0,x=1}

|| g”w’ s 1 °da siirekli fonksiyon i¢in maksimum norm

|| g| o, o, diizglin sebeke normu

c” (I ) I bolgesinde n’inci siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar kiimesi
L Diferansiyel operatorii

O(hk ) Yakinsama hizi

P Yakinsaklik mertebesi

u Diferansiyel denklemin kesin ¢oziimii

y Diferansiyel denklemin niimerik ¢6ziimii
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1. GIRIS

Bu calismanin amaci Sobolev tipli denklem olarak da bilinen asagidaki bi¢cimde
verilen lineer olmayan pseudo-parabolik kismi diferansiyel denklemler i¢in diskret enerji
degerlendirmelerini kullanarak fark semalarinin kararlilik ve yakinsakligimi gostermektir.
Iteratif islemler kullamlarak gelistirilen standart ve Crank-Nicolson semalarmin kararlilig1 ve
¢coziimiin tekligi gosterildi. Diskret enerji degerlendirmeleri kullanilarak her bir yaklagimin
diizgiin normda belirlenen oranda kesin ¢éziime yakinsadigi gdsterildi.

Adi diferansiyel denklemler i¢in simir de8er problemlerinde sik¢a kullanilan
tekniklerden biri maksimum prensibinin diferansiyel ve fark diizeylerinde uygulanisidir.
Kismi diferansiyel denklemlerde ise maksimum prensibinin gecerli olabilecegi yer eliptik ve
parabolik tip denklemler i¢in baslangi¢-sinir deger problemleridir. Hiperbolik denklemler igin
ise bu teknigin kullanilmasi s6z konusu degildir. Fakat zamana bagh diferansiyel
denklemlerde ozellikle ¢ok boyutlu durumlarda enerji esitsizlikleri denilen yontem daha
yaygin bi¢imde kullanilmaktadir.

Ayrica fizik ve akiskanlar mekaniginde son zamanlarda yapilan arastirmalar klasik
olmayan yeni matematiksel fizik modelleri ortaya ¢ikmistir. Korteweg de Vries (Kd V)
denklemleri, Boussinesq denklemi, Burger’s Kd V denklemi, regiilerize olmus uzun dalga
denklemi (RLW) vb.

Pseudo-parabolik denklemler ¢ogunlukla yari iletkenlerin yar1 yerlesik matematiksel
modellemelerinde ortaya ¢ikar. Bu denklemler icin baslangi¢c ve smir deger problemlerinin
niimerik incelenmesinde klasik yontemler genelde gegerli olmamaktadir. Ozellikle kararlilik
ve yakinsaklik durumlarinin incelenmesinde bu problemlere 06zgli enerji esitsizlikleri
yonteminin geligtirilmesi 6nem arz etmektedir.

Bu calismada, asagidaki lineer olmayan pseudo-parabolik kismi diferansiyel denklem

ele alinmustir.

(a(x,t)utx)X +(b(x,t)ux)X =c(xt)u, +F(xtuu,u), (xt)eR, (1.1)
u(x,0)=u,(x), 0<x<1, (1.2)

u(o,t)=f(t), u(Lt)=g(t), 0<t<T (1.3)



Burada R = {(X,t) :0<x<1,0<t <T} seklinde bir dikdortgensel bolge veR, R nin

kapanigidir.

(1.1)-(1.3) nonlineer problemi i¢in asagidaki varsayimlar gegerli olsun.

(i) a,b ve ¢ fonksiyonlar1 C*(R ) sinifindadirlar. Ayrica R de 6c/éx <0 ve

a(x,t)>a, >0 olacak sekilde bir a, sabiti vardur.

(ii) R deki tiim (X,t) lerigin —o <z, p,q<o ,F(Xtz,p,q) siireklivez,p,qya
gore diferansiyellenebilir ve burada

IF|<z",

Fp‘s P, 0<q<F<q
olacak sekilde z", g, ve q" sabitleri vardir.
(iii) (1.1)-(1.3) problemi i¢in u € C’(R)) bir tek ¢6ziim vardur.

Hemen belirtelim ki (i) varsaymmi R deki tiim (X,t) ler igin @, b” ¢” ve c, sabitlerinin
varligini igerir.

0O<a <a(xt)<a’ ‘b(x,t)‘ <b",

‘c(x,t)‘ <c', —c,<c,(xt)<0

Hilbert uzay1 yaklagiminda (1.1)-(1.3) probleminin ¢6ziimiinii bulmak igin (i) ve (ii)

varsayimlarinin her ikisinin de gerekli oldugunu belirtelim.



2. KAYNAK BIiLDIRISLERI

Diferansiyel denklemler icin enerji esitsizlikleri metodunu ve parabolik kismi
diferansiyel denklemler i¢in fark yaklagimlarinda ¢oziimiin a priori degerlendirmesini Less
(1960) ta vermistir. Showalter ve Ting (1971) pseudo-parabolik kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiiniin asimptotik davranigini incelemislerdir. Showalter (1972) banach
uzaylarinda semilineer Sobolev denklemi i¢in varlik ve temsil teoremlerini vermistir. Yine
Showalter (1975) lineer olmayan parabolik Sobolev denkleminin ¢oziimiiniin varligini,
tekligini ve sinir deger probleminin genellestirilmis bir ¢oziimiinii vermistir. Ford ve Ting
(1973) pseudo-parabolik kismi diferansiyel denklemler i¢in fark yaklasimlarinin kararliligini
ve yakinsakligini ayrik I° normunda incelemislerdir. Korteweg De Vries denklemi i¢in bazi
sonlu fark semalarinin kararliligi iizerine ¢aligmalar Goda (1975) tarafindan yapilmistir.

Nakao (1985) bir boyutlu uzayda lineer olmayan Sobolev denklemi i¢in L",2<p<co

normunda Galerkin metodunu kullanmistir. Amiraliyev (1987) quasi lineer Sobolev denklemi
icin yakinsaklik sartlarini incelemistir. Lin (1990) iki boyutlu uzayda homojen dirichlet sinir
sartlarina sahip lineer olmayan Sobolev denklemi i¢in Galerkin metodunu kullanarak L
normunda Crank-Nicolson ve extrapole edilmis Crank-Nicolson semalarinin kararlilik ve
yakinsakligint incelemistir. Lin ve Zhang (1992), Gu (1999) lineer olmayan Sobolev
denklemi igin sonlu elemanlar metodunu uygulayarak Gu (1999) elde ettigi semanin H' ve
I’ normunda yakinsak oldugunu gostermistir. Amiraliyev ve Mamedov (1995) singiiler
pertiirbe olmus pseudo-parabolik denklem i¢in diizgiin sebekede bir fark semasi1 kurmustur.
Perova ve ark. (1999) iki boyutlu Sobolev denkleminin baslangic - sinir deger probleminin
uzun zaman asimptotik davranisini incelemistir. Sung ve Ma (2001) quasi lineer Sobolev
denklemi icin sonlu fark aerodinamik difiizyon metodunu uygulamistir. Cao (2005) iki
boyutlu lineer Sobolev denklemi i¢in fark semasinin bir genellestirmesini vermistir. Guo ve
Rui (2006) Sobolev denklemleri i¢in galerkin en kii¢iik kareler yontemini uygulamistir.

Bu caligmalara dayanarak, pseudo-parabolik kismi diferansiyel denklemler i¢in diskret
enerji degerlendirmeleri kullanilarak Standart ve Crank-Nicolson semalar1 gelistirildi. Verilen

semalarin kararlilig1, yakinsaklig1 ve yakinsama hizi gibi 6zellikleri incelendi.



3. TEMEL TANIMLAR ve ON BiLGILER

Bu boliimde diizglin sebekede fark semasinin kurulmasinda ihtiyag duyulan
notasyonlar, siirekli bolgede tanimlanmig fonksiyonlar igin tanimlar ve esitsizlikler

verilmektedir.

Tanm 3.1.

g herhangi bir fonksiyon olsun. Buna gore;

g(xm)_ g(xi)

a) g, =——————— ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi denir.
b) g., = M ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denir.
c) 8 = O )Z_hg(x”) ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi denir.
d) g, = 8lrn)~28(x )+ glx,) ifadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir.

hZ
Tanim 3.2.

a) w,= {xi|xi =ih,i=12,.,N—1ve h :I/N} ifadesine [0,/] araligindaki diizgiin

sebeke denir.

b) || g|| (o) = max| g(xl.] ifadesine diizgiin sebeke normu denir.

Tanim 3.3.

a) || f || o] = m[aonl(]| f (x) ifadesine [O,I ] araligindaki siirekli fonksiyonlar i¢in maksimum

norm denir.



b) C(")[O, 1] ifadesine [O, l] araliginda x’e gore n. dereceden siirekli tiirevlere sahip
fonksiyonlar kiimesi olmak iizere, g, = g(x,) ifadesine w, ’ta tanimlanmis sebeke fonksiyonu

denir.

Tanim 3.4.

Q c R" smurli bir bolge, ¢ negatif olmayan bir tam say1 ve 1< p <o olsun.

</]

whe (Q) = {u el, (Q) :Duel, (Q)

bigiminde tanimlanan uzaya, W"” (Q) Sobolev uzay1 denir.

1
Ly(Q) j

=l = e T

0<|al<t

Bu lineer uzay iizerindeki norm, 1< p <0 igin,

Da

el

ol = 2]
ve p =00 igin,

e,

bi¢iminde tanimlanir. Sobolev uzaylar1 Banach uzayidir.

Co(Q)ew'™(Q) dir. W' (Q) uzaymm normuna gdre C;(Q) fonksiyonlar
smifinin kapamst W7 (Q) uzayinin lineer normlu bir alt uzayidir. Bu uzay da Sobolev uzay1

olup, W,** (Q) bigiminde gosterilir. Uzerindeki norm, W, (Q) uzayinin her elemant i¢in,

‘(@ [;\D“ Jl

bigiminde tanimlanir. /=0 igin W*” (Q) =L, (Q) dir. p=2 ise W"’ (Q) uzay1 bir Hilbert

e,

uzayidir ve H' (Q) ile gosterilir. Bu uzay iizerindeki i¢ ¢arpim,

<uy>,= D%u D“vxdx
[.> (x)

jaf<t
bigiminde tanimlanir. W, (Q)zH(f (Q) dir ve iizerindeki norm, asagidaki bi¢iminde

tanimhidir,

1

I (@)=( [, 35 (o) x|



(Adams, 1975).

Tanim 3.5.

Q c R" bir bolge olsun. p >1 olan bir reel say1 olmak tlizere, Q iizerinde reel degerli
jg‘u(x)‘pdxﬁw, xeQ

kosulunu saglayan, 6lgtilebilir u fonksiyonlar siifina L, (Q) uzay1 denir. Bu uzay lineer bir

uzaydir ve 1< p <o ise lizerindeki norm,

o= (Lo )

bi¢iminde tammlanir. L, (Q) uzay1 bir banach uzayidir.

e, = el

L, (Q) uzay1 bir Hilbert uzayidir. Bu uzay tizerindeki i¢ ¢arpim,
(u,v):_[gu(x)v(x)dx, Vu,veL,(Q)

bi¢iminde tanimlanir.

Tanim 3.6.

b
Lz(a,b) Uzaylzj f? (x)dx integralinin mevcut olmasi halinde (a,b) aralig1 {lizerinde

a

kuadratik olarak integre edilebilir fonksiyonlarin olusturdugu simftir. L, (a,b) veya kisaca L,
ile gbsterecegiz.

f (x) el,ve g (x) € L, olsun. Bu iki fonksiyonun skaler ¢arpimi
b
(f.8)=] 1 (x)g (x)dx

a

ileve f (x) in normu

177 =7 1)=[ £ (x) s

ile tanimlanir.



Esitsizlik 3.1.

f (x) el,ve g (x) € L, ise Cauchy—Bunyakovski—Schwarz esitsizligi ger¢eklenir.
b 2 b b
“f(x)g(x) dx] < jfz (x)abcjg2 (x)dx

Esitsizlik 3.2.

a,be IR ve >0 olmak ilizere y — esitsizligi
2 1 2
|ab| <upa +—>b
4u

bi¢ciminde gosterilir.
Lemma 3.1. (Gronwall Esitsizligi)

u ve v, [O,t] araliginda siirekli ve negatif olmayan fonksiyonlar ve u, negatif

olmayan bir say1 olsun. Eger
u(t)<u,+ Iu(s)v(s)ds , p(t)=0,u, >0
0

ise bu durumda

t

Iv(s)ds
0
u(t) <ugye
olur.

Ayrica
u(t)<u,+ j-[u(s)v(s) + q(s)]ds , v(t) >0

esitsizligi saglaniyor ise

[ [vra¢
u<uye’ + J.q(s)eﬁ ds
0



esitsizligi de saglanir.
Lemma 3.2. ( Gronwall esitsizliginin fark benzeri )

y; 20 fonksiyonu
J
y,Sa+ TZ{akyk +h e+ fk}’
k=1

Vs

(aj,b;,f;20,1-m; >0, j=12,.; 7 >0-reel parametre) esitsizliklerini saglasin. Bu durumda

LS
vi<aP+ty L p =12,

Pl 8 /
olur. Burada
L, k=j
Py = exp{r i M} 0<k<j-1
Sk L7y

Eger, ayrica a, =c, =sbt, b, =c, =sbt ise, 0 zaman

(¢, +¢ )tj

J c,+c)t, ,
} ? kaexp{w}, j=L2,..(t,=jr, j=0,1..).
l-7¢, i3 '

y,fa exp{
I-7c,

1-7c,

Lemma 3.3. ( Gronwall esitsizliginin fark benzeri )

Kabul edelimki y; > 0 fonksiyonu i¢in

J
Y ng“‘TZ{akJ/k +bevictfs Yo <8
k=1
(aj,bj,gj 20;1-m;>0;j=12...;7>0 reel parametre)

esitsizlikleri saglanir. Bu durumda

®



ar8x + br8r—1 P

J

<o, .
y]—gﬁfz - j—k >
k=1 k

olur.
(i1) Ayrica
a; EO,bj =c=sbt
ve g, azalmayan ise

ct;
Yij nge /

olur.



4. PSEUDO-PARABOLIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN FARK

METOTLARINDA ENERJI ESITSIZLIKLERI

Burada (1.1)-(1.3) probleminin u(x) ¢Oziimiiniin kararlilik ve yakinsakligini

gostermek i¢in diferansiyel durum i¢in degerlendirmeler yapilacaktir. .

4.1. Diferansiyel Durum i¢in Degerlendirmeler
Teorem 4.1:

(1.1) — (1.3) probleminin ¢6zliimii i¢in C sonlu bir sabit olmak tlizere

oL oy <c{|¢n i dr} te[oT] )

seklinde bir degerlendirme dogrudur.

ou

Ispat: (1.1) esitligi a@t_u ile skaler garpilirsa
0. o) au 0 (, 0u) ou o’u ou ou ou
-—|a ,— |- =|b—=|,— |+|c — |+ d—,—
ox\ otox ) ot ox\ ox) ot otox ot ox ot
(6.2 (21,2 a2
ot ot ot ot

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanip a > a > 0 oldugu goz 6niine alinirsa

2

o( o’ ) au o’u  du o’u
- —] a ,— |=(a , )>«a ,
Ox\ otox ) ot Otox otox otox
2 2
o oy 1f o fou) ) 1f (au) _acfaul) 1 acfaul (4.3)
atax OX at 2 ot oX || ot 2 OX|| ot

yazilabilir.

Kismi integrasyon ve ardindan x -esitsizligi uygulanirsa
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2

ou |’

4.4
o P (4.4)

2
_ g(ba_uj,a_u _[[pou 2.
ox\ ox /) ot OX OXxot

elde edilir. Diger ifadeler i¢in de p -esitsizligi uygulanirsa

[da_“ a_uj <u
ox ot
(hu a_uj +

ot 4u,

ou
B e L

esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica e > e, >0 oldugundan

( ou 6uj
e_ —_
ot ot

yazilabilir.

4/11

2

6_u
= P

4!’2

aul’

M , 4.5
2150 (4.5)

| 2

4#2

6_uZ

p (4.6)

(4.3), (4.4), (4.5), (4.6) ifadeleri (4.2) esitliginde yerine yazilip ve ? <0 sart1 gbz Onilinde
X

bulundurulup 0’dan t’ye integral alinirsa

dr <j(

t 2

—Mf

0

t

dr+ -3u, I

0

ou

OX

dr

4u,

(57 37 0

4p,

u dz+—1|f| d 4.7)
D b L fier e
esitsizligi elde edilir. Keyfi W(t) eC' [O,T] igin

t

w(t) =w(0)+ _[W'(r)dr

0

oldugu aciktir. Bu esitlige Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

2

W(t)<2w(0)+2(jw dr)<2w(0)+2j1drﬂw (r)| dz

ve 0<t<T gbz oniinde bulundurulursa

2

wz(t)s2w2(0)+2Thw'(r)\ dr

yazilabilir. Buradan
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olur. Bu esitsizlik w=u (X,t) fonksiyonu icin kullanilirsa

2]

| ot

dr > | - ol olur 4.8)

M, :% Ve U, =e—6* alinip (4.7) de yerine yazilirsa

t 2 t 2 t _x 2
20 oul’y | au dr< | L(b*)Z—lb —i(d*)2 L]
23 ataxH 24 et ' 2 ox
t
4.9)
elde edilir.
L 13 3y
(2<) b ()j e =
ve C, —mm — —* max( ] olarak alinirsa
tl A2, |I? t 2 t 2
i e drScOIKHa—U +||u||2]+||f||2]dr (4.10)
o [ otox o |l ot ol Ll ox

elde edilir. (4.8) esitsizligi (4.9) da dikkate alinirsa

ou ’ 2 2 0@ t([lou ’ > 2
2 bt <ot o[22 e [ e o e
elde edilir.

’ 2 2 0@
B ol =o0) . 2{lof +|22

(<5 +CI(5(1)+||f||2)df

sekline gelir. Bu esitsizlige Gronwall esitsizligi uygulanirsa

|D =0, ve 2Tc, =C alinirsa

o9

t
S(t)<oe” + cJ'e°(t”) f ||2 dr
0

elde edilir. Buradan (4.1) deki degerlendirmenin dogru olacag: agiktir.



5. PSEUDO-PARABOLIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN FARK
METOTLARI

Bu boliimde pseudo-parabolik diferansiyel denklem i¢in uygun fark semalari

kurulacak ve bu semalarin niimerik ¢oziimii yapilacaktir.

5.1. Fark Semasimin Kurulmasi:

h=1/N, t=T/M olsun. x, =ih (izO,l,...,N) ve t, =mr (sz,l,...,M) oyle ki
noktalar {(x,,z,)} bi¢iminde R de bir kafes ortiisii ve bu ortii Ri ile gdsterilsin.

x,—h/2=x_, .t,—-7/2=t,,, ve eger ¢ fonksiyonu R iizerinde veya onun R, ig
noktalarinda ¢(x,.z,)=¢, , ¢(xl._1/2,tm)= By VE ¢(xl.,tm_1/2)= &> ile gosterilsin. ||

ile gosterilen ayrik integral L, normunun yerine *||||: sembolii kullanim1 hari¢ goésterimin

daha kolay olmasi i¢in Lees (1959) notasyonuna bagl kalindi.
Her bir durumdaki hatayla verilen denklemi saglayan Standart ve Crank-Nicolson fark

yaklagimlar1 tanimlanabilir.

(ai+l/2 ) m—lwx? (xi ’ tm ))f + (bi+l/2 R m—lwx (xi,tm—l ))TC = Ci, m—lwfcf (xi s tm )
T F(X Ly Wiy s Wy (xi,tm_l) , Wr (xi,tm) , 1<i<N-1
M}iO:MO(xi)’WOmzf(tm)’wNm=g(tm) (51)

Fark sisteminin ¢oziimii (1.1)-(1.3) iin u ¢6zimi i¢in Standart yaklagim olarak

alinabilir.
1
(ai+1/2 s m—l/ZWfr? (‘xi ’ tm ))? + 5 [(b[+1/2 R m—l/ZWx (xi ,tm—l )))? + (bi+1/2 , m—1/2wx (xi ,tm ))? ] = c[, m—l/Zch? (xi ’ tm ) +
1 1 .
F(xl.’tm_l/z, E(Wi’m_l +w,.), E( W, (xl.,tm_1 ) + w, (xl.,tm )) Wi (x,,t) 1<i<N-1

Wi = Uy ('xi)’WOm :f(tm)’WNm =g(tm) (5.2)

ve fark sisteminin ¢6ziimii Crank-Nicolson yaklasimi olarak alinabilir.
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Eger F(x,t,z,p,q)=F/(x,t,z,p)+ F,(x,t,q) ve F (ii) yi sagliyorsa o zaman (5.1)
yaklagimi her adimda denklemlerin lineer {i¢ kosegenli sistemine indirgenir.
Genellikle hem (5.1) hem de (5.2) cebirsel denklemlerin nonlineer sistemleridir ve iteratif
siireclerle ¢oziilmelidir. Bu problem ileri ki boliimde ele alinacaktir.

(1)-(i11) varsayimlarina dayanarak Taylor teoremi ve ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in

ortalama deger teoreminden yararlanilirsa (1.1) i¢in u ¢ozimi o(h2 + z') hata terimiyle (5.1)

yaklagimini ve o(h2 + 72) hata terimiyle de (5.2) yaklagimini saglar.

1°"m i°°m 1°"m

Eger Z(x t ) (x t ) (x t ) alinirsa ve buna karsilik gelen ve ayni zamanda

u tarafindan saglanan semadan her bir fark semasi ¢ikarilirsa hata denklemleri elde edilir.

oF
(ai+l/2,m—]th (xz’tm)) +(b+1/2 m— lZ ( m 1))2 :ci,m—lzi (xl’tm) ( J Zi,m—l

Oz

{EJ z(xt, ) ( ] z(x.t, ) +o(h +7) 1Si<N-I
P Ji

=0, 2, =2y, =0, (5.3)

Zio

1
(ai+l/2 , m—l/ZZx? ('xi > tm )))7 + E |:(bi+l/2 , m—l/ZZx (xi ,tm—l )))7 + (bi+l/2 , m—l/ZZx (xi ,tm )))? ]

= ci, m—l/ZZ)?t (xi s tm ) + %[G_F]im (Zi,m—l + Zim) + %Lg_ijim (Z)? (xi ’tm—] ) + Z (xl ° tm ))

(ﬁq] (z; (x,,8, ) +o(h* +7°), 1<i<N-1

2,y =0, 2y, =2y, =0 (54
Standart ve Crank-Nicolson semalar1 sirasiyla ortalama deger teoremi yardimiyla orta
noktalarda ¢izgiyle imlenen kismi tlirevler hesaplandi.

(5.3) ve (5.4) hata denklemleri lineer fark denklemleri ki ¢6ziimler B,

ntT

veya R, sinir

izerinde sifirlaniyor. 6. boliimde ilgili fark denklemleri i¢in ¢6zlimiin ||:” normu i¢in sinirlar

gelistirilecek sonra bu sonuglar 7. bdliimde her bir yaklasimin diizgiin yakimsakligini

gostermek i¢in uygulanacaktir.
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5.1. Fark Denklemlerinin Coziimii:

Insa edilecek yakinsak iteratif bir yontemle Standart ve Crank-Nicolson semalar1 igin
tek ¢oziimiin varhig1 gosterilecektir. Lees (1959) da parabolik problemlerin ¢dziimiiniin
hesaplanmasinda diizeltilmis geri fark yaklagimi i¢in iteratif siiregler sunar. Bu yontem (5.2)

den w e kadar

i,m

Crank-Nicolson yaklagimma uyarlanacaktir. Bu sistem w,

i,m—1

hesaplanacaktir. 1<i<N-1, m=1,2,..., M, asagidaki formda yazilmalidir.

i 1 1 1

_ 2
z a[/ij =—h F(xi’ tm—l/Z ’E(Wi,m + Wi,m—l )3' ) (Wi+l,m - M}i—l,m - Wi+1,m—1 + Wi—l,m—l )’; (M)l,m — Wim-1 ))
J=1

N-1
+> BW, s b, 1<i<N-1 (5.5)
Jj=1

1 1 1 ..
- (; Ao moyp T 5 bH/z, mei2 T 5 Ac, m-1/2 j ,J=i—1

1 1 .
a; = ;ai+l/2,m—l/2 T4, y5 oy +E(bi+l/2,m71/2 +b1'71/2,m—1/2 »J =1

1 1 1
—| —a; +—b. —-—Ac, , j=i+1
(T 2,me1)2 T Dy, mej2 T l,ml/zj J

1 1 1 ..
- (; Ao map T 5 bi—l/z, m12 E Ac; m-1/2 j s J=i—1

1 1 .
ﬂij = (; A2, moy2 T Aiya, mei2 _E(bi+1/2,m—l/2 + bi—l/Z,m—l/Z j »J =1

1 1 1
—| —a, +—b. +—Ac; , J=i+1,
(T 2, me1)2 T D2 T z,m—l/2j J

1 1
;al/Z,m—l/Z [f(tm)_f(tm—l ):|+5b1/2,m—1/2 l:f(tm)_l—f(tm—l ):I
1 .
+E/lcl,m—l/2 [f(tm)_f(tmq ):|7 1= 1,
b, = o, 2<i<N-=-2,

1 1

;aN—l/lm—l/Z [g (tm ) - g(tm—l )] + EbN—l/Z,m—l/z [g (tm ) + g(tm—l )]
1 .

_E/ICN—I,m—lﬁ l:g(tm)_g(tmfl ):Ia 4 :N_l,
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Burada A=h/t, ve wy,=f(1), wy,=g(t,), I=m-1m. Her m=1,2,.

..., M igIn
(5.5) in (wlm,WZm,...,wal) tek ¢6zlimiiniin varoldugu gosterilmelidir. Notasyon kolayligi i¢in

n, =w,, olsun. (5.5) sistemi (5.6) sistemine esdegerdir.

=

—1
(1.0)

@ ;= Mt (1_51‘1)977[—1+(1_5i,N—1)077i+1

~.
I

1 1 1
~hF(x,,t, 1/2’2( i+Wi,m—l)’E(ﬂi+l iy =Witma T Wiim- 1) T( = Wimt))

N+1

+> BW, b, 1<iSN-I1 (5.6)
j=1

burada J; kroneker deltasi, 4 ve 6 pozitif sabitlerdir ve
5,‘/‘ tu, i=j

jl=1
li—j|>1

5(#»‘9) _

i -

(5.6) nin ¢Oziimii i¢in iteratif sema tanimlanacaktir. [=0,1,2

n\) = g(t,),verilsin, 7' keyfi verilsin. i=12,..,N-1 ve 7"

,...icin 775’) =1(t,),

,1>1 verilsin. Ug kdsegenli
lineer sistemin ¢oziimii olarak

N-1

Za”g '+ (1-8,)0n" " +(1-3,,. )on""

j=1

~.

I - 1 _ _ | R
=B F (st (1) ”+w1-,m_1),—(nfj D W )0 = w,0)

i1 i+1,m—1

+Zﬂu W +b, 1<i<SN-1. (5.7)

her bir / i¢in (5.7) nin bir tek ¢oziime sahip oldugu gosterilecektir. (5.7) ten izlersek

(#,6)( (+1)

" =d, 1<i<N-1, (5.8)

burada
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0 4 (1- vl.)n(l_]) j =-1,0,1 olmak iizere ortalama deger

i+j

Cizgiyle imlenen yerlerde vz,

teoreminin yardimiyla orta noktalar i¢in tiirevin hesaplanmasi gerekmektedir. Simdi ¢ ve 6

secilsin, dyle ki

. u>20 (5.10)

NS

o> h(%hz* + iq*j , 0=p
u ve @ igin bu secimle agiktir ki (5.9) da (nfl) —nfl_l)) in katsayilari tim 1<i< N -1 igin
kesinlikle pozitiftir. (nfj) —nfj_l)) in katsayillann 2<i< N -1 i¢in negatif degildir ve

(77(1) — 77/_(:1)) in katsayilari da 1<i < N —2 i¢in negatif degildir. Dolayisiyla (5.9) dan

max |di| < max [,u - h(lh[a—FJ + ﬂ[a—F) ]Jr 29]. max ‘77_(1) - 77_(1_1)‘ (5.11)
1<i<N-1 1<i<N-1 2 oz ) aq _ I<isN-1] 77 i

Bu noktada bir lemma ile gosterilebilir ki her bir 1 <i < N —1 igin {nl(l)} bir Cauchy dizisidir.

(lees, 1959) daki Lemma 4 iin kanmitinin basit bir uyarlamasiyla bu lemma kanitlanabilir.
Burada g > 26 durumu kullanilir.

Lemma 5.1. & ve 7 Oyle segilebilir ki

-1

TSa*(t9+lb*+lﬂc*j (5.12)
2 2

Eger 6 , b" ve ¢ hig biri sifir degilse diger yandan % ve 7 igin herhangi bir

sinirlama yapilmazsa o zaman lineer sistem

N-1

Yalle =f,  1<i<N-1

Jj=

bir tek ¢oziime sahiptir ve

max ‘f}.‘ S(/Ll+29)71 max |f;|.

1<i<N-1 1<i<N-1
olur.
Eger (5.8) sistemi i¢in lemma 5.1 ve (5.11) uygulanirsa
) _ 0 < -1 _ . o) _ ()
max [ =] < (u+26) {mza h(/lq* S H.I%XI 7" - ‘ (5.13)
olur.

p= (/1+ 29)1(,u + 26?—h(/1q* —%hz*j)
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olarak tanimlanirsa ve (5.12) degerlendirmesinin yapilabilmesi i¢in ayrica 7 y1 da se¢mek
gerekir eger z° # 0 degilse
r<2q./z (5.14)

Eger z =0 ise k i¢in ek bir sinirlama yapilmaz. (5.14) ten veu ve @ se¢imi ki

(-1)

i

0<p<1 den izlenebilir. M, = max \nf’)—n ,1>0 verilsin. (5.13) iin /=0,1,... i¢in

I<i<N-1

M, < pM, ifadesini igerdigi agiktir. Her bir 7 i¢in 7751) nin bir Cauchy dizisi oldugu ve (5.6)

nin bir tek ¢oziimiine yakinsadigi (5.5) ten izlenebilir.
Teorem 5.1.

Yeterince kiigiik tim 4 ve 7 lar igin (5.2) Cranck-Nicolson yaklasimi bir tek ¢oziime

sahiptir. Bu ¢6ziim (5.7) iteratif islemiyle bulunabilir.

Bu metod (5.1) Standart yaklagimi i¢in Teorem 5.1 in nasil uygulandigin1 gostermek
icin kullanildi. Aslinda iteratif islemler & diizeltmesine ihtiya¢ duymaz ve yakinsakligin
ispatini icermezler.

Teorem 5.2

Tiim 7 lar ve yeterince kiiciik tiim /4 lar i¢in (5.1) Standart yaklasimi bir tek ¢oziime

sahiptir. Bu ¢6ziim iteratif islemlerle bulunabilir.



6. DISKRET ENERJi DEGERLENDIRMELERI

Bu boliimde Standart yaklagim icin (5.3) hata denklemine benzeyen bir lineer denklem
icin bir diskret enerji degerlendirmesi yapilacaktir. Crank-Nicolson yaklagimi i¢in diskret
enerji degerlendirmeleri asagida Standart yaklasim i¢in yapilana benzediginden ayrica

tizerinde durulmayacaktir.

Lemma 6.1

Rn- tizerinde @ ve C fonksiyonlari tanimlansmn. Q ve G R,_ iizerinde tanimlansin
ve A , B G, = R — B —{(1,0)} tizerinde fonksiyonlar olarak tanimlansin.
F.,. = Rn — B, -{(0,0)} , A =min, A, Q =ming_Q olarak verilsin. ¢, fark denklemi
i¢in bir ¢6ziim olarak verilsin. m=1,2,...,M igin
Quth (4%t + Cim (%tn) = (A i (5510)) + (B (Xt + G

1<i<N-1 (6.1)

Eger B U{(0,0)}U{(I,O)}U B iizerinde ¢ sifir olursa A >0, Q.>0 ve

maxg C; <0 ise o zaman K, ve K, sabitleri vardir ve yalmzeca A, , Q, , B”ﬁh, G P Ve
T ye baghdir 6yle ki
m\? m r\2 2
(I} <=2 (<1l ) . (1) ©2

Tim 7 <1 ler ve yeterince kiigiik tiim h lari¢in I<Sm<M .

Enerji metodunun uygulamalariyla birlikte genel olarak ispat ¢ok giiglii A.,Q. >0

pozitif olma varsayimlarma bagimlidir ki max, C; <0 dur.

Ispat: (6.1) esitligi hke (x;.t,) ile carpilip Ry iizerinde toplanirsa

hrRZQir(qit ) +hchm¢ Xt )¢ (%.t,)
—hrZ( X, t, >¢(Xl,tr)
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+hTZ( ir— 1¢ E r 1)) ¢(Xl’tr)

+h) G, é (X.t,). (6.3)

Rh. min disinda ve X=1 iizerinde A ve B keyfi olarak tamimlansm. ¢, Rn nin

disinda keyfi olarak tanimlansin. D, =R._UB; ve Dh = D,, UB}, verilsin. O zaman ¢ igin

ve ¢ den itibaren B, ve By iizerinde sifirlaniyor.(6.3) {in yerine

hz—ZQir (¢t i° r ) +hTZCIr 1¢xt i° r)¢(xlﬂtr)
_hTZ( )¢i(x,,tr)
+hTZ( Bi,r—1¢x (Xi ’tr—l ))}¢t (Xi ’tr)

+hfze,,¢ ) (6.4)

yazilabilir.

r=12,..,M igin ¢}(0,tr)=¢t(l,tr) ve A(Xl,tr) nin kesin pozitifligi ve kisimlarin

toplam1 géz onilinde bulundurarak iliskiler gosterilebilir.

(A1 (Xl’tr))¢ I’r zAilrl¢;t(X|’r

=

Il
(=]

S—AZN: (@ (x,t,) (6.5)

Mz

> (Bt (%:t))4 (%6 ) = =20 By O, 1), (%)

i=1

Il
o

<[Bls, 4.

xt

i>r i

) (6.6)
oldugundan dolay1 asagidaki 6zdeslikler tiiretilebilir.

00 (0t) = 3] (4 (xt) |+ heg .02,

80008, 0401) =2 (4,001) | ~ 20 0.7

P (x.,t,) nin tammundan izlenebilir ki

zclrl¢xt |’r ¢( i r)
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G {[(a et ) [ (xt)) ] ) (6.7)
a2 G [ (8 () (0 6t)) |

kisimlar toplamu tekrar kullanilirsa ve ¢, B, ile B; fiizerinde sifirlanirsa

156, st ] s ]
~ (4h)" [CN_L,_I (4, (30 1)) =Corn (4 (5, ))2}
= 2G5 (6t (4 (0t ) + (4 )| o9

%h?ﬁ_;cm (6 (1)) (8 (%))’ |
—(4h)" [cm (4 (xt, ))2 ~Cy (8 (%t ))2} (6.9)
P3G (0t ) (8 (5t

(6.7) de (6.8) ve (6.9) yazilsa ve tim (x,t) ler ig¢in C (x,t)<0 goz oniinde

bulundurulursa asagidaki esitsizlik elde edilir.

1

hrZC,”¢ (%t )é (x.t,) > thf

X

L 2Bt @10

hr

(6.4) te Q nun kesin pozitifligi ve (6.5), (6.6), (6.10) degerlendirmeleri uygulanirsa

QneX (405 +( A ij( )

<[Bls. Xot) \+hrZ|G.r| (6.11)
degerlendirmesi elde edilir.
Tim a ve b reel sayilari i¢in her £ > 0 i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.
ab<sa’ +b*(4¢)" (6.12)

(6.11) in sag tarafindaki ilk toplamin terimlerine &= A,/4 i¢in ikinci toplamin terimlerine

£ =Q, i¢in (6.12) uygulanirsa

CH xt)) <4n [l e (4 (%))
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+Q'he (G, [ (6.13)
th

Kolayca goriilebilir ki

Mz

. (Xtw ) = 4,(x,0) =k ¢ (x.1)

Il
—_

esitligi yazilabilir. Bu esitlige Scharwz esitsizliginin uygulanmasiyla
M 2

(8 (%t ) =4 (%.0)) 2T X (4 (x.t,)) (6.14)

1=1
elde edilir.
h 6yle segilebilir ki
A =hlcs], >0

h nin bu segimi ile birlikte (6.13) te (6.14) uygulanirsa

hi( - (%.ty) (x,,o)) <SThr) G; +SThrZ( X.t,))

i=1 Ri, Dy,

2

elde edilir. Burada
s=Q'(A-ne], ) s =eat(a-nle] ) IBE,
bicimindedir. O halde

hiNZl(%(xi,tM ) <sThe> 6 +hiNZI(2¢;(XptM )4 (%:0)~ (¢ (%0

+S ThrZ( Xt,)) (6.15)

Dn.

Ayrica

26, (%80 ) (4,0) < 2( (%,0)) 42 (4 (x.8,)

oldugunu belirtelim. (6.15) ten goriilebilir ki
hi(@ (%t ))2 <2SThr) Gy + Zhi(;ﬁ; (xi,O))2
i=1 R, i=1
+28 ThrZ( Xt ) (6.16)

Lees (1959) dan
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oldugu goriilebilir. Poincare esitsizliginin (Showalter ve Ting, 1971) bir diskret benzeri olarak

ta goriilebilir. Bu sonuglar (6.16) da kullanilirsa
M -1 2
(||¢||1 ) <4S TTZ( [T ) +4(1+8,T7 (||¢|| ) +452Tr2(||¢|||1) (6.17)
1=1

Onceki analiz 1<r<m, 1<m<M igin islemlerle kisitlanmis olabilir ve (6.17) de her

bir m>1 icin M yer degistirilebilir.
m-1 2
(||¢|| ) <4s Tzz( I ) +4(1+S,T7) (||¢|| ) +4SZTT|Z:(”¢”:) (6.18)
=1

Burada

> (Il =

oldugu anlasilir. Lees (1959) da verilen gronwall lemmasinin diskret benzeri (6.18) e

uygulanirsa

(I} < 7= (vlel) v (1ol )

elde edilir. Burada
L, =4S, exp(4S,T?) L, =4(1+S,Tr)exp(4S,T?)
oldugundan (6.2) esitsizliginin dogrulugu gosterildi.
Bir lineer fark denkleminin ¢6ziimii iizerinde bir sinir (5.4) Crank-Nicolson hata

denklemi igin yapilana benzerdir. Ispat siireci Lemma 6.1 gibidir.

Lemma 6.2.

o, R iizerinde taniml bir fonksiyon olsun. Q,G R,, ilizerinde taniml fonksiyonlar
olsun. C, Rn—BY. iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Ve A ve B G, =Rn —B’ —BZ

tizerinde tanimli fonksiyonlar olsun. F :ﬁhr—B:T A =ming A ve Q,=min; Q

hr’

olarak tanimlansin. ¢ fark denklemi icin bir ¢6ziim olsun.

1
le¢( i m)+C|m¢xt( Kl m) (Am xt( io m)) ((B|m¢( o m))
(Bt (Xotn 1)) ) +Gipy 1<i<N-1
m=12,..,M. olmak tizere. Eger ¢, BATUBﬁTU{(O,O)}U{(l,O)} tizerinde sifirlanirsa

A>0, Q.>0 ve max, C, <0 ise o zaman burada K,,K,>0 sabitleri vardir ve sadece
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C.

X

A"’ Q*’

B, -

. veT ye bagimhidir. Oyle ki 1<m<M olmak iizere tiim yeteri kadar

kiigiik h ve 7 lar i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur.

() < ke (#lell) + .l )



7. FARK SEMASININ YAKINSAKLIGI ve KARARLILIGI

Bu boliimde (1.1)-(1.3) problemi i¢in yapilan Standart ve Crank-Nicolson fark

semalarinin yakinsakligi ve kararlilig1 incelenecektir.

7.1 Yakinsakhk ve Kararhihk

(1.1)-(1.3) problemi i¢in Standart ve Crank-Nicolson fark semalar1 kurulup diskret
enerji degerlendirmeleri yapildiktan sonra fark semasmin diizgiin yakinsakligini gdsterme

asamasina gelindi. Gergekten (5.3) hata denklemi i¢in Lemma 6.1 ile (5.3) teki terimler igin

G(X. t ) denkligi uygulanirsa ki zaten z

. z. (X%, ,) terimlerini igerir ve yakinsama hizi

i,m-1°> ¢ i m-1
O(h2 + r) dir. Birkac¢ basit degerlendirme ve Gronwall lemmasinin diskretize edilmis
versiyonu uygulanirsa 1<m<M igin ||Z||;n = O(h2 +T) elde edilir. ||Z||§m < %maxmw\,I ||Z||in

oldugu goriilebilir ki Sobolev Lemmasmin diskretize edilmis bir versiyonudur.
”Z”ﬁm = o(h2 +r) oldugu asagida goriilebilir. Crank-Nicolson yaklasimmin o(h2 +rz) hata

ile diizgiin yakinsak oldugu ayni1 kesinlikle Lemma 6.2 den goériilebilir.

Teorem 7.1.

Giris kisminin (i), (i), (iii) varsayimlarinda belirtilen u,a,b,c ve F iizerindeki belirli

kisitlamalar (sinirlamalar) altinda (1.1) in ¢6ziimii i¢in yazilan (5.1) Standart yaklagiminin ve

(5.2) Crank-Nicolson yaklagiminin her biri h—>0 ve 7—>0 olarak diizgiin norm da

yakinsaktir. Standart yaklasim O(h2 +r) kesinligiyle Crank-Nicolson yaklasimi ise
0 ( h® + 72 ) kesinligiyle yakinsaktir.
Belirtilen her iki semanin hi¢ birinde h ve 7 arasinda herhangi bir kisitlama

yapilmamistir. Bununla birlikte sayet a pozitif bir sabit olmak iizere /Izhi“ orani sabit

tutulursa sezgisel asimptotik degerlendirmeler Douglas (1961) tarafindan verilmistir ki en az
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hesaplama ile istenilen dogrulukta elde edilmesi bakimindan standart yaklasim i¢in o =2

Crank-Nicolson yaklagimi i¢in & =1 en iyi se¢imdir.
Semanin kolay hesaplanabilmesi ve kullanish olmasi i¢in kararlilik gereklidir. W(X,t)
(5.2) veya (5.1) den birinin gergcek ¢oziimii olsun. Varsayalim ki W nin hesaplanmasi

denemesinde hatalar W(Xi,O), 1<i<N -1 baslangig verisinin igine sokulsun. Verilerin

gercekten W*(Xi,O), 1<i<N -1 semasmin igine sokuldugu ve ¢dziimiin W*(X,t) oldugu

denilebilir. Yaklagimin ||||1m normuna gore kararli oldugu sdylenebilir. HW* — WHT < LHW* -W ?,

m=1,2,...M ise burada L kafes boyutundan bagimsiz bir sabittir. Kolayca goriilebilir ki

w-w degerlendirmesi Lemma 6.1 veya Lemma 6.2 den biriyle oOrtiilmiis bir fark

denklemidir. Benzer bir argliman Teorem 7.1 de kullanildu.

Teorem 7.2.

(5.1) Standart fark yaklasimi tim 7 <1 ve yeterince kiigiik tim h’lar igin ||||;n

normuna gore kararhdir. (5.2) Crank-Nicolson yaklasimi ise yeterince kiigiik tim h ve 7 lar

i¢in kararlidir.



8. TARTISMA ve SONUC

Adi diferansiyel denklemler igin smir deger problemlerinde sik¢a kullanilan
tekniklerden biri maksimum prensibinin diferansiyel ve fark diizeylerinde uygulanisidir.
Kismi diferansiyel denklemlerde ise maksimum prensibinin gegerli olabilecegi yer eliptik ve
parabolik tip denklemler i¢in baslangi¢-sinir deger problemleridir. Hiperbolik denklemler icin
ise bu teknigin kullanilmasi s6z konusu degildir. Fakat zamana bagli diferansiyel
denklemlerde ozellikle ¢ok boyutlu durumlarda enerji esitsizlikleri denilen yontem daha
yaygin bi¢imde kullanilmaktadir

Bu calismada ele almman pseudo-parabolik kismi diferansiyel denklemler. yari
iletkenlerin yar1 yerlesik matematiksel modellemelerinde ortaya cikar. Bu denklemler i¢in
baslangi¢ ve smir deger problemlerinin niimerik incelenmesinde klasik yontemler genelde
gecerli olmamaktadir. Ozellikle kararlilik ve yakimsaklik durumlarmin incelenmesinde bu
problemlere 6zgii enerji esitsizlikleri yonteminin gelistirilmesi 6nem arz etmektedir. Pseudo-
parabolik denklemlerin incelenmesinde faydali ve bilinen araglardan olan enerji esitsizlikleri
metodu kullanilarak elde edilen Standart ve Crank-Nicolson semalarimin kararliligi,
yakinsakligi, yakinsama orani ve tek ¢coziime sahip oldugu gdosterildi.

Bu caligmaya temel teskil eden lineer olmayan pseudo-parabolik problemler icin, giris
boliimiinde belirtildigi gibi niimerik ¢éziim yapilmstir.

Bu calismanin 4. bolimiinde (1.1)-(1.3) probleminin diferansiyel durumu igin
Gronwal integral esitsizliklerinden yararlanilarak bazi1 degerlendirmeler yapilmistir.

Calismanin 5. boliimiinde (1.1)-(1.3) problemi i¢in diizgiin sebekede Standart ve
Crank-Nicolson fark semalar1 kurulmustur. Ayrica (1.1)-(1.3) problemi i¢in kurulan fark
semalarinin niimerik ¢oziimii yapilmistir. Bu probleme uygulanan metot klasik ve standart
metotlardan farklidir.

Calismanin 6. boliimiinde kurulan fark semalar1 i¢in diskret enerji degerlendirmeleri
yapilmigtir.

Calismanin  7.boliimii olan son bolimde de Standart ve Crank-Nicolson fark

semalariin kararlilig1 ve yakinsakligini1 garanti eden teorem ve lemmalar verilmistir.
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