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ONSOZz

Bu calismada, Fibonacci sayilari ile ilgili tanimlar verilmis ve bu sayilarin
sagladigl ozellikler incelenmistir. Ayrica, Fibonacci ve Lucas sayilarindan elde
edilen matrislerin determinantlari Uzerinde durulmus ve Fibonacci sayilarindan
olusan bazi matrislerin normlari incelenmistir. Daha sonra Fibonacci sayi dizisi ile
ilgili yeni oOzellikler verilmis ve baska bir sinir sartt tanimlanarak elde edilen

matrislerin determinantlari incelenmistir.

Birinci boélimde, Fibonacci sayilarinin tarihgesinden bahsedilmis ve bu

sayilarla ilgili yapiimis olan ¢alismalarin olusturdugu literatir 6zeti verilmistir.

Ikinci bolumde, Fibonacci sayilari ve Fibonacci dizisi tanimlari verilip, bu

sayilarla ilgili diger gerekli olan bilgiler verilmistir.

Uciincli boliimde, Fibonacci ve Lucas sayilarindan elde edilen matrislerin
determinantlari incelenmis ve bunlarla ilgili o6rnekler verilmistir. Daha sonra

Fibonacci sayilariyla olusturulan bazi matrislerin normlari Gizerinde durulmustur.

Dorduncl bolimde ise, Fibonacci sayi dizisinin sagladigi yeni 0Ozellikler
bulunmustur. Ayrica, yeni sinir sartlari tanimlanarak olusturulan matrislerin

determinantlari incelenmistir.
Bu calismada emegi gecen danisman hocam Sayin Yrd. Dog. Dr. Necati

TASKARA'ya, ¢calismam boyunca destegini hi¢ esirgemeyen aileme ve katkilarindan
dolay! Sayin Halil MAZLUM’a tesekkir ederim.

Hasan Huseyin GULEC
2007
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|. GIRIS

Leonardo Fibonacci 12.-13. ylizyillarda yasamis italyan matematikgidir. Pisa
sehrinde dogan Leonardo cocuklugunu Cezayir'de gecirmistir. Ilk matematik
bilgilerini Musliman egitimcilerden almis olup kiglk yasta Arap sayi sistemini
ogrenmistir. Ulkesindeki kullanilan roma sisteminin hantalligi yaninda Arap say!
sisteminin mikemmelligini goren Fibonacci 1201°de “Liber Abaci” isimli kitabini
yazmigtir. Bu kitap Arap say! sisteminin bati Avrupa’ya girmesinde buyuk rol
oynamistir. Bu Kkitapta bulunan bir problem, ortagag matematigine buyuk katkilarda
bulunan Fibonacci’yi 600 yil sonra 19. yuzyilin baslarindan gliniimize meshur hale
gelmesine sebep olmustur.

Bu problem “Tavsan Problemi’dir. Ergin bir tavsanin her ay yeni bir yavru
cifti verdigi ve yeni dogan bir ciftin bir ay zarfinda erginlige eristigi varsayimiyla
yavru olan bir tavsan ciftinden baslayip bir yilda ¢iftlerin sayisi ne olur? Buna gore
belli bir aydaki ¢ift sayisi dnceki iki ayin toplamina esittir (aylara gore tUremeyi
goOsteren cizelge yorum yapmayi kolaylastiracaktir). O halde tavsan cifti sayilari
aylara gore bir yil icinde 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 olacaktir. Fibonacci
kendisi bu sayi dizisi Uzerinde bir calisma yapmamistir. Hatta bu say! dizisi tzerinde
19. yuzyilin baslarina kadar ciddi bir arastirma yapilmadigi da belirtilmektedir.
Ancak bundan sonra bu dizi Uzerinde yapilan arastirma sayisi Fibonacci’nin
tavsanlarinin sayisi gibi artmistir. Hatta Fibonacci Dernegi bile kurulmustur. Bu
dernegin 1963 yilindan bu yana yayinladigi dergide (the Fibonacci Quarterly) bu sayi
dizisi ile ilgili yapilan ilging arastirmalar yayinlanmaktadir. Bazisi bilinen, bazisi 6ne
strdllp ispatlanamayan ve bilinmeyip kesfedilmesi beklenen birgok 6zellige sahip
Fibonacci dizileri hala bircok matematikgi tarafindan arastirilmaktadir.

Son yillarda Fibonacci sayilari ile ilgili cok arastirma yapilmistir. Kalman [2],
genellestirilmis Fibonacci dizileri ve matrisleri gésterimini tanimlamis ve bu sayilar
yeni bir formil vermistir. Er [3], [2]’de tanimlanan genellestirilmis Fibonacci dizileri

ve matrisleri gosterimini genisletmis ve bu gosterimi kullanarak, dogrudan elde

edilen Fibonacci sayilarinin toplamini géstermistir. Lee [4], g Fibonacci sayilari

ile 1 Lucas sayilari arasindaki iligkiyi arastirmistir. Takahashi [5], buytik dereceli



Fibonacci sayilarint hesaplamak icin Lucas’in c¢ozimlerine dayanan hizli bir
algoritma gelistirmistir. Ayrica Lucas sayilari algoritmasindaki adim sayisi bu
calismayla daha aza indirgenmistir. Karaduman [6] ve [7], genellestirilmis mertebesi
k olan Fibonacci sayilarinin (k) serisinden elde edilen matrislerin determinantlarini
arastirmistir. Tasci ve Kili¢ [8], matrislerde Lucas sayilarinin yeni bir genellemesini
vermistir. Ayni zamanda k. mertebeden genellestirilmis Lucas dizileri ve Fibonacci
dizileri arasindaki iliskiyi sunmustur. Ocal, Tuglu ve Altinisik [9], k genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas sayilarinin kararli ve surekli bir temsilini vermistir. Ayni
zamanda bu diziler i¢in Binet formiliind elde etmistir.

Bu calismada, Fibonacci sayilari ile ilgili tanimlar verilmis ve bu sayilarin
sagladigl ozellikler incelenmistir. Ayrica, Fibonacci ve Lucas sayilarindan elde
edilen matrislerin determinantlari Gzerinde durulmus ve Fibonacci sayilarindan
olusan bazi matrislerin normlari incelenmistir. Daha sonra Fibonacci sayi dizisi ile
ilgili yeni 0Ozellikler verilmis ve baska bir sinir sartt tanimlanarak elde edilen

matrislerin determinantlari incelenmistir.



Il. FIBONACCI SAYILARI VE OZELLIKLERI

2.1. Fibonacci Sayilari
Tanim 2.1.1. F =1, F, =1 ve n=3 i¢in
Fo=Fa+F 1)

seklinde tanimlanan sayilara Fibonacci Sayilari denir. Bazi Fibonacci sayilart,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

n

tabloda goruldugu gibidir. Fibonacci sayilarinin bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

1.nez'icin Y F=F,, -1

i=1

neZ"igin Y F*=FF

n' n+l
i=1

no

3- mne Z+ Igln I:n I:m + I:n+l|:m+1 = Fm+n+l

4, mnreZ*igin F . F . —-F _F  =()""?F

5 neZ" igin a=%(1+\/§) ve ﬂ:%(l—\/g), x> —x-1=0 denkleminin

kokleri olmak Uzere,

dir. Boylece kapali form

_ (1++5)" - (1-+5)"
n 2”\/5

olarak verilir ve bu formil Binet Fibonacci formuli olarak bilinir. [.]  nint

F

fonksiyonu ve ¢ altin oran olmak (lizere, baska bir kapali form ise

aEaslit

dir. Asagidaki sekil 2.1.1 de Fibonacci sayilarinin seyri gosterilmektedir.




15-

10

Na 3

[ [ /|\ /\ [ [
7.5\%5\/25/ sl 25 5 75

—-10|-

v

Sekil 2.1.1

Negatif Fibonacci sayilari,
F—n = (_l) i I:n

esitligi ile bulunur. Fibonacci sayilarini daha genel olarak,

] g

seklinde yazabiliriz.

Sekil 2.1.2



Fibonacci fonksiyonu x =0 da ve butlin n negatif tamsayilari igin n+0.5
olacak sekildeki sonsuz sayidaki negatif degerler de sifir ¢ozimune sahiptir.

Buradaki ¢oziimler, ¢ altin oran olmak lzere
$** = cos(nx)
olarak verilir. Tlk birkag kok;
0, x=-0.183802..., —1.570776..., —2.470426..., —3.510851..., ...

seklindedir.

Fibonacci sayilari i¢in, [.] tam deger fonksiyonu ve ¢ altin oran olmak tizere

- :{Fn(1+\/§)+l

> :|=[¢Fn+1/2]

esitligi gecerlidir. k > 2 icin

I:n+1 Fn+2 Fn+k
Fn+k+l Fn+k+2 cee Fn+2k

: . . =0
F”+k(k—1)+1 I:n+k(k—1)+2 e FnJrkz

dir. Ozel olarak, k =1 icin bu determinantin degeri F_, dir. Ayrica, |i - j| =1icin

n+l

elemanlari a; =1 ve a; =+/-1 olacak sekilde tanimlanan A, matrisi igin

dEt(An) = I:n+1

dir.

Tanim 2.1.2. Tanim 2.1.1 ile verilen sayilarin olusturdugu sayi dizisine Fibonacci
dizisi denir. Fibonacci dizisinin temel 6zelligi dizideki sayilardan her biri kendinden
once gelen iki sayinin toplamidir.

Fibonacci sayilarinin bir diger 6nemli 6zelligi ise dizideki bir terimin

kendisinden Onceki terime oraninin altin oran denilen ve irrasyonel bir sayr olan

1++/5
2

j:1,61803398... sayisina dizininin terimleri ilerledikge yakinsamasidir ve

15. terimden sonra maksimum yakinsamay! vermesidir. 15. terimden sonraki her



terim, kendisinden onceki terime bolindiginde bu orani vermektedir. Fibonacci
dizisinin ilging bir 6zelligi de tguncd, altinci, dokuzuncu,... terimlerinin 2’nin kati

olusudur. Yani, dizinin her G¢ teriminden biri, periyodik olarak, 2’nin katidir.

Tanim 2.13. a,,a,,...a,,,€C ve H, =(a; kare matrisi olsun H,_ (i, j).

ij /nxn

elemani a; =« ise H, matrisine Hankel matrisi denir. Hankel matrisini agik

i+j-1

yazacak olursak,

a  a, Q3 a,

a, Q& a, Ann
H,o=la;, « as A

_an an+l an+2 aZn—l_

olur.

Tanim 2.1.4. A=(a;) bir kare matris olsun. Eger A matrisinin (i, j). elemani

;= - 1 1 seklinde tanimli ise, A matrisine Hilbert matrisi denir. Yani,
i+ -
1 l 1 1 1 i l 1
2 3 4 2 3 n
1111 1 1 1 1
2 3 4 5 2 3 4 n+1
A=l1 1 1 1 A=l1 1 1 1
3 4 5 6 3 4 5 n+2
1111 A s
456 7 LI N
T ] Ln n+1l n+2 2n -1
dir.

Tanim 2.1.5. (a,), k=1 igin a, =0 olacak sekilde bir tamsayi dizisi olsun.

(i, j).elemani a; =

olan matrise (a,)dizisine bagl Reciprocal Hankel

i+j+1

matrisi denir ve R, (a,) ile gosterilir.



Tanim 2.1.6. F,, k. Fibonacci sayisi olmak tizere (F,) dizisinden elde edilen

R, (F,) Reciprocal Hankel matrisine Filbert matrisi denir.

Tanim 2.1.7. F,, n. Fibonacci sayisi ve k pozitif tamsayi olmak lizere

BRI

seklinde tanimli sayilara Fibonomial katsayilar denir.

Tanim 2.1.8. F,, k. Fibonacci sayisi olmak uzere,

a, i=j(aelR)
t = 1

Fi-p )

esitliginden elde edilen elemanlarla olusturulan matrise FToeplitz matris denir [10].

Tanim 2.1.9. F,, k. Fibonacci sayisi ve H, nxn bir kare matris olmak Uzere,
elemanlari

h, =L1/(F, +F,)

olacak sekilde tanimlanan H,_ matrisine hemen hemen FHankel matris denir [10].

Tamim 2.1.10. j-i>1icgin a; =0 ise, A, =(a;) nxn matrisine alt Hessenberg

matris denir. Yani,

a, a, 0 0
a21 a22 a23 O
An _ a31 a.32 a33 O
a‘n—1,l a'n—1,2 an—1,3 an—l,n
L a'nl a'n,2 a‘n 3 an n |

dir [9].



Ornek 2.1.1. R,(F,) Filbert matrisi

1 1 1 1
- — —| |1 1 =
F F K 2
S CRY IE SR S U N P
F, F, F, 2 3
1 1 1| (111
F, F, F| L2 3 5]

dir.

A, = (@;), bir nxn hilbert matrisi olmak tizere

2. (n-1hH*
12! (2n —1)!

detA, =

dir. Buradan Hilbert matrisinin tersinin bulundugu acgikca goriilmektedir.

B,, (i, ]). elemani,

RIS Wy B B

seklinde tanimlanan nxn bir kare matris olsun. Bu takdirde B =(«;), Hilbert

matrisinin tersidir.

Ornek 2.1.2. Asagida Hilbert martinin tersine 6rnekler verilmistir.

16 -120 240 -140
9 -36 30
4 -6 ~120 1200 -—2700 1680
, = ,B,=|-36 192 -180|,B, =
~6 12 240 -2700 6480 4200
30 -180 180
~140 1680 4200 2800

Ornek 2.1.3. Bazi fibonomial katsayi drnekleri asagidaki gibidir.

(6))-+- ()

N s P
2 i=1 I:i FlFZ



3 li[ F.. FFF 532 _15
3 i F FFF 112
W(n), (i, j). elmani,

wor=coon ()

seklinde tanimli nxn bir kare matris olsun. Bu takdirde W (n) = (w;(n)) matrisi

R, (F,) Filbert matrisinin tersidir ve w; (n) elemanlari birer tamsayidir. Burada

S i (]
e(n,i, j)—n(l+j+1)+(2]+(2j+l

biciminde tanimhdir.

Ornek 2.1.4. W(2) = (w; (2)) matrisini bulalim.

_ (2] 2+i— 2+ j— itj—2 2
W (2)=(-1) @i E |+J 1(( JJ({ —i j}(( i—1 jj
w, (2) = (D) F ((i)j [ij (8}} =(-)'FF/ =-1
e(2,1,2 2 3 1 0p )
Wy, (2) = (-D)* >|:{(J (OJ (oj] =(-)°F,F, =2
e(2,2,2 3 3 2 ; -
W, (2) = (1) )FZ((OJ [OJ [J} = (-D)PFRF}=-2

~1 2
W(a{; _2}

olur. Gergekten,

Gk

dir.
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IIl. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARIYLA ELDE EDIiLEN
MATRISLERIN DETERMINANTLARI VE NORMLARI

3.1. Fibonacci Sayilariyla Olusturulan Bazi Matrislerin Determinantlari
Bu bolimde Fibonacci sayilarindan elde edilen bazi matrisler ve
genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayilarinin k dizisinden elde edilen

matrislerin determinantlarini inceleyecegiz.

Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayilarinin k dizisi, 1< j <k igin

¢, katsay! sabiti olmak Gzere

. 1 i=1-n
g, = _ ,1-k<n<0
0, aksihalde

sinir sartiyla birlikte,
ok _
g:‘:Zngr:—J; n>0,1£|§k (2)
j=1

seklinde tanimlanir. g!, i. dizinin n. terimidir. k =2 ve ¢; =1 icin genellestirilmis

k. mertebeden Fibonacci dizisi geleneksel Fibonacci dizisine indirgenir [3].

A, kxk kare matrisi asagidaki gibi tanimlanir [2].

_Cl C, C - G G

1 0 O

o 1 0 -~ 0 O
A=l . . . . . .

o 0o 0o - 0 O

0 0 0 -~ 1 0]

Buradan matris carpiminin bir 6zelliginden,
[ 9000z I'=A[ 90000 0nca | (3)

olur. Bununla beraber genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci dizisinin k dizisiyle

calismak icin asagidaki G, kare matrisini alalim [3].



9, 9, - Oy
G = gi—l gr?—l g:—l
g i—k+l g r?—k+1 - g :—k+1
(3) denkleminden,
Gn+1 = AGn

elde edilir. Daha sonra bazi n’ler igin
n=1icin G, = AG,
n=2icin G, =AG,
n=3icin G, = AG,

olur ve buradan
G, = AG, = A(AG,) = A°G,
G, =AG, = A(AZGI) = A3G1

G, = AG, = A(A’G,) = A‘G,

G, = AG,, = A(A"°G,) = A"'G,
G,,, = AG, = A(A"'G,) = A"G,

Gn+l = AnGl

bulunur. Simdi (2) denkleminden G, = A oldugu kolayca gorulebilir

n=1igin,
o 97 9 - g
9 95 95 - Do
G. = gil ggl gfl gljl
1= . . . . .
gik+3 gfk+3 gfk+3 gi—(k+3
_gfk+2 gfk+2 g§k+2 gEk+2_

11

(4)

()

. Gercekten
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dir. Buradan G, matrisinin elemanlarini (2) denklemini kullanarak bulahm. (2)

denklemindeki verilen sinir sartindan:

n=0 igin, g; =1dir. i=1 oldugundan, gZ=0,95=0,9;=0,---,gf =0
n=-1 igin, g° =1dir. i =2 oldugundan, g*,=0,9%=0,9% =0,---,g5 =0
n=-2 icgin, g%, =1 dir. i =3 oldugundan, g*, =0,9%, =0,9%, =0,---,g%, =0

k-2

n=3-k igin, g5 % =1dir. i =k - 2 oldugundan, g*, ; =0,---,95%, =0,9 ., =0

n=2-k icin, g5, =1 dir. i =k -1 oldugundan, g, =0,---,9%% =0,9%,, =0
n=1-k igin, g, =1dir. i=k oldugundan, g*,,,=0,---,9%% =0,95% =0

dir. Simdi bulunan bu elemanlari (2) denkleminde yerine yazalim. Birinci satir igin,
g9 =>.c,00,, n=1, 1<i<k
j=1

olur. Buradan da birinci satir elemanlari,

1 1 1 1 1 1 1
0, =G0, +C,0., +C;0, +---+C, 100, TC 05, = g, =¢

2 2 2 2 2 2
0, =G0, +C,0, +C9, +--+C, 1,0, TC 05,

U
«Q
I
NO

3 3 3 3 3 3 3
0, =C 0o +C, 0, +C0, +--+C, 105, TC 05, = g, =G4

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
9, =¢C¢Qg, +C, 0, +C, 09, +---+C 0, +C 0 = 9, =G4,

K K K K K K K
0, =€, +C, 0, +C,0, +---+C 4,09, +C 0,y = g, =G

olarak elde edilir. ikinci satirda g; =1, diger elemanlar sifirdir. Uglincii satirda
g’ =1, diger elemanlar sifirdir. Dérduinct satirda g°, =1, diger elemanlar sifirdir.
Bu sekilde devam ederek, (k-1). satirda g% % =1, diger elemanlar sifirdir ve k.

satirdada g'}, =1, diger elemanlar sifirdir.

O halde, bulunan elemanlar G, matrisinde yerine yazilirsa,
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Cl C2 CS Ck—l Ck
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
G, = o = A
0 0 0 0
0 0 0 - 1 0]

elde edilir. Bu nedenle (4) ve (5) denklemlerinden G, = A" oldugu gorulir. Buradan

Gn+l = GnGl = GlGn
veya (6)
Gn+1 = Aﬂ+1

olur. Baska bir deyisle G,, matris ¢arpimi altinda degismelidir. Boylece,

9,=cgt+g!"  1<i<k-1

k 1
gn+1 = Ckgn

(7)

yazilabilir ve (6) denklemi daha genel olarak
GI’+C = GTGC

seklinde yazilabilir. Sonu¢ olarak, G, ’nin bir elemani G, ’nin bir satiri ve G_’nin

bir sitununun ¢arpimidir. Yani,
g||f+c = Z grjg::—j+l
j=1
dir. Ozellikle, r =c =n ise G,, =G’ dir.
Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayilarinin toplami, n> 0 igin
S.=2.0; (8)
i=0

seklinde tanimlanir [3]. B, (k+1)x (k +1) kare matrisi asagidaki gibi tanimlansin.
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100 0
1

B={0 A

_0 —

Ayrica E,, (k+1)x(k +1) kare matrisi de,

1 0 0 ... 0
Sn—l
E. =S, G

n

Sn—k

seklinde olsun. Buradan
Sni1 = Una + S, 9)
olur. (7) ve (9) denklemlerinden
E.,=EB (10)
E,,=EB" (11)

elde edilir. 1<i <Kk igin S, =0 oldugundan E, = B ve genel olarak E, =B" olur.

Buradan (10) ve (11) denklemlerinden

E,,=EE

n+1

~E,E, (12)

n n

oldugu gorulur ki, E, matris carpimi altinda degismelidir. (12) denkleminin bir

uygulamasi olarak genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayilarinin toplami;

S, =1+>_S,, (13)
denklemini saglar [3]. Buradan

gn =1+ S, (14)

olup, k =2 oldugunda (14) denklemi

gi :1+Sn—2
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olur. Eger (2) denkleminde ¢, =c, =1 ise,
F,=1+ > F (15)

iyi bilinen sonucu elde edilir [1]. Burada, F, standart Fibonacci dizisinin n.

terimidir.
Teorem 3.1.1.

. 1 i=1-n
g, = _ ,1-k<n<0
0, aksihalde

sinir sartiyla birlikte,
ok _
g, =>.c,9,,,n>0,1<i<k
j=1

olmak Uzere, eger ¢; =1 ve

g, g, : g,
G = gi—l 95—1 9:—1
g i—k-*—l g rf—k+1 - g rl:—k+1
ise
detG. - (D", k cift ise
g 1, k tek ise
dir [6].
Ispat: Herk icin
1 1 1 1 1]
0 0
1 0 00
G,=A=|. | .
0 0O 0
000 - 1 0]
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matrisi, (k—1) adim elementer satir islemlerinden sonra asagidaki Ucgen matris

formuna donusur:

11 1 1 1
0 -1 -1 - -1 -1
0 0 -1 - -1 -1
0 0 0 -1 -1
0 0 0 0 -1

Bu yiizden detG, = det A=1.(-1)"" dir. Diger taraftan G, = A" oldugundan

detG, = (det A)"

SN as)
=(-D™)

olur. Bundan dolayr eger k cift ise (k-1) tek olacagindan (-1)*=-1 olur.

Bu nedenle (16) denkleminden detG, =(-1)" olur. Eger k tek ise (k-1) cift

olacagindan (~1)"* =1 olur ve (16) denkleminden detG_ =1 olur. o

Simdi (2) denklemindeki n >0 sartini hesaba katmazsak, genellestirilmis k.

mertebeden Fibonacci sayilarinin k dizisi, 1< j<k igin c;, katsayl sabiti olmak

uzere

. 1, i=1-n
g, = _ ,1-k<n<0
0, aksihalde

sinir sartiyla birlikte,
g, =2.6,0,;, 1<i<k (17)
j=1

seklinde tanimlanir. Burada g!, i. dizinin n. terimidir. k=2 ve ¢, =1 icin

genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci dizisi g; =1, g; =1 sartlari ile geleneksel
Fibonacci dizisine indirgenir.

Asagidaki kxk G,, BveC kare matrislerinin gosterimleri soyledir [6]:



1

g,

G —| 9
gi—k-*—l

[0 ot
20 20
a_| 0 20
0 0
0 0
0

1

c_ 0

0

0

Simdi G, =B oldugu (17) denkleminden agik¢a gortlebilir.

timevarimla,

2
g n-1
2
g n-k+1
22

20

Gn+1 = BC "

17

g,
Ons
grlj—k+1
2k72 2k,1_
2k73 2k—2
2k74 2k—3
2.0 21
2°  2° |
O -
0
0
1 -
Sonra da
(18)

yazilabilir. Fakat B, matris ¢carpimi altinda degismeli degildir.

Teorem 3.1.2. Eger,

1

9n
G — gi—l

n

1
g n—k+1

detG, :{

ise

dir [6].

2
g n-1

2
g n—k+1

1,

k
g n-1

k
g n—k+1

k tek ise
(-D", k cift ise
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Ispat: G, =G,C"* =BC"" oldugundan
detG, =detG,(detC)"* (19)

Boylece (k —1) basamagi elementer satir islemlerinden sonra G,, asagidaki tcgen

matris formuna donisr:

Bu yiizden detG, =1-(~1)"" olur. Bununla birlikte C ’nin diger dizileriyle

birlikte ilk dizisinin yerini alan C asagidaki tiggen matris formuna indirgenir:

100 - 0
01 0
00 0
000 - 1
000 - 0 1

20 21 22 2k—2 2k—1 T
0 -1 -2 —2k3 gk
0 0 -1 _ok4 k3
0 0 O -1 =-2°
0 0 O 0 -1 |

Béylece detC = (-1)*" olur. (19) denkleminden detG, = (1) *((-1)*™")"*
olur. Diger taraftan k cift ise (—1)** =—1, eger k tek ise (-1)** =1 elde edilir. Bu
yluzden,

1, k tekise

detG, = o
{(—1)”, k cift ise

dir. o

Boylece (2) ve (17) denklemlerinden, n>0 sartinin G, matrisinin

determinantinin degerini degistirmedigi gorulur. Fakat bununla, G, matrisinin matris

carpimi altinda degismeli olup olmadigini bilemeyiz. Eger n >0 sartini g6z ardi

etmezsek, G, matrisi matris carpimi altinda degismeli olur. Aksi takdirde olmaz.
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Ornek 3.1.1. G,,Bve C kxk kare matrisleri, 3x3 kare matris olsun. Bu taktirde

G, ’in determinanti, k tek oldugu icin 1 dir. Gergekten,

g[t] : G,,, = BC" matris ¢carpimindaki adim sayisi,
det (G[t]) : G,,G,,---,G,, matrislerinin determinantlari,
G[t] : G,,G,,:--,G,, matrisleri,

olmak Uzere:

with(linalg):
B:=matrix(3,3,[1,2,4,1,1,2,0,1,1]);
C:=matrix(3,3,[0,0,1,1,0,1,0,1,1]);
G[1]:=B;
print(g[1],det(G[1]).G[11):

for t from 2 to 10 do
GLt]:=multiply(G[t-1],C);
print(g[t].det(G[t]).CG[t]):

od:

Maple programi galistirilirsa;

47 01 1 2 4
B=|1 1 2|, C=(1 0 1};G,=B;9,,|1 1 2
1] 11 011
2 4 7] 4 7 13 7 13 24
9,11 2 4|; 9,.L|2 4 7; 0..L/4 7 13];
11 2] 1 2 4 2 4 7
13 24 44 24 44 81 44 81 149
O..L| 7 13 24|; 9,113 24 44|, 9,124 44 81|,
4 7 13 7 13 24 13 24 44
81 149 274 149 274 504 274 504 927

9,144 81 149|; g, 1| 81 149 274|; g,L[149 274 504
24 44 81 44 81 149 81 149 274
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elde edilir.

Ornek 3.1.2. G,,Bve C kxk kare matrisleri 4x4 kare matris olsun. Bu taktirde
G, ’in determinanti, k ¢ift oldugu icin (-1)" (n=0,1,2,3,---) dir. Gergekten,

glt] : G,,, =BC" matris ¢carpimindaki adim sayisl,

det (G[t]) : G,,G,,---,G,, matrislerinin determinantlari,

G[t] : G,,G,,---,G,, matrisleri,

olmak Uzere:

with(linalg):
B:=matrix(4,4,[1,2,4,8,1,1,2,4,0,1,1,2,0,0,1,1]);
C:=matrix(4,4,[0,0,0,1,21,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1]);
G[1]:=B;

print(g[1].,det(G[1]).G[1]);

for t from 2 to 10 do

G[t]:=multiply(G[t-1].,0C);
print(g[t],det(G[t]).CG[t]);

od:

Maple programi calistirilirsa;

1 2 4 8] 0001 1 2 4 8
112 4 1001 112 4
B:= X C:= G, =B;0,,-1 ;
011 2 0101 0112
001 1 l0011 0011
2 4 8 15] 4 8 15 29 8 15 29 56
1 2 4 8 2 4 8 15 4 8 15 29
S PP T P g | 9lly 4 g 15|
011 2 11 2 4 1 2 4 8
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15 29 56 108 29 56 108 208
8 15 29 56 15 29 56 108
%L, g 15 29 %hl g 15 20 56
2 4 8 15 4 8 15 29
56 108 208 401 108 208 401 773
29 56 108 208 56 108 208 401
9771 15 29 56 108 %L 29 56 108 208|’
8 15 29 56 15 29 56 108
208 401 773 1490 401 773 1490 2872
108 208 401 773 208 401 773 1490
9L 55 108 208 401 | %°"|108 208 401 773
29 56 108 208 56 108 208 401

elde edilir.

Simdi (2) denkleminde, c; #1 oldugunda G, ’nin determinantini arastiralim.

Teorem 3.1.3.

. 1 i=1-n
g, = _ ,1-k<n<0
0, aksihalde

sinir sartiyla birlikte,
K _
gy=>.c9,,, n>0,1<i<k
j=1

olmak Uzere, eger

gn gn gn
G = gi—l 95—1 grl:—l
gi-m gr?—k+1 grl:—k+1

ise

detG, = D" (c)", k giftise
(c)" , k tekise

dir [7].
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Ispat: Herk igin

¢, C G Cha Gy
1 0 O 0 O
0 1 0 0 O
Gl =A= : :
0 0 O 0
0 0 0 1 0|

elde edilir. Sirasiyla G, ’in kalan sttunlarini G, ’in k. sutunu ile yer degistirirsek, G,

matrisi,
_Ck ¢ C - G, Ck—l_
0 1 O 0 0
0 0 1 0 0
o 0o o .- 1 0
00 0 - 0 1

seklinde tiggen matris formuna indirgenir. Buradan
detG, =detA=c, (-1)*"
bulunur ve diger taraftan G, = A" oldugundan

detG, = (det A)"

20
=((-D""c,)" 0

elde edilir. Bu yiizden eger k cift ise (k—1) tek oldugundan (-1)**=-1 olur.

Bdylece (20) denkleminden detG, =(-1)"(c,)" bulunur. Eger k tek ise (k—1) cift

oldugundan (-1)*" =1 ve (16) denkleminden detG, = (c,)" olarak bulunur. o

Simdi (2) denklemindeki n >0 sartini hesaba katmazsak, genellestirilmis k.

mertebeden Fibonacci sayilarinin k dizisi, 1< j<k igin c;, katsay sabiti olmak

Uzere

. 1, i=1-m
g, = ] , 1-k<m <0
0, aksihalde
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sinir sartiyla birlikte,
On=2.C;0;, 1<i<k
=1

seklinde tanimlanir. g , i. dizinin m. terimidir. k =2 ve ¢; =1 icin genellestirilmis

k. mertebeden Fibonacci dizisi, g; =1, g; =1 baslangig verileriyle birlikte

geleneksel Fibonacci dizisine indirgenir. Buradan timevarimla

G, = A"'G, (21)
yazilabilir.
Teorem 3.1.4. Eger
On  Or On
G = g%n—l gri—l grl:]—l
g 1m—k+1 g r?]—k+l g rl;—kJrl

ise

()™ , k tekise
detG, =
D" (c )™, k ciftise

dir [7].

Ispat: Dikkat edilmelidir ki, (2) denklemindeki n >0 sarti g6z ardi edildiginde her
kicin A= G, olur. Boylece,

9! g7 ¢! g of
1 g of 9% g7t
G - L o 9" o
0 0 0 - g5 of
0 0 0 - g5 0O |

elde edilir. Simdi G, in ilk satiryla diger satirlarini yer degistirirsek,
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1 gl g2 - gf? gt

1 97 - 07 g7

o L
0 0 0 - gy O
97 97 9 - 9 gl

olur. Buradan detG, = (-1)*"det(G,) bulunur. Elemanter satir islemleriyle, G,

matrisi,
1 gl g2 - gf? gl
g - 97 97
6% 0 t el e
o0 0 - 1 g
0 0 0 - 0 ¢ |

seklinde ticgen matris formuna doniisir. Boylece detG, =c, ve detG, = (-1)*"'c,
olur. G, =(A)"'G, ve Teorem 3.1.3°den detA=c (-)*" oldugu igin
detG,, = (c, (-1)*™")™c, (-1)** yazilabilir. Eger k ift ise (1) = -1 ve eger k tek
ise (=1)** =1 dir. O halde,
detG, :{ ()™ , k tekise
D" (c )™, k ciftise

olur. o

Hatirlatma. Dikkat edilmelidir ki, eger n>0 sarti hesaba Kkatilirsa, G, matrisi

matris ¢arpimi altinda degismelidir. Aksi takdirde degildir. Ayrica Teorem 3.1.4’den

G, # A iken G, ve G, ’nin determinantlari butun k’lar ig¢in aynidir. Boylece, G, ve

G,, 'nin determinantlarinin c, "ya bagh oldugu goralir.
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3.2. Lucas Sayilariyla Olusturulan Bazi Matrislerin Determinantlari

Bu bolimde Lucas sayilari ile ilgili genel bir bilgi verilip, b6lim 3.1 de
incelenen Fibonacci sayilariyla olusturulan matrislerin determinantlari ile ilgili
yaptlan calismalara paralel olarak Lucas sayilariyla da benzer incelemeler
yapiimistir. Daha sonra Fibonacci ve Lucas sayilari arasindaki iliski arastiriimistir.

Genellestirilmis k. mertebeden Lucas sayilarinin k dizisi,

2, 1=2-n
I'=0-1, i=1-n 1-k<n<0 (22)
0, aksihalde
sinir sartiyla birlikte,
lh=>;, n>0,1<i<k (23)
j=1
seklinde tamimlanir. 1!, i. dizinin n. terimidir. i=1 ve k=2 oldugunda

genellestirilmis k. mertebeden Lucas dizisi, bilinen negatif Fibonacci dizisine

indirgenir. Yani, her ne Z* igin I' =—F, , dir.

n+1

=3 ve k=4 secildiginde genellestirilmis k. mertebeden Lucas dizisi
L ==1,18=2,1=0,11)=1,13=2,12=5,1}=8, I =16, I =31, ...

seklinde yazilabilir. (23) denkleminden, genellestirilmis k. mertebeden Lucas dizisi

icin

1 1 1 1
0
010 - 00
A= SRR S S (24)
0 00O 0
000 1 0]

olmak Uizere



1 11 1
i 0

b, | |0 10 0
| |00 0 =0
,.,] (000 - 1

i
In—l

i
In—2

i
In—k

i
__In—k+1_

S
1,

26

(25)

esitligi yazilabilir. Bununla beraber genellestirilmis k. mertebeden Lucas dizisinin k

dizisiyle calismak icin

1 2
In In

It |2
H — n-1 n-1

n

Il

IZ
n—k+1

n—k+1

k x k kare matrisini alalim. (25) denkleminden,

Hn+1 = AHn
elde edilir [8].
Lemma 3.2.1.
-1 1 1
-1 2 0
0 -1 2
Hl - : :
0O O
0

n—k+1

o O -

(26)

(27)

olmak Uzere, A ve H, sirasiyla (24) ve (26) denklemlerindeki gibi olsun. Bu

taktirde
H,.=A"H,

dir [8].

Ispat: (27) denkleminden H_., = AH_ dir. Buradan tiimevarim metodunu ve matris

carpiminin bir 6zelligini kullanarak,
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elde edilir. Ayni zamanda,

-1 2 0 0|
0 -1 2 0

K=l0 0 -1 - 0 (28)
0 0 O ~1]

olmak tzere, H, = A-K dir. Bu ylzden

H, ., =A"K
dir. o
Teorem 3.2.1. Eger
It 1z .. |nk
oo e
Ir%—k+1 Ir12—k+1 Irl1(—k+1
ise
dﬂHmd:{eD“E kgmj%
-1 , k tekise
dir [8].

Ispat: Lemma3.2.1’den H_,, = A™K dir. Buradan
detH , = (det A)"".detK

olur. det A= (-1)" ve detK = (-1)* oldugundan,
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detH,., = (D)™ (-1
olur. Buradan da

(=)™, k cift ise

detH,, =
”“ { -1, k tek ise

elde edilir. o

Simdi k. mertebeden genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri arasindaki

iliskiyi gosteren Teoremi verelim.

Teorem 3.2.2. Eger

g 9s - O N L
Onia Gnka  Gnka PP i
ve
-1 2 0 0 |
0 -1 2 0
K=|0 0 -1 0
0 0 0 =]
ise
H,=G,K
dir [8].

Ispat: [3]’de Er, G, = A" oldugunu gostermisti. Ayrica H, = A"K oldugunu da
Lemma 3.2.1°den biliyoruz. Boylece,

H, =G,K

n n

olur. o
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Teorem 3.2.2°de k =2 igin,

{li lﬁ}_{gi gﬁ}{—l 2}
Irl1—1 Inzfz gi—l gr?—Z 0 -

elde edilir. Buradan 12 =2g;—-g? olur. Her neZ igin g; =g?, oldugundan

n

|2 =292, -9’ elde edilir. Burada 17 ve g’ sirasiyla alisiimis Lucas ve Fibonacci

sayilaridir.
Bdylece, Fibonacci ve Lucas sayilari arasindaki baginti genellestirilmis oldu.
Yani, L, =2F, , —F, eldeedildi (bk.sy.176, [11]).

Ornek 3.2.1. H A ve K kxk kare matrisleri 3x3 kare matris olsun. Bu

n+l?

taktirde H_, ’in determinanti, k tek oldugu i¢in —1 dir. Gergekten,

hit] : H,,, = A™K matris carpimindaki adim sayis,
det (H[t]) : H,,H,,---,H,, matrislerinin determinantlari,
H[t] : H11H21“',H10 matr|S|eri,

olmak Uzere:

with(linalg):
A:=matrix(3,3,[1,1,1,1,0,0,0,1,0]);
K:=matrix(3,3,[-1,2,0,0,-1,2,0,0,-1]);
H[1] :=multiply(A,K):
print(h[1],det(H[1]).H[1]):

for t from 2 to 10 do

HLt] :=multiply(H[t-1],A);
print(h[t],det(H[t]).H[t]):

od:

Maple programi calistirilirsa;

111 -1 2 0 -1 1 1
A=/1 0 0j; K=0 -1 2| h,-L|-1 2 O0};
010 0 0 -1 0 -1 2
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0 -1] 0 -1 0 100
h,-1| 1 -1 -1|; h,-1|0 0 1 |; h,-1| 0 1 0f;
-1 2 0 1 -1 -1 0 01
1 -1 1] 2 -2 -1 —4 -3 -2
h-11 0 O0|;h-1/1 1 1|, h,-1/2 2 1|
0 1 0] 1 0 0 1 1 1
-7 -6 -4 ~13 -11 -7 —24 -20 -13
hy-1| 4 3 2|;h,-1| 7 6 4 |:h,-L|13 11 7
2 2 1 4 3 2 7 6 4

olur.

Ornek 3.22. H A ve K kxk kare matrisleri 4x4 kare matris olsun. Bu

n+l1?

taktirde H_,’in determinanti, k c¢ift oldugu icin (-1)™* (n=0,1,2,3,---) dir.

n+l

Gercekten,

hit] : H,,, = A™K matris carpimindaki adim sayis,
det (H[t]) : H,,H,,---,H,, matrislerinin determinantlari,
H[t] : H11H21“',H10 matr|S|eri,

olmak Uzere:

with(linalg):
A:=matrix(4,4,[1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0]);
K:=matrix(4,4,[-1,2,0,0,0,-1,2,0,0,0,-1,2,0,0,0,-1]);
H[ 1] :=multiply(A,K):

print(h[1],det(H[1]).H[1]);

for t from 2 to 10 do

HLt] :=multiply(H[t-1],A);

print(h[t],det(H[t]) . H[t]);

od:

Maple programi galistirilirsa;
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1111 -1 2 0 O -1 1 1 1
1 00O 0O -1 2 0 -1 2 0 O
A= ;. K= ; h,=1 :
0100 0O 0 -1 2 0O -1 2 0
0 010 O 0 0 -1 O 0 -1 2
O 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 O
1 -1 -1 -1 O 0 0 1 0O 0 1 O
h, .1, ; hy, =1, ;o hL ;
-1 2 0 O 1 -1 -1 -1 0O 0 0 1
0O -1 2 0O -1 2 0 0] 1 -1 -1 -1
-1 0 0 O (-1 -1 -1 -1] -2 -2 -2 -1
0 1 00 1 0 0 O 1 1 1 1
h51 11 ; helll ; h7|_1’ ;
0 010 0O 1 0 O 0 0O O
0 001 0 0 1 0] 0 1 0 0
—4 ~8 -7 -6 -4
2 4 3 2
hy.1, ;
1 2 1
1 1 1
-15 -14 -12 -
8 7 6 4
hyo 1,
4 4 3 2
2 2 2 1
olur.

3.3. k-Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Sayilarinin Determinant Temsilleri

k >2 olmak iizere, k-Fibonacci dizisi {g™}

(k)

99 =9g¥=-=9Y =0, g¥=0"=1 (29)

ve n>k>2 icin,
0,0 =0+ 90y + o+ 05
seklinde tanimlanir. Burada g{, n. k-genellestirilmis Fibonacci sayisidir. Ornegin,
4- genellestirilmis Fibonacci dizisi,
0,0,1,1, 2, 4,8, 15, 29, 56, 108, . . .
dir.
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n>1igin k-genellestirilmis Lucas dizisi {1}

(k) _ ~ (k) (k)
In - gn—l + gn+k—1

seklinde tanimlanir. Burada 1%, n. k-genellestirilmis Lucas sayisidir. Ornegin,

4-genellestirilmis Lucas dizisi,
1,2,4,9,16,31,60,...

dir.

Teorem 3.3.1. A, nxn matrisi, her n>1 igin alt Hessenberg matrisi ve

det(A,) =1 olsun. Bu taktirde, n > 2 igin

det(A,) = ay,
ve
det(An) = an,n det(An—l) + nz_l[(_l) " an,r ﬁ aj,j+1 det(Ar—l)] (30)
dir [13].

Teorem 3.3.2. k> 2 bir tamsay! ve

i1, —1<s-t<k
o=y oS @
0 , aksihalde
icin H_ . = (hy), nxn Hessenberg matrisi olsun. Yani,
1 i 0 0 .. 0]
i 1 i 0 0
i 1 i 0
Hn,k = jk1 o jk2 ik—.S k- 0 (32)
0 Ik—l ik—2 Ik—3 O
0 0 0 i} 1]

ise, i =~+/—1 icin
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det(H,,) = 97 (33)

dir [9].

Ispat: n tizerinden tiimevarim metodunu kullanalim.
n=0 ve n=1 icin hipotezden sonu¢ aciktir. Kabul edelim ki, bdtin pozitif n<m

sayilari i¢in (33) denklemi dogru olsun. Yani,
det(H ) = g’

m+k-1

olsun. Teorem 3.3.1 kullanilarak,

det(H m+1,k ) = hm+1,m+1 det(H m,k ) + Z((_l) T hm+l,r H hj,j+1 dEt(H r-1,k )J
r=1 j=r

m-k+1 m
= dEt(H m,k) + Z [(_1) a hm+1,r H hj,j+l det(H r-1,k )]
r=1 j=r

m

+ Z ((_1)m+ll’ hm+l,r H hj,j+l det(H r-1k )]
j=r

r=m-k+2
=det(H,, )+ D, ((—1)"”“ T det(H, )]
r=m-k+2 j=r

=det(H,,)+ Z [(—1)m+lr imr ﬁi det(H, )j

r=m-k+2

— det(H i ) + i((_l) m+1-r i m+l—ri m+1-r det(H ik ))

r=m-k+2

=det(H,,)+ Zdet(H k)

r=m-k+2
=det(H,)+det(H ) +---+det(H _, ;)
yazabiliriz. Hipotezimizden ve k-genellestirilmis Fibonacci sayilari tanimindan,
(k) (k) (k)

det(H m+l,k) = gr(nk+)k—l + gm+k—2 teeet gm—l = gm+k

esitligi elde edilir. Boylece her n > 0 igin iddia dogrudur. o
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Teorem 3.3.3. k >2 olan bir tamsayi ve F , = (f;) nxn matrisinin elemanlari,

-1, j=i+1
fij: 1, 0<i-j<k
0, aksi halde

olmak Uzere alt Hessenberg matrisi olsun. Yani,

1 -1 0 0 .. 0
1 1 -1 0 .. 0
1 1 1 -1 .. 0
F _ . . . . °. N 34
"l101 01 1 ...0 (34)
0
0o 0 ... 1 .. 1]

ise g™, n. k-genellestirilmis Fibonacci sayisi olmak lizere

n )

det(F, ) = 95 (35)

dir [9].

fspat: n uzerinden timevarim metodunu kullanalim. det(F,,)=1=g%, ve

det(F, ) =1= g oldugundan, n=0 ve n=1 igin sonug agiktir. Kabul edelim ki,

bitin pozitif n < m sayilari igin (35) denklemi dogru olsun. Yani,

det(F,,,) = gn’

m+k-1

olsun. (35) denkleminin m+1 igin dogrulugunu gostermeliyiz. Teorem 3.3.1

kullanilarak,

det( Fm+1,k) = fm+l,m+l det(Fm,k) + Z((_l) T fm+1,r H fj,j+1 dEt(Fr—l,k )\]
r=1 j=r

m

= det(Fm,k) + z [(_1) e fm+l,r H fj,j+1 det(Fr—l,k )j
j=r

r=m-k+2



m

= det(F,, )+ ). ((—1)”‘“"f[(—l)det(ﬁ_l,k)j

r=m-k+2

= det(F, ) +det(F, ) +---+det(F, . 4)
bulunur. Hipotezimizden ve k-genellestirilmis Fibonacci sayilari tanimindan,
(k) (k) (k)

det(Fm+l,k) = gr(nkjk—l + gm+k—2 +---t gm—l = gm+k

olur. Boylece her n >0 igin iddia dogrudur. o

Bu Teorem k =2 i¢in asagidaki sonucu saglar.

Sonug 3.3.1. F , =(f;) nxn matrisinin elemanlari,

-1, j=i+1
fij: 1, 0<i-j<2
0, aksi halde

olmak Uzere alt Hessenberg matrisi olsun. Yani,

1 -1 0 0 0
11 -1..00
01 1 ..00
Fo=|. . .
0 0 .. 1 -1
00 0 .. 1 1]

ise F,, n.Fibonacci sayisi olmak tzere
dEt(Fn,z) =Fua

dir [12].

Sonug 3.3.2. k >2 birtamsayi ve C,, =(c;) nxn matrisinin elemanlari,

2, i=kvej=2
-1, j=i+1
Ci' = . .
! 1, O0<i-j<k

0, aksi halde

35

(36)
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olmak Gzere alt Hessenberg matrisi olsun.Yani,

1 -1 0 .. O i

1 1 -1 0
c 1 1 1 ... -1 .. 0 @a7)
"l 2 1 ..1 ...0

0o 0 ... 1 1 .. 1

ise 1)

n H

n. k-genellestirilmis Lucas sayisi olmak (zere
det(C,,) =1

dir [9].

Ispat: k-genellestirilmis Lucas sayilarinin tanimindan
=g +ai, . nzk
olur ve Teorem 3.3.3 den

1 = det(F,_, ) + det(F., )

dir. Bununla beraber I, , kxk birim matris olmak Gzere

Ik,k

det(F, ) =| o -
n-k,k

(38)

dir. (38) denkleminin sag tarafina elemanter satir islemleri uygulanirsa,

1 -1 0 .. 0 .0
11 -1 .. 0 .0
1 1 ... -1 ..0
det(F) <[y | .
0 1 1 0
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elde edilir. Boylece,

1 -1 0 ... 0 ..0 1 -10 ..0 ...0
1 -1 ... 0 ..o 1t 1 -1..0 ..0
w |11 1 ..-1..0 @1 1 1 .. -1..0
IV = +
0 0 1 1 .. 0
0 1 1 o [0 0
00 1 1 1 o o 1 1 1
-1 0 0 0
1 1 -1 .. 0 0
~ 1 -1 ... 0
B 1 0
1 0
0 0 1 1 1

olur. o

3.4. Fibonacci Sayilariyla Olusturulan Bazi Matrislerin Normlari
Bu bolimde, FToeplitz ve hemen hemen FHankel matrislerinin normlari ve

bu normlar icin sinirlar incelenecektir.

Tanim 3.4.1. a,,b, eR (k=1,...,n) olmak Uzere,

a, +2) r"(a, cosnx+b, sinnx) (39)
n=1

dir. i, j=0,.,n ve n=0,1..b, =0 icin [t,_;] Hermityen matris olacak sekilde

t, =a,—ib, ve t =a, +ib, olsun. Budurumda

Tn(X)ZZti_J—Xif], i,j=0,.,n (40)

Hermityen formuna (39) denklemindeki harmonik fonksiyonla ilgili Toeplitz formu,

(40) deki formla ilgili matrise de Toeplitz matrisi denir. Bu matris elemanlari
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ti =t

i olacak sekilde T, = [tij ]i”jzo ile gosterilir. f(x) reel degerli bir fonksiyon ve

-]

f (x) fonksiyonunun Fourier serisi de
f)=>te™
olsun. Bu taktirde
1 T —imx
t o=— je f(x)dx, (M=+1+2,.) (41)
2r *

olur. Bdylece (41) denklemi uygun f(x) fonksiyonu ile T ’nin t; elemanlarini

hesaplamamiza izin verir.

ged(i, j), i ve j tamsayilarinin en buyuk ortak béleni olsun. A gcd matrisi,
i,]=12,...,n igin a; =gcd(i, j) olmak Uzere A=[a;] olarak tanimlansin [14]. Bu

gcd matrisleri S. Beslin ve S. Ligh tarafindan tanimlanmistir [14]. Beslin ve Ligh bu
matrislerin determinantlari icin formuller vermistir. E. Altinisik bu matrislerin

tersleri icin formuller elde etmistir [15].

Tanim 3.4.2. A, mxn matrisinin p > 2 igin
m on p 1/p
- £ @
i=1l j=1
seklinde tanimlanan normuna, 1, normu denir. p=2 igin |, normuna Euclidean

veya Frobenius normu denir ve |A|_ veya | A|_ ile gosterilir.

Tanim 3.4.3. A", A matrisinin eslenik transpozesi olmak iizere, A mxn matrisi

kompleks elemanlariyla birlikte

|A], = /max

1<i<n

(A

seklinde tanimlansin. Bu norma, A matrisinin Spektral normu denir. Normlarin

esdegerliginden
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1
Al 1Al

olur [16].

Teorem 3.4.1. T nxn matrisi, hemen hemen gcd FToeplitz matrisi olsun. Bu

durumda, | .| Euclidean normu igin

ol <n

esitsizligi saglanir [10].

Ispat: T matrisinin esas kdsegen elemanlari 1/ F[ged(i, j)] olur. Boylece biitiin k’lar

icin

3n 1Y & 1
TI? <(?=).1+42n =
My <@ =51 ”@ RG]

yazabiliriz. Ayrica,
> A(F) <24
oldugu igin
||'I'||2F <n’—n+24<n?

elde edilir. o

Teorem 3.4.2. T, nxn FToeplitz matris olmak tizere,

%”THHF <Ja?+2r
dir [10].

Ispat: FToeplitz matrisi ve Frobenius normu tanimindan

-1 _k
.2 =na? +2Y "= 43)
k= Fk
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dir. Eger (43) esitliginin her iki tarafi da n ile bélinarse,
1 2 ol k) 1
ST =a?+2) [1-— | = 44
Il Z( n] = (44)

esitligi elde edilir. (44) esitliginin sag tarafinin n — oo icin limiti alinirsa,

n-1
Iim(a2 +22(1—Eji2j =a’+2rx
) n/kF

n—o0 k
olur. Boylece,
S fE <at+2n (45)

oldugu gorulir. (45) esitliginin karekokinu alirsak,

%”Tn | <<a?+2n

elde edilir. o

nxn hemen hemen FHankel matris

n?

Teorem 3.4.3. ||||F Euclidean normu ve H

olsun. Bu taktirde,

||Hn||F <26

esitsizligi saglanir [ 10] .

Ispat: H, matrisinin biitiin elemanlari 1/2 ’den kiigiik veya esit, yani her k, j igin
hkj <~2k-1/F, oldugu ic¢in, k=12,..,n. icin v2k—-1/F, ile H_ A matrisinin
elemanlarini yer degistirebiliriz. O zaman Euclidean norm tanimindan

2k -1
il <> 5
k=1 Kk

yazilabilir. Buradan her n igin
n-1

D> (2k-1)/FF <67

k=1

oldugundan
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||Hn||F <26

dir. o

n [H. |- 0 ok —1)"

b

3 1.227576655 2.291287848

5 1.434538134 2.527405345

10 1.499052953 2.586808136

20 1.500230616 2.587685852

50 1.500230784 2.587685963

80 1.500230784 2.587685963

90 1.500230784 2.587685963

100 1.500230784 2.587685963

150 1.500230784 2.587685963

a=0 a=1

", R "l | Y
3 11.414213563|2.506628274 3 [1.732050808 | 2.698737725
4 11.620185174|2.506628274 4 11.903943276|2.698737725
15 |2.060213395 | 2.506628274 15 |2.290082800 | 2.698737725
50 |12.161062866 | 2.506628274 50 |2.381216646|2.698737725
60 |2.168086910 |2.506628274 60 [2.387593108|2.698737725
80 |2.176835090 | 2.506628274 80 [2.395539816|2.698737725
100 |2.182067164 | 2.506628274 100 | 2.400295213|2.698737725
200 [2.176835090 | 2.506628274 200 [2.409777852 | 2.698737725
300 [2.195958418 | 2.506628274 300 [2.412930454 |2.698737725




a=-(1/2)

1

I,

Ja?+2n
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1.500000000

2.556009646

1.695582496

2.556009646

15

2.120018686

2.556009646

50

2.218150741

2.556009646

60

2.224994572

2.556009646

80

2.233519870

2.556009646

100

2.238619465

2.556009646

200

2.248783960

2.556009646

300

2.252161934

2.556009646

N [T N
3 2.872281323 3
4 3.789605667 4
5 4.732981206 5
6 5.560282017 6
10 9.177599832 10
15 13.56009108 15
20 18.06761831 20
50 4471394731 50
100 88.67822829 100
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IV. FIBONACCI DiziSiNiN BAZI OZzELLIKLERI VE FIBONACCI
MATRISLERININ DETERMINANTLARI

Bu bolimde, Il. Bolimde verilen Fibonacci sayi dizilerinin 6zelliklerine ek
olarak yeni Ozellikler verilmistir. Ayrica, [2] ve [3] den yararlanarak yeni sinir
sartlari tanimlanip, bu sartlara bagli olarak elde edilen matrislerin determinantlari

incelenmistir.

4.1. Fibonacci Sayilariyla ilgili Bazi Ozellikler

Teorem 4.1.1. Fibonacci sayilari arasinda n > 0 igin,
I:n+6 = 4Fn+3 + l:n (46)

esitligi gecerlidir.

Ispat: Tiimevarim metodunu kullanarak ispati yapalim.

n=1igin
F,=4F, + F, =43+1=13
ve (1) denkleminden
F,=F+F =8+5=13
olur. O halde, n =1 igin (46) denklemi saglanir.Simdi,
n=Kk igin
Fo.o =4F . +F 47)

denklemi dogru olsun.

n=k+1icin
Funie = 4Fuas + Fea

denkleminin dogrulugunu gosterelim.

(1) denklemi F,,, ve F, ,’de yerine yazilirsa,
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Foe =4Fca + Ry
=4(F 5 +F.,)+(F +F_)
=(4F,, +F)+(4F , +F.)

olur. (47) denkleminden
I:k+7 = Fk+6 + I:k+5

elde edilir ki, (1) denklemine gore n=k +1 igin de (46) denklemi saglanir. BOylece,

n>0 igin
Fn+6 = 4'|:n+3 + Fn
dir. o
n k k .
Teorem 4.1.2. E’ § el, 5—1: n ve n >0 olsun. Bu taktirde,
ZZ 2n+1-4i I
= n-2i
dir.
Ispat:

2
U U =242
2
4 2
2 =610=2° +3.2° + 2
4 0

=28 152°+6.25 +2°
F,, =2 +7.28+15.2° +10.2° + 2*

F,, =2 +9.2" +28.2"° +35.2° +15.2° + 2*

n n-1 n-2 n/2
Fk — 22n+l + 22n—3 + 22n—7 +eee gt 2
n n-2 n-4 0
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olur. Buradan F,, F,,Fy,...,F, Fibonacci sayilarinin  2',2°,2° ... 2"
carpanlarinin  Kkatsayilarini, F;, Fy,Fp,...,F ’larin Kkendi sltunlarinin altlarina

gelecek sekilde bir matris olusturalim.

2% 0 0 0 0 0 0 1

k+3 k+3

X

olusan bu kare matrisin esas kOsegen ve esas kosegen Uzerindeki

elemanlari binom agilimindan gelmektedir. Gergekten,
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olur. Buradan da
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matrisi elde edilir. Bu matristen de goruldigu gibi F,, Fy,Fq,...,F ’larn

2',2%,2°%,...,2°™ carpanlarinin katsayilari,

n n-1 n—2 n/2
Fk — 22n+1 + 22!’1—3 + 22n—7 4ot 2
n n-2 n-4 0

dir. Boylece,
F — n/222n+1—4i n |
K i=0 n_2|
elde edilir. o
n k k .
Sonug 4.1.1. 23 €eZ,—-1=n ve n>0 olmak izere
n n-1 n-2 n/2
Fo/z = + + 4+ 4
n n-2 n-4 0
dir.

Ispat: Timevarim metodu ile ispat aciktir.

Teorem 4.1.3. nT—l ge Z, E—1: n ve n>1 olsun. Bu taktirde,
(n-1)/2 (n—=i
F — 22n+1—4|
k ;‘ [n—Zi]
dir.

Ispat: Teorem 4.1.2.’nin ispatina benzer sekilde yapilir. o

Sonug 4.1.2. nT+l %e Z, %—1: n ve n>1 olmak lzere

(n} (n—l] [n—ZJ [(n +1)/2]
Fos = + + e
n n-2 n-4 1

dir.
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Ispat: Tiimevarim metodu ile ispat agiktir.

Teorem 4.1.4. %e Z, g—lz n ve n>2 olmak Uzere

Fk — 22”+1 + 22n—4 F3 + 22n—6 F6 +...+ 22 Fk,g + Fk—6 (48)

dir.

Ispat: Tumevarim metodunu kullanarak ispati yapalim.

n=2icin F,=2°+F, =34 olup (48) denklemi saglanir.

n=micin F =2"""+2°"*F, +2°"°F +...+2°F_, + F_, dogru olsun.
n=m-+1 i¢in de (48) denkleminin dogru oldugunu gosterelim.

l—1:m = E—1:m+1
3 3

dir. Buradan
Fo=2"" + 22" 2F, + 22" F, +. +2'F , + 2°F

=427 + 25" R + 22" .+ 2°F + F )
—4F,

elde edilir ki, n=m+1 icin de (48) denklemi saglanir. O halde,
Fo =2+ 22 F + 2" R+ + 2°F g + F g

olur. o

4.2. Sinir Sartina Bagli Olarak Elde Edilen Matrislerin Determinantlari

Genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci sayilarinin k dizisi,

1 i=1-n
g =4 2 i=2-n ,1-k<n<0 (49)
0, aksihalde

sinir sartiyla birlikte,
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k
gp=2.0y;, nN>0,1<i<k (50)
j=1

seklinde tanimlamir. Burada g!, i. dizinin n. terimidir. k=2 oldugunda

genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci dizisi, bilinen Fibonacci dizisine indirgenir.

i =2 ve k=3 secildiginde, genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci dizisi,
.. 9%5=0,9%=1092=2,9/=3, g2=6, g2 =11, g2 =20, ...

seklinde yazilabilir. (50) ifadesinden, genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci dizisi

icin [2]°de verilen matris

11 11
0
010 - 00
A:: SRS S (51)
0 0O 0
000 - 1 0

olmak Uizere

_gli‘H-l_ l 1 1 1 1 gn
o | |1 0000 g,
i 010 - 00 i
Oos SRR I (52)

gri1—k+l 000 - 00 griw—k

000 - 10

i i
_gn—k+2_ L __gn—k+1_

esitligi yazilabilir. Bununla beraber genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci

dizisinin k dizisiyle calismak igin

gn gn gn
1 2 K
G, = Jra G G (53)
gﬁ—m gﬁ-kﬂ g:—k+l

k x k kare matrisini alalim. (52) denkleminden,

Gn+1 = AGn (54)
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elde edilir.
Lemma4.2.1.
1 3 3 2 ... 0 O]
2 00 ... 00
G, = 1 2 0 .

0 00O ..1 2

olmak tzere, Ave G, sirastyla (51) ve (53) denklemlerindeki gibi olsun. Bu taktirde

G,,=A"-G,

n+.

dir.

Ispat: (54) denkleminden G, , =A-G, dir. Buradan matris carpiminin bir
Ozelligini kullanarak,

G,=A-G,

G,=A-G,=A*G

G,=A-G,=A%.G

G, =A-G,, =A™.G,
Gn+l = AGn =A" 'Gl

elde edilir. Ayni zamanda,

o O -
o = N

(55)

000 - 1
olmak tzere G, = A-B dir. Bu yuzden
Gn+1 = An+l ‘B

dir. o
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Teorem 4.2.1. Eger

2 e k

g, O, O,
G = gi—l gr?—l g:—l
g i—k-*—l g r?—k+1 - g r|1(—k+1
ise
1, k tekise
detG,,, = Ny -
(D™, k cift ise
dir.

Ispat: Lemma4.2.1’den G,,, = A™ .B dir. Buradan
detG, , = (det A)"".det B

olur. det A= (-1)*" ve detB =1 oldugundan,
detG,,, = ((-)“")"*.1

dir. Buradan da

1, k tek ise
detG,,, = . o
(-D™, k cift ise
elde edilir. o
Ornek 4.2.1. G A ve B kxk kare matrisleri, 3x3 kare matris olsun. Bu taktirde

n+l?

G, ., ’in determinanti, k tek oldugu igin 1 dir. Gergekten,

olt] : G,., = A" .B matris carpimindaki adim sayisl,
det (G[t]) : G,,G,,---,G,, matrislerinin determinantlari,
G[t] : G,,G,,:--,G,, matrisleri,

olmak Uzere:



with(linalg):
A:=matrix(3,3,[1,1,1,1,0,0,0,1,0]);
B:=matrix(3,3,[1,2,0,0,1,2,0,0,1]);
G[1]:=multiply(A,B):
print(g[1],det(G[1]).G[1]);

for t from 2 to 10 do
Glt]:=multiply(G[t-1],A);
print(g[t],det(G[t]).G[t]);

od:

Maple programi calistirilirsa;

52

1] 1 2 0 1 3 3 4 4 1
A= 0|, B={0 1 2¢; g9,,1/1 2 O|; 9,1/3 1 1j;
0] 0 0 1 01 2 1 2 0
8 5 13 12 8 25 21 13 46 38 25
0,,L,|4 4 3|,0,,1]8 7 4|;0,,L/15 12 8; 9,127 23 15|;
3 1 1] 4 4 3 8 7 4 15 12 8
84 71 46 155 130 84
g,,1/50 42 27|; gg,L| 92 77 50¢;
27 23 15 50 42 27
285 239 155 524 440 285
0e,1(169 142 92 |; 9,,.,1(311 261 169
92 77 50 169 142 92
elde edilir.
Ornek 4.2.2. G_., AveB kxk kare matrisleri, 4x 4 kare matris olsun. Bu taktirde

G, ., ’in determinanti, k ¢ift oldugu icin (-1)"* (n=0,1,2,3,---) dir. Gergekten,

n+l?

olt] : G,., = A" .B matris carpimindaki adim sayisl,

det (G[t]) : G,,G,,---,G,, matrislerinin determinantlari,

G[t] : G,,G,,:--,G,, matrisleri,



olmak tizere:

with(linalg):
A:=matrix(4,4,[1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0]);
B:=matrix(4,4,[1,2,0,0,0,1,2,0,0,0,1,2,0,0,0,1]);
G[1]:=multiply(A,B):

print(g[1],det(G[1]).G[1]);

for t from 2 to 10 do

Glt]:=multiply(G[t-1],A);
print(g[t],det(G[t]).G[t]);

od:

Maple programi galistirilirsa;

1111 1 2 0 0] 1 3 3 3
1000 0120 1 200
A= > B:= ) 91! 1) )
0100 001 2 0120
0010 0 0 0 1 001 2
4 4 4 1 8 8 5 4 16 13 12 8
. 311 1] . 4 4 4 3| . 8 8 7 4
92511 0 0| 9374 311 1/ 9ot 4 4 4 3|
0120 1 2 0 0] 3 1 1 1
29 28 24 16 57 53 45 29
16 15 12 8 31 28 24 16
9s,—1, ; 9.1, ;
8 8 7 4 16 15 12 8
4 4 4 3 8 8 7 4
110 102 86 57 (212 196 167 110
50 55 47 31 114 106 90 59
g7|_1| 1 gg’ly 1
31 28 24 16 50 55 47 31
16 15 12 8 131 28 24 16
408 379 322 212 (787 730 620 408
. 220 204 173 114| . 424 393 334 220
9975 114 106 90 59 G102 220 204 173 114
50 55 47 31 1114 106 90 59

elde edilir.
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