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Stres-dayaniklilik modeli, Y stresine maruz kalan ve X dayanikliligina sahip
bir bilesenin yasamini tanimlar. Buna gore, stres, dayanikliligi asarsa (Y > X),
bilesenin yasamas mimkin degildir. Stres ve dayanikliliktan olusan tek bilesenli boyle
bir sistemin guvenilirligi R = P(Y < X) biciminde ifade edilir. Bu tez calismasinin

birinci ve ikinci boluminde konu ile ilgili genel bir giris ve temel kavramlar verilmistir.



Uclinci bolim, gecmis vyillarda yapilan calismalara ayrilmistir. Tezin ana kismini
olusturan dérdincti bolimde ise, stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimi icin
sistem guvenilirliginin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve dizgin en kicuk varyandi
yansiz tahmin edicis elde edilmistir. Daha sonra bu tahmin edicilerin gesitli dagilimsal
Ozellikleri incelenmis, ayricasistem guvenilirligi icin en ¢cok olabilirlik tahmin edicisine
dayali tam ve asmptotik gtiven araliklari olusturulmus ve kapsama olasiliklarina iliskin
bir smulasyon calismasi yapilmistir. Ayrica, bu tahmin edicilerin yanlari ve hata kareler

ortalamalari karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sistem guvenilirligi, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi, diizgiin en
kictk varyandli yansiz tahmin edici, hata kareler ortalamas,

guven araiklari, kapsama olasiligi.
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A dress-strength model defines life of component having strength X and
exposed to stress Y . According to this, if stress exceeds strength (Y > X) then living of
a component is impossible. Such a single component reliability made up of stress and
strength is explained as R=P(Y < X). In the first and second section of this thesis a
general introduction to the topic and basic concepts related to it are given. The third
section is separated to recent studies. In the main part of this thesis, that is the fourth

section, maximum likelihood estimator and uniformly minimum variance unbiased



estimator of system reliability for Gompertz distributon in stress-strength models are
obtained. Then various distributional properties of these estimators are investigated also
exact and asymptotic confidence intervals based on maximum likelihood estimator for
system reliability are constituted and a simulation study related to coverage probabilities
is done. On the other hand bias and mean sguare errors of these estimators are

compared.

Key Words: System reliability, maximum likelihood estimator, uniformly minimum
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1. GIRIS

Stres-dayaniklilik modeli, Y stresine maruz kalan ve X dayanikliligina sahip
bir bilesenin yasamini tanimlar. Buna gore, stres, dayanikliligi asarsa (Y > X),
bilesenin yasamas mumkin degildir. Stres ve dayanikliliktan olusan tek bilesenli
boyle bir sistemin glvenilirligi R=P(Y < X) biciminde ifade edilir. Stres-
dayaniklilik modellerinin muhendidlik, tip, askeriye gibi bir¢cok alanda uygulamalari
mevcuttur. Ornegin; Y, patlayici bir maddenin atesenmesi sonucunda denemenin
yapildigi odada olusan basinci ve X de buodanin basinca dayanikliligini temsil
etsin. Bu deneme sonucunda odanin, ortaya gkan basinca dayanmasi olasiligi yani
sistemin guvenilirligi, R=P(Y <X) seklinde gosterilir. Problemin, insaat
muhendidligi alanindaki uygulamasi olarak da asagidaki 6rnek stres-dayaniklilik
modellerine uygun olabilir. Bir képrunin agirlik tassima kapasitesi belli bir dagilima
sahiptir. Bu kopri  Uzerinden gegen araglarin toplam agirliginin da bir dagilimi
vardir. 'Y rasgele degiskeni, araclarin olusturdugu maksimum agirlik, X rasgele
degiskeni de KkOprinin minimum dayanma gucl olmak Uzere, kOprinin
dayanikliliginda bir sorun cikmamas icin  P(Y < X) glvenilirliginin oldukca
yiksek olmasi (1' e yakin) istenir. Bu model ayni bakis acis ile askeri ve tip
aanlarinin uygulama sahalarinda da yer bulmustur. Bu tir uygulamalardan dolayi
cesitli dagilimlar icin - R = P(Y < X) guvenilirliginin hesaplanmasi ve tahmininin

yapilmasi ¢ok 6nemlidir.

Bu aanda yapilan calismaarin cogunda X ve Y rasgele degiskenlerinin
dagilimlarinin ayni aileye ait ve bagimsiz olduklari kabul edilmis ve cesitli
dagilimlar ailes icin, stres-dayaniklilik modellerinde sistem guvenilirliginin en ¢ok
olabilirlik, dizgin en kicuk varyandi yansiz tahmin edicileri elde edilmis ve en ¢ok
olabilirlik tahmin edicilerine iliskin glven ardiklari olusturulmustur. Stres-
dayaniklilik modellerinde sistem guvenilirliginin  tahmini  problemine, normal
dagilimlar ailes i¢in Church ve Harris (1970), Downton (1973), Reisser ve Guttman
(1986), ustel dagilimlar alesi icin Tong (1974, 1975), Beg (1980a), Weibul



dagilimlar ailes i¢in Johnson (1988), McCool (1991), Burr X dagilimlar ailes igin
Ivshin ve Lumelskii (1995), Surles ve Padget (1998, 2001), Burr XI1 dagilimlar ailes
icin Awad ve Gharraf (1986), Gamma dagilimlar ailes icin Ismail ve ark. (1986),
Constantine (1986), Beta dagilimlar ailes icin Lenhof ve Pensky (2002), Pareto
dagilimlar ailesi icin Beg ve Singh (1980b) 'in 6nemli katkilari vardir.

Bu calismada, stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimina sahip

dagilimlar ailesi igin sistem guvenilirligi ve tahmini konusu incelerecektir.

Ikinci bolimde, tez calismas igin gerekli olan kavramlar Uzerinde
durulmustur. Uctincti bélimde Ustel, Gamma, Burr 111 ve Burr XII dagilimlar ailesi
icin, sistem guvenilirligi ve tahmini ile ilgili gegmis yillarda yapilan calismalar
Ozetlenmistir. Tezin ana kismini olusturan dordinct bolimde ise stres-dayaniklilik
modellerinde Gompertz dagilimi icin sistem givenilirliginin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicis (MLE), diuzgin en kiguk varyandli yansiz tahmin edicis (UMVUE) elde
edilmistir ve bu tahmin edicilerin cesitli dagilimsal 6zellikleri incelenmistir. Ayrica
sistem guvenilirligi icin MLE ’ye dayali glven ardiklari olusturulmustur. MLE ve
UMVUE ’lerin yanlari, hata kareler ortalamaari (MSE) Kkarsilastirilmis ve sistem
guvenilirligi icin tam ve asmptotik guven ardiklarinin kapsama (coverage)

olasiliklarinin hesaplanmasina iliskin bir simtlasyon calismasi yapilmistir.

Bu tez calismasinda Minitab 13.1, Excel 97, Maple 9.5, Paint Shop Pro 6

paket programlari ile Delphi 5 ve Q-Basic programlama dilleri kullaniimistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, yapilmis olan calisma icin gerekli olan tanimlar ve teme

kavramlar verilmistir.

2.1. Olasilik Kavrami

W, ormek uzay, U, W ’da bir s -cebir olmak tzere (W\U) ikilisine

Orneklem uzayi denir.

U Uzerinde tanimli bir P fonksiyonu icin " AT U i¢inP(A)3 0, P(W)=1

ve ACA =/ k? j odmakizere {A} AT U,j=12,...dizis icin

&

Q - C:

Pg A Félp(/ﬂ) 2.1)

j=1

kosulu saglaniyorsa P 'ye U Uzerinde bir olasilik 6l¢tisii denir.

W, ornek uzay, U, W 'dabir s -cebir ve P de, U Uzerinde bir olasilik
olglisii olmak (izere belli bir rasgelelik olgusunu modelleyen (W,U,P) ugliisiine

olasilik uzayi denir. " AT U igin P(A) >0 olmak lizere,

P(B|A)=% , BT U (2.2)

bigiminde tanimlanan P(B |A) olasiligina A verildiginde, B 'nin kosullu olasiligi

denir.
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A A...AT U idn P A +>0 ise
ei=t @

Paﬁﬁ»——P P(AJA)P (A3|A<;A2)...P§Ah A? (2.3)

eJ 1 i=1 @

bigiminde yazilabilir. {A}  ayrik olaylarin bir dizisi yani A CA =/, j* k ve
& A=W omak izere “j icin P(A)>0 ise asagidaki bicimde yazilabilen

esitlige toplam olasilik kurali (total probability rule) denir (Rohatgi 1976).

P(B):g_ P(A)P(B|A) . BI U (2.4)

2.2. Orneklem ve I statistik

W 'dan R ’ye tanimli Borel dlgllebilir bir fonksiyona rasgele degisken, W
'dan R (pl N) ’'ye tanimli Borel dlgtilebilir bir fonksiyona rasgele vektor denir.

B redl sayilardaki Borel cebirini gostermek Uzere bir C : W® R rasgele degiskeni
"21 B icin,

P,:B®R
:B® P, (B)=P(X*(B))

olarak tanimlanan P, olasilik dlglsiine X rasgele degiskeninin olasilik dagilimi

denir. Burada
X 1(B)={w:wi w X(w)i B}=(xT B)I U

dir.



F:R® [0,1]
:x® F(x)=P, ((-¥,X])=P(X £x)

biciminde tanimlanan F fonksiyonuna X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

denir.
F(x) = Z‘)f (t)at (2.5)

olacak sekilde bir f: R® [0,¥) fonksiyonu varsa X rasgele degiskenine mutlak
sirekli veya kisaca surekli rasgele degisken ve f fonksiyonuna da X ’'in olasilik
yogunluk fonksiyonu denir. X :W® R rasgele degiskeni icin X ’in deger kiimesi
D, ={x: X(w)=x} sayilabilir oldugunda X 'e kesikli rasgele degisken denir.
Keskli bir X rasgele degiskeni icin olasilik fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu
sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir.

f(x)=P(X=x) , xi Dy (2.6)
F(x)=P(X£x)= & f(1) xR 2.7)

X, P(X=x,),k=1,2,.. olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rasgele

degisken olmak Uzere é tzlxk <¥ ise X ’in beklenen degeri mevcuttur denilir ve

E(X)=é¥ka(X=xk) (2.8)

biciminde yazilir. Sayet X, f (x) olasilik yogunluk foksiyonuna sahip siirekli bir

resgele degiskenise (x| f (x)dx <¥ kosulu saglanirsa X ’in beklenen degeri



E(X)= ¢y (x)dx (2.9)

olur (Rohatgi 1976).

Bir tek 6zelligin 6lcimine karsilik gelen rasgele degisken X olmak lzere

her biri X gibi dagilmis ve bagimsiz olan X;, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin

topluluguna n birimlik 6rneklem denir ve X rasgele degiskeninin aldigi degerlerin

kimes D, olmak tizere ¢ =D§ I R" kiimesine de 6rneklem uzayi denir.

(X,Y) kesikli bir rasgele vektor ve P(Y =y) >0 ise Y =y verildiginde X

"in kosullu olasilik fonksiyonu

P(X=xY=y)= (2.10)

biciminde tanimlanir.

Eger (X,Y), f(x,y) yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rasgele vektor

ve marjina yogunluk fonksiyonlari sirasiyla f, ve f, olmak Uzere f{y)>0iseY

verildiginde X ’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

o (xly) = (211)

seklindedir.

X veY, bir (WU,P) olasilik uzayinda tanimli iki rasgele degisken ve h,
borel dlciilebilir bir fonksiyon olmak tizere E(h(x)) sonlu ise Y verildiginde X

"in kosullu beklenen degeri
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biciminde tanimlanir (Rohatgi 1976).

Orneklemin  bilinmeyen parametre icermeyen Borel olgilebilir  bir
fonksiyonuna istatistik denir. Istatistikler ayni zamanda birer rasgele degiskendir. Bir
istatistik bir parametreyi veya parametrenin bir fonksiyonunu tahmin etmek amaciyla
kullanildiginda tahmin edici (estimator) adini alir. Tahmin edicinin aldigi degere de
tahmin (estimation) denir. Bir istatistigin dagilimi, bilinmeyen parametreye bagli
degil ise bu igtatistik yardimci istatistik (ancillary statistic) adini alir.

Xy, X,,..., X, olasilik (yogunluk) fonksiyonu f (.;q)T A:{ f(.a);ql QI ]Rr}
olan dagilimdan bir drneklem g =(q,,d,.....9,) ve T =(T,,T,.....T,,) m- boyutlu
(m3 1) bir istatistik olmak tizere, T =t R™ bilindiginde X,,X,,..., X, "in kosullu
dagilimi q ‘dan bagimsizise T igtatistigine A ailes icin veya q parametresi igin m-
boyutlu yeterli istatistik denir (Roussas 1973).

Teorem 2.1. (Neyman-Fisher Faktorizasyon Teoremi) X;,X,,..., X, olaslik
(yogunluk) fonksiyonu f(;q)i A olan dagilimdan alinan bir 6rneklem ve T,
m- boyutlu bir istatistik olmak Uzere T 'nin g igin yeterli bir istatistik olmasi igin

gerek ve yeter kosul, X, X,,..., X,, 'lerin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonunun,

f 060 % d) = 9T (% X0 %, Fa)0, %0 X,) (2.13)

bigciminde yazilabilmesidir (Rohatgi 1976).



X, k- boyutlu bir rasgele vektér ve X ’in olasilik (yogunluk) fonksiyonu
A:{f(.;q);gT Ql ]Rr} alesinin elemani olsun. g:R“® R Bore olciilebilir

herhangi bir fonksiyon ve her g1 Q igin E,(g(X)) <¥ olmak iizereher g T Q icin

Ey(g(x))=0p R (g(X)=0)=1 (2.14)
oluyorsa A alesineveya X rasgele vektoriine tamdir denir (Roussas 1973).

X=(X,,X,,...,X,) birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele
degiskenlerden olusan bir rasgele vektor ve g Q1 R' olmak lizere X 'in ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanan kosulu sagliyorsa, r-
parametreli Ustel aileye aittir denir.

=S 0
f(xd) =C@)exp&a Q;(@)T; (X)zh(x) (2.15)
j=1 9

Bu durumda (é inlel(x),é?lez(x),..., - r()g)) istatistigi (ql,qz,...,qr) icin

yeterli ve tam istatistiktir (Roussas 1973).

2.3. Tahmin

Dagilimi bicimsel olarak bilinen fakat parametreleri bilinmeyen bir kitlenin
parametrelerinin tahmin edilmes istatistik biliminin en 6nemli problemlerindendir.
Kitle parametreleri, kitleden alinan bir drneklem yardimiyla olusturulan istatistiklerle
tahmin edilir. Parametre hakkinda bittn bilgi 6érneklemin icindedir. Bu sekilde elde
edilen tahminlere nokta tahmini denir. Ancak gogu zaman nokta tahmini tek basina
yeterli olmayabilir. Kitle parametresini belli bir olasilikla icinde barindiran aralik
seklindeki bir tahmine de ihtiyag duyulur. Burada araligin alt ve Ust sinirlari yine
orneklemin birer forksiyonudur (istatistigidir).



2.3.1. Nokta tahmini

Parametresi tahmin edilmek istenilen kitle f(x,q),qT Q dagilimina sahip
olsun. Burada q kitle parametresini, Q, parametre uzayini temsil etmektedir. Bu
kitteden alinan ve her biri ayni f(x,q).q7 Q dagilimina sahip X,, X,,..., X,

ornekleminin olasilik (yogunluk) fonksiyonu,
L(xq)= f(%,,%,,....%, q) (2.16)

bigimindedir. L(x,q), g 'nin bir fonksiyonu olarak diisiiniildiigiinde olabilirlik
fonksiyonu(likelihood function) adini alir.

Xy, Xo0eey X0y F(x,0) T QI R" dagilimindan alinmis drneklem olmak
Uzere L(d|>_():suquQ(L(q |l<)) olsun. &:&(xl,xz...,xn) istatistigine g 'nin en

cok olabilirlik tahmin edicisi (maximum likelihood estimator, MLE) denir.

Teorem 2.2. X, X,,...,X,, f(xa),al QI R" dagilimindan ainmis érneklem
olmak lizere f :Q ® Q¢ R™ bire-bir fonksiyon olsun. O zaman é g 'nin en gok
olabilirlik tahmin edicisi ise, f (é) da f (q) 'nin en gok olabilirlik tahmin edicisidir.

(Roussas 1973)
Xy X,,..., X, olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,q) gl Q olan

dagilimdan bir 6rneklem olmak Uzere, g igin yansz tahmin edicilerin T sinifinda

birt T T tahmin edicisi,
Var, t")EVar, ), "qT Q,"tT T (2.17)

ozelligine sahipse t * tahmin edicisine diizgiin en kiigiik varyansli yansiz tahmin edici
(uniformly minimum variance unbiased estimator, UMVUE) denir (Rohatgi 1976).



Teorem 2.3. (Lehmann-Scheffe Teklik Teoremi) X, X,,..., X, olasilik yogunluk
fonksiyonu f(x,q), g1 Q olan dagilimdan bir 6rneklem ve T(X,,X,,...,X,)
yeterli ve tam bir istatistik olsun. U :U(T) sonlu varyandli ve g1 Q icin yansiz bir
tahmin edici ise F(T)=E(UIT) tahmin edicisi yansiz tahmin ediciler arasinda en
kuctk varyandidir ve tektir (Lehman ve Scheffe 1950).

2.3.2. Aralik tahmini

Xy, Xp0eo X,y F(x,0),a7 Q1 R dagilimindan ainmis bir orneklem
olsun. Rasgele aralik, en az bir sinir noktasi rasgele degisken olan sonlu veya sonsuz
araliktir. " xI R"igin L:R"® R ve U:R"® R, L(x)£U(x) kosulunu saglayan

Borel dlculebilir iki fonksiyon olmak Uzere,
[L(X,, Xy X U (X, Xy X, )]

araligi asagidaki @.18) esitsizligini saglarsa, q parametresi icin 1-a (0<a <1)

anlam seviyeli glven araligi adini alir.
P IL(X;, X, X, ) EQ EU(X, X, X, )12 1-2, "qT Q (2.18)

Eger asagidaki (2.19) esitsizligi saglanirsa L(X,, X,,...,X,)’e, 1- a giiven seviyeli

alt gtiven limiti denir.
PIL(X,, X, X, )Eq<¥]31-a, "ql Q (2.19)

Eger asagidaki (2.20) esitsizligi saglanirsa U (X, X,,...,X,)'e, 1- a giiven seviyeli

Ust glven limiti denir.

P& ¥<qfU(X,X,....X )g*1-a, "ql Q (2.20)

IEEAVEIRE
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Guven ardliginin, g parametresinin ¢cok boyutlu olmasi durumunda genellestirilmesi,

guven bolges olarak adlandirilir (Roussas 1973).

2.4. Sistem Guvenilirligi

Sistem, bdirli girdileri olan ve bunlari isleyerek cikti veren elemanlar
toplulugudur. Bazi durumlarda bir tek eleman bir sistem olarak, bazi durumlarda da
birbirleriyle etkilesimli alt sistemlerin olusturdugu bir bitin bir tek sistem olarak
dustintlmektedir. Milli egitim sistemi, birbirleri ile etkilesimli ve birbirinden farkli
yapida olan bir¢ok alt sistemin bir bitini olarak ele ainabilir. Belli bir okul tek
basina bir sistem oldugu gibi bu okulda belli bir sinif da tek basina bir sistemdir. Bu
okulda bulunan bir kantin de bir sistemdir. Bir sistemi incelemedeki amag, sistemin
davranisini 6grenmek, sistemi denetlemek, sistemi yenilemek olabilir (Oztirk ve
Ozbek 2004).

Belli bir islevi olan bir sistemin veya bir bilesenin émrii sonludur. Omiir,
ornegin elektronik parcalarda dayanma siresi, canlilarda yasam siresi olmak Uzere,
zaman olarak olclldiginde slrekli bir rasgele degisken olarak ele alinabilir.

Dayanma (yasam) slresi, yani bozuluncaya kadar gegen zaman T olmak Uzere,.

F)= T >0)=1- Fl) =expl- i), t2 0 @21)
T o b

biciminde tanimlanan fonksiyona guvenilirlik fonksiyonu veya sistemin guvenilirligi
1 dF()
F(t)

(Srinath 2002).

ve h(t)= fonksiyonuna ise bozulma orani veya hazard orani denir
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2.5. Ozel Fonksiyonlar

2.5.1. Gamma fonksiyonu

Gammafonksiyonu " xT R icin asagidaki gibi tanimlanir.

G(x)=lim n(!XG:lzéx'lap(-t)dt, x>0 (222)
Burada

(x), =x(x+1)...(x+n- 1) ,n>0,(x),=1,xI R’ (223
dir. " xI R* igin

G(x+1)=xG(x) (2.24)
ve

G(2x)=(2p) " 2%*2G(X)G (x+1/2) (2.25)

bicimindedir. Stirling formult ise,

1/2

G(x)~exp(-x)x*¥*(2p)"" ,x® ¥ (2.26)

olarak yazilir (Andrews ve ark. 1999). Tam olmayan Gamma fonksiyonu ise
asagidaki gibidir (Gradshteyn ve Ryzhik 2000).

_X\ a-1.-t —_ g (- 1)nxa+“
g(a,x) —9 e'dt= f’}o—n!(a ) a>0 (2.27)

12



2.5.2. Gendllestirilmis hipergeometrik fonksiyonu

Genellestirimis hipergeometrik fonksiyon

. rodn +K)GHn)
Foq(ndr)=4a =1

“ e+ )8 o, + K {a)

(2.29)

bigiminde tanimlanir. Burada n=[n;,n,,..,n ], d =[d,,d,,...,d,] dir. Ozel olarak
p =2, g =1 icin hipergeometrik fonksiyon

N < (1) B S ¢ s
F2'l(a’b’h'z)_G(lo)G(h- 0)9 (- 1° *
(2.29)

seklindedir (Gradshteyn ve Ryzhik 2000).
2.5.3. Beta fonksiyonu

Beta fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir.

_ et b1, _G(a)G(b)
Bla,b)= 3> *(1-t) dt—m

0

,a>0,b>0 (2.30)

Tam olmayan Beta fonksiyonu ise asagidaki gibidir (Gradshteyn ve Ryzhik 2000).

Ix(p,q) :éB(p’q)B-l dnl-l(l_ t)nz-ldt
(2.31)

p

:X—le(p,l-q;p+l;x) , p>0,9>0
p 2

13



2.6. Bazi Dagilimlar

Bu boélimde, tezde ele alinan dagilimlarin olasilik yogunluk, dagilim ve
yasam (guvenilirlik) fonksiyonlari ile hazard orani, beklenen deger ve varyandari
verilmistir.

2.6.1. Tek Parametreli Ustel Dagilim

X rasgele degiskeni, | parametreli Ustel dagilima sahip ise, sirasiyla,
olasilik yogunluk, dagilim ve yasam fonksiyonu,

f(x)=1 exp(- I x), x>0,1 >0 (2.32)
F(x)=1- exp(- I x) (2.33)
If(x) = exp(- I x) (2.34)

seklindedir. Ustel dagilimin bozulma orani fonksiyonu, h(x)=| "t olup bozulma

orani sabit olan tek dagilimdir. Beklenen deger ve varyans, sirasiyla,
EX =1/1 (2.35)
Var(X)=1/172 (2.36)
bigimindedir. | parametreli istel dagilimigin Ustel(l ) gosterimi kullanilacaktir.
2.6.2. Burr XI1 dagilimi

Biyolojik, klinik ve diger deneysel verilere iyi uyum gostermesi bakimindan
ilk olarak Burr (1942) tarafindan 6nerilen ve BurrXIll (I , b) ile gosterilecek olan iki-

parametreli Burr XI11 dagilimi son 20 yildir 6zel bir ilgi gérmustir. Zimmer ve ark.
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(1998), Burr XII dagiliminin, givenilirlik analizinde kullanilmas hakkinda genis
bilgi vermis ve bozulma zamani verilerini modellemede ¢ok kullanidli olduguna
dikkat cekmidlerdir. Burr XII dagilimi ayni zamanda kalite kontrol, guvenilirlik
calismalari, sigortacilik alanlarina da uygulanabilir. Bu konularda uygulama iceren
yayinlanmis makaleler: Is yeri iflas (Lomax 1954), klinik denemeler (Wingo 1983),
aktterya bilimi (Klugman 1986) ve elektrik bilesenleri (Zimmer ve ark. 1998) olarak
sraanabilir.

BurrXII (I ,b) dagiliminasahip bir X rasgele degiskeninin, sirasiyla, olasilik

yogunluk, dagilim ve yasam fonksiyonu,

f)=blx1+x )™ x>0, b>0, 1 >0 (2.37)
F(x)=1- [1+x° )" (2.38)
F(x)=fh+x")' (2.39)

seklindedir. Hazard (bozulma) orani

h(x) =1 bx> 2+ x° )* (2.40)
dir.

Burr XI11 dagiliminin beklenen deger ve varyand, sirasiyla,
E(X)=18B( - b*1+b) bl >1 (2.41)
Var(X)=1{B(l - 2b*1+2b*)-B%( - b*1+b*), bl >2 (242

bicimindedir. Burada B(a,b), (2.30) esitliginde tanimlanan beta fonksiyonudur
(Tadimakalla 1980).

15



2.6.3. Burr 111 dagilimi

X, (c,k) parametreli Burr Ill dagilimina sahip rasgele degisken ise olasilik

yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu ve yasam fonksiyonu,

kXck 1

R

x>0,¢c>0,ck>1] (2.43)

& x° 0
F(x)= gm;, (2.44)

K
0
- (2.45)
‘o

seklindedir. (c,k) parametreli Burr Il dagilimi igin Burrlll (c,k) goésterimi
kullanilacaktir. Burr 111 dagiliminin beklenen deger ve varyans, sirasiyla,

=kBfL- ¢t k+ct) ck>1 (2.46)
Var(x):k{B(l- 2c !t k+2¢ ) BZ( Lk+c )} ck >1,¢>2 (2.47)
bigimindedir.
2.6.4. Gamma dagilimi

X rasgele degiskeni, (I ,b) parametreli Gamma dagilimina sahip ise olasilik
yogunluk fonksiyonu asagidaki bicimdedir.

f()=b"{cl )} 'x *ep(-bx) , x>0,1>0,b>0 (2.48)

16



Beklenen deger ve varyans, sirasiyla,
E(X)=1/b (2.49)
Var(X)=1/b? (2.50)

seklindedir. (I ,b) parametreli Gamma dagilimi igin Gamma(l ,b) gosterimi
kullanilacaktir.

2.6.5. Ki-kar e dagilimi

X rasgele degiskeni, r serbestlik dereceli Kikare dagilimina sahip ise

olasilik yogunluk fonksiyonu,
t(x)={ar/2272} *x ep(- x/2) , x>0, r>0 (2.51)
seklindedir. Ki-kare dagiliminin beklenen deger ve varyans, sirasiyla,
E(X)=r (2.52)
Var(X)=2r (253)
bicimindedir. Ki-kare dagilimi igin c(zr) gosterimi kullanilacaktir.
2.6.6. F dagilimi

X rasgele degiskeni, (r,,r,) serbestlik dereceli F dagilima sahip ise olasilik
yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.
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Gé )2 y(r /1, ) (o

f(X): gr +;’l GH;;/I‘ ) Xrl/z_lgl_'_(rlrz_l)xg(l 5)/2 %50 | rl>01 . >0
C5 %25
(2.54)

Beklenen deger ve varyans, sirasiyla,

E(XX)=r,(r,-2)*, r,>2 (2.55)

Var(X)=2r2 i+ (r, - 2)r;Y(r, - 2)°2(r, - 4)* (2.56)
bigimindedir. (r,,r,) serbestlik dereceli F dagilimi icin F,__  gosterimi

kullanilacaktir.
2.6.7. Beta dagilimi

X rasgele degiskeni, (I ,b) parametreli Beta dagilimina sahip ise olasilik

yogunluk fonksiyonu,
f(x)=G(I +b)c*( )c*(b)x'*(1- x)**, 0<x<1,1 >0,b >0 (257)

bigimindedir. Beta dagiliminda | =1 ve b =1 alinirsa Diizgiin(0,1) dagilimi elde

edilir. Beta dagiliminin beklenen deger ve varyansi, sirasiyla,

E(X)=1( +b)* (2.58)

var(X)=1b(l +b)*(l +b+1)" (2.59)

seklindedir. (I ,b) parametreli Beta dagilimi icin Beta(l ,b) gosterimi
kullanilacaktir.
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2.7. 0, 0 Gosterimleri

f(x) <M
glx

olacak sekilde en az bir M T R* varsabu durum f (x)=O(g(x)), x® | bigiminde

gosterilir. Eger Iixg1I %: 0 oluyorsa bu durum f(x) =0(g(x)), x® I bigiminde
X

gosterilir (Serfling 1980).

f:R®R,g:R® R olmak lizere x® |, IT RE{-¥ ¥} icin

2.8. Taylor Serileri

2.8.1. Tek degiskenli fonksiyonlar icin Taylor serisi

f :[ab]® R fonksiyonunun [a,b] araliginda n. mertebeden tirevi f (™

olmak uizere [a,b] 'ninkeyfi x, ve x >Xx, noktalari igin

F) =8 F900) (K- %) 7K+ R, (% (2.60)

k=0

acilimina f fonksiyonunun x, noktasindaki Taylor serisi denir. Burada

R(¥ :ﬁ”“”’(qu(x- %)a-a) (- %)™, 0<a<1 (261)
veya
R,(¥)=0lx- %)), x® x (262)

seklindedir (Shahbazov 2005).
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2.8.2. Iki degiskenli fonksiyonlar icin Taylor seris

2= f(xy) kapali bir bolgede n. mertebeden sirekli ve agik bolgede (n +1).
mertebeden turevli ise bolgenin bir (a,b) noktas komsulugunda iki degiskenli

fonksiyonlar icin Taylor formdll
1, .
f(x,y)=f (a,b)+Fgfx(a,b)(x- a)+f,(ab)(y-b)y

+%g‘fxx(a’b)(x_ a)®+2f, (a,b)(x- a)(y- b)+f, (ab)(y- b)zg

7 (x,y) T (x,y) o
+—ax-a +(y-b Y +R (X,
n! é ) ﬂX (y ) ﬂy ld(:ayy:b R1( y)

(2.63)

N+l

R )= gpdce 0l fy- oINSt (arag aoaly- )

(2.64)

biciminde tanimlanir ve Lagrange kalani olarak adlandirilir (Berksoy ve Ozkan
2001).

2.9. Newton-Raphson Y ontemi

f(x)=0 denkleminin bir koékinin bulunmasi igin kullanilan iteratif
yontemlerden biridir. f(x) surekli ve tlrevlienebilen fonksiyonunun bilinen yaklasik

bir kokii x, olsun. f(x, +h) fonksiyonu x, civarindaikinci mertebeye kadar Taylor

serisine acilirsa;
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F(x +h)=f (x,)+hf t(xn)+h?2hfll(xn), X1 (x.x, +h) (2.65)

yazilabilir. x, +h=x_,, degerinin gercek koke gok yakin oldugu yani f (x, +h)" in

hemen hemen sifir oldugu dustinl Grse,
2
O:f(xn)+hf((xn)+h?f¢(xn), x1 (x,,x, +h) (2.66)

yazilir. Sayet h yeterince kiiglk ise h?'yi iceren terim ve sonraki terimler ihmal
edilebilir. Boylece

f(x )+hf(x,)=0 (2.67)
veya
_ . flx)
h=-- . (2.68)

olarak elde edilir. Eger h=x,,, - X, oldugu gbz Ontine alinirsa asagidaki iterasyon

denklemine ulasilir.

Newton — Raphson yontemi geometrik olarak incelenecek olursa f(x):O

denkleminin baslangic yaklasik kokii x, olmak tizere fonksiyonun (x,, f(x,))

noktasindaki tegetinin denklemi

y- f (Xo) = f ((Xo)(x' Xo) (2.70)

olarak yazilabilir. Bu tegetin X eksenini kestigi nokta ilk kok yaklasmi olur ve
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X, =X, - f(x) (2.71)

elde edilir. Bu sekilde ardisik yaklasimlar kullanilarak, gercek kdke ulasilir (Oturang

ve ark).

2.10. Fisher Informasyonu

A={f(;q):q1 Q1 A} olaslik yogunluk fonksiyonlarinin bir ailesi olmak
Uzere dizginlik sartlari adi verilen asagidaki kosullar saglaniyorsa A ailesine

diizgiin (regller) aile denir.

a f 'nin D, ={x1 A: f(x;q)>0,q7 Q} destek kiimesi q 'yabagli degil,

b) Q parametreuzayi A ’debir agik aralik,
c)Her g1 Qicin f fonksiyonu destek kiimesinin hemen hemen her noktasinda
g 'yagore turevienebilir,

2

d) 1{g) = € f(X;q)ltJ degeri, sifirdan btk ve sonluy,

&1q H
e) 1‘f(x- Jdx = .l f(xq)dx (kesikli dagilimlarda § kullanili
of xag)dx= o— f(xq)dx (keskli dagilimlarda @ kullanilir).
ﬂqu Dfﬂq

n31ign X, X,,...,X, 'ler regiler bir A={f(.;q):q7 Q1 R} alesinin
elemani olan fx(.;q) olasilik (yogunluk) fonksiyonuna sahip daglimdan bir

orneklem olmak Uzere,

Inf, (X:q) (272
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rasgel e degiskenine skor fonksiyonu,

2
u

In(q):Var(Sf (X, X5, X ;q)): neS T 1 f(X, ;q)H

" &1q
(2.73)

= nEgJ_ ~In f(Xi;q)g
el a

degerine Orneklemdeki Fisher informasyonu denir. Parametrenin vektor, yani

21 Q1 R" olmasi durumundaskor fonksiyonu,

é ou
&1 g0 £, (x;:a)2 4
ela, éin Y
é . U
_T Q—élln f X.'qgﬂ
S, (X, X500 X, Q)—ﬂqlngl_l f (X, Q)B_gﬂqz giq' «(X )!ng
& : (
& g0 1, (xa)2u
éﬂqr i=1 ﬂg
(2.74)
bicimindedir. f, (X;;q)= f, olmak izere,
In(g):Cov(Sf(Xl,Xz,...,Xn;q))
é T T i u
A In( f In( f In( f 2
g ﬂq12 ( X) ﬂqlﬂqz ( X) ﬂqlﬂq, ( X) H
& 2 2 U
~ 1 1 1 -
é In(f —In( f In( f u
= - nE 10,70, () fa; (%) Ta, Ta, (t) v
é . . a
e u
¢ T T u
é——In(f In( f In( f u
&%, Ta, (%) Tq, 1o, (%) 17 (%) g
(2.75)

matrisine Fisher informasyon matrisi denir. Mevcut olmasi halinde 1 (q) Fisher

informasyon matrisi pozitif tanimli matristir (Oztirk ve ark. 2006).
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3. STRES-DAYANIKLILIK MODELLERINDE BAZI DAGILIMLAR
ICIN SISTEM GUVENILIRLIGI VE TAHMINI

Bu bolimde, bazi dagilimlar igin, stres-dayaniklilik modellerinde sistem
guvenilirligi ve tahmini konusuy daha onceki vyillarda yapilan calismalardan

derlenmistir.

Tek parametreli Ustel dagilim igin sistem guvenilirligini, ML ve UMVU
tahmin edicilerini Tong (1974), ayni dagilima iliskin bu tahmin edicilerin yan ve
MSE ’"sini Cheo (1982) ve sistem guvenilirligi icin tam guven ardiklarini da Enis ve
Geisser (1971) 'de calismidlardir. Gamma dagilimina iliskin, sistem guvenilirligi icin
ML ve UMVU tahmin edicileri, tam glven araliklari QGonstantine ve ark. (1986)
tarfindan bulunmustur. Burr 111 dagilimina iliskin, sistem guvenilirligi icin ML ve
UMVU tahmin edicileri ve tam given ardiklari Mokhlis (2005) tarafindan
bulunmustur. Burr XI11 dagilimina iliskin, sistem guvenilirligi icin ML ve UMVU
tahmin edicileri ve tam given ardiklari Awad ve Gharraf (1986) tarafindan

bulunmustur.

3.1. Tek Paramatreli Ustel Dagilim I¢in Sistem Guvenilirligi

X ve Y sirasiyla Ustel(a) ve Ustel(b) dagilimina sahip bagimsiz rasgele
degiskenler olmak Uzere (2.32) ve (2.33) esitlikleri kullanilarak sistem glvenilirligi

b
a+b

R=P(Y < X) = ¢F, (0) f, ()t =¢f1- e ® he™dt = 3.1)

biciminde bulunur.
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3.1.1. Sistem guvenilirligi icin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (MLE)

X = (Xg, Xp0en X)) VO Y =(Y,,Y,,Y,) sirasiyla Ustel(a) ve Ustel(b)

— Ny —
dagilimindan alinan bagimsiz rasgele vektorler, X :ié X, veY = Y, olmak
n .

Uzere X ve 'Y 'nin olabilirlik fonksiyonu ve logaritmasi,

L=a™b™ exp(- a nl>_<- anY/) (3.2

InL=nIn(a)+n,In(b)- anx- bn,y (3.3)
bicimindedir. a ve b 'nin MLE ’leri, (3.3) esitligindeki In L ’yi en blyUk yapan a
ve b degerleridir. Buna gore InL 'nin Srasyla a ve b parametrelerine gbre

trevlerinin alinip 0’ aesitlenmes sonucunda,

& - nl;( =0 (34)
a
% - n,y=0 (35)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢dzilmes sonucunda a ve b icin MLE
ler, d =1/ X ve b =1/Y elde edilir. MLE 'nin invaryantlik 6zelligi kullanilarak

R 'ninMLE’sg,

Rue = s (36)

olarak bulunur (Tong 1974).
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Sistem guvenilirliginin MLE 'sinin MSE ve yaninin bulunmasi  problemini

Chao (1982), asagidaki yontemi kullanarak ¢ozmuistir.

n, =n, =n i¢in MLE "nin yan ve MSE ’sinin yaklasik olarak elde edilmesi
icinilk olarak b =1 ve a ’nin bilinmedigi durum ele ainmistir. f (x) = x/(1+ X)

olmak (zere R, . - R 'nin 1/a etrafinda Taylor serisine agilimi,

2 R=1(X)- - x 1
Rue - R=1(0- 1Ua)= 5 - 7
= és (f (i)(x))lela M + r.8 - L (37)

il 1+a

[y

seklindedir. Burada f (x) 'in i. dereceden tirevi ve artakalan terim, sirasiyla,
FOO) =(- 1) i+ x) (38)

(X-1/a)

3 +... (3.9)

o = (F900),ra

bicimindedir. X - 1/a 'nin momentleri ise Maple 9.5 programindan

E(X- 1/a)=0,

E(X - 1/a)2:a_12n-1,

E(X - 1/a)3:a_23n-2,

E(X-1/a)f == n2+=n? :3£n4;3)’



E(X- 1/61)5 :2—8n'3+ﬁn'4 = 4(5n+6)

a a®  a°n* '

a a a®t an®

_ 210 924 720 6(120 + 154n +35n°

E(X- 1/a)7 =3 o+ = n°+ =7 n® = ( T )

s 105 , 2380 5 7308 . 5040 _,
_a8n+a8n+a8n+a8n

E(X-1/a)

_ 7(720+1044n+15n° +340n?)

a’n®

362880a 1° 8(5040 + 8028n + 315n° + 3304n° _
E(rB): 10 ( 9.8 ):O(n 5)
(a+1) a’n

(3.10)
seklinde elde edilir. (3.7) esitliginin her iki tarafinin beklenen degeri ainip (3.10)’
daki momentler kullanilirsa,

_ela ) po-@a)y o 2ua)-(a)
Yen E(RMLE) R (1+1/a)3n i (1+1/a)° "

- 6l/a)' +8a) - (La ) o
(1+1/a)
(3.11)
,24Ua) - 581/a ) +22(1/a) - (a) -
1+1/a)°

o)

elde edilir. (3.7) editliginin her iki tarafinin karesinin beklenen degerinin alinmasi
sonucunda f © = (f ©(x)),.,,. olmek tizere R igin yaklasik MSE, asagidaki sekilde

bulunur.

27



MSE(IQMLE) = E{(IQMLE } R)Z}

=(twPE[x- va)}+ (o r@)Ef(x - 1/a )}

+_T}(fj) fm?j“)gE{(x 1/a)'}

: f(1)f(4) . f(z)f(s)u {(x 1/a)}
1

12 6{3

JUOF rore 0% - va)]
i 36 60 24 b

i Q) f(6) (2) £ (9 3§ @
+:'f f +f f +f f u{(X 1/a)}
1360 120 72 {,

i(f(4))2 FOFO @50 f‘3)f(5)?l
+'1|' 576 2520 | 720 360 {){(X 1/3)} ofn-)

(3.12)

(3.20) "daki momentlerin (3.12) *de yerine yazilmasi sonucunda,

~ \_ (Wa) ., -4wa)+s@/a) .,
SE(RMLE)_ @+1/a) T (1+1/a)° "
,18W/a)’ - 44va) +131/a) .
(1+1/a)
.- 98L/a) +362(1/a )° - 2481/a)" + 29(1/a )° -
(1+1/a)"°
+O(n'5)
(3.13)
elde edilir.
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a ve b ’'nin bilinmedigi durumda ise g(xYy) =x/(x+y) olmak Uzere

A

Rye - R 'nin 1/a ve 1/b etrafinda Taylor serisine agilimi,

I,:\QMLE - R= g()?,\?)- f(l/a ,]-/b)

__ X b
X+Y b+a
_4 é'aeﬂ' (xly)g (X - 1/_a)_'(\?_- 1/b)" by D
i=1l j=0 Tix! J @ua,y:l/b (- ) b +a
(3.14)
seklindedir. Burada
3 °g(x,y) 0 (X-1/af(r- 1/b)”
:a 57 — X X (3-15)
j=0 1-[X]ﬂyg J Be=1/a,y=1/b o (9- J)I

arta kalan terimdir. Maple 9.5 programi yardimiyla gerekli tirevier ainip (3.10) 'da

bulunan momentlerin de kullanilmasi sonucunda R,, . 'nin yan,

Yan = E(R,.¢)- R

)e 4t+1 o U 14°430%- 14 41,
§ 1+t )? (1+t)*

6 5 4 3 2 ..
-3 °+ 207 © - 352[6 + 207 © - 36t +1n_4%+ O(n's)
(+t) p

(3.16)

olarak elde edilir.
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R, 'Nin MSE s ise,

R S O v ) 2)n_2
MSE(R e )= " (1+t)6t

12022 -1 432 2- A7t +2)
+ n

(1+t )8 +O(n-4)

(3.17)

seklinde bulunur. Buradat =b/a 'dir (Chao 1982).

3.1.2. Sistem guvenilirligi icin dizgin en kicik varyansi yansiz tahmin edici
(UMVUE)

Bilindigi gibi V(X,Y)=1(Y, < X,), R 'nin en basit yansiz tahmin edicisidir.
R 'nin UMVUE sl ise LehmanScheffe teklik teoremine gore

Ruvoe = E(1(Ye< X)[T)= @y (Y.< %) (%, v, [t) dxdy, (3.18)

seklindedir. Burada  f (x, y,|t); T =t verildiginde (X,,Y;) ‘in kosullu olasilik

yogunluk fonksiyonudur. Burada T, yeterli ve tam bir istatistiktir (Kotz ve ark.
2003).

(X, X, 5Y, Y, ) 'ninortak olasilik yogunluk fonksiyonunun UMV UE 'si
elde edilerek de R 'nin UMVUE s bulunabilir. k <min(m,n), T yeterli ve tam bir
igatistik ve qg,1 Q, g 'nin keyfi bir degeri olmak (izere q=q, iken
X;=x.,Y;=y,, ] =1,..k, verldiginde T 'nin kosullu yogunluk fonksiyonu

g, (TIX, =X X = XY, =YY, =y, ) ve T(X.Y) 'in olasilik yogunluk

fonksiyonu g(Tl,) ise f(X,,.. X, .Yy rm¥,) Ve RO 'nin UMVUE 'leri, sirasiyla
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F (XX yl,---,yk)=6 f(x.% o)

=1

(3.19)
. Oy, (T|Xl =X X EX Y, =YY, = yk)
g(T |qo)

Ak N \7 '5
Riwvee = O--OF (X% VoY) O (yj <xj)dxjdyj (3.20)

j=1

bicimindedir. Ozel olarak, k =1 ainirsa R 'nin UMV UE s

Rinwe = @ (¥ < %) (% v, |t) dx,dly, (3.21)

olur (Lumelski ve Spoznikov 1969).

X =(X3, X500 X, ) VE Y =(Y,Y,,...Y, ) srasiyla Ustel(a) ve Ustel(b)
dagilimindan alinan bagimsiz drneklemler olmak Gzere X ve Y 'nin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki bigimde yazilabilir.

f(xy)=a"b"exp(- anx- bn,y) (3.22)

Bu aile iistel aile oldugundan T, :é?lzlxj ve T, =ér;2=1Yj srasiyla a ve b icin
yeterli ve tam istatistiktir. T, ve T, rasgele degiskenlerinin sirasiyla Gamma(n,,a )

ve Gamma(n,,b) dagilimina sahip oldwklari gosterilebilir. Buna gore T, ve T, 'nin

olasilik yogunluk fonksiyonlari sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir.

— 1 n-1 _

g(TX)_G(nl)T* exp(- T,) , T, >0 (3.23)
I

olr )= gy teek n) L T >0 (3:24)
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X ve'Y bagimsiz oldugundan

A

f(xl,...,xk;yl,...,yk): f(xl,...,xk)f(yl,...,yk) (3.25)

olur. Yukarida tanimlanan T, istatistigi, T, =3 " X;+@ 1., X, seklinde

=1
o k

yezilabilir. Bunagire, T, - & - X, istatistigi Gamma(n, - ka ) degilimina sehip

olur ve benzer sekilde T, - éjzlv. istatistigi de  Gamma(n, - k,b) dagilimlidir.

J

Bunagore f, (x,,...x,) ve fy(y;....y,) 'nin UMVUE ’leri sirasiyla,

® kvt
G(nl)(énlx -a Xt - 5
fo(Xyh % )= L8 E£n,X*T 3.26
x (%) Gl ~ K x ;a:‘1XJ nle (3.26)
- cl,( 6nz—k—l
. G(nz)gnzy' 8_. yji
fo (Yoo Vi) = S ’nflf |§a y]£n2y— (3.27)
2

olur. k=1 dinmasi sonucunda (3.26) ve (3.27) esitliklerinin (3.19) 'da yerine

yazilmas sonucunda sistem guvenilirligi olan R icin UMVUE,
I:elJMVUE

dydx (3.28)

seklinde elde edilir. Burada
W={(x,y):0<y<n27,0<x<nj,y<x} (3.29)

seklindedir. Bu bdlge tzerinden (3.28) denkleminin ¢zimd,
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! YO

N B A= Co)= ) o R

Romvue = i (3.30)
&y GnJdn) emXe o oo
8V g e, ey "

seklinde elde edilir (Tong 1974).
3.1.3. Sistem guvenilirligi icin guiven araliklari

X =(X,, X500 X, ) v Y={Y,,Y,,....Y, ) sirasiyla Ustel(a) ve Ustel(b)
dagilimindan alinan bagimsiz rasgele vektérler olmak lUzere R= b/(a +b) icin
MLE, (3.6) denkleminde elde edilmisti. n, X ve n,Y ’nin dagilimlari sirasiyla
Gamma(n,,a) ve Gamma(n,,b) olduklarindan x =an, X ve h =bn,Y ‘nin
dagilimlari da sirasiyla Gamma(n,, 1) ve Gamma(n,,1) olur. Buna gore R igin tam
guven araliginin elde edilebilmesiicin

an, X X

= = _ = (3.31)
anX+bnY x+h

seklinde tanimlanan U rasgele degiskeninin dagiliminin  bulunmas gerekir.
U=x/(x+h), T=h donisimine  karsilik ~ gelen  ters  donustmler
x =UT/(1-U) ,h =T olur. Bu dénisime iliskin Jakobiyen matrisi ve

determinanti, sirasiyla,

ﬁéﬂ_x ﬂ_Xu ée T U
s=gld Mu=Sg oy 0 (332)
“fh Th> & G
e— —uU s 0 14
&U  fTa
det(J) = — (3.33)
(1-u)
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bigimindedir. Ayrica, X ve Y bagimsiz olduklarindan x ve h dabagimsizdir. Buna

gore U ve T 'nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

fur (u,t) =|der(I)|f, [t /(- u)) f, (t)

(3.34)
TR
G&n,)&n, )1~ u)™*
seklinde elde edilir ve U rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu
¥
fy (U) = Ofy r (u,t)dt

0

(3.35)

= [B(n,,n,)] "u" (- u)* ", 0<u<t

olur. Yani, U rasgele degiskeni, n, ve n, parametreli Beta dagilimina sahiptir.

Burada B(n,,n,), (2.30) esitliginde tanimlanan beta fonksiyonudur. 0<a<b igin,

X

L (nn,) = [B(n,n,)] g™ - 2)™ *dz (3:36)

0

bigiminde tanimlanan 1,(n,n,), tam olmayan beta fonksiyonu olmak tizere

P(a< U< b): Ib(nl’nZ)_ Ia(nvnz) (3.37)

dir. (3.1) ve (3.6) esitliklerindeki R ve Ry, ., (3.31) 'de diizenlenirse

A\ -1
. n,Rl- R -

U= =
nR{l- R)

@>C&CD\

OO C

elde edilir.



U rasgele degiskeni R 'ye bagli ve dagilimi a ve b parametrelerinden bagimsiz
oldugundan pivot olma 6zelligine sahiptir. Sonug olarak (3.37) 'deki a ve b, verilen

bir g icin
()= 1,(nun,)=1- g (3.39)
ise (3.37) esitligi
& A S\t O
p9a<§L+M3 <bi=1-g (3.40)
¢ & nRL-Rg

biciminde yazilabilir. (3.40) 'daki esitlik diizenlenirse,

P(@ ({-' b)nléMLE < R<
(1' b)anMLE +bn2(1' RMLE)

(1-' a)nléMLE _ ‘9:1_ g
(1' a)anMLE +an2(1' RMLE)E
(3.41)

olur (Enis ve Geisser 1971). (3.41) 'deki tam gliven araligi n, ve n, 'nin kiicuk veya
bilytk her deger icin gegerlidir. Burada  (b-a) ‘yi en kigik yapan
a ve b degerleri (3.39) esitliginden belirlenir.

3.2. Gamma Dagilimi I¢in Sistem Guvenilirligi

X bir bilesenin dayanikliligi ve Y bilesene etki eden stres olmak lzere X
ve Y rasgele degiskenleri sirasiyla (r,l,) ve (r,|,) parametreli Gamma

dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olsun. Bu durumda sistem

guvenilirligi,
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R=P(y < X)=Pl(x/Y)>1]=P[(x,)/(n,)>(,/1,)]
=P+ (X, Y1 ,)> 1+ (1,71,
=PV, +X )/ ,)>1+(,/1,) (3.42)
=Pl )i, e )<l 1))
=PU <r)
bigiminde vyazilabilir. Burada U =(Y,)/M,+XI,) ve r =[+I,/1,]"
seklindedir.  XI;, ve Yl, rasgele degiskenlerinin dagilimlarinin sirasiyla
Gamma(r;,1) ve Gamma(r,,1) oldugu ve bu durumda U rasgele degiskeninin

dagiliminin da Beta(r,,r;) dagilimina sahip oldugu kolayca gosterilebilir. Bu
durumda U rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

f, (u) = [B(r,r,)] "uz (- u)** , 0<u<1 (3.43)

seklindedir. Burada B(r,,r,), (2.30) esitliginde tanimlanan beta fonksiyonudur.

Buna gore (3.42) esitligi,

R=P(U <r)=¢B(r,.5)g u*(1- u)* ' du (3.44)

0

olarak yazilabilir. (3.44) integralinde
18 e - 10
(a- u)”:a(-l)gl. £Y (3.45)
i=0

I g

bicimindeki binom acilimi kullanilirsa, guvenilirlik,
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(3.46)

seklinde bulunur (Constantine ve ark. 1986). Alternatif olarak R asagidaki sekilde
de bulunabilir.

=P({U <h) (3.47)

Burada U =1,Y/(1,X) veh =1,/1, 'dir. 21 ,Y ve 2| ;X rasgele degiskenlerinin

dagilimlarinin sirasiyla 2r, ve 2r, serbestlik dereceli ki-kare dagilima sahip

olacagindan rr—lu rasgele degiskeni (2r,,2r,) serbestlik dereceli F dagilimina sahip

2

olur. Bu nedenle (3.47) esitligi

R= P(U <h): Pgr_lu <r_1hg: FFgr—lh ;2r,, 2rlg
o > .

” (3.48)

(%]

bigiminde yazilabilir. Burada Fc(;2r,,2r,), (2r,,2r,) serbestlik dereceli F 'in

dagilim fonksiyonudur (Constantine ve ark. 1986).

3.2.1. Sistem guvenilirligi icin en cok olabilirlik tahmin edicisi (MLE)

X =(X;, X5 X,,) ve Y=(Y,.Y,,..Y,) srasyla Gamma(r,l,) ve

Gamma(rz,lz) dagilimindan alinan bagimsiz rasgele Orneklemler (r, ve r,

biliniyor) olmak Uzere X ve Y 'nin olabilirlik fonksiyonu ve logaritmas,
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iz eef lax 1Ay
L: m|:1 - i=1 Oxr1 OyI (349)
[G(r)I"[clr)]

i=1

InL=nrIn(l,)+nr,In(,)- Ila X, - | 2a y, - mind(r,)
i=1 =1

(3.50)

. n|nG(r)+a(r Dk + 4 (r,- Yny,

=1 i=1

bicimindedir. InL 'ninsirasiyla |, ve | , parametrelerine gore tirevlerinin ainip

0’aesitlenmesi sonucunda |, ve | , iginMLE"ler, 1, =1, /X vel, =r,/Y dde

edilir. Burada X =—g _ X, ve Y =ié,n_lYi bicimindedir. Buna gére MLE "nin
m- = n-— "=

invaryantlik 6zelliginden R 'nin MLE'g,

" ] rb—l i% _ 1(-jr’.‘r2+i
Rue = [B(rZ’rl)] la (' 1) g " T (3.51)

i=0 | grz +1

bigciminde elde edilir. Burada,

2 0 Yo X

F=Cl+ols :§i+ Y2 =2 (352)
| B X g r2X +rY

seklindedir. (3.48) 'debulunan R icin MLE ise

RMLE = FFg—h ; 25, 2r1_— Fe é ; 2r,, 2r1 (3.53)
@

dir. Blyik oOrneklem durumunda (n® ¥m® ¥), R, 'Nin yani ve MSE s

Srasyla,
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- . — [B(I‘2 !rl)]-l(l o/ 2)r1
- 7 Blenl (1)
(3.54)
. é(rz - 1)(' 1“ 2)' (r1+1) (rz +1)(| 1/I 2)' (rl' :I-)l\J
5) + U
é mr, nr, 0
MSE(feMLE)z{[B(rZ,rl)]'l(| NI E VI rz}zael +i2 (3.55)
mr, nr, g

bigiminde bulunur (Constantine ve ark. 1986).

3.2.2. Sistem guvenilirligi icin dizgin en kiguk varyansli yansiz tahmin edici
(UMVUE)

X=(X,X,,0X,,) ve Y=(Y,.Y,,..Y,) srasyla Gamma(r,,l,) ve
Gamma(r,,l ,) dagilimindan ainan bagimsiz rasgele drneklemler olmak Uzere r,
ve r, bilinsin. Gamma dagilimi Ustel aileye ait oldugundan é_ 21 X, ve é LYJ. :

sgrasyla |, ve |, icin yeterli ve tam istatistiktir. I(Y1<X1) indikator rasgele
degiskeni, R icin yansizdir. Lehman Scheffe teoremi geregince

- é o iy u
Romvue = E(_::_‘I(Y1< XJa Xi = X:,a Yj :YTQ
u

e i=1 =1
é g g u
=PeY, <X, X, =X 4 Y, =¥
é i=1 i=1 u
e g g u
eYl/a_ YJ a xi o & l;
—pé__ L = ax=xqay =yu (3.56)
é g Y i= j= u
X/ax, av' Ty
e i=1 =1 u
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olur. X, /§ " X ile Y,/Q .Y, bagimsz ve arx ile a ..y, bagimsiz

]

oldugundan (3.56) esitligi,

e d u
X avi/a, x U a0 15
Rype = PE—12 <« Ztl=pg > =2 (3.57)
MVUE éx /ém . YT i gV Wo .
1 i
g5 t

bigiminde yazilabilir. Burada W =X, /Y, U=X,/Q " X ve V=Y/q Y,
seklindedir. U ve V bagimsiz rasgele degiskenlerinin sirasiyla Beta(rl,(m- 1)r1) ve
Betal(r,,(n- 1)r,) dagilimina sahip oldugu kolayca gésterilebilir. (3.57) denkleminin

cozulebilmes icin gerekli olan Z=U /V rasgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

L ol +1, +1)
: Alaz'o( )c;(nr +r, +I)G(mr F-I)G(|+1) , O<z<1
fz(z):.I' G( )
[ [+r,+j -
%Aja.o( ) G(mr +, +J)G(nr o, - J)G(j+1)z , z>1
(3.58)
olarak bulunur (Constantine ve ark. 1986). Burada,
As G(rr, )c(nr, )
~d)dlr)
= (3.59)
J=(n-1)r,-1

bicimindedir. Sonug olarak (3.57) denkleminin ¢oztmi 1 >1 olmas durumunda,
W
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RUMVUE P%>W - Of ()

1/w

— ! ; (E(r +r + ) Z-rz- j-ldz

= 044 0 i - )6 79

3 ( ) G(I’ +r, +]) w'" (3.60)

G, 1, + 106, - 12~ G +1 (. + )

1 . )
olur. —< 1 olmas durumunda ise

w
1/w
Rouvoe = PaPZ >W+= Of (2)dz=1- f,(2)dz
1/w 0
N l qr +r +I) Zr1+i—1dZ

=1- oAa( 1) d, +r, +|)G(mr - )6l +1)

1 d ( 1) ar, +r,+i) w ! (361)

G(nr +r, +|)G(mr r - i)G(i+1)(rl+i)

dir. (3.60) ve (3.61) 'den R icin UMVUE

[ adr, +r1, +j) WA 0<WE£1
MR & T D
MVUEZI,
T8 ar, +r, +|) W
}1 Ag)( )G(nr +r, +|)G(mr - )G +) (r, +i) W1
(3.62)

seklinde elde edilir (Constantine ve ark. 1986).
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3.1.2. Sistem guvenilirligi icin glven araliklari

X=(X,, X5, X)) ve Y=(Y,)Y,,..Y,) srasyla Gamma(r,l,) ve
Gammalr,,| ,) dagilimindan alinan bagimsiz rasgele orneklemler olmak iizere R
icin gliven araligi olusturmak icin (3.53) "deki R, dikkate alinmistir. K =17, /1", ve

h=1,/1, olmak Uzere,

nrl,a X, 2,8 X, /2,

E _ I’\2/|A1 _ (r2 /Y_)/(rll )7) _ i i=1 (3.63)
h |2/|1 |2/|1 m|‘1|2é.Yi 2|2éYi/2nr2
i=1 i=1

seklinde yazilabilir. é X, ve éYi rasgele degiskenlerinin dagilimlari sirasiyla

i=1 i=1
Gamma(mr,,| ,) ve Gamma(nr,,| ,) dagilimlarina sahip oldugundan K /h pivotunun
dagiliminin 2mr, ve 2nr, serbestlik dereceli F dagilimina sahip oldugu kolayca

gosterilebilir. Ry, . "nin dagilimi ise,

g 0O

G(s)= P(ﬁMLE £ S)= PgFF g&ﬁ 2r,, 2r1$£ sg
e el

_plig PP
Sr_h “i(s; 2r,, 2r, )u ng h Fi(s; 2r,, 2r1)H
ér, u
G(s) Fre—2F, (s; 2r,, 2r1); 2mr, , 2nr, (3.64)
erlh u

seklinde bulunur. O halde 1- a glven katsayisi olmak (zere,
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£ Faz,(anz,Zmrl) =
2

1- a-P?—

il
h

a (2mr,,2nr,)

€ & a a, oV
= P&GLhF, ;2r,, 21 £F —1h;2r,2r— L2, 2r
A P A A
(3.65)
biciminde yazilabilir. Burada a =a, +a, 'dir. O halde R igin given araligi,
é o, . 0 a, . ou
&F 1hF 2r2,2r13Fg—1hFa2;2r2,2rliu (3.66)
é &l g & a0

seklinde elde edilir (Constantine ve ark. 1986).

3.3. Diger Dagilimlar I¢in Sistem Guvenilirligi ve Tahmini

Bu bolimde X stres ve Y dayaniklilik olmak Uzere stres-dayaniklilik
modellerinde diger dagilimlar icin O6nceki bolumlerdeki yontemler kullanilarak
R = P(Y < X) guvenilirligi ve tahmini konusunda yapilan calismalar yer alacaktir.

3.3.1. Burr 111 dagilimi icin sistem guvenilirligi ve tahmini

X veY,srasyla (ck,) ve (ck,) parametreli Burr |1l dagilimina sahip
bagimsiz rasgele degiskenler olsun. Burr I11 dagilimina sahip bir rasgele degiskenin
olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlari (2.43) ve (2.44) 'de verilmisti. Bu
denklemler kullanilarak sistemin guvenilirligi,

_ __k
R=P(Y < X) = K (3.67)

seklinde bulunur.



X;;i=1..,n ve Y;i=1..,n sdrasyla srasyla (ck,) ve (ck,)
parametreli Burr |1l dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olmak Uzere
sistem guvenilirligi icin MLE;

Rue =1 < (368)

bicimindedir. Burada

K, = n (3.69)

Kk, = n (3.70)

gl (_ 1)1' [(n' 1)!]2 2

| o R
| =7 , k, <
) [ (n+j-1n- j- )&k, 5 2o
Romvue = I _ (3.71)
~ L
:::1_ r']51(_ 1)1' _[(n' 1)!]2 _ a;g , ﬁz 3 Al
»IL j=0 (n + J = 1)' (n = J - 1)' 2 g

Burada k, ve k, (3.69) ve (3.70) 'de tanimlanmistir. T, =2k, i":lln(1+ Xi'c) ve
T, :2kzé_i“:lln(1+\q'°) 'nin, 2n serbestlik dereceli iki bagimsiz Ki-kare rasgele

degiskeni oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica, sistem guvenilirligi icin, (3.67),
(3.68), (3.69) ve (3.70) esitliklerinin de kullanilmasi sonucunda, F, =k,T, /k,T,

pivotu yardimiyla olusturulan given araligi,



-1 ~ -1

& o}
F(a,z)(Zn,Zn)gF(a,z)(Zn 2n)+=27%
19

(‘DrD>_(I‘QI> [0S
X>|N >
7\‘)

coNno o

x 0
(a2 (2n,2n)§F(l_a 12) (2n 2n) g
1 9

(3.72)
biciminde bulunur (Mokhlis 2005).

3.3.2. Burr XI1 dagilimi icin sistem givenilirligi vetahmini

Burr XII dagilimi icin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlari (2.37) ve
(2.38) 'de verilmisti. X ve Y, drasyla (p,b) ve (a,b) parametreli Burr XI|
dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olmak Uzere (2.37) ve (2.38)

denklemlerinin kullanilmasi sonucunda sistem guvenilirligi,

a
atp

R=P(Y < X) = (3.73)

seklinde elde edilir.

Xy X, Ve Y,,...Y, srasyla (p,b) ve (ab) parametreli Burr XII
dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olmak lizere sistem guvenilirligi igin
MLE,

Q>

ﬁMLE I (3.74)
a+p
biciminde bulunur. Burada

. n

P=—-— (3.75)
a In(1+ Xb)

R m

a=—— (3.76)
a7 in(1v)
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bigimindedir. Sistem givenilirligi igin UMVUE ise W, =In(L+X"); j=1...,n ve

Vv, = In(1+ij); j=1,...,m olmak Uzere,

i o m
i nél(- 1) (m-1n-1) &a V2 87y 8" w
A D ) T W A
ﬁUMVUE:'l'_

I o n P

I - 3 _ 1) (n' 1)!(m' 1)! @'Flwﬁ Q o m o n

%1 ;6}0( 1) (m-1-0-1+)g3" v, £ a.Vi>a W

-

biciminde bulunur (Awad ve Gharraf 1986).

W=2pq W, ve V=2ag "V, rasgele degiskenleri sirasiyla 2n ve 2m

serbestlik dereceli bagimsiz Ki-kare dagilimina sahip rasgele degiskenlerdir. Ayrica
(3.73), (3.74), (3.75) ve (3.76) edtliklerinin de kullanilmasi sonucunda sistem

guvenilirligi icin F, :%//m pivotu yardimiyla olusturulan 1- a given katsayili
pW/n

guven araligi asagidaki gibi bulunur (Awad and Gharraf 1986).

A Lol A Lol

e u
eF(l-alz)(zmzn)g?:(l-alz) (2m,2n)+£2 ’F(a/z)(znizn)g?:(a/2)(2m12n) +£9 U
e e ag e ag o

(3.78)
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4. STRES-DAYANIKLILIK MODELLERINDE GOMPERTZ DAGILIMI
ICIN SISTEM GUVENILIRLIGI VE TAHMINI

Bu bdlumde stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimi igin tek
bilesenli bir sistemin guvenilirliginin(R) teorik olarak bulunmasi, R icin en ¢ok
olabilirlik (ML) ve dizgin en kicik varyandi yansiz tahmin edicilerinin (UMVUE)
elde edilmes ve ayrica en ¢ok olabilirlik tahmin edicisine (MLE) dayali tam ve

asimptotik glven araliklarinin olusturulmasi problemleri incelenecektir.

4.1. Gompertz Dagilimi I¢in Sistem Guvenilirligi

Gompertz dagilimi ilk defa Banjamin Gompertz (1825) tarafindan ortaya
atilmistir. Bu calismasinda, Gompertz, yasara gore 6lim oraninin geometrik bir
sekilde arttigini, esit yas araliklarinda uygulayarak bulmustur. Gompertz dagilimi,
farkli kitlelerden 6lum oranlarinin karsilastiriimasinda, buyime modellerinde ve
nufus biliminde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Gompertz dagilimi ileilgili daha
fazla bilgi Read (1983)' te bulunabilir.

X rasgele degiskeni, Gompertz dagilimina sahip ise, Sirasiyla, olasilik

yogunluk, dagilim ve yasam fonksiyonu,

f(x) =1 exp(cx)exp{- I c*[exp(cx)- 1}, x>0,c>0, >0 (4.2)
F(x)=1- expl- | c*[exp(cx)- 1]} (4.2)
F(x) = expi- 1 ¢ [exp(cx)- 1]} (4.3)
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seklindedir. Hazard (bozulma) orani h(x) =1 exp(cx) olup artandir. Gompertz
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu tek tepelidir (unimodal) ve pozitif
carpikliga sahiptir. Iki-parametreli Gompertz dagilimi icin Gompertz(c,l ) gosterimi
kullanilacaktir.

X bir bilesenin dayanikliligi ve Y bilesene etki eden stres olmak lzere X
ve Y rasgele degiskenleri sirasiyla (cl,ll) ve (cz,l 2) parametreli  Gompertz
dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olsun. Bu durumda sistem

guvenilirligi

¥

R=P(Y < X) = gF ()dF, (t) 4.9
-¥
bicimindedir. (4.1) ve (4.2) denklemlerinin (4.4) ' de yerine yazilmasiyla,

| X uu X \I | C, X u
- 2% - 1)égl e expj - C—l(e1 - ])gdx. (4.5)
Q

|
i-—=2
0@ i G 1 1

olur. Burada u = €** donisimu kullanildiginda (4.5) esitligi ;
i- ?—u +—-2Luxydu (4.6)
G

seklini alir. (4.6) 'da, (I ,/c)u =t donusimu yapilirsa

i,oLu WP
R=1- expj—L+—2y exp. (4.7)
TG G gllcc)1 gllﬂ '

olur.



(4.7) esitliginin sag tarafinda

G /Cy .

?_to 5 5(-1)k(|2/623(|(t01“1)“_ (4.8)
g p ko :

biciminde Taylor acilimi kullanilarak

R T AT

i
R=1- expj =+
p:C C; pr=o k!
(4.9
é¥ I,/c;
’ Qc‘j(czlcl)ke'tdt Ot(czlcl)ke dtu
€o 0 a

esitligi elde edilir. (4.9) esitliginde, (2.22) ’de tanimlanan Gamma fonksiyonu ve

¥ igi
ot =8 ( 1_)t (4.10)
o
bicimindeki Taylor aciliminin kullanilmasi sonucunda sistem guvenilirligi,
R=1- exp{l,/c +I,/c,}
_ k k ke, /¢y
9 (1, /c,)(ells) 4.11)

ki

N
E Qo

] é g ( 1) (l /Cl)(czlcl)k+l+lu
/c)k +1)-
SG((Cz ¢ )k +1) g ((Czlcl)k+l+1)! H

seklinde elde edilir (Saragoglu ve Kaya 2005). ¢, =c, =c olmas durumunda ise

sistem guvenilirligi asagidaki gibi bulunur.
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R=P(Y< X) = 2 (0 0F, (1)

: 11 e oL U
:c‘g- exp|'-—(e°‘-1 (:g)lle"expi-—(ed-l dt
0 1 C [/ T C

|2
= 4.12
T, (4.12)

4.2. Gompertz Dagilimi I¢in Sistem Guvenilirliginin Nokta Tahmini

4.2.1. En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi (MLE)

X ve Y, dsrasyla (cl,) ve (cl,) parametreli bagimsiz Gompertz
dagilimina sahip rasgele degiskenler olsun. Gompertz dagilimi i¢in olasilik yogunluk
ve dagilim fonksiyonlari @.1) ve @.2) 'de verilmistir. ¢ "nin bilindigi durumda
(4.12)’deki R 'nin en cok olabilirlik tahmin edicis (MLE), invaryantlik
Ozelliginden

A

. |
Ruie = - +2 = (4.13)

2 l 1

seklinde yazilabilir. Burada |, ve |, sirasiyla |, ve |, "nin en cok olabilirlik
tahmin edicileridir. R 'nin MLE "sini hesaplamak igin oncelikle |, ve | , 'nin MLE

"lerinin bulunmasi gerekir.

X=(X;,X,,..X,) ve Y=(Y.Y,,..Y,) sirasyla Gompertz(c,l,) ve
Gompertz (c,| ,) dagilimindan alinan bagimsiz rasgele drneklemler olmak tzere X

ve Y 'nin olabilirlik fonksiyonu,
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&d 0 eel, 0 ed 0o
L=17expeca X ~expg- —a (™ - Dl Jexpecq v, +
e il g Cia [} e il @

(4.14)

seklindedir. Bu olabilirlik fonksiyonun logaritmasi alindiginda

InL=ninl, +ca>g-—é(e°xi-1)+mlnl +cay.-—a(e - )

i=1 C iz =1 i=1

(4.15)
eldeedilir. InL 'nin |, ve | , 'yegore turevleri ainip O 'aestlenirse |, ve |,

"nin MLE ’leri asagidaki gibi bulunur.

M= (4.1
é“ ™ - 10
izlg cC 2

I :ﬁj (4.17)
o I
a +
i=1 @

Sayet c parametresi biliniyorsa |, ve |, 'nin MLE ’leri, (4.16) ve (4.17) 'den
kolayca elde edilebilir. Parametrelerin highiri bilinmiyorsa, L(1",(c).l,(c).c)
olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan C, IA1 ve IA2 'nin bulunmasi gerekir.

(4.16) ve (4.17) 'de IA1 ve IA2 elde edilmisti. € 'yi ise asagidaki sekilde bulabiliriz.

finL
fc

3 I CX. | 3 CX.
=ax+3a (€ -- 23 xe™ +
i=l c i C i=1

Qo5

1

(4.18)
Q' I, & _ [, &
tavy +_22a e%-1- fa Yiecy‘ =

i=1 C ia i=1
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(4.18) esitliginde |, ve |, yerine (4.16) ve (4.17) 'deki I, ve I, tahminleri

yazilirsa,
n m éené. Xi eCXi mé yi ecyi 9
o o n+m C_ i1 i=1 +_
ax+ay+ - R, M , .=0 (4.19)
¢aE -y aE-n-
€i=1 i=1 (%]

seklinde lineer olmayan bir denklem elde edilir. (4.19) denkleminin solundaki

denklem ¢ "nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon g ile gosterilirse,

n

3 3 n+m gené xe” mé ve” ?
9Q=ax+ay+—— gty - (4.20)

ca(e” -1 a(E” -1

€i=1 i=1 a

olur. g(c)=0 seklindeki lineer olmayan denklem, NewtonRaphson metodu

kullanilarak basit iterasyonlar sonucunda ¢ozulebilir. Cozim icin gerekli iterasyon

denklemi,

9(c;)

Couy =C/iy +
G+ ~
a J qu(J))

(4.21)

seklindedir. Burada ¢, ¢ 'nin j ‘ninci iterasyonudur. Bu isem [c,., - ¢ )| <e

esitsizligi saglanincaya kadar iterasyonlara devam edilir. Burada e, 10°° gibi keyfi
kicuk bir sabittir. Bu sekilde ¢ 'nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi elde edilir.
Bulunan deger (4.16) ve (4.17) esitliklerinde yazilarak IAl ve IA2 bulunur. Bulunan
I, ve I',, (4.11) 'de yazilmasi ve ¢, =c,=c ainmas ile stres-dayaniklilik
modellerinde sistem guvenilirligi icin MLE elde edilmis olur. Bu tahmin edicinin

dagilimini bulmak igin asagidaki donustimlerin tanimlanmasi gerekir.
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n CXI _ o
w=3 ?éea 12 (4.22)
i= C 4
noe™ .10
iz C 4

T =(*-1/ic ve W=§ T rasgele degiskenlerinin sirasiyla, Ustel(l,) ve

i=1
Gamma(n,l 1) dagilimlarina sahip olduklari kolayca gosterilebilir. Benzer sekilde
V rasgele degiskeninin de (m,|,) parametreli Gamma dagilimina sahip oldugu
aciktir. Bu durumda W ve V rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlari

drasyla,
f(w)=1"wre'"™/Gn) , w>0 (4.24)
fvy=I1Jv™e'?/Gm) , v>0 (4.25)

olur. Ayrica R’nin en cok olabilirlik tahmin edicis, (4.16) ve (4.17) kullanilarak
(4.13) 'de yerine yazilmas ve (4.22) ile (4.23) esitliklerinin kullanilmasi sonucunda

N |A2
RMLE === ~
|+

2 l 1

I 117AY
" m/V +n/W

(4.26)

elde edilir. Z=m/V donisimii tanimlanarak R, . ve Z rasgele degiskenlerinin
ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki yontem takip elilerek bulunur. Ters

dondstimler, Jakobiyen matrisi ve determinanti sirasiyla,

nr,

v=m/z ve w=
z(1- 1)

(4.27)
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éfw  fwa énz@d- r)+nrz nr(d-r)u

u e 2 2 2 2Uu
j=an T2 g Z@-n)° Z@A-n)y (4.28)
v Wg e 0 LUV
@ﬂrl ﬂZH e Z2 Q
nm
det(J) =- — ™M 4.29
O)= o (429

bicimindedir. W ve V bagimsiz Gamma rasgele degiskenleri olduklarindan, IQMLE

ve Z 'nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

fo ,(n,2) =|det(9))f,, g%gf( m/ 2)

L,

m™"r"t 1

4.30

e -

exp}- e, m Ly 0<r,<1,z>0
1 Z(l' rl) z é
seklinde yazilabilir. Buradan IQMLE "nin marjina olasilik yogunluk fonksiyonu,
¥
meE (r)= (\)ffel,z (r,,2)dz

0

(4.30)

mmnnl¥
71 5m™n .1

i u
G(m)G(n)( )n+1 0 n+m-+1 e(p,:\_ Z(l' rl) ) Z édz

_aenr 01 NP :
dir. +ml ,=— =t dénisiminun uygulanmasi sonucunda,

(1' rl) oz

Lo (ntm) y

n m n n-1
[ ' n"r, aenrlll+m 0 &

2=

f. =
RMLE(rl) G(m)G( )(1_ 1)n+l gezl_ r, p :



| Pt (1- 1) el +ml, - m r)0(+m)
G(mc(n) & 1-1, o

Fre (1) = G(n+m)

G(n+m)l ]I Pf'r Tt (21- 1)
G (m)G(n)

(m 2 +(I”I|1 -m 2)rl)—(n+m)

_G(n+m)i e (1-n)" e e, - m, 6 0
mig(mem) & &

m, g 2
__Cn+m) @, rt(1- r)m’li'.l rol o, o O<r<1
= (1-1¢l- : :
G(n)G(m )emzﬂ Yo L :

(4.32)
biciminde elde edilir. sT N olmak UzereliMLE 'nin < ’'ninci merkezi momenti

(2.29) "daki hipergeometrik fonksiyonda kullanilarak,

ERe.. )= O'ff (1. )dr,

_(n+s-1)(n+m- Dieenl, nl, 6
F 1- T
~ (n+m+s-1)(n- 1) m|25 21§n+s,n+m)n+m+s, mza

(4.33)
biciminde elde edilir. Burada s=1 ve s=2 yazilmas ile 1. ve 2. merkezi

momentler bulunur. Buradan, I:w’MLE "nin varyans asagidaki gibi elde edilir.

Var(IiMLE) = E(IQI\ZIILE) ) (E(IQMLE))2

__ n(n+1) enl, 0 . 0
e sy oz ezt g
1 n “...2
1, F21§n+ln+m)n+m+],1 nly $

T 2!26 mzzb

(4.34)
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4.2.2 DUzgun en kuguk varyansli yansiz tahmin edici (UM VUE)

X =(X, X5, X,) Ve Y=(Y.Y,,..Y,) srasyla Gompertz(c,l,) ve

Gompertz (c,I ,) dagilimindan alinan bagimsiz rasgele vektorler olsun. ¢ biliniyor.

Sistem guvenilirligi(t R) 'nin  UMVUE ’sini bulmak ic¢in ilk olarak
f (X0 X3 Voo Vi) "N UMVUE s olan f(xl,...,xk;yl,...,yk) 'yi elde etmek
gerekir. ¢ 'nin bilindigi durumda Gompertz ailes Ustel ailedir. Bu nedenle (4.22) ve
(4.23) 'detanimlanan W ve V , yeterli ve tam igtatistiklerdir. W ve V 'nin sirasiyla
(n,l,) ve (m1,) parametreli Gamma dagilimina sahip bagimsiz rasgel e degiskenler
oldugu bir 6nceki alt boltimde belirtilmisti. X ve Y 'nin bagimsizligi ve (4.24) ,

(4.25) ve (3.19) editliklerinin kullanilmasi ile f (X,...,X; ¥35--s Yy ) "NINUMVUE 'S,
f(xl,...,xk; Vi Vi) = f(xl,...,xk)f(yl,..., Vi) (4.35)

g(WX; =X, X, =X )

~ &
FOX 0% Yo ) = O (X )
j=1

g(w)
(4.36)
;5 = =
4 Of(y])' g(V|Yl yl""7Yk yk)
j=1 g(v)
seklinde yazilabilir. Burada,
0, =, =)= . f 108
R G(n-k) & 4§ ¢ o
1 @ kg™ - 160,
exp_T}- |1§W' ag . 3% (4.37)
i=1
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k-1
(Y, = )= | K ,a\el & s - 160
g Vi 1k =Y G(m k) g 91% C B;

., i e - 1660,
expi-1, GV- a Qi——y (4.38)
f e i=e C 2ch

& & o™ 10
IQV
e

O

bicimindedir. (4.36) 'da, (4.24), (4.25), (4.37) ve (4.38) denklemlerinin yazilmasi ile

G(n)G(m) e ¢ ax+ay'
G(n- k)G(m- kw1 &% @b

P (XX VoY) =

Ln-k-1 ,m-k-1
,aeW_ ék‘aee”* - 160 a%_ ¢ a¥ - 160
g izlg C o g .:18 C og
® ka*-106, 0 e RS 0
I gw- é_ é&? 123 O+l gv- é gE 193 0=
e i=ne C g ge i=1e C g g
(4.39)
elde edilir. Ozel olarak k =1 dinarak R 'nin UMVUE 'si (3.21) 'den
G=}(xy): 0<x< MM ooy M 1y
T c c
bolges (zerinde asagidaki gibi bulunur.
Runwe = @F (% Y2/ W) dxdly,
G
(4.40)

n-2 m- 2
(n-1)(m-1) \ cxvpy@®, €7-10 & e¥-10
= AR cw- -~ V- - dd
WVt o § cC g & c g

G
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W<V igin (4.40) esitligi

In(ow+1)

..N-2 ,.m-2
~ _(n-D(m-1) % L en® e¥-10 ;& e¥-10
MWE - _—mim1_ O Oe( y)gw' = gv' x dydx
WV x=0 y=0 C g C g
S Vé,(v- u)™(w- u)™2du (4.41)
Wn- lvm-l - '
olur. (4.41) esitliginde
m1_ 8t 8N - 10 ky ,m- 1- k
(v-u™=a) v (4.42)
k=0 k 4]
aciliminin kullanilmasi sonucunda,
~ m-1 n m %Nok
Romvue = 1- é, (- 1)k A &m) ¢—+, W<y (4.43)
< 7 GAn+kGEm- k)& g
biciminde elde edilir. v<w olmasi durumunda ise benzer sekilde,
In(cv+l) In(cw+1) 5 )
~ S -DM-D S % @ €%-10 @ e¥-10"
MUE- ~—nmim1. O O el Y)EW' T gv' z dxdy
WV y=0 X=y C (%] C 9
n-1 K
=3 (-1 Sem) o (4.44)
k=0 G(n- k)G(m+k)éewg

olarak bulunur. O halde R icin UMVUE, (4.43) ve (4.44) 'den
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i1- 220 wev
. i i-o eVg
Romvue = I . (4.45)
bt /o ,
P ok Y
biciminde elde edilir. Burada
__Cln)c(m)
c. = (- 1)J . - (446)
' cn- j)em+ )
__Gln)c(m)
d =(-2 4.47
=60 &n+i)gm- i) 447
dir. I:w’UMVUE "nin ikinci merkezi momenti,
- Byl " 0
ER2we) =& & cc; Eg?\i+ IV EWIPNV £W)+ P(V >W)
j=0 =0 eW g a
- za d Ea%EV—VQ IV >W= P(V >\W) (4.48)
i=0 V g g
m1im-1 Oi"'i' o}
+3 §dd, E?+ IV >WP(V >W)
i=0i'=0 Vg 17
olmak Uzere
~ A 2 A
ar(RJMVUE): E(RJMVUE - R) = E(Rzz)' R2 (4-49)

dir. (4.48) denkleminin c¢ozulebilmes icin T =W/V rasgele degiskeninin
dagiliminin bulunmasi gerekir. Z =V donusimini tanimlayarak T ve Z rasgele
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degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi bulunur. Ters
donusimler, Jacobien matrisi ve determinanti sirasiyla,

V=2 ve w=1Z

(4.50)
éefw  fwu
€ U €z tu
J=xMt Tz =% (4.51)
o ip o
et 9za
det(J) =z (4.52)

bicimindedir. Ayrica, W ve V bagimsiz olduklarindan, T ve Z ’'nin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu

fr, (t,2) =|det()|f,, (), (2)

_ L")

-1qzt-1 52
dmn)
. m_n+m-1lgn-1
_ |l|szZ)G(nl)t el 750 (4.53)

olarak bulunur. Buradan, T =W/V

rasgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

¥

fr (t) = Ofr - (t, 2)dz
0

(4.549)
| nl mtn—l ¥
— 1" 2 N n+m-1

“Gm)dn) &

e 20t gy

dir. (4.54) esitliginin sag tarafinda z(I L] 2) =k doénusiminin uygulanmasi ile
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(0= ) gme ok
TUoG(mem T

_ 1t +1,) "™ G (n+m
_G(m)G(n) (It |2) G( )

-(n+m)

_G(n+m)t" e o 1, 0
Smewa ey
€ zﬂe 2 0
(4.55)

elde edilir. Benzer sekilde S=V /W rasgele degiskeninin dagilimi

- (n+m)
(4.56)

m-1
(9= dn+m)s g;og[ 0 650
G(m Gln) @ Iy z
biciminde bulunur. O halde (4.48) denkleminin icindeki ifadeler, sirasiyla,

a:1‘3é/VoW aVv
_VWPVW O\ W 1PV <40
g% IV W p(y ) §8v|<-%v<z

1
=g fr(t)at
0
G(n+m) &d,8 %L, .. I, 06
= - " el Lt dt
Gmeme.s9 &1,
G(n+tm) @0
G(me(m(n+)§l. 5
F21a?n+mn+|)n+|+1 Lo
2@
(4.57)
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é?i? IV EW 4D(v EW)= Eégw

(%]

= ' fs(s)ds
0
G(n+m) azoml‘ ]1& | (.j—(n+m)
= - m 1+—ZS+ ds
G(m)G(n) giﬂ 0 g 1 @
_ G(n+m) ae}_zom
G(n)G(m)(m+j)&l, o
F21ﬁn+mm+1) m+j +1-|—9
|1ﬂ
(4.58)
p(v >W):P§é\//—v<1g
1
= of (Dt
0
G(n+m) a, 0" 1, 6"
= 9—1_ 6n'1§+—lt+ dt
G(m)G(n)e|2go é |, g
_a&,0  G(n+m)
&, 5 m,G(n)G(m)
] a 1,0 a +1,6" "}
_J{|2F2,1g n-1m+n )n e (arly)e e y
i e 2@ e 2 O b
(4.59)

seklindedir. (4.57), (4.58) ve (4.59) esitlikleri (4.48) ’de yerine yazilir ve (4.48) 'in
de (4.49) 'da yerine yazilmas sonucunda
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Var(RJMVUE ) = é. éCjCj’

nind G(n+m) ae_zi_)m
oo G (n)G(m)(me j+ )&l g

’ Fz,1§n+m,m+1+1 ),m+ j*] +1,-|—2+
e llﬂ

&, 0 G(n+m) | o, +1,6 f
+oto | n- 1,m+n —_(I 2)C 2oy
&l , g ml,G(n)G(m )} i Zlg ) Py €1, o )FIJ
m-1m-1 Y ..
+a4dd G(n+m) ¢ge 9 21C n+m,n+i+i(9,n+i+i¢+1,-|—12
<o G(n)G(m)(n+i+i')él.g 8 |2 o

5t G(n+m) &, 08 1,6 &l, O

- 234 L F, o(ntmn+i),n+i +1- Lo 0—2

i=0 G(n)G(m)(n+|)g|2ﬂ lj ) Izﬂ g|l+|2ﬂ
(4.60)

elde edilir.

4.3. Gompertz Dagilimi I¢in Sistem Guvenilirliginin Aralik Tahmini
4.3.1. Tam guven araliklari

X, X, ve Y,...,Y,, srasiyla (I ,,c) ve (I,,c) parametreli Gompertz
dagilimina sahip iki bagimsiz 6rneklem olsun. W= éin:l(eC>q -1)/c ve
\% :é in;l(eCyi - 1)/ c rasgele degiskenlerinin sirasiyla (n,l ;) ve (m/| ,) parametreli
Gamma dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler oldugu Onceki bdlumlerde
belirtilmisti. 21 W ve 2| ,V rasgele degiskenlerinin dagilimlarinin da sirasiyla 0(22”)
ve c(22m) oldugundan R icin en ¢cok olabilirlik tahmin edicisi (4.13), (4.22) ve (4.23)

esitliklerinden,
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N

I, my_ g, v 6
+| "W+ m/V & mWg

RMLE -

_ n2.,v/i2ma, 2m0
g m 2l W/2n 2l an

£ +|'_1F1; (4.61)

seklinde yazilabilir. Burada (4.12) ve (4.26) esitliklerinin kullanilmasi sonucunda F,,

_I2V/m (
1 W/n 1-R

Rute - ) (4.62)

biciminde yazilabilir ve 2m ve 2n serbestlik dereceli F dagilimina sahiptir. F,

pivotu kullanilarak

R (-~.
I:)g?:(a/z)(zm,zn) < —(RMlLE - 1)< Faarzeman v=1-a
e 1- R

Q -0

olacak bigimde R igin (1- a )100% giiven araligi asagidaki gibi elde edilir.

(a /2)(2m,2n) I:(l- a/2)(2m,2n) 9 (4.63)

gﬂ F
8F(a/2) +Rl\_/11LE -1 F(l—a/2) + RMlI_E B 15

Burada Fyy, ), (r,s) serbestlik dereceli F dagiliminin a” 100%’ ninci kuantilidir.
4.3.2 Asmptotik given araliklari

X, X, ve Y,...,Y,, srasiyla (I ,,c) ve (I,,c) parametreli Gompertz

dagilimina sahip iki bagimsiz 6rneklem olsun. Fisher bilgi matrisi ve ters,



.‘I.é'ﬂzlnL ‘ﬂzlnLL‘JU

D
=]

u él 2 u
I:-E 2Uy é! up t=eM™ g (4.64)
ﬂZInL 112|nLu é m U é I 20
e0 174 20—y
|eﬂ|2ﬂ|1 2 ub e lzu 8 nH
olmak lzere R’ninen ¢ok olabilirlik tahmin edicis (MLE), R ortalamali ve
¢ ¢ IR IR
a a—— (4.65)
i=1j=1 ﬂ ﬂ]

varyansli asimptotik normal dagilima sahiptir. Burada |.;*, (4.64) esitliginde verilen

ij
Fisher informasyon matrisinin tersinin (i, j) 'ninci elemanidir (i, j =1,2) (Rao 1965).

Boylece R, . ’nin asimptotik varyans

o+ M v
MO - Ruef. (4.66)
nm g

e

seklinde bulunur. O halde R igin asimptotik guven araligi

’ /n +m - ~ \0
Rute = Zear2 RMLE(l RMLE RMLE *Zia2 om RMLE(l' RMLE)Z (4.67)
1]

bicimindedir. Burada z,_,,, standart normal dagilimin 1- a /2 ’ninci kuantilidir.

4.4. Tahmin Edicilerin Karsilastirilmasi
Bazi n,m,| , ve | , degerleri icin (4.34) ve (4.60) denklemleri kullanilarak R

"nin ML ve UMVU tahmin edicilerinin yan varyans ve M SE degerleri bulunmus ve
cizelge 4.1. 'de gosterilmistir.
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Cizelge4.1. MLE ve UMVUE icin Yan, Varyans ve MSE degerleri

Ornek Parametre Sistem MLE UMVUE
hacimleri | degerleri [ Guvenilirligi

n Im I |1, R Yan Var MSE Var

2 0.3333 0.0319 | 0.0268 | 0.0278 | 0.0324

3 4 | 4 0.5000 0.0147 | 0.0294 | 0.0297 | 0.0380

6 0.6000 00028 | 0.0271 | 0.0271 | 0.0346

2 0.3333 00138 | 0.0192 | 00194 | 0.0223

5 5 4 | 4 0.5000 0.0000 | 0.0227 | 0.0227 | 0.0275

6 0.6000 -0.0088| 0.0215 | 0.0215 | 0.0256

2 0.3333 0.0000 | 0.0139 | 0.0139 | 0.0158

10 4 | 4 0.5000 -0.0116| 0.0175 | 0.0176 | 0.0203

6 0.6000 -00181| 0.0169 | 0.0173 | 0.0192

2 0.3333 0.0378 | 0.0241 | 0.0255 | 0.0282

3 41 4 0.5000 00233 | 0.0258 | 0.0264 | 0.0324

6 0.6000 0.0125 | 0.0232 | 0.0233 | 0.0290

2 0.3333 0.0194 | 0.0164 | 0.0167 | 0.0182

8 5 4 | 4 0.5000 0.0087 | 0.0188 | 0.0189 | 0.0220

6 0.6000 0.0011 | 0.0173 | 0.0173 | 0.0202

2 0.3333 0.0053 | 0.0108 | 0.0109 | 0.0118

10 4 | 4 0.5000 -0.0030| 0.0133 | 0.0133 | 0.0149

6 0.6000 -0.0080| 0.0126 | 0.0126 | 0.0138

2 0.3333 0.0439 | 0.0214 | 0.0233 | 0.0242

3 4 | 4 0.5000 00321 | 0.0222 | 00232 | 0.0272

6 0.6000 0.0223 | 0.0194 | 0.0199 | 0.0240

2 0.3333 0.0253 | 0.0133 | 0.0140 | 0.0143

20| 5 41 4 0.5000 00176 | 0.0149 | 0.0152 | 0.0169

6 0.6000 00112 | 0.0133 | 0.0134 | 0.0152

2 0.3333 0.0109 | 0.0076 | 0.0077 | 0.0079

10 41 4 0.5000 0.0060 | 0.0090 | 0.0091 | 0.0098

6 0.6000 0.0023 | 0.0083 | 0.0083 | 0.0089

2 0.3333 0.0014 | 0.0020 | 0.0020 | 0.0020

50| S0 4 | 4 0.5000 0.0000 | 0.0025 | 0.0025 | 0.0025

6 0.6000 -0.0009| 0.0023 | 0.0023 | 0.0023
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Cizelge 4.1. 'den goruldugu Uzere; sistem guvenilirliginin ML tahmin edicisinin
MSE degerleri UMV UE "ninkinden daha kictk olarak elde edilmistir. m degeri ve
| ,,I , parametreleri sabit tutulup n degeri artirildiginda ML tahmin edicisinin yani
fazla degismemektedir. Ancak UMV U ve ML tahmin edicilerinin MSE ’leri azalarak

birbirlerine yaklasmaktadirlar. n ve m degerleri birlikte artirildiginda MLE’ nin
yani, MLE ve UMVUE 'nin MSE 'leri O' a dogru gitmektedir. MLE ve UMVUE"’
nin MSE degerleri, |, =1, oldugu durumda en blytk degerine ulasmaktadir. Bu

durumu asagidaki sekiller de agiklamaktadir.

.3.035 " 1n
! 035y | |

L'I.UE‘E!: | ! 1
G 0,13

afar | 0 1125

00154 0321
] : 00153

0014
1 0014

e L 005
Dt nd | i o
0 2 ] B B 10 a a 1 g E 10

larkalaz lambda®

Sekil 4.1. 1, =0.5,n=5m=3 igin | , artirildiginda sistem guvenilirligi icin MLE
ve UMVUE 'nin MSE '’ lerinin grafikleri

00123 3

|J.|:|12:
omq| 11
. 0/
1l AR ]
0 081
0 e ]
] fiesy
0 .U:HE UJ:I:L'I-
0] o 0]
i o =
0 2 4 B B 10 o 1 4 B B 0
larmbdaz lamkela2

Sekil 4.2. 1, =0.5,n=10,m=10 i¢in | , artirildiginda sistem guvenilirligi icin MLE
ve UMVUE 'nin MSE '’ lerinin grafikleri
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S s ] —
; - 0035
0 =5 ]
] 0ay
BEBY. 010257
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/ oma
L'l.l:l'l: | ] I
] omi |
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0 2 d B B 1] 0 2 d B B 1]
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Sekil 4.3. 1, =4n=5m=3i¢in | , artirildiginda sistem guvenilirligi icin MLE ve
UMVUE 'nin MSE ' lerinin grafikleri

010127 ——— ] ——
: i 001
om] ]
] o]
(ifvesy -
i 006
I:IJIE: ]
] o] |
] 7 I
DME | o]
ope] o] |
i 2 4 B B 10 i 2 4 B B 10
lambsda2 lambsda2

Sekil 4.4. 1, =4,n=10,m=10 i¢in | , artirildiginda sistem guvenilirligi icin MLE
ve UMVUE 'nin MSE’ lerinin grafikleri

Sekil 4.1., Sekil 4.2., Sekil 4.3. ve Sekil 4.4. "den goruldigu Uzere; |, sabit

tutulup n ve m hirlikte arttirildiginda MLE ve UMVUE 'nin MSE degerleri,
| , =1, oldugu durumda en buyuk degerine ulasmaktadir. Benzer sekilde | , sabit
tutulup n ve m birlikte arttirildiginda MLE ve UMVUE 'nin MSE degerleri ve
grafikler ayni olacaktir ve sonug¢ degismeyecektir. Ayrica, MLE 'nin MSE ’sinin
UMVUE "nin MSE ’sinden kiicik oldugu da sekillerin her birinden gorilmektedir.
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4.5. Simulasyon Calismasi

MLE 'nin asimptotik 6zelliklerine dayali asimptotik glven araliklari kapsama
(coverage) olasiliklari bakimindan tam given ardiklari ile karsilastirildi. Gliven
ardiklarinin performansini 6lgmek icin parametrelerinin degerleri (1,1 ,,¢) =
(1,2,1), (1,5,1), (5,5,1) olan Gompertz dagilimina sahip parametreleri farkli n ve m
boyutlu iki 6rneklemden 50000 Ornek Uretildi. Bu degerlere iliskin guvenilirlik igin
tam ve asimptotik given araliklarinin kapsama (covarage) olasiliklari cizelge 4.2 ve

4.3 'de verilmistir.

Cizelge 4.2. n sabit tutulup m arttirildiginda (I ,,1 ,,¢) = (22, (151), (5,57 igin
tam ve asimptotik guven araliklarinin kapsama olasiliklari

Durum 1: Durum 2: Durum 3:
(I,15,0=@22) | [(,1,,0=@5) | | (I,1,,)=(5)
n m Tam | Asmp. Tam | Asmp. Tam | Asmp.

10 5 | 0.95028 | 0.89274 0.94972 | 0.89098 | | 0.95036 | 0.89884

10 | 10 | 0.94942 | 0.91642 0.95060 [ 0.92038 | | 0.95134 | 0.91736

10 | 15 | 0.95064 | 0.92488 0.94882 | 0.92842 | 0.95030 | 0.92128

10 | 20 | 0.94740 | 0.92574 0.94984 | 0.93468 | | 0.95162 | 0.92472

10 | 25 | 094812 | 0.92772 0.95028 | 0.93570 | | 0.94948 | 0.92248

10 | 30 | 0.95092 | 0.93180 0.95196 | 0.93904 | | 0.95076 | 0.92546
10 | 35 | 0.95000 | 0.93112 0.94974 | 0.93790 | | 0.94878 | 0.92294
10 | 40 | 0.95030 | 0.93132 0.94962 | 0.93916 | | 0.94896 | 0.92426
10 | 45 | 0.94918 | 0.93160 0.94944 | 0.94050 | | 0.94912 | 0.92444
10 | 50 | 0.95082 | 0.93306 0.95150 | 0.94162 | | 0.94920 | 0.92512
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Cizelge4.3. m sabit tutulup n arttirildiginda (1 ,,1 ,,¢) =(1,2), (151), (5,52 icin
tam ve asimptotik glven araiklarinin kapsama olasiliklari

Durum 4: Durum 5: Durum 6:
(I,1,,09=@21) | | (,1,,0=@5D)| | (I,,1,,¢)=(55)
m n Tam | Asmp. Tam | Asmp. Tam | Asmp.

10 5 | 0.95014 | 0.90598 0.94932 | 0.91628 | | 0.95000 | 0.89920

10 | 10 | 0.95090 | 0.91964 0.95196 | 0.92010 | | 0.94916 | 0.91422

10 | 15 | 0.95084 | 0.91892 0.94974 | 0.91820 | | 0.94844 | 0.91862

10 | 20 | 0.94880 | 0.92086 0.95156 | 0.91812 | | 0.95046 | 0.92402

10 | 25 | 0.95144 | 0.92292 0.95168 | 0.91994 | | 0.95092 | 0.92472

10 | 30 | 0.94946 | 0.92092 0.94974 | 0.91400 | | 0.95070 | 0.92488
10 | 35 | 0.94926 | 0.91960 0.94886 | 0.91590 | | 0.94878 | 0.92520
10 | 40 | 0.95248 | 0.92338 0.94914 | 0.91508 | | 0.94964 | 0.92586
10 | 45 | 0.94990 | 0.92042 0.94926 | 0.91434 | | 0.95174 | 0.92594
10 | 50 | 0.95146 | 0.92112 0.94850 | 0.91374 | | 0.95106 | 0.92662

Cizelge 4.2. ve cizelge 4.3. 'den gorlldigu Uzere;, R icin tam glven
araliklarinin yakinsama olasiliklari istenilen 0.95 seviyesine daha yakindir. Ancak
R icin asmptotik guven ardliklarinin yakinsama olasiliklari istenilen 0.95
seviyesinden daha uzaktir. n,mvel, sabit tutulup |, arttirildiginda n,mvel ,
sabit tutulup |, arttirildiginda, m sabit tutulup n arttirildiginda ve n sabit tutulup
m artirildiginda tam ve asmptotik given araliklarinin kapsama olasiliklari fazla
degismemektedir. Ayrica asimptotik glven araiklarinin yakinsama olasiliklari
n3 50ve m3 50 igin 0.95 'e yaklasir. Kapsama olasliklarina iliskin sonuclar

asagidaki sekillerden de gorulebilir.
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0,95 A1 —_— —~
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Sekil 4.5. n =10 sabit tulup m artirildiginda R i¢in (I ,,l ,,¢) =(1,22) icintam ve

asimptotik glven araiklarinin grafigi

0,96
0,95 A _
0,94 1
0,93 A1
0,92

—tam

——asimptotik

0,91 A

0,9 -
0,89 -
0,88

0 10 20 30 40 50 60
(n=10) m

Sekil 4.6. n =10 sabit tulup m artirildiginda R igin(l ,,I ,,¢) =(1,51) igintamve

asmptotik glven araliklarinin grafigi
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Sekil 4.7. n =10 sabit tulup m artirildiginda R i¢in (I ,,l ,,¢) = (5,51 icintam ve

asimptotik glven araiklarinin grafigi

0,96
0’95 i /’—\/\/\/
0,94 A
0,93 1 —tam
——asimptotik

0,92 A1
0,91 A

0,9 T T T T T

0 10 20 30 40 50 60

(m=10) n

Sekil 4.8. m=10 sabit tulup n artirildiginda R i¢in (I ,,l ,,¢) =(1,2,)) icintamve

asmptotik guven araliklarinin grafigi
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Sekil 4.9. m=10 sabit tulup n artirildiginda R i¢in (I ,,l ,,¢) =(1,52) icintamve

asimptotik glven araiklarinin grafigi
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Sekil 4.10. m=10 sabit tulup n artirildiginda R i¢in (I ;,1 ,,c) =(5,5)) igintam ve

asmptotik guven araliklarinin grafigi

Y ukaridaki sekillerden de goruldigu Gzere n sabit tutulup m arttirildiginda
ve m sabit tutulup n arttirildiginda |, ve | , 'nin cesitli degerleri icin tam guven
ardiklarinin kapsama olasiliklari, 0.95 istenilen seviyede olmasina ragmen

asimptotik guven araliklarin kapsama olasiliklarinin 0.95 seviyesinden uzak oldugu

gordlmastar.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimlar ailesine
iliskin sistem guvenilirligi icin ML ve UMVU tahmin edicileri ve dagilimsal
ozellikleri elde edilmis olup cesitli parametre degerleri icin bulunan teorik sonuclar
sonucunda ML tahmin edicisinin MSE "sinin UMV U tahmin edicisinin MSE ' sinden
kicik oldugu gozlenmistir. Ayrica (I 1,c) ve (I 2,c) parametreli Gompertz
dagilimindan alinan iki orneklem icin 6rnek hacimleri arttirildiginda MLE ve
UMVUE ' nin MSE degerlerinin, | ; =1 , oldugu durumda en bllyuk degerine ulastigi
cizelge 41., sekil 4.1., sekil 4.2, sekil 4.3. ve sekil 44. den gorUlmustir. Bunun
disinda sistem guvenilirligi icin tam ve asmptotik gtiven araliklari elde edilmis olup
tam guven ardiklarinin yakinsama olasliklarinin istenilen 0.95 seviyesine daha
yakin oldugu cizelge 4.2., 4.3. ve 4.5. - 4.10. sekillerinden gérulmistir. Ancak
asmptotik guven araliklarinin yakinsama olasiliklarinin n2 50 ve m?2 50 icin 0.95
'eyaklastigi gbzlenmistir.

Bu caisma sonucunda Ustel aileye ait herhangi bir dagilim icin stres
dayaniklilik modellerinde sistem guvenilirliginin MLE ve UMVUE 'leri ile bu
tahmin edicilerin dagilimsal 6zellikleri, bu calismadaki yontem takip edilerek
bulunabilir. Sonraki galismalarda Gompertz dagilimi igin 6nsel dagilimin bilindigi
ve bilinmedigi durumlarda sistem guvenilirliginin Bayes tahmin edicileri konusu

incelenecektir.
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