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Stres-dayaniklilik modeli, Y  stresine maruz kalan ve X  dayanikliligina sahip 

bir bilesenin yasamini tanimlar. Buna göre, stres, dayanikliligi asarsa ),( XY >   

bilesenin yasamasi mümkün degildir. Stres ve dayanikliliktan olusan tek bilesenli böyle 

bir sistemin güvenilirligi )( XYPR <=  biçiminde ifade edilir. Bu tez çalismasinin 

birinci ve ikinci bölümünde konu ile ilgili genel bir giris ve temel kavramlar verilmistir. 
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Üçüncü bölüm, geçmis yillarda yapilan çalismalara ayrilmistir. Tezin ana kismini 

olusturan dördüncü bölümde ise, stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimi için 

sistem güvenilirliginin en çok olabilirlik tahmin edicisi ve düzgün en küçük varyansli 

yansiz tahmin edicisi elde edilmistir. Daha sonra bu tahmin edicilerin çesitli dagilimsal 

özellikleri incelenmis, ayrica sistem güvenilirligi için en çok olabilirlik tahmin edicisine 

dayali tam ve asimptotik güven araliklari olusturulmus ve kapsama olasiliklarina iliskin 

bir simülasyon çalismasi yapilmistir. Ayrica, bu tahmin edicilerin yanlari ve hata kareler 

ortalamalari karsilastirilmistir. 

 

Anahtar Kelimeler: Sistem güvenilirligi, en çok olabilirlik tahmin edicisi, düzgün en 

küçük varyansli yansiz tahmin edici, hata kareler ortalamasi, 

güven araliklari, kapsama olasiligi.  
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A stress-strength model defines life of component having strength X  and 

exposed to stress Y . According to this, if stress exceeds strength ( )XY >  then living of 

a component is impossible. Such a single component reliability made up of stress and 

strength is explained as ( )XYPR <= . In the first and second section of this thesis a 

general introduction to the topic and basic concepts related to it are given. The third 

section is separated to recent studies. In the main part of this thesis, that is the fourth 

section, maximum likelihood estimator and uniformly minimum variance unbiased 
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estimator of system reliability for Gompertz distributon in stress-strength models are 

obtained. Then various distributional properties of these estimators are investigated also 

exact and asymptotic confidence intervals based on maximum likelihood estimator for 

system reliability are constituted and a simulation study related to coverage probabilities 

is done. On the other hand bias and mean square errors of these estimators are 

compared. 

 

Key Words:  System reliability, maximum likelihood estimator, uniformly minimum 

variance unbiased estimator, mean square error, confidence intervals, 

coverage probabilities.  
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1. GIRIS 

 

 

 

Stres-dayaniklilik modeli, Y  stresine maruz kalan ve X  dayanikliligina sahip 

bir bilesenin yasamini tanimlar. Buna göre, stres, dayanikliligi asarsa  ),( XY >   

bilesenin yasamasi mümkün degildir. Stres ve dayanikliliktan olusan tek bilesenli 

böyle bir sistemin güvenilirligi )( XYPR <=  biçiminde ifade edilir. Stres-

dayaniklilik modellerinin mühendislik, tip, askeriye gibi birçok alanda uygulamalari 

mevcuttur. Örnegin; ,Y  patlayici bir maddenin ateslenmesi sonucunda denemenin 

yapildigi odada olusan basinci ve X  de bu odanin basinca dayanikliligini temsil 

etsin. Bu deneme sonucunda odanin, ortaya çikan basinca dayanmasi olasiligi yani 

sistemin güvenilirligi, )( XYPR <=  seklinde gösterilir. Problemin, insaat 

mühendisligi alanindaki uygulamasi olarak da asagidaki örnek stres-dayaniklilik 

modellerine uygun olabilir. Bir köprünün agirlik tasima kapasitesi belli bir dagilima 

sahiptir. Bu köprü  üzerinden geçen araçlarin toplam agirliginin da bir dagilimi 

vardir. Y  rasgele degiskeni, araçlarin olusturdugu maksimum agirlik, X  rasgele 

degiskeni de köprünün minimum dayanma gücü olmak üzere, köprünün 

dayanikliliginda bir sorun çikmamasi için  )( XYP <   güvenilirliginin oldukça 

yüksek olmasi (1' e yakin) istenir. Bu model ayni bakis açisi ile askeri ve tip 

alanlarinin uygulama sahalarinda da yer bulmustur. Bu tür uygulamalardan dolayi 

çesitli dagilimlar için  )( XYPR <=  güvenilirliginin hesaplanmasi ve tahmininin 

yapilmasi çok önemlidir. 

 

Bu alanda yapilan çalismalarin çogunda X  ve Y  rasgele degiskenlerinin 

dagilimlarinin ayni aileye ait ve bagimsiz olduklari kabul edilmis ve çesitli 

dagilimlar ailesi için, stres-dayaniklilik modellerinde sistem güvenilirliginin en çok 

olabilirlik, düzgün en küçük varyansli yansiz tahmin edicileri elde edilmis ve en çok 

olabilirlik tahmin edicilerine iliskin güven araliklari olusturulmustur. Stres-

dayaniklilik modellerinde sistem güvenilirliginin tahmini problemine, normal 

dagilimlar ailesi için Church ve Harris (1970), Downton (1973), Reisser ve Guttman 

(1986), üstel dagilimlar ailesi için Tong (1974, 1975), Beg (1980a), Weibul 
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dagilimlar ailesi için Johnson (1988), McCool (1991), Burr X dagilimlar ailesi için 

Ivshin ve Lumelskii (1995), Surles ve Padget (1998, 2001), Burr XII dagilimlar ailesi 

için Awad ve Gharraf (1986), Gamma dagilimlar ailesi için Ismail ve ark. (1986), 

Constantine (1986), Beta dagilimlar ailesi için Lenhof ve Pensky (2002), Pareto 

dagilimlar ailesi için Beg ve Singh (1980b) ’in önemli katkilari vardir.  

 

Bu çalismada, stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimina sahip 

dagilimlar ailesi için sistem güvenilirligi ve tahmini konusu incelenecektir.  

 

Ikinci bölümde, tez çalismasi için gerekli olan kavramlar üzerinde 

durulmustur. Üçüncü bölümde Üstel, Gamma, Burr III ve Burr XII dagilimlar ailesi 

için, sistem güvenilirligi ve tahmini ile ilgili geçmis yillarda yapilan çalismalar 

özetlenmistir. Tezin ana kismini olusturan dördüncü bölümde ise stres-dayaniklilik 

modellerinde Gompertz dagilimi için sistem güvenilirliginin en çok olabilirlik tahmin 

edicisi (MLE), düzgün en küçük varyansli yansiz tahmin edicisi (UMVUE) elde 

edilmistir ve bu tahmin edicilerin çesitli dagilimsal özellikleri incelenmistir. Ayrica 

sistem güvenilirligi için MLE ’ye dayali güven araliklari olusturulmustur. MLE ve 

UMVUE ’lerin yanlari, hata kareler ortalamalari (MSE) karsilastirilmis ve sistem 

güvenilirligi için tam ve asimptotik güven araliklarinin kapsama (coverage) 

olasiliklarinin hesaplanmasina iliskin bir simülasyon çalismasi yapilmistir.  

 

Bu tez çalismasinda Minitab 13.1, Excel 97, Maple 9.5, Paint Shop Pro 6 

paket programlari ile Delphi 5 ve Q-Basic programlama dilleri kullanilmistir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

 

Bu bölümde, yapilmis olan çalisma için gerekli olan tanimlar ve temel 

kavramlar verilmistir.    

 

 

2.1. Olasilik Kavrami 

 

Ω , örnek uzay, U , Ω  ’da bir σ -cebir olmak üzere ( ),UΩ  ikilisine 

örneklem uzayi denir.  

 

U  üzerinde tanimli bir P  fonksiyonu için  ( ) için A U P A 0∀ ∈ ≥ , ( )P 1Ω =  

ve j kA A , k j∩ = ∅ ≠  olmak üzere { }j jA , A U , j 1,2,∈ = …dizisi için 

 

 ( )j j
j 1 j 1

P A P A
∞ ∞

= =

 
= 

 
∑ ∑                                                                                  (2.1) 

 

kosulu saglaniyorsa P  ’ye U  üzerinde bir olasilik ölçüsü denir. 

 

Ω , örnek uzay, U , Ω  ’da bir σ -cebir ve P  de , U  üzerinde bir olasilik 

ölçüsü olmak üzere belli bir rasgelelik olgusunu modelleyen ( )PU ,,Ω  üçlüsüne 

olasilik uzayi denir. A U∀ ∈  için ( )P A 0>  olmak üzere,  

  

( ) ( )
( )

P A B
P B A , B U

P A
∩

= ∈                                                                     (2.2) 

 

biçiminde tanimlanan ( )P B A  olasiligina A  verildiginde, B  ’nin kosullu olasiligi 

denir.  
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1 2 nA , A , ,A U∈…  için 
n 1

j
j 1

P A 0
−

=

 
> 

 
∩  ise 

 

 ( ) ( ) ( )
n n 1

j 1 2 1 3 1 2 n j
j 1 j 1

P A P A P A A P A A A P A A
−

= =

  
= ∩        

…∩ ∩                      (2.3) 

  

biçiminde yazilabilir. { }j j 1
A

∞

=
 ayrik olaylarin bir dizisi yani j kA A , j k∩ = ∅ ≠  ve 

jj 1
A Ω

∞

=
=∑  olmak üzere j∀  için ( )jP A 0>  ise asagidaki biçimde yazilabilen 

esitlige toplam olasilik kurali (total probability rule) denir (Rohatgi 1976). 

 

( ) ( ) ( )j j
j 1

P B P A P B A , B U
∞

=

= ∈∑                                                            (2.4) 

 

 

2.2. Örneklem ve Istatistik 

 

Ω  ’dan R  ’ye tanimli Borel ölçülebilir bir fonksiyona rasgele degisken, Ω  

’dan pR  ( )p∈ N  ’ye tanimli Borel ölçülebilir bir fonksiyona rasgele vektör denir.   

Β  reel sayilardaki Borel cebirini göstermek üzere bir :Χ Ω → R  rasgele degiskeni 

? Β∀ ∈  için,  

 

( ) ( )( )
X

1
X

P :

: B P B P X B

Β
−

→

→ =

R
 

  

olarak tanimlanan XP  olasilik ölçüsüne X  rasgele degiskeninin olasilik dagilimi 

denir. Burada  

 

( ) ( ){ } ( ) UBXBwXwwBX ∈∈=∈Ω∈=− ,:1  

 

dir.  
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[ ]

( ) ( ]( ) ( )X

F : 0,1

: x F x P ,x P X x

→

→ = −∞ = ≤

R
 

 

biçiminde tanimlanan F  fonksiyonuna X  rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu 

denir. 

 

 ( )∫
∞−

=
x

dttfxF )(                                                (2.5) 

 

olacak sekilde bir [ )f : 0,→ ∞R  fonksiyonu varsa X  rasgele degiskenine mutlak 

sürekli veya kisaca sürekli rasgele degisken ve f  fonksiyonuna da X  ’in olasilik 

yogunluk fonksiyonu denir. X : Ω → R  rasgele degiskeni için X  ’in deger kümesi 

( ){ }xwXxDX == :  sayilabilir oldugunda X  ’e kesikli rasgele degisken denir. 

Kesikli bir X  rasgele degiskeni için olasilik fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu 

sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir.  

 

 ( ) ( ) XDxxXPxf ∈== ,                                                                       (2.6) 

 

( ) ( ) ( )
Xt x,t D

F x P X x f t , x
≤ ∈

= ≤ = ∈∑ R                                                     (2.7) 

 

 X , ( )kP X x , k 1,2,= = …  olasilik fonksiyonuna sahip kesikli bir rasgele 

degisken olmak üzere kk 1
X

∞

=
< ∞∑  ise X  ’in beklenen degeri mevcuttur denilir ve  

 

 ( ) ( )k k
k 1

E X x P X x
∞

=

= =∑                                                                              (2.8) 

 

biçiminde yazilir. Sayet  X , ( )f x  olasilik yogunluk foksiyonuna sahip sürekli bir 

rasgele degisken ise ( )x f x dx < ∞∫  kosulu saglanirsa X  ’in beklenen degeri  
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 ( ) ( )E X xf x dx
∞

−∞

= ∫                                                                                     (2.9) 

 

olur (Rohatgi 1976). 

 

 Bir tek özelligin ölçümüne karsilik gelen rasgele degisken X  olmak üzere 

her biri X  gibi dagilmis ve bagimsiz olan nXXX ,,, 21 …  rasgele degiskenlerinin 

topluluguna  n  birimlik örneklem denir ve X  rasgele degiskeninin aldigi degerlerin 

kümesi XD  olmak üzere n n
XDχ = ⊂ R  kümesine de örneklem uzayi denir.  

 

( )X,Y  kesikli bir rasgele vektör ve ( )P Y y 0= >  ise Y y=  verildiginde X  

’in kosullu olasilik fonksiyonu 

  

( ) ( )
( )

P X x,Y y
P X x Y y

P Y y
= =

= = =
=

                                                          (2.10) 

 

biçiminde tanimlanir. 

 

Eger ( )X,Y , ( )f x , y  yogunluk fonksiyonuna sahip sürekli bir rasgele vektör 

ve marjinal yogunluk fonksiyonlari sirasiyla 1f  ve 2f  olmak üzere 2f ( y ) 0>  ise Y  

verildiginde X  ’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu 

 

( ) ( )
( )X Y

Y

f x , y
f x y

f y
=                                                                                   (2.11) 

 

seklindedir. 

 

X  ve Y , bir ( )PU ,,Ω  olasilik uzayinda tanimli iki rasgele degisken ve h , 

borel ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere ( )( )E h X  sonlu ise Y  verildiginde X  

’in kosullu beklenen degeri 
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( ){ }
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 kesikli ise

 sürekli ise

x

X Y

h x P X x Y y , X ,Y

E h X y

h x f x y , X,Y
∞

−∞

 
= = 

  
=  

 
 
  

∑

∫

          (2.12) 

 

biçiminde tanimlanir (Rohatgi 1976). 

 

Örneklemin bilinmeyen parametre içermeyen Borel ölçülebilir bir 

fonksiyonuna istatistik denir. Istatistikler ayni zamanda birer rasgele degiskendir. Bir 

istatistik bir parametreyi veya parametrenin bir fonksiyonunu tahmin etmek amaciyla 

kullanildiginda tahmin edici (estimator) adini alir. Tahmin edicinin aldigi degere de 

tahmin (estimation) denir. Bir istatistigin dagilimi, bilinmeyen parametreye bagli 

degil ise bu istatistik yardimci istatistik (ancillary statistic) adini alir.  

 

     nXXX ,,, 21 …  olasilik (yogunluk) fonksiyonu ( ) ( ){ }rf .; f .; ;θ θ θ Θ∈ ℑ = ∈ ⊆ R  

olan dagilimdan bir örneklem, ( )1 2 r, , ,θ θ θ θ= …  ve ( )m21 T,,T,TT …=  −m boyutlu 

( )1≥m  bir istatistik olmak üzere, mT t= ∈ R  bilindiginde nXXX ,,, 21 …  ’in kosullu 

dagilimi θ  ‘dan bagimsiz ise T  istatistigine ℑ  ailesi için veya θ  parametresi için m- 

boyutlu yeterli istatistik denir (Roussas 1973). 

 

Teorem 2.1. (Neyman-Fisher Faktörizasyon Teoremi) nXXX ,,, 21 …  olasilik 

(yogunluk) fonksiyonu ( ) ℑ∈θ.;f  olan dagilimdan alinan bir örneklem ve T , 

−m boyutlu bir istatistik olmak üzere T  ’nin θ  için yeterli bir istatistik olmasi için 

gerek ve yeter kosul, nXXX ,,, 21 …  ’lerin ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonunun, 

 

 ( ) ( )( ) ( )nnn xxxhxxxTgxxxf ,,,;,,,;,,, 212121 ……… θθ =                          (2.13) 

  

biçiminde yazilabilmesidir (Rohatgi 1976).  
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X , −k boyutlu bir rasgele vektör ve X  ’in olasilik (yogunluk) fonksiyonu 

( ){ }rf .; ;θ θ Θℑ = ∈ ⊂ R  ailesinin elemani olsun. kg : →R R  Borel ölçülebilir 

herhangi bir fonksiyon ve her Θ∈θ  için ( )( ) ∞<XgEθ  olmak üzere her Θ∈θ  için  

 

( )( ) ( )( ) 100 ==⇒= XgPXgE θθ                                                             (2.14) 

 

oluyorsa ℑ  ailesine veya X  rasgele vektörüne tamdir denir (Roussas 1973). 

 

)X,...,X,X(X n21=  birbirinden bagimsiz ve ayni dagilima sahip rasgele 

degiskenlerden olusan bir rasgele vektör ve rθ Θ∈ ⊂ R  olmak üzere X  'in ortak 

olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanan kosulu sagliyorsa, r-

parametreli üstel aileye aittir denir.  

 

)()()(exp)();(
1

xhxTQCxf jj

r

j










= ∑

=

θθθ                              (2.15) 

 

Bu durumda ( )n n n

1 i 2 i r ii 1 i 1 i 1
T ( x ), T ( x ),..., T ( x )

= = =∑ ∑ ∑  istatistigi ( )rθθθ ,...,, 21   için 

yeterli ve tam istatistiktir (Roussas 1973). 

 

 

2.3. Tahmin 

 

 Dagilimi biçimsel olarak bilinen fakat parametreleri bilinmeyen bir kitlenin 

parametrelerinin tahmin edilmesi istatistik biliminin en önemli problemlerindendir. 

Kitle parametreleri, kitleden alinan bir örneklem yardimiyla olusturulan istatistiklerle 

tahmin edilir. Parametre hakkinda bütün bilgi örneklemin içindedir. Bu sekilde elde 

edilen tahminlere nokta tahmini denir. Ancak çogu zaman nokta tahmini tek basina 

yeterli olmayabilir. Kitle parametresini belli bir olasilikla içinde barindiran aralik 

seklindeki bir tahmine de ihtiyaç duyulur. Burada araligin alt ve üst sinirlari yine 

örneklemin birer fonksiyonudur (istatistigidir). 
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2.3.1. Nokta tahmini 

 

 Parametresi tahmin edilmek istenilen kitle ( ) Θθθ ∈,,xf  dagilimina sahip 

olsun. Burada θ  kitle parametresini, Θ , parametre uzayini temsil etmektedir. Bu 

kitleden alinan ve her biri ayni ( ) Θθθ ∈,,xf  dagilimina sahip nXXX ,,, 21 …  

örnekleminin olasilik (yogunluk) fonksiyonu, 

 

( ) ( )θθ ,x,,x,xf,xL n21 …=                                                                        (2.16) 

  

biçimindedir. ( )θ,xL , θ  ’nin bir fonksiyonu olarak düsünüldügünde olabilirlik 

fonksiyonu(likelihood function)  adini alir. 

  

nXXX ,,, 21 … , ( ) rf x, ,θ θ Θ∈ ⊂ R  dagilimindan alinmis örneklem olmak 

üzere ( ) ( )( )x|Lsupx|ˆL θθ Θθ∈=  olsun. ( )n21 X...,X,Xˆˆ θθ =  istatistigine θ  ’nin en 

çok olabilirlik  tahmin edicisi (maximum likelihood estimator, MLE) denir. 

 

Teorem 2.2. nXXX ,,, 21 … , ( ) rf x, ,θ θ Θ∈ ⊂ R  dagilimindan alinmis örneklem 

olmak üzere m:φ Θ Θ′→ ⊆ R  bire-bir fonksiyon olsun. O zaman θ̂ , θ  ’nin en çok 

olabilirlik tahmin edicisi ise, ( ) ( )θφθφ daˆ  ’nin en çok olabilirlik tahmin edicisidir.  

(Roussas 1973) 

 

nXXX ,,, 21 …  olasilik yogunluk fonksiyonu ( ) Θ∈θθ ,,xf  olan 

dagilimdan bir örneklem olmak üzere, θ  için yansiz tahmin edicilerin Τ  sinifinda 

bir Τ∈*τ  tahmin edicisi, 

 

( ) ( ) Τ∈∀Θ∈∀≤ τθττ θθ ,,* VarVar                                                      (2.17) 

 

özelligine sahipse *τ  tahmin edicisine düzgün en küçük varyansli yansiz tahmin edici 

(uniformly minimum variance unbiased estimator, UMVUE) denir (Rohatgi 1976). 
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Teorem 2.3. (Lehmann-Scheffe Teklik Teoremi) nXXX ,,, 21 …  olasilik yogunluk 

fonksiyonu ( ) Θ∈θθ ,,xf  olan dagilimdan bir örneklem ve ( )nXXXT ,,, 21 …  

yeterli ve tam bir istatistik olsun. ( )TUU =  sonlu varyansli ve Θ∈θ  için yansiz bir 

tahmin edici ise ( ) ( )TUET =Φ  tahmin edicisi yansiz tahmin ediciler arasinda en 

küçük varyanslidir ve tektir (Lehman ve Scheffe 1950).  

 

2.3.2. Aralik tahmini 

 

nXXX ,,, 21 … , ( )f x, ,θ θ Θ∈ ⊂ R  dagilimindan alinmis bir örneklem 

olsun. Rasgele aralik, en az bir sinir noktasi rasgele degisken olan sonlu veya sonsuz 

araliktir. nx∀ ∈ R  için nL : →R R  ve nU : →R R , ( ) ( )xUxL ≤  kosulunu saglayan 

Borel ölçülebilir iki fonksiyon olmak üzere, 

 

  ( ) ( )[ ]nn XXXUXXXL ,,,,,,, 2121 ……   

 

araligi asagidaki (2.18) esitsizligini saglarsa, θ  parametresi için α−1 ( )10 << α  

anlam seviyeli güven araligi adini alir. 

 

( ) ( )[ ] Θθαθθ ∈∀−≥≤≤ ,1X,,X,XUX,,X,XLP n21n21 ……             (2.18) 

 

Eger asagidaki (2.19) esitsizligi saglanirsa ( )nXXXL ,,, 21 … ’e, α−1  güven seviyeli 

alt güven limiti denir.  

 

( )[ ] Θθαθθ ∈∀−≥∞<≤ ,1X,,X,XLP n21 …             (2.19) 

 

Eger asagidaki (2.20) esitsizligi saglanirsa ( )nXXXU ,,, 21 … ’e, α−1  güven seviyeli 

üst güven limiti denir.  

 

( )1 2 nP U X , X , , X 1 ,θ θ α θ Θ− ∞ < ≤ ≥ − ∀ ∈  …             (2.20) 
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Güven araliginin, θ  parametresinin çok boyutlu olmasi durumunda genellestirilmesi, 

güven bölgesi olarak adlandirilir (Roussas 1973). 

 

 

2.4. Sistem Güvenilirligi 

 

Sistem, belirli girdileri olan ve bunlari isleyerek çikti veren elemanlar 

toplulugudur. Bazi durumlarda bir tek eleman bir sistem olarak, bazi durumlarda da 

birbirleriyle etkilesimli alt sistemlerin olusturdugu bir bütün bir tek sistem olarak 

düsünülmektedir. Milli egitim sistemi, birbirleri ile etkilesimli ve birbirinden farkli 

yapida olan birçok alt sistemin bir bütünü olarak ele alinabilir. Belli bir okul tek 

basina bir sistem oldugu gibi bu okulda belli bir sinif da tek basina bir sistemdir. Bu 

okulda bulunan bir kantin de bir sistemdir. Bir sistemi incelemedeki amaç, sistemin 

davranisini ögrenmek, sistemi denetlemek, sistemi yenilemek olabilir (Öztürk ve 

Özbek 2004). 

  

Belli bir islevi olan bir sistemin veya bir bilesenin ömrü sonludur. Ömür, 

örnegin elektronik parçalarda dayanma süresi, canlilarda yasam süresi olmak üzere, 

zaman olarak ölçüldügünde sürekli bir rasgele degisken olarak ele alinabilir. 

Dayanma (yasam) süresi, yani bozuluncaya kadar geçen zaman T  olmak üzere,.  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0t,dtthexptF1tTPtF
t

0

≥








−=−=>= ∫                               (2.21) 

 

biçiminde tanimlanan fonksiyona güvenilirlik fonksiyonu veya sistemin güvenilirligi  

ve ( ) ( )
( )

dt
tFd

tF
1

th =  fonksiyonuna ise bozulma orani veya hazard orani denir 

(Srinath 2002).  
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2.5. Özel Fonksiyonlar 

 

2.5.1. Gamma fonksiyonu 

 

Gamma fonksiyonu x∀ ∈R  için asagidaki gibi tanimlanir. 

 

( )
( )

( )
x 1

x 1

n
0n

n ! n
x lim t exp t dt, x 0

x
Γ

∞−
−

→∞
= = − >∫                            (2.22) 

 

Burada  

 

( ) ( ) ( ) ( )n 0
x x x 1 x n 1 ,n 0, x 1 ,x += + + − > = ∈… R                                 (2.23) 

 

dir. x +∀ ∈ R  için  

 

( ) ( )x 1 x xΓ Γ+ =                                                                                      (2.24) 

 

ve 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 / 2 2x 1 / 22x 2 2 x x 1 / 2Γ π Γ Γ
− −= +              (2.25)          

 

biçimindedir. Stirling formülü ise, 

 

( ) ( ) ( )1 / 2x 1 / 2x ~exp x x 2 , xΓ π−− → ∞                                   (2.26) 

                       

olarak yazilir (Andrews ve ark. 1999). Tam olmayan Gamma fonksiyonu ise 

asagidaki gibidir (Gradshteyn ve Ryzhik 2000). 

 

( ) ( )
( )

n nx
1 t

n 00

1 x
,x t e dt , 0

n ! n

α
αγ α α

α

+∞
− −

=

−
= = >

+∑∫                                        (2.27) 
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2.5.2. Genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu 

 

Genellestirimis hipergeometrik fonksiyon  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
.

1
),,(

1

1

1

1

0
,

ii

q

i

ii

p

i

k

k
qp

dkdk

nknr
rF

−

=

−

=

=

∞

Γ+Γ∏+Γ

Γ+Γ∏
∑=dn                                             (2.28) 

 

biçiminde tanimlanir. Burada  ],...,,[ 21 pnnn=n , ],...,,[ 21 qddd=d  dir. Özel olarak 

1,2 == qp  için hipergeometrik fonksiyon 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ηη

βαβα

βηβ
η

ηβα
α

βηβ

1

11

0

1

0

11

1,2

1

)1(
)1(

)(
)(

);;,(

−

−−

=

∞

−−−

Γ+Γ+Γ
ΓΓ+Γ+Γ

∑=

−
−

−ΓΓ
Γ

= ∫

kk
kkz

dt
tz
tt

zF

k

k

                             (2.29) 

 

seklindedir (Gradshteyn ve Ryzhik 2000). 

 

2.5.3. Beta fonksiyonu 

 

Beta fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir. 

 

( ) ∫ >>
+

=−= −−
1

0

11 0,0,
)(
)()(

dt)t1(t,B βα
βαΓ
βΓαΓ

βα βα                         (2.30) 

 
Tam olmayan Beta fonksiyonu ise asagidaki gibidir (Gradshteyn ve Ryzhik 2000). 
 

( ) ( ) ( )

( )

21

x
1 n 1n 1

x
0

p

2,1

I p,q B p,q t 1 t dt

x
F p,1 q ; p 1;x , p 0, q 0

p

− −−= −  

= − + > >

∫
                                  (2.31) 
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2.6. Bazi Dagilimlar 

 

Bu bölümde, tezde ele alinan dagilimlarin olasilik yogunluk, dagilim ve 

yasam (güvenilirlik) fonksiyonlari ile hazard orani, beklenen deger ve varyanslari 

verilmistir. 

 

2.6.1. Tek Parametreli Üstel Dagilim  

 

 X  rasgele degiskeni, λ  parametreli üstel dagilima sahip ise, sirasiyla, 

olasilik yogunluk, dagilim ve yasam fonksiyonu, 

 

 ( ) ( ) 0,0x,xexpxf >>−= λλλ                                     (2.32) 

 

 ( ) ( )xexp1xF λ−−=                                               (2.33)  

 

 ( ) ( )xexpxF λ−=                                                                                        (2.34) 

 

seklindedir. Üstel dagilimin bozulma orani fonksiyonu, ( ) 1xh −= λ  olup bozulma 

orani sabit olan tek dagilimdir. Beklenen deger ve varyansi, sirasiyla, 

 

λ/1EX =                                                                                                  (2.35) 

 

( ) 2/1XVar λ=                                                                                           (2.36) 

 

biçimindedir. λ  parametreli üstel dagilim için ( )λÜstel  gösterimi kullanilacaktir. 

 

2.6.2. Burr XII dagilimi 

 

Biyolojik, klinik ve diger deneysel verilere iyi uyum göstermesi bakimindan 

ilk olarak Burr (1942) tarafindan önerilen ve ( )βλ,BurrXII  ile gösterilecek olan iki-

parametreli Burr XII dagilimi son 20 yildir özel bir ilgi görmüstür. Zimmer ve ark. 
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(1998), Burr XII dagiliminin, güvenilirlik analizinde kullanilmasi hakkinda genis 

bilgi vermis ve bozulma zamani verilerini modellemede çok kullanisli olduguna 

dikkat çekmislerdir. Burr XII dagilimi ayni zamanda kalite kontrol, güvenilirlik 

çalismalari, sigortacilik alanlarina da uygulanabilir. Bu konularda uygulama içeren 

yayinlanmis makaleler: Is yeri iflasi (Lomax 1954), klinik denemeler (Wingo 1983), 

aktüerya bilimi (Klugman 1986) ve elektrik bilesenleri (Zimmer ve ark. 1998) olarak 

siralanabilir.  

 

( )βλ,BurrXII  dagilimina sahip bir X  rasgele degiskeninin, sirasiyla, olasilik 

yogunluk, dagilim ve yasam fonksiyonu, 

 

( ) ( ) ( )
0,0,0,1

11 >>>+=
+−− λββλ

λββ xxxxf               (2.37) 

 

( ) ( ) λβ −
+−= xxF 11                                (2.38) 

 

( ) ( ) λβ −
+= xxF 1                                                                                        (2.39) 

 

seklindedir. Hazard (bozulma) orani  

 

( ) ( ) 11 1
−− += ββλβ xxxh                                                                               (2.40) 

dir. 

Burr XII dagiliminin beklenen deger ve varyansi, sirasiyla,  

 

( ) ( ) 1,1,B 11 >+−= −− βλββλλXE                                                          (2.41) 

 

( ) ( ) ( ){ } 2,1,B-21,2B 11211 >+−+−= −−−− βλββλββλλλXVar           (2.42) 

 

biçimindedir. Burada ( )B a,b , (2.30) esitliginde tanimlanan beta fonksiyonudur 

(Tadimakalla 1980).  
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2.6.3. Burr III dagilimi 

 

 X , ( )kc,  parametreli Burr III dagilimina sahip rasgele degisken ise olasilik 

yogunluk fonksiyonu, dagilim fonksiyonu ve yasam fonksiyonu, 

 

 ( )
( )

,1,0,0,
1

1

1

>>>
+

=
+

−

ckcx
x

ckx
xf

kc

ck

                                                   (2.43) 

 

( )
k

c

c

x1
x

xF 







+

=                                                                                        (2.44) 

 

( )
k

c

c

x1
x

1xF 







+

−=                                                                                  (2.45) 

 

seklindedir. ( )kc,  parametreli Burr III dagilimi için ( )kcBurrIII ,  gösterimi 

kullanilacaktir. Burr III dagiliminin beklenen deger ve varyansi, sirasiyla, 

 

( ) ( ) 1,,1B 11 >+−= −− ckckckXE                                                             (2.46) 

 

( ) ( ) ( ){ } 2,1,,1B-2,21B 11211 >>+−+−= −−−− cckckcckckXVar         (2.47) 

 

biçimindedir. 

 

2.6.4. Gamma dagilimi 

 

 X  rasgele degiskeni, ( )βλ,  parametreli Gamma dagilimina sahip ise olasilik 

yogunluk fonksiyonu asagidaki biçimdedir.  

 

 ( ) ( ){ } ( ) 0,0,0,exp11 >>>−Γ= −− βλβλβ λλ xxxxf            (2.48) 
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Beklenen deger ve varyansi, sirasiyla, 

 

( ) βλ /=XE                                                                                    (2.49) 

 

( ) 2/ βλ=XVar                                                                                          (2.50) 

 

seklindedir. ( )βλ,  parametreli Gamma dagilimi için ( )βλ,Gamma  gösterimi 

kullanilacaktir.  

 

2.6.5. Ki-kare dagilimi 

 

 X  rasgele degiskeni, r  serbestlik dereceli Ki-kare dagilimina sahip ise 

olasilik yogunluk fonksiyonu,  

 

( ) ( ){ } ( ) 0,0,2/exp22/ 212 >>−Γ=
−

rxxxrxf rr                        (2.51) 

 

seklindedir. Ki-kare dagiliminin beklenen deger ve varyansi, sirasiyla, 

 

( ) rXE =                                                                                                    (2.52) 

 

( ) rXVar 2=                                                                                               (2.53) 

 

biçimindedir. Ki-kare dagilimi için ( )
2
rχ  gösterimi kullanilacaktir.  

 

2.6.6. F  dagilimi 

 

 X  rasgele degiskeni, ( )21 , rr  serbestlik dereceli F dagilima sahip ise olasilik 

yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.  
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
1 2

1

r 21
r r 21 2 1 2 r 2 1 1

1 2 1 2
1 2

r r 2 r r
f x x 1 r r x ,x 0 , r 0, r 0

r r
2 2

Γ

Γ Γ

−
− +

− −
 +   = + > > >    

   
   

                                  

                                                                                                                               (2.54) 

Beklenen deger ve varyansi, sirasiyla, 

 

( ) ( ) 2,2 2
1

22 >−= − rrrXE                                                                       (2.55) 

 

( ) ( )[ ]( ) ( ) 1
2

2
2

1
12

2
2 42212 −−− −−−+= rrrrrXVar                                       (2.56) 

 

biçimindedir. ( )21 , rr  serbestlik dereceli F  dagilimi için 
21 ,rrF  gösterimi 

kullanilacaktir. 

 

 2.6.7. Beta  dagilimi 

 

 X  rasgele degiskeni, ( )βλ,  parametreli Beta dagilimina sahip ise olasilik 

yogunluk fonksiyonu,  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,1x0,x1xxf 1111 >><<−+= −−−− βλβΓλΓβλΓ βλ    (2.57) 

 

biçimindedir. Beta dagiliminda 1=λ  ve 1=β  alinirsa ( )1,0Düzgün  dagilimi elde 

edilir. Beta dagiliminin beklenen deger ve varyansi, sirasiyla, 

 

( ) ( ) 1−+= βλλXE                                                                                     (2.58) 

 

( ) ( ) ( ) 12 1 −− +++= βλβλλβXVar                  (2.59) 

 

seklindedir. ( )βλ,  parametreli Beta dagilimi için ( )βλ,Beta  gösterimi 

kullanilacaktir. 

 
 



 

19 

2.7. O, o Gösterimleri 

 

f : , g :→ →R R R R  olmak üzere { }x l , l ,→ ∈ ∪ −∞ ∞R  için 
( )
( ) M
xg
xf

<  

olacak sekilde en az bir M +∈R  varsa bu durum ( ) ( )( ) lxxgOxf →= ,  biçiminde 

gösterilir. Eger 
( )
( )

0lim =
→ xg

xf
lx

 oluyorsa bu durum ( ) ( )( ) lxxgoxf →= ,  biçiminde 

gösterilir (Serfling 1980).  

 

 

2.8. Taylor Serileri 

 

2.8.1. Tek degiskenli fonksiyonlar için Taylor serisi 

 

[ ]f : a,b → R  fonksiyonunun [ ]ba,  araliginda n . mertebeden türevi )(nf  

olmak üzere [ ]ba,  ’nin keyfi 0x  ve 0xx >  noktalari için  

 

 ( )∑
=

+−=
n

k
n

kk xRkxxxfxf
0

00
)( )(!/)()(                                                    (2.60) 

 

açilimina f  fonksiyonunun 0x  noktasindaki Taylor serisi denir. Burada  

 

 
( )

( )( )( ) ( ) 10,1
!1

1
)( 1

000
)1( <<−−−+

+
= ++ θθθ nnn

n xxxxxf
n

xR           (2.61) 

veya 

 ( ) ( )( ) 00 , xxxxoxR n
n →−=                                  (2.62) 

 

seklindedir (Shahbazov 2005). 
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2.8.2. Iki degiskenli fonksiyonlar için Taylor serisi 

 

),( yxfz =  kapali bir bölgede .n  mertebeden sürekli ve açik bölgede ( ).1n +  

mertebeden türevli ise bölgenin bir ),( ba  noktasi komsulugunda iki degiskenli 

fonksiyonlar için Taylor formülü 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x y

2 2
xx xy yy

n

n

x a ,y b

1
f ( x , y ) f a,b f a,b x a f a,b y b

1!

1
f a,b x a 2 f a,b x a y b f a,b y b

2!

f x,y f x ,y1
x a y b R x , y

n! x y
= =

 = + − + − 

 + − + − − + − 

∂ ∂ 
+ − + − + ∂ ∂ 

M

                                                                                                                               (2.63) 

seklindedir. Burada nR , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )byb,axaf
y

y,xf
by

x
y,xf

ax
!1n

1
y,xR

1n

by,ax
n −+−+








∂

∂
−+

∂
∂

−
+

=
+

==

θθ

                                           (2.64) 

 

biçiminde tanimlanir ve Lagrange kalani olarak adlandirilir (Berksoy ve Özkan 

2001). 

 

2.9. Newton-Raphson Yöntemi 

 

( ) 0=xf  denkleminin bir kökünün bulunmasi için kullanilan iteratif 

yöntemlerden biridir. ( )xf  sürekli ve türevlenebilen fonksiyonunun bilinen yaklasik 

bir kökü nx  olsun. ( )hxf n +  fonksiyonu nx  civarinda ikinci mertebeye kadar Taylor 

serisine açilirsa; 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )hxxfh
h

xfhxfhxf nnnnnn +∈′′+′+=+ ,,
2

2

ξξ                        (2.65) 

 

yazilabilir. 1+=+ nn xhx  degerinin gerçek köke çok yakin oldugu yani ( )hxf n + ’ in 

hemen hemen sifir oldugu düsünülürse, 

 

( ) ( ) ( ) ( )hxxf
h

xfhxf nnnnn +∈′′+′+= ,,
2

0
2

ξξ                                   (2.66) 

 

yazilir. Sayet h  yeterince küçük ise 2h ’yi içeren terim ve sonraki terimler ihmal 

edilebilir. Böylece 

 

( ) ( ) 0=′+ nn xfhxf                                                                                       (2.67) 

 

veya  

 

( )
( )n

n

xf
xf

h
′

−=                          (2.68) 

 

olarak elde edilir. Eger nn xxh −= +1  oldugu göz önüne alinirsa asagidaki iterasyon 

denklemine ulasilir. 

 

( )
( )n

n
nn xf

xf
xx

′
−=+1                                                                                        (2.69)         

 

Newton – Raphson yöntemi geometrik olarak incelenecek olursa ( ) 0=xf  

denkleminin baslangiç yaklasik kökü 0x  olmak üzere fonksiyonun ( )( )00 , xfx  

noktasindaki tegetinin denklemi 

 
( ) ( )( )000 xxxfxfy −′=−                                                                            (2.70) 

 
olarak yazilabilir. Bu tegetin x  eksenini kestigi nokta ilk kök yaklasimi olur ve  
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( )
( )0

0
01 xf

xf
xx

′
−=                                                                                           (2.71) 

 

elde edilir. Bu sekilde ardisik yaklasimlar kullanilarak, gerçek köke ulasilir (Oturanç 

ve ark). 

 

 

2.10. Fisher Informasyonu 

 

( ){ }ℜ⊂Θ∈=ℑ θθ :.;f  olasilik yogunluk fonksiyonlarinin bir ailesi olmak 

üzere düzgünlük sartlari adi verilen asagidaki kosullar saglaniyorsa ℑ  ailesine 

düzgün (regüler) aile denir. 

 
a) f  ’nin ( ){ }Θθθ ∈>ℜ∈= ,0;xf:xD f  destek kümesi θ  ’ya bagli degil, 

 

b) Θ  parametre uzayi ℜ  ’de bir açik aralik, 

 

c) Her Θ∈θ  için f  fonksiyonu destek kümesinin hemen hemen her noktasinda  

   θ  ’ya göre türevlenebilir, 

 

d) ( ) ( )
2

;ln 





∂
∂

=Ι θ
θ

θ XfE   degeri, sifirdan büyük ve sonlu, 

 

e)  ( ) ( )∫∫ ∂
∂

=
∂
∂

ff DD

dxxfdxxf θ
θ

θ
θ

;;   (kesikli dagilimlarda ∑ kullanilir). 

  
1≥n  için  nXXX ,,, 21 …  ’ler regüler bir ( ){ }f .; :θ θ Θℑ = ∈ ⊂ R  ailesinin 

elemani olan ( )θ.;Xf  olasilik (yogunluk) fonksiyonuna sahip dagilimdan bir 

örneklem olmak üzere, 

 

 ( ) ( ) ( )θ
θ

θ
θ

θ ;ln;ln;,,,
11

21 iX

n

i

n

i
iXnf XfXfXXXS ∑∏

== ∂
∂

=







∂
∂

=…          (2.72) 
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rasgele degiskenine skor fonksiyonu,  

 

 

( ) ( )( ) ( )

( )







∂
∂

−=







∂
∂

==Ι

θ
θ

θ
θ

θθ

;ln

;ln;,,,

2

2

2

21

i

infn

XfnE

XfnEXXXSVar …

               (2.73) 

 

degerine örneklemdeki Fisher informasyonu denir. Parametrenin vektör, yani 
r? Θ∈ ⊂ R  olmasi durumunda skor fonksiyonu, 

 

( ) ( )

( )

( )

( )




































∂
∂









∂
∂









∂
∂

=







∂
∂

=

∏

∏

∏

∏

=

=

=

=

n

i
iX

r

n

i
iX

n

i
iX

n

i
iXnf

Xf

Xf

Xf

XfXXXS

1

12

11

1
21

;ln

;ln

;ln

;ln;,,,

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ

M
…                   

                                                                                                                               (2.74) 

biçimindedir. ( ) XiX fXf =θ;  olmak üzere, 

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n f 1 2 n

2 2 2

X X X2
1 1 2 1 r

2 2 2

X X X2
2 1 2 2 r

2 2 2

X X X2
r 1 r 2 r

Cov S X ,X , ,X ;

ln f ln f ln f

ln f ln f ln f
nE

ln f ln f ln f

Ι θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

=

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

= − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 
 
 ∂ ∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

…

…

…

M M … M

…  

                                                                                                                               (2.75) 

matrisine Fisher informasyon matrisi denir. Mevcut olmasi halinde ( )θnΙ  Fisher 

informasyon matrisi pozitif tanimli matristir (Öztürk ve ark. 2006). 
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3. STRES-DAYANIKLILIK MODELLERINDE BAZI DAGILIMLAR        

      IÇIN SISTEM GÜVENILIRLIGI VE TAHMINI 

 

 

 

Bu bölümde, bazi dagilimlar için, stres-dayaniklilik modellerinde sistem 

güvenilirligi ve tahmini konusu, daha önceki yillarda yapilan çalismalardan 

derlenmistir.  

 

Tek parametreli üstel dagilim için sistem güvenilirligini, ML ve UMVU 

tahmin edicilerini Tong (1974), ayni dagilima iliskin bu tahmin edicilerin yan ve 

MSE ’sini Chao (1982) ve sistem güvenilirligi için tam güven araliklarini da Enis ve 

Geisser (1971) ’de çalismislardir. Gamma dagilimina iliskin, sistem güvenilirligi için 

ML ve UMVU tahmin edicileri, tam güven araliklari Constantine ve ark. (1986) 

tarfindan bulunmustur. Burr III dagilimina iliskin, sistem güvenilirligi için ML ve 

UMVU tahmin edicileri ve tam güven araliklari Mokhlis (2005) tarafindan 

bulunmustur. Burr XII dagilimina iliskin, sistem güvenilirligi için ML ve UMVU 

tahmin edicileri ve tam güven araliklari Awad ve Gharraf  (1986) tarafindan 

bulunmustur. 

 

 

3.1. Tek Paramatreli Üstel Dagilim Için Sistem Güvenilirligi 

 

 X  ve Y  sirasiyla ( )αÜstel  ve ( )βÜstel  dagilimina sahip bagimsiz rasgele 

degiskenler olmak üzere  (2.32) ve (2.33) esitlikleri kullanilarak sistem güvenilirligi 

 

 ( )
βα

β
α αβ

+
=−==<= ∫∫

∞
−−

∞

00

1)()()( dteedttftFXYPR tt
XY                      (3.1) 

 

biçiminde bulunur.  
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3.1.1. Sistem güvenilirligi için en çok olabilirlik tahmin edicisi (MLE) 

 

),...,,(
121 nXXXX =  ve ),...,,(

221 nYYYY =  sirasiyla ( )αÜstel  ve ( )βÜstel  

dagilimindan alinan bagimsiz rasgele vektörler, 
1n

i
i 11

1
X X

n =

= ∑  ve 
2n

j
j 12

1
Y Y

n =

= ∑  olmak 

üzere X  ve Y  'nin olabilirlik fonksiyonu ve logaritmasi,  

  

( )1 2n n
1 2L exp n x n yα β α β= − −                                                                   (3.2) 

 

1 2 1 2lnL n ln( ) n ln( ) n x n yα β α β= + − −                                                    (3.3) 

 

biçimindedir. α  ve β  ’nin MLE ’leri,  (3.3) esitligindeki Lln  ’yi en büyük yapan α  

ve β  degerleridir. Buna göre Lln  ’nin sirasiyla α  ve β  parametrelerine göre 

türevlerinin alinip 0 ’a esitlenmesi sonucunda, 

 

 1
1

n
n x 0

α
− =                                                                                                  (3.4) 

 

2
2

n
n y 0

β
− =                                                                                                 (3.5) 

 

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin çözülmesi sonucunda α  ve β  için MLE 

’ler, X/1ˆ =α  ve Y/1ˆ =β  elde edilir. MLE ’nin invaryantlik özelligi kullanilarak  

R  ’nin MLE ’si, 

 

 
YX

X
RMLE +

=
+

=
βα

β
ˆˆ

ˆ
ˆ                                                                                (3.6) 

 

olarak bulunur (Tong 1974). 
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Sistem güvenilirliginin MLE ’sinin MSE ve yaninin bulunmasi problemini 

Chao (1982), asagidaki yöntemi kullanarak çözmüstür.  

 

nnn == 21  için MLE ’nin yan ve MSE ’sinin yaklasik olarak elde edilmesi 

için ilk olarak 1=β  ve α  ’nin bilinmedigi durum ele alinmistir. )1/()( xxxf +=  

olmak üzere RRMLE −ˆ  ’nin α/1  etrafinda Taylor serisine açilimi,  

 

,
1

1
1

)/1()(ˆ
α

α
+

−
+

=−=−
X

X
fXfRRMLE  

 

                           ( )( ) ( )
α

α
α +

−+
−

= ∑
=

= 1
1

r
!i

/1X
xf 8

8

1i

i

/1x
)i(                                  (3.7) 

 

seklindedir. Burada ( )xf  ’in .i  dereceden türevi ve arta kalan terim, sirasiyla, 

 

( ) ( ) )1(1)( 1!1)( +−+ +−= iii xixf                                                                         (3.8) 

 

 ( ) ( ) …+
−

= = !9
/1

)(
9

/1
)9(

8
α

α
X

xfr x                                                               (3.9) 

 

biçimindedir. α/1−X  ’nin momentleri ise Maple 9.5 programindan, 

 

( )

( )

( )

( ) ( )
,

n
2n3

n
6

n
3

/1XE

,n
2

/1XE

,n
1

/1XE

,0/1XE

34
3

4
2

4

4

2
3

3

1
2

2

ααα
α

α
α

α
α

α

+
=+=−

=−

=−

=−

−−

−

−
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

5 3 4
5 5 5 4

2
6 3 4 5

6 6 6 6 5

2
7 4 5 6

7 7 7 7 6

8 4 5 6 7
8 8 8 8

3

4 5n 620 24
E X 1 / n n ,

n

5 3n 26n 2415 130 120
E X 1 / n n n

n

6 120 154n 35n210 924 720
E X 1 / n n n

n

105 2380 7308 5040
E X 1 / n n n n

7 720 1044n 15n 3

α
α α α

α
α α α α

α
α α α α

α
α α α α

− −

− − −

− − −

− − − −

+
− = + =

+ +
− = + + =

+ +
− = + + =

− = + + +

+ + +
=

( )

( )
( )

( ) ( )

2

7 6

3 210
5

8 10 9 8

40n

n

8 5040 8028n 315n 3304n362880
E r O n

n1

α

α
αα

−
+ + +

= =
+

 

             (3.10) 

seklinde elde edilir. (3.7) esitliginin her iki tarafinin beklenen degeri alinip (3.10)’ 

daki momentler kullanilirsa,  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )5

4
9

8765

3
7

654

2
5

43
1

3

2

/11
/1/122/158/124

/11
/1/18/16

/11
/1/12

/11
/1ˆ

−

−

−

−−

+

+
−+−

+

+
−+−

+

+
−

+
+

−
=−=

nO

n

n

nnRREYan MLE

α
αααα

α
ααα

α
αα

α
α

       (3.11) 

elde edilir. (3.7) esitliginin her iki tarafinin karesinin beklenen degerinin alinmasi 

sonucunda ( ) α/1
)()( )( == x

ii xff  olmak üzere R  için yaklasik MSE, asagidaki sekilde  

bulunur. 
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( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ){ }

( ) ( ){ }

( ){ }

( ) ( ){ } ( )58
)5()3()6()2()7()1(2)4(

7
)4()3()5()2()6()3(
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)4()2()5()1(2)3(

5
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                   (3.12) 

(3.10) ’daki momentlerin (3.12) ’de yerine yazilmasi sonucunda,  

 

( ) ( )
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( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )5

4
10

8765
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8
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        (3.13) 

elde edilir. 
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  α  ve β  ’nin bilinmedigi durumda ise )/(),( yxxyxg +=  olmak üzere 

RRMLE −ˆ  ’nin α/1  ve β/1  etrafinda Taylor serisine açilimi,  

 

        

( ) ( )

( ) ( )
αβ

ββα

αβ
β

βα

βα
+
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



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∂∂

∂
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jiii
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z
)!ji(!i
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/1,/1fY,XgRR̂

,

     

                                                                                                                               (3.14)                           

seklindedir. Burada 

 

 
( ) ( )

( )!j9!9
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j999
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                        (3.15) 

 

arta kalan terimdir. Maple 9.5 programi yardimiyla gerekli türevler alinip (3.10) ’da 

bulunan momentlerin de kullanilmasi sonucunda MLER̂  ’nin yani, 
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    (3.16) 

 

olarak elde edilir.  
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MLER̂  ’nin MSE ’si ise, 

 

( )
( )

( )( )
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( )43
8

2342

2
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MLE

nOn
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                                                                                                                   (3.17) 

 

seklinde bulunur. Burada αβτ /=  ’dir (Chao 1982). 

 

3.1.2. Sistem güvenilirligi için düzgün en küçük varyansli yansiz tahmin edici 

         (UMVUE) 

 

Bilindigi gibi ( ) ( ),XYIY,XV 11 <=  R  'nin en basit yansiz tahmin edicisidir.  

R  'nin UMVUE ’si ise Lehman-Scheffe teklik teoremine göre 

 

( )( ) ( ) ( )UMVUE 1 1 1 1 1 1 1 1R̂ E I Y X T I y x f x , y t dxdy= < = <∫∫                     (3.18) 

 

seklindedir. Burada  ( )1 1f x , y t ; tT =  verildiginde ( )11 Y,X  'in kosullu olasilik 

yogunluk fonksiyonudur.  Burada ,T   yeterli ve tam bir istatistiktir  (Kotz ve ark. 

2003).  

 

( )k1k1 Y,...,Y;X,...,X   'nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun UMVUE ’si 

elde edilerek de R  'nin UMVUE ’si bulunabilir. ( )n,mmink < , T  yeterli ve tam bir 

istatistik ve ,0 Θ∈θ  θ  'nin keyfi bir degeri olmak üzere 0θθ =   iken  

,, jjjj yYxX == ,k,...,1j =  verildiginde T  'nin kosullu yogunluk fonksiyonu 

( )
0 1 1 k k 1 1 k kg T X x ,...,X x ,Y y ,...,Y yθ = = = =  ve ( )Y,XT  'nin olasilik yogunluk 

fonksiyonu  ( )0g T θ  ise ( )k1k1 y,...,y,x,...,xf   ve kR  ’nin UMVUE ’leri, sirasiyla 
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( ) ( )

( )
( )

0

k

1 k 1 k j j 0
j 1

1 1 k k 1 1 k k

0

f̂ x ,...,x ; y ,...,y f x , y

g T X x ,...,X x ,Y y ,...,Y y

g T
θ

θ

θ

=

=

= = = =
×

∏
           (3.19) 

 

( ) ( )
k

k
UMVUE 1 k 1 k j j j j

j 1

ˆR̂ f x ,...,x ; y ,...,y I y x dx dy
=

= <∏∫ ∫…                        (3.20) 

 

biçimindedir. Özel olarak, 1=k  alinirsa R  ’nin UMVUE ’si  

 

( ) ( )UMVUE 1 1 1 1 1 1
ˆR̂ I y x f x , y t dx dy= <∫∫                                                    (3.21) 

 

olur (Lumelski ve Spoznikov 1969). 

 

)X,...,X,X(X
1n21=  ve )Y,...,Y,Y(Y

2n21=  sirasiyla ( )αÜstel  ve ( )βÜstel  

dagilimindan alinan bagimsiz örneklemler olmak üzere X  ve Y  'nin ortak olasilik 

yogunluk fonksiyonu asagidaki biçimde yazilabilir. 

 

( )ynxnyxf nn
21exp),( 21 βαβα −−=                                                        (3.22) 

 

Bu aile üstel aile oldugundan 1n
X jj 1

T X
=

= ∑  ve 2n
Y jj 1

T Y
=

= ∑  sirasiyla α  ve β  için 

yeterli ve tam istatistiktir.  XT  ve YT  rasgele degiskenlerinin sirasiyla ( )1Gamma n ,α  

ve ( )2Gamma n ,β  dagilimina sahip olduklari gösterilebilir. Buna göre XT  ve YT  ’nin 

olasilik yogunluk fonksiyonlari sirasiyla asagidaki gibi yazilabilir. 

 

 ( )
( )

( ) 0T,TexpT
n
1

Tg xx
1n

1
x

1

x
>−= −

Γ
                                                  (3.23) 

 

( )
( )

( ) 0T,TexpT
n

1
Tg yy

1n

1
y

1

y
>−= −

Γ
                                                  (3.24) 
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X  ve Y  bagimsiz oldugundan  

 

( ) ( ) ( )k1k1k1k1 y,...,yf̂x,...,xf̂y,...,y;x,...,xf̂ =                                         (3.25) 

 

olur. Yukarida tanimlanan XT  istatistigi, 1k n
X j jj 1 j k 1

T X X
= = +

= +∑ ∑  seklinde 

yazilabilir. Buna göre, 
k

X jj 1
T X

=
−∑  istatistigi ( )α,knGamma 1 −  dagilimina sahip 

olur ve benzer sekilde 
k

Y jj 1
T Y

=
−∑  istatistigi de ( )β,knGamma 2 −  dagilimlidir. 

Buna göre ( )k1X x,...,xf  ve ( )kY yyf ,...,1  ’nin UMVUE ’leri sirasiyla,  

 

( )
( )

( ) 







≤

−









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= ∑
∑

=
−−

−−

= xnxI
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x,,xf̂ 1

k
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j1n1n

1

1kn
k

1j
j11

k1X 11

1

1

Γ

Γ

…                        (3.26) 

 

( )
( )

( ) 







≤

−









−
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−−
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=
ynyI
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yynn

y,,yf̂ 2

k

1j
j1n1n

22

1kn
k

1j
j22

k1Y 22

2

Γ

Γ

…                       (3.27) 

 

olur. 1=k  alinmasi sonucunda (3.26) ve (3.27) esitliklerinin (3.19) ’da yerine 

yazilmasi sonucunda sistem güvenilirligi olan R  için UMVUE, 

 

( )( )
∫∫

−−

−− 







−




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−

−−
=

W

nn

nnUMVUE dydx
n
y

y
n
x

x
yxnn

nn
R

2

2

2

1
11

21

21
21

21

11ˆ                         (3.28) 

 

seklinde elde edilir. Burada  

 

 ( ){ }xyxnxynyyxW <<<<<= ,0,0:, 12                                           (3.29) 

 

seklindedir. Bu bölge üzerinden (3.28) denkleminin çözümü, 
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12

1

0 2

1

21

21

12

2

0 1

2

21

21

,11

,1

ˆ

1

1

           (3.30) 

 

seklinde elde edilir (Tong 1974). 

 

3.1.3. Sistem güvenilirligi için güven araliklari 

 

 ( )
1n21 X,...,X,XX =  ve ( )

2n21 Y,...,Y,YY =  sirasiyla ( )αÜstel  ve ( )βÜstel  

dagilimindan alinan bagimsiz rasgele vektörler olmak üzere ( )βαβ += /R  için 

MLE, (3.6) denkleminde elde edilmisti. Xn1  ve Yn2  ’nin dagilimlari sirasiyla 

),( 1 αnGamma  ve ),( 2 βnGamma  olduklarindan Xn1αξ =  ve Yn2βη =  ‘nin 

dagilimlari da sirasiyla )1,( 1nGamma  ve )1,( 2nGamma  olur. Buna göre R  için tam 

güven araliginin elde edilebilmesi için  

 

 
ηξ

ξ
βα

α
+

=
+

=
YnXn

Xn
U

21

1                                                                        (3.31) 

 

seklinde tanimlanan U  rasgele degiskeninin dagiliminin bulunmasi gerekir.  

( )ηξξ += /U , η=T  dönüsümüne karsilik gelen ters dönüsümler 

( ) T ,U1/UT =−= ηξ  olur. Bu dönüsüme iliskin Jakobiyen matrisi ve 

determinanti, sirasiyla, 

 

( ) 












−=

















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
10

0
1 2U

T

TU

TUJ ηη

ξξ

                                                              (3.32) 

 

 
( )2U1

T
)Jdet(

−
=                    (3.33) 
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biçimindedir. Ayrica, X  ve Y  bagimsiz olduklarindan ξ  ve η  da bagimsizdir. Buna 

göre U  ve T  ’nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, 

 

 

( )( ) ( )

( ) ( )( ) 1
21

11
)1/(

,

1

121

1

1/)det(),(

+

−−+
−−

−ΓΓ
=

−=

n

nnn
ut

TU

unn
ut

e

tfuutfJtuf ηξ

                                               (3.34) 

                     

seklinde elde edilir ve U  rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu 

  

( )[ ] ( ) 10,1,

),()(

111
21

0
,

21 <<−=

=

−−−

∞

∫

uuunnB

dttufuf

nn

TUU

                                 (3.35) 

 

olur. Yani, U  rasgele degiskeni, 1n  ve 2n  parametreli Beta dagilimina sahiptir. 

Burada ( )1 2B n ,n , (2.30) esitliginde tanimlanan beta fonksiyonudur. ba <<0   için, 

 

( ) ( )[ ] ( )∫ −−− −=
x

nn
x dzzznnBnnI

0

111
2121

21 1,,                                                 (3.36) 

 

biçiminde tanimlanan ( )x 1 2I n , n , tam olmayan beta fonksiyonu olmak üzere 

 

 ( ) ( ) ( )2121 ,, nnInnIbUaP ab −=<<                                                         (3.37) 

 

dir. (3.1) ve (3.6) esitliklerindeki R  ve MLER̂ , (3.31) ’de düzenlenirse 

 

( )
( )

1

1

2

1ˆ
ˆ1

1
−













−
−

+=
RRn
RRn

U                                                                                (3.38) 

elde edilir. 
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U  rasgele degiskeni R  ’ye bagli ve dagilimi α  ve β  parametrelerinden bagimsiz 

oldugundan pivot olma özelligine sahiptir. Sonuç olarak (3.37) ’deki a  ve b , verilen 

bir γ  için  

 

 ( ) ( ) γ−=− 1,, 2121 nnInnI ab                                                                      (3.39) 

 

ise (3.37) esitligi 

 

( )
( )

γ−=












<













−
−

+<
−

1
1ˆ

ˆ1
1

1

1

2 b
RRn
RRn

aP                                                        (3.40) 

 

biçiminde yazilabilir. (3.40) ’daki esitlik düzenlenirse,   

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) γ−=











−+−
−

<<
−+−

−
1ˆ1ˆ1

ˆ1
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ˆ1

21

1

21

1

MLEMLE

MLE

MLEMLE

MLE

RanRna
Rna

R
RbnRnb

Rnb
P  

                   (3.41) 

 

olur (Enis ve Geisser 1971). (3.41) ’deki tam güven araligi 1n  ve 2n  ’nin küçük veya 

büyük her deger için geçerlidir. Burada  ( )ab −  ‘yi en küçük yapan  

a  ve b  degerleri (3.39) esitliginden belirlenir.  

 

 

3.2. Gamma Dagilimi Için Sistem Güvenilirligi 

 

X  bir bilesenin dayanikliligi ve Y  bilesene etki eden stres olmak üzere X  

ve Y  rasgele degiskenleri sirasiyla ( )11 ,λr  ve ( )22 ,λr  parametreli Gamma 

dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olsun. Bu durumda sistem 

güvenilirligi, 
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( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ][ ]

( )ρ

λλλλλ

λλλλλ

λλλλ

λλλλ

<=

+<+=

+>+=

+>+=

>=>=<=

−

UP

/1XY/YP

/1Y/XYP

/1Y/X1P

/Y/XP1Y/XPXYPR

1
21122

21212

2121

2121

                   (3.42) 

  

biçiminde yazilabilir. Burada ( ) ( )122 / λλλ XYYU +=  ve [ ] 1
21 /1 −+= λλρ  

seklindedir. 1λX  ve 2λY  rasgele degiskenlerinin dagilimlarinin sirasiyla 

)1,( 1rGamma  ve )1,( 2rGamma  oldugu ve bu durumda  U  rasgele degiskeninin 

dagiliminin da ),( 12 rrBeta  dagilimina sahip oldugu kolayca gösterilebilir. Bu 

durumda U  rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu  

  

( )[ ] ( ) 10,1,)( 111
12

12 <<−= −−− uuurrBuf rr
U                                  (3.43) 

 

seklindedir. Burada ( )2 1B r ,r , (2.30) esitliginde tanimlanan beta fonksiyonudur. 

Buna göre (3.42) esitligi,  

 

( ) ( ) ( ) 12
1 r 1r 1

2 1
0

R P U B r ,r u 1 u du
ρ

ρ
− −−= < = −  ∫                                       (3.44) 

 

olarak yazilabilir. (3.44) integralinde  

 

( ) ( ) i
r

i

ir u
i

r
u ∑

−

=

−








 −
−=−

1

0

11
1

1
1

11                                                                     (3.45) 

 

biçimindeki binom açilimi kullanilirsa, güvenilirlik, 
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                                                  (3.46) 

 

seklinde bulunur (Constantine ve ark. 1986). Alternatif olarak R  asagidaki sekilde 

de bulunabilir.  

 

( ) ( )η
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λ

λ
λ

<=




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
<=<= UP

X
Y

PXYPR
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2

1

2                                               (3.47) 

 

Burada ( )XYU 12 / λλ=  ve 12 / λλη =  ’dir. Y22λ  ve X12λ  rasgele degiskenlerinin 

dagilimlarinin sirasiyla 22r  ve 12r  serbestlik dereceli ki-kare dagilima sahip 

olacagindan U
r
r

2

1  rasgele degiskeni ( )12 2,2 rr  serbestlik dereceli F dagilimina sahip 

olur. Bu nedenle (3.47) esitligi   
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
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F 2,2; rr

r
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F η                        (3.48) 

 

biçiminde yazilabilir. Burada ( )12F 2,2;. rrF , ( )12 2,2 rr  serbestlik dereceli F ’in 

dagilim fonksiyonudur (Constantine ve ark. 1986). 

 

3.2.1. Sistem güvenilirligi için en çok olabilirlik tahmin edicisi (MLE) 

 

( )m21 X,...,X,XX =  ve ( )n21 Y,...,Y,YY =  sirasiyla ( )11 ,λrGamma  ve 

( )22 ,λrGamma  dagilimindan alinan bagimsiz rasgele örneklemler ( 1r  ve 2r  

biliniyor) olmak üzere  X  ve  Y  ’nin olabilirlik fonksiyonu ve logaritmasi,  
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biçimindedir. Lln  ’nin sirasiyla 1λ  ve 2λ  parametrelerine göre türevlerinin alinip 

0 ’a esitlenmesi sonucunda 1λ  ve 2λ  için MLE ’ler,  Xr /ˆ
11 =λ  ve Yr /ˆ

22 =λ  elde 

edilir. Burada 
m

ii 1

1
X X

m =
= ∑  ve 

n

ii 1

1
Y Y

n =
= ∑  biçimindedir. Buna göre MLE ’nin 

invaryantlik özelliginden R  ’nin MLE ’si, 
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biçiminde elde edilir. Burada, 
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seklindedir. (3.48) ’de bulunan R  için MLE ise 
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dir. Büyük örneklem durumunda ( )∞→∞→ m,n , MLER̂  ’nin yani ve MSE ’si 

sirasiyla,  
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biçiminde bulunur (Constantine ve ark. 1986).  

 

3.2.2. Sistem güvenilirligi için düzgün en küçük varyansli yansiz tahmin edici 

         (UMVUE) 

 

( )m21 X,...,X,XX =  ve ( )n21 Y,...,Y,YY =  sirasiyla ),( 11 λrGamma  ve 

),( 22 λrGamma   dagilimindan alinan bagimsiz rasgele örneklemler olmak üzere 1r  

ve 2r  bilinsin. Gamma dagilimi üstel aileye ait oldugundan 
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sirasiyla 1λ  ve 2λ  için yeterli ve tam istatistiktir. ( )11 XYI <  indikatör rasgele 

degiskeni, R  için yansizdir. Lehman Scheffe teoremi geregince  
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olur. 
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oldugundan (3.56) esitligi, 

 







 >=



















<=

∑

∑

=

=

WV
U

P
Y
X

XX

YY
PR

T

T
m

i
i

n

j
j

UMVUE
1

/

/
ˆ

1
1

1
1

                                          (3.57) 

 

biçiminde yazilabilir. Burada TT Y/XW = , 
m

1 ii 1
U X / X

=
= ∑  ve 

n
1 jj 1

V Y / Y
=

= ∑   

seklindedir. U  ve V  bagimsiz rasgele degiskenlerinin sirasiyla ( )( )11 1, rmrBeta −  ve 

( )( )22 1, rnrBeta −  dagilimina sahip oldugu kolayca gösterilebilir. (3.57) denkleminin 

çözülebilmesi için gerekli olan VUZ /=  rasgele degiskeninin olasilik yogunluk 

fonksiyonu,  
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olarak bulunur (Constantine ve ark. 1986). Burada,  
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biçimindedir. Sonuç olarak (3.57) denkleminin çözümü 1
w
1

>  olmasi durumunda,  
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olur. 1
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dir. (3.60) ve (3.61) ’den R  için UMVUE 
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seklinde elde edilir (Constantine ve ark. 1986). 
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3.1.2. Sistem güvenilirligi için güven araliklari 

 

 ( )m21 X,...,X,XX =  ve ( )n21 Y,...,Y,YY =  sirasiyla ( )11 ,λrGamma  ve 

( )22 ,λrGamma  dagilimindan alinan bagimsiz rasgele örneklemler olmak üzere R  

için güven araligi olusturmak için (3.53) ’deki MLER̂  dikkate alinmistir. 12
ˆ/ˆˆ λλη =  ve 

12 / λλη =  olmak üzere, 
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seklinde yazilabilir. ∑
=

m

i
iX

1

 ve ∑
=

n

i
iY

1

 rasgele degiskenlerinin dagilimlari sirasiyla 

( )11 ,λmrGamma  ve ( )22 ,λnrGamma  dagilimlarina sahip oldugundan ηη /ˆ  pivotunun 

dagiliminin 12mr  ve 22nr  serbestlik dereceli F  dagilimina sahip oldugu kolayca 

gösterilebilir. MLER̂  ’nin dagilimi ise, 
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seklinde bulunur. O halde α−1  güven katsayisi olmak üzere,  
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biçiminde yazilabilir. Burada 21 ααα +=  ’dir. O halde R  için güven araligi,  
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seklinde elde edilir (Constantine ve ark. 1986). 

 

 

3.3. Diger Dagilimlar Için Sistem Güvenilirligi ve Tahmini 

 

 Bu bölümde X  stres ve Y  dayaniklilik olmak üzere stres-dayaniklilik 

modellerinde diger dagilimlar için önceki bölümlerdeki yöntemler kullanilarak 

)( XYPR <=  güvenilirligi ve tahmini konusunda yapilan çalismalar yer alacaktir. 

 

 

3.3.1. Burr III dagilimi için sistem güvenilirligi ve tahmini 

 

 X  ve Y , sirasiyla ( )1,kc  ve ( )2,kc  parametreli Burr III dagilimina sahip 

bagimsiz rasgele degiskenler olsun. Burr III dagilimina sahip bir rasgele degiskenin 

olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlari (2.43) ve (2.44) ’de verilmisti.  Bu 

denklemler kullanilarak sistemin güvenilirligi, 
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seklinde bulunur. 
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niX i ,,1; …=  ve niYi ,,1; …=  sirasiyla sirasiyla ( )1,kc  ve ( )2,kc  

parametreli Burr III dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olmak üzere 

sistem güvenilirligi için MLE; 
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biçimindedir. Burada  
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dir. Sistem güvenilirligi için UMVUE ise (3.18) ’den asagidaki gibi elde edilir. 
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Burada 1k̂  ve 2k̂  (3.69) ve (3.70) ’de tanimlanmistir. ( )n c
X 1 ii 1

T 2k ln 1 X −
=

= +∑  ve 

( )n c
Y 2 ii 1

T 2k ln 1 Y −
=

= +∑  ’nin, n2  serbestlik dereceli iki bagimsiz Ki-kare rasgele 

degiskeni oldugu kolayca gösterilebilir. Ayrica, sistem güvenilirligi için, (3.67), 

(3.68), (3.69) ve (3.70) esitliklerinin de kullanilmasi sonucunda, Y2X11 Tk/TkF =  

pivotu yardimiyla olusturulan güven araligi, 
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                    (3.72) 

biçiminde bulunur (Mokhlis 2005). 

 

3.3.2. Burr XII dagilimi için sistem güvenilirligi ve tahmini 

 

 Burr XII dagilimi için olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlari (2.37) ve 

(2.38) ’de verilmisti. X  ve Y , sirasiyla ( )bp,  ve ( )ba,  parametreli Burr XII 

dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olmak üzere (2.37) ve (2.38) 

denklemlerinin kullanilmasi sonucunda sistem güvenilirligi, 
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seklinde elde edilir. 

 

nXX ,,1 …  ve mYY ,,1 …  sirasiyla ( )bp,  ve ( )ba,  parametreli Burr XII 

dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olmak üzere sistem güvenilirligi için 

MLE, 
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biçiminde bulunur. Burada  
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biçimindedir. Sistem güvenilirligi için UMVUE ise ( ) n,,1j;X1lnW b
jj …=+=  ve 

( ) m,,1j;Y1lnV b
jj …=+=  olmak üzere,  
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biçiminde bulunur (Awad ve Gharraf 1986). 

 

∑ =
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1i iWp2W  ve ∑ =
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n

1i iVa2V  rasgele degiskenleri sirasiyla n2  ve m2  

serbestlik dereceli bagimsiz Ki-kare dagilimina sahip rasgele degiskenlerdir. Ayrica 

(3.73), (3.74), (3.75) ve (3.76) esitliklerinin de kullanilmasi sonucunda sistem 

güvenilirligi için 
n/pW
m/aV

F1 =  pivotu yardimiyla olusturulan α−1  güven katsayili 

güven araligi asagidaki gibi bulunur  (Awad and Gharraf 1986). 
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4. STRES-DAYANIKLILIK MODELLERINDE GOMPERTZ DAGILIMI 

      IÇIN SISTEM GÜVENILIRLIGI VE TAHMINI 

  

 

 

Bu bölümde stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimi için tek 

bilesenli bir sistemin güvenilirliginin )(R  teorik olarak bulunmasi, R  için en çok 

olabilirlik (ML) ve düzgün en küçük varyansli yansiz tahmin edicilerinin (UMVUE) 

elde edilmesi ve ayrica en çok olabilirlik tahmin edicisine (MLE) dayali tam ve 

asimptotik güven araliklarinin olusturulmasi problemleri incelenecektir.  

 

 

4.1. Gompertz Dagilimi Için Sistem Güvenilirligi 

 

Gompertz dagilimi ilk defa Banjamin Gompertz (1825) tarafindan ortaya 

atilmistir. Bu çalismasinda, Gompertz, yaslara göre ölüm oraninin geometrik bir 

sekilde arttigini, esit yas araliklarinda uygulayarak bulmustur. Gompertz dagilimi, 

farkli kitlelerden ölüm oranlarinin karsilastirilmasinda, büyüme modellerinde ve 

nüfus biliminde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Gompertz dagilimi ile ilgili daha 

fazla bilgi Read (1983)' te bulunabilir.  

    

 X  rasgele degiskeni, Gompertz dagilimina sahip ise, sirasiyla, olasilik 

yogunluk, dagilim ve yasam fonksiyonu, 

  

 ( ) ( ) ( )[ ]{ } 0,0,0,1expexpexp 1 >>>−−= − λλλ cxcxccxxf             (4.1) 

 

 ( ) ( )[ ]{ }1expexp1 1 −−−= − cxcxF λ                 (4.2) 

 

( ) ( )[ ]{ }1expexp 1 −−= − cxcxF λ                                                                    (4.3) 
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seklindedir. Hazard (bozulma) orani ( ) ( )cxxh expλ=  olup artandir. Gompertz 

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu tek tepelidir (unimodal) ve pozitif 

çarpikliga sahiptir. Iki-parametreli Gompertz dagilimi için ( )λ,cGompertz  gösterimi 

kullanilacaktir. 

 

X  bir bilesenin dayanikliligi ve Y  bilesene etki eden stres olmak üzere X  

ve Y  rasgele degiskenleri sirasiyla ( )11 ,λc  ve ( )22 ,λc  parametreli Gompertz 

dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler olsun. Bu durumda sistem 

güvenilirligi 
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biçimindedir. (4.1) ve (4.2) denklemlerinin (4.4) ’de yerine yazilmasiyla, 
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olur. Burada xceu 1=  dönüsümü  kullanildiginda (4.5) esitligi ; 
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seklini alir. (4.6) ’da, tuc =)/( 11λ  dönüsümü  yapilirsa                                           
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olur.  
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(4.7) esitliginin sag tarafinda 
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biçiminde Taylor açilimi kullanilarak  
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esitligi elde edilir. (4.9) esitliginde, (2.22) ’de tanimlanan Gamma fonksiyonu ve  
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biçimindeki Taylor açiliminin kullanilmasi sonucunda sistem güvenilirligi, 
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seklinde elde edilir (Saraçoglu ve Kaya 2005). ccc == 21  olmasi durumunda ise 

sistem güvenilirligi asagidaki gibi bulunur.  
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4.2. Gompertz Dagilimi Için Sistem Güvenilirliginin Nokta Tahmini 

 

4.2.1. En çok olabilirlik tahmin edicisi (MLE) 

 

X  ve Y , sirasiyla ),( 1λc  ve ),( 2λc  parametreli bagimsiz Gompertz 

dagilimina sahip rasgele degiskenler olsun. Gompertz dagilimi için olasilik yogunluk 

ve dagilim fonksiyonlari (4.1) ve (4.2) ’de verilmistir. c  ’nin bilindigi durumda 

(4.12) ’deki R  'nin en çok olabilirlik tahmin edicisi (MLE), invaryantlik 

özelliginden, 
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seklinde yazilabilir. Burada 1̂λ  ve 2λ̂  sirasiyla 1λ  ve 2λ  'nin en çok olabilirlik 

tahmin edicileridir. R  'nin MLE ’sini hesaplamak için öncelikle 1λ  ve 2λ  'nin MLE 

’lerinin bulunmasi gerekir.          

 

           ( )n21 X,...,X,XX =  ve )Y,...,Y,Y(Y m21=  sirasiyla ),(Gompertz 1λc  ve  

),(Gompertz 2λc  dagilimindan alinan bagimsiz rasgele örneklemler olmak üzere X  

ve Y  'nin olabilirlik fonksiyonu,  
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seklindedir. Bu olabilirlik fonksiyonun logaritmasi alindiginda 
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elde edilir.  Lln   'nin  1λ  ve 2λ   'ye göre türevleri alinip 0  'a esitlenirse 1λ  ve 2λ  

’nin MLE ’leri asagidaki gibi bulunur.  
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Sayet  c   parametresi biliniyorsa  1λ   ve  2λ   'nin MLE ’leri, (4.16) ve (4.17) ’den 

kolayca elde edilebilir. Parametrelerin hiçbiri bilinmiyorsa, ( ) ( )( )c,cˆ,cˆL 21 λλ  

olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan  ĉ , 1̂λ  ve 2λ̂  'nin bulunmasi gerekir. 

(4.16) ve (4.17) ’de 1̂λ  ve 2λ̂  elde edilmisti. ĉ  'yi ise asagidaki sekilde bulabiliriz. 
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(4.18) esitliginde 1λ  ve 2λ  yerine (4.16) ve (4.17) ’deki 1̂λ  ve 2λ̂  tahminleri 

yazilirsa, 
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seklinde lineer olmayan bir denklem elde edilir. (4.19) denkleminin solundaki 

denklem c  ’nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon g  ile gösterilirse,  
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olur. 0)( =cg  seklindeki lineer olmayan denklem, Newton-Raphson metodu 

kullanilarak basit iterasyonlar sonucunda çözülebilir. Çözüm için gerekli iterasyon 

denklemi, 
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seklindedir. Burada  ,)( jc  c  'nin j  'ninci iterasyonudur. Bu islem  ε<−+ )()1( jj cc   

esitsizligi saglanincaya kadar iterasyonlara devam edilir. Burada ε , 510−  gibi keyfi 

küçük bir sabittir. Bu sekilde c  ’nin en çok olabilirlik tahmin edicisi elde edilir. 

Bulunan deger (4.16) ve (4.17) esitliklerinde yazilarak 1̂λ  ve 2λ̂  bulunur. Bulunan 

1̂λ  ve 2λ̂ , (4.11) ’de yazilmasi ve ccc 21 ==  alinmasi ile stres-dayaniklilik 

modellerinde sistem güvenilirligi için MLE elde edilmis olur. Bu tahmin edicinin 

dagilimini bulmak için asagidaki dönüsümlerin tanimlanmasi gerekir. 
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( ) ceT icX
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 rasgele degiskenlerinin sirasiyla, ( )1Üstel λ  ve 

( )1,nGamma λ  dagilimlarina sahip olduklari kolayca gösterilebilir. Benzer sekilde   

V  rasgele degiskeninin de ),( 2λm  parametreli Gamma dagilimina sahip oldugu 

açiktir. Bu durumda W  ve V  rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlari 

sirasiyla, 
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olur. Ayrica R ’nin en çok olabilirlik tahmin edicisi, (4.16) ve (4.17) kullanilarak 

(4.13) ’de yerine yazilmasi ve (4.22) ile (4.23) esitliklerinin kullanilmasi sonucunda  
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elde edilir. VmZ /=  dönüsümü tanimlanarak MLER̂  ve Z  rasgele degiskenlerinin 

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki yöntem takip edilerek bulunur. Ters 

dönüsümler,  Jakobiyen matrisi ve determinanti sirasiyla, 
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biçimindedir. W  ve V  bagimsiz Gamma rasgele degiskenleri olduklarindan, MLER̂  

ve Z  ’nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu  
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seklinde yazilabilir. Buradan MLER̂  ’nin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu, 
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biçiminde elde edilir. Ν∈s  olmak üzere MLER̂  ’nin s  ’ninci merkezi momenti  

(2.29) ’daki hipergeometrik fonksiyon da kullanilarak,  
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         (4.33) 

biçiminde elde edilir. Burada 1=s  ve 2=s  yazilmasi ile 1. ve 2. merkezi 

momentler bulunur. Buradan, MLER̂  ’nin varyansi asagidaki gibi elde edilir. 
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4.2.2 Düzgün en küçük varyansli yansiz tahmin edici (UMVUE) 
 

( )n21 X,...,X,XX =  ve )Y,...,Y,Y(Y m21=  sirasiyla ),(Gompertz 1λc  ve  

),(Gompertz 2λc   dagilimindan alinan bagimsiz rasgele vektörler olsun. c  biliniyor. 

 

Sistem güvenilirligi( R ) ’nin  UMVUE ’sini bulmak için ilk olarak  

),...,;,...,( 11 kk yyxxf  ’nin UMVUE ’si olan ),...,;,...,(ˆ
11 kk yyxxf  ’yi elde etmek 

gerekir. c  ’nin bilindigi durumda Gompertz ailesi üstel ailedir. Bu nedenle (4.22) ve 

(4.23) ’de tanimlanan W  ve V , yeterli ve tam istatistiklerdir. W  ve V  ’nin sirasiyla 

),( 1λn  ve ),( 2λm  parametreli Gamma dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler 

oldugu bir önceki alt bölümde belirtilmisti. X   ve  Y  ’nin bagimsizligi ve (4.24) , 

(4.25) ve (3.19) esitliklerinin kullanilmasi ile ),...,;,...,( 11 kk yyxxf  ’nin UMVUE ’si, 
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seklinde yazilabilir. Burada,  
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biçimindedir. (4.36) ’da, (4.24), (4.25), (4.37) ve (4.38) denklemlerinin yazilmasi ile 
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elde edilir. Özel olarak  1=k   alinarak R  'nin UMVUE ’si (3.21) ’den 
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bölgesi üzerinde asagidaki gibi bulunur. 
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vw <  için (4.40) esitligi 
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olur. (4.41) esitliginde 
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açiliminin kullanilmasi sonucunda, 
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biçiminde elde edilir. wv <  olmasi durumunda ise benzer sekilde, 
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olarak bulunur. O halde R  için UMVUE, (4.43) ve (4.44) ’den 
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biçiminde elde edilir. Burada 
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dir. UMVUER̂  ’nin ikinci merkezi momenti, 
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olmak üzere 
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dir. (4.48) denkleminin çözülebilmesi için VWT /=  rasgele degiskeninin 

dagiliminin bulunmasi gerekir. VZ =  dönüsümünü tanimlayarak T  ve Z  rasgele 



 

60 

degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi bulunur. Ters 

dönüsümler, Jacobien matrisi ve determinanti sirasiyla, 
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zJ =)det(                                                                                                   (4.52) 

 

biçimindedir. Ayrica, W  ve V  bagimsiz olduklarindan, T  ve Z  ’nin ortak olasilik 

yogunluk fonksiyonu 
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olarak bulunur. Buradan, VWT /=  rasgele degiskeninin olasilik yogunluk 

fonksiyonu, 
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dir. (4.54) esitliginin sag tarafinda ( ) ktz =+ 21 λλ  dönüsümünün uygulanmasi ile 
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elde edilir. Benzer sekilde WVS /=  rasgele degiskeninin dagilimi 
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biçiminde bulunur. O halde (4.48) denkleminin içindeki ifadeler, sirasiyla, 
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seklindedir. (4.57), (4.58) ve (4.59) esitlikleri (4.48) ’de yerine yazilir ve (4.48) ’in 

de (4.49) ’da yerine yazilmasi sonucunda  
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elde edilir. 

 

 

4.3. Gompertz Dagilimi Için Sistem Güvenilirliginin Aralik Tahmini 

 

4.3.1. Tam güven araliklari 

 

nXX ,,1 …  ve mYY ,,1 … , sirasiyla ),( 1 cλ  ve ),( 2 cλ  parametreli Gompertz 

dagilimina sahip iki bagimsiz örneklem olsun. i
n cx
i 1

W (e 1 ) / c
=

= −∑  ve 

i
m cy
i 1

V ( e 1 ) / c
=

= −∑  rasgele degiskenlerinin sirasiyla ),( 1λn  ve ),( 2λm  parametreli 

Gamma dagilimina sahip bagimsiz rasgele degiskenler oldugu önceki bölümlerde 

belirtilmisti. W12λ  ve V22λ  rasgele degiskenlerinin dagilimlarinin da sirasiyla 2
)2( nχ  

ve 2
)2( mχ  oldugundan R  için en çok olabilirlik tahmin edicisi (4.13), (4.22) ve (4.23) 

esitliklerinden, 
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seklinde yazilabilir. Burada (4.12) ve (4.26) esitliklerinin kullanilmasi sonucunda 1F , 
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biçiminde yazilabilir ve m2  ve n2  serbestlik dereceli F  dagilimina sahiptir. 1F  

pivotu kullanilarak  
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olacak biçimde R  için ( ) %1001 α−   güven araligi asagidaki gibi elde edilir.   

 














−+−+ −
−

−

− 1ˆ,
1ˆ 1

)2/1(

)2,2)(2/1(

1
)2/(

)2,2)(2/(

MLE

nm

MLE

nm

RF

F

RF

F

α

α

α

α                                                      (4.63) 

 

Burada  ( )( ),, sraF  ( )sr,  serbestlik dereceli F  dagiliminin %100×a ’ ninci kuantilidir. 

 

4.3.2 Asimptotik güven araliklari 

 

nXX ,,1 …  ve mYY ,,1 … , sirasiyla ),( 1 cλ  ve ),( 2 cλ  parametreli Gompertz 

dagilimina sahip iki bagimsiz örneklem olsun. Fisher bilgi matrisi ve tersi, 
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olmak üzere R ’nin en çok olabilirlik tahmin edicisi (MLE), R  ortalamali ve 
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varyansli asimptotik normal dagilima sahiptir. Burada 1−
ijI , (4.64) esitliginde verilen 

Fisher informasyon matrisinin tersinin ),( ji ’ninci elemanidir ( 2,1, =ji ) (Rao 1965). 

Böylece MLER̂  ’nin asimptotik varyansi 
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seklinde bulunur. O halde R  için asimptotik güven araligi  
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biçimindedir. Burada 2/1 α−z  standart normal dagilimin 2/1 α−  ’ninci kuantilidir.  

 

 
4.4. Tahmin Edicilerin Karsilastirilmasi 

 

Bazi 1,, λmn  ve 2λ  degerleri için (4.34) ve (4.60) denklemleri kullanilarak R  

’nin  ML ve UMVU tahmin edicilerinin yan, varyans ve MSE degerleri bulunmus ve 

çizelge 4.1. ’de gösterilmistir.  
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Çizelge 4.1. MLE ve UMVUE için Yan, Varyans ve MSE degerleri 

Örnek  

hacimleri 

Parametre 

degerleri 

Sistem 

Güvenilirligi 

MLE UMVUE 

n  m  1λ  2λ  R  Yan  Var  MSE  Var  

2 0.3333 0.0319 0.0268 0.0278 0.0324 

4 0.5000 0.0147 0.0294 0.0297 0.0380 3 4 

6 0.6000 0.0028 0.0271 0.0271 0.0346 

2 0.3333 0.0138 0.0192 0.0194 0.0223 

4 0.5000 0.0000 0.0227 0.0227 0.0275 5 4 

6 0.6000 -0.0088 0.0215 0.0215 0.0256 

2 0.3333 0.0000 0.0139 0.0139 0.0158 

4 0.5000 -0.0116 0.0175 0.0176 0.0203 

5 

10 4 

6 0.6000 -0.0181 0.0169 0.0173 0.0192 

2 0.3333 0.0378 0.0241 0.0255 0.0282 

4 0.5000 0.0233 0.0258 0.0264 0.0324 3 4 

6 0.6000 0.0125 0.0232 0.0233 0.0290 

2 0.3333 0.0194 0.0164 0.0167 0.0182 

4 0.5000 0.0087 0.0188 0.0189 0.0220 5 4 

6 0.6000 0.0011 0.0173 0.0173 0.0202 

2 0.3333 0.0053 0.0108 0.0109 0.0118 

4 0.5000 -0.0030 0.0133 0.0133 0.0149 

8 

10 4 

6 0.6000 -0.0080 0.0126 0.0126 0.0138 

2 0.3333 0.0439 0.0214 0.0233 0.0242 

4 0.5000 0.0321 0.0222 0.0232 0.0272 3 4 

6 0.6000 0.0223 0.0194 0.0199 0.0240 

2 0.3333 0.0253 0.0133 0.0140 0.0143 

4 0.5000 0.0176 0.0149 0.0152 0.0169 5 4 

6 0.6000 0.0112 0.0133 0.0134 0.0152 

2 0.3333 0.0109 0.0076 0.0077 0.0079 

4 0.5000 0.0060 0.0090 0.0091 0.0098 

20 

10 4 

6 0.6000 0.0023 0.0083 0.0083 0.0089 

2 0.3333 0.0014 0.0020 0.0020 0.0020 

4 0.5000 0.0000 0.0025 0.0025 0.0025 50 50 4 

6 0.6000 -0.0009 0.0023 0.0023 0.0023 
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Çizelge 4.1. ’den görüldügü üzere; sistem güvenilirliginin ML tahmin edicisinin 

MSE degerleri UMVUE ’ninkinden daha küçük olarak elde edilmistir. m  degeri ve 

21 ,λλ  parametreleri sabit tutulup n  degeri artirildiginda ML tahmin edicisinin yani 

fazla degismemektedir. Ancak UMVU ve ML tahmin edicilerinin MSE ’leri azalarak 

birbirlerine yaklasmaktadirlar. n  ve m  degerleri birlikte artirildiginda MLE’ nin 

yani, MLE ve UMVUE ’nin MSE ’leri 0’ a dogru gitmektedir. MLE ve UMVUE ’ 

nin MSE degerleri, 21 λλ =  oldugu  durumda en büyük degerine ulasmaktadir. Bu 

durumu asagidaki sekiller de açiklamaktadir. 

 
Sekil 4.1. 3,5,5.01 === mnλ  için 2λ  artirildiginda sistem güvenilirligi için MLE 

ve UMVUE ’nin MSE ’lerinin grafikleri 

 

Sekil 4.2. 10,10,5.01 === mnλ  için 2λ  artirildiginda sistem güvenilirligi için MLE 

ve UMVUE ’nin MSE ’lerinin grafikleri 
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Sekil 4.3. 3,5,41 === mnλ  için 2λ  artirildiginda sistem güvenilirligi için MLE ve 

UMVUE ’nin MSE ’lerinin grafikleri 

 

  
Sekil 4.4. 10,10,41 === mnλ  için 2λ  artirildiginda sistem güvenilirligi için MLE 

ve UMVUE ’nin MSE ’lerinin grafikleri 

 

Sekil 4.1., Sekil 4.2., Sekil 4.3. ve Sekil 4.4. ’den görüldügü üzere; 1λ  sabit 

tutulup n  ve m  birlikte arttirildiginda MLE ve UMVUE ’nin MSE degerleri, 

21 λλ =  oldugu durumda en büyük degerine ulasmaktadir. Benzer sekilde 2λ  sabit 

tutulup n  ve m  birlikte arttirildiginda MLE ve UMVUE ’nin MSE degerleri ve 

grafikler ayni olacaktir ve sonuç degismeyecektir. Ayrica, MLE ’nin MSE ’sinin 

UMVUE ’nin MSE ’sinden küçük oldugu da sekillerin her birinden görülmektedir. 
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4.5. Simülasyon Çalismasi 

 

MLE ’nin asimptotik özelliklerine dayali asimptotik güven araliklari kapsama 

(coverage) olasiliklari bakimindan tam güven araliklari ile karsilastirildi. Güven 

araliklarinin performansini ölçmek için parametrelerinin degerleri  ),,( 21 cλλ  =  

(1,2,1), (1,5,1), (5,5,1) olan Gompertz dagilimina sahip parametreleri farkli n  ve m  

boyutlu iki örneklemden 50000 örnek üretildi. Bu degerlere iliskin güvenilirlik için 

tam ve asimptotik güven araliklarinin kapsama (covarage) olasiliklari çizelge 4.2 ve 

4.3 ’de verilmistir.  

 

Çizelge 4.2. n  sabit tutulup m  arttirildiginda )1,2,1(),,( 21 =cλλ , )1,5,1( , )1,5,5(  için 
tam ve asimptotik  güven araliklarinin kapsama olasiliklari 
 
 Durum 1: 

)1,2,1(),,( 21 =cλλ  

 Durum 2: 

)1,5,1(),,( 21 =cλλ  

 Durum 3: 

)1,5,5(),,( 21 =cλλ  

n  m  Tam Asimp.  Tam Asimp.  Tam Asimp. 

10 5 0.95028 0.89274  0.94972 0.89098  0.95036 0.89884 

10 10 0.94942 0.91642  0.95060 0.92038  0.95134 0.91736 

10 15 0.95064 0.92488  0.94882 0.92842  0.95030 0.92128 

10 20 0.94740 0.92574  0.94984 0.93468  0.95162 0.92472 

10 25 0.94812 0.92772  0.95028 0.93570  0.94948 0.92248 

10 30 0.95092 0.93180  0.95196 0.93904  0.95076 0.92546 

10 35 0.95000 0.93112  0.94974 0.93790  0.94878 0.92294 

10 40 0.95030 0.93132  0.94962 0.93916  0.94896 0.92426 

10 45 0.94918 0.93160  0.94944 0.94050  0.94912 0.92444 

10 50 0.95082 0.93306  0.95150 0.94162  0.94920 0.92512 

 

 

 

 

 

 



 

70 

Çizelge 4.3.  m  sabit tutulup n  arttirildiginda )1,2,1(),,( 21 =cλλ , )1,5,1( , )1,5,5(  için 
tam ve asimptotik   güven araliklarinin kapsama olasiliklari 
 
 Durum 4: 

)1,2,1(),,( 21 =cλλ  

 Durum 5: 

)1,5,1(),,( 21 =cλλ  

 Durum 6: 

)1,5,5(),,( 21 =cλλ  

m  n  Tam Asimp.  Tam Asimp.  Tam Asimp. 

10 5 0.95014 0.90598  0.94932 0.91628  0.95000 0.89920 

10 10 0.95090 0.91964  0.95196 0.92010  0.94916 0.91422 

10 15 0.95084 0.91892  0.94974 0.91820  0.94844 0.91862 

10 20 0.94880 0.92086  0.95156 0.91812  0.95046 0.92402 

10 25 0.95144 0.92292  0.95168 0.91994  0.95092 0.92472 

10 30 0.94946 0.92092  0.94974 0.91400  0.95070 0.92488 

10 35 0.94926 0.91960  0.94886 0.91590  0.94878 0.92520 

10 40 0.95248 0.92338  0.94914 0.91508  0.94964 0.92586 

10 45 0.94990 0.92042  0.94926 0.91434  0.95174 0.92594 

10 50 0.95146 0.92112  0.94850 0.91374  0.95106 0.92662 

 

Çizelge 4.2. ve çizelge 4.3. ’den görüldügü üzere; R  için tam güven 

araliklarinin yakinsama olasiliklari istenilen 0.95 seviyesine daha yakindir.  Ancak 

R  için asimptotik güven araliklarinin yakinsama olasiliklari istenilen 0.95 

seviyesinden daha uzaktir. 1 ve, λmn  sabit tutulup 2 λ  arttirildiginda, 2 ve, λmn  

sabit tutulup 1 λ  arttirildiginda, m  sabit tutulup n  arttirildiginda ve n  sabit tutulup 

m  artirildiginda tam ve asimptotik güven araliklarinin kapsama olasiliklari fazla 

degismemektedir. Ayrica asimptotik güven araliklarinin yakinsama olasiliklari 

50≥n ve 50≥m  için 0.95 ’e yaklasir. Kapsama olasiliklarina iliskin sonuçlar 

asagidaki sekillerden de görülebilir. 
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Sekil 4.5. 10=n  sabit tulup m  artirildiginda R  için )1,2,1(),,( 21 =cλλ  için tam ve 

asimptotik güven araliklarinin grafigi 
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Sekil 4.6. 10=n  sabit tulup m  artirildiginda R  için )1,5,1(),,( 21 =cλλ  için tam ve 

asimptotik güven araliklarinin grafigi 
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Sekil 4.7. 10=n  sabit tulup m  artirildiginda R  için )1,5,5(),,( 21 =cλλ  için tam ve  

  asimptotik güven araliklarinin grafigi 
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Sekil 4.8. 10=m  sabit tulup n  artirildiginda R  için )1,2,1(),,( 21 =cλλ  için tam ve 

asimptotik güven araliklarinin grafigi 
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Sekil 4.9. 10=m  sabit tulup n  artirildiginda R  için )1,5,1(),,( 21 =cλλ  için tam ve 

asimptotik güven araliklarinin grafigi 
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Sekil 4.10. 10=m  sabit tulup n  artirildiginda R  için )1,5,5(),,( 21 =cλλ  için tam ve 

asimptotik güven araliklarinin grafigi 

 

Yukaridaki sekillerden de görüldügü üzere n  sabit tutulup m  arttirildiginda 

ve m  sabit tutulup n  arttirildiginda 1λ  ve 2λ  ’nin çesitli degerleri için tam güven 

araliklarinin kapsama olasiliklari, 95.0  istenilen seviyede olmasina ragmen 

asimptotik güven araliklarin kapsama olasiliklarinin 95.0  seviyesinden uzak oldugu 

görülmüstür. 
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5. SONUÇ VE ÖNERILER 

 

 

 

Bu çalismada stres-dayaniklilik modellerinde Gompertz dagilimlar ailesine 

iliskin sistem güvenilirligi için ML ve UMVU tahmin edicileri ve dagilimsal 

özellikleri elde edilmis olup çesitli parametre degerleri için bulunan teorik sonuçlar 

sonucunda ML tahmin edicisinin MSE ’sinin  UMVU tahmin edicisinin MSE ’sinden 

küçük oldugu gözlenmistir. Ayrica ( )c,1λ  ve ( )c,2λ  parametreli Gompertz 

dagilimindan alinan iki örneklem için örnek hacimleri arttirildiginda MLE ve 

UMVUE ’nin MSE degerlerinin, 21 λλ =  oldugu durumda en büyük degerine ulastigi 

çizelge 4.1., sekil 4.1., sekil 4.2., sekil 4.3. ve sekil 4.4. ’den görülmüstür. Bunun 

disinda sistem güvenilirligi için tam ve asimptotik güven araliklari elde edilmis olup 

tam güven araliklarinin yakinsama olasiliklarinin istenilen 0.95 seviyesine daha 

yakin oldugu çizelge 4.2., 4.3. ve 4.5. - 4.10. sekillerinden görülmüstür. Ancak 

asimptotik güven araliklarinin yakinsama olasiliklarinin 50≥n  ve 50≥m  için 0.95 

’e yaklastigi gözlenmistir.  

Bu çalisma sonucunda üstel aileye ait herhangi bir dagilim için stres-

dayaniklilik modellerinde sistem güvenilirliginin MLE ve UMVUE ’leri ile bu 

tahmin edicilerin dagilimsal özellikleri, bu çalismadaki yöntem takip edilerek 

bulunabilir.  Sonraki çalismalarda Gompertz dagilimi için önsel dagilimin bilindigi 

ve bilinmedigi durumlarda sistem güvenilirliginin Bayes tahmin edicileri konusu 

incelenecektir. 
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