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1. G·IR·IŞ

Matris dönüşümlerinin bir dizinin limit noktalar¬cümlesi üzerindeki etkisini araşt¬r-

mak için Knopp taraf¬ndan ilk kez Knopp çekirde¼gi 1930 y¬l¬nda tan¬t¬lm¬̧st¬r. Knopp,

dönüşüm dizisinin çekirde¼gi, dizinin çekirde¼ginin bir parças¬olacak şekildeki dönüşüm-

lerin s¬n¬f¬n¬incelemi̧s ve dizinin çekirde¼ginin, negatif olmayan regüler bir matris ile

elde edilen dönüşüm dizisinin çekirde¼gini içerdi¼gini ispatlam¬̧st¬r. Reel terimli s¬n¬rl¬

diziler için 1979 y¬l¬nda Maddox taraf¬ndan ayn¬içerirlik ba¼g¬nt¬s¬incelenmi̧s ve bir

karakterizasyon verilmi̧stir. Ayr¬ca 1990 y¬l¬nda Natarajan taraf¬ndan �-çekirdek

kavram¬tan¬t¬l¬p dönüşüm dizisinin Knopp çekirde¼gi ve dizinin �-çekirde¼gi aras¬n-

daki içerirlik ba¼g¬nt¬s¬verilmi̧stir. Knopp çekirde¼gini istatistiksel çekirdek kavram¬na

geni̧sletmekte temel oluşturan istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ilk olarak 1949 y¬l¬nda

Steinhaus taraf¬ndan Polonya�da yap¬lan bir konferansta tan¬t¬lm¬̧s ve 1951 y¬l¬nda

Fast taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Asl¬nda bu tan¬m Zygmund (1979) taraf¬ndan da

ele al¬nm¬̧s ve �hemen hemen yak¬nsakl¬k�olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. Daha sonra 1993

y¬l¬nda Fridy taraf¬ndan istatistiksel limit noktalar¬kavram¬verilmi̧s ve 1997 y¬l¬nda

Fridy ve Orhan taraf¬ndan istatistiksel limit superior ve istatistiksel limit inferior

kavramlar¬ tan¬t¬lm¬̧st¬r ve bu kavramlar istatistiksel çekirdek kavram¬n¬ tan¬mla-

mada kullan¬lm¬̧st¬r. Kompleks terimli diziler için istatistiksel çekirdek kavram¬1997

y¬l¬nda Fridy ve Orhan taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Bu çal¬̧smada ilk olarak Knopp çekirde¼gi tan¬t¬lacak ve Knopp çekirde¼gini de¼gi̧smez

(invariant) b¬rakan matris dönüşümlerinin s¬n¬f¬ incelenecektir. ·Istatistiksel yak¬n-

sakl¬k, istatistiksel limit, istatistiksel üst limit ve istatistiksel alt limit kavramlar¬

ele al¬nacak ve istatistiksel çekirdek kavram¬verilecektir. Daha sonra da bir dizinin

Knopp çekirde¼gi ve istatistiksel çekirde¼gi, onun regüler matris alt¬ndaki dönüşüm

dizisinin Knopp çekirde¼gi ile istatistiksel çekirde¼gi aras¬ndaki içerirlik ba¼g¬nt¬lar¬yla,

istatistiksel çekirde¼gi de¼gi̧smez b¬rakan matris dönüşümlerinin s¬n¬f¬ incelenecektir.

Son bölümümüzde de bir vektör uzay¬nda Bonsall fonksiyoneli yard¬m¬yla tan¬mlanan

Bonsall çekirde¼gi tan¬t¬lacak ve özellikleri incelenecektir.
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2. KNOPP ÇEK·IRDE¼G·IN·I DE¼G·IŞMEZ BIRAKAN DÖNÜŞÜMLER

Bu bölümde bir dizinin Knopp çekirde¼gi kavram¬tan¬t¬lacak ve bu dizinin Knopp

çekirde¼gi ile onun regüler bir matris alt¬ndaki dönüşüm dizisinin Knopp çekirde¼gi

aras¬ndaki ili̧ski belirlenip daha sonra da dizinin Knopp çekirde¼gini de¼gi̧smez b¬rakan

matris dönüşümlerinin s¬n¬f¬incelenecektir.

2.1 Matris Dönüşümleri

Knopp çekirde¼gini tan¬tmadan önce gerekli olan baz¬tan¬m ve notasyonlar¬verelim.

A = (ank) sonsuz bir matris ve x = (xn) bir dizi olsun. E¼ger (Ax)n =
1P
k=1

ankxk serisi

her n do¼gal say¬s¬için yak¬nsak ise Ax = ((Ax)n) dizisine x dizisinin A matrisi ile

elde edilen dönüşüm dizisi ad¬verilir (Maddox 1970).

X ve Y reel ya da kompleks terimli dizilerden oluşan iki dizi uzay¬ve A = (ank)

sonsuz bir matris olsun. E¼ger her x 2 X için ((Ax)n) dönüşüm dizisi mevcut ve

Ax 2 Y ise A = (ank) matrisi X uzay¬ndan Y uzay¬ içine bir matris dönüşümü

tan¬mlar denir ve X den Y içine tan¬ml¬tüm matrislerin s¬n¬f¬(X; Y ) ile gösterilir.

E¼ger A, X den Y içine bir matris dönüşümü ise A 2 (X; Y ) şeklinde yaz¬l¬r.

(X; Y ; p) ile toplam ya da limiti koruyan matrislerin s¬n¬f¬gösterilir. Örne¼gin c bütün

x = (xn) yak¬nsak diziler uzay¬n¬göstermek üzere A 2 (c; c; p) olmas¬her x 2 c

için lim
n
xn = lim

n
(Ax)n olmas¬demektir. Bu şekildeki matrislere �regüler matris�

ad¬verilir. Yani e¼ger bir A matrisi yak¬nsak diziyi yak¬nsak diziye dönüştürüyor ve

dizinin limiti ile dönüşüm dizisinin limiti ayn¬oluyorsa bu A matrisine regüler matris

denir.

A 2 (c; c; p) olmas¬için gerek ve yeter şartlar¬Silverman-Toeplitz Teoremi vermek-

tedir. ·Ileride s¬k s¬k başvuraca¼g¬m¬z bu teoremin ifadesini aşa¼g¬da ispats¬z olarak

verece¼giz.

Teorem 2.1.1. (Silverman-Toeplitz) A = (ank) matrisinin regüler olmas¬ için

gerek ve yeter şart

2



(i) kAk = sup
n

1P
k=1

jankj <1

(ii) lim
n!1

ank = 0 (her k için)

(iii) lim
n!1

1P
k=1

ank = 1

olmas¬d¬r (Boos 2000).

Tan¬m 2.1.2. E¼ger k > n için ank = 0 ise, A = (ank) matrisine �üçgensel�ve A

üçgensel oldu¼gunda her n için ann 6= 0 ise, A matrisine �normal matris�veya �üçgen

matris�denir (Cooke 1950).

Ayr¬ca negatif olmayan bir A matrisi deyimi tüm terimleri negatif olmayan matris

anlam¬ndad¬r.

2.2 Bir Dizinin Knopp Çekirde¼gi

Matris dönüşümlerinin bir dizinin limit noktalar¬cümlesi üzerindeki etkisini araşt¬r-

mak için Knopp çekirde¼gi ilk kez Knopp taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧st¬r.

·Içindeki tüm nokta çiftlerini birleştiren do¼gru parçalar¬n¬içeren bir cümleye �konveks

cümle� ad¬verilir.

Tan¬m 2.2.1. (xn) kompleks terimli bir dizi olmak üzere Rn, kompleks düzlemin

xn; xn+1; ::: noktalar¬n¬içeren en küçük kapal¬konveks bölgesi olsun. Bu durumda

R1 � R2 � R3 � ::: oldu¼gu aç¬kt¬r.

R :=
1T
n=1

Rn şeklinde tan¬mlanan ve zorunlu olarak konveks ve kapal¬olan R cüm-

lesine (xn) dizisinin �çekirde¼gi�denir (Knopp 1930).

Knopp taraf¬ndan tan¬mlanan bir dizinin çekirde¼gi kavram¬ndan söz ederken, bu

dizinin K-çekirde¼gi diye söz edecek ve bir x = (xn) dizisinin K-çekirde¼gini K-çek{x}

ile gösterece¼giz.

R bölgesi (xn) dizisinin tüm limit noktalar¬cümlesi olan D cümlesini içerir. Gerçek-

ten, x0, (xn) dizisinin bir limit noktas¬olsun. O halde lim
i!1

xni = x0 olacak şekilde
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(xn) dizisinin bir (xni) alt dizisi vard¬r. Herhangi bir p say¬s¬alal¬m ve q tamsay¬s¬n¬

nq > p olacak şekilde belirleyelim. Bu durumda xnq ; xnq+1 ; xnq+2 ; ::: elemanlar¬Rp

içindedir. Rp kapal¬oldu¼gundan Rp deki dizilerin limit noktas¬n¬içerir. Böylece x0;

Rp içindedir. x0 key� bir limit noktas¬oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.

Kolayca görülece¼gi gibi K-çek{x}={L} olmas¬için gerek ve yeter şart xn ! L ol-

mas¬d¬r. E¼ger K-çek{x}=; ise (xn) dizisi belirgin olarak ¬raksakt¬r denir (Cooke

1950).

Reel terimli ve s¬n¬rl¬bir x = (xn) dizisinin K-çekirde¼gi;

l(x) = lim inf
n

xn ve L(x) = lim sup
n

xn

olmak üzere

[l(x); L(x)]

kapal¬aral¬¼g¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi aşa¼g¬daki örnekleri inceleyelim.

Örnek 2.2.2.

xn =

8<: n ; nçift ise

ni ; n tek ise

olsun.

Bu durumda Rn cümlesi, orjinde dik aç¬l¬üçgensel bir bölgenin ç¬kar¬lmas¬yla geriye

kalan kompleks düzlemin birinci bölgesinden ibarettir.

x1 = i; x2 = 2; x3 = 3i; x4 = 4; :::

Buna göre (xn) dizisinin K-çekirde¼ginin boş oldu¼gu kolayca görülebilir. Yani

K-çekfxg = R1 \R2 \R3 \ ::: = ;

olup (xn) dizisi belirgin olarak ¬raksakt¬r.
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Örnek 2.2.3. xn = nin olmak üzere (xn) dizisini gözönüne alal¬m. Rn kompleks

düzlemin bütün noktalar¬n¬içerir.

x1 = i; x2 = �2; x3 = �3i; x4 = 4; x5 = 5i; x6 = �6; x7 = �7i :::

Bir dizinin çekirde¼gi ile onun regüler matris ile elde edilen dönüşüm dizisinin çekirde¼gi

aras¬ndaki ili̧skiyi belirleyen Knopp Çekirdek Teoremini verelim.

Teorem 2.2.4. (Knopp Çekirdek Teoremi) E¼ger A = (ank) negatif olmayan

regüler bir matris ise bu durumda Ax dönüşüm dizisi mevcut olacak şekildeki reel

terimli her x dizisi için

K-çekfAxg � K-çekfxg

gerçeklenir (Knopp 1930).

·Ispat: Reel terimli (xn) dizisinin çekirde¼gi v = (a; b) ve Ax dönüşüm dizisinin

çekirde¼gi v
0
= (a

0
; b

0
) olsun. K-çekfAxg � K-çekfxg oldu¼gunu göstermek için a � a0

ve b
0 � b oldu¼gunu göstermeliyiz. E¼ger b =1 ise ispat aç¬kt¬r. b sonlu olsun. lim sup

tan¬m¬ndan en fazla sonlu say¬da xn, b + " (" > 0) dan büyük oldu¼gundan, k > m

oldu¼gunda xk < b+ " olacak şekilde pozitif bir m tamsay¬s¬vard¬r. Ayr¬ca A matrisi

regüler oldu¼gundan her k için lim
n
ank = 0 oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

x
0

n :=

1X
k=1

ankxk =

mX
k=1

ankxk +

1X
k=m+1

ankxk
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x
00

n :=

1X
k=m+1

ankxk

olmak üzere (x
0
n) ve (x

00
n) dizileri ayn¬limit noktalar¬cümlesine sahiptir. Di¼ger yandan

A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris oldu¼gundan

x
00

n :=
1X

k=m+1

ankxk < (b+ ")
1X

k=m+1

ank < (b+ ")
1X
k=1

ank ! b+ " (n!1)

olur. Dolay¬s¬yla (x
00
n) dizisinin her bir limit noktas¬ b + " dan küçük veya eşittir.

(x
0
n) ve (x

00
n) dizilerinin limit noktalar¬ayn¬oldu¼gundan (x

0
n) dizisinin de her bir limit

noktas¬b + " dan küçük veya eşittir. Böylece " > 0 key� oldu¼gundan b
0 � b elde

edilmi̧s olur.

Şimdi de a � a
0
oldu¼gunu gösterelim. a = �1 ise ispat aç¬kt¬r. a sonlu olsun. a;

(xn) dizisinin alt limiti oldu¼gundan, �a; (�xn) dizisinin üst limitidir.

�x0n =
1X
k=1

ank(�xk)

olmak üzere�a0 de (�x0n) dizisinin üst limitidir. Benzer şekilde ispat devam ettirilirse

�a0 � �a elde edilmi̧s olur. Yani a � a0olur. Bu da ispat¬tamamlar.

Şimdi ileride yararlanaca¼g¬m¬z bir lemmay¬ispats¬z olarak verelim.

Lemma 2.2.5. Bir A = (ank) sonsuz matrisi için kAk < 1 ve her k 2 N için

lim
n
ank = 0 gerçeklensin. Bu durumda

lim sup
n

1X
k=1

ankyk = lim sup
n

1X
k=1

jankj

ve kyk � 1 olacak şekilde s¬n¬rl¬bir y = (yn) dizisi vard¬r (Simmons 1969).

Reel terimli s¬n¬rl¬diziler için Knopp çekirdek teoremini karakterize eden eşitsizli¼gi

verelim.

Teorem 2.2.6. Bir A = (ank) matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj < 1 gerçeklensin. Her
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x 2 l1 için L(Ax) � L(x) olmas¬için gerek ve yeter şart A matrisinin regüler olmas¬

ve

lim
n

1X
k=1

jankj = 1

olmas¬d¬r (Maddox 1979).

·Ispat: Gereklilik: x reel terimli yak¬nsak bir dizi olsun. Bu durumda

lim inf
n

xn = lim sup
n

xn = lim
n
xn

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca x s¬n¬rl¬bir dizi oldu¼gundan �x de s¬n¬rl¬bir dizi olup hipotez-

den her x 2 l1 için L(Ax) � L(x) oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

lim sup
n

(A(�x))n � lim sup
n

(�xn)

yazabiliriz. O halde

� lim sup
n

(�xn) � � lim sup
n

(A(�x))n

olup, buradan

lim inf
n

xn � lim inf
n

(Ax)n

elde edilir. Böylece

lim
n
xn = lim inf

n
xn � lim inf

n
(Ax)n � lim sup

n
(Ax)n � lim sup

n
xn = lim

n
xn

elde edilmi̧s olur. Bu durumda

lim
n
xn = lim inf

n
(Ax)n = lim sup

n
(Ax)n = lim

n
(Ax)n

yazabiliriz. Dolay¬s¬yla

lim
n
xn = lim

n
(Ax)n

olup Ax 2 c elde edilir yani A regülerdir.
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Şimdi de lim
n

1P
k=1

jankj = 1 oldu¼gunu gösterelim. Lemma 2.2.5�den

L(Ay) = lim sup
n

1X
k=1

ankyk = lim sup
n

1X
k=1

jankj

ve kyk � 1 olacak şekilde s¬n¬rl¬bir y = (yn) dizisi vard¬r. Regülerlikten

lim
n

1P
k=1

ank = 1 oldu¼gundan

1 = lim
n

1X
k=1

ank = lim inf
n

1X
k=1

ank � lim inf
n

1X
k=1

jankj � lim sup
n

1X
k=1

jankj

= L(Ay) � L(y) � kyk � 1

elde edilir. Bu durumda

lim inf
n

1X
k=1

jankj = lim sup
n

1X
k=1

jankj = 1

ve dolay¬s¬yla

lim
n

1X
k=1

jankj = 1

elde edilmi̧s olur. Bu sonuç teoremin gereklili¼gini ispatlar.

Yeterlilik: A = (ank) matrisi regüler ve lim
n

1P
k=1

jankj = 1 gerçeklensin. x 2 l1 alal¬m.

� 2 R olmak üzere �+ = maks(�; 0) ve �� = maks(��; 0) olarak tan¬mlarsak

�+ + �� =

8<: � ; � � 0

�� ; � < 0

ve

�+ � �� =

8<: � ; � � 0

� ; � < 0

elde edilir. Yani �+ + �� = j�j ve �+ � �� = � bulunur. Ayr¬ca

�� = 1
2
(j�j � �) � j�j � � gerçeklenir. Di¼ger yandan x 2 l1 oldu¼gundan her k için

8



jxkj � kxk1 = sup
n
jxnj gerçeklenir. Bu durumda m > 1 için

1X
k=1

ankxk =
X
k<m

ankxk +
X
k�m

ankxk

=
X
k<m

ankxk +
X
k�m

(a+nk)xk �
X
k�m

(a�nk)xk

�
X
k<m

jankj jxkj+ (sup
k�m

xk)
X
k�m

(a+nk)�
X
k�m

(a�nk)xk

� kxk1
X
k<m

jankj+ (sup
k�m

xk)
X
k�m

jankj+ kxk1
X
k�m

(jankj � ank)

elde edilir. Buradan

lim sup
n

1X
k=1

ankxk � kxk1
X
k<m

lim sup
n

jankj+ (sup
k�m

xk) lim sup
n

X
k�m

jankj

+ kxk1 lim sup
n

X
k�m

(jankj � ank)

olup A matrisi regüler oldu¼gundan Teoremin (i), (ii), (iii) koşullar¬ndan

L(Ax) = lim sup
n

1X
k=1

ankxk � kxk1 :0 + (sup
k�m

xk):1 + kxk1 :0 = sup
k�m

xk

Yani L(Ax) � sup
k�m

xk olur. Bu eşitsizlikte m üzerinden limit al¬rsak

L(Ax) � lim
m
(sup
k�m

xk) = lim sup
k

xk = L(x)

bulunur. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

S¬n¬rl¬ bir dizinin Knopp çekirde¼gini de¼gi̧smez b¬rakan matrisleri karakterize eden

aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 2.2.7. Bir A = (ank) sonsuz matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj <1 gerçeklensin. A

matrisinin her bir s¬n¬rl¬dizinin çekirde¼gini de¼gi̧smez b¬rakmas¬için gerek ve yeter

9



şart

(i) A matrisinin regüler olmas¬

(ii) lim
n!1

1P
k=1

jankj = 1

(iii) (pi) (i = 1; 2; :::) indislerinin her sonsuz dizisi için 1, un =
1P
i=1

an;pi ile tan¬ml¬

(un) dizisinin bir limit noktas¬

olmas¬d¬r (Allen 1944).

ispat: Gereklilik: Kabul edelim ki A matrisi her bir s¬n¬rl¬ dizinin çekirde¼gini

de¼gi̧smez b¬raks¬n. Yani (xn) s¬n¬rl¬bir dizi olmak üzere

K-çekfxg = K-çekfAxg

olsun. Bu durumda Teorem 2.2.6�dan lim
n!1

1P
k=1

jankj = 1 elde edilir. Özel olarak

x = (xn) dizisi yak¬nsak ise lim
n
xn = lim

n
(Ax)n oldu¼gu aç¬kt¬r yani A regülerdir.

Şimdi de (iii)�ün gerçeklendi¼gini gösterelim.

(pi) (i = 1; 2; :::) herhangi bir sonsuz indis dizisi olsun.(xk) dizisi

xk =

8<: 1 ; k = pi

0 ; k 6= pi

ile tan¬mlans¬n.Bu durumda dizide sonsuz say¬da 1 eleman¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

E¼ger (xn) dizisi sonlu say¬da s¬f¬r terimine sahip ise her " > 0 için (xn) dizisinin sonlu

say¬daki terimleri hariç di¼ger bütün terimleri 1 say¬s¬n¬n " komşulu¼gunda bulunur.

O halde lim
n
xn = 1 gerçeklenir.

E¼ger (xn) dizisi sonsuz say¬da s¬f¬r terimine sahip ise (xn) dizisinin çekirde¼gi [0; 1]

aral¬¼g¬d¬r. Böylece

(Ax)n =

1X
k=1

ankxk =

1X
i=1

an;p(i) =: un

10



olup hipotezden (un) dizisinin çekirde¼gi ile (xn) dizisinin çekirde¼gi ayn¬oldu¼gundan

1, (un) dizisinin bir limit noktas¬olmal¬d¬r.

Yeterlilik: (i), (ii) ve (iii) gerçeklensin. x = (xn) s¬n¬rl¬bir dizi ve A matrisi regüler

oldu¼gundan Ax dönüşüm dizisinin mevcut oldu¼gu aç¬kt¬r. Teorem 2.2.6�dan

K-çek{Ax}� K-çek{x} elde ederiz. ·Ispat¬tamamlamak için K-çek{x}� K-çek{Ax}

oldu¼gunu göstermeliyiz.

(xn) s¬n¬rl¬oldu¼gundanK-çek{x}, (xn) dizisinin limit noktalar¬n¬n konveks bir örtüsüdür.

Dolay¬s¬yla K-çek{x}� K-çek{Ax} oldu¼gunu göstermek için (xn) dizisinin limit nok-

talar¬cümlesinin, Ax dönüşüm dizisinin limit noktalar¬cümlesinin alt cümlesi oldu¼gunu

göstermeliyiz.

Kabul edelim ki (xn) s¬n¬rl¬ve a, (xn) dizisinin bir limit noktas¬olsun. Bu durumda

lim
i!1

xpi = a olacak şekilde (pi) (i = 1; 2; :::) dizisi mevcuttur.

fqjg = N n fpig olsun. Şimdi

yn = (Ax)n =
1X
k=1

ankxk =
1X
i=1

an;p(i)xp(i) +
1X
j=1

an;q(j)xq(j)

yaz¬labilir. (iii) den

umr =

1X
i=1

am(r);p(i) ! 1 (r !1)

olacak şekilde (mr) dizisi vard¬r.

Ayr¬ca

ym(r) =

1X
i=1

am(r);p(i)xp(i) +

1X
j=1

am(r);q(j)xq(j)

yaz¬labilir.

lim
i!1

xp(i) = a oldu¼gundan xp(i) = a + "p(i) , "p(i) ! 0 olacak biçimde ("p(i)) dizisi

vard¬r. Böylece " > 0 verildi¼ginde her i > N için
��"p(i)�� � " olacak biçimde bir N

11



say¬s¬vard¬r. O halde

ym(r) � a =
1X
i=1

am(r);p(i)xp(i) +

1X
j=1

am(r);q(j)xq(j) � a

=
NX
i=1

am(r);p(i)xp(i) +

1X
i=N+1

am(r);p(i)xp(i) +
1X
j=1

am(r);q(j)xq(j) � a

=
NX
i=1

am(r);p(i)xp(i) +

1X
i=N+1

am(r);p(i)xp(i) + a
1X

i=N+1

am(r);p(i)

�a
1X

i=N+1

am(r);p(i) +
1X
j=1

am(r);q(j)xq(j) � a

=
NX
i=1

am(r);p(i)xp(i) +
1X

i=N+1

am(r);p(i)"p(i) + a

 1X
i=N+1

am(r);p(i) � 1
!

+
1X
j=1

am(r);q(j)xq(j)

olup, x 2 l1 oldu¼gundan her k için jxkj � kxk1 = sup
k
jxkj

gerçeklendi¼ginden,

�� ym(r) � a�� � kxk1
NX
i=1

��am(r);p(i)��+ " 1X
i=N+1

��am(r);p(i)��+ jaj
�����

1X
i=N+1

am(r);p(i) � 1
�����

+ kxk1
1X
j=1

��am(r);q(j)��
elde edilir.

Her iki tarafta r !1 limit al¬n¬rsa

NX
i=1

��am(r);p(i)��! 0

ve
1X

i=N+1

am(r);p(i) ! 1
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oldu¼gu aç¬kça görülmektedir.

Ayr¬ca
1X
k=1

��am(r);k�� = 1X
i=1

��am(r);p(i)��+ 1X
j=1

��am(r);q(j)��
oldu¼gunu ve (ii) den

1X
k=1

��am(r);k��! 1 (r !1)

oldu¼gunu biliyoruz. Bu durumda her " > 0 verildi¼ginde her r > r0 için

1X
k=1

��am(r);k�� � 1 + "
olacak biçimde bir r0 say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla, r > r0 için

1X
i=1

��am(r);p(i)�� � 1 + "
elde edilir. (iii) den

umr =
1X
i=1

am(r);p(i) ! 1 (r !1)

oldu¼gunu biliyoruz. Bu durumda her " > 0 verildi¼ginde her r > r1 için

��um(r) � 1�� � "
olacak biçimde bir r1 say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla

����um(r)��� 1�� � ��um(r) � 1�� � "
elde edilir.

1� " �
��um(r)�� =

�����
1X
i=1

am(r);p(i)

����� �
1X
i=1

��am(r);p(i)�� � 1 + "
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gerçeklenip her r > maks fr0; r1g için

1� " <
1X
i=1

��am(r);p(i)�� < 1 + "
olup

1X
i=1

��am(r);p(i)��! 1; (r !1)

elde edilir.Böylece (ii) den
1X
j=1

��am(r);q(j)��! 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bu durumda
��ym(r) � a�� � " oldu¼gundan a, y dizisinin bir limit noktas¬d¬r. Bu da

ispat¬tamamlar.

Örnekler 2.2.8. Teorem 2.2.7 aşa¼g¬daki matrisler taraf¬ndan sa¼glan¬r.

1. dn ! 1 olacak şekilde herhangi bir diagonal matris.

2. Permütatörler yani herbir sat¬r ve sütununda bir tane s¬f¬r olmayan eleman bu-

lunup s¬f¬r olmayan elemanlar¬n hepsi 1 olan sonsuz matrisler.

3. k < n için ank = 0, ann = 1, k > n için ank = 1
(n+1)k�n .

Şimdi x kompleks terimli dizisi için Shcherbakov taraf¬ndan tan¬mlanan � -çekirdek

kavram¬n¬ tan¬tal¬m ve daha sonra yararlanaca¼g¬m¬z faydal¬ bir teoremi ispats¬z

olarak verelim.

x kompleks terimli bir dizi olsun.

Cr(z) := fz
0 2 C :

���z0 � z��� � rg
olmak üzere

K-çekfxg :=
\
z2C

Clim sup
n

jz�xnj(z)

olarak da verilebilir (Shcherbakov 1977).
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� � 1 olmak üzere Shcherbakov, bir s¬n¬rl¬kompleks x dizisinin çekirde¼gini;

K(�)-çekfxg :=
\
z2C

C� lim sup
n

jz�xnj(z)

olan � -çekirde¼ge genelleştirmi̧stir.

Teorem 2.2.9. K = R veya C, A = (ank) sonsuz bir matris, ank 2 K,

n; k = 0; 1; 2; ::: olmak üzere herhangi bir s¬n¬rl¬x dizisi için

K-çekfAxg � K(�)-çekfxg; � � 1

olmas¬için gerek ve yeter şart A regüler ve

lim sup
n

 1X
k=0

jankj
!
� �; � � 1

olmas¬d¬r (Natarajan 1990).
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3. ·ISTAT·IST·IKSEL ÇEK·IRDE¼G·I DE¼G·IŞMEZ BIRAKAN DÖNÜŞÜM-

LER

Bu bölümde bir dizi için verilen Knopp çekirde¼gi kavram¬n¬ istatistiksel çekirdek

kavram¬na geni̧sletip, Knopp çekirde¼gi ve istatistiksel çekirdek aras¬ndaki ili̧skiyi

verece¼giz. Daha sonra bir dizinin dönüşüm dizisinin Knopp çekirde¼gi, dizinin istatis-

tiksel çekirde¼ginin alt cümlesi olacak şekildeki matrisleri karakterize edip, istatistiksel

çekirde¼gi de¼gi̧smez b¬rakan matris dönüşümlerinin s¬n¬f¬n¬inceleyece¼giz. Bunun için

ilk olarak ihtiyaç duyaca¼g¬m¬z tan¬m ve teoremleri verelim.

3.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

N do¼gal say¬lar cümlesini göstermek üzere bir K � N alt cümlesi verilsin. K cüm-

lesinin eleman say¬s¬da jKj ile gösterilsin.

Tan¬m 3.1.1. Kn := fk � n : k 2 Kg olmak üzere bir K � N alt cümlesi için,

lim
n

1

n
jKnj

limiti mevcut ise, bu limit de¼gerine K cümlesinin �yo¼gunlu¼gu�(veya �do¼gal yo¼gun-

lu¼gu�) denir ve �(K) ile gösterilir (Niven ve Zuckerman 1980).

Ayr¬ca (ak) pozitif tamsay¬lar¬n bir dizisi ve K = fak : k 2 Ng olmak üzere �(K)

mevcut ise bu durumda �(K) := lim
n

n
an
ile verilir (Niven ve Zuckerman 1980).

Örne¼gin,

�(N) = 1

K1 = fk2 : k 2 Ng cümlesi için �(K1) = 0

K2 = f2k : k 2 Ng cümlesi için �(K2) =
1
2

K3 = f2k + 1 : k 2 Ng cümlesi için �(K3) =
1
2

oldu¼gu yo¼gunluk tan¬m¬ndan kolayca elde edilebilir. Hatta asal say¬lar kümesi s¬f¬r

yo¼gunluklu oldu¼gu gibi do¼gal say¬lar¬n her bir sonlu alt cümlesi de s¬f¬r yo¼gunlukludur.
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Ayr¬ca �(K) veya �(NnK) yo¼gunluklar¬ndan herhangi biri mevcut ise bu durumda

�(K) = 1� �(NnK) olacakt¬r.

Tan¬m 3.1.2. x := (xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her " > 0

için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, bu durumda x dizisi L say¬s¬na �istatistiksel yak¬n-

sakt¬r�denir ve st-limx = L şeklinde gösterilir (Steinhaus 1951, Fast 1951).

Şimdi istatistiksel yak¬nsakl¬k için başka bir karakterizasyon verelim.

Teorem 3.1.3. x = (xk) dizisinin bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olmas¬için

gerek ve yeter şart �fnk : k 2 Ng = 1 ve lim
k
xnk = L olacak şekilde en az bir (nk)

indis dizisinin var olmas¬d¬r (Salat 1980, Fridy 1985, Connor 1989).

O halde Teorem 3.1.3�den st-lim
k
xk = L olmas¬için gerek ve yeter şart her " > 0

için �(K) = 1 olacak şekilde öyle bir K � N alt cümlesi ve n0 = n0(") 2 N say¬s¬

vard¬r ki n � n0 olacak şekilde her n 2 K için jxn � Lj < " sa¼glan¬r. K¬saca s¬f¬r

yo¼gunluklu indis kümesi d¬̧s¬nda (ya da eşde¼ger olarak bir yo¼gunluklu indis kümesi

üzerinde) x dizisi L de¼gerine ordinary yak¬nsak olmas¬halinde, x dizisi L de¼gerine

istatistiksel yak¬nsak olacakt¬r.

Örnek 3.1.4.

xk =

8<: 1 ; k = m2

0 ; k 6= m2

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda Teorem 3.1.3�den

st-lim
k
xk = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Örnek 3.1.5.

xk =

8<:
p
k ; k = m2

1 ; k 6= m2

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini gözönüne alal¬m. Bu durumda st-lim
k
xk = 1

elde edilir.
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Burada istatistiksel yak¬nsakl¬k ile bilinen yak¬nsakl¬k aras¬nda nas¬l bir ili̧ski oldu¼gu

sorusu akla gelebilir. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan da anlaş¬laca¼g¬gibi e¼ger

x dizisi bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise, bu durumda L say¬s¬n¬n herhangi

bir " > 0 komşulu¼gunda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken bu komşulu¼gun

d¬̧s¬nda da, indis kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olmak koşuluyla yine diziye ait sonsuz

çoklukta terim bulunabilir. Bu durum, istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bilinen anlamdaki

yak¬nsakl¬ktan daha genel oldu¼gunu göstermektedir. Dolay¬s¬yla istatistiksel yak¬n-

sak diziler uzay¬ st ile gösterilmek üzere c � st oldu¼gu kolayca görülür. Örnek

3.1.4 ve 3.1.5�den görülece¼gi gibi s¬n¬rl¬¬raksak ya da s¬n¬rs¬z ¬raksak baz¬diziler de

istatistiksel yak¬nsak olabilmektedir.

Bir x = (xk) dizisi s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip bir cümlenin d¬̧s¬ndaki her k için bir P

özelli¼gine sahip ise x dizisi hemen her k için P özelli¼gine sahiptir diyece¼giz ve bunu

h.h.k ile k¬saltaca¼g¬z.

fxk(j)g; x = (xk) dizisinin bir alt dizisi ve K = fk(j) : j 2 Ng olmak üzere �(K) = 0

ise fxk(j)g dizisine x dizisinin bir �ince alt dizisi�ve �(K) 6= 0 ise fxk(j)g dizisine x

dizisinin bir �ince olmayan alt dizisi�ad¬verilir. �(K) 6= 0 olmas¬ya �(K) > 0 ya

da K n¬n do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip olmamas¬anlam¬na gelir.

Tan¬m 3.1.6. x = (xk) dizisinin bir � say¬s¬na yak¬nsayan ince olmayan alt dizisi

varsa, bu durumda � say¬s¬na x dizisinin bir �istatistiksel limit noktas¬�denir. ·Ista-

tistiksel limit noktalar¬cümlesi �x ile gösterilir (Fridy 1993).

Örnek 3.1.7.

xk =

8<: 1 ; k = n2

0 ; k 6= n2

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini gözönüne alal¬m. x dizisinin al¬̧s¬lm¬̧s limit

noktalar¬kümesi Lx ile gösterilmek üzere

Lx = f0; 1g ve �x = f0g d¬r.

Örnek 3.1.8. frkg1k=1 , de¼ger cümlesi tüm rasyonel say¬lar cümlesi olan bir dizi ve
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x = (xk) dizisi

xk =

8<: rn ; k = n2

k ; k 6= n2

şeklinde tan¬mlans¬n.

K := fk = n2 : n 2 Ng olmak üzere �(K) = 0 oldu¼gundan �x = ; dir. frk : k 2 Ng

cümlesi R reel say¬lar kümesinde yo¼gun oldu¼gundan Lx = R dir.

Tan¬m 3.1.9. Her " > 0 için � fk 2 N : jxk � 
j < "g 6= 0 ise 
 say¬s¬na x dizisinin

�istatistiksel de¼gme noktas¬�denir. ·Istatistiksel de¼gme noktalar¬cümlesi �x ile gös-

terilir (Fridy 1993).

Önerme 3.1.10. Ayr¬ca herhangi bir x dizisi için �x � �x � Lx içerirlik ba¼g¬nt¬s¬

vard¬r (Fridy 1993).

Teorem 3.1.11. E¼ger x ve y dizileri verildi¼ginde hemen her k için xk = yk gerçek-

lenirse �x = �y; �x = �y olmal¬d¬r (Fridy 1993).

Teorem 3.1.12. Bir p > 0 pozitif reel say¬s¬için

wp =

(
x : lim

n

1

n

nX
k=1

jxk � Ljp = 0
)

dizi uzay¬n¬ tan¬mlayal¬m. E¼ger x 2 wp ise x dizisi L kompleks say¬s¬na kuvvetli

p-Cesàro toplanabilirdir denir.

p-Cesàro toplanabilirlik ve istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧skiyi aşa¼g¬daki teo-

remle verebiliriz.

Teorem 3.1.13. p 2 R ve 0 < p <1 olsun.

i. Bir dizi bir L say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro toplanabilir ise L say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

ii. S¬n¬rl¬bir dizi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise L say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro

toplanabilirdir (Connor 1988).
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Bu durumda wp \ l1 = st \ l1 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca Maddox 1974 y¬l¬nda s¬n¬rl¬ve p-Cesàro toplanabilir diziler için matris karak-

terizasyonu vermi̧stir.

Teorem 3.1.14. p > 0 olmak üzere A 2 (wp \ l1; c; p) olmas¬için gerek ve yeter

şart

(i) A regüler

(ii) �(E) = 0 olan her E � N cümlesi için lim
n

P
k2E

jankj = 0

olmas¬d¬r (Maddox 1974, Kolk 1993).

3.2 ·Istatistiksel Üst Limit ve ·Istatistiksel Alt Limit

Fridy ve Orhan taraf¬ndan tan¬t¬lan istatistiksel üst limit ve istatistiksel alt limit

kavramlar¬n¬verelim.

Bir x reel say¬dizisi için

Bx := fb 2 R : �fk : xk > bg 6= 0g

Ax := fa 2 R : �fk : xk < ag 6= 0g

olsun. Bu durumda �istatistiksel üst limit� ve �istatistiksel alt limit� kavramlar¬

aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.2.1. E¼ger x reel say¬dizisi ise bu dizinin istatistiksel üst limiti

st- lim supx :=

8<: supBx ; Bx 6= ;

�1 ; Bx = ;

ve istatistiksel alt limiti

st- lim inf x :=

8<: inf Ax ; Ax 6= ;

+1 ; Ax = ;
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ile verilir (Fridy ve Orhan 1997).

Tan¬m 3.2.2. Bir x = (xk) dizisi için �fk : jxkj > Bg = 0 olacak şekilde bir B > 0

say¬s¬varsa, x dizisine �istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r�denir (Fridy ve Orhan 1997).

Örnek 3.2.3.

xk =

8>>>>>><>>>>>>:

k ; k tek tamkare ise

2 ; kçift tamkare ise

1 ; k tek ve tamkare de¼gilse

0 ; kçift ve tamkare de¼gilse

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini gözönüne alal¬m. x dizisi üstten s¬n¬rl¬de¼gildir.

�fk 2 N : jxkj > 1g = 0 oldu¼gundan x dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Böylece

Bx = (�1; 1) ve Ax = (0;+1) olup st-lim supx = 1 ve st-lim inf x = 0 d¬r. x

dizisi 0�a ve 1�e yak¬nsayan pozitif yo¼gunlu¼ga sahip iki alt diziye sahip oldu¼gundan

istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. x = (xk) dizisinin istatistiksel de¼gme noktalar¬n¬n

cümlesi �x = f0; 1g dir.

Teorem 3.2.4. Reel terimli bir x dizisi için � := st-lim supx sonlu ise her " > 0

için

�fk : xk > � � "g 6= 0 ve �fk : xk > � + "g = 0 (1)

olur. Kaŗs¬t olarak (1) gerçeklenirse � = st-lim supx olmal¬d¬r (Fridy ve Orhan

1997).

Ayr¬ca benzer özellik st-lim inf x için de aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 3.2.5. Reel terimli bir x dizisi için � := st-lim inf x sonlu ise her " > 0 için

�fk : xk < � + "g 6= 0 ve �fk : xk < �� "g = 0 (2)

olur. Kaŗs¬t olarak (2) gerçeklenirse � = st-lim inf x olmal¬d¬r (Fridy ve Orhan 1997).

·Istatistiksel de¼gme noktas¬tan¬m¬ndan ve Teorem 3.2.4, Teorem 3.2.5�den st-lim supx;

x dizisinin en büyük istatistiksel de¼gme noktas¬; st-lim inf x; x dizisinin en küçük is-

tatistiksel de¼gme noktas¬d¬r diyebiliriz.
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Teorem 3.2.6. Herhangi bir x dizisi için

st- lim inf x � st- lim supx

gerçeklenir (Fridy ve Orhan 1997).

Ayr¬ca Teorem 3.2.6�dan

lim inf x � st- lim inf x � st- lim supx � lim supx

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Aşa¼g¬daki sonuç yak¬nsak dizilerin temel bir özelli¼ginin istatistiksel benzeridir.

Teorem 3.2.7. ·Istatistiksel s¬n¬rl¬bir x dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬için

gerek ve yeter şart

st- lim inf x = st- lim supx

olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan 1997).
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3.3 ·Istatistiksel Cauchy dizisi

Klasik analizden bildi¼gimiz �Cauchy dizisi� kavram¬n¬n istatistiksel benzeri 1985

y¬l¬nda Fridy taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.3.1. x = (xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her " > 0

için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

olacak şekilde bir N = N(") say¬s¬mevcut ise, bu durumda x dizisine �istatistiksel

Cauchy dizisi�denir (Fridy 1985).

Bu durumda x bir istatistiksel Cauchy dizisi ise key� bir " > 0 verildi¼ginde hemen

her k için jxk � xN j < " gerçeklenecek biçimde N = N(") say¬s¬mevcuttur.

Teorem 3.3.2. Bir x = (xk) dizisi için aşa¼g¬daki önermeler denktir.

(i) x dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) x istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) h:h:k için xk = yk olacak şekilde yak¬nsak bir y = (yk) dizisi vard¬r (Fridy 1985).

3.4 ·Istatistiksel Çekirdek

Bu k¬s¬mda istatistiksel çekirdek kavram¬n¬tan¬taca¼g¬z.

Tan¬m 3.4.1. E¼ger x istatistiksel s¬n¬rl¬reel say¬dizisi ise x dizisinin istatistiksel

çekirde¼gi;

[st- lim inf x ; st- lim supx]

kapal¬aral¬¼g¬olarak tan¬mlan¬r. x istatistiksel s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬nda x dizisinin istatis-

tiksel çekirde¼gi;

[st- lim inf x ; 1) ; (�1 ; st- lim supx] ; (�1 ; 1)

aral¬klar¬ndan biri olarak tan¬mlan¬r (Fridy ve Orhan 1997).
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Ayr¬ca lim inf x � st-lim inf x � st-lim supx � lim supx ba¼g¬nt¬s¬ndan reel terimli

bir x dizisi için K-çek{x}� st-çek{x} oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 3.4.2. Reel terimli birA = (ank)matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj <1 gerçeklensin.

Her x 2 l1 reel terimli dizisi için

lim supAx � st- lim supx

olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) A regüler

(ii) �(E) = 0 özellikli her E � N için lim
n

P
k2E

jankj = 0

(iii) lim
n

1P
k=1

jankj = 1

olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan 1997).

·Ispat: Gereklilik: A = (ank) matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj <1 gerçeklensin ve her

x 2 l1 reel terimli dizisi için lim supAx � st-lim supx olsun. x s¬n¬rl¬dizi oldu¼gun-

dan �x de s¬n¬rl¬d¬r, dolay¬s¬yla �x için de hipotez gerçeklenir. Yani

lim sup(�Ax) � st- lim sup(�x)

olup

�st- lim sup(�x) � � lim sup(�Ax)

d¬r. Bu durumda

st- lim inf x � lim inf Ax � lim supAx � st- lim supx

elde edilir. E¼ger x istatistiksel yak¬nsak ve s¬n¬rl¬bir dizi ise
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st-limx = st-lim supx = st-lim inf x olaca¼g¬ndan limAx = st-limx elde edilir. Yani

A 2 (st \ l1; c; p) olmal¬d¬r. Bu durumda Teorem 3.1.14�den (i) ve (ii) şartlar¬

gerçeklenmi̧s olur. Şimdi de lim
n

1P
k=1

jankj = 1 oldu¼gunu gösterelim.

Her x 2 l1 için

lim supAx � lim supx

olup Teorem 2.2.6�dan lim
n

1P
k=1

jankj = 1 elde edilir. Yani (iii) de gerçeklenmi̧s olur.

Yeterlilik: (i), (ii), (iii) gerçeklensin ve x 2 l1 reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda

sup
n

1P
k=1

jankj < 1 oldu¼gundan Ax 2 l1 ve �(x) = st-lim supx olmak üzere �(x)

sonludur. " > 0 için E := fk : xk > �(x) + "g olmak üzere Teorem 3.2.4�den

�(E) = 0 elde edilir. Dolay¬s¬yla k =2 E ise xk � �(x) + " olacakt¬r.

Teorem 2.2.6�n¬n yeterlilik k¬sm¬ndaki benzer düşünceyi kullan¬rsak sabit bir pozitif

m say¬s¬için

(Ax)n =
1X
k=1

ankxk

=
X
k<m

ankxk +
X
k�m

ankxk

=
X
k<m

ankxk +
X
k�m

(a+nk)xk �
X
k�m

(a�nk)xk

=
X
k<m

ankxk +
X
k�m
k=2E

(a+nk)xk +
X
k�m
k2E

(a+nk)xk �
X
k�m

(a�nk)xk

� kxk1
X
k<m

jankj+
X
k�m
k=2E

(a+nk)xk +
X
k�m
k2E

(a+nk)xk + kxk1
X
k�m

(jankj � ank)

� kxk1
X
k<m

jankj+ (�(x) + ")
X
k�m
k=2E

jankj+ kxk1
X
k�m
k2E

jankj

+ kxk1
X
k�m

(jankj � ank)
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yazabiliriz. Her iki tarafa lim sup operatörünü uygulay¬p (i), (ii), (iii) koşullar¬n¬

gözönünde bulundurursak

lim sup
n

(Ax)n � �(x) + "

elde ederiz. " > 0 key� oldu¼gundan lim supAx � st-lim supx elde edilir ki bu da

ispat¬tamamlar.

st-lim inf x � lim inf Ax için de benzer bir sonucun elde edilece¼gi aç¬kt¬r. Böylece

aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Teorem 3.4.3. (·Istatistiksel Çekirdek Teoremi) Reel terimli bir A = (ank)

matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj <1 gerçeklensin. Her x 2 l1 reel terimli dizisi için

K-çekfAxg � st-çekfxg

olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) A regüler

(ii) �(E) = 0 özellikli her E � N için lim
n

P
k2E

jankj = 0

(iii) lim
n

1P
k=1

jankj = 1

olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan 1997).

Kompleks terimli bir x dizisinin Knopp çekirde¼gini, fxkgk�n terimlerinin kapal¬kon-

veks hull�u Rn(x) olmak üzere

K-çekfxg :=
1\
n=1

Rn(x)

olarak tan¬mlam¬̧st¬k. Ayr¬ca Shcherbakov taraf¬ndan her bir s¬n¬rl¬x dizisi için

B�x(z) :=

�
w 2 C : jw � zj � lim sup

k
jxk � zj

�
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olmak üzere

K-çekfxg :=
\
z2C

B�x(z)

oldu¼gu gösterilmi̧stir (Shcherbakov 1977).

Tan¬m 3.4.4. Herhangi x = (xk) kompleks terimli dizisi için H(x); h:h:k için xk
terimlerini içeren bütün kapal¬yar¬düzlemlerin s¬n¬f¬yani

H(x) := fH : H kapal¬yar¬düzlem ve �fk : xk 2 Hg = 1g

olsun. x dizisinin istatistiksel çekirde¼gi,

st-çekfxg :=
\

H2H(x)

H

ile verilir (Fridy ve Orhan 1997).

K-çekfxg için verilen tan¬mda Rn(x) kapal¬ konveks hull�u fxkgk�n�yi içeren tüm

kapal¬yar¬düzlemlerin arakesitidir. st-çekfxg için verilen tan¬mda fxkgk�n�in yerine

1 yo¼gunlu¼ga sahip key� bir alt dizi al¬nd¬¼g¬ndan x dizisi için st-çekfxg � K-çekfxg

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Önerme 3.4.5. E¼ger x kompleks terimli istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi ise

�x � st-çekfxg

olur (Li ve Fridy 2000).

Önerme 3.4.6. E¼ger x kompleks terimli istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi ise

st-limx = 
 olmas¬için gerek ve yeter şart 
 n¬n x dizisinin tek istatistiksel de¼gme

noktas¬olmas¬d¬r (Li ve Fridy 2000).

Çekirdek kavram¬na ili̧skin olarak baz¬ teoremleri verebilmek için ihtiyac¬m¬z olan

aşa¼g¬daki lemmay¬ispats¬z olarak verelim
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Lemma 3.4.7. x istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi ve her bir z 2 C için

Bx(z) := fw 2 C : jw � zj � st- lim sup
k

jxk � zjg

olsun. Bu durumda

st-çekfxg :=
\
z2C

Bx(z)

gerçeklenir (Fridy ve Orhan 1997).

E¼ger x istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi de¼gil ise Lemma 3.4.7 do¼gru de¼gildir. Bunu görmek

için 8k 2 N için xk := k şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisini gözönüne alal¬m.

Bu dizi bir istatistiksel de¼gme noktas¬na sahip de¼gildir ve st-çekfxg = ; dir. Her-

hangi bir z 2 C verildi¼ginde, h.h.k için xk terimlerini içeren sonlu yar¬çapl¬bir disk

yoktur. Böylece st-lim sup
k

jxk � zj = 1 ve Bx(z) kompleks düzlemin tamam¬olupT
z2C
Bx(z) = C elde edilir.

x kompleks terimli dizi oldu¼gunda ·Istatistiksel Çekirdek Teoremini aşa¼g¬daki şekilde

verebiliriz.

Teorem 3.4.8. Kompleks terimli bir A = (ank) matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj < 1

gerçeklensin. Her x 2 l1 kompleks terimli dizisi için

K-çekfAxg � st-çekfxg

olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) A regüler

(ii) �(E) = 0 özellikli her E � N için lim
n

P
k2E

jankj = 0

(iii) lim
n

1P
k=1

jankj = 1

olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan 1997).

·Ispat: Gereklilik: A = (ank) matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj <1 gerçeklensin. Her

x 2 l1 için K-çekfAxg � st-çekfxg olsun. E¼ger st-limx = L ise
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fLg = st-çekfxg � K-çekfAxg olur. x 2 l1 için sup
n

1P
k=1

jankj <1 gerçeklendi¼ginden

Ax 2 l1 olaca¼g¬ndan K-çekfAxg 6= ;, dolay¬s¬yla K-çekfAxg = fLg olmal¬d¬r. Bu

durumda A 2 (st\ l1; c; p) gerçeklenmektedir. Teorem 3.1.14�den (i), (ii) elde edilir.

Ayr¬ca K-çekfAxg � st-çekfxg � K-çekfxg gerçeklenir. Bunun yan¬s¬ra � = 1 ve

K = C için Teorem 2.2.9�dan lim sup
n

1P
k=1

jankj � 1 elde edilir.

Di¼ger yandan A regüler oldu¼gundan

1 = lim sup
X
k

ank � lim sup
X
k

jankj � 1

1 = lim inf
X
k

ank � lim inf
X
k

jankj � lim sup
X
k

jankj � 1

yazabiliriz. Dolay¬s¬yla lim
n

1P
k=1

jankj = 1 yani (iii) elde edilmi̧s olur.

Yeterlilik: (i), (ii), (iii) koşullar¬sa¼glans¬n. Her x 2 l1 kompleks terimli dizisi için

K-çekfAxg � st-çekfxg oldu¼gunu göstermeliyiz.

w 2 K-çekfAxg olsun. Herhangi bir z 2 C için

jw � zj � lim sup
n

jz � (Ax)nj

= lim sup
n

�����z �
1X
k=1

ankxk

�����
= lim sup

n

�����z �
1X
k=1

ankxk +
1X
k=1

ankz �
1X
k=1

ankz

�����
� lim sup

n

�����
1X
k=1

ank(z � xk)
�����+ lim supn

jzj
�����1�

1X
k=1

ank

�����
A matrisi regüler oldu¼gundan lim sup

n

����1� 1P
k=1

ank

���� = 0 olur. Dolay¬s¬yla
jw � zj � lim sup

n

�����
1X
k=1

ank(z � xk)
�����
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elde edilir. r := st-lim sup jxk � zj ve " > 0 olmak üzere E := fk : jz � xkj > r + "g

olsun. Teorem 3.2.4�den �(E) = 0 elde edilir. Böylece�����
1X
k=1

ank(z � xk)
����� =

�����X
k2E

ank(z � xk) +
X
k=2E

ank(z � xk)
�����

� sup
k
jz � xkj

X
k2E

jankj+ (r + ")
X
k=2E

jankj

olup (ii) ve (iii) koşullar¬ndan

lim sup
n

�����
1X
k=1

ank(z � xk)
����� � r + "

bulunur. Dolay¬s¬yla jw � zj � r + " ve " > 0 key� oldu¼gundan jw � zj � r elde

edilir. Böylece w 2 Bx(z) olup Lemma 3.4.7�den w 2 st-çekfxg olur bu da ispat¬

tamamlar.

Herhangi bir dizinin istatistiksel çekirde¼gi K-çekirde¼ginin bir alt cümlesi oldu¼gundan

aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.4.9. A = (ank) matrisi için sup
n

1P
k=1

jankj < 1 ve Teorem 3.4.8�in (i), (ii)

ve (iii) şartlar¬gerçeklenirse her bir x 2 l1 için

st-çekfAxg � st-çekfxg

olur (Fridy ve Orhan 1997).

Ancak bu sonucun kaŗs¬t¬do¼gru de¼gildir. Şimdi buna bir örnek verelim.

Örnek 3.4.10. A matrisini h.h.n için (Ax)n = xn olacak biçimde tan¬mlayal¬m.

Teorem 3.1.11�den Ax ve x dizilerinin istatistiksel de¼gme noktalar¬n¬n cümlesi ayn¬
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olup st-çekfAxg = st-çekfxg gerçeklenir. Şimdi

ank =

8>>><>>>:
1 ; k = n ve n tamkare de¼gilse

1 ; k � n ve n tamkare ise

0 ; di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanan A = (ank) matrisinin gözönüne alal¬m. Bu durumda

(Ax)n =

8>><>>:
xn ; n tamkare de¼gilse
nX
k=1

xk ; n tamkare ise

olup sup
n

1P
k=1

jankj = 1 elde edilir. A matrisi (iii) şart¬n¬ gerçeklemedi¼gi gibi (ii)

şart¬n¬da gerçeklemez.

Şimdi de Li ve Fridy�nin x s¬n¬rl¬kompleks say¬dizisi olmak üzere

st-çekfAxg � st-çekfxg içerirlik ba¼g¬nt¬s¬na ili̧skin verdikleri gerek ve yeter şartlar¬

ispats¬z olarak inceleyelim.

Önce üst asimptotik yo¼gunluk ve istatistiksel parçalanma kavramlar¬n¬verelim.

Herhangi bir E � N için do¼gal yo¼gunluk �(E) her zaman mevcut olmaz.

(�(E) = 1
n
jfk � n : k 2 Egj = lim

n

1
n

P
1�k�n

�E olup bu ise Cesàro matrisidir, Cesàro

matrisi regüler olup, regüler matrisin limitleyemeyece¼gi en az bir s¬n¬rl¬dizi vard¬r.

Dolay¬s¬yla bu limit mecut olmak zorunda de¼gildir. Yani do¼gal yo¼gunluk her zaman

mevcut olmaz). Bu durumda �üst asimptotik yo¼gunluk�

lim sup
n

1

n
jfk � n : k 2 Egj

olup ��(E) ile gösterilir. Üst asimptotik yo¼gunluk aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

N do¼gal say¬lar cümlesinin iki key� alt cümlesi E ve F olmak üzere

i. �(E) mevcut ise �(E) = ��(E) olmal¬d¬r.

ii. ��(E) > 0 ise E ince olmayan cümledir.
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iii. E � F ise ��(E) � ��(F ) gerçeklenir.

Tan¬m 3.4.11. E¼ger N nin iki̧ser iki̧ser ayr¬k alt cümlelerinin fK1; K2 ; :::; Krg bir

sonlu s¬n¬f¬

(i) �

 
rS
j=1

Kj

!
= 1

(ii) ��(Kj) > 0; j = 1; 2; :::; r

koşullar¬n¬gerçeklerse bu sonlu s¬n¬fa N nin bir �istatistiksel parçalanmas¬�denir (Li

ve Fridy 2000).

Teorem 3.4.12. Bir A toplanabilme matrisi için

(
1P
j=1

janjj
)
n�1

dizisi istatistiksel

s¬n¬rl¬olsun. O halde her x 2 l1 için

st-çekfAxg � st-çekfxg

olmas¬için gerek ve yeter şart

i. �(K) = 1 olan her K � N için st-lim
n

(P
j2K

anj

)
= 1

ii. fK1; K2 ; :::; Krg; N nin bir istatistiksel parçalanmas¬için

st-lim sup
n

(
rP
i=1

����� Pj2Ki

anj

�����
)
� 1 olmas¬d¬r (Li ve Fridy 2000).

3.5 �-·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda � ve � nün key� yo¼gunluk oldu¼gu, negatif olmayan T matrisi üzerinde

her s¬n¬rl¬reel de¼gerli x dizisi için, x dizisinin �-istatistiksel çekirde¼gi, Tx dizisinin

�-istatistiksel çekirde¼gine eşit olacak biçimde gerek ve yeter şartlar¬inceleyece¼giz.

Önce key�� yo¼gunlu¼gunu tan¬tarak başlayal¬m. � yo¼gunlu¼gu [0; 1] aral¬¼g¬nda de¼ger-

ler alan, N uzay¬n¬n altkümelerinin bir � cebiri üzerinde tan¬ml¬, sonlu toplamsal bir

küme fonksiyonudur. Yani

� : � � P (N)! [0; 1]
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i. �(N) = 1

ii. E;F 2 � olmak üzere E � F ve �(F ) = 0 ise �(E) = 0

iii. E 2 � olmak üzere jEj <1 ise �(E) = 0

iv. n = 1; 2; :::; k için En ler iki̧ser iki̧ser ayr¬k olmak üzere �
�

kS
n=1

En

�
=

kP
n=1

�(En)

özelliklerini gerçekler. Burada (iv) şart¬yerine �

� 1S
n=1

En

�
=

1P
n=1

�(En) al¬nama-

yaca¼g¬na dikkat etmeliyiz. Çünkü En = fng olarak al¬nd¬¼g¬nda jEnj = 1 < 1 olup

(iii)den �(En) = 0 d¬r. Ancak �

� 1S
n=1

En

�
= 1 6= 0 d¬r.

�-istatistiksel yak¬nsakl¬k (istatistiksel yak¬nsakl¬k) Steinhaus taraf¬ndan tan¬t¬lm¬̧s

olup, � yo¼gunluk için de tan¬mlar benzer şekildedir. Bunlar¬k¬saca verelim.

Tan¬m 3.5.1. Her " > 0 için � (fk 2 N : jxk � Lj � "g) = 0 gerçekleniyor ise x dizisi

L say¬s¬na ��-istatistiksel yak¬nsakt¬r�denir ve st�-limx = L ile gösterilir (Connor

1997).

Çal¬̧smam¬z boyunca �-istatistiksel yak¬nsak dizilerin cümlesini st� ile gösterece¼giz.

Tan¬m 3.5.2. Her " > 0 için �(fk 2 N : jxk � 
j < "g) 6= 0 ise 
 say¬s¬na x dizisinin

��-istatistiksel de¼gme noktas¬�denir (Connor 1997).

Şimdi �- istatistiksel üst limit ve �- istatistiksel alt limit kavramlar¬n¬verelim.

Bir x dizisi için

Bx := fb 2 R : �(fk : xk > bg) 6= 0g

Ax := fa 2 R : �(fk : xk < ag) 6= 0g

olsun. Bu durumda � �-istatistiksel üst limit�ve � �-istatistiksel alt limit�aşa¼g¬daki

şekilde tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 3.5.3. x dizinin �-istatistiksel üst limiti

st�- lim supx :=

8<: supBx ; Bx 6= ;

�1 ; Bx = ;

ve �-istatistiksel alt limiti

st�- lim inf x :=

8<: inf Ax ; Ax 6= ;

+1 ; Ax = ;

ile verilir.

Teorem 3.5.4. � := st�-lim supx sonlu ise her " > 0 için

�(fk : xk > � � "g) 6= 0 ve �(fk : xk > � + "g) = 0 (3)

olur. Kaŗs¬t olarak (3) gerçeklenirse � = st�-lim supx olmal¬d¬r (Connor 1997).

Teorem 3.5.5. � := st-lim inf x sonlu ise her " > 0 için

�(fk : xk < � + "g) 6= 0 ve �(fk : xk < �� "g) = 0 (4)

olur. Kaŗs¬t olarak (4) gerçeklenirse � = st-lim inf x olmal¬d¬r (Connor 1997).

Tan¬m 3.5.6. Bir x = (xk) dizisi için � (fk : jxkj > Bg) = 0 olacak şekilde bir

B > 0 say¬s¬varsa, x dizisine ��-istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r�denir.

Teorem 3.5.7. Herhangi bir x dizisi için

st�- lim inf x � st�- lim supx

gerçeklenir.

Ayr¬ca Teorem 3.5.7�den

lim inf x � st�- lim inf x � st�- lim supx � lim supx
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oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 3.5.8. �-istatistiksel s¬n¬rl¬bir x dizisinin �-istatistiksel yak¬nsak olmas¬

için gerek ve yeter şart

st�- lim inf x = st�- lim supx

olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki teorem istatistiksel çekirdeklerin korunmas¬n¬karakterize eder.

Teorem 3.5.9. T = (tnk), T : l1 ! l1 negatif olmayan bir matris olsun. � ve �

yo¼gunluklar olmak üzere, her x 2 l1 için

st�- lim supx = st�- lim supTx

olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) T : st� ! st� , her x 2 st� \ l1 için st�-limx = st�-limTx

(ii) �(E) 6= 0 iken st�-lim sup(T�E) = 1

olmas¬d¬r (Connor, Fridy, Orhan 2006).

·Ispat: Gereklilik: T = (tnk) negatif olmayan bir matris ve T : l1 ! l1 olsun. �

ve � yo¼gunluklar olmak üzere, her x 2 l1 için st�-lim supx = st�-lim supTx olsun.

Önce (i) şart¬n¬n gerçeklendi¼gini gösterelim. T : st� ! st� , x 2 st� \ l1 alal¬m.

x 2 st� \ l1 oldu¼gundan

st�- lim supx = st�- lim inf x (5)

olur. x 2 l1 olup hipotezden

st�- lim supx = st�- lim supTx (6)

bulunur. x 2 l1 ve T : l1 ! l1 oldu¼gundan Tx 2 l1 olur. Ayr¬ca x 2 st� \ l1 ve
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T : st� ! st� oldu¼gundan Tx 2 st� elde edilir. Dolay¬s¬yla Tx 2 st� \ l1 olur. Bu

durumda

st�- lim supTx = st�- lim inf Tx (7)

olup (5), (6), (7) gözönüne al¬n¬rsa

st�- limx = st�- limTx

elde edilmi̧s olur. Şimdi de (ii) şart¬n¬n gerçeklendi¼gini gösterelim.

�E, E�nin karakteristik fonksiyonu olup,

�E(k) =

8<: 1 ; k 2 E

0 ; k =2 E

şeklinde tan¬mlan¬r ve s¬n¬rl¬oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla hipotezden

st�- lim sup�E = st�- lim sup(T�E)

yazabiliriz. Di¼ger yandan �(E) 6= 0 oldu¼gundanE sonsuz elemanl¬d¬r.(E sonlu say¬da

elemana sahip olsayd¬s¬f¬r yo¼gunluklu olurdu). Bu durumda karakteristik fonksiy-

onun tan¬m¬ndan f�E(k)g dizisi sonsuz say¬da 1 eleman¬na sahiptir. Bu durumda

1 = st�- lim sup�E = st�- lim sup(T�E)

elde edilir. Bu da ispat¬n gereklilik k¬sm¬n¬tamamlar.

Yeterlilik: (i) ve (ii) şartlar¬sa¼glans¬n. Her x 2 l1 için

st�-lim supx = st�-lim supTx oldu¼gunu göstermeliyiz. x 2 l1 alal¬m.

st�-lim supx = l ve � > 0 verilsin. ·Ispat için st�-lim supTx = l oldu¼gunu göstere-

ce¼giz. Bunun için �-istatistiksel üst limit özelli¼ginden yani Teorem 3.5.4�den

�(fn 2 N : (Tx)n > l � �g) 6= 0 ve �(fn 2 N : (Tx)n > l + �g) = 0
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oldu¼gunu göstermeliyiz. Bunun yerine bu ifadelere denk olan

�

 (
n 2 N :

1X
k=1

tnkxk > l � �
)!

6= 0 (8)

ve

�

 (
n 2 N :

1X
k=1

tnkxk � l + �
)!

= 1 (9)

oldu¼gunu gösterelim. Önce (8) ifadesinin gerçeklendi¼gini gösterelim.

"1 > 0 ve �1 > 0 say¬lar¬n¬�1(1� "1) + "1(l + kxk1) < � olacak şekilde seçelim.

�N = (1; 1; 1; :::) 2 st� olup �(fk 2 N : j�N(k)� 1j � "g) = 0 oldu¼gundan st�-

lim�N = 1 olur. Dolay¬s¬yla �N 2 st� \ l1 olup (i) den st�-lim(T�N) = 1 elde ederiz.

Yani

st�- lim(T�N) = st�- lim
1X
k=1

tnk�N(k) = st�- lim
1X
k=1

tnk = 1

buluruz. Bu durumda �-istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan yani Tan¬m 3.5.1�den

R1 :=

(
n :

�����
1X
k=1

tnk � 1
����� < "1

2

)

olmak üzere �(R1) = 1 elde edilir.

E(�1) = fk : xk > l � �1g olmak üzere st�-lim supx = l oldu¼gundan

� (fk : xk > l � �1g) = � (E(�1)) 6= 0

olur. Dolay¬s¬yla (ii) den st�-lim sup(T�E(�1)) = 1 elde ederiz. Bu durumda

�-istatistiksel üst limit özelli¼ginden yani Teorem 3.5.4�den

�
��
n 2 N : (T�E(�1))n > 1�

"1
2

	�
6= 0 gerçeklenir. Böylece

�

 (
n 2 N :

P
k2E(�1)

tnk > 1� "1
2

)!
6= 0 elde ederiz. Bu durumda

R2 :=

8<:n 2 N : X
k2E(�1)

tnk > 1�
"1
2

9=;
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olmak üzere �(R2) 6= 0 olur.

R := R1 \R2 diyelim. �(R1) = 1 ve �(R2) 6= 0 oldu¼gunu biliyoruz.

�(R) = �(R1 \ R2) = 0 oldu¼gunu kabul edelim. R2 = (R1 \ R2) [ (R2nR1) ve

R2nR1 = R2\Rc1 � Rc1 olup � (R2nR1) � � (Rc1) = 0 oldu¼gundan � (R2nR1) = 0 olur.

Bu durumda �(R2) = 0 elde ederiz bu ise �(R2) 6= 0 olmas¬ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla

�(R) 6= 0 olmal¬d¬r.

�

��
n 2 N :

1P
k=1

tnkxk > l � �
��

6= 0 oldu¼gunu göstermek istiyoruz. Dolay¬s¬yla

R �
�
n 2 N :

1P
k=1

tnkxk > l � �
�
oldu¼gunu gösterirsek �(R) 6= 0 oldu¼gundan

�

��
n 2 N :

1P
k=1

tnkxk > l � �
��

6= 0 oldu¼gunu göstermi̧s oluruz. Bu durumda

n 2 R alal¬m. R = R1 \R2 oldu¼gundan n 2 R1 ve n 2 R2 olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

1� "1
2
<

1X
k=1

tnk < 1 +
"1
2
ve 1� "1

2
<

X
k2E(�1)

tnk

olur. Bu durumda n 2 R için

X
k2E(�1)

tnk �
1X
k=1

tnk < 1 +
"1
2

olup

1� "1
2
<

X
k2E(�1)

tnk +
X

k2E(�1)c
tnk < 1 +

"1
2

yazabiliriz. Böylece ������
X

k2E(�1)c
tnk

������ < "1
elde ederiz.
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n 2 R için,

1X
k=1

tnkxk =
X

k2E(�1)

tnkxk +
X

k2E(�1)c
tnkxk

> (l � �1)(1� "1)� kxk1 "1

= l � [(1� "1)�1 + (l + kxk1)"1]

> l � �

oldu¼gundan

R �
(
n 2 N :

1X
k=1

tnkxk > l � �
)

elde ederiz. Böylece �(R) 6= 0 oldu¼gundan (8) ifadesi gerçeklenmi̧s olur. Şimdi de

(9) ifadesinin gerçeklendi¼gini gösterelim.

"1 > 0 ve �1 > 0 say¬lar¬n¬"1(l + kxk1) + �1(1 + "1) < � olacak şekilde seçelim. (8)

ifadesinde ald¬¼g¬m¬z gibi R1 cümlesini

R1 :=

�
n :

���� 1P
k=1

tnk � 1
���� < "1

2

�
olarak alal¬m.

G(�1) = fk : xk � l + �1g olmak üzere st�-lim supx = l oldu¼gundan

� (fk : xk � l + �1g) = � (G(�1)) = 1 olup � (G(�1)c) = 0 d¬r.�G(�1) 2 st� \ l1 ve

st�-lim�G(�1) = 1 oldu¼gundan (i) den st�-lim(T�G(�1)) = 1 elde ederiz.

�-istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan yani Tan¬m 3.5.1�den

�

0@8<:n :
������
X

k2G(�1)

tnk � 1

������ � "
9=;
1A = 0 yani �

0@8<:n :
������
X

k2G(�1)

tnk � 1

������ < "
9=;
1A = 1

elde edilir. Bu durumda

R3 :=

8<:n : X
k2G(�1)

tnk > 1� "1

9=;
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olmak üzere �(R3) = 1 olmal¬d¬r.

R4 := R1 \ R3 diyelim. �(R1) = 1 ve �(R3) = 1 oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

�(R4) = 1 elde edilir. (8) ifadesindeki benzer düşünceyle

�

��
n 2 N :

1P
k=1

tnkxk � l + �
��

= 1 oldu¼gunu göstermek istiyoruz. Dolay¬s¬yla

R4 �
�
n 2 N :

1P
k=1

tnkxk � l + �
�
oldu¼gunu gösterirsek �(R4) = 1 oldu¼gundan

�

��
n 2 N :

1P
k=1

tnkxk � l + �
��

= 1 oldu¼gunu göstermi̧s oluruz. Bu durumda

n 2 R4 alal¬m. R4 = R1 \R3 oldu¼gundan n 2 R1 ve n 2 R3 olur. Dolay¬s¬yla

n 2 R4 için,

1X
k=1

tnkxk =
X

k2G(�1)

tnkxk +
X

k2G(�1)c
tnkxk

� (l + �1)(1 + "1) + kxk1 "1

= l + (1 + "1)�1 + (l + kxk1)"1

< l + �

oldu¼gundan

R4 �
(
n 2 N :

1X
k=1

tnkxk � l + �
)

elde ederiz. Böylece �(R4) = 1 oldu¼gundan (9) ifadesi gerçeklenmi̧s olur. Bu du-

rumda st�-lim supTx = l olup teorem ispatlanm¬̧s olur.

Sonuç 3.5.10. T = (tnk) negatif olmayan bir matris ve T : l1 ! l1 olsun. �

yo¼gunluk olmak üzere, her x 2 l1 için

st�- lim supx = lim supTx

olmas¬için gerek ve yeter şart
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(i) T regüler

(ii) �(F ) = 0 için lim
n

P
k2F

tnk = 0

(iii) �(E) 6= 0 için lim sup
n

P
k2E

tnk = 1

olmas¬d¬r (Connor, Fridy, Orhan 2006).

T = (tnk) negatif olmayan regüler bir matris olsun. Her n 2 N ve her E � N alt

cümlesi için �n(E) =
1P
k=1

tnk�E(k) olmak üzere;

� :=
n
E � N : lim

n
�n(E) = 0 veya lim

n
�n(E) = 1

o
şeklinde al¬ns¬n. Ayr¬ca

�T : �! [0; 1] fonksiyonunu

�T (E) = lim
n
�n(E) = lim

n

1X
k=1

tnk�E(k)

olacak şekilde tan¬mlayal¬m. T yerine C1 Cesàro matrisi al¬n¬rsa do¼gal yo¼gunluk elde

edilece¼gi aç¬kt¬r.

� yo¼gunlu¼gunu I özdeşlik matrisiyle oluşturulan yo¼gunluk olarak ald¬¼g¬m¬zda Teorem

3.5.9 daki (ii) şart¬Sonuç 3.5.10 daki (iii) şart¬na denk olur. Şimdi bunu gösterelim.

T = I olarak ald¬¼g¬m¬zda

�T (E) = lim
n
�n(E) = lim

n
�E(n)

elde edilir. st�-lim supx = L olsun Bu durumda Teorem 3.5.4�den

� (fk : xk > L+ "g) = 0 ve � (fk : xk < L� "g) 6= 0

olur.

E := fk : xk > L+ "g olarak al¬rsak �T (E) = 0 yani lim
n
�E(n) = 0 elde ederiz. Bu

ise dizinin sonsuz say¬da s¬f¬r ve sonlu say¬da 1 eleman¬na sahip oldu¼gunu gösterir.

Dolay¬s¬yla E kümesine ait olan elemanlar¬n say¬s¬sonludur yani xk > L + " eşit-

sizli¼gini gerçekleyen k elemanlar¬ sonlu say¬dad¬r bu ise bilinen anlamda lim supx
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tan¬m¬d¬r.

E := fk : xk < L� "g olarak al¬rsak �T (E) 6= 0 yani lim
n
�E(n) 6= 0 elde ederiz. Bu

ise dizinin sonsuz say¬da 1 ve sonlu say¬da s¬f¬r eleman¬na sahip oldu¼gunu gösterir.

Dolay¬s¬yla E ye ait olan elemanlar sonsuz say¬dad¬r yani xk > L � " eşitsizli¼gini

gerçekleyen k elemanlar¬sonsuz say¬dad¬r bu ise bilinen anlamda lim supx tan¬m¬d¬r.

�-yo¼gunlu¼gunu I özdeşlik matrisiyle elde etti¼gimizde bilinen anlamda lim supx elde

edilir. Şimdi de Teorem 3.5.9 daki (i) şart¬n¬n Sonuç 3.5.10 daki (i)-(ii) şartlar¬na

denk oldu¼gunu gösterelim. Bu ise Connor�¬n 1997 y¬l¬nda vermi̧s oldu¼gu teoremden

aç¬kca görülmektedir. Bu teoremi hat¬rlatal¬m.

T = (tnk); T : l1 ! l1 bir matris, � yo¼gunluk olmak üzere, her x 2 l1 için

K-çekfTxg � st�-çekfxg

olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) T regüler

(ii) lim
n

1P
k=1

jtnkj = 1

(iii) �(E) = 0 özellikli her E � N için lim
n

P
k2E

jtnkj = 0

olmas¬d¬r (Connor 1997).

Bu teorem � = � için ·Istatistiksel Çekirdek Teoremidir. Böylece Teorem 3.5.9 da

� yo¼gunlu¼gunu özdeşlik matrisiyle oluşturdu¼gumuzda

st�- lim supx = lim supTx

elde etmi̧s olduk.

Ancak şunu da belirtelim ki Sonuç 3.5.10 da � yo¼gunlu¼gunu � do¼gal yo¼gunlu¼gu olarak

al¬rsak (ii)-(iii) şartlar¬n¬sa¼glayan matris yoktur. Bunu göstermek için ileride yarar-

lanaca¼g¬m¬z aşa¼g¬daki lemmay¬ispats¬z olarak verelim.

42



Lemma 3.5.11. L 2 N ,
_

�(E) > d > 0 olacak şekilde E � N olsun. Bu durumda

k 2 F için k � L;
_

�(F ) � d
4
ve her m 2 N için 1

m

mP
k=1

�F (k) <
d
2
olacak şekilde F � E

vard¬r (Connor, Fridy, Orhan 2006).

Teorem 3.5.12. T regüler matris ve
_

�(E) > 0; lim sup(T�E) = 1 olsun. Bu

durumda �(F ) = 0 ve lim sup(T�F ) = 1 olacak şekilde F � N vard¬r (Connor, Fridy,

Orhan 2006).

·Ispat: Artan (�n); (Pn); (Qn) do¼gal say¬dizilerini ve azalan (En) küme dizisini

P1 < Q1 < P2 < Q2 < :::

ve
1X
k=1

t�(n);k�En(k) > 1�
1

2n+1

olacak şekilde seçelim.

F =
1[
n=1

fk : k 2 En; Pn � k � Qng

olmak üzere �(F ) = 0 ve lim
n

1P
k=1

t�(n);k�En(k) = 1 oldu¼gunu göstermeliyiz.

Bunun için

P1 = 1; E1 = N alal¬m. Böylece
_

�(E1) = 1 dir. �(1) 2 N ;
1P
k=1

t�(1);k�E1(k) > 1 �
1
4

olacak şekilde ; Q1�i
Q1P
k=P1

t�(1);k�E1(k) > 1 � 1
4
olacak şekilde ; P2�i de

Q1
P2
< 1

8
veP

k>P2

��t�(1);k�� < 1
8
olacak şekilde seçelim. Bu durumda Lemma 3.5.11�den

_

�(E2) > 2
�3

ve her n 2 N için n�1
nP
k=1

�E2(k) � 2�2 olacak şekilde E2 � E1 vard¬r ve k 2 E2 için

k � P2 dir. Böylece Pn; Qn�1; �(n� 1) ve En seçilmi̧s olur. �(n)�i �(n) > �(n� 1);

j � �(n) için
PnP
k=1

jtjkj < 2�(n+2) ve
1P
k=1

t�(n);k�En(k) > 1 � 2�(n+1) olacak şekilde

seçelim. Qn�i
QnP
k=Pn

t�(n);k�En(k) > 1 � 2�(n+1) olacak şekilde ; Pn+1�i
Qn
Pn+1

< 2�(n+2)

ve
P
k�P2

��t�(n);k�� < 2�(n+2) olacak şekilde seçelim. Bu durumda Lemma 3.5.11�den
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_

�(En+1) > 2
�(n+2) ve her m 2 N için 1

m

mP
k=1

�En+1(k) � 2�(n+1) olacak şekilde

En+1 � En vard¬r ve k 2 En+1 için k � Pn+1 olur. F =
1S
n=1

fk : k 2 En; Pn � k � Qng

olmak üzere;

1X
k=1

t�(n);k�F (k) =
X
k<Pn

t�(n);k�F (k) +

QnX
k=Pn

t�(n);k�F (k) +
X
k>Qn

t�(n);k�F (k)

olup �����X
k<Pn

t�(n);k�F (k)

����� � X
k<Pn

��t�(n);k�� = X
k�Qn�1

��t�(n);k�� < 2�(n+2)
QnX
k=Pn

t�(n);k�F (k) =

QnX
k=Pn

t�(n);k�En(k) > 1� 2
�(n+1)

ve �����X
k>Qn

t�(n);k�F (k)

����� � X
k>Qn

��t�(n);k�� = X
k�Pn+1

��t�(n);k�� < 2�(n+2)
oldu¼gundan

1X
k=1

t�(n);k�F (k) > �2�(n+2) + 1� 2�(n+1) � 2�(n+2)

= 1� 2�n

elde edilir. Böylece lim sup(T�F ) = 1 elde ederiz. Şimdi de �(F ) = 0 oldu¼gunu

gösterelim. m 2 N ve Pn � m � Pn+1 olmak üzere m say¬s¬n¬Pn+1�e yeterince yak¬n
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alabiliriz.

1

m

mX
k=1

�F (k) =
1

m

 
Qn�1X
k=1

�F (k) +
mX

k=Pn

�F (k)

!

� 1

m
Qn�1 +

1

m

mX
k=Pn

�En(k)

� Qn�1
Pn

+
1

m

mX
k=Pn

�En(k)

= 2�(n+1) + 2�(n+1)

= 2�n

olup n!1 limit al¬n¬rsa �(F ) = 0 elde edilir. Böylece �(F ) = 0 ve

lim sup(T�F ) = 1 olacak şekilde F � N bulmuş olduk bu da ispat¬bitirir. Bu gösterir

ki; Sonuç 3.5.10 da � = � al¬rsak (ii) ve (iii) şartlar¬n¬sa¼glayan bir matris yoktur.
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4. BONSALL ÇEK·IRDE¼G·I

Bir x = (xk) kompleks terimli dizinin Knopp çekirde¼gi, Bölüm 2�de incelenmi̧sti.

Ayr¬ca Knopp taraf¬ndan verilen bu tan¬ma eşde¼ger olarak, x = (xk) dizisinin Knopp

çekirde¼gi K(x); her � 2 C için

Re(�t) � lim sup
n!1

Re(�xn)

eşitsizli¼gini sa¼glayan t kompleks say¬lar¬n¬n cümlesi oldu¼gu Bonsall (1953) taraf¬ndan

gösterilmi̧stir. Burada Re(t); t kompleks say¬s¬n¬n reel k¬sm¬n¬göstermektedir.

1953 y¬l¬nda Bonsall, K cismi (K = R ya da C) üzerinde X vektör uzay¬n¬n bir x

eleman¬n¬n çekirde¼gini

K(x) = ft 2 K : Re(�t) � �(�x);8� 2 Kg (10)

olarak tan¬mlad¬. Bu tan¬mda �;

� : X ! [�1;1]

i. �(x+ y) � �(x) + �(y)

ii. �(�x) = ��(x); 8� > 0

özelliklerini gerçekleyen key� sabit bir fonksiyoneldir. Bu fonksiyonele �Bonsall

fonksiyoneli�ad¬verilir. Ayr¬ca (10)�dan Re(��t) � �(��x) ve dolay¬s¬yla

��(��x) � �Re(��t) = Re(�t) � �(�x) olup,

K(x) = ft 2 K : ��(��x) � Re(�t) � �(�x);8� 2 Kg

yazabiliriz. Bonsall fonksiyoneli ile elde edilen bu çekirde¼ge�Bonsall çekirde¼gi�ad¬

verilir (Bonsall 1953).

Çekirdek teorisinde as¬l problemimiz; farkl¬ çekirdekler aras¬ndaki içerirlik ba¼g¬n-

t¬lar¬n¬belirlemektir.
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Bu k¬s¬mda k¬saca Bonsall çekirde¼gini inceleyece¼giz. K1(x) ve K2(y) s¬ras¬yla �1 ve

�2 Bonsall fonksiyonelleri yard¬m¬yla belirlenen iki çekirdek olsun. Her � 2 K için

�1(�x) � �2(�y) ise bu durumda K1(x) � K2(y) oldu¼gu aç¬kt¬r. Şimdi

c� := fx 2 X : K(x) tek elemanl¬;8� 2 K için �(�x) 2 Rg

(�-yak¬nsak elemanlar¬n cümlesi) ve

c�0 := fx 2 c� : �(x) = 0g

(s¬f¬ra �-yak¬nsak elemanlar¬n cümlesi) olarak alal¬m. c� ve c�0 ; X lineer uzay¬n¬n

lineer alt uzaylar¬d¬r.

Önerme 4.1. Her x 2 c�0 ve y 2 X için

�(x+ y) = �(x) (11)

ve

K(x+ y) = K(y) (12)

gerçeklenir (Loone ve Tali 2001).

·Ispat: y 2 X, x 2 c�0 ve � 2 K alal¬m. c�0 vektör uzay oldu¼gundan �(�x) = 0 d¬r.

�(�y) � �(�x+ �y) + �(��x) = �(�x+ �y) � �(�x) + �(�y) = �(�y)

oldu¼gundan her � 2 K için �(�(x + y)) = �(�y) dir. Dolay¬s¬yla (11) gerçeklenmi̧s

olur. Bonsall çekirde¼gi tan¬m¬ndan da (12) nin gerçeklendi¼gi aç¬kt¬r.

Sonuç 4.2. E¼ger x�y 2 c�0 ise bu durumda �(x) = �(y) ve K(x) = K(y) gerçeklenir

(Loone ve Tali 2001).
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·Ispat: x� y 2 c�0 alal¬m. Bu durumda �(x� y) = 0 d¬r. Böylece

�(x) = �(x� y + y) � �(x� y) + �(y) = �(y)

�(y) = �(y � x+ x) � �(y � x) + �(x) = �(x)

�(x) = �(y) elde edilir. Bonsall çekirde¼gi tan¬m¬ndan da K(x) = K(y) oldu¼gu aç¬kt¬r.

w; reel ya da kompleks terimli tüm x dizilerinin cümlesi olsun. O halde w bir vektör

uzay olup her bir lineer alt uzay¬bir dizi uzay¬olarak adland¬r¬l¬r. Şimdi aşa¼g¬daki

uzaylar¬gözönüne alal¬m.

l1 :=

�
x 2 w : sup

k
jxkj <1

�

(s¬n¬rl¬dizilerin cümlesi),

c0 := fx 2 w : lim
k
xk = 0g

(s¬f¬ra yak¬nsak dizilerin cümlesi) ve

f0 :=

(
x 2 w : lim

m

1

m+ 1

n+mX
k=n

xk = 0; n�e göre düzgün

)

(s¬f¬ra hemen hemen yak¬nsak dizilerin cümlesi) olsun.

1) Bonsall fonksiyoneli

�1(x) := lim sup
k

Rexk

olarak al¬nd¬¼g¬nda w içinde K1(x) Knopp çekirde¼gi tan¬mlanm¬̧s olur.

2) Bonsall fonksiyoneli

�2(x) := lim sup
m

 
sup
n

1

m+ 1

n+mX
k=n

Rexk

!

olarak al¬nd¬¼g¬nda w içinde K2(x) hemen hemen yak¬nsak çekirdek (ya da Lorentz

çekirde¼gi) tan¬mlanm¬̧s olur.
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3) Bonsall fonksiyoneli

�3(x) := st- lim supx

olarak al¬nd¬¼g¬nda w içinde x dizisinin istatistiksel çekirde¼gi elde edilmi̧s olur (Loone

ve Tali 2001).
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SONUÇ

Bu çal¬̧smada ilk olarak Knopp çekirde¼gi tan¬t¬lm¬̧s ve Knopp çekirde¼gini de¼gi̧smez

(invariant) b¬rakan matris dönüşümlerinin s¬n¬f¬incelenmi̧stir. ·Istatistiksel yak¬nsak-

l¬k, istatistiksel limit, istatistiksel üst limit ve istatistiksel alt limit kavramlar¬ele

al¬narak istatistiksel çekirdek kavram¬verilmi̧stir. Daha sonra da bir dizinin Knopp

çekirde¼gi ve istatistiksel çekirde¼gi, onun regüler matris alt¬ndaki dönüşüm dizisinin

Knopp çekirde¼gi ile istatistiksel çekirde¼gi aras¬ndaki içerirlik ba¼g¬nt¬lar¬yla, istatis-

tiksel çekirde¼gi de¼gi̧smez b¬rakan matris dönüşümlerinin s¬n¬f¬ incelenmi̧stir. Son

bölümümüzde de bir vektör uzay¬nda Bonsall fonksiyoneli yard¬m¬yla tan¬mlanan

Bonsall çekirde¼gi tan¬t¬lm¬̧s ve özellikleri incelenmi̧stir.
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