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Knopp cekirdegi ve istatistiksel ¢cekirdegi, onun regiiler matris altindaki doniistim dizisinin
Knopp cekirdegi ile istatistiksel ¢ekirdegi arasindaki igerirlik bagintilariyla, istatistiksel
cekirdegi degismez birakan matris doniistimlerinin sinifi incelenmistir.
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1. GIRIS

Matris doniistimlerinin bir dizinin limit noktalar: ctimlesi tizerindeki etkisini aragtir-
mak i¢in Knopp tarafindan ilk kez Knopp cekirdegi 1930 yilinda tanitilmistir. Knopp,
doniigiim dizisinin ¢ekirdegi, dizinin ¢ekirdeginin bir pargasi olacak sekildeki doniigiim-
lerin sinifini incelemis ve dizinin g¢ekirdeginin, negatif olmayan regiiler bir matris ile
elde edilen doniisiim dizisinin gekirdegini icerdigini ispatlamigtir. Reel terimli sinirh
diziler icin 1979 yilinda Maddox tarafindan ayni igerirlik bagintisi incelenmis ve bir
karakterizasyon verilmistir. Ayrica 1990 yilinda Natarajan tarafindan a-gekirdek
kavrami tanmitilip doniistim dizisinin Knopp c¢ekirdegi ve dizinin a-gekirdegi arasin-
daki icerirlik bagintis1 verilmigtir. Knopp ¢ekirdegini istatistiksel ¢ekirdek kavramina
genisletmekte temel olusturan istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak 1949 yilinda
Steinhaus tarafindan Polonya’da yapilan bir konferansta tanitilmis ve 1951 yilinda
Fast tarafindan geligtirilmigtir. Ashnda bu tamim Zygmund (1979) tarafindan da
ele alinmig ve “hemen hemen yakinsaklik” olarak adlandirilmigtir. Daha sonra 1993
yilinda Fridy tarafindan istatistiksel limit noktalari1 kavrami verilmis ve 1997 yilinda
Fridy ve Orhan tarafindan istatistiksel limit superior ve istatistiksel limit inferior
kavramlar: tamitilmistir ve bu kavramlar istatistiksel cekirdek kavramini tanimla-
mada kullanilmigtir. Kompleks terimli diziler i¢in istatistiksel ¢ekirdek kavrami 1997

yilinda Fridy ve Orhan tarafindan incelenmistir.

Bu calismada ilk olarak Knopp cekirdegi tanitilacak ve Knopp ¢ekirdegini degismez
(invariant) birakan matris doniistimlerinin sinifi incelenecektir. Istatistiksel yakin-
saklik, istatistiksel limit, istatistiksel iist limit ve istatistiksel alt limit kavramlar
ele alinacak ve istatistiksel ¢ekirdek kavrami verilecektir. Daha sonra da bir dizinin
Knopp cekirdegi ve istatistiksel cekirdegi, onun regiiler matris altindaki doniisiim
dizisinin Knopp c¢ekirdegi ile istatistiksel ¢ekirdegi arasindaki igerirlik bagintilariyla,
istatistiksel cekirdegi degismez birakan matris doniisiimlerinin sinifi incelenecektir.
Son boliimiimiizde de bir vektor uzayinda Bonsall fonksiyoneli yardimiyla tanimlanan

Bonsall ¢ekirdegi tanitilacak ve ozellikleri incelenecektir.



2. KNOPP CEKIRDEGINI DEGISMEZ BIRAKAN DONUSUMLER

Bu boliimde bir dizinin Knopp cekirdegi kavrami tanitilacak ve bu dizinin Knopp
¢ekirdegi ile onun regiiler bir matris altindaki doniisiim dizisinin Knopp ¢ekirdegi
arasindaki iligki belirlenip daha sonra da dizinin Knopp ¢ekirdegini degismez birakan

matris doniigiimlerinin sinifi incelenecektir.
2.1 Matris Doniistimleri
Knopp ¢ekirdegini tanitmadan 6nce gerekli olan bazi tanim ve notasyonlar1 verelim.

o0

A = (ay,y,) sonsuz bir matris ve x = (x,,) bir dizi olsun. Eger (Az), = > a,xx} serisi
k=1

her n dogal sayis1 i¢in yakinsak ise Av = ((Ax),,) dizisine x dizisinin A matrisi ile

elde edilen doniigiim dizisi ad: verilir (Maddox 1970).

X ve Y reel ya da kompleks terimli dizilerden olusan iki dizi uzayr ve A = (anx)
sonsuz bir matris olsun. Eger her z € X i¢in ((Ax),) doniigiim dizisi mevcut ve
Ar € Y ise A = (a,) matrisi X uzaymdan Y uzay: igine bir matris doniigtimii
tanimlar denir ve X den Y icine tanmiml tiim matrislerin simifi (X,Y) ile gosterilir.

Eger A, X den Y i¢ine bir matris doniigiimii ise A € (X,Y) seklinde yazilir.

(X,Y;p) ile toplam ya da limiti koruyan matrislerin smifi gosterilir. Ornegin ¢ biitiin
r = (z,) yakinsak diziler uzaymi gostermek tizere A € (¢, c;p) olmasi her x € ¢
icin liqgn Ty = li1£n(Ax)n olmasi demektir. Bu sekildeki matrislere “regiiler matris”
ad1 verilir. Yani eger bir A matrisi yakinsak diziyi yakinsak diziye doniistiiriiyor ve
dizinin limiti ile doniisiim dizisinin limiti ayn1 oluyorsa bu A matrisine regiiler matris

denir.

A € (¢, ¢;p) olmas igin gerek ve yeter sartlar Silverman-Toeplitz Teoremi vermek-
tedir. Ileride sik sik bagvuracagimiz bu teoremin ifadesini asagida ispatsiz olarak

verecegiz.

Teorem 2.1.1. (Silverman-Toeplitz) A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart



o0
(i) |All = sup 3 [an| < o0
n k=1

(ii) lim a,, =0  (her k icin)

(iii) lim > an, =1

olmasidir (Boos 2000).

Tanim 2.1.2. Eger k > n i¢in a,;, = 0 ise, A = (a,x) matrisine “d¢gensel” ve A
ticgensel oldugunda her n igin a,,, # 0 ise, A matrisine “normal matris” veya “liggen

matris” denir (Cooke 1950).

Ayrica negatif olmayan bir A matrisi deyimi tiim terimleri negatif olmayan matris

anlamindadir.
2.2 Bir Dizinin Knopp Cekirdegi

Matris doniigiimlerinin bir dizinin limit noktalar1 ciimlesi {izerindeki etkisini aragtir-

mak icin Knopp cekirdegi ilk kez Knopp tarafindan tanitilmigtir.

Icindeki tiim nokta ciftlerini birlestiren dogru parcalarini iceren bir ciimleye “konveks

ctimle” ady verilir.

Tanim 2.2.1. (z,) kompleks terimli bir dizi olmak iizere R,,, kompleks diizlemin
Tn, Tni1, -.. NOktalarimi iceren en kiigiik kapali konveks bolgesi olsun. Bu durumda
R1 D Ry D R3 D ... oldugu aciktir.

R := () R, seklinde tamimlanan ve zorunlu olarak konveks ve kapali olan R ciim-

n=1

lesine (z,,) dizisinin “¢ekirdegi” denir (Knopp 1930).

Knopp tarafindan tanimlanan bir dizinin g¢ekirdegi kavramindan séz ederken, bu
dizinin K-gekirdegi diye sz edecek ve bir = = (x,,) dizisinin KC-gekirdegini IC-¢ek{x}

ile gosterecegiz.

R bolgesi (z,,) dizisinin tiim limit noktalar: ciimlesi olan D ciimlesini igerir. Gergek-

ten, xo, () dizisinin bir limit noktasi olsun. O halde lim z,, = x, olacak sekilde
1— 00



(x,,) dizisinin bir (z,,) alt dizisi vardir. Herhangi bir p sayis1 alahm ve ¢ tamsayisin
ng > p olacak gekilde belirleyelim. Bu durumda z,,, Ty, Tn,,, .- elemanlar R,
icindedir. R, kapali oldugundan R, deki dizilerin limit noktasin igerir. Boylece xy,

R, i¢indedir. zy keyfi bir limit noktas1 oldugundan ispat tamamlanir.

Kolayca goriilecegi gibi K-cek{x}={L} olmas: i¢in gerek ve yeter sart z,, — L ol-
masidir. Eger K-cek{z}=0 ise (x,) dizisi belirgin olarak iraksaktir denir (Cooke
1950).

Reel terimli ve sinirh bir = (z,,) dizisinin K-gekirdegi;

[(z) =liminfz, ve L(z) = limsupz,

olmak {izere

(), L(x)]

kapali arahigi oldugu aciktir.
Simdi asagidaki 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 2.2.2.

n , ncift ise
Ty =
nit , n tek ise

olsun.

Bu durumda R,, ctimlesi, orjinde dik agili iiggensel bir bolgenin ¢ikarilmasiyla geriye

kalan kompleks diizlemin birinci bolgesinden ibarettir.

l’lz’i, $2:2, fL‘3:3i, {234:4,

Buna gore (z,,) dizisinin K-¢ekirdeginin bog oldugu kolayca goriilebilir. Yani

0

IC—(;ek{x} = Rl N R2 N R3 n...

olup (z,,) dizisi belirgin olarak raksaktir.



Ornek 2.2.3. z,, = ni" olmak {izere (z,) dizisini gozoniine alalim. R, kompleks

diizlemin biitiin noktalarini icerir.

T1 =1, To=—2, x3=—3%, T4 =4, x5 =51, x4 = —06, x7 = =71 ...

Bir dizinin ¢ekirdegi ile onun regiiler matris ile elde edilen doniisiim dizisinin ¢ekirdegi

arasindaki iligkiyi belirleyen Knopp Cekirdek Teoremini verelim.

Teorem 2.2.4. (Knopp Cekirdek Teoremi) Eger A = (a,;) negatif olmayan
regiiler bir matris ise bu durumda Az doniisiim dizisi mevcut olacak gekildeki reel
terimli her x dizisi i¢in

K-¢ek{ Az} C K-gek{z}
gergeklenir (Knopp 1930).

Ispat: Reel terimli (z,) dizisinin cekirdegi v = (a,b) ve Az doniisiim dizisinin
cekirdegi v = (a’,b) olsun. K-gek{Ax} C K-cek{z} oldugunu gostermek icin a < a’
ve b < boldugunu gostermeliyiz. Eger b = oo ise ispat aciktir. b sonlu olsun. lim sup
tanimindan en fazla sonlu sayida x,, b + ¢ (¢ > 0) dan biiyiik oldugundan, k& > m
oldugunda z; < b+ ¢ olacak sekilde pozitif bir m tamsayisi vardir. Ayrica A matrisi

regiiler oldugundan her % i¢in lim a,,;, = 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

o0 m

o
1
T, = E AT = g Onk Tk + g Ak T

k=1 k=1 k=m+1

5



0.9}

1"
T, = E ATl

k=m+1
olmak tizere (z,) ve (z ) dizileri ayni limit noktalar: ciimlesine sahiptir. Diger yandan

A = (aui) negatif olmayan regiiler bir matris oldugundan

x;;:: Z Ay < (b+¢) Z ank<(b+€)2ank—>b+€(n—>oo)

k=m+1 k=m+1 k=1

olur. Dolayisiyla (2, ) dizisinin her bir limit noktasi b + ¢ dan kiigiik veya esittir.
(z.,) ve (z) dizilerinin limit noktalar1 ayni oldugundan (z),) dizisinin de her bir limit
noktasi b + ¢ dan kiiciik veya esittir. Boylece ¢ > 0 keyfi oldugundan b < b elde

edilmis olur.

Simdi de a < @ oldugunu gosterelim. a = —oco ise ispat aciktir. a sonlu olsun. a,

(x,,) dizisinin alt limiti oldugundan, —a, (—x,,) dizisinin st limitidir.

o
!
—z, = E Ak (—x1)
k=1

olmak iizere —a’ de (—x,) dizisinin tist limitidir. Benzer sekilde ispat devam ettirilirse

—d < —a elde edilmis olur. Yani a < a olur. Bu da ispat1 tamamlar.
Simdi ileride yararlanacagimiz bir lemmay: ispatsiz olarak verelim.

Lemma 2.2.5. Bir A = (a,;) sonsuz matrisi igin ||A]| < oo ve her £ € N i¢in

lim a,;, = 0 gergeklensin. Bu durumda

o0 o0
lim sup E apiYr = limsup g |G|
k=1 k=1

ve ||ly|| < 1 olacak sekilde sinirl bir y = (y,,) dizisi vardir (Simmons 1969).

Reel terimli sinirh diziler i¢cin Knopp cekirdek teoremini karakterize eden esitsizligi

verelim.

Teorem 2.2.6. Bir A = (a,,) matrisi i¢in sup » |a.,| < oo gergeklensin. Her
n k=1



T € ly igin L(Az) < L(x) olmasi igin gerek ve yeter sart A matrisinin regiiler olmasi

ve
lim Z lank| =1
"k
olmasidir (Maddox 1979).

Ispat: Gereklilik: z reel terimli yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda

liminf z,, = limsup z,, = lim z,,
n n n

oldugu agiktir. Ayrica x sinirh bir dizi oldugundan —x de sinirli bir dizi olup hipotez-

den her x € I, i¢in L(Ax) < L(zx) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

limsup (A(—=x)),, < limsup(—z,)

n n

yazabiliriz. O halde

—limsup(—x,) < —limsup (A(-x)),,

n n

olup, buradan

liminf z,, < liminf(Ax),

elde edilir. Boylece

lim x,, = liminf z,, < liminf(Az), < limsup(Az), < limsupz, = limz,

elde edilmis olur. Bu durumda

limz,, = liminf(Ax), = limsup(Az), = lim(Ax),

yazabiliriz. Dolayisiyla

lim z,, = lim(Ax),,

olup Ax € c elde edilir yani A regiilerdir.



Simdi de lim ) |a,x| = 1 oldugunu gosterelim. Lemma 2.2.5’den
" ok=1

L(Ay) = limsup Z appYr = lim sup Z |G|

" k=1 " k=1

ve ||ly|| < 1 olacak gekilde sinirli bir y = (y,,) dizisi vardir. Regiilerlikten

lim > a,; = 1 oldugundan
nok=1

1 = limZank = limianank < liminfz lans| < limsupz | @
[ [—— [ — L —
= L(Ay) < L(y) <[yl <1

elde edilir. Bu durumda

liminfz || = limsupz |ank| =1
- k=1
ve dolayisiyla

o0
limz lank| =1
n
k=1

elde edilmis olur. Bu sonug teoremin gerekliligini ispatlar.

Yeterlilik: A = (a,x) matrisi regiiler ve lim Y |a,x| = 1 gergeklensin. x € [, alalim.
" ok=1

A € R olmak iizere At = maks(\,0) ve A\~ = maks(—\,0) olarak tanimlarsak

A, A>0
AT =
A, A<O0
ve
A, A>0
PR -
A, A0

elde edilir. Yani A™ + A~ = |\| ve AT — A~ = X bulunur. Ayrica
AT =2 (]Al = A) < |A] = X gergeklenir. Diger yandan z € I, oldugundan her k icin



|zi| < ||z]l, = sup|z,| gergeklenir. Bu durumda m > 1 icin

o0
E AnkTrp = g ankmk+§ Ak T
k=1

k<m k>m

= D amae+ Y (ad)me — Y (an)T

k<m k>m k>m
< Y anel [ze] + (sup ) Y (o) = (ag)zn
k<m k2m k>m k>m
<zl Y lank] + (zgp ) Y lane] + 12/l D (ank] = @)
>m

k<m k>m k>m

elde edilir. Buradan

o0
lim sup Z ankr < |||y Z lim sup |a,x| + (sup ) lim sup Z | @]
" k=1 k<m " kzm " k>m

+ |l o limsup Y (|an] — @)

k>m

olup A matrisi regiiler oldugundan Teoremin (i), (ii), (iii) kogullarindan

L(Ax) = limsupZankxk <zl -0+ (sup zx).1 + ||z|| . .0 = sup zy,
n 1 k>m k>m

Yani L(Ax) < sup xj olur. Bu egitsizlikte m iizerinden limit alirsak
k>m

L(Azx) < lim(sup x) = limsup z = L(x)

m  k>m k

bulunur. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Smirl bir dizinin Knopp c¢ekirdegini degismez birakan matrisleri karakterize eden
asagidaki teoremi verelim.
Teorem 2.2.7. Bir A = (a,;) sonsuz matrisi i¢in sup » _ |a,x| < oo gergeklensin. A

n k=1
matrisinin her bir sinirh dizinin ¢ekirdegini degismez birakmasi igin gerek ve yeter



sart

(i) A matrisinin regiiler olmasi

(ii) lim Y |apk| =1
N0 k=1

(iii) (p;) (@ = 1,2,...) indislerinin her sonsuz dizisi igin 1, u, = Y G, ile tammh
i=1
(uy,) dizisinin bir limit noktasi

olmasidir (Allen 1944).

ispat: Gereklilik: Kabul edelim ki A matrisi her bir siirli dizinin gekirdegini

degismez biraksin. Yani (z,,) smirh bir dizi olmak iizere
K-gek{z} = K-¢ek{ Az}

olsun. Bu durumda Teorem 2.2.6" dan lim Y |a,.| = 1 elde edilir. Ozel olarak
nooo k=1

xr = (x,) dizisi yakinsak ise lim z,, = lim(Az),, oldugu agiktir yani A regiilerdir.
Simdi de (iii)’ iin gergeklendigini gosterelim.
(ps) (i =1,2,...) herhangi bir sonsuz indis dizisi olsun.(xy) dizisi

L, k:pl

T =

ile tanimlansin.Bu durumda dizide sonsuz sayida 1 elemani oldugu aciktir.

Eger (x,,) dizisi sonlu sayida sifir terimine sahip ise her € > 0 i¢in (x,,) dizisinin sonlu
sayidaki terimleri hari¢ diger biitiin terimleri 1 sayisinin ¢ komsulugunda bulunur.

O halde lim z,, = 1 gergeklenir.

Eger (z,) dizisi sonsuz sayida sifir terimine sahip ise (x,) dizisinin ¢ekirdegi [0, 1]

araligidir. Boylece

(Aaj)n = Z nkTr = Z Qnp(i) = Un
k=1 =1
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olup hipotezden (u,,) dizisinin gekirdegi ile (z,) dizisinin gekirdegi ayn1 oldugundan

1, (u,) dizisinin bir limit noktas1 olmalidir.

Yeterlilik: (i), (ii) ve (iii) gergeklensin. x = (x,,) smurh bir dizi ve A matrisi regiiler
oldugundan Az déniisiim dizisinin mevcut oldugu agiktir. Teorem 2.2.6’ dan
K-cek{Ar}C K-cek{z} elde ederiz. Ispat1 tamamlamak icin K-cek{z}C K-cek{Az}

oldugunu gostermeliyiz.

(x,,) smurh oldugundan KC-¢ek{z}, (z,,) dizisinin limit noktalarinin konveks bir értiisiidiir.
Dolayisiyla K-¢ek{z}C K-¢cek{ Az} oldugunu gostermek igin (x,,) dizisinin limit nok-
talar1 ctimlesinin, Az déniisiim dizisinin limit noktalar: ciimlesinin alt ciimlesi oldugunu

gostermeliyiz.
Kabul edelim ki (x,,) sirh ve a, (z,) dizisinin bir limit noktas1 olsun. Bu durumda

lim z,, = a olacak sekilde (p;) (i = 1,2, ...) dizisi mevcuttur.

i—00

{g;} = N\ {p;} olsun. Simdi
= Z AnkTE = Z Qn,p(i) Lp(i) + Z Qn,q(7)Tq(5)
k=1 i=1 j=1

yazilabilir. (iii) den

[e.9]

umr = Zam(,ﬂ),p(i) d 1 (T — OO)
i=1

olacak gekilde (m,.) dizisi vardir.

Ayrica
Z mr)pz)xp (3) + Zamr ])xl}( j)
i=1 7=1

yazilabilir.

lim z,; = a oldugundan z,;) = a + €,3) , €pt) — 0 olacak bicimde (g,;)) dizisi

1—00

vardir. Boylece ¢ > 0 verildiginde her ¢ > N icin ‘5p(i)’ < ¢ olacak bigimde bir N
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sayist vardir. O halde

Ym@r) — Q@ = Zam r),p(8) Lp(3) +Zam7“ (HTa(G) — @

i=1

o0 o0
(r),p(@)Tp(i) T Z Amn(r),p(3) Tp(i) T Z Am(r),q(j)Tq(j) — @

Il
1M
4

i=N+1 j=1
N 00 [e%)
= Zam<r>,p<i>wp<i>+ Z A (r),p(i) Tp(i) T @ Z A (r),p(i)
=1 1=N+1 i=N+1
—a Z A (r).p( z>+zam(r () Ta(5)
i=N-+1
N ')
= Zam r),p(8) Tp(i) T Z Am(r),p(i)Ep(i) T @ ( Z Am(r),p(i) — 1)
=1 1=N+1 i=N+1
+ Z Am(r),q(7) La(5)
j=1

olup, = € [* oldugundan her k icin |zx| < ||z||, = sup |z
k

gerceklendiginden,
N oo
ym(r) - CL’ S ||x||oo Z |am(7"),p(i)| +¢€ Z {am (r) | + |CL| Z am (r),p(3) — 1
i=1 i=N+1 i=N+1
+ [l D |ameyac)|
j=1

elde edilir.

Her iki tarafta r — oo limit alinirsa

N

> tmya] — 0

=1

ve

D e — 1

1=N+1
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oldugu acikca goriilmektedir.

Ayrica
> ameye] =D |ameron ] + D [ame)a0)
k=1 i=1 =1

oldugunu ve (ii) den

Z |am(r),k} —1 (r— o)
k=1

oldugunu biliyoruz. Bu durumda her € > 0 verildiginde her r > r( icin

D |amei] <1+¢
k=1

olacak bigimde bir ry sayis1 vardir. Dolayisiyla, r > r¢ icin

D lameow| < 1+¢
=1

elde edilir. (iii) den

Uy = ) ey pii) — 1 (r — 00)
=1

oldugunu biliyoruz. Bu durumda her € > 0 verildiginde her » > r; icin
Uny — 1| < €
olacak bicimde bir r; sayisi vardir. Dolayisiyla
|| = 1] < |tumey — 1] <€

elde edilir.

1—-e< |um(r)| = Zam(r),p(i) < Z ‘am(r),p(i) <l+e¢
i=1 =1
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gergeklenip her r > maks {ro, 1} igin
1—e< Z ’am(r)yp(i)’ <l+e¢
i=1

olup

> Jamy o | = 1, (r — 00)

i=1

elde edilir.Boylece (ii) den
> lammam] =0
j=1

oldugu aciktir.

Bu durumda |y,,,) — a| < € oldugundan a, y dizisinin bir limit noktasidir. Bu da

ispat1 tamamlar.
Ornekler 2.2.8. Teorem 2.2.7 agagidaki matrisler tarafindan saglamr.
1. d, — 1 olacak sekilde herhangi bir diagonal matris.

2. Permiitatorler yani herbir satir ve siitununda bir tane sifir olmayan eleman bu-

lunup sifir olmayan elemanlarin hepsi 1 olan sonsuz matrisler.

3. k<niginank20,ann:1,k>niginank:m.

Simdi  kompleks terimli dizisi i¢in Shcherbakov tarafindan tanimlanan « -gekirdek
kavramimi tanmitalim ve daha sonra yararlanacagimiz faydali bir teoremi ispatsiz

olarak verelim.

x kompleks terimli bir dizi olsun.

olmak iizere

K-gek{z} := m Climnsup|zfxn|(z)

zeC

olarak da verilebilir (Shcherbakov 1977).
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a > 1 olmak tizere Shcherbakov, bir sinirhh kompleks z dizisinin ¢ekirdegini;

]C(O‘)_Qek{x} = ﬂ Calimsup\zfxn\(z)

zeC

olan « -gekirdege genellesgtirmistir.

Teorem 2.2.9. K =R veya C, A = (a,) sonsuz bir matris, a,; € K,

n,k =20,1,2,... olmak {izere herhangi bir sinirh x dizisi icin
K-cek{Az} € K®-cek{z}, a >1

olmasi icin gerek ve yeter sart A regiiler ve

lim sup (Z ]ank|> <a, a>1

" k=0

olmasidir (Natarajan 1990).
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3. ISTATISTIKSEL CEKIiRDEGIi DEGISMEZ BIRAKAN DONUSUM-
LER

Bu boliimde bir dizi icin verilen Knopp cekirdegi kavramini istatistiksel cekirdek
kavramina genisletip, Knopp c¢ekirdegi ve istatistiksel ¢ekirdek arasindaki iligkiyi
verecegiz. Daha sonra bir dizinin doniigiim dizisinin Knopp c¢ekirdegi, dizinin istatis-
tiksel ¢ekirdeginin alt ciimlesi olacak sekildeki matrisleri karakterize edip, istatistiksel
cekirdegi degismez birakan matris doniisiimlerinin sinifim1 inceleyecegiz. Bunun icin

ilk olarak ihtiya¢ duyacagimiz tanim ve teoremleri verelim.
3.1 Istatistiksel Yakinsaklik

N dogal sayilar climlesini gostermek {izere bir K C N alt ciimlesi verilsin. K ciim-

lesinin eleman sayisi da | K| ile gosterilsin.
Tanim 3.1.1. K, :={k <n:k € K} olmak iizere bir K C N alt ciimlesi i¢in,
1
lim — | K,
non
limiti mevcut ise, bu limit degerine K ciimlesinin “yogunlugu” (veya “dogal yogun-
lugu”) denir ve 0(K) ile gosterilir (Niven ve Zuckerman 1980).

Ayrica (ax) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve K = {a; : k € N} olmak iizere §(K)

mevcut ise bu durumda §(K) := liT{n o= ile verilir (Niven ve Zuckerman 1980).
Ornegin,

d(N)=1

K, = {k*: k € N} ciimlesi igin 6(K;) =0

Ky = {2k : k € N} ciimlesi igin §(K>) = 1

K3 ={2k+1:k € N} ctimlesi i¢in 6(K3) = }

oldugu yogunluk tanimindan kolayca elde edilebilir. Hatta asal sayilar kiimesi sifir

yogunluklu oldugu gibi dogal sayilarin her bir sonlu alt ciimlesi de sifir yogunlukludur.
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Ayrica 0(K) veya §(N\K) yogunluklarmdan herhangi biri mevcut ise bu durumda
d(K) = 1— 6(N\K) olacaktir.

Tanmim 3.1.2. 2 := (x) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her £ > 0
icin

1
lim—{k<n:l|lz,—L|>e}|=0
non

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, bu durumda z dizisi L sayisina “istatistiksel yakin-

saktir” denir ve st-limx = L geklinde gosterilir (Steinhaus 1951, Fast 1951).
Simdi istatistiksel yakinsaklik icin bagka bir karakterizasyon verelim.

Teorem 3.1.3. = = (z}) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart 0{ny : k € N} =1 ve liin zn, = L olacak sekilde en az bir (ny)

indis dizisinin var olmasidir (Salat 1980, Fridy 1985, Connor 1989).

O halde Teorem 3.1.3’den st—lilgn xr = L olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ > 0
i¢in §(K) = 1 olacak sekilde oyle bir K C N alt ciimlesi ve ny = ng(c) € N sayisi
vardir ki n > ng olacak sekilde her n € K icin |z, — L| < ¢ saglanir. Kisaca sifir
yogunluklu indis kiimesi diginda (ya da egdeger olarak bir yogunluklu indis kiimesi
tizerinde) = dizisi L degerine ordinary yakinsak olmasi halinde, = dizisi L degerine

istatistiksel yakinsak olacaktir.

Ornek 3.1.4.
1, k=m?

0 , k+#m?

T =

seklinde tammlanan x = (zy) dizisini gozoniine alalim. Bu durumda Teorem 3.1.3’den

st—liin x, = 0 oldugu aciktir.

Ornek 3.1.5.
VE , k=m?
1, k#m?

T =

seklinde tamimlanan z = (z}) dizisini gozoniine alalim. Bu durumda st—lilgn xp =1

elde edilir.
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Burada istatistiksel yakinsaklik ile bilinen yakinsaklik arasinda nasil bir iligki oldugu
sorusu akla gelebilir. Istatistiksel yakinsaklik tamimidan da anlasilacag: gibi eger
x dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi
bir ¢ > 0 komgulugunda dizinin sonsuz g¢oklukta terimi bulunurken bu komsulugun
disinda da, indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosuluyla yine diziye ait sonsuz
coklukta terim bulunabilir. Bu durum, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki
yakinsakliktan daha genel oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla istatistiksel yakin-
sak diziler uzay1 st ile gosterilmek iizere ¢ C st oldugu kolayca goriiliir. Ornek
3.1.4 ve 3.1.5°den goriilecegi gibi sinirh iraksak ya da siirsiz iraksak bazi diziler de

istatistiksel yakinsak olabilmektedir.

Bir # = (zy) dizisi sifir yogunluga sahip bir ciimlenin digindaki her k igin bir P
ozelligine sahip ise x dizisi hemen her k icin P ¢zelligine sahiptir diyecegiz ve bunu

h.h.k ile kisaltacagiz.

{zry) }s ® = (x)) dizisinin bir alt dizisi ve K = {k(j) : j € N} olmak tizere §(K) =0
ise {(j)} dizisine x dizisinin bir “ince alt dizisi” ve 6(K) # 0 ise {xy(;)} dizisine x
dizisinin bir “ince olmayan alt dizisi” adi verilir. 6(K) # 0 olmasi1 ya §(K) > 0 ya

da K nin dogal yogunluga sahip olmamasi1 anlamina gelir.

Tanim 3.1.6. = = () dizisinin bir A sayisina yakinsayan ince olmayan alt dizisi
varsa, bu durumda A sayisina z dizisinin bir “istatistiksel limit noktas:” denir. Ista-

tistiksel limit noktalar: ciimlesi A, ile gosterilir (Fridy 1993).

Ornek 3.1.7.
1, k=n?

0 , k#n?

T =

seklinde tammlanan x = (zy) dizisini gozoniine alalm. 2 dizisinin ahgilmg limit

noktalar1 kiimesi L, ile gosterilmek {izere
L, ={0,1} ve A, = {0} dur.

Ornek 3.1.8. {r;}$, , deger ciimlesi tiim rasyonel sayilar ciimlesi olan bir dizi ve

18



xr = (z) dizisi

seklinde tanimlansin.

K := {k =n?: n € N} olmak iizere 6(K) = 0 oldugundan A, = 0 dir. {r; : k € N}

ciimlesi R reel sayilar kiimesinde yogun oldugundan L, = R dir.

Tanim 3.1.9. Her ¢ > 0 igin § {k € N : |z, — v| < €} # 0 ise y sayisia x dizisinin
“istatistiksel degme noktasy” denir. Istatistiksel degme noktalar: ciimlesi I', ile gos-

terilir (Fridy 1993).

Onerme 3.1.10. Ayrica herhangi bir « dizisi i¢in A, C I', C L, icerirlik bagimtis:
vardir (Fridy 1993).

Teorem 3.1.11. Eger x ve y dizileri verildiginde hemen her £ icin z; = y;, gercek-

lenirse A, = Ay, I'; = I’y olmahdir (Fridy 1993).

Teorem 3.1.12. Bir p > 0 pozitif reel sayisi igin

1
wp:{a::hénﬁzuk—mf":()}

k=1

dizi uzaym tammlayalim. Eger x € w, ise x dizisi L kompleks sayisina kuvvetli

p-Cesaro toplanabilirdir denir.

p-Cesaro toplanabilirlik ve istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiyi asagidaki teo-

remle verebiliriz.
Teorem 3.1.13. p € R ve 0 < p < 0o olsun.

i. Bir dizi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise L sayisina istatistiksel

yakinsaktir.

ii. Siirli bir dizi L sayisina istatistiksel yakinsak ise L sayisina kuvvetli p-Ceséaro

toplanabilirdir (Connor 1988).

19



Bu durumda w, Nl = st N s oldugu acgiktir.

Ayrica Maddox 1974 yilinda siirh ve p-Cesaro toplanabilir diziler i¢in matris karak-

terizasyonu vermistir.

Teorem 3.1.14. p > 0 olmak iizere A € (w, N, ¢;p) olmast icin gerek ve yeter

sart

(i) A regiiler

(ii) 6(E£) = 0 olan her £ C N ciimlesi igin lim ) |a,x| =0
" keE

olmasidir (Maddox 1974, Kolk 1993).

3.2 istatistiksel Ust Limit ve Istatistiksel Alt Limit

Fridy ve Orhan tarafindan tamitilan istatistiksel iist limit ve istatistiksel alt limit

kavramlarini verelim.

Bir z reel say1 dizisi i¢in

B, :={beR:é{k:zx>b} #0}

Ay ={aeR:6{k:zx <a} #0}

olsun. Bu durumda “istatistiksel st limit” ve “istatistiksel alt limit” kavramlar

asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanmim 3.2.1. Eger z reel say1 dizisi ise bu dizinin istatistiksel tist limiti

. supB, , B, #0
st-limsup x :=
-0 , B,=10
ve istatistiksel alt limiti
infA, , A, #0
st-liminf z :=
+o0o , A, =0
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ile verilir (Fridy ve Orhan 1997).

Tanim 3.2.2. Bir x = (xy) dizisi i¢in 6{k : |zx| > B} = 0 olacak gekilde bir B > 0

sayist varsa, x dizisine “istatistiksel sinarlidir” denir (Fridy ve Orhan 1997).

Ornek 3.2.3.
, k tek tamkare ise

Ty =

k

2 , kcift tamkare ise

1 , k tek ve tamkare degilse
0

| , kcift ve tamkare degilse

seklinde tanmimlanan © = (z},) dizisini gozoniine alalim. z dizisi tistten sinirh degildir.
0k € N: |z > 1} =0 oldugundan z dizisi istatistiksel simirhdir. Boylece

B, = (—o00,1) ve A, = (0,4+00) olup st-limsupxr = 1 ve st-liminfx = 0 dir. =
dizisi 0’a ve 1’e yakinsayan pozitif yogunluga sahip iki alt diziye sahip oldugundan
istatistiksel yakinsak degildir. x = (zj) dizisinin istatistiksel degme noktalarimin

ciimlesi I', = {0, 1} dir.

icin

Mk :axp>p—ct#0ved{k:x,>0+e} =0 (1)

olur. Kargit olarak (1) gergeklenirse § = st-limsupx olmalidir (Fridy ve Orhan
1997).

Ayrica benzer ozellik st-liminf z i¢in de agagida verilmistir.

Teorem 3.2.5. Reel terimli bir x dizisi i¢in « := st-lim inf x sonlu ise her € > 0 i¢in

Mk :op<at+et#0ved{k:ap<a—ce}=0 (2)

olur. Kargit olarak (2) gergeklenirse o = st-lim inf z olmaldir (Fridy ve Orhan 1997).

Istatistiksel degme noktasi tanimidan ve Teorem 3.2.4, Teorem 3.2.5’den st-lim sup z,
x dizisinin en biiyiik istatistiksel degme noktasi; st-liminf z, x dizisinin en kiigiik is-

tatistiksel degme noktasidir diyebiliriz.
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Teorem 3.2.6. Herhangi bir x dizisi i¢in

st-liminf x < st-limsup x

gerceklenir (Fridy ve Orhan 1997).

Ayrica Teorem 3.2.6’dan

liminf 2z < st-liminf x < st-limsupx < limsup x

oldugu aciktir.
Asagidaki sonug yakinsak dizilerin temel bir 6zelliginin istatistiksel benzeridir.

Teorem 3.2.7. Istatistiksel siirl bir 2 dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi icin
gerek ve yeter sart

st-liminf x = st-limsup x

olmasidir (Fridy ve Orhan 1997).
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3.3 Istatistiksel Cauchy dizisi

Klasik analizden bildigimiz “Cauchy dizisi” kavraminin istatistiksel benzeri 1985

yilinda Fridy tarafindan asagidaki gibi tanimlanmistir.

Tanim 3.3.1. x = (x) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0
icin

1
lim—|{k<n:l|z,—2zy| >} =0
non

olacak sekilde bir N = N(e) sayist mevcut ise, bu durumda « dizisine “istatistiksel

Cauchy dizisi” denir (Fridy 1985).

Bu durumda z bir istatistiksel Cauchy dizisi ise keyfi bir ¢ > 0 verildiginde hemen

her k i¢in |z — x| < e gerceklenecek bigimde N = N(g) sayis1 mevcuttur.
Teorem 3.3.2. Bir x = (x}) dizisi i¢in agagidaki dnermeler denktir.

(i) = dizisi istatistiksel yakinsaktir.

(ii) z istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) h.h.k igin z), = yy, olacak gekilde yakinsak bir y = (y.) dizisi vardir (Fridy 1985).
3.4 Istatistiksel Cekirdek

Bu kisimda istatistiksel cekirdek kavramini tanitacagiz.

Tamim 3.4.1. Eger x istatistiksel sinirh reel say1 dizisi ise x dizisinin istatistiksel
cekirdegi;

[st-liminfx , st-limsup z]

kapali araligi olarak tanimlanir. x istatistiksel sinirli olmadiginda x dizisinin istatis-

tiksel cekirdegi;
[st-liminfz |, 00),(—00 , st-limsupzx],(—oc0 , 00)

araliklarindan biri olarak tanimlanir (Fridy ve Orhan 1997).
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Ayrica liminf z < st-liminfz < st-limsupz < limsup z bagtisindan reel terimli

bir x dizisi igin K-¢ek{z}C st-gek{z} oldugu aciktir.

Lemma 3.4.2. Reel terimli bir A = (a,;) matrisi igin sup > |an,| < 0o gergeklensin.
n k=1
Her x € [, reel terimli dizisi i¢in

lim sup Az < st-limsupz

olmasi icin gerek ve yeter sart
(i) A regiiler

(ii) §(F) = 0 ozellikli her £ C N igin lim ) |au,| =0

" keE
(iii) lim > |a.k] =1
" ok=1
olmasidir (Fridy ve Orhan 1997).

Ispat: Gereklilik: A = (a,;,) matrisi icin sup 3 |aq| < oo gerceklensin ve her
n k=1
T € ly reel terimli dizisi i¢in lim sup Az < st-limsup x olsun. x sinirhi dizi oldugun-

dan —x de simirhdir, dolayisiyla —x icin de hipotez gerceklenir. Yani
limsup(—Az) < st-limsup(—x)

olup
—st-limsup(—x) < — limsup(—Ax)

dir. Bu durumda
st-liminf r < liminf Az < limsup Az < st-limsupz

elde edilir. Eger x istatistiksel yakinsak ve sinirh bir dizi ise
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st-lim z = st-limsup x = st-liminf x olacagindan lim Az = st-lim = elde edilir. Yani

A € (st Nlw,c;p) olmahdir. Bu durumda Teorem 3.1.14°den (i) ve (ii) sartlar:
gergeklenmig olur. Simdi de lim ) |anx| = 1 oldugunu gosterelim.
" ok=1

Her z € |, i¢in

limsup Az < limsup x
olup Teorem 2.2.6’dan lim ) |a,,| = 1 elde edilir. Yani (iii) de gerceklenmis olur.
" k=1

Yeterlilik: (i), (ii), (iii) ger¢eklensin ve x € [, reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda
|ank] < oo oldugundan Az € I, ve B(x) = st-limsupz olmak iizere [(x)

k=1

sonludur. ¢ > 0 i¢in £ := {k : x > [(x) + €} olmak iizere Teorem 3.2.4’den

d(F) = 0 elde edilir. Dolayisiyla k ¢ E ise x < f(x) + ¢ olacaktur.

sup
n

Teorem 2.2.6’'nin yeterlilik kismindaki benzer diisiinceyi kullanirsak sabit bir pozitif

m sayisl i¢in

(Azx), = Zank:ﬂk
k=1

= E ankmk‘f’g Ak Tk

k<m k>m
= Z (nkTk + Z(@:{k)ﬂﬁk - Z(a;k)xk
k<m k>m k>m
= D amre+ Y _(af)o+ Y (a)me— Y (ay)z
k<m k>m k>m k>m
k¢E keE
< el D lamel + D (ad)me + D (ah)ae + l2lleg D (ank] — @)
k<m k>m k>m k>m
k¢E keE
< el D lane] + (B(x) +€) D lans] + 2]l Y lan
k<m k>m k>m

k¢E keE

tlllloe Y (anr] = aur)

k>m
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yazabiliriz. Her iki tarafa limsup operatoriinii uygulayip (i), (i), (iii) kosullarim

gozoniinde bulundurursak

lim sup(Az), < B(z) +¢

elde ederiz. ¢ > 0 keyfi oldugundan limsup Az < st-limsup x elde edilir ki bu da

ispat1 tamamlar.

st-liminf x < liminf Az i¢in de benzer bir sonucun elde edilecegi aciktir. Boylece

asagidaki sonucu elde ederiz.
Teorem 3.4.3. (Istatistiksel Cekirdek Teoremi) Reel terimli bir A = (ay;)

o
matrisi igin sup Y | |a,,| < oo gerceklensin. Her x € [, reel terimli dizisi igin
n k=1

K-¢ek{ Az} C st-cek{z}
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(i) A regiiler

(ii) 0(F) = 0 ozellikli her £ C N igin lim ) |auk| =0

" keE
(iii) lim > |auk| =1
" ok=1
olmasidir (Fridy ve Orhan 1997).

Kompleks terimli bir x dizisinin Knopp ¢ekirdegini, {xy } x>, terimlerinin kapal kon-

veks hull’'u R, (x) olmak iizere

K-gek{x} := ﬂ R, (x)
n=1
olarak tanimlamigtik. Ayrica Shcherbakov tarafindan her bir sinirh x dizisi icin

Bi(z) == {w €C:|w—z| <limsup|zy — z[}
k
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olmak iizere

K-gek{z} := ﬂ B (z)

zeC

oldugu gosterilmistir (Shcherbakov 1977).

terimlerini igeren biitiin kapali yar1 diizlemlerin sinifi yani
H(z) := {H : H kapali yar1 diizlem ve 6{k : z, € H} = 1}
olsun. x dizisinin istatistiksel ¢ekirdegi,

st-gek{z} := ﬂ H

HeH(x)

ile verilir (Fridy ve Orhan 1997).

K-gek{x} igin verilen tammda R, (z) kapali konveks hull'u {z}r>,’yi igeren tiim
kapali yar1 diizlemlerin arakesitidir. st-cek{x} icin verilen tanimda {zy};>,’in yerine
1 yogunluga sahip keyfi bir alt dizi alindigindan z dizisi i¢in st-cek{z} C K-¢ek{z}
oldugu aciktir.

Onerme 3.4.5. Eger 2 kompleks terimli istatistiksel siirh bir dizi ise
[, C st-gek{z}

olur (Li ve Fridy 2000).

Onerme 3.4.6. Eger = kompleks terimli istatistiksel simrh bir dizi ise
st-lim x = ~ olmasi i¢in gerek ve yeter sart v nin x dizisinin tek istatistiksel degme

noktas1 olmasidir (Li ve Fridy 2000).

Cekirdek kavramina iligkin olarak bazi teoremleri verebilmek i¢in ihtiyacimiz olan

asagidaki lemmay1 ispatsiz olarak verelim
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Lemma 3.4.7. z istatistiksel sinirh bir dizi ve her bir z € C igin
B.(z) :={w € C: |w — z| < st-limsup |z — 2|}
k

olsun. Bu durumda

st-gek{x} = ﬂ B, (2)

zeC

gergeklenir (Fridy ve Orhan 1997).

Eger x istatistiksel sinirli bir dizi degil ise Lemma 3.4.7 dogru degildir. Bunu gérmek
icin Vk € N igin 2z := k seklinde tammlanan z = (zj) dizisini gozoniine alalim.
Bu dizi bir istatistiksel degme noktasina sahip degildir ve st-gek{z} = () dir. Her-
hangi bir z € C verildiginde, h.h.k i¢in z; terimlerini igeren sonlu yaricaph bir disk
yoktur. Boylece st—limksup |z, — z| = oo ve B,(z) kompleks diizlemin tamami olup

() B:(z) = C elde edilir.

zeC

x kompleks terimli dizi oldugunda Istatistiksel Cekirdek Teoremini asagidaki sekilde

verebiliriz.

Teorem 3.4.8. Kompleks terimli bir A = (a,;) matrisi i¢in sup Y || < o0
n k=1
gerceklensin. Her = € [, kompleks terimli dizisi igin

K-¢ek{ Az} C st-gek{z}

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(i) A regiiler

(ii) 0(F) = 0 ozellikli her £ C N igin lim ) |an,| =0

" keE
(iii) lim > || =1
k=1
olmasidir (Fridy ve Orhan 1997).

Ispat: Gereklilik: A = (a,;) matrisi igin sup 3. |anr| < oo gerceklensin. Her
n k=1
T €l i¢in K-cek{ Az} C st-gek{z} olsun. Eger st-limz = L ise

28



{L} = st-gek{z} D K-gek{Ax} olur. x € I, igin sup Z |ank| < oo gergeklendiginden
Az € I, olacagimdan K-cek{Azx} # 0, dolaylslyla IC gek{Am} = {L} olmahdir. Bu
durumda A € (stNlw, ¢; p) gerceklenmektedir. Teorem 3.1.14’den (i), (ii) elde edilir.
Ayrica K-¢ek{Ax} C st-gek{x} C K-¢cek{z} gerceklenir. Bunun yani sira o = 1 ve

K = C i¢in Teorem 2.2.9’dan limsup > |an,| < 1 elde edilir.
no k=1

Diger yandan A regiiler oldugundan

1 = limsupZank < limsupz lan| <1
k k

1 = limianank < liminfz |ans| < limsupz lan,| <1
k k k

yazabiliriz. Dolayisiyla lim > |a,x| = 1 yani (iii) elde edilmis olur.
" ok=1

Yeterlilik: (i), (ii), (iii) kosullar1 saglansin. Her z € [, kompleks terimli dizisi igin
K-¢ek{ Az} C st-cek{x} oldugunu gostermeliyiz.

w € K-gek{ Az} olsun. Herhangi bir z € C i¢in

|lw—z| < limsup|z — (Ax),|

n

o0
= limsup |z — g AnkTr

n

= limsup |z — E AnpTr + g AnkZ — E Ani?

" k=1

oo
1— E Ank
k=1

< limsup Zank(z — )

+ limsup |z

1_Zank

k=1

A matrisi regiiler oldugundan lim sup = 0 olur. Dolayisiyla

n

Z ani(z2 — )

k=1

|w — z| < limsup
n
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elde edilir. r := st-limsup |z — z| ve € > 0 olmak {izere E := {k : |z — x| > r + ¢}

olsun. Teorem 3.2.4’den 0(E) = 0 elde edilir. Boylece

Z k(2 — 1) Z (2 — og) + Z (2 — 1)
k=1

keE k¢E

< sgp |z — x| Z lank| + (r +¢€) Z ||

keE k¢E

olup (ii) ve (iii) kosullarindan

lim sup
n

<r+e

0
Z (2 — )
k=1

bulunur. Dolayisiyla |w — z| < r + ¢ ve € > 0 keyfi oldugundan |w — z| < r elde
edilir. Boylece w € B,(z) olup Lemma 3.4.7’den w € st-gek{z} olur bu da ispat1

tamamlar.

Herhangi bir dizinin istatistiksel ¢ekirdegi K-gekirdeginin bir alt ciimlesi oldugundan

agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.4.9. A = (a,,) matrisi igin sup > |ank| < 0o ve Teorem 3.4.8’in (i), (ii)
n k=1
ve (iii) sartlar gergeklenirse her bir z € [, i¢in

st-cek{ Az} C st-¢cek{z}

olur (Fridy ve Orhan 1997).
Ancak bu sonucun karsiti dogru degildir. Simdi buna bir ¢érnek verelim.

Ornek 3.4.10. A matrisini h.h.n icin (Az), = x, olacak bigimde tanimlayalim.

Teorem 3.1.11’den Ax ve x dizilerinin istatistiksel degme noktalarinin ciimlesi ayni
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olup st-¢ek{Ax} = st-gek{x} gergeklenir. Simdi

1 , k=mn ven tamkare degilse
A = 1 , k <n ven tamkare ise
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlanan A = (a,,;) matrisinin gozoniine alahm. Bu durumda

Tn , n tamkare degilse
(Az)n = { < .
Z rr , n tamkare ise
k=1
olup sup > |ank| = oo elde edilir. A matrisi (iii) sartin gergeklemedigi gibi (ii)
n k=1

sartin1 da gerceklemez.

Simdi de Li ve Fridy’ nin = sinirh kompleks say1 dizisi olmak {iizere
st-gek{ Az} C st-gek{z} igerirlik bagntisina iligkin verdikleri gerek ve yeter sartlari

ispatsiz olarak inceleyelim.
Once iist asimptotik yogunluk ve istatistiksel parcalanma kavramlarini verelim.

Herhangi bir £ C N i¢in dogal yogunluk 6(F) her zaman mevcut olmaz.
(6(E)=L{k<n: ke E} =lim: > xg olup buise Cesaro matrisidir, Cesaro

" 1<k<n
matrisi regiiler olup, regiiler matrisin limitleyemeyecegi en az bir sinirh dizi vardir.

Dolayisiyla bu limit mecut olmak zorunda degildir. Yani dogal yogunluk her zaman

mevcut olmaz). Bu durumda “dst asimptotik yogunluk”

1
limsup— [{k <n: k€ FE}|
n

olup §*(E) ile gosterilir. Ust asimptotik yogunluk asagidaki 6zelliklere sahiptir.
N dogal sayilar ciimlesinin iki keyfi alt ciimlesi £ ve F' olmak iizere

i. (F) mevcut ise 0(E) = 0*(£) olmalidir.

ii. §"(F) > 0 ise F ince olmayan ciimledir.
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iii. £ C Fise §"(F) < §*(F) gergeklenir.

Tanim 3.4.11. Eger N nin ikiger ikiger ayrik alt ctimlelerinin {K;, K5 , ..., K.} bir

sonlu simifi

(Dé(QKJ:ﬂ

(i) 0" (K;) >0, j =1,2,..,r

kogullarimi gergeklerse bu sonlu simifa N nin bir “istatistiksel par¢alanmas” denir (Li

ve Fridy 2000).

Teorem 3.4.12. Bir A toplanabilme matrisi i¢in {Z |anj|} dizisi istatistiksel
j=1

n>1
sinirhi olsun. O halde her = € [, igin

st-cek{ Az} C st-cek{z}

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i. 9(K) =1 olan her K C N i¢in st-lim { > anj} =1
"o|jeK

ii. {Ki, Ks ,..., K,}, N nin bir istatistiksel par¢alanmasi i¢in

T
st-limsup ¢ D | D ay;

} < 1 olmasidir (Li ve Fridy 2000).

3.5 yu-Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda p ve v niin keyfi yogunluk oldugu, negatif olmayan 7" matrisi iizerinde

v-istatistiksel cekirdegine esit olacak bicimde gerek ve yeter sartlar1 inceleyecegiz.

Once keyfi ;1 yogunlugunu tanmitarak baslayalm. p yogunlugu [0, 1] arahginda deger-
ler alan, N uzayimin altkiimelerinin bir I' cebiri iizerinde tanimli, sonlu toplamsal bir

kiime fonksiyonudur. Yani

p:T c P(N)—[0,1]
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i. p(N)=1
ii. E,F €T olmak iizere E C F've p(F)=0ise u(E)=0
iii. £ €I olmak iizere |E| < oo ise u(E) =0

k k
iv. n=1,2,...,k icin E, ler ikiger ikiser ayrik olmak tizere p ( U En) = > u(Ey)
n=1 n=1

ozelliklerini gergekler. Burada (iv) sart1 yerine pu < U En> = > wp(E,) alinama-
n=1 n=1
yacagima dikkat etmeliyiz. Ciinkii F,, = {n} olarak alindiginda |E,| = 1 < oo olup
(iii)den p(E,) = 0 dir. Ancak p ( U En) =1%#0 dir.
n=1

d-istatistiksel yakinsaklik (istatistiksel yakinsaklik) Steinhaus tarafindan tanitilmig

olup, p yogunluk icin de tanimlar benzer sekildedir. Bunlar1 kisaca verelim.

Tanim 3.5.1. Here > 0igin u ({k € N : |z, — L| > €}) = 0 gergekleniyor ise z dizisi
L sayisia “p-istatistiksel yakinsaktyr” denir ve st,-limz = L ile gosterilir (Connor

1997).
Calismamiz boyunca p-istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesini st, ile gosterecegiz.

Tanim 3.5.2. Her ¢ > 0 i¢in u({k € N: |z, — 7| < e}) # 0 ise vy sayisina z dizisinin
“u-istatistiksel degme noktast” denir (Connor 1997).

Simdi p- istatistiksel tist limit ve u- istatistiksel alt limit kavramlarini verelim.

Bir x dizisi ic¢in

B, :={beR: u{k:zx>b})#0}
Ay ={aeR: u{k:x, <a}) #0}

olsun. Bu durumda “ p-istatistiksel dist limit” ve “ p-istatistiksel alt limit” asagidaki

sekilde tanimlanir.
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Tanmim 3.5.3. z dizinin p-istatistiksel tist limiti

‘ supB, , B,#0
st,-limsupx :=
-0 , B,=0
ve p-istatistiksel alt limiti
infA, , A, #0
st,-liminf z := 7
+o00 , A, =10

ile verilir.

Teorem 3.5.4. [ := st,-limsup x sonlu ise her € > 0 icin

u({kmy > B—e}) £ 0ve p({k:ax > B+2}) =0 (3)

olur. Karsit olarak (3) gerceklenirse = st,-lim sup = olmalidir (Connor 1997).

Teorem 3.5.5. « := st-liminf x sonlu ise her € > 0 igin

pu{k o <a+e}) #0ve p({k:zp <a—ce})=0 (4)

olur. Karsit olarak (4) gerceklenirse a = st-liminf x olmalidir (Connor 1997).

Tanim 3.5.6. Bir v = () dizisi i¢in pu ({k : |zx| > B}) = 0 olacak gekilde bir

B > 0 sayis1 varsa, x dizisine “u-istatistiksel sinarlidir” denir.

Teorem 3.5.7. Herhangi bir x dizisi i¢in

st,-liminf oz < st,-limsup x

gerceklenir.

Ayrica Teorem 3.5.7°den

liminfz < st,-liminf x < st,-limsupx < limsupx
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oldugu aciktir.

Teorem 3.5.8. p-istatistiksel sinirh bir = dizisinin p-istatistiksel yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter sart

st,-liminf o = st,-limsup x
olmasidir.
Agagidaki teorem istatistiksel gekirdeklerin korunmasini karakterize eder.

Teorem 3.5.9. T = (t,x), T : loo — lo negatif olmayan bir matris olsun. p ve v

yogunluklar olmak {iizere, her = € [, i¢in
st,-limsupx = st,-limsupT'x

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(i) T': st, — st,, her x € st, Nl i¢in st,-limx = st,-lim Tz
(i) u(E) # 0 iken st ,-limsup(T'xg) =1

olmasidir (Connor, Fridy, Orhan 2006).

Ispat: Gereklilik: T = (t,) negatif olmayan bir matris ve T : I, — lo olsun. pu
ve v yogunluklar olmak tizere, her x € [ i¢in st,-limsup x = st,-limsup 7'z olsun.

Once (i) sartinin gergeklendigini gosterelim. T : st, — st,, x € st, Nl alalim.

x € st, Ny oldugundan
st,-limsup x = st,-liminfz (5)
olur. x € [, olup hipotezden
st,-limsup z = st,-limsup T’z (6)

bulunur. z € I, ve T': lo, — I oldugundan Tz € l olur. Ayrica x € st, N iy ve
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T : st, — st, oldugundan Tz € st, elde edilir. Dolayisiyla T'v € st, Nl olur. Bu
durumda

st,-limsup Tz = st,-liminf Tx (7)

olup (5), (6), (7) gozoniine alinirsa

st,-limx = st,-limTx

elde edilmis olur. Simdi de (ii) sartinin gergeklendigini gosterelim.

X g, E'nin karakteristik fonksiyonu olup,

1 , keFkE
0, k¢ E

xg(k) =

seklinde tanimlanir ve sinirli oldugu aciktir. Dolayisiyla hipotezden
st,-limsup xp = st,-limsup(Txp)

yazabiliriz. Diger yandan p(E) # 0 oldugundan E sonsuz elemanhdir.(E sonlu sayida
elemana sahip olsaydi sifir yogunluklu olurdu). Bu durumda karakteristik fonksiy-

onun tanimindan {x(k)} dizisi sonsuz sayida 1 elemanina sahiptir. Bu durumda
1 = st,-limsup xp = st,- limsup(Txp)

elde edilir. Bu da ispatin gereklilik kismini tamamlar.

Yeterlilik: (i) ve (ii) sartlar1 saglansin. Her z € [, i¢in
st,-limsup o = st,-lim sup 7'z oldugunu gostermeliyiz. x € [, alalm.
st,-limsupx = [ ve § > 0 verilsin. Ispat i¢in st,-limsup Tz = [ oldugunu gostere-

cegiz. Bunun igin v-istatistiksel tist limit 6zelliginden yani Teorem 3.5.4’den

v({n e N: (Tx), >1-06}) #0vev({n e N: (Tx), >1+})=0
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oldugunu gostermeliyiz. Bunun yerine bu ifadelere denk olan

V({neNzitnkxk>l—5}>7é0 (8)
k=1

oldugunu gosterelim. Once (8) ifadesinin gerceklendigini gosterelim.
€1 > 0 ve 07 > 0 sayilarim §1(1 —e1) +&1({ + ||z]| ) < 0 olacak gekilde secelim.

xy = (1,1,1,...) € st, olup pu({k € N : |xy(k) — 1] > €}) = 0 oldugundan st,-
lim xy = 1 olur. Dolayisiyla xy € st, Nl olup (i) den st,-lim(T"xy) = 1 elde ederiz.

Yani

st,-lim(T'xy) = st,- limz takxn (k) = st,- limz tor = 1
k=1

buluruz. Bu durumda v-istatistiksel yakinsaklik tanimindan yani Tanim 3.5.1’den

RM:{ <_}

olmak tizere v(R;) = 1 elde edilir.
E(01) ={k : x > 1 — 61} olmak tizere st,-limsup z = [ oldugundan

nk_l

p({k:ap >1—061}) = p(E(01)) #0

olur. Dolaysiyla (ii) den st,-limsup(T'x(;,)) = 1 elde ederiz. Bu durumda

v-istatistiksel {ist limit Ozelliginden yani Teorem 3.5.4’den

v({neN: (TXpe))n > 1— 1) # 0 gerceklenir. Boylece
viqneN: > tu>1-% =# 0 elde ederiz. Bu durumda
kEE (1)

Ry:=qneN: > tnk>1——
keE(81)
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olmak tizere v(Ry) # 0 olur.

R := Ry N Ry diyelim. v(R;) =1 ve v(Rs) # 0 oldugunu biliyoruz.

V(R) = v(Ry N Ry) = 0 oldugunu kabul edelim. Ry = (R1 N Ry) U (R2\Ry) ve
Ro\R1 = RyNR{ C R{ olup v (R2\R1) < v (RS) = 0 oldugundan v (Ry\ R;) = 0 olur.
Bu durumda v(Ry) = 0 elde ederiz bu ise v(Ry) # 0 olmasi ile geligir. Dolayisiyla
v(R) # 0 olmahdur.

<{n e N: Z ey > 1 — } # 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Dolayisiyla
k=1

R C {n eN: Z tokTy > 1 — } oldugunu gosterirsek v(R) # 0 oldugundan
k:

<{n eN: Z Lok > 1 — }) # 0 oldugunu gostermis oluruz. Bu durumda
neRr alahm R R N Ry oldugundan n € Ry ve n € Ry olmalidir. Dolayisiyla

1__<Zt”k<1+_vel__< Z tok

keE(d1)

olur. Bu durumda n € R icin

Z tnk<2tnk<1+—

keE(d1)

olup

1——< Z trk + Z tnk<1+_

keE(61) keE(81)¢

yazabiliriz. Boylece

Z tnk <€

k€E(61)¢

elde ederiz.
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n € R i¢in,

= 1= [T =e)dy + (1 + [[z]l o )ea]

oldugundan

RQ{HENIZtnkxk>Z—5}

k=1
elde ederiz. Boylece v(R) # 0 oldugundan (8) ifadesi gergeklenmis olur. Simdi de

(9) ifadesinin gergeklendigini gosterelim.

g1 > 0 ve §; > 0 sayilarm 1 (1 + [|z|| ) + 61(1 + £1) < § olacak sekilde secelim. (8)

ifadesinde aldigimiz gibi R; ciimlesini

Rl = {n

G(01) = {k : x, <1+ 61} olmak tizere st,-limsup z = [ oldugundan
p({k o <1+061}) = p(G(01)) = 1 olup p(G(61)°) = 0 dir.xgs,) € st Nl Ve

2

nk — 1‘ < 5—1} olarak alalim.

st,-lim X ¢(5,) = 1 oldugundan (i) den st,-lim(7T'xgs,)) = 1 elde ederiz.

v-istatistiksel yakinsaklik tanimindan yani Tanim 3.5.1’den

v Ztnk—l > e =0 yani v Ztnk—l <e =1
keG(61) keG(61)

elde edilir. Bu durumda

Z tor >1—¢1

keG(d1)
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olmak iizere v(R3) = 1 olmalidir.

Ry := Ry N Ry diyelim. v(R;) = 1 ve v(R3) = 1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
v(Ry) =1 elde edilir. (8) ifadesindeki benzer diigiinceyle

v <{n EN: D tpprr <149 }) = 1 oldugunu gostermek istiyoruz. Dolayisiyla
k=1

R, C {n eEN: Ytz <Il+0 } oldugunu gosterirsek v(R4) = 1 oldugundan
k=1

v <{n eEN: Y toprr <1+ 5}) = 1 oldugunu gostermis oluruz. Bu durumda
k=1

n € Ry alalm. Ry = Ry N R3 oldugundan n € R; ve n € R3 olur. Dolayisiyla

n € Ry icin,
Ztnkxk = Z tokXy + Z bk Xy,
k=1 keG(61) keG(01)¢
< (I+6)1+e)+ ||zl e
= I+ (1 +e)0 4+ L+ ||zl e
< l+6
oldugundan

R4§{ﬂ€NIZtnkl’k§l+5}

k=1
elde ederiz. Boylece v(R4) = 1 oldugundan (9) ifadesi gerceklenmis olur. Bu du-

rumda st,-limsup T’z = [ olup teorem ispatlanmis olur.

Sonug 3.5.10. T = (t,) negatif olmayan bir matris ve 7' : I, — [l olsun. pu

yogunluk olmak {izere, her z € [, i¢in
st,-limsupa = limsup T'x

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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(i) T regiiler

(i) w(F) =0i¢in lim > t,, =0
" keF

(iii) p(E) # 0 i¢in limsup >ty =1
n  kEE

olmasidir (Connor, Fridy, Orhan 2006).

T = (tnr) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Her n € N ve her £ C N alt

ciimlesi i¢in p, (E) = > tuxxp(k) olmak iizere;
k=1

r:= {E C N:limu,(F) =0 veya limp, (F) = 1} seklinde alinsin. Ayrica

pp o I'— [0, 1] fonksiyonunu

pr(E) = lim o, (B) = lim Y tux (k)
k=1

olacak gekilde tanimlayalim. 7" yerine C'; Cesaro matrisi alinirsa dogal yogunluk elde

edilecegi aciktir.

v yogunlugunu [ 6zdeslik matrisiyle olusturulan yogunluk olarak aldigimizda Teorem
3.5.9 daki (ii) sart1 Sonug 3.5.10 daki (iii) sartina denk olur. Simdi bunu gosterelim.
T = I olarak aldigimizda

vr(E) = lign vn(E) = liyrln Xg(n)

elde edilir. st,-limsupx = L olsun Bu durumda Teorem 3.5.4’den

v({k:ar>L+e})=0vev({k:zy<L—¢c})#0
olur.

E :={k:xzy > L+ ¢} olarak alirsak vy (E) = 0 yani lim xz(n) = 0 elde ederiz. Bu
ise dizinin sonsuz sayida sifir ve sonlu sayida 1 elemanina sahip oldugunu gosterir.
Dolayisiyla E kiimesine ait olan elemanlarin sayisi sonludur yani x;, > L + ¢ esit-

sizligini gercekleyen k elemanlar: sonlu sayidadir bu ise bilinen anlamda limsup x
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tammdar.

E :={k:xp < L —¢} olarak alirsak v7(E) # 0 yani liyrln Xg(n) # 0 elde ederiz. Bu
ise dizinin sonsuz sayida 1 ve sonlu sayida sifir elemanina sahip oldugunu gosterir.
Dolayisiyla E ye ait olan elemanlar sonsuz sayidadir yani x; > L — ¢ esitsizligini
gercekleyen k elemanlar: sonsuz sayidadir bu ise bilinen anlamda lim sup x tanimidir.
v-yogunlugunu / 6zdeslik matrisiyle elde ettigimizde bilinen anlamda lim sup z elde
edilir. Simdi de Teorem 3.5.9 daki (i) sartimin Sonug 3.5.10 daki (i)-(ii) sartlarina
denk oldugunu gosterelim. Bu ise Connor’in 1997 yilinda vermis oldugu teoremden

acikca goriilmektedir. Bu teoremi hatirlatalim.

T = (tw), T : loo — ls bir matris, p yogunluk olmak iizere, her = € [, igin

K-cek{Tz} C st,-cek{z}
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(i) T regiiler
(ii) lm > |tw] =1
" ok=1
(iii) p(E) = 0 ozellikli her £ C N i¢in lim > |t =0
" keE

olmasidir (Connor 1997).

Bu teorem j = § icin Istatistiksel Cekirdek Teoremidir. Boylece Teorem 3.5.9 da,

v yogunlugunu 6zdeslik matrisiyle olusturdugumuzda
st,-limsupa = limsup T'x

elde etmis olduk.

Ancak sunu da belirtelim ki Sonug 3.5.10 da p yogunlugunu ¢ dogal yogunlugu olarak
alirsak (ii)-(iii) sartlarim saglayan matris yoktur. Bunu gostermek igin ileride yarar-

lanacagimiz asagidaki lemmay1 ispatsiz olarak verelim.
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Lemma 3.5.11. L € N, §(E) > d > 0 olacak §ekilde E C N olsun. Bu durumda
k€ Fignk>L,6(F)> 4 veherme Nigin - ZXF( ) < £ olacak sekilde F C E
vardir (Connor, Fridy, Orhan 2006).

Teorem 3.5.12. T regiiler matris ve §(F) > 0, limsup(Txp) = 1 olsun. Bu
durumda §(F') = 0 ve limsup(7'x ) = 1 olacak sekilde F' C N vardir (Connor, Fridy,
Orhan 2006).

Ispat: Artan (p,), (P,), (@) dogal say1 dizilerini ve azalan (E,) kiime dizisini
P1<Q1<P2<Q2<...

ve

1
Zt )X, (k) > 1~ on+1

olacak sekilde secelim.

n=1

olmak tizere 6(F) = 0 ve im ) ¢,y kX, (k) = 1 oldugunu gostermeliyiz.
" ok=1
Bunun i¢in
Py =1, By = N alahm. Boylece §(Ey) = 1 dir. p(1) € N, Y tpayixp, (k) > 1 — 1
k=1

olacak sekilde ; ;i E to)kXp, (k) > 1 — }L olacak sekilde ; P,’i de % <
k=P,

> |tpayn| < & olacak sekilde segelim. Bu durumda Lemma 3.5.11°den 6§ (E,) > 273
k>Po

ve her n € N igin n™! E Xg, (k) < 272 olacak gekilde E, C Ey vardir ve k € E; icin

1
8V€

k > P, dir. Boylece Pn, Qn 1, p(n — 1) ve E, se¢ilmis olur. p(n)i p(n) > p(n — 1),
Jj > p(n) igin Z tik] < 272 ve Zt VX, (k) > 1 — 27" olacak sekilde
k=1

k=1
Q7l

secelim. Qn'1 Y. typmyaxp, (k) > 1 — 27 olacak sekilde ; P, 11 PQL < 2-(n+2)
k=P, 7

ve ». ‘tp(n)7k| < 27*2) olacak gekilde secelim. Bu durumda Lemma 3.5.11°den

k>Ps
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6(Ent1) > 27" ve her m € Nigin L > v (k) < 27" olacak sekilde
k=1

n+1 —_—

Enyn C E,vardirvek € E, 1 icink > P, olur. F= | {k:k€E, P,<k<Q,}
n=1
olmak iizere;

S Qn
D o) = D tmaxe (k) + D tomaxek) + Y tomsxr(k
k=1

k<P, h—p, .
olup
Z tpm X r(K)| < Z ‘tﬂ(n)vk‘ - Z |tp(n),k‘ <27
k<P, hebP, o
Qn
Z tpn) X (K Z tomykXp, (k) >1— 9—(n+1)
k=Pn k=P,
ve
Z tp(”)kaF(k:) < Z }tp(n),k| = Z ‘tp(n),k‘ < 2—(n+2)
k>Qn E>Qn k> P
oldugundan

Zt k:XF > —9=(+2) 4 1 _ 9-(n+l) _ 9—(n+2)

= 1-27"

elde edilir. Boylece limsup(Txy) = 1 elde ederiz. Simdi de §(F) = 0 oldugunu

gosterelim. m € N ve P, < m < P,,; olmak iizere m sayisini P, ;e yeterince yakin
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alabiliriz.

VAN

IN

k=P,

9= (nt1) 4 o=(n+1)

2777,

olup n — oo limit alinirsa §(F') = 0 elde edilir. Boylece §(F) =0 ve

limsup(7T'x ) = 1 olacak gekilde F' C N bulmug olduk bu da ispat1 bitirir. Bu gosterir

ki; Sonug 3.5.10 da p = § alirsak (ii) ve (iii) sartlarimi saglayan bir matris yoktur.
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4. BONSALL CEKIiRDEGI

Bir x = (z3) kompleks terimli dizinin Knopp ¢ekirdegi, Boliim 2’de incelenmisti.
Ayrica Knopp tarafindan verilen bu tanmima egdeger olarak, x = (x) dizisinin Knopp

gekirdegi K(x); her a € C igin

Re(at) < limsup Re(ax,,)

n—oo

esitsizligini saglayan ¢ kompleks sayilarinin ciimlesi oldugu Bonsall (1953) tarafindan

gosterilmigtir. Burada Re(t), ¢t kompleks sayisinin reel kismini gostermektedir.

1953 yilinda Bonsall, K cismi (K =R ya da C) iizerinde X vektoér uzaymin bir z

elemaninin cekirdegini
K(z) ={t € K: Re(at) < m(ax),Va € K} (10)

olarak tanimladi. Bu tanimda ;
T X — [—00, ]

i m(x+y) <m(x)+7(y)

ii. m(az) = an(z), Va >0

ozelliklerini gercekleyen keyfi sabit bir fonksiyoneldir. Bu fonksiyonele “Bonsall
fonksiyoneli” adi verilir. Ayrica (10)’dan Re(—at) < w(—ax) ve dolayisiyla

—m(—az) < —Re(—at) = Re(at) < w(ax) olup,
K(z) ={t e K: —n(—az) < Re(at) < 7(ax),Va € K}

yazabiliriz. Bonsall fonksiyoneli ile elde edilen bu cekirdege“Bonsall ¢ekirdegi” adi

verilir (Bonsall 1953).

Cekirdek teorisinde asil problemimiz; farkli cekirdekler arasindaki icerirlik bagin-

tilarini belirlemektir.
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Bu kisimda kisaca Bonsall ¢ekirdegini inceleyecegiz. Ki(x) ve Ky(y) sirasiyla m; ve
w9 Bonsall fonksiyonelleri yardimiyla belirlenen iki ¢ekirdek olsun. Her a € K i¢in

m1(ax) < ma(ay) ise bu durumda Iy (z) C Ky(y) oldugu agiktir. Simdi
¢ :={x € X : K(x) tek elemanh ,Va € K i¢in 7(ax) € R}

(r-yakimsak elemanlarin ciimlesi) ve

Crp =42 € ¢x : (x) =0}

(sifira m-yakinsak elemanlarin ciimlesi) olarak alalim. ¢, ve ¢g,, X lineer uzaymnn

lineer alt uzaylaridir.

Onerme 4.1. Her z € Cro Ve y € X icin
m(z+y) = n(x) (11)

ve

Kz +y) = K(y) (12)
gergeklenir (Loone ve Tali 2001).

Ispat: ye€ X,z € Cro Ve a € K alalim. ¢, vektor uzay oldugundan m(ax) = 0 dir.
m(ay) < m(ax + ay) + m(—ax) = w(ar + ay) < w(az) + m(ay) = 7(ay)

oldugundan her o € K igin 7(a(z + y)) = 7(ay) dir. Dolayisiyla (11) gergeklenmig
olur. Bonsall gekirdegi tanimindan da (12) nin gergeklendigi agiktr.

Sonug 4.2. Eger 21—y € ¢, ise bu durumda 7 (x) = 7(y) ve K(z) = K(y) gergeklenir
(Loone ve Tali 2001).
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Ispat: 2 —y € ¢;, alahm. Bu durumda 7(z — y) = 0 dir. Béylece

m(z) = wlxz—y+y) <nlz—y)+7(y) =7y

w(y) = wly—z+z)<7(y—=x)+7(r)=mr(x)

7(z) = m(y) elde edilir. Bonsall ¢ekirdegi tanimindan da IC(x) = K(y) oldugu agiktir.

w, reel ya da kompleks terimli tiim x dizilerinin ciimlesi olsun. O halde w bir vektor
uzay olup her bir lineer alt uzay: bir dizi uzay1 olarak adlandirilir. Simdi agagidaki

uzaylar1 goézoniine alalim.
loo := {x cw: s%p|xk| < oo}
(siirh dizilerin ciimlesi),
co:={rew: liinxk =0}

(sifira yakinsak dizilerin ciimlesi) ve

n+m
1
fo:= {:C cw: lim—1 Z xr = 0, n’e gore dﬁzgﬁn}

m m+ k=n
(sifira hemen hemen yakinsak dizilerin ciimlesi) olsun.
1) Bonsall fonksiyoneli
m1(x) := limsup Re zy,
k

olarak alimdiginda w iginde IC;(x) Knopp ¢ekirdegi tanimlanmig olur.

2) Bonsall fonksiyoneli

1 n+m
mo(x) := limsup (sup —— Z Re :L'k>

m

olarak alindiginda w iginde Ky(z) hemen hemen yakinsak cekirdek (ya da Lorentz

gekirdegi) tammlanmig olur.
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3) Bonsall fonksiyoneli

m3(x) := st-limsup x

olarak alindiginda w i¢inde x dizisinin istatistiksel ¢ekirdegi elde edilmis olur (Loone

ve Tali 2001).
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SONUC

Bu caligmada ilk olarak Knopp cekirdegi tanitilmis ve Knopp ¢ekirdegini degismez
(invariant) birakan matris déniigiimlerinin sinifi incelenmistir. Istatistiksel yakimsak-
ik, istatistiksel limit, istatistiksel iist limit ve istatistiksel alt limit kavramlar: ele
alinarak istatistiksel ¢ekirdek kavrami verilmigtir. Daha sonra da bir dizinin Knopp
cekirdegi ve istatistiksel ¢ekirdegi, onun regiiler matris altindaki doniisiim dizisinin
Knopp cekirdegi ile istatistiksel ¢ekirdegi arasindaki igerirlik bagintilariyla, istatis-
tiksel cekirdegi degismez birakan matris doniigiimlerinin sinifi incelenmistir. Son
boliimiimiizde de bir vektor uzayinda Bonsall fonksiyoneli yardimiyla tanimlanan

Bonsall ¢ekirdegi tanitilmig ve 6zellikleri incelenmistir.
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