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SIMGELER DizZiNi

[a, b] araliginda tanimlanmig siirekli fonksiyonlarin kiimesi
m sayida reel sayilarin siralanmig siitun vektorlerinden
olusan ciimle

[a, b] araliginda tanimlanmig tiim fonksiyonlarin ciimlesi
x ve y elemanlar1 arasindaki uzaklik

2o noktasinin r-komsulugu

x elemaninin normu

r € R™ elemanimin Oklid normu

x € R™ elemaninin Kiibik normu

A operatoriiniin tanim bolgesi

A opertoriiniin degerler bolgesi

A operatoriiniin sifirlar (veya gekirdegi) ciimlesi

Birim operator

A operatoriiniin tersi

x ve y elemanlarimin skalar (i¢) ¢arpim

(z,y) skalar sayisinin kompleks eglenigi

x elemanindan L ciimlesine olan uzaklik

Her bir h € L igin (2,h) =0

L ciimlesinin ortogonal tiimleyeni

Ly ve Ly ciimlelerinin ortogonal (direkt) toplami

A operatoriiniin normu

X den Y ye tamimlanan siirekli lineer operatorlerin uzayi
L(X)=L(X,X)

Lineer f fonksiyonelinin z € X elemanindaki degeri

f fonksiyonelinin normu

X uzaymin eglenik uzayi

A operatoriiniin eslenik operatorii

A ve B operatorlerinin ¢arpimi
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Af
AAf

C(0,T;R™)

c'(0,T;R™)

A = A* ve her z igin (Az,z) >0

B? = A olmak iizere B = VA

Normlu X ve Y uzaylar1 arasinda tamimlanan lineer siirekli
ve kompakt operatorlerin ciimlesi

M citimlesinin kapanigi

[a, b] araliginda tammlanmig karesi Lebesque anlaminda
integrallenen fonksiyonlarin ciimlesi

M; ve M, ciimleleri arasindaki uzaklik

7 lineer manifoldu iizerine ortogonal projeksiyon operatorii
E™ Oklid uzaymin k boyutlu 7,7 vs. altuzaylarmm

p(m,7) = || Pr — Py;||metrigi ile elde edilen metrik uzay:
(k-mertebeli Grassman manifoldu)

Laplace operatorii

Biharmonik Laplace operatorii

[0, 7] araliginda tammlanmus siirekli ve degerleri m boyutlu
R™ uzayimnda olan vektor fonksiyonlarinin uzayi

[0, T] araliginda tanimlanmusg siirekli diferensiyellenebilen ve
degerleri m boyutlu R™ uzayimnda olan vektor fonksiyonlarin

uzayi
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1. GIRIS

Pek ¢ok kontrol olunan sistemlerin, mesela, teknik, fizik, geometrik ve ekonomik an-
lamli kontrol olunan sistemlerin denklemleri cebirsel, diferensiyel, integral ve

integro-diferensiyel, operator ve operator-diferensiyel denklemlerle yazilir (Gochberg
and Krein 1965, Rasulov 1967, Naymark 1969, Mustafayev 1981, Butkovskiy 1983,
Zeidler 1991).

Mesela, sonlu boyutlu lineer kontrol olunan sistemin diferensiyel denkleminin agagi-
daki gekilde yazildigimi var sayalim: 2 = x(t), t bir reel parametre ve 0 < t < T

olmak {izere,

&t = Az + Bu, (1.1)

z(0) = 0. (1.2)

Burada z¢, z(t) € R™, u(t) € R™; A ve B uygun olarak n x n ve n x m tipinde reel
elemanli matrislerdir. u(t) vektor fonksiyonu kontrol etkenidir (controlling action).
A matrisi kontrol olunan sistemin matrisi, B matrisi kontrol blokunun matrisi olarak

adlandirilir.

(1.1)—(1.2) kontrol olunan sistem sembolik olarak (yapisal metotla) agagidaki sekilde

gosterilir:

L ——— o EE—_——_—_———— m_-—— ----1

|

Sistern I E—

Sekil 1.1 Acik kontrol sistemi



(1.1) — (1.2) seklinde yazilmig kontrol olunan sisteme agik kontrol sistemi denir.

(1.1) — (1.2) Cauchy probleminin [0, 7] arahginda tammlanmig siirekli m-boyutlu
u(t) vektor fonksiyonu i¢in yani her u € C'(0,T;R™) icin [0, 7] araliginda tanimlan-
mis siirekli diferensiyellenen z(t) € C*(0,T;R") ¢oziimii var ve bu ¢oziim agagidaki

Cauchy formiilii ile ifade edilir (Trenogin 1980).

t
z(t) = e*xg —l—/ A=) Bu(s)ds. (1.3)
0

Burada e matris-fonksiyonu asagidaki formiille tanimlanir:

At A% Ar?
eM=1+—=+ + ot
1! 2! n!

Fo (1.4)

Bu seri her bir A matrisi i¢in diizgiin yakinsaktir. Dikkate alalim ki, (4) formiiliinde A
matrisi sinirli lineer operator oldugunda da (4) serisi diizgiin yakinsak olur (Trenogin

1980).

(1.1) — (1.2) sisteminin A matrisi igin 6yle pozitif w > 0 ve M > 0 sayilar1 vardir ki,
le|] < Me™*, t >0 (1.5)

esitsizligi saglanir, o zaman A matrisi veya
&= Az, z(0) = xg (1.6)

sistemi iistel kararhdir.

(1.6) sisteminin ¢oziimii (1.3) formiiliinde u(t) = 0 olmakla

z(t) = ey (1.7)



seklinde yazilir. Eger (1.6) sistemi iistel kararh olursa (1.7) ¢oziimii t — oo i¢in
|lz@)|] — 0 (1.8)
sartim1 saglar. Bu sonug asagidaki egitsizlikten elde edilir:

e @)l = lle*zol| < [le||-llzoll < [laoll.M.e™". (1.9)

Simdi (1.1) — (1.2) kontrol olunan sistemde u(t) kontrol etkenini
u=—Fx (1.10)

olarak (formiilii ile) segelim. Bu formiilde F' m x n tipinde sabit elemanli bir reel
matristir. u(t) kontrol etkeni (1.10) formiilii ile se¢ildignde bu kontrol etkenine geri
baglantili veya aksi alakali kontrol (feedback control) ve uygun kontrol sistemine
aksi alakal (geri baglantili)kontrol sistemi denir. Aksi alakali kontrol sistemi yapisal

olarak agagidaki gibi gosterilir:

Xp

¥ x(t)
Si1stem -

vs)

Sekil 1.2 Kapali kontrol sistemi

(1.10) ifadesini (1.1) — (1.2) de dikkate alirsak, asagidaki kapali kontrol sistemini elde

ederiz:

i = (A— BF)z,

(1.11)
z(0) = .



Elde ettigimiz kapali sistemin matrisinin A — BF' oldugu aciktir. Burada F’ matrisi

m X n tipinde sabit ve keyfi bir reel matristir.

Ele aldigmmz (1.1) — (1.2) kontrol sisteminin matrisi A iistel kararh olmadiginda,
yani A matrisi {istel kararhlik sarti olan (1.5) sartim saglamadiginda, (1.11) kapah
sisteminin A — BF matrisinde F' matrisi 6yle secilebilir ki, sonugta A — BF matrisi

iistel kararli olur, yani A — BF matrisi (1.5) sartin1 saglar.

Boylece, kapali sistemi iistel kararli yapmamiz icin F' aksi alaka matrisi dyle secilmeli

ki, A — BF matrisi kararl olsun.

Hatirlatalim ki, A matrisinin iistel kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
matrisin A\, Ao, ..., A,, eigen degerlerinin kompleks diizlemin kesin sol yar1 diizleminde

yer almalaridir.

Eger 6yle bir m x n tipinde reel F' matrisi bulunursa ki, bu matrisin alinmasiyla
A — BF matrisi iistel kararli olsun. O zaman (1.1) — (1.2) sistemi veya (A, B) ifti
kararhlagtirilabilendir (stabillegtirilebilendir) denir.

Eger kontrol olunan (1.1) —(1.2) sistemi 2(0) = x¢ keyfi baglangi¢ durumundan [0, 7]
sonlu zaman araliginda u(t) kontrol etkenini se¢gmekle keyfi son z(7") = z7 durumuna
getirilebilirse, o zaman (1.1) — (1.2) sistemi veya (A, B) ¢ifti kontrol olunabilendir

denir.

(A, B) ciftinin kontrol olunabilen olmasi i¢in gerek ve yeter sart n x n.m tipindeki
H = [B:AB:....A" ' B] (1.12)

Kalman matrisinin rankinin n sayisina esit oldugu kontrol teorisinde ispatlanir

(Butkovskiy 1983). (A, B) ciftinin kontrol olunabilen olmasindan onun kararlagtirila-
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bilen oldugu da elde edilir (ispatlanir).

(1.12) Kalman matrisinin ifadesinden goriiliir ki, sistemin kontrol olunabilen olmasi
(uygun olarak stabillegtirilebilen olmasi da) B matrisinin de se¢imine baghdir. Bu
caligmada esasen yiizeylerin optimal kontrolii problemini ele almakla (sonlu veya
sonsuz boyutlu) kontrol sistemlerinde kontrol blokunun matrisi olan B matrisinin
seciminin bir yontemi verilmistir. Tezin Temel Kavramlar ve Aciklamalar kisminda
bu calismada kullanilan temel kavramlar ve bazi teorem ve tanimlar ele alinmistir.
Ozellikle Grassman manifoldlar1 ve bu manifoldlardaki metrigin hesaplanmasima ve
lineer 6zeslenik kompakt operatorlerin sonlu boyutlu lineer operatorlerle approksi-

masyonu hakkindaki teoremlere ve formiillere daha ¢ok yer verilmistir.

Yiizeylerin optimal kontrolii problemi ele alinmig ve bu problemin ¢dziimiiniin bu
yiizeyle bagli olan sinir deger probleminin Green fonksiyonuna ¢ok bagli oldugu gos-
terilmigtir. Bu yiizden de bu c¢alismada lineer diferensiyel denklemlerle bagli sinir
deger probleminin Green fonksiyonunun tanimi ve hesaplama metotlar1 da burada

verilmis ve Green fonksiyonuna ait bazi érnekler de gosterilmigtir.

Nihayet bu tezin esas amacini olusturan kontrol olunan yiizeylerde kontrol etken-
lerinin optimal dagilimi problemi ele almnustir. Once bu problem sonsuz boyutlu li-
neer Ozeslenik kompakt operatoriin @ sonlu  boyutlu lineer operatorlerle
approksimasyonu problemine getirilmigtir. Sonra ele alinmig problemin yaklagik
olarak sonlu tipten lineer operatoriiniin sonlu tipten lineer operatorle aproksimas-
yonu problemine getirilmesiyle bir yaklagik ¢oziim metodu verilmigtir. Burada,
Grassman manifoldlarinda, manifoldlar arasindaki uzakhigin hesaplanmasi formiiliin-
den ve sonlu boyutlu ortogonal projeksiyon operatorlerinin ozeliklerinden istifade
olunmustur. Ornek olarak levhada ve telde kontrol etkenlerinin optimal dagilim
problemleri ele alinmistir. Son olarak galigmada burada verilen yontemin bir uygu-

lamas olarak kontrol etkenlerinin minimum sayida se¢imi icin bir metot verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ACIKLAMALAR

2.1 Lineer Uzay ve Boyut

2.1.1 Lineer uzaylar

Tanmim 2.1.1. z,y, 2, ... elemanlarinin E ciimlesinde agagida gosterilen yontemle iki
islem, elemanlarin toplami ve elemanlarin skalar ile carpimi iglemi tanimlandiginda

ve bu iglemler agagidaki sartlari sagladiginda bu ciimleye lineer uzay denir:

I. Her bir x,y € E elamanlarina, bu elemanlarin toplami olarak adlandirilan, tama-

men belli bir x + y = 2z € E elemani karsilik getirilir.

I1. Her bir x € E ve her bir skalar A sayisina, tamamen belli bir A\z = y € E elemani

karsilik getirilir ki, bu eleman = elemaninin A\ skalari ile carpimi olarak adlandirilir.

Bu iglemlerin keyfi z,y,2z € E ve keyfi A\, u skalar sayilar1 icin agagidaki 6zeliklerin

saglandigi kabul edilir:

1. x +y =y + x, ( Toplamann ig iglem 6zeligi )
2. x4+ (y+2) = (x +y) + 2z, ( Toplamanin birlesme 6zeligi )

3. Oyle bir 0 € E elemani vardir ki, Vo € F icin 2 +0 = x (sifir elemanimim varlig:

aksiyomu),( birim eleman 6zeligi)
4. Mpx) = (Ap)z, ( Skalar ile carpmanin birlegme zeligi )
5. 1.z =z, 0.z = 0 (soldaki sifir skalar , sagdaki ise, £ kiimesinin sifir elemani),

6. ANz +vy) =z + Ay,



7. A+ p)z = Az + pe.

Burada bir x € E elemaninin skalar ile carpiminda kullanilan skalar A, p, ... carpanlari
lineer uzayda reel veya kompleks sayilar alimir. O zaman uzay, birinci halde E reel

lineer uzay, ikinci halde ise kompleks lineer uzay adini alir.

(—1).x = —x geklinde tanimlanir. Buradan da (5) ve (7) aksiyomlarina gore
r—z=x+(-1)oz=(1+(-1)).2=0zxz=0.

Boylece, lineer E uzayinda her bir z elemaninin toplamaya gore tersi —z elemani

tanmimlanmig olur. Uygun olarak z — y farki x — y = x 4+ (—1).y seklindedir

2.1.2 Lineer uzaylara ornekler

Ornek 2.1.1. m sayida reel sayilarin siralanmis takimindan olusan (stitun) vektor-

lerinin R™ ciimlesini ele alalim. Bu ciimlede x,y, z, ... € R™ elemanlari

= (&)%Y= )iz, 2 = (()ity, -

seklinde yazilirlar.

&1,&s, ., &, sayllarina x elemaniin (siitun vektoriiniin) koordinatlar1 denir.

R™ ctimlesinde  + y toplamin x +y = (& + ;)7 esitligi ile A € R olmak tizere Az
carpimini ise Az = (A\;)™, esitligi ile tanimlayalim. R™ de sifir elemam 0 = (0)7,
esitligi ile tanmimlanir. Bu tanimlardan R™ ciimlesinin reel lineer uzay olusturdugu

goriiliir.



Ornek 2.1.2 [a,b] arahiginda tammlanmus siirekli (), y(t), z(t), ... fonksiyonlarinm
Clop) climlesini ele alalim. Bu ctimlede z ve y elemanlarimin x + y toplamim ve x

elemaninin A sayisi ile Az carpimini uygun olarak agagidaki egitliklerle tanmimlayalim:

(@ +y) () = 2(t) +y(t), Az)(t) = Az(D).

[a,b] aralginda siirekli fonksiyonlarin toplami ve [a,b] araliginda siirekli
fonksiyonlarin skalar ile carpimi da bu aralikta siirekli fonksiyonlar olduklarindan
Clop) climlesinin lineer uzay olusturdugu goriiliir. Burada reel ve kompleks uzay

halleri miimki{indiir.
2.1.3 Elemanlarin lineer bagimliligi ve lineer bagimsizlig:

Tamim 2.1.2. FE lineer uzay ve z1, xs, ..., , de bu uzaydan alinmig elemanlar olsun.
i, Qo, ..., ap, sayllar olmak tizere, oy + asxs + ... + o, x, seklindeki her bir toplama

T1, X2, ..., T, elemanlarimin lineer kombinasyonu (birlegimi) denir.

n
Tiimii ayn1 zamanda sifir olmayan dyle oy, ag, ..., apn, (Y |ag| > 0) sayilar var ve
k=1
a1T1 +Qaxs+ ... +ayx, = 0 esitligi saglanirsa, o zaman 1, s, ..., x, elemanlari lineer
bagimhdir denir. a1z + aszs + ... + apx, = 0 esitligi yalmiz oy = as = ... = a,, =0

sartinda saglanirsa, o zaman x, xs, ..., ,, elemanlar1 lineer bagimsizdir denir.

Lineer uzayda bir tane elemanin lineer bagimh olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu

elemanin sifir elemani olmasidir.

n > 2 olmak iizere n sayida z1,xs, ..., x, elemanlarinin lineer bagiml olmasi i¢in
gerek ve yeter sart bu elemanlardan herhangi birinin digerlerinin lineer kombinasyonu

seklinde yazilabilmesidir.



X1, T, ..., T, elemanlar1 lineer F uzayinda lineer bagimsiz elemanlar olduklarinda

1 < k < m olmak tizere bu elemanlarin keyfi k£ sayidakileri de lineer bagimsiz olur.

2.1.4 Sonlu ve sonsuz boyutlu lineer uzaylar

Tanim 2.1.3. Lineer F uzayinda m sayida lineer bagimsiz eleman (vektor) varsa,
ama bu uzayda m+ 1 sayida tiim vektorler lineer bagimli ise, o zaman lineer £ uzay1
m-boyutludur denir ve

dimFE =m

seklinde gosterilir. m sayisina lineer E uzayimin boyutu denir (Bayraktar 1980).

Ornek 2.1.3. R™ lineer uzaymda ey, ...e,, elemanlarim ele alalim. Bu elemanlarin

ei = (6i5)721
esitlikleriyle tamimlandigini var sayalim. Burada 6;; kronecker sabiti olup,

1, i=j

67;j:
0, i#J

esitligi ile tanimlanir.

R™ uzayinda ey, ...e,, siitun vektorleri lineer bagimsizdir. Ama bu uzayda m + 1
sayida vektor lineer bagimhdir. Bunu gostermek igin m + 1 sayida keyfi alinmig
vektorlerin koordinatlarindan m x (m + 1) boyutlu matris yapip, elde ettigimiz bu
matrisin rankinin m sayisim asmadigini gostermek yeterlidir. Boylece, R™ uzayinda
m sayida ey, ...e,, vektorleri lineer bagimsiz, ama m+ 1 sayida keyfi alinmig vektorler

ise, lineer bagimhdir, yani R™ uzay1 m-boyutludur.



Tanim 2.1.4. m-boyutlu lineer E' uzayinda lineer bagimsiz elemanlarin sistemine

(takimina) lineer E uzayinda baz denir.

Lineer F uzaymin m-boyutlu oldugunu varsayalim. {ey,...e,,} vektorler sistemi FE
uzayimin herhangi bir baz olsun. E uzayindan keyfi bir x € E elemam alahm. F
uzay1 m-boyutlu oldugundan {ey, ...e,,, x} vektorler sistemi bu uzayda lineer bagim-
hidir, yani 6yle aq, ..., @, apmyq sayllart var ki, bu skalarlardan en az biri sifirdan
farklidir ve

a1 + ...mem + Q1 =0

esitligi saglanir.

Burada a,,+1 = 0 olamaz. Aksi halde {e,...e;,} sistemi lineer bagiml olurdu.

Boylece, a1 # 0. Buradan

r=2¢&e +..+&,m (2.1)
acilimini elde ederiz. Burada
£p=——F k=12 .. m.
Am+1

x vektoriiniin (2.1) egitligi ile gosteriligine x vektoriiniin {es, ...e,,} baz1 cinsinden
yazilimi, bu yazilmdaki ¢, ..., §,, sayilarina x vektoriiniin {eg}7*,; bazindaki koordi-

natlar1 denir.

Her bir x € E vektoriiniin e, ...e,, baz vektorleri cinsinden (2.1) ifadesinin tekligi
kolaylikla gosterilir. Boylece, her bir x € E vektoriiniin ey, ...e,, bazindaki &, ...,&,,

koordinatlar: da tektir.
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Tanim 2.1.5. Her bir dogal n sayisi i¢in lineer £ uzayinda n sayida lineer bagimsiz

eleman bulunursa, o zaman lineer £ uzay1 sonsuz boyutludur denir.

Ornek 2.1.4. Clay uzayl sonsuz boyutlu bir lineer uzaydir. Bu uzaydan
1,t,t2,...,t", ... fonksiyonlar dizisini alirsak, her bir n sayisi icin 1,¢,¢2, ..., t" sistemi
lineer bagimsiz sistem olusturur. Gercekten de, ag, aq, ..., a, € R keyfi reel sayilar
olsun. O zaman

g+ ot + ...+ a,t" =0

esitliginin her bir ¢ € [a,b] i¢in saglamlmasi gerekir. Ama n-dereceli
P,(t) = ap+ait+...4+a,t™ polinomu [a, b] araliginda en fazla n sayida noktada sifira
doniisebilir. Bu yiizden V¢ € [a,b] icin P,(tf) = 0 olmast igin

g = a1 = ... = o, = 0 olmasi gerekir.

Boylece, Cl, 4 uzay: sonsuz boyutludur.

2.1.5 Lineer manifoldlar (altuzaylar)

Tanim 2.1.6. FE lineer uzay E ise bu uzaydan alimmig herhangi bir ciimle olsun.
Eger her z,y € E elemanlar ve her A, i skalarlart igin Ax+py € E sart1 saglaniyorsa,

0 zaman E C E ciimlesine lineer E uzayinda bir lineer manifold (lineer ciimle) denir.

E lineer manifoldu lineer F uzayinin altciimlesi oldugundan lineer manifoldun tanimin-
dan F nin kendisinin de lineer altuzay oldugu goriiliir. Bu yiizden F lineer mani-

folduna lineer E uzayimin altuzayi da denir.

Ornek 2.1.5. [a, b] arahginda tanimlanmis tiim reel fonksiyonlarin ciimlesini Ei,
ile gosterelim. O zaman Cl,p) C Ejqp oldugu ve Clyp) nin Ejg ) lineer uzayinda lineer

manifold olusturdugu goriiliir.
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Ornek 2.1.6. Derecesi m sayisim agmayan polinomlarin P, ctimlesinin Cj, ) lineer

uzayinda m + 1 boyutlu lineer manifold olusturdugu agiktir.

Ornek 2.1.7. n-yinci mertebeli lineer homojen

d"x A"tz
% + (Il(t)m + ...+ an(t)x =0

diferensiyel denklemini ele alalim. Bu diferensiyel denklemin katsayilari olan
ai(t), ..., a,(t) fonksiyonlarimin [a,b] arahiginda siirekli fonksiyonlar olduklarimi var
sayalm. O zaman bu diferensiyel denklemin ¢oziimlerinin ctimlesi Cl,p uzayimnda

n-boyutlu bir lineer manifold olusturur.

2.1.6. Lineer uzaylarin izomorflugu

X ve X lineer uzaylarini ele alahm. Tiim X uzayinda tamimlanmis degerleri X

uzayinda olan

fonksiyonunun verildiginde, J fonksiyonunun agagidaki sartlar sagladigini kabul ede-

lim:

1. Her bir x,y € X ve her bir A ve u skaler sayilari i¢in
J(Az + py) = M (z) + pJ(y)

esitligi saglamr, ( J nin lineer 6zeligi ).

2. J(x1) = J(x2) oldugunda z; = x5 olur, (birebirlik gart1)
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3. Her bir 7 € X icin 6yle z € X elemam bulunur ki, 7 = .J (x) esitligi saglanir.

(Ortme ozeligi)

Tamm 2.1.7. (1) — (3) sartlarm saglayan bir J : X — X, ¥ = J(z) fonksiyonu

bulundugunda X ve X lineer uzaylar1 izomorftur denir.

Ornek 2.1.8. Derecesi m sayisim agmayan reel katsayil polinomlarin uzay: R+

uzayma izomorftur. Gergekten de, © = zg+x1t+...+x,,t™ olsun. J(z) fonksiyonunu

g xkt (k)i

esitligi ile tanimlayalim. Bu egitlikle tanimlanmig

J: P, — RmH
r—  J(x)

fonksiyonu (1) — (3) sartlarim saglar.

Ornek 2.1.9 Her bir m-boyutlu reel lineer E uzay1 R™ uzayma izomorftur. Bunu
gostermek igin £ uzayinda baz olugturan {ey, ..., e, } vektorler sistemini alalm. O
zaman her bir x € E eleman: tek degerli olarak = = &1 + ... + &,,emm seklinde

gosterilir. Burada J: E — R™ fonksiyonunu agagidaki esitlikle tanimlayalim:

kaek (Ex)iz0-

Burada tanimlanmig J fonksiyonunun da (1) —(3) sartlarim sagladigi agiktir. Boylece

her bir m-boyutlu E reel lineer uzayr R™ uzayina izomorftur.
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2.2 Normlu Uzaylar

2.2.1 Normlu uzaylarmm tanimi

Tamim 2.2.1. FE lineer uzaymin her bir x elemanina negatif olmayan bir
|| - ||: E— RT sayms karsihk getirilirse ve bu say1 asagidaki sartlar saglarsa, o

zaman F lineer uzayima normlu uzay denir:

L. ||z|| = 0; ||z|| = 0 yalmz ve yalmz z = 0 oldugunda (|| - || nin yozlasmama
szeligh),
2. |[Az|| = [Al-||z|| (|| - || mn homogenlik &zeligi),

3. [z +yll < ll2ll +[lyl| (tiggen esitsizligi)

Boylece, norm tiim lineer £ uzayinda tanimlanmig 1—3 sartlarini saglayan negatif ol-
mayan degerli bir fonksiyondur. 1 aksiyomu normun yozlasmamak sarti,
2 aksiyomu normun homojenlik sart1 ve 3 aksiyomu ise normun {icgen esitsizligi

seklinde adlandirilir.

Normun tiggen esitsizliginin yardimiyla ters ticgen esitsizligi olarak adlandirilan agagi-

daki esitsizlik de elde edilir:

Hl] =Tyl < [l = wll. (2.2)

Bu esitsizligin ispat1 * ve y € FE vektorleri i¢in dogru olan asagidaki esitsizlik

yardimiyla elde edilir:

2]l = [[(z =) + yll < llz = yll + [lyl]
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Normlu uzayda onun keyfi iki x ve y elemanlar1 arasindaki uzaklik

p: ExE— Rt

(z,y) = plz,y) = |z =yl

formiilii ile tanimlanir. Bu formiille tanimlanan p fonksiyonunun asagidaki tig 6zeligi

sagladig1 kolaylikla gosterilir:

)Vx,y € E igin p(z,y) > 0; p(x,y) = 0 yalmz ve yalmz = = y oldugunda,

2) p(z,y) = p(y, z) (simetri ozeligi),

3) p(x,y) < p(, ) + plzy) (tiggen esitsizligi).

Tanim 2.2.2. X ciimlesinin keyfi z,y € X ciftine yukaridaki 1 — 3 aksiyomlarini
saglayan p(z,y) sayist kargilik getirilebildiginde X ciimlesine metrik uzay denir.

Boylece, metrik uzay normlu uzayin genellestirilmesi olarak diisiiniilebilir.

Normlu E uzaymda x( verilmis bir nokta r > 0 ise verilmig bir say1 olsun. O zaman
Se(zg) ={x € E: ||z —xo|| <r}

ciimlesine normlu £ uzayinda merkezi xy olan acik yuvar denir. S, (zg) ciimlesine x

noktasimin r-komsulugu da denir.

Asagidaki
Sy(z0) = {z e E: ||z —xo| <r}
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climlesine ise merkezi zy noktasinda yarigapi r olan kapali yuvar denir. Uygun olarak
o.(rg) ={x € E: ||z —x0|| =1}

ciimlesine o noktasmda yaricapi r olan kiire denir. S,.(zo) = S,(z0) Uo,(z) oldugu

agiktir.

Ornek 2.2.1. m-boyutlu siitun vektorlerinin reel lineer uzayr R™ de z = (&£,)™,

||z[ls = (Z&?)
=1

formiilii ile tanimladigimizda elde edilen normlu uzay Euclid uzay1 olarak adlandirilir

elemaninin normunu

ve E™ ile gosterilir. Ama R™ uzayinda normu

ol = ma I&)

formiilii ile tanimladigimizda elde edilen normlu uzay ¢™ ile gosterilir.
Sr(zo) = {x € ™ : ||z — xo||xk < r} ciimlesi R™ uzaymda m-boyutlu kiip olarak
adlandirihr. Ama S,(z9) = {z € E™ : ||z — x¢||ls < r} ciimlesi R™ uzaymnda

m-boyutlu yuvar olarak adlandirilir. Bu yiizden de ||x|x normuna kiibik norm, ||z||s

normuna ise, kiiresel norm denir.

2.2.2 Dizilerin limiti

Normlu F uzayinda elemanlarin {x,} dizisini ele alalim.

Tanim 2.2.3. Eger xy € F eleman i¢in n — oo sartinda ||z, — xo|| — 0 oluyorsa,
o zaman x, elemanina {z,} dizisinin limiti denir ve lim z, = zy veya x,, — x, ile
n—oo

gosterilir.
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Normlu uzaylarda yakinsak dizilerin agagidaki ¢zelikleri kolaylikla ispatlanir:

1. xo noktasi {z,} dizisinin limiti oldugunda, o zaman xy noktasinin keyfi komgu-
lugunda, bu dizinin ilk sonlu sayida elemanlari harig, tiim terimleri bu komsu-

lukta kalirlar,
2. {x,} dizisinin limiti varsa tektir,

3. {z,} dizisi zy elemanina yakinsadiginda, bu dizinin tiim alt dizileri de x( ele-

manina yakinsar,
4. x, — xo ve A\, — A\g oldugunda \,z,, — Agz( olur,
5. Yn, Yo € F olmak iizere, x, — xo,y, — yo oldugunda x,, + vy, — z¢ + yo olur,
6. =, — o oldugunda ||z,|| — ||xo|| olur,

7. Normlu uzayda her bir yakinsak dizi simirhdir.

Dikkate alalim ki; M C FE igin 6yle bir ¢ > 0 sabit sayis1 varsa ki, her bir x € M
icin ||z|| < c esitsizligi saglaniyorsa, o zaman M ciimlesine normlu £ uzayinda sinirh

ciimle denir.

Tanim 2.2.4. F normlu uzay, {z,} ise bu uzaydan alinmig bir dizi olsun. Eger keyfi

alinmig € > 0 sayist igin 6yle bir N > 0 sayis1 var ve her bir n,m > N igin

l|zn — zml|] <€

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman {z,} dizisine normlu E uzayinda fundamental veya

Cauchy dizisi denir.

Normlu uzaylarda Cauchy dizilerinin agagidaki 6zelikleri vardir:
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1. Her bir Cauchy dizisi sinirhidir.

2. {z,} dizisi Cauchy dizisi oldugunda her bir A sayisi i¢in {\x,, } dizisi de Cauchy
dizisidir.

3. {zn} ve {y,} dizileri E uzaymda Cauchy dizileri oldugunda {z,, +y,} dizisi de
Cauchy dizisidir.

4. {z,} Cauchy dizisinin bir {z,, } alt dizisi bir z, elemanina yakinsadiginda, o

zaman {x,} dizisinin kendisi de zy elemanina yakinsar.

5. E uzaymda her bir yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

2.2.3 Banach uzayinin tanimi

Tamim 2.2.5. Normlu uzayda her bir Cauchy dizisi yakinsak olursa, bu uzaya
Banach uzay1 denir. Her bir Cauchy dizisi yakinsak ise, normlu uzaya tam uzay

denir.

Ornek 2.2.2. Reel sayilar ciimlesi Banach uzayidir. Gercekten de, reel sayilar
ciimlesinde dizilerin yakinsaklig1 igin Cauchy kriteri dogrudur. Yani {z,,} C R saysal

dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek yeter sart bu dizinin Cauchy dizisi olmasidir.

Ornek 2.2.3. m > 2 olmak iizere, her bir E™ Euclid uzay1 bir Banach uzayidir. Bu

sonug, Cauchy kriterinin £™ uzayinda da saglanmasindan elde edilir.

Ornek 2.2.4. Clap uzay1 bir Banach uzayidir. {x,(t)} C Clay dizisini alalim.
Bu uzayda {x,(t)} dizisinin diizgiin yakinsak olmas: icin agagidaki Cauchy kriteri

dogrudur:

{z,(t)} dizisinin [a,b] arahginda diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

keyfi ¢ > 0 sayis1 icin Oyle bir N > 0 sayist varsa ki, her bir n > N sayisi
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ve tim dogal p = 1,2,... sayillarn icin ve tiim ¢t € [a,b] ler igin

|Zn4p(t) — 2, (t)] < € esitsizliginin saglanmasidir.

Cla,y) uzaymda yakinsaklik fonksiyonlar dizisinin diizgiin yakinsakhgidir. Bu ytizden

de {xn(t)} C Cjop dizisi icin Cauchy kriterinin saglandigini goriiyoruz.

[a, b] araliginda siirekli fonksiyonlarin {x,,(¢)} dizisi z(¢) fonksiyonuna diizgiin yakin-
sak oldugunda z(t) fonksiyonu da [a, b] araliginda stirekli olur. Boylece, Cp, 5 uzay1

bir Banach uzayidir.

2.2.4 Acik ve kapali ciimleler

E normlu uzay olsun.

Tanim 2.2.6. F normlu uzaymin M ciimlesinin her bir zy € M noktasimin 6yle
agik bir S, (z) komsgulugu varsa ki, S,(x¢) C M, o zaman M ciimlesine normlu E

uzaymda acik ciimle denir (Trenogin 1980).

Tamm 2.2.7. M C E olsun; E\M = {x € E : x ¢ M} ciimlesine M ciimlesinin
E ye gore tiimleyeni denir (Trenogin 1980).

Tanim 2.2.8 M C E ciimlesinin tiimleyeni E\ M agk ciimle oldugunda M ciimle-

sine kapali ciimle denir (Trenogin 1980).

Tanim 2.2.9. M C E olsun. a € E noktasinin keyfi S,(a) komsgulugunda 6yle bir
xr € M, © # a noktasi bulunuyorsa, yani = € S,(a) oluyorsa, o zaman a noktasina

M ciimlesinin limit noktas1 denir (Trenogin 1980).
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Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.2.1. a noktasimin M C FE ciimlesinin limit noktasi olmasi icin gerek
ve yeter sart a elemanina yakinsak olan ve x, # a sartim saglayan bir {z,} C M

dizisinin olmasidir (Trenogin 1980).
2.2.5 Normlu uzaylarda altuzay ve nokta ile altuzay arasindaki uzaklik

Tamim 2.2.10. Normlu E uzaymda kapali lineer bir L manifolduna E uzaymnda

altuzay denir.

Ornek 2.2.5. Derecesi n sayisinl asmayan polinomlar ctimlesi P, C Clq),Clap)
uzayimnda bir altuzaydir. Ama tiim polinomlarin ctimlesi C, 5 uzayimda altuzay olus-

turmaz. Ciinkii tiim polinomlarin ciimlesi Cjo;; uzayinda kapali degildir, mesela

n Lk
t
P,(t) = E o polinomlar dizisini aldigimizda bu dizinin limiti olan e’ fonksiyonu

bir polino;n degildir. Yani Cjp ;) uzaymda tiim polinomlar ctimlesi kapali bir lineer

manifold olusturmaz.

x noktasindan L altuzayina olan uzaklik
pz, L) = nf ||z — ul| (2.3)

formiilii ile tamimlanir.
Asagidaki lemma verilebilir:

Lemma 2.2.1. z € L oldugunda p(z, L) = 0; ama x ¢ L oldugunda p(z, L) > 0 dir.
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2.2.6 Normlu uzaylarda her yerde yogun lineer manifoldlar

Tanim 2.2.11. E normlu uzay, L ise bu uzaydan alinmig bir lineer manifold olsun.
Eger keyfi bir z € F ve keyfi bir ¢ > 0 sayis1 i¢in ||z — u|| < € olacak sekilde 6yle
bir u € L elemani varsa, L lineer manifolduna E uzayinda her yerde yogun lineer

manifold denir.

L lineer manifoldunun E de her yerde yogun oldugunu var sayalim. O zaman
e =1l,e=1/2,...,e = 1/n,... segerek oyle u; € Lyus € L,...,u, € L,... eleman-
lar1 buluruz ki, ||z — u,|| < 2, n = 1,2,... olur. Boylece, L lineer manifoldu E
uzaymda her yerde yogun oldugunda her bir x € FE igin 6yle bir {u,} C L dizisi
bulunur ki, u, — x olur. Boylece, L lineer manifoldunun kapanisi yani L ye onun

limit noktalarini da eklemekle elde edilen L ciimlesi E uzay1 ile cakisir, yani L = E

olur.

.o n

Ornek 2.2.6. Weierstrass teoremine gore tiim B, (t) = > axt* polinomlarimin lineer
k=0

manifoldu Cl, uzaymda her yerde yogun lineer manifold olugturur.

2.2.7 Operatorler

X ve Y cuimlelerini ele alahm. X ciimlesinin bir D alt ciimlesini alahm. Her bir
x € D elemanina, belli bir F' kural ile, tamamen belli bir y € Y eleman kargilik
getirildiginde D ciimlesinde bir y = F'(z) operatorii tanimlannmigtir denir. Bu halde

D ciimlesine F' operatoriiniin tanim bélgesi denir ve D(F') ile gosterilir.

Asagidaki egitlikle tanimlanan
R=R(F)={yeY:y=F(x),z € D}

climlesine F' operatoriiniin degerler bolgesi denir. F' operatorii sematik olarak agagi-
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daki gibi de gosterilir:

veya

F:DCX—->Y

veya

F:X =Y.

Sonuncu gosteriliste D(F') = X ve R(F') =Y kastedilmiyor, D(F') C X ve R(F) C Y
dir.

Ozel olarak, F(D) = R(F) =Y sart1 saglandiginda F' : D — Y operatoriine surjektif

(6rten) operator denir.

Ve,y € D i¢in F(z) = F(y) esitliginden x = y elde edildiginde ' : D — Y

operatoriine injektif (1:1) operator denir.

F: D — Y operatorii hem surjektif hem de injektif oldugunda bu operatore bijektif

operator denir.

F : D — Y operatorii bijektif operator oldugunda, bu operatoriin ters operatorii
olarak adlandirilan bir A=! : Y — D operatorii vardir ve Az = y oldugunda
A~ly = x dir. Burada her bir y € Y igin 6yle tek bir tane x € D var ki, F(z) =y
dir.

Operatorler de birer fonksiyon olarak adlandirilirlar.

Ozel olarak Y ciimlesi reel veya kompleks sayilar ciimlesinin bir alt ciimlesi oldugunda,

F : X — Y operatoriine bir fonksiyonel denir.
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Ornek 2.2.7. —co < a < b < oo olsun. f(t,s, ) fonksiyonu [a,b] x [a,b] x R

climlesinde tanimlanmis stirekli bir fonksiyon olsun. O zaman

(F(x))(t) = /f(t,s,x(s))ds, Vit € [a, b]

ve
b

(A(x))(t) = /f(t,s,x(s))ds, Vit € [a, b]

a

esitlikleri ile

F o Clap) — Clap)s
A . C[a,b}HC[a,b}

operatorleri tanimlanmig olur. Bu F' ve A operatorlerine birer integral operatorii

denir.
2.3 Skalar (I¢) Carpimli Uzaylar
2.3.1 Oklid uzay:

Tanim 2.3.1. FE bir reel lineer uzay olsun. Bu uzayin her bir x,y € F elemanlar
ciftine, (z,y) ile gosterilen bir reel say1 kargihik getirildiginde ve x ve y elamanlarimin
skaler carpimi olarak adlandirilan (z,y) sayist agagidaki sartlar sagladiginda lineer

E uzayma Oklid uzay1 denir:
1) (z,x2) >0, (z,x) = 0 yalmz ve yalmz z = 0 oldugunda (pozitif tanimhlik 6zeligi),

2) (z,y) = (y, ) (simetri ozeligi),
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3) (A\x + py, 2) = Az, 2) + u(y, z), VA, u € R (bilineerlik 6zeligi)

Her bir Oklid uzaymi, bu uzaydaki her x € E elemaninin normunu
||z]| = v/ (2, 2) (2.4)

formiilii ile tanimlayarak, normlu uzaya doniigtiirmek miimkiindiir.

Oklid uzaymda kolaylikla ispatlanan asagidaki Cauchy-Schwarz esitsizligi vardir:

(@, y)| < [l]]-|]y]]- (2.5)

Bu egitsizlik yardimiyla da (2.4) esitligi ile tammlanan normun {iggen esitsizliginin

saglandigr gosterilir:

lz+yl]> = (z+y,z+vy)
= (z,2) +2(z,y) + (v, )
< | P+ 2.2 [yl] + |[y]]?

= (ll=ll + llyID*.

Burada karekok alinarak ticgen esitsizligi elde edilir.

2.3.2 Uniter uzaylar

Tanim 2.3.2. U lineer uzaymin bir kompleks lineer uzay oldugunu varsayalim.
Bu uzayimn her bir z,y € U elemanlarima, bu elemanlarin skalar ¢arpimi olarak ad-
landirilan bir (z, y) kompleks sayisi kargilik getirilirse ve bu say1 agagidaki aksiyomlar

saglarsa, o zaman U uzayina iiniter uzay denir:
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1) (z,z) >0, (x,z) = 0 yalmz ve yalmz x = 0 oldugunda (pozitif tanimhlik),

2) Konjiige (eslenik) simetri 6zeligi: (z,y) = (y, z) (burada (y, x) ile kompleks sayimin

eslenigi ifade ediliyor),

3) VA, 1 € Ricin (A + py, 2) = Ma,2) + uly, 2), (2, My + pz) = A, y) + [z, 2)
(bilineerlik 6zeligi).

Uniter uzayda da ||z|| = 1/(z, ) formiilii ile norm tammlanabilir. Bu uzayda da
|(z,9)| < ||z||-|ly|| Cauchy-Schwarz esitsizligi saglanir. Burada da Cauchy-Schwarz
esitsizliginin uygulanmasiyla ||z|| = \/(z, ) normunun tiggen esitsizligini sagladig

gosterilebilir.

Ornek 2.3.1. Reel E™ = {(£,,&,,...,&,,) © &1, ..., € R} uzaymda skalar

carpimi

k=1

formiilii ile tanimlariz. Buna uygun norm ise, x = (£,&,, ..., &,,) igin

seklinde yazlir.
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2.3.3 Elemanlarin ortogonalligi, ortogonal ve ortonormal sistemler

E uzay: skalar carpimh uzay olsun. (z,y) = 0 oldugunda, = ve y elemanlarina
ortogonaldir (diktir) denir ve x L y seklinde gosterilir. Buradan E uzaymin sifir

elemaninin tiim elemanlara dik oldugu acikca goriiliir.

E uzayindan sifir olmayan x4, s, ..., x,, elemanlarini ele alalim. Bu elemanlar i¢in
i # j oldugunda (z;,z;) = 0, 4,j = 1,2,...,m sartlar1 saglaniyorsa, o zaman
{1, 9, ..., 2, } elemanlarmin takimina bir ortogonal sistem denir. Asagidaki teo-

rem verilebilir:

Teorem 2.3.1. {zy,x9,...,2,,} bir ortogonal sistem oldugunda bu sistem lineer

bagimsizdir (Trenogin 1980).

X1, T2, ..., T, elemanlar: sistemi icin

1, 1=

T o i

sart1 saglandiginda {z1, z, ..., ., } sistemine bir ortonormal sistem denir.

2.3.4 Hilbert uzay:

Skalar carpiml uzay, skalar carpimla tanimlanan norma gére Cauchy dizileri yakinsak

olan (yani tam uzay olan) uzaya Hilbert uzay: denir ve H ile gosterilir.

H bir Hilbert uzay1 ve L de H uzayinda bir altuzay olsun, yani L kapali lineer

manifold olsun. € H ama = ¢ L olsun. Normlu uzaylarda oldugu gibi « noktasin-
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dan L altuzayina olan mesafe
pz, L) = nf ||z —ul|

formiilii ile tanimlanir. Asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.3.2. x noktasindan L altuzayina karsilik gelen bir tek y € L elemam

vardir:
plz, L) = ||z —yl|.
Bu y elemanina z i reellegtiren eleman denir (Trenogin 1980).

Bu teoremle birlikte agagidaki teorem de vardir.

Teorem 2.3.3. ||z — y|| = p(x, L) esitligi saglandiginda x —y L L olur (Trenogin
1980).

Burada x —y L L ile her bir A € L i¢in (x — y, h) = 0 anlatilmak isteniyor.
Bu teoremlerden ise agsagidaki Riesz teoremi elde edilir.

Teorem 2.3.4. (Riesz). L ciimlesi H Hilbert uzayinda bir altuzay olsun. O zaman

her bir x € H eleman i¢in agagidaki agilim vardir:
T=y+z, (2.6)

burada y € L,z 1L L. (2.6) acthm1 burada tektir (Trenogin 1980).

Dikkate alalm ki, z € H elemani igin (2.6) agilimi dogru oldugunda asagidaki Pisagor
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formiilii saglanir:

[l = [lyl* + []=]*. (2.7)

(2.6) acihmindaki y € L elemanina x € H elemanimin L altuzay: iizerine ortogonal

projeksiyonu denir.
2.3.5 Ortogonal tiimleyen

Tanim 2.3.3. L ciimlesi H Hilbert uzayinda bir lineer manifold olsun. L ciimlesine
ortogonal olan tiim x € H elemanlarinin ciimlesine L lineer manifoldunun ortogonal

tiimleyeni denir ve L™ ile gosterilir.

Teorem 2.3.5. L ciimlesi H Hilbert uzayinda bir lineer manifold olsun. O zaman
L lineer manifoldunun H uzayinda her yerde yogun olmasi i¢in gerek ve yeter sart

L+ = {0} olmasidir (Trenogin 1980).

Simdi Hilbert uzayinda altuzaylarin ortogonal toplamini tanimlayalim. H Hilbert
uzaymda Ly, ..., L, altuzaylarinin verildigini var sayalim. Burada L; # 0 ve L; # H,

t = 1,...,m sartlarinin saglandigini var sayalim.

i # j olmak tlizere her bir x; € L; ve z; € L; elemanlan i¢in (x;,z;) = 0,

1,5 =1,2,...;m, ise Ly, ..., L,, altuzaylar ikiser ikiser ortogonaldir denir.
Tanim 2.3.4. H Hilbert uzayinda bir L altuzay: verilmis olsun. Eger

1) Her bir x € L elemany, x; € L;, i = 1,...,m olmak iizere z = > z; seklinde
i=1
yazilabiliyorsa,
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2) Ly, ..., L, altuzaylan ikiger ikiger ortogonal ise, L altuzay1 L, ..., L,, uzaylarimin

ortogonal toplamina acilir denir ve L = Ly @ Lo P ... @ L, biciminde gosterilir.

m
Kolaylikla x = ) z; agliminin tek oldugu ve asagidaki Pisagor formiiliiniin sag-
=1

landig1 g(jsterilebﬁir (Trenogin 1980):

m
] = [l
i=1

L ciimlesi H Hilbert uzayinda altuzay oldugunda H = L @ L' oldugu aciktir. Bu-
radan da L = H © L* ve uygun olarak L+ = H © L olur.

2.4 Lineer Operatorler

2.2.7 de operatorlerin genel tanimi verildi. Burada biz genellikle lineer operatorlerle

ilgili baz1 tanmim ve teoremleri verecegiz.
2.4.1 Normlu uzaylarda operatorler, limit ve siireklilik

X ve Y normlu uzaylar olsun. F': X — Y operatorlerinin verildigini var sayalim. F
operatoriiniin tanim ciimlesi D(F’), 29 noktasiin bir S,.(zg) komgulugunu sagladigim

var sayalim. Burada zy noktast D(F’) ciimlesine dahil olmayabilir.

Tanim 2.4.1. Keyfi bir £ > 0 sayisi igin 6yle bir § > 0 sayis1 varsa ve ||z — xg|| < 6
sartin1 saglayan her bir z € S,(zo) ile ||F(x) — yo|| < € esitsizligini saglayan bir
Yo € Y elemani varsa bu g, elemanina F'(x) operatoriiniin  — x( igin limiti denir

ve lim F(z) = yy veya x — ¢ igin F(x) — 1o seklinde yazilir.
T—TQ
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Tanim 2.4.2. xy noktasinin bir komsulugunda tanimlanmig F' : X — Y oper-
atoriiniin verildigini var sayalim. Eger x — xq i¢in F'(z) — F(zo) ise F operatoriine

xo noktasinda siireklidir denir.

Tamim 2.4.3. F(z) operatoriiniin tamim ciimlesi D(F) C X ve degerler ciimlesi
R(F) C Y olsun. Burada D(F') ciimlesinden alinmig her bir sinirh ciimleyi Y uza-

yinda sinirh ciimleye doniigtiiren operatore siirli operator denir.

2.4.2 Lineer operatorler

X ve Y uzaylarmin lineer olduklarimi (her ikisi de reel veya her ikisi de kompleks

olmak iizere) var sayalim.

Tanim 2.4.4. A: X — Y operatoriiniin tanim ciimlesi D(A) olsun Eger

1. D(A) lineer manifold,

2. Keyfi alimmis x1,22 € D(A) ve her bir A,y skalarlan igin
A(Mzy 4+ Aoxe) = MA(z1) + MA(zg) saglaniyorsa, o zaman A operatoriine

lineer operator denir

Kolaylikla lineer operatoriin degerler bolgesi R(A) nin da lineer manifold oldugu

gosterilir.

Tiim X Banach uzayinda tanimlanmis lineer A operatorii 0 € X noktasinda siirekli

oldugundan bu operatoriin siirekli oldugu kolaylikla gosterilebilir.
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2.4.3 Simirli lineer operatorler

Tanim 2.4.5. Her bir x € X i¢in Az = 0 oldugunda bu operatore sifir operatorii

denir ve 0 ile gosterilir.

Bir A lineer operatoriiniin X Banach uzayinin tiimiinde tanimlandigini degerlerinin
ise Y Banach uzaymnda oldugunu var sayalim. A # 0 oldugunda R(A) bolgesi Y

Banach uzayinda sinirli olmayan bir bolge olur.

Tanim 2.4.6. D(A) = X ve R(A) C Y sartlarim saglayan A lineer operatorii igin

{I[A]], [|=[| <1}

ciimlesi sinirh oldugunda A operatoriine sinirli operator denir.

Lineer smirh operatorler icin agagidaki teoremler vardir:

Teorem 2.4.1. A lineer operatoriiniin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ > 0

bir skalar olmak iizere, her bir x € X igin

Azl < c.[]]] (2.8)

esitsizliginin saglanmasidir (Trenogin 1980).

Teorem 2.4.2. M C X olsun. M ciimlesi simirli bir ciimle ise, {||Az||, x € M}

ciimlesi de sinirhdir (Trenogin 1980).

Sonug 2.4.1. A operatorii bir lineer sinirli operator ise, 7o € X ve R > 0 keyfi bir

say1 olmak tizere, her bir Sg(xy) yuvarinda da siirhdir.
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Teorem 2.4.3. X ve Y uzaylar1 birer Banach uzayi, A : X — Y operatorii bir lineer
operator ve D(A) = X olsun. A operatoriiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart,

smirli olmasidir (Trenogin 1980).

2.4.4 Siirli lineer operatorlere 6rnekler

Ornek 2.4.1. m-boyutlu = = (£,)7, y = (n,)7* siitun vektorlerinin R™ uzayimda

A = (a;), i,j =1,2,...,m; m x m tipindeki bir kare matris olmak {izere, A matrisi
y=Ax (2.9)

esitligi bir A : R™ — R™ lineer operatorii tammlar. (2.9) esitligi koordinatlar cinsin-

den agagidaki sekilde yazilir:

m
= g, i=1,2,..,m. (2.10)
j=1
C™ lineer uzaymda x € C™ elemaninin normunu ||z||x = ax. €;] formiilii ile

tamimlayalim. O zaman A : C™ — C™ oldugu agiktir. Bu A operatorii sinirh

operatordiir. Gergekten de
m m
n;] < Z;|aij|-!§j| < 2 |@ij!-1fgﬂjfg§1!§j| <c|l7|[x
j= j=

dir. Buradan da,

[Azllx < cflollx, ¢ = max ZI%I

egitsizligi elde edilir. Buradan Teorem 2.4.1 e gére A : C™ — (C™

operatoriiniin sinirh oldugunu elde ederiz.
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Ornek 2.4.2.

_ / K(t, s)u(s)ds (2.11)

esitligini ele alalm. Burada K (¢, s) fonksiyonunun [a, b] X [a, b] karesinde siirekli bir

fonksiyon oldugunu var sayalim. O zaman (2.11) esitligi Cj,p uzaymda bir smirh

t) = /K(t, s)u(s)ds

bi¢iminde tanimlar. Bu operator bir integral operatoriidiir. Bu integral operatorii

lineer A operatoriinii

icin agagidaki degerlendirme elde edilir:
b
luller < (s [ I (t5)lds) e

a
veya

[ Aul| < cllul], ¢ = max/|K(t,s)|ds.
tela,b]

Ornek 2.4.3. Asagidaki esitlikle tamimlanan A diferensiyel operatoriinii ele alalim:
Au = ag()u™ () + ay ()u™ V() + ... + an(t)u(t). (2.12)

Buradan ag(t), a1(t), ..., a,(t) katsayilar [a, b] arahiginda siirekli fonksiyonlardir. Bu-

rada asagidaki degerlendirme elde edilir:

| Aulley,, < maXZIaz )"0 ()]

tela,b] 4

= Z "
< mmax [lai(t)lle- ) max [uf

< C'HUHC[’;M )
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burada ¢ = max lai()llcy,, dir.

n

N = (n—1)
lulleg . 2 mnax w0 ()] (2.13)

oy T-kez siirekli diferensiyellenebilen u(¢) fonksiyonlarmm normu (2.13) esitligi
ile tanimlanan normlu uzayidir, u(t) ise u(t) fonksiyonunun i-yinci mertebeden

tiirevidir.

Boylece, (2.12)  egitligi  ile  tammlanmig A diferensiyel  operatorii:

A: CE}Z’b] — Clqy lineer ve siirh bir operatordiir.
2.4.5 Lineer operatoriin normu, £(X,Y) normlu uzay:

Normlu X uzaymin tiimiinde tanimlanmig degerleri normlu Y uzayinda olan lineer
ve siirekli A, B, C ... operatorlerinin ciimlesini ele alalim. Bu ciimlede operatorlerin

toplami ve skalar ile ¢carpimi iglemlerini agagidaki esitliklerle tanimlayalim:

(A+ B)x = Az+ Bz,
(AM)z = MAz.

Burada X ve Y uzaylar: her ikisi de ya reel ya da kompleks alinir. X ve Y nin her
ikisinin de reel olmasi halinde operatorlerin reel sayiyla carpimi, X ve Y nin her

ikisinin de kompleks olmas1 halinde ise, kompleks sayiyla carpimi tanimlanir.

Uygun cebirsel iglemler tanimlandiktan sonra operatorlerin lineer uzay: elde edilir.

Operatorlerin bu lineer uzayinda norm asagidaki formiille tanimlanir:

|A]] = sup [[Az]]. (2.14)

llz]|<1
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Bu tanmima gore

|| Az[] < [[A]].]]]] (2.15)

egitsizligi elde edilir. Tim X uzayinda tamimlanmis ve degerleri Y uzayinda olan
lineer siirekli operatorlerin elde ettigimiz bu normlu uzay: sembolik olarak £(X,Y)

ile gosterilir.

Asagidaki teorem vardir:

Teorem 2.4.4. X normlu uzay, Y ise Banach uzay1 oldugunda £(X,Y’) uzay1 Ba-
nach uzay1 olur (Trenogin 1980).

L(X,X) = L(X) seklinde gosterildigine de dikkat edelim.

2.5 Eslenik Uzaylar ve Eslenik Operatorler

2.5.1 Lineer fonksiyonelin tanimi

X reel ve normlu wuzay, R ise reel sayilar ciimlesi olsun. Her bir
f :+ X — R operatoriine bir fonksiyonel denir. Burada lineer fonksiyonelleri ele
alalim. Lineer f fonksiyonellerinin x € X elemanindaki degerini < z, f > seklinde

gosterelim.

Lineer fonksiyonel D(f) tanmim bolgesi lineer manifold olan ve her bir z,y € D(f) ve

her bir a, # € R sayilar igin

<ar+fy, f>=a<z f>+0<y, f>

sartin1 saglayan fonksiyonele denir.
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Sinirli lineer fonksiyonel

IFll = sup | <z, f>]<+o0

zeD(f)
[l <1

sartini saglayan fonksiyonele denir.

Simdi X kompleks normlu uzay, C kompleks sayilar ciimlesi oldugunda, her bir
f: X—=C

lineer operatoriine lineer fonksiyonel denir.

2.5.2 Eslenik uzayin tanimm

X Banach uzayi, £ " ise X reel uzay oldugunda R reel sayilar ctimlesini, X kompleks

uzay oldugunda ise E' ciimlesi C kompleks saylilar ciimlesini gostersin.

Tiim X uzaynda tanimlanmg lineer sinirh fonksiyonellerin £( X, E 1) Banach uzayim
ele alahm. L(X, E') uzayma X uzaymim eglenik uzay1 (dual uzay) denir ve X*

seklinde gosterilir. Boylece, X* = L(X, E").

X ve X* uzaylari lineer uzaylar olduklarindan her o, as, (;, 3, skalarlari, her zq, 25,

elemanlar1 ve her f, fi, fo fonksiyonelleri i¢in agagidaki esitlikler vardir:

< Ty Faxe, f >=o0q <21, [ > Hag < 29, [ >,

< B fid Bofo>=0y <a, fi > 40y <z, f2 >

(Ustte yazilmus cizgi saymim kompleks eslenigini gostermektedir. )
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Lineer f fonksiyonelinin normu

Al = sup | <z, f>]
lel<1

formiilii ile tamimlanir.

Hilbert uzaylarinda tamimlanmis lineer fonksiyonellerin genel sekli hakkinda asagi-

daki Riesz teoremi vardir:

Teorem 2.5.1. (Riesz). H bir kompleks veya reel Hilbert uzayi olsun. Tim H
uzayinda tanimlanmig her bir lineer sinirh f fonksiyoneli icin 6yle tek y € H elemani
var ki, tiim z € H i¢in < z, f >= (z,y) esitligi saglanir ve || f|| = ||y|| olur (Trenogin
1980).

Bu Riesz teoreminden goriiliir ki, H ve H* uzaylar1 arasinda elemanlarin normlarina
karsilik gelen bir tek degerli bir doniisiim verilebilir. Hilbert uzaymin reel olmasi
halinde bu doniisiim lineer olur. Ama kompleks Hilbert uzay: olmasi halinde bu

doniisiim ”yari-lineer” olur:

fi < y1, fa < y2 oldugunda 51f1 + 52f2 — Elfl +Bzf2 olur.

Buna gore de H nin bir Hilbert uzay1 olmasi halinde H* = H alimir. Bu anlamda

Hilbert uzaylar1 6zeslenik olur.

2.5.3 Eslenik (Adjoint) operatorler

A € L(X,Y) operatoriinii alahm. = € X ve f € Y* olmak iizere agagidaki ifadeyi
ele alalim:

< Az, f >.
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Bu ifade ile bir ¢(x) fonksiyoneli tammlanmig olur:

o(x) =<z,0 >=< Az, f > (2.16)

¢ fonksiyonelinin agagidaki 6zeliklerini dikkate alalim:

1. D(p) = X,

2. ¢ lineer fonksiyoneldir, gergekten de

olanz + agry) = < A(aixy + asxs), f >
= o < A(El,f > 4+ <AZL‘2,f >

= ayp(1) + azp(ws),

3. @ smirh fonksiyoneldir, dyle ki,

p(@)] = [ < Az, f > | < ||Az|[[[F]] < (A[[[FID]l]

dir.

Boylece, ¢ € X*. Buradan goriiyoruz ki, (2.16) formiilii ile her bir f € Y* elemanina

X* uzaymda bir tek ¢ eleman karsilik gelir.

Boylelikle, bir lineer ve siirekli ¢ = A*f operatorii tanimlanmig olur. Bu A* op-
eratorii, A* € L(Y*, X*) olmak iizere, A operatoriiniin eglenik (adjoint) operatorii

olarak adlandirilir.

Asagidaki lemma verilebilir:
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Lemma 2.5.1. A € £L(X,Y) oldugunda ||A*|| = ||A]| olur (Trenogin 1980).

Ornek 2.5.1. X =Y = E” olsun. E" ile biz n-boyutlu Euclid uzaym gosterdik.

Burada agagidaki egitliklerle tanimlanan lineer A operatoriinii ele alalim:

n

Yy = Az, ('I = (ggHLay - (771)7117772 = Zai]fjai =12 ..,n (217)

J=1

(2.17) esitlikleri ile tammmlanmg A operatoriiniin A* eglenigini bulalim. Bunun igin
tamima esas olan z = ((,)7 € (E™)* = E™ vektoriinii alahm. Hilbert uzaymda
z fonksiyonelinin Az elemanindaki degerini bu vektorlerin skalar ¢arpiminin degeri

olarak yani, bu vektorlerin skalar carpimlar ile ifade edildiginden buluruz:

< Az, z >= (Az,2) = Zm(i = Z (Z aij§j> Ci
i=1

i=1 \j=1

= Z ( aijCZ) §;=(x,A%2) =<2, A"z >,

j=1 \i=1

burada w = A*z operatorii sagidaki egitliklerle tanimlanir.
n
wj = Zaijni,j = 1, 2, .
i=1

Boylece, A* operatorii A matrisinin transpozu olan A7 matrisi ile tanmimlanir.

Ornek 2.5.2. X =Y = U olsun. Burada U™ uzay1 n-boyutlu iiniter uzaydir. Yani
n-boyutlu kompleks koordinath siitun vektorlerin skalar carpimli uzayidir. A lineer
operatorii (2.17) formiilleri ile tanmimlanmig operatér olsun. Bu halde a;; sayilar

kompleks sayilardir.
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3

< Az, z >= ngz = Z (Z aij§j> ZZ = fj C_L’ijci
i=1 i=1 \j=1 j '

Burada ise w = A*z lineer operatorii igin

wj=Y ;¢ j=1,2,..,
i=1

dir. Boylece, bu halde A* eglenik operatorii A matrisinin Hermite eglenigi ile tanim-
lanir. Dikkate alalim ki, A matrisinin Hermite eglenigini bulmak i¢in 6nce bu matrisin
elemanlarinin kompleks esleniklerini bulup, sonra da elde edilen matrisi transpoze et-

memiz gerekir.

Ornek 2.5.3. X =Y = L[a, b] olsun. Burada L,[a, b] uzay1 [a, b] arahginda tanim-

lanmug karesi Lebesque anlamda integrallenebilen fonksiyonlarin Hilbert uzayidir. Bu

= /bK(t, s)z(s)ds

esitligi ile tanimlanan lineer A operatoriiniin eglenik operatoériinii bulalim. K(¢, s)

uzayda

fonksiyonunun [a,b] X [a,b] karesinde siirekli fonksiyon oldugunu var sayalim. O

Zamarn

< Az, z >= (Az, z) /{/Kts s)ds}z(t)dt

/{/K(tas)z(t)dt}x(s)ds = (z,A%2) =< 2, A*2 > .
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buluruz. Boylece, eslenik w = A*z operatorii de integral operatoriidiir:

w(t) = /K(s,t)z(s)ds,

ve bu integral operatoriin ¢ekirdegi K (s, t) fonksiyonu K (¢, s) ¢ekirdeginin transpoze

edilmisidir.
2.5.4 Ozeslenik (Self adjoint) operatérler
H kompleks Hilbert uzay1 olsun.

Tanim 2.5.1. A € L(H) olsun. A* = A esitligi saglandiginda A operatoriine

ozeglenik (veya Hermite) operator denir.

Bu tanimdan goriiliir ki, A 6zeslenik operator oldugunda veya A nin 6zeslenik olmasi

icin gerek ve yeter sart keyfi alinmis z,y € H igin
(Az,y) = (z, Ay) (2.18)

esitliginin saglanmasidir.

Ornek 2.5.4. (2.17) esitlikleri ile tanimlanan A operatoriinii ele alahm. (2.18)
esitliginin saglanmasi i¢in yani A operatoriiniin 6zeslenik olmasi i¢gin gerek ve yeter
sart A = (a;;)} =, matrisinin simetrik matris olmasidir, yani her bir i,j = 1,2,...,n

icin a;; = a;; esitliklerinin saglanmasidir.

Ornek 2.5.5. Uniter U™ uzaymnda (2.17) esitlikleriyle tanimlanan A operatoriiniin

ozeslenik olmasi icin gerek ve yeter sart a;; = @j; esitliklerinin saglanmasidir.
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Ornek 2.5.6. Ornek 2.5.3 te tanimlanan integral A operatoriiniin L;[a, b] uzaymda
ozeglenik olmasi igin ise onun ¢ekirdeginin simetrik olmasidir, yani K (t,s) = K(s,t)

sartinin her bir ¢, s € [a, b] igin saglanmasidir.

Ozeslenik operatorler icin asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.5.2. A, B operatorlerinin H uzayinda 6zeslenik operatorler olduklarini ve
a, 3 sayilarinin ise reel sayilar olduklarini var sayalim. O zaman oA + 3B operatorii

H uzayinda 6zeglenik operatér olur (Trenogin 1980).

Teorem 2.5.3. A ve B ozeslenik operatorler olsun. AB operatoriiniin 6zeglenik
olmasi icin gerek ve yeter sart A ve B operatorlerinin komiitatif olmasidir, yani

AB = BA esitliginin saglanmasidir (Trenogin 1980).

A, B € L(H) operatorleri igin AB ¢arpiminin her x € H igin (AB)x = A(Bx) esitligi

tanimladigina dikkat edelim.

Teorem 2.5.4. A operatorii dzeglenik operatér oldugunda ||A|] = sup |(Azx,x)|
l|lzf|<1

olur.

2.6 Ortogonal Projeksiyon Operatorleri

2.6.1 Ortogonal projeksiyon operatorlerinin taninm

H Hilbert uzay1 M de bu uzayda bir altuzay olsun. O zaman
Teorem 2.3.4 te verilmis Riesz teoremine gore her bir z € H elemani
r=y+z y € M,z € M seklinde tek olarak acilir. Burada y elemanm x e-lemanimin
M iizerine ortogonal projeksiyonudur. Simdi biz burada her bir z € H elemanina

karst onun M deki tek bir ortogonal projeksiyonu olan y € M elemanim karsihik
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getirelim. Bununla biz H uzayinda bir y = Pz ile tammmh bir P: H—» M

operatorii tanimlamig oluruz.

Bu tanimdan x € M olmasi i¢in yalniz ve yalniz Px = z olmasi gerektigi goriiliir.
M‘t ={z€ H:z 1L M} oldugundan = = y + z agthminda z € M~ elemam z
elemanmin M+~ {izerine ortogonal projeksiyonudur ve z = z — y oldugundan I — P
projeksiyon operatorii tanimlanmig olur. Boylece, her bir x € H i¢in z = (I — P)x

olur.

Bu tanimdan da x € M+ olmasi icin gerek ve yeter sartin Pz = 0 oldugu goriiliir.

2.6.2 Ortogonal projeksiyon operatorlerinin esas 6zelikleri

Ortogonal projeksiyon operatorlerinin agagidaki 6zeliklerini gosterelim (Naymark

1970).

1. Her bir ortogonal projeksiyon operatorii tiim H uzayinda tanimlanmig degerleri
H uzayinda olan lineer operatordiir. Gergekten de, A;, Ay skalar sayilar olmak

iizere x* = \x1 + Aoxo olsun. Ayrica,

T = y—l—z,yeM,zeML
T = Y142,y €M, €M

Ty = Yo+ 20, Yo € M, 20 € M+

olsun. O zaman

) +z= ()\1?}1 + >\2y2) + ()\121 -+ )\222),

burada Ayi + Xy € M, Mz + Az € M*. Boylece, buradan
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Y = A\1y1 + Aoys oldugu bulunur. Buna gore de
P()\lllfl —+ )\2.1‘2) = /\1PI’1 + /\QPZL‘Q.

Bununla P projeksiyon operatoriiniin lineer oldugu gosterilmis olur.

. P e L(H) ve M # {0} oldugunda ||P|| = 1 olur. Bunu gostermak igin Pisagor

formiiliinii kullanalim:
|z|]> = || Pz|]* + ||(I — P)z|]>.

Bu esitlikten || Pz||? < ||z||?, yani ||Pz|| < ||z||. Buradan da ||P|| < 1. Simdi

M # {0}. O zaman zy € M ve ||zg|| = 1 olsun. O zaman
L= [[zol| = [|Pzol| < [[PI]-[[zol| = ||P[]-

Boylece, ||P|| <1 ve ||P|| > 1 esitliklerinden ||P|| = 1 alirz.

. P2 = P. Gergekten de, keyfi # € H alahm. O zaman Pz € M buradan ise
P(Pz) = P*x = Pr olur.

. P 6zesleniktir. Gergekten de, x;,29 € H keyfi elemanlar olsun.

T1 =Y+ 21, Ta = Yo + 203 Y1, Y2 € M, 21,290 € M*. O zaman

(Pxy,29) = (y1,y2+ 22) = (y1,y2) + (y1, 22) = (y1,¥2)

(y1,y2) + (21,92) = (1 + 21, y2) = (21, Pxa).

Burada (y1,22) =0, y1 € M, 2z € M+, benzer sekilde (21, 1s) = 0.

. Her bir z € H i¢in (Pz,x) = ||Px||* olur. Buradan da her bir z € H igin
(Px,z) > 0 elde edilir. Bu esitsizligi saglayan P operatoriine negatif olmayan

operator denir. 3 ve 4 ten

(Pz,x) = (P?z,z) = (Pz, Px) = || Pz||> > 0.
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buluruz.

6. © € M olmas: i¢in gerek ve yeter sart ||Pz|| = ||z|| olmasidir. Bu ozellik

Pisagor esitliginden elde edilir (Ozelik 2).

7. Her bir z € H igin (Px,z) < ||z||?>. Burada esitlik yalmz ve yalmz Pz = z,

yani x € M oldugunda saglanir.

Ispat. (Pz,z) < ||Pz||.||z|| < ||P||.||=]|* < ||z]|*>. Ama (Pz,z) = (z,2) olursa, 5
ozeliginden esasen ||Pz||> = ||z||?, yani ||Pz|| = ||z|| olur. Buradan (bak Ozelik 6)

x € M olur.

Asagidaki teoremi de ispatlayabiliriz:

Teorem 2.6.1. A operatorii H Hilbert uzaymda ozeslenik ve A2 = A sartim

sagladiginda bir M C H altuzayina ortogonal projeksiyon operatordiir.

Ispat. Asagidaki
M ={zx: Ax =z}

ciimlesini ele alalim. A operatorii sinirli oldugundan M ciimlesi kapalidir. Simdi A
nin M iizerine ortogonal projeksiyon operator oldugunu gosterelim. Keyfi bir x € H
alahm. z = Az + (v — Ax) dir. Burada Az € M ve v — Az € M+ oldugunu
ispatlayalm. Az € M oldugu agiktir. Gergekten de, A(Az) = A%r = Ax. Keyfi bir

u € M alahm. O zaman
(x — Az, u) = (z,u) — (Az,u) = (z,u) — (z, Au) = (z,u) — (z,u) =0,

buluruz, yani z — Az € M*dir. Boylece, teorem ispatlannus olur.
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2.6.3 Altuzaylarla ortogonal projeksiyon operatorleri arasindaki baglan-

tilar

Teorem 2.6.2. P, : H — M, ve P, : H — M, operatorleri uygun olarak M; ve M,

altuzaylar iizerine ortogonal projeksiyon operatorleri olsunlar. Asagidaki onermeler

denktir:

(1) My C M,
(2) PP, = P,
(3) PP, = P,

(4) || Pex|| < ||Piz|| keyfi bir z € H igin,

(5) (Pyz,z) < (Pyz,x) keyfi bir z € H igin.

Ispat. (Pz,z) = ||Pz|]? oldugundan (bak 2.6.2 de 5. ozelik) (4) ve (5) sartlar:
denktir. Bu yiizden teoremin ispati agagidaki sema iizere yapilabilir: (1) — (2) —

(3) = (4) — (D).

(1) = (2): (1) sartimin dogru yani, My C M; oldugunu var sayalim. O zaman keyfi
bir x € H i¢in Pox € M, ve boylece, Pox € My, ama Py Pox = Pox, yani PP, = P.

(2) = (3): (2) dogru yani, PP, = P, olsun. O zaman P, = Py ve P, = Pix
oldugundan PP, = P; P} = (P, P)* = Py = P.

46



(3) = (4): (3) sart1 dogru yani, PP, = P olsun. O zaman keyfi bir z € H i¢in

| Pol|| = || P Pra|| < || Pof || Pr]| = [| Pl

(4) = (5): (4) sart1 dogru yani, her z € H igin ||Pz|| < ||Piz|| olsun. z €
M, oldugunda Pyx = z ise, ||z|| = [|Pz|| < ||Piz|| < ||z|| olur. Buradan da
||Pix|| = ||z||. 2.6.2 de 6. ©zelige gore z € M; oldugu bulunur. Yani (1) sartinin

saglandigi ispatlanmis olur.

Tanim 2.6.1. P, ve P, ortogonal projeksiyon operatorleri igin PP, = 0 sarti

saglandiginda bu operatorler ortogonaldir denir ve P, I P, seklinde gosterilir.

Sonug 2.6.1. P, 1 P, oldugunda P, 1 P, olur.

Gergekten de, 0 = PP, oldugunda 0 = (P, P,)* = Py P = PP, alimir. Boylece,
P, L Py.

Teorem 2.6.3. P, : H — M, ve P, : H — M, operatorlerinin M; ve M, altuza-
ylar1 {izerine ortogonal projeksiyon operatorleri olduklarim var sayalim. O zaman

My, 1L M, olmas igin gerek ve yeter sart P, 1 P, olmasidir.

Ispat. (<): PP, = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman her bir x; € M; ve her bir

xo € My igin (21, 25) = 0 oldugunu gosterecegiz.
(1, 22) = (Pix1, Paxo) = (1, Py Paxs) = 0 (P P> = 0 oldugundan)

dir. Bu da M; L M5 demektir.

(=): My L M, olsun. O zaman her bir x € H i¢in P,z € M, dir. Buradan da
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P (Pyx) = 0 yani, P, Px = 0, boylece PP, = 0. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 2.6.1. Iki ortogonal projeksiyon operatoriiniin carpmminin da ortogonal
projeksiyon operator olmasi icin gerek ve yeter sart bu operatorlerin komiitatif ol-

malaridir.

ispat.

Gerekliligin ispati. Gosterecegiz ki PP, = PP, dir. P, ve P, operatorlerinin
ortogonal projeksiyonlar olduklarini var sayalim ki P; P, nin de ortogonal projeksiyon
operator oldugunu gosterelim. O zaman P; ve P, 6zeslenik operatorlerdir, yani
P = P, ve Py = P, dir. PP garpimi da ortogonal projeksiyon operator oldugundan
bu operator de ozegleniktir. (P P)* = PP, ve (PiP2)* = PyPf = PP, yani,
PP, = PP, dir.

Yeterliligin ispati. PP, = P, P;. Gosterecegiz ki, P, P, bir ortogonal projeksiyon
operatordiir. P P, ozesgleniktir, (P, P2)* = P, P, dir. Bundan da

(PP,)* = (PP,) (P P;) = P(P,P\)P, = P,(P,P,) P, = P>P} = P, P,.

Teorem 2.6.1 e gore P, P, ortogonal projeksiyon operatordiir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.6.4. P, : H — M; ve P, : H — M, operatorleri M; ve My altuzay-
larina ortogonal projeksiyon operatorler olsun. P; ve P, operatorlerinin komiitatif
olduklarim var sayalim. Yani, P, P, = P, P, olsun. O zaman P, P, carpimu M, N My

altuzayina ortogonal projeksiyon operator olur.

Ispat. PP, carpimu bir M altuzayma bir ortogonal projeksiyon operatérii olsun.
Yani PP, : H — M. z € M alalim. O zaman x = P, Pyx = P;(Pyx) € M;, yani
x € M olur. Sonra x = PyPyx = Py(Pix) € My, yani x € M,. Boylece, x € M;N M,
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olur. Burada M C M; N M, oldugunu gosterdik.

Simdi de ters kapsamay1 gosterelim. x € M; N M; olsun. P Pox elemanini ele alalim.
x € M; oldugundan P,x = x ve buna gore de P, Pox = Pyx olur. Ama x € M; oldugu
icin Pix = x dir. Boylece, P, Pox = x, yani x € M dir. Bu yiizden M; N My C M.
Ispatladigimiz bu iki kapsamadan M = M; N M, oldugu bulunur.

Lemma 2.6.2. Sonlu sayida ortogonal projeksiyon operatorlerinin P + P+ ...+ P,
toplaminin da bir ortogonal projeksiyon operatorii olmasi icin gerek ve yeter sart bu

operatorlerin ikiger ikiser ortogonal olmalaridir, yani ¢ # j i¢in P, P; = 0 olmasidir.

Gerekliligin ispati. P, + P + ...+ P,, = P operatoriiniin H uzayindan M altuzayi
iizerine ortogonal projeksiyon operator oldugunu var sayalim. Ortogonal projeksiyon

operatorlerinin 6zeliklerini kullanarak

n

||Pz||*> = (Px,Pz)= (P*r,x)=(Prx)= Z(ka,x)

k=1
= Y (Blz,x) =) (Pux, Pux) = > || Pexl”.
k=1 k=1 k=1

elde ederiz. Boylece, keyfi bir z € H igin
D IPl]? = || Pzl < |||
k=1
Burada x = Py, y € H alalim. O zaman
> PPyl < [ Pyll®
k=1

veya
n
SIBPyIP + [Pyl < || Pyl
k=1
ki

Burada || P?y||* = || Py||* oldugundan k # i igin || P, Py|| = 0 olur.
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y € H keyfi alindigindan buradan k # ¢ i¢in PP, = 0. Bununla gereklilik sarti

ispatlanmig olur.

Yeterliligin ispati. P, P, ..., P, operatorlerinin ikiser ikiser ortogonal olduklarim

var sayalim. Buradan
PP=(P+P+..+P)Y=P+P}+. . +P =P +P+..+ P, =P

Ozeslenik operatorlerin toplami da ozeslenik oldugundan Teorem 2.6.1 e gére P

operatorii ortogonal projeksiyon operator olur. Lemma ispatlanmig oldu.

Teorem 2.6.5. Py, P, ..., P, ikiser ikiger ortogonal olan ortogonal projeksiyon ope-
ratorler olsun. P; ortogonal projeksiyon operatoriiniin H uzayimni M; altuzay: iizerine
doniigtiirdiigiinii var sayalim. O zaman P; + P, + ... + P, ortogonal projeksiyon
operatorii H uzaymi My, My, ..., M,, altuzaylarimin ortogonal M, @ Mo @ ... P M,

toplaminin iizerine doniistiiriir.

Ispat. P = P, + P, + ... + P, ortogonal projeksiyon operatoriic H uzaymu bir M
altuzay1 {iizerine doniistiirdiigiinii var sayalm. « € M alalim, o zaman
r = Px = Pix + Pox + ... + P,x, burada kK = 1,2, ...,n olmak iizere Pyx € M,
olur. Ama Teorem 2.6.3 e gore k # ¢ oldugunda M; | M;. Altuzaylarin ortogonal
toplaminin tanmimindan tistteki sonuncu esitlikten = € M; @ Mo @@ ... @ M,, oldugu
bulunur. Boylece, M C M; @ My P ... @ M,, oldugu ispatlanda.

Simdi bunun tersini ispatlamak icin z € M; @ M> P ... @ M,, alahm. O zaman Syle
bir x;, € M} bulunur ki, x = 1 + x5 + ... + z,, olur. Gosterelim ki, Px = x buradan

biz x € M oldugunu elde etmis oluruz. Gergekten de,
Pr=(Pi+P+ ..+ P)(x1+x+ ... +3,) =z,

burada x € My oldugundan Pyxp = x, k # ¢ igin x; L M; oldugundan k # ¢ icin
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Pyz; = 0 olur. Boylece, teorem ispatlanmig olur.

Lemma 2.6.3. P, ve P, ortogonal projeksiyon operatorlerinin P, — P farkinin
ortogonal projeksiyon operator olmasi igin gerek ve yeter sart P, > P, olmasidir,

yani keyfi z € H igin (Pyx,x) < (Pix, z) esitsizliginin saglanmasidir.

ispat.

Gerekliligin ispati. P = P, — P, ortogonal projeksiyon operatoér oldugunu var

sayalim, o zaman Lemma 2.6.2 e gore PP, = 0 olur, yani
0= (Pi—P)P,=PP,—P;=PP—P

veya

PP=P,.

Bu ise Teorem 2.6.2 ye gore P, > P, sartina esdegerdir.

Yeterliligin ispati. P, > P, oldugunu var sayalim. O zaman Teorem 2.6.2 ye
gore PP, = P,, P, = P,. P = P, — P, farki iki ¢zeslenik operatoriin fark: gibi
ozegleniktir (bak Teorem 2.6.2). Buna gore

PP=(P,—P)?=P>—PP—PP+P}=P —P,—P,+P,=P.

dir. Bu yiizden de Teorem 2.6.3 e goére P operatoriiniin ortogonal projeksiyon

operator oldugu bulunmus olur.

Teorem 2.6.6. P, ve P, operatorlerinin H uzayindan sirasiyla, M; ve M,
altuzaylarina ortogonal projeksiyon operatorler oldugunu var sayalim. P, > Ps ol-
sun. O zaman P, — P, operatorii H uzaymin M; © M, ortogonal farkina ortogonal

projeksiyon operatoriidiir.
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Ispat. P, — P, operatoriiniin H uzayimm M altuzayma ortoprojeksiyon operator ol-
sun. Py(P, — P) = BP— P} = BRP,— P, = P, — P = 0. O zaman
P, L P, — P,. Ama Teorem 2.6.5 e gore P, = P, + (P, — P,) operatorii H uza-
yim1 My = My @ M iizerine ortoprojeksiyon operatordiir. Buradan ortogonal farkin

tanimina gore M = M; © M, olur.

Not 1. P, = [ alindiginda [ > P, oldugundan her bir ortoprojeksiyon P, operatorii
icin I — P, operatoriiniin H uzaym My = H © M, iizerine doniistiiren bir ortogonal

projeksiyon operator oldugunu goriiriiz.

Not 2. Eger iki P; ve P, ortogonal projeksiyon operatorleri i¢in || P, — Py|| < 1 sart1
saglaniyorsa, o zaman bu ortogonal projeksiyon operatorlerin degerler bolgesi lineer

izometrik olur (Trenogin 1980).

Tanim 2.6.2. Iki normlu E ve E uzaymn verildigini ve dyle bir # = J(z) fonksiyonu

vardir ki, E ve E lineer uzaylar arasinda izomorfizm olugturur ve
1 ()] = [

esitligini de her bir z € F icin saglar. Bu halde normlu E ve E uzaylar lineer

izometriktir denir.

2.6.4 Negatif olmayan operatorler, esitsizlikler

Tamim 2.6.3. A : H — H o6zeslenik operatorii icin her bir z € H elemaninda
(Az,x) > 0 sart1 saglandiginda, 6zeglenik A operatoriine negatif olmayan operator

denir ve A > 0 seklinde gosterilir.

A; > 0, As > 0 oldugunda, her bir A; > 0, Ay > 0 skaler sayilar1 icin A\ A1+ X245 >0

oldugu agiktir.
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Lemma 2.6.4. A > 0 oldugunda agagidaki genellestirilmis Cauchy-Bunyakovskii

esitsizligi dogru olur:

[(Az,y)| < V/(Az, 2)V/(Ay,y), 2.y € H.

Tanim 2.6.4. A, B € L(H) operatorleri ozeglenik operatorler olsun.
A — B > 0 olduguinda, yani her bir z € H igin (Az,z) > (Bx,z) esitsizligi sag-
landiginda A > B veya B < A yazilir (Trenogin 1980).

Ornek 2.6.1. Her bir A € L(H) icin A*A operatorii dzeslenik operatér olur.
Ozel halde A*A = AA* esitligi saglandiginda A operatérii negatif olmayan 6zeslenik
operator olur (Trenogin 1980).

Simdi ise, negatif olmayan operatoriin karekokiinii tanimlayalim.

B operatoriiniin 6zeslenik operator oldugunu var sayalim. O zaman B? > 0 oldugu

kolaylikla gosterilir. Gergekten de

(B*v,x) = (B(Bx),r) = (Bx, Bx) > 0.

Tamm 2.6.5. A € L(H) ve B € L(H) olmakla 6zeslenik operatér olsun. Bu
operatorler icin B? = A esitligi saglanirsa, o zaman ozeslenik B operatoriine negatif

olmayan A operatoriiniin karekokii denir ve B = /A seklinde gosterilir.

Asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.6.7. Her bir negatif olmayan A € £(H) operatdriiniin tek bir tane v/A
karekokii vardir (Naymark 1969).
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Asgagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 2.6.5. /A operatoriiniin bir C € L£(H) operatorii ile komiitatif (yer
degismeli) olmasi i¢gn gerek ve yeter sart C' operatoriiniin A operatorii ile komiitatif

olmasidir (Trenogin 1980).

2.7 Kompakt Ciimleler

2.7.1 Normlu uzaylarda kompakt ciimleler

Tamim 2.7.1. X Banach uzay1 ve M de X uzayinda alinmig bir ciimle olsun. M
ciimlesinden alinmuig her bir {z,,} C M dizisinden limiti M citimlesinde olan yakinsak

bir alt dizi secilebilirse, o zaman M ciimlesine bikompakt ciimle denir.

Bu tamimdan asagidaki sonugclar elde edilir.

Sonug 2.7.1. Her bir bikompakt ciimle sinirhidir.

Ispat. Olmayana ergi ispat metodunu uygulayalm. O zaman her bir dogal
n =1,2,... sayilar1 i¢in dyle {z,,} C M dizisi bulunur ki, ||z, || > n esitsizligi saglanir.
Bu elde ettigimiz {x,} dizisinden M de yakinsak olan bir alt dizi se¢ilemez. Bu ise

M ciimlesinin bikompakt olmasi ile gelisir. Boylece bikompakt ciimle sinirhdir.

Sonug 2.7.2. Her bir bikompakt ciimle kapahdir.

Gergekten de, eger {z,,} C M ve z,, — x ise, 0 zaman {z,,} dizisinin her bir alt dizisi
de xgpelemanina yakinsar. Bu yiizden ve M ciimlesinin de bikompakt olmasindan

dolay1 zy € M olur. Boylece, M ciimlesinin kapali oldugu elde edilir.
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Dikkat etmek gerekir ki, her bir sonlu boyutlu Banach uzayindaki her bir sinirli kapal
sonsuz (elemanl) ciimle bikompakttir. Bu 6zelik matematik analizden belli olan
ve sonlu boyutlu Euclid uzaylarinda dogru olan Bolzano-Weierstrass teoreminden
elde edilir. Bolzano-Weierstrass teoremine gore, her bir sinirl reel sayilar dizisinden
yakinsak olan bir alt dizi secilebilir. Bu 6zelik sonsuz boyutlu uzaylarda saglanmiyor.
Mesela, sonsuz boyutlu Hilbert uzaymnda birim kiire 01(0) = {x € H : ||z|| =
1} sinirh bir ciimledir, kapalidir ama bikompakt ciimle degildir. Gergekten de, H
Hilbert uzaymdan alinmig her bir ortonormal {ex }$° dizisi birim kapali o (0) kiiresine
dahildir. Ama {e;}$° dizisi igin ||e, — e,||* = 2, n # m. Boylece, {e;} dizisi ve bu
dizinin hi¢ bir alt dizisi Cauchy dizisi olmadigindan bu dizinin her bir alt dizisi

wraksaktr.

Reel Cjp,;) Banach uzaymda siirh kapal

S ={x(t) € Cpay: 2(0) =0,2(1) = 1,|z(t)| < 1}

ciimlesinin de bikompakt olmadig1 kolaylikla gosterilir (Trenogin 1980).

Tanim 2.7.2. X normlu uzay ve M de bu uzaydan alinmig bir ciimle olsun. Eger
her bir {x,} C M dizisinden fundamental olan (Cauchy dizisi olugturan) bir alt dizi

secilebilirse, o zaman M ciimlesine kompakt ciimle denir.

Dikkat etmek gerekir ki, X Banach uzay1 oldugundan M ciimlesinden almmis {z,,}
dizisinden segtigimiz bir {z,, }$° fundamental alt dizisinin X uzayimin tam olmasin-
dan dolay1 bu uzayda bir xq € X limiti olur. Ama bu z( elemani genelde M ciimlesine

dahil olmaya da bilir. Asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.7.1. Normlu uzayda kompakt ciimlenin bikompakt olmasi icin gerek ve

yeter sart onun kapali olmasidir.
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ispat.

Yeterliligin ispati. Kompakt M ciimlesinin kapali oldugunu var sayalim. Keyfi
{z,} € M alalim. {z,, } bu {z,} dizisinin fundamental olan bir alt dizisi olsun.
{zn, } dizisinin limiti zy € X elemam M ciimlesi kapali oldugundan z, € M olur.

Boylece, M bikompakttir.

Gerekliligin ispati. Bikompakt ciimlenin kapali olmasindan elde edilir.

Tanim 2.7.3. X normlu uzay ve M C X olsun. ¢ > 0 alahm. M, C X ciimlesi
de verilmis olsun. Eger her bir x € M igin 6yle bir £ € M, noktasi bulunursa ki,

||z —2|| < € esitsizligi saglanir, o zaman M, ciimlesine M ciimlesinin e-gebekesi denir.

M ciimlesinin e-gebekesinin agagidaki geometrik anlami vardir. M. ciimlesi M ciim-

lesinin e-gebekesi olsun. Z € M, alahm. S.(#) ciimlesi merkezi & noktasinda ve

yarigapt € olan yuvar olsun. O zaman M C |J S.(2) olur. Bagka bir deyisle,
FeM.

merkezleri M. ciimlesinin noktalarinda ve yarigaplar:1 € olan yuvarlarin birlesimi M

climlesini orter.

M. sebekesindeki elemanlarin sayisi sonlu oldugunda M ciimlesinin bu e-gebekesine

sonlu e-gebekesi denir.

Teorem 2.7.2 (Hausdorf). Normlu X uzayinda M ciimlesinin kompakt olmas igin
gerek ve yeter sart her bir € > 0 i¢in M ciimlesinin X uzayinda sonlu e-sebekesinin

olmasidir (Trenogin 1980).

Dikkat etmek gerekir ki, X Banach uzayr ve M C X ciimlesi kapali bir ctimle
oldugunda, her bir £ > 0 sayis1 i¢in M ciimlesinin sonlu e-gebekesi varsa, M ciimlesi

bikompakt ciimledir.
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2.7.2 Hausdorf teoreminden alinan sonuglar, lokal kompaktlik

Hausdorf teoreminden agagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 2.7.3. Keyfi € > 0 sayis1 icin M ciimlesinin X uzayinda kompakt olan

e-gebekesi bulunursa, o zaman M ciimlesi kompakt ciimle olur.

Sonug 2.7.4. Kompakt ctimle sinirhdir.

X Banach uzaymin bir M ciimlesinde sayilabilir ve M de her yerde yogun bir ciimle

bulunursa, M ctimlesine ayrilabilir ciimle denir.

Sonug 2.7.5. Her bir kompakt ciimle ayrilabilirdir.

Tanim 2.7.4. M ciimlesi normlu X uzayimin sinirhi olmayan ciimlesi olsun. M
ciimlesinin her bir kapali yuvarla kesigimi X uzayinda kompakt (veya bikompakt)

oluyorsa, o zaman M ciimlesine lokal kompakt (lokal bikompakt) denir.

Uygulamada M ciimlesinin lineer manifold veya altuzay oldugu haller ¢ok 6énemli

olan hallerdir. Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.7.3. (Riesz). Normlu X uzayinda lineer L manifoldunun lokal kom-
pakt olmasi icin gerek ve yeter sart L lineer manifoldunun sonlu boyutlu olmasidir

(Trenogin 1980).

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir:
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Sonug 2.7.6. Normlu X uzaymin lokal kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart X

uzayinin sonlu boyutlu olmasidir.

Bu sonucu ispatlamak i¢in Riesz teoreminde L = X almak yeterlidir.

Tanim 2.7.5. Normlu X uzaymin bir M C X ctimlesinin verildigini var sayalim.
Her bir S C X yuvarinda 6yle bir S; yuvar: bulunursa ki, S; yuvarinda M ciimlesinde
hig bir nokta yoktur, yani M N S; = (), o zaman M ciimlesine X uzayinda hi¢ bir

yerde yogun olmayan ciimle denir.

Sonug 2.7.7. Sonsuz boyutlu normlu uzayda keyfi bir kompakt ciimle bu uzayda

hi¢ bir yerde yogun olmayan bir ciimledir.

2.8 Lineer Tamamen Siirekli (Kompakt) Operatorler

2.8.1 Lineer tamamen siirekli operatorlerin tanim

X ve Y her ikisi de reel veya her ikisi de kompleks olan normlu uzaylar olsun. Burada
on kisimlarda oldugu gibi £(X,Y) ile tiim X uzaymda tammlanmig degerleri Y

uzayinda olan lineer sinirli operatorlerin normlu uzay: gosterilir.

Tamim 2.8.1. A € L(X,)Y) operatorii X uzaymdaki kapali birim
Si(zg) = {z € X : ||z — mo|]| < 1} yuvarnimi Y uzayindaki bir kompakt ciimleye

doniigtiirdiigiinde, bu operatore tamamen siirekli operator denir.

Dikkat etmek gerekir ki, £(X,Y) uzayinda tamamen siirekli olmayan operatorler
de vardir. Ornegin, I € £(X) = L£(X,X) birim operatorii X sonlu boyutlu ol-
madiginda, tamamen siirekli operator degildir. X uzayinda birim S;(xg) yuvar,

yalniz X uzay1 sonlu boyutlu uzay oldugunda, X uzayinda kompakt ciimle olur.
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Tamamen siirekli operatoriin tanimindan asagidaki ozelikler elde edilir.

2.8.2 Tamamen siirekli operatorlerin 6zelikleri

Teorem 2.8.1. A € L(X,Y) operatorii tamamen siirekli operatér oldugunda her

bir sinirh ctimleyi Y uzayinda kompakt ctimleye doniistiiriir.

L(X,Y) uzayindaki tiim tamamen siirekli olan operatorlerin ciimlesi o(X,Y") sek-

linde gosterilir.

Teorem 2.8.2. o(X,Y) ciimlesi £(X,Y’) uzayinda bir altuzay olusturur.

Asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.8.3. X veya Y uzaylarindan herhangi biri sonlu boyutlu oldugunda

o(X,Y)=L(X,Y) olur.

Gergekten de, X sonlu boyutlu oldugunda X uzaymdaki birim S yuvar1 Bolzano-
Weierstrass teoremine gore X uzayinda kompakttir. A operatorii ise siirekli oldugun-
dan her bir A € £L(X,Y) i¢gin AS ciimlesi Y uzaymda kompakt ciimle olur. Y uzay1
sonlu boyutlu oldugunda, AS ciimlesi de Y uzayinda siirh bir ciimle oldugundan

bu ctimle Bolzano-Weierstrass teoremine gore kompakt ciimle olur.

Bu teoremden asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 2.8.1. Her bir lineer f € X* fonksiyoneli tamamen stireklidir.

Gercekten de, f fonksiyoneli X uzayim bir boyutlu E' uzayma doniistiirdiigiinden
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Teorem 2.8.3 e gore her bir f € X* = £(X, E') lineer siurh fonksiyoneli tamamen

siirekli operator oldugunu buluruz. Boylece, X* = o(X, E 1) olur.

Tanim 2.8.2. ¢, ¢,,...,0, €Y ve fi1, fo,..., fn € X* olsun. Her bir z € X igin
P =Y <z fi >,
k=1

seklindeki bir lineer operatére sonlu boyutlu bir lineer operator denir (Trenogin 1980).

Her bir sonlu boyutlu lineer operatoriin siirli operator oldugu asagidaki esitlikten

elde edilir:

n
1Pal] < Y 1 <, fio > Il < el
k=1

burada

n
c= I fell-llexll
k=1

Sonug 2.8.2. Her bir sonlu boyutlu operatér tamamen siireklidir.

Gercekten de, sonlu boyutlu lineer P,operatoriiniin  degerler bolgesi
R(P,) = R, sonlu boyutlu oldugundan P, € L(X, R,) operatorii i¢in Teorem 2.8.3
e gore P, € o(X, R,) olur. Ama o(X, R,,) C o(X,Y) oldugu da aciktir.

Boylece, Teorem 2.8.2 ye ve sonlu boyutlu operatérlerin Sonug 2.8.2 de gosterilen

ozeligine gore agagidaki sonug da elde edilir.

Sonug 2.8.3. {4, } C L(X,Y) operatorler dizisi tamamen siirekli operatorler dizisi
oldugunda ve A € L(X,Y) operatori  i¢in @ L(X,Y) uzaymnda
A = lim A, oldugunda yani lim ||A, — A|| = 0 sart1 saglandiginda, A operatorii de

tamamen siirekli operator olur.
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Uygulamada agagidaki teorem de gok faydalidir.

Teorem 2.8.4. A € L(X,Y) ve B € L(Y,Z) olsun. Bu operatorlerden herhangi

biri tamamen siirekli oldugunda, BA carpimi da tamamen siirekli operator olur.

Ispat. S ciimlesi X uzayinda bir birim yuvar olsun. A tamamen siirekli bir operator
oldugunda A(S) ciimlesi Y uzayinda kompakttir. O zaman B(A(S)) climlesi Z
uzayinda kompakt citimle olur. B tamamen siirekli oldugu halde A(S) ctimlesi sinirh
ciimle oldugundan B(A(S)) ciimlesi Z uzaymnda bir kompakt ciimle olur. Boylece,

bu halde de BA carpimi tamamen siirekli operator olur. Bu da teoremi ispatlar.

Tamamen siirekli operatorlerin diger ozeliklerini vermek i¢in burada normlu uzay-

larda dizilerin zayif yakinsakliginin tanimini verelim.

Tanim 2.8.3. X normlu uzay ve {z,} dizisi de bu uzaydan alinng bir dizi olsun.
Eger her bir f € X* i¢in < z,, f >—< z, f > olursa, o zaman {z,} dizisi z € X

elemanina zayif yakinsaktir denir.

Burada farki belirtmek icin X uzayinda norma gore yakinsak olan dizilere giiclii

diziler denir.

Dikkat etmek gerekir ki, £(X,Y) uzayindan alinmig her A operatorii X deki bir
diziyi Y uzaymda giiclii yakisak olan bir diziye doniigtiiriir. Ama o(X,Y) uza-
yinin operatorleri X uzayimnda zayif yakinsak olan dizileri Y uzayinda giiclii yakinsak

dizilere doniistiirdiigii gosterilebilir. Bunun ispat1 agsagidaki lemmaya dayanir.

Lemma 2.8.1. Eger bir dizi zayif yakinsak ve kompakt ise, o zaman bu dizi yakin-

saktir (yani norma gore yakinsaktir) (Trenogin 1980).
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Teorem 2.8.5. A € o(X,Y) olsun. x,, — x¢ zayif yakinsak oldugunda, Ax,, — Axg

giiclii yakinsaktir.

Ispat. n — oo icin z, — =z zayif yakinsak olsun. Zayif yakinsak diziler sirh
oldugundan {Az,} dizisi kompakttir. Ayn1 zamanda A € £(X,Y") oldugundan lim-
iti zo olan zayif yakinsak {z,} dizisini limit Az, olan zayif yakinsak {Az,} dizisine
doniigtiiriiyor. Yukaridaki lemmaya gore { Az, } dizisinin Az, elemanina giiglii yakin-

sadig1 goriiliir.
Asagidaki teorem de verilebilir:

Teorem 2.8.6. (Schauder) A € L(X,Y) ve burada Y tam uzay olsun. A ope
ratoriiniin tamamen siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart A* € L(Y*, X*) oper-

atoriiniin tamamen siirekli olmasidir.
2.8.3 Tamamen siirekli operatorlere 6rnekler

Ornek 2.8.1. H = [? Hilbert uzay1 x = (£,)32, ve > &2 < +o0 sartim saglayan
k=1

o0
dizilerin lineer uzayidir. Bu uzayda z € I? elemanmin normu ||z|| = , [ > &7 formiilii
k=1

ile tammlanir. H = X =Y = [? alahm. [? uzaymda Az =y, z = {£,.}, v = {n,.}

operatorinii
o
N, = Zakjfj, kE=1,2,..
j=1
esitlikleri ile tammlayalim. Burada (a;)§5-; matrisinin elemanlarimin

S 3 Jaii? < +oo sartim sagladigim var sayahm. Bu sartlarla tanimlanan lineer
i=1j=1
sinirli A operatoriine Hilbert -Schmidt matris operatorii denir. Hilbert-Schmidt ma-

tris operatoriiniin sinirli olmas1 Cauchy-Schwarz egitsizliginin yardimiyla elde edilen
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asagidaki esitsizlikten bellidir:

lyll* = Z!mﬁ

IN

(zwzw |2) (€)% oldugundan [Jalf* = 3¢,
s=1
_ (ZZI%F) el

1/2
(o oo o]

Bu ise, ||Az|] < cllz|| esitsizligidir, burada ¢ = (Z > |akj|2> . Boylece,
k=1j=1

||A|| < c. Yani A simirhdir ve A € L£(1?).

Simdi A operatoriiniin tamamen siirekli operatér oldugunu gosterelim. Bunun igin

her bir = {£,} € [? vektoriinii

Yn ZZ(U17U2,~-7Una0aO7-~>

vektoriine A,z = ¥, olarak doniistiiren A, operatoriinii tanimlayalim. Her bir A,
operatoriiniin degerler bolgesi R(A,) = R, sonlu boyutludur. Bu yiizden Teorem
2.8.3 e gore A, operatorii tamamen siirekli operatordiir. Diger yandan n — oo

sartinda yakinsak serinin kalan teriminin sifira yakinsak olmasindan dolay1

1A= AP < 3 S Jayl? 0

k=n+1 j=1
oldugundan Teorem 2.8.2 ve Teorem 2.8.3 den A operatériiniin tamamen siirekli

operator oldugu elde edilir.

Ornek 2.8.2. X =Y = Clay olsun. Asagidaki formiille tammlanan y = Ax
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integral operatoriinii ele alalim:

b

y(t) = /K(t,s)x(s)ds. (2.19)

a

A integral operatoriiniin gekirdegi olan K(t,s) fonksiyonunun
Q = [a,b] x [a,b] karesinde iki degiskenli fonksiyon gibi siirekli fonksiyon oldugunu
var sayalim. M = max |K (t,s)] olsun ve Cl, 3 uzaynda birim S (0) yuvarm alalm:

51(0) = {z € Cluy : ||z|| < 1}. O zaman asagidaki degerlendirme yapilabilir:

t€(a,b]

b
||Az|| = max /K(t,s)m(s)ds

IN

t€(a,b]

b
max / K (4, 5)].|2(s)|ds

IN

(b —a).M. max |x(t)|

te(a,b]

= (b—a).M.||z||

IN

(b—a)M.

Boylece, A(S) ciimlesinin fonksiyonlarinin diizgiin simirh olduklarim elde ederiz.

Bir L C Cjop climlesinin fonksiyonlar: igin &yle bir ¢ > 0 sabiti bulunursa ki her
bir y(t) € L i¢in |y(t)| < c esitsizligi tiim ¢ € [a,b] igin saglandiginda L ciim-
lesinin fonksiyonlar1 diizgiin simuirhdir denir. Yukarida elde ettigimiz ||Az|| < e,
(¢ = (b—a)M) esitsizliginden Az = y(t) € A(S) fonksiyonlarinin her birinin [a, b]

araliginda |y(t)| < ¢ sartim sagladig1 elde edilir.

Simdi A(S) ciimlesinin fonksiyonlarimin ayni mertebeden siirekli olduklarim gostere-
lim. Bununla biz A(S) ciimlesinin Cf,; de kompakt ciimle oldugunu Arzela teorem-

ine gore belirlemis olacagiz.
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Arzela Teoremi. L C Cl,y ciimlesinin kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart L

ctimlesinin fonksiyonlariin

1. Diizgiin simirli,

2. Aym mertebeden siirekli olmalaridir (Trenogin 1980).

Hatirlatalim ki, keyfi € > 0 sayis1 icin &yle bir § > 0 sayis1 var ve |t —t'| < § sartin
saglayan her bir ¢ ,¢" € [a,b] icin ve tiim z(¢) € L i¢in |2(t') — z(t")| < € esitsizligi

saglandiginda L ciimlesinin fonksiyonlar [a, b] araliginda ayni mertebeden siireklidir.

A(S) ciimlesinin fonksiyonlarimin ayni mertebeden siirekli fonksiyonlar olduklarim

gostermek icin keyfi y(t) € A(S) alalim ve agagidaki degerlendirmeyi yapalim.

ly(t) —y(t")| < /|K(t’,s) — K(t",s)|.|x(s)|ds.

Bu esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwarz egitsizligini uygularsak,

! 1"

y(t) —y()? < / K(f,s) = K(£', 5)]le(s)Pds

IN

/|K(t’,s) _ K 5)2ds /|x(s)|2ds
a b a
< (b—a)/u((t’,s)—K(t”,s)|2ds

buluruz. K(t,s) fonksiyonu () karesinde diizgiin siirekli oldugundan keyfi alinmg
e > 0 icin &yle bir § > 0 sayis1 var ki, [t —¢"| < & sartin1 saglayan her bir ¢ ,t" € [a, b]
icin ve keyfi bir s € [a,b] i¢in |K(t',s) — K(t",s)| < ¢ esitsizligi saglanir. Bu ne-
denle yukaridaki esitsizlikten |t — ¢'| < 6 sartim saglayan her bir t,¢t" € [a,b] ve
keyfi alinmus y(¢) € A(S) icin |y(t) — y(t")| < (b — a)?e? esitsizligi elde edilir. Bu
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esitsizlikte e > 0 sayis1 keyfi oldugundan A(.S) ciimlesinin fonksiyonlarinin ayni mer-
tebeden siirekli fonksiyonlar oldugu elde edilir. Boylece, Arzela teoremine gore A(S)
ciimlesinin Cl,p uzayinda kompakt ciimle oldugu ispatlanmis olur. A operatorii
Clop wzaymdaki birim kapali S = S1(0) yuvarm kompakt A(S) C Cl,y ciimle-
sine doniigtiirmesinden dolay1 tamamen siirekli operatoriin tanimina gore tamamen

siirekli operator oldugu bulunur.

Ornek 2.8.3. X = Y = Ly[a,b] olsun. (1) formiilii ile tammlanan y = Az
integral operatoriinii ele alahm. Bu integral operatoriiniin gekirdegi K (¢, s) fonksiy-
onu @) = [a, b] X [a, b] karesinde siirekli fonksiyon olsun. Burada A : L5[a, b] — Ls]a, b]
operatoriiniin tamamen siirekli operatér oldugunu gosterelim. Bunun icin Ls[a, b]

uzayimnda birim kapali S = S;(0) yuvarm ele alahm. Burada

b
51(0) = {z(0) € Lala, 8] Jal = [ Joft)Pde <1).
{z,(t)} C S alalim ve asagidaki egitlikle tammmlanan {y,} dizisine bakalim:

yn(t) = (Azy,)(t /Ktsxn

{yn(t)} ciimlesinin fonksiyonlar [a, b] de siireklidirler:

ya(ta) — (ta)] < / K (1, 8) — K(ts, )| -[a(s)ds

1/2 ;4 1
/]K t1,s) — K(ty, s)|*ds /|xn(s)|2ds

< eVvb—a.

/2

IN

Boylece, |t; — ta| < & oldugunda Ornek 2.8.2 de oldugu gibi bu esitsizlik her bir
n sayist i¢in saglandigindan y,(t) fonksiyonlari [a,b] araliginda siireklidirler, ayni

zamanda ayni dereceden siireklidirler.
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{yn(t)} fonksiyonlar1 Cy,; uzaymda diizgiin siirhdirlar. Gergekten de,

b

(8] < / (K (1, 9)] |2n(5)]ds
) . 1/2

/ K (4, 5)[2ds

a

< MVb—a.

IN

Burada, o©nce Cauchy-Schwarz egitsizligi sonra =z, € S olmasi sonra ise,
M = max |K (t,s)| esitligi kullamldi. Boylece, Arzela teoremine gore {y,(t)} dizisi
Clop) uzaymda kompakttir. {y,/(t)} alt dizisi [a,b] arahginda diizgiin olarak

Yo(t) € Clap) fonksiyonuna yakinsayan bir dizi olsun. O zaman
Y = Yollzalat) < VO = ally,y — vollcy,,

esitsizligi saglandigindan {y,(¢)} dizisinin Cj,p uzaymda yo(t) € Cl, ) fonksiyonuna
yakinsakligindan bu dizinin Ly]a, b] uzayinda yo(t) € La]a, b] elemanina yakinsadig
elde edilir. Bu ise, {y,(t)} dizisinin Ls[a,b] uzayimnda kompakt oldugunu gosterir.

Boylece, A operatoriiniin Ls[a, b] uzaymda kompakt oldugu ispatlanmig oldu.

Ornek 2.8.4. X =Y = Ly[a,b] olsun. Yine (2.19) formiilii ile tammlanan A
integral operatoriinii ele alahm. Ama bu kez K (¢, s) € £2(Q) oldugunu farz edelim,

yani agagidaki iki katli Lebesque integralinin yakinsak oldugunu var sayalim:

b

b
/ / K (t, 5)2dt.ds < +oo.

a

Bu sart saglandiginda (2.19) formiilii ile tamimlanan A integral operatériine Hilbert-
Schmidt integral operatorii denir. Bu Hilbert-Schmidt integral ope-ratoriiniin tama-
men siirekli operatér oldugunu ispatlayalim: K(t,s) € £*(Q) oldugundan £2?(Q)
uzaymin tanimindan 6yle { K, (¢, s)} fonksiyonlar dizisi bulunur ki, @) ciimlesinde bu

fonksiyonlar siireklidirler. £2(Q) uzaymin metriginde K (¢, s) fonksiyonuna yakinsak-
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tirlar:

n—oo

b b
lim / / Kot 5) — K (£, 5)2dt.ds = 0.

Cekirdekleri K, (t,s) olan ve Ls[a,b] uzayinda uygun olarak (2.19) formiilleri ile
tammmlanmig A, : La]a,b] — Lofa,b] integral operatorlerini ele alalim. Cauchy-
Schwarz esitsizligini uygulayarak

. 2

Az — A2 < / K (L s) — Ko (t, 5)|a(s)ds

a

b

b
< / Kt 5) — Kot )[2ds / 12 (s)[2ds.

a

buluruz. Buradan da

b
Az — Azl = / Az — A2t

IN

b b
// K (L 5) — Ko(t, s)Pdsdt. ||| 2.

ve buradan da n — oo i¢in

b b

1A= A, g//|K(t,s)—Kn(t,s)|2dsdt—>0

a

olur.

A,, operatoriiniin, siirekli ¢ekirdekli integral operatorii Ls[a,b] uzayinda tamamen
siirekli operatér oldugu Ornek 2.8.3 de gosterilmisti. Burada ise
{A,} C L(Ly]a,b]) operatorler dizisinin A operatoriine yakinsadigy gosterildi, yani
Jim (|4, — A][ = 0.

Boylece, A operatorii tamamen siirekli A,, operatorlerinin limiti oldugundan Sonug
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2.8.3 e gore A operatorii de tamamen siirekli bir operator olur.

2.9 Lineer Tamamen Siirekli Ozeslenik Operatérlerinin Karakteristik Deger-

leri ve Karakteristik Vektorleri

2.9.1 Lineer operatorlerin karakteristik degerleri ve karakteristik vektor-

lerinin tanim

X Dbir lineer uzay, A ise A : X — X biciminde bir lineer operator olsun. A

operatdriiniin tamm bolgesi D(A) C X olsun.

Tanim 2.9.1. z # 0, x € D(A) vektorii i¢in
Az = Iz

esitligi bir A sayisi i¢in saglandiginda bu A sayisina A operatériiniin bir karakteristik
degeri veya karakteristik sayisi denir. Bu durumda x vektoriine A operatoriiniin A

karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik vektorii denir.

Asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.9.1. Lineer operatoriin farkli karakteristik degerlerine karsilik gelen

karakteristik vektorleri lineer bagimsizdir (Hacisalihoglu 1982).

Simdi X Banach uzay1 oldugunu ve A € o(X) oldugunu, yani A operatoériiniin X
Banach uzayinda tanimlanmig degerleri X Banach uzayinda olan tamamen siirekli

operator oldugunu var sayalim. Asagidaki teorem kolaylikla ispatlanabilir.
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Teorem 2.9.2. A operatorii X de tamamen siirekli operatér oldugunda her bir
e > 0 i¢in kompleks diizlemde |A| < e dairesinin diginda A operatoriiniin yalniz

sonlu sayida karakteristik degerleri olabilir (Trenogin 1980).

2.9.2 Lineer tamamen siirekli 6zeslenik operatorlerin karakteristik deger-

leri ve karakteristik vektorleri

H bir Hilbert uzay1 ve A : H — H tamamen siirekli bir ¢zeglenik operator olsun.
Boyle operatorlerin karakteristik degerleri ve karakteristik vektorleri hakkinda bir

cok teorem vardir.

Asagidaki teoremler verilebilir:

Teorem 2.9.3. A # 0 oldugunda, A operatériiniin en azindan bir tane sifirdan farklh

karakteristik degeri vardir.

Teorem 2.9.4. Lineer tamamen siirekli 6zeglenik A operatoriiniin tiim karakteristik

degerleri reeldir ve [m, M| arahiginda yer alirlar. Burada

m = inf (Az,z), M = sup (Azx,x).

[|z||=1 [|z||=1
Ozel halde M # 0 oldugunda M sayis1 A operatériiniin en biiyiik karakteristik degeri,
m # 0 oldugunda ise m sayis1 A operatoriiniin en kiiciik karakteristik degeri olur.

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.9.1. A operatorii lineer tamamen siirekli 6zeslenik operator oldugunda
[|A|| = |A1] olur. Burada A; sayis1 A operatériiniin modiilce en biiyiik karakteristik

degeridir. Ozel halde bu sonlu boyutlu Hilbert uzaylarinda tanimlanmis 6zeslenik
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operatorler icin de dogrudur.

2.9.3 Lineer tamamen siirekli 6zesglenik operatorlerin approksimasyonu

hakkinda teorem
Asagidaki teorem de verilebilir:

Teorem 2.9.5. (Hilbert-Schmidt) A operatorii H Hilbert uzayinda tamamen
siirekli 6zeglenik operator olsun. O zaman her bir x € H eleman i¢in Ax elemani, A

operatoriiniin ortonormal karakteristik vektorleri sisteminin yakinsak Fourier serisine

acilir (Trenogin 1980).

Ispat. ¢, vektorii A operatoriiniin, modiilce en biiyiik olan \; karakteristik degerine
uygun olan ve ||oy|| = 1 sartim saglayan karakteristik vektorii olsun.
H, = {zx€ H:(x,p;) =0} lineer manifoldunu alahm. Her bir x € H; ic¢in
(Az, ;) = (z,Ap;) = Mi(z,9;) = 0 oldugundan A operatorii H; lineer mani-
foldunun elemanlarini H; lineer manifoldunun elemanlarina doniistiiriiyor. Bu yiiz-
den A operatoriinii H; de tanimlanmig operator gibi ele alabiliriz. Sonra A operatorii
H; de 6nceki gibi tamamen siirekli 6zeglenik lineer operator olur. Teorem 2.9.3 e gore
A operatoriiniin H; -de A\ karakteristik degeri ve ona uygun ¢, karakteristik vektorii
vardir (Burada biz H; -de A # 0 oldugunu varsaydik). Ayrica |As| < |A\1] esitsizligi

de saglanir.

Simdi Hy = {x € Hy : (z,¢,) = 0} lineer manifoldunu ele alalim ve yine Teorem
2.9.3 i uygulayalim. Bu iglemleri bu sekilde devam ettirelim. Burada iki hal olabilir.
Birinci halde 6yle bir n sayist bulunur ki, (z,¢,) = 0 , &k = 1,2,...,n sartlan ile
tanmimlanan H,, lineer manifoldunda A = 0 olur. Bu halde keyfi z € H elemamn1 i¢in

y=x— Z(% Pr)Pr

k=1
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elemanini ele alalim. ¢, @, ..., ¢, ortonormal oldugundan y € H, oldugu aciktir.

Bu yiizden de Ay = 0 olur. Buna gore de

n

Ar = Z(% P ) Ak

k=1

esitligi elde edilir.

Ikinci hal iglemlerin sonsuz devam ettigi haldir. Sonugta biz A operatoriiniin {\}
karakteristik degerleri ve uygun {p,} karakteristik vektorleri dizisini aliriz. Sonug

2.9.1 e gore

||A||%(Hn) = )\iﬂ

olur. Bu nedenle de

A (1} - Z(% S%)S%) ? < ||AH%(HR)‘||:E - Z(% 1) exl

k=1 k=1
n

= )‘121+1||33 - Z(% o) el

k=1

= )\121+1 {”xHQ - Z |<$790k)|2}
k=1

< Apallel? (2.20)

olur. Burada n — oo sartinda A, — 0 oldugu icin

Alr =Y gokxok] ~0
k=1
veya
Az = Z(aj, O ) AP, (2.21)
k=1

esitligini elde etmis oluruz. Boylece, teorem ispatlanmig oldu.

Bu teoremden agagidaki sonuclar elde edilir.
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Sonug 2.9.2. Ozeslenik tamamen siirekli A operatoriiniin tersi varsa, o zaman
bu operatoriin karakteristik vektorlerinden olusan H uzayinda bir ortonormal baz

secilebilir.

Gergekten de, (2.21) esitliginin her iki yanim A~ operatorii ile garparsak keyfi z € H
icin agagidaki esitlik bulunur:

T = (z, )0

oo
k=1

Bu sonuncu egitlik her bir x € H vektoriiniin A operatoriiniin ortonormal karakteris-
tik vektorleri sistemi tizerinde yakinsak bir Fourier serisine agildigini gosterir. Bagka

bir deyisle {¢}; sistemi H Hilbert uzaymda baz olur.
Sonug olarak biz ¢cok énemli olan asagidaki teoremi elde etmis oluruz.

Teorem 2.9.6. A operatorii H uzayinda lineer tamamen siirekli ¢zeglenik bir
operator olsun. {A;}]° sayilar1 A operatoriinin Ay > Ay > ... > A, > ... sartim
saglayan karakteristik degerleri {¢, }{° vektorler sistemi de A operatoriiniin bu karak-
teristik degerlerine uygun ortonormal karakteristik baz vektorleri sistemi olsun. O
zaman boyutu n sayisini agsmayan sonlu boyutlu lineer operator P olmak {izere

S =|lA-P| ]%( #ry fonksiyoneli minimum So :illlpf ||A — P|| degerini

Poh = Z(h> Pi)Aip;
i=1

esitligi ile tammlanan n-boyutlu P, operatériinde alw. S = [|A — P|[Zp,

fonksiyonelinde P = Py aldigimizda S fonksiyonelinin minimal Sy degeri igin
So=||A - P0||2 = AiH(A)

esitligini buluruz. Burada A, 1(A) sembolii A operatoriiniin (n + 1)-ci karakteristik
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degerini gosterir (Mustafayev, Sagel and Eroglu 2006).

2.10 Hilbert Uzayindaki iki Alt Uzay Arasindaki Uzaklik

2.10.1 Hilbert uzayinda alt uzaylar arasindaki uzakligin tanimi

H Hilbert uzayi, M; ve My bu uzayda iki alt uzay, P, ve P, ise H uzaymin M; ve
M alt uzaylan {iizerine ortogonal projeksiyon operatorleri olsun: P, : H — M; ve

PQZH—>M2

Tamim 2.10.1. H Hilbert uzaymda M; ve M alt uzaylar1 arasindaki uzaklik
p(My, M) = ||y — Bo| (2.22)

formiilii ile tamimlanir (Naymark 1969).

Bu tammmdan Mi- = H © M, ve My~ = H © M> oldugundan

yani

p(MlLa MzL) = P(M17M2)

formiilii elde edilir.

Gercekten de, tammma gore P, : H — M, icin [ — P, : H — ]\41L ve P, : H — M,
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icin I — P, : H— M3 oldugundan

p(HO M, HS M) = [|(I-P)—(I-PD)=|P-P
= p(M1=M2)

bulunur. Asagidaki esitsizlik verilebilir:

p(Mi, Mp) < 1. (2.24)

Gergekten de, her bir x € H vektorii igin Py(I — Py)x ve (I — P2)Pix vektorleri

ortogonal vektorlerdir ve bu vektorlerin farki (P, — Pp)x vektoriine esittir. Buradan

(P, — P)z|)? = ||P(I = P)a|’ + ||(I — P)Pixl]? (2.25)
< (I = P)z|)? + || Prz||* = ||=]?
< lzf)?

bulunur. ||z|| =1 oldugundan ||P; — P;|| < 1 elde edilir.

Dikkat edelim ki, (2.24) egitsizligindeki esitlik, alt uzaylardan birinde diger alt uzaya
dik olan sifirdan farkli bir vektor oldugu halde almabilir. Gercekten de, eger
x#0,x € M ve x1 M olursa, o zaman Pix = x ve Pox = 0 olur. Buna gore de

||(Py — Py)x|| = ||z|| ve buradan da ||P; — P»|| = 1 elde edilir.

2.10.2 Hilbert uzayinda alt uzaylar arasindaki uzakligin esdeger tanimi

Asgagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.10.1. Eger p(M;, M) < 1 ise, o zaman

dim M1 = dim M2
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dir.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin dim M, > dim M; oldugunda M, alt uzaymnda
sifirdan farkli M; alt uzayma dik olan bir vektoriin oldugunu gostermek yeterlidir.
Bunun icin N = P,M; alt uzaymi alahm. N C M, oldugu aciktir ve asagidaki

esitsizlik verilebilir.

dim N < dim M; < dim M

Sekil 2.1 M; alt uzaymdan M, alt uzayina P, ortogonal projeksiyon

operatoriiniin sematik gosterimi

N # M, oldugundan dolayr M, alt uzayinda x # 0 sartimi saglayan oyle bir x
vektorii vardir ki, bu vektor N = P, M; alt uzayma da diktir. Ciinkii, M; © N 1 M,

dir. Teorem ispatlandi.
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Hilbert uzayinda iki alt uzay arasindaki uzaklig1 asagidaki formiillerle de tanmimlamak

miimkiindiir.

Tanim 2.10.2. Asagidaki

| — Pr)|] |(I — Py)z]|

dy = sup , dy =sup (2.26)
zer, 7] ser |||
z#0 z#0
sayilarin ele alalim.
Sekil 2.2 d; ve dy uzakliklarinin sematik gosterimi
O zaman
p(Ml, Mg) = Imax {dl, dg} (227)

dir. (2.27) formiiliinii ispatlamak icin

p(Ml, MQ) = max {dl, dg}
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[-P I-P
= Imax sup u’ u M
zEM; ||| rEM, |||

z#0 240

17— Poaf| I — Bzl

= Imnax sup s
zen lzll Teen 7]
z#0 z#0
1
= sup —{[|({ — Py)z[|, |[({ — P)x[[}
zeN |||
x#0
= sup {|[({ — P)z|], [[(I — Pz}
zeN
z#0
p(My, M) = |[|P1— P
= [I(P— P2)z|
= %EHKP—Hh%HU—f@ﬂH
z#0

Burada iki hal diigtinelim.

(1) x € M; olmas: hali:

(I-P)r=0,Pr==x

(I—Pg)Pl.’E:(I—PQ)JI

p(My, Ma) = |[(Py — Py)x||

(2.25) ten
p(My, My) = |[|(P— P1)zl|
= ||(I - Py)z||?
= d3

(2) x € M, olmas hali:
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(I-—P)r=0,Px=x

Py(I —P)x=(I—-P)x

p(My, M) = |[|(P> — Py)zl]
= || = P)z|]?
— d?

Boylece
p(Ml, Mg) Z max {dl, dg}

dir. Bu sonuncu esitsizligin tersinin de saglandigini gostermek icin dy sayisinin

tammindan

dy = ||(I = Py) Pra|?

oldugundan

1(1 = Po)Puzl|* < d3f| o] (2.28)

olur. Buna ilave olarak agagidaki baglantilarida dikkate alalim:

P1+P2:I:>P2:I—P1

XEH,PlfL‘EMl,(I—Pl)ZL‘EMQ

Py(I —P)x=(I—-P)x

||P2(I— P1)$||2 = (PQ(I— Pl)l‘, PQ(I—Pl)ZL’)
= |l - Py)al”
= (I = P)z[[ [[(I = Pr)z]|
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< dy||(1 = Py)z|
Buradan da d; sayisinin tanimina gore
|1P2(I = P)z||* < dy |[( — Py)a| (2.29)

olur. (2.25), (2.28) ve (2.29) dan

|P(I — P)z|> = ||(I — P)Puzl||* +||P(I — P)z||?
< d||Puxl)? + di||(I — Py)z|]?
< max {d}, d3} (||Piz|]* + [|(1 — Py)z|]”

= max {2, &} ||z, flal P =1

bulunur. Boylece

p(My, Ms) < max {dy,ds}

dir. O halde
p(Ml, Mg) = Imax {dl, dg}

olur.

2.11 Grassman Manifoldlar: ve Bu Manifoldlarda Metrik

2.11.1 Grassman manifoldlarinin tanimi

E™ OKlid uzay1 ve 7,7, s, ... bu uzaydan alinmus alt uzaylar olsun. Burada alt uzay
sozciigii lineer uzayimn alt uzayr anlaminda kullanihir. P, ve P ile E™ Oklid uzayinin

m ve T alt uzaylarina ortogonal projeksiyon operatorlerini gosterelim.

Dikkat edelim ki, £ Oklid uzayinda herhangi bir s alt uzay1 verildiginde bu E”
Oklid uzaymm her bir # € E™ eleman: icin agagidaki acilim dogrudur (Sekil 2.3)
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(Trenogin 1980).
rT=y+z (2.30)

Burada y € 5 , z L » dir. Buradaki (2.30) esitligi tekdir.

Sekil 2.3 Oklid uzayinda elemanlarim Riesz Teoremine gore acilimi

(2.30) egitligindeki y elemanima x elemanimin s alt uzayina ortogonal projeksi-yonu

denir.

Asagidaki
P.x=y (2.31)

formiilii ile tanmimlanan P, operatoriine E™ Oklid uzaymin s alt uzay: iizerine

ortogonal projeksiyon operatorii denir.

Tanim 2.11.1. E™ Oklid uzaymn k- boyutlu m, 7, >, ... alt uzaylarmin ciimlesinde
agagidaki
p(m,7) = || Pr — Fr| (2.32)

formiilii ile p metrigini tamimlayalim. p metrigi ile elde edilmis bu metrik uzaya k
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mertebeli Grassman Manifoldu denir ve ¢} = ¢, (E™) sembolii ile gosterilir (Ivanov

1975).

Hatirlatalim ki, (2.32) formiiliintin sag yamndaki ||P, — P;|| sembolii P, — P

operatdriiniin normu olup agagidaki formiille tammlanir (Trenogin 1980).

||Pr = Pr|| = sup [[(Pr — Pr)xl] (2.33)

[lz]|<1

2.11.2 Grassman manifoldlarinda metrigi veren formiil

m ve 7 alt uzaylarinin baz vektorleri verildiginde bu alt uzaylar arasindaki uzaklik
p(m,7) = || Pr — Fr|

dir. Bu saymm hesaplanmas: icin agagidaki teorem verilebilir (Ivanov 1975).

Teorem 2.11.1. 1y, ¥y, ..., yx vektorlerinin k- boyutlu 7 alt uzayinda baz oldugunu

ve 21, 29, ..., 2, vektorlerinin de 7 alt uzayinda baz oldugunu varsayalim. O zaman
1 1
1P = PrAP = 1= A (A0 8,200 80,57 ) (2.34)

formiili ~ vardir. Bu  formiilde  \(K) sembolii  6zeglenik
1 _1

K = Ay?ALAMA, Ay} operatoriiniin en kiigiik karakteristik degerini gosterir.

Ay Ay, ALy, A, sembolleri k-boyutlu Oklid uzayinda tanimlanmig operatérler olup,

bu operatorlerin matrisleri ortonormal ey, es, ..., e, bazinda elemanlar:

Wi yi) » Wir 25) 5 (20, 95) 5 (24,25) (2.35)

skalar carpimlari ile tamimlanan matrislerdir. A, ve A.. operatorleri pozitif

_1
operatorler olduklarindan A, ve A,, operatorlerine bagh Ay,? ve A;}! operator
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fonksiyonlar1 tanmimlanmigtir. A min karakteristik degerleri Ai, Ao, ..., A\, Ve

karakteristik vektorleri eq, es, ..., e, olmak iizere

Au :Z A (ex, u)eg
k=1

n

1 1
Azy :Z A2 (er, w)ey,
k=1

ve

N|=

(eka u)ek

A3y :Zn: Ao
k=1

dir.
2.11.3 Grassman manifoldlarinda metrigin iistten degerlendirilmesi

©p(E™) Grassman manifoldunda p(m,7) metriginin iistten bir degerlendirilmesini
verelim. Bunun icin E™ Oklid uzaymda tzeslenik bir A operatoriiniin tanimlandigini
ve A1(A), Ag(A), ..., \n(A) sayilarinin bu operatoriin azalma yoniinde siralanmig (nu-
maralanmig) karakteristik sayilar1 olduklarinm varsayalim. O zaman 6zeglenik A ve

B operatorleri igin agagidaki esitsizlik dogrudur (Glazman 1969).
[Ai(A) = Mi(B)| < ||[A - B (2.36)

Simdi biz bu (2.36) esitsizliginde A operatorii olarak E* uzayinda I birim (6zdeslik)

operatoriinii ve B operatorii olarak da
1 _1
K = Ay AyzA;zl AzyAyy’ (2.37)

ozeglenik operatoriinii alalim. O zaman (2.34) formiiliine ve (2.36) esitsizligine daya-

narak asagidaki esitsizligi elde ederiz.

|1Pr = Pr|[> =1 = M(K) < ||I - K] (2.38)
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Elde ettigimiz bu egitsizlikte A (K) sembolii K operatoriiniin en kiigiik karakteristik

say1isini gosterir.

Boylece, ¢, (E™) Grassman manifoldunda p(7, 7) metriginin iistten degerlendirilmesi

icin agagidaki teoremi ispatlamig olduk.

Teorem 2.11.2. Burada Teorem 2.11.1 in tiim sartlarimin saglandigini varsayalim.

O zaman asagidaki esitsizlik dogrudur:
p(m.7) = ||Ps — Po|| < /T - K] (2.39)

Bu esitsizlikte I operatorii E¥ Oklid uzayinda birim (6zdeslik) operator, K ise bu

E* uzaymda tammlanms (2.37) formiilii ile verilen 6zeslenik operatordiir.
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3. YUZEYLERIN OPTIiMAL KONTROLU PROBLEMIi

3.1 Biiyiikk Caplhh Antenlerin Yansitici Yiizeylerinin Seklinin Optimal

Kontrolii Problemi

E" Oklid uzaymda acik ve smirh bir bolge  olsun. €2 bolgesinde tanimlanmis ve
f dis kuvvetinin etkisi altinda olan dagilmig parametreli antenin statik denge duru-
munun lineer diferensiyel L operatoriiniin vasitasiyla asagidaki denklemle verildigini

varsayalim (Mustafayev, Sagel and Eroglu 2006).
Ly=f , z€ (3.1)

Burada € bolgesi E* Oklid uzaymda bir acik bolge, y(z) fonksiyonu antenin yansitici
yiizeyinin z €  noktasindaki yer degismesini (sapmasini) gosterir. L diferensiyel
operatorii olarak, drnegin

0? 0? 0?

= =t
ox?  0x3 oz

A

(3.2)

formiilii ile tamimlanan Laplace operatorii veya bir baska diferensiyel operator ola-

bilir. n = 2 oldugunda Laplace operatorii

0* 02

A:(?_x%Jr@_x%

seklinde yazilir.

Q bolgesinin I' = 0f) simirinda antenin yiizeyinin agagidaki sinir sartin sagladigini

varsayalim.

Ryl =0 (3.4)

Antenin yansitici yiizeyinin geklinin optimal kontrolii probleminde f(z) dig etki
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kuvvetinin dyle secilmesi istenir ki (bagka deyisle, f(z) kontrol etkeninin 6yle secilmesi
istenir ki), se¢ilmig bu f(x) etkeninde (3.1) denklemi ve (3.4) sinir sart1 saglanmak

lizere

J(f) = / 1(@) [y(@) — y* (o)) da (3.5)

fonksiyoneli en kiigiik degerini alsin (Yildirim and Mustafayev 2004). (3.5) fonk-
siyonelinde y*(z) fonksiyonu antenin yansitic1 yiizeyinin arzu edilen formunu karak-
terize eden fonksiyondur. Ug boyutlu uzay halinde (n = 3 oldugunda) y* = y*(x)
denklemi antenin arzu edilen yiizeyinin denklemi olur. y(x) fonksiyonu ise se¢ilmis
f(z) kontrol etkeninde (3.1) diferensiyel denkleminin (3.4) smir gartin saglayan
¢ozlimii olmak {izere antenin yiizeyinin f(z) dig kuvvetinin etkisiyle aldigi seklini
karakterize eden fonksiyondur. (3.5) fonksiyonelinde ¢(x) fonksiyonu ¢(z) > 0 sartin
saglamak tizere Q) bolgesinde [y(z) — y*(x)]* hatasimn degisken agirhgim karakterize

eden 6nceden verilmis, negatif olmayan fonksiyondur.

Boylece, J(f) fonksiyoneli antenin yansitic1 y(z) yiizeyinin arzu edilen y*(x) yiizey

formundan ¢(z) agirlikh orta kuadratik sapmasini gostermektedir.

Dikkat edelim ki, (3.1)-(3.4) smur deger probleminin y(z) ¢dziimii igin

y(z) = / G, €) F(€)de (3.6)

Q

formiilii  yazilabilir. Bu formiilde G(z,¢) fonksiyonu (3.1) diferensiyel

denkleminin (3.4) sartindaki sinir-deger probleminin Green fonksiyonudur.

Burada antenin yiizeyine x1,%3,...,2, € $ noktalarinda uygun olarak

f(x1), f(x2), ..., f(zm) kuvvetleri etki ettiginde (3.6) formiilii agagidaki sekilde yazilir:

ylw) =) Gla,2:)f () (3.7)
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Buradaki f; = f(x;) dis kuvvetlerine kontrol etkenleri de denir.

y(x) fonksiyonunun (3.7) formiilii ile verilen ifadesini (3.5) fonksiyonelinde yerine

yazarsak

2

1 = [ [ZG@,xnf(xi)—y*(x) o

Q
= FTAF —-2BF +C (3.8)
bulunur. Burada
= (f(xl)a f($2)7 (RS f(mm))T € R™ (39)
A = (aij)%:l c Rg (310)

a;; = /G(az,xi)G(m,xj)q(m)dm (3.11)

= (By,By,....,B,)T € R™ (3.12)
;= /G(:U,xi)y*(x)q(x)dx , 1=1,2,..,m (3.13)
C - / v (2)q(x)dz (3.14)

dir. Bu esitliklerden goriildiigii gibi A matrisi m x m boyutlu matris, F' ve B vek-

torleri m -boyutlu vektor ve C' ise (3.14) esitligi ile tanimlanan skalar sayidir.

J(f) fonksiyonelinin minimumu i¢in gerek sart

AF —B=0 (3.15)

seklinde yazlir.
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Boylece, optimal F™* kontrolii i¢in AF — B = 0 dan
F*=A"'B (3.16)

formiilii bulunur.

(3.16) formiiliinden goriiyoruz ki, F*optimal kontroliiniin pratikte gerceklestirmek
icin (3.1), (3.4) smir-deger probleminin G(z,&) Green fonksiyonunu bulmamiz ve
hesaplamamiz gerekmektedir. Asagidaki kisimlarda biz simir-deger problemlerinin

Green fonksiyonunun tanimini ve hesaplanmasi formiillerini verecegiz.
3.2 Adi Tiirevli Lineer Diferensiyel Denklemler I¢in Green Fonksiyonu
3.2.1 Green fonksiyonunun tanimi

k mertebeli .

L) = 3 P(a)y®) () (3.17)

v=0
lineer diferensiyel denklemini ele alalim. Bu ifadede k£ sayisi tek veya cift dogal
say1 olmak {izere diferensiyel denklemin mertebesini gosterir. P,(z) fonksiyonlari
diferensiyel denklemin katsayilaridir. Bu fonksiyonlarin herbirinin a < z < b
araliginda tanimlanmig stirekli fonksiyonlar olduklarini ve Py(x) katsayisinim her bir
z € [a,b] noktasinda sifirdan farkll oldugunu varsayalim. r(z) fonksiyonuda |[a, b]

araliginda tanimlanms siirekli fonksiyon olsun.

Homojen olmayan

L(y) =r(z) (3.18)
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diferensiyel denkleminin homojen

Uﬂ(y> = [aﬂuy(y)(a> + ﬁ;u/y(y) (b)] =0 y M= 17 27 ) k (319)

sinir sartlarini saglayan ¢oztimiiniin her bir r(x) € C,y stirekli fonksiyonu icin bu-

lunmasi problemini ele alalim.

Herbir siirekli (x) fonksiyonu i¢in (3.18)-(3.19) probleminin ¢tziimiiniin

b

i) = [ Gla.)r©g (3.20)
seklinde gosterilebilecegini varsayalim. O halde (3.20) esitligi bu sekilde yazla-
bildiginde G(z,¢) , a < x,& < b fonksiyonuna (3.18)-(3.19) simir-deger problemi-
nin Green fonksiyonu denir (Collatz 1963, Rasulov 1967, Naymark 1969, Butkovskiy
1983).

(3.20) egitliginde bulunan G(z,£) Green fonksiyonu agagidaki sartlarla tanimlanir
(Collatz 1963, Naymark 1969).

1°. G(z, &) fonksiyonu ve onun x degigkenine gore (k — 2) nci mertebeye kadar tiim
tiirevleri, ((k—2) nci mertebeli tiirevde dahil olmak tizere) x ve £ degiskenlerine gore

a < x,& < b araliginda siireklidir.

2°. Herbir degismez saglanan ¢ € a,b] i¢in G(z,§) fonksiyonunun [a,§), (&, 0]

araliginda x degiskenine gore siirekli (k — 1) ve k mertebeli tiirevi vardir ve (k — 1)

mertebeli tiirevi x = £ noktasinda #@) sicrayigina sahiptir.
8k71 akfl 1
WG@ +0,8) — WG@ —0,8) = Ped)
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3°. Herbir [a,&)ve (&, blarahiginda G(x,&) fonksiyonu x degiskenine gore
L(G) = 0 diferensiyel denklemini ve U,(G) =0, p=1,2,...,k sinir sartin1 saglar.

Asgagidaki teorem dogrudur (Collatz 1963).

Teorem 3.2.1. L(y) = 0 homojen diferensiyel denkleminin U,(y) = 0,
pw = 1,2,... k smir sartlarm saglayan sinir-deger probleminin yalmz y = 0 trivial

¢oziimii oldugunda, o zaman

i) (3.18) , (3.19) sir-deger probleminin yalmz ve yalmz bir tane G(x,&) Green

fonksiyonu vardir.

ii) Herbir siirekli r(z) fonksiyonu icin (3.18) , (3.19) probleminin tek bir ¢oziimii

vardir ve bu ¢oziim (3.20) formiilii ile gosterilir.

3.2.2 Green fonksiyonunun bulunmasinin bir yontemi

L(y) = 0 diferensiyel denkleminin

v— O? ] # v
=9 T (3.21)
L, j=v
sartlari saglayan vy (), yo(z), ..., yp(x) ¢oziimleri belli oldugunda (3.18) — (3.19)

siir-deger probleminin G(z,&) Green fonksiyonu asagidaki formiillerle belirlenir

(Collatz 1963, Naymark 1969).

k—1 k—1 k—1

S D
(k—2)  (k=2) (k-2)

W= y1. yz. | yk' 7 (3.22)
hn Y2 Yk
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y1(x)
IR (3

n (f)

(3.23) esitliginin sag yaninda = > £ oldugunda ,+“ igsareti, z < £ oldugunda -

isareti alinir. Burada

G(I’,f) - H($7§)7

A =
Ui(y1) Uk(y2)
yi(x)  ya(z)
Hz.&) — Ur(yr) Ur()

y2($) yk(fﬂ)
y ) -y (e
w€) o u(©)

Uk (yk)

yk<x) g(xa 6)
Ur(ye)  Un(g)

Ur(yr) Uk(g)

, (3.23)

(13

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Boylece, (3.18) — (3.19) smir-deger probleminin Green fonksiyonu G(z,¢), (3.21) —

(3.26) formiilleri ile verilir.

3.2.3 Green fonksiyonuna ait sade 6rnekler

Green fonksiyonunun belirlenmesine ait agagidaki drnekleri verelim (Collatz 1963,

Butkovskiy 1983).

Ornek 3.2.1. L(y) = —y" diferensiyel ifadesinin y(0) = 0 ve y(1) = 0 smir sart-

larinin dogurdugu sinir-deger probleminin Green fonksiyonu (3.21) — (3.26) formiil-

91



lerinin uygulanmasiyla agagidaki sekilde bulunur:

Ornek 3.2.2.

" /

-y =r(x), y0)=y(1)=0

probleminin Green fonksiyonu agagidaki gekildedir:

T, r<¢§

G(z,€) = :
5, r 2 é—

Ornek 3.2.3.

burada « sabit sayidir. Bu problemin Green fonksiyonu agagidaki sekilde bulunur:

=D 2o <
oy - | ey @ H 2SE
6l—a(§2+$2—21x), x>¢€

Ornek 3.2.4. —y" — w?y = r(x), y(0) = 0, ' (1) = w?y(1) smr deger probleminin

G(z, &) Green fonksiyonu agagidaki gekilde bulunur:

sinwz sin wé(w cosw + sinw)

[

_ w COSw — wsinw
G(z,8) = sinw¢ sin wx(w cos w + sinw)

+coswg], x<¢

- +coswz], ©>¢&
w cosw — wsinw
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Ornek 3.2.5. y = r(2), y(0) = ¥ (0) = y"(0) = y(1) = 5’ (1) = y"(1) = 0 smr

deger probleminin Green fonksiyonu icin asagidaki formiil bulunur:

x?’(ﬁ - 1)3 2 2
—— 2 10" — 5x€(3E+ 1) + 2%(66° + 36 +1), x<¢&

50 (1022 — 523z + 1) + £*(62® + 3z + 1), = >¢

Not. Kismi tiirevli lineer diferensiyel denklemler i¢in de Green fonksiyonu benzer
seilde tanimlanir. Asagidaki
02z 0%
A = — _— = —
z amg + 8y2 SO(.T, y)

Poisson denkleminin merkezi koordinat baslangicinda yaricapir » = 1 olan dairenin

sinirinda z = 0 sartim saglayan sinir deger probleminin Green fonksiyonu agagidaki

formiille ifade edilir (Collatz 1963).

1

T ln[(l — IL‘f — yn)2 + (l’?’] - y€)2]7

1
G(af,y;f,n)z—glnﬂr

Burada r = \/(z — £)? + (y — n)?. Dikkate edelim ki, A = 88—;2 + 86—;2 diferensiyel

operatorii Laplace operatoriidiir.
3.2.4 Green fonksiyonunun seri ile verilme y6ntemi
Asgagidaki teorem dogrudur (Naymark 1969).

Teorem 3.2.2. Diferensiyel A operatoriiniin tiim karakteristik Aq,...\,, ... degerleri
tekrarlanmayan oldugunda (¢ # j oldugunda \; # A, ise) bu operatoriin Green

fonksiyonu diizgiin yakinsak
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serisine acilabilir. Burada ¢, (x) ve 1, (£) uygun olarak A ve A* operatorlerinin A\, ve
), karakteristik sayilarina uygun karakteristik fonksiyonlaridir. Ozel halde A = A*
oldugunda (3.27) agthminda her bir v = 1,2, ... i¢in A, = A, ve o, (z) = 1, () esitligi

saglanir.

Ornek 3.2.6. z = 0 ve z = 1 uclarmdan serbest sabitlestirilmis tel icin asagidaki
siir deger problemini ele alalim (Butkovskiy 1983).

—% = f(z),0<z <1, (3.28)
w(0) = w(l)=0, (3.29)

Burada f(z) fonksiyonu énceden verilmis belli bir fonksiyondur.

(3.28) — (3.29) smur deger probleminin dogurdugu diferensiyel A operatoriiniin A,
karakteristik degerleri ve uygun ¢, (x) karakteristik fonksiyonlari, tanima gore asagi-

daki diferensiyel denklemler sisteminin uygun (3.29) siur sartlarindaki ¢oziimleridir:

d*p
—— = Qo 3.30
T Pn (3.30)
en(0) = ¢,(1) =0 (3.31)
Buradan da uygun olarak
Ay = 0P n=12,.. (3.32)
o () = V2sinnrz,n=1,2,.. (3.33)

bulunur. Bu yiizden de (3.28) — (3.29) siir deger probleminin dogurdugu diferensiyel

A operatoriiniin Green fonksiyonu agagidaki sekilde gosterilir:

2 <= sinnrz. sin nwé
n=1
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Ornek 3.2.7. [0,a] x [0,b] slciilii dikdortgen sekilli levha icin agagidaki siir deger
problemini ele alalim (Rasulov 1967).

DAAw = f(z,y),0<z<a,0<y<b, (3.35)

0w y
w o= o= 0, z=0, x = a oldugunda, (3.36)

92w
w = e =0, y=0, y = b oldugunda, (3.37)
Burada
4 4 4

VN (3.38)

ox?t 0x20y?  Oy*

olmakla beraber, biharmonik Laplace operatoriidiir.

EhR?

D=——
12(1 — 12)

levhanin silindirik sertligini gosteren parametre, h levhanin kalinligini, £ Yunk modiiliinii, v
ise Poisson katsayisim gosterir. w = w(z, y) levhanin (z, y) noktasindaki yer degistirmesini

(deformasyonu) ifade eder.

Ele aldigimiz (3.35) — (3.37) simr deger probleminin dogurdugu diferensiyel A
operatorii ozeglenik olmak iizere, asagidaki sekilde gosterilen G(x,y;&,n) Green

fonksiyonu vardir:

wi(z,y)e:(€,n)
G(z,y;€,1m) Eﬁ i : (3.39)
Burada
2 km mm
(r,y) = —=sin—ax.sin—vy , k,m=1,2, ... 3.40
¢i(z,y) N Y (3.40)

fonksiyonlar1 A operatoriiniin ortonormal karakteristik fonksiyonlar1 ve

D\Y? (K212 m2n?
== ——, 3.41
? (ph> {a2+bz} (341
levhanin titregimlerinin frekanslaridir, p ise levhanin materyalinin yogunlugudur. Bu-

rada ,(z,y) fonksiyonlar1 ve w; sayilari levhanin frekanslarinin artmasi yoniinde

tekrarlanmalar1 da dikkate alinarak siralanmiglardir.
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3.2.5 Sonlu yarigaphh sinirlardan serbest sabitlestirilmis kontrol edilen
dairesel levhanin simetrik yer degistirmelerinin Green fonksiyonu

ile ifadesi

Sonlu r = R yarigapli serbest sabitlegtirilmig kontrol edilen dairesel levhanin simetrik

yer degistirmelerinin denklemi

# 190 Pw 10w
2(55*75) (3 ror) = Zb 342

olmakla agsagidaki sinir sartlarin saglar:

Pw 10w
)l=r =0 (a— tr m)

Burada D levhanin sertlik katsayisidir. wq, ..., ux kontrol etkenleri ve by(r), ..., by(r)

= 0. (3.43)

uygun olarak kontrol etkenlerinin verilmis katsayilaridir.

(3.42) — (3.43) probleminin ¢oziimii agsagidaki formiille yazilir:

= zk: / G(r, €)bi(€)de, (3.44)

i=1

burada

Jo anT Jo Oénf)
G(r&) = DZ a2 (3.45)

Jl an

Bu formiildeki Jy(av,r) ve Ji (ay,r) uygun Bessel fonksiyonlaridir ve «, sayilari (3.42)—
(3.43) probleminin
Jo(ap,R) =0,n=1,2,... (3.46)

karakteristik denkleminin kokleridir.
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(3.44) formiiliindeki G(r,§) Green fonksiyonunu

62 1 a 82(.0 1 aw o 2 " 1 " 1 !
—_— —_—— —_— —_—— = w — —_ — —_ = .4
(87‘2 +7“87‘) (87“2 +7“87“) “ +7“w 2 +T3w 0 (3:47)
lineer diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimlerini wy(r); wa(r) = 7%

w3(r) = Inr, wy(r) = r?Inr yazarak Lagrange n sabiti varyasyon metodunu uygu-
layarak ve uygun olarak (3.22) — (3.26) formiillerini kullanarak agagidaki sekilde de
elde edebiliriz:

(1+InR)(R? —7?) — (&2 + R>)InR

Gre) = : bonO), (349
2 . 2
orE) = i f(hﬁ{2 D+ In&+1)r* ,0<r<¢{<R, (3.49)
Elnr+rilnr ,0<¢<r<R.
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4. KONTROL EDIiLEN YUZEYLERDE KONTROL ETKENLERININ
OPTIMAL DAGILIMI PROBLEMIi

4.1 Levhanmin Formunun (Seklinin) Bir Optimal Kontrolii Problemi

Bu calismada geometrik formlarin optimal kontroliinde kontrol etkenlerinin opti-
mal dagilimi problemi ele alinmigtir. Pek ¢ok teknik problemin ¢oziimii, geometrik
yiizeylerin formlarinin secimi ve bu formlarin optimal kontrolii problemi ile yakin-
dan ilgilidir. Ornegin, iki aynal radioteleskopun normal olarak calismasi atmosfer-
deki tiirbiilansin ve teleskobun esas aynasinda olusan deformasyonlarin etkileri ile

bozulabilir (Sekil 4.1) (Balas 1985, Bilyanskiy 1988, Vorontsov et al. 1988).

Sekil 4.1 Iki aynali radioteleskop

1-esas ayna, 2-yardimci ayna, 3-1sinlandiricr.

Caligma siirecinde radioteleskopda olusan bu tipli hatalarin ve yan etkilerin azaltil-
mas1 ve genelde aradan kaldirilmasi i¢in radioteleskoplarin yiizeyi kontrol edilir.
Bununla da radiodalgalarda olusan hatalarin ve yan etkilerin seviyesi kabullenilebile-
cek derecede azaltihir. Biz burada iki aynali radioteleskopun ikinci aynasinin
kontrolii problemini ele aldik. Bu problemi matematiksel olarak ifade etmek icin

radioteleskobun ikinci aynasinin yanlardan serbest sabitlestirilmis kalinhigi A olan
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bir dikdortgen seklinde levha oldugunu varsayalim (Sekil 4.2).

11 Uk
-
@ | B *
Q1 - Q]{

Sekil 4.2 Enine kuvvetlerin etkisi altinda olan dikdértgen levha

Boylece, radioteleskobun ikinci aynasinin arka tarafinda €2y, €2, ..., 2 bolgelerine
uygun olarak u,us, ..., ux kuvvetlerinin etki ettigini varsayalim (Sekil 4.2). O za-
man bu aynanin deforme olmug (egilmis) yiizeyinin durumu agagidaki kismi tiirevli

diferensiyel denklemini saglar (Rasulov 1967, Mustafayev 1981).

k
1
z=0vezx=aise
9%Q
Q=0 , Z5=0 (4.2)

y = 0 ve y = b alindiginda ise

Q=0 , =<=0 (4.3)

sinir sartlarini saglar.
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Buradaki (4.2) ve (4.3) siur sartlari, levhanin yanlardan serbest olarak sabitlegti-
rildigi sartlandir. @ (x,y) fonksiyonu, uy, us, ..., u; kontrol etkenlerinin etkisi altinda
levhanin aldig: gekildir. €2, levhanin zoy diizlemine dik projeksiyonu, o; (x,y) fonksi-

yonlar1 ise €2; bolgesinin karakteristik fonksiyonlari olup asagidaki esitlikle tanim-

lanir:
1 ) (.’L’, y) 7
O I (ZL’, y 1
ve
Q={(z,y):0<x<a , 0<y<b} (4.5)
Burada a ve b sayilar1 levhanin olgiileridir. AA biharmonik operator olup
ot ot ot
AA = 2 — 4.6
ox* + 0x201y? + oy* (4.6)

esitligi ile tamimlanir. D sayisi levhanin sertligini karakterize eden parametre olup

agsagidaki esitlikle belirlenir (Collatz 1963, Butkovskiy 1983).

ER3
D=5a—5 (4.7)

Bu (4.7) formiiliindeki E sayis1 levhanin esneklik modiilii, v Poisson katsayisi, h ise

levhanin kalinhigidir.

Burada radioteleskopun birinci aynasindaki yan etkilerin seviyesinin azalmasini garanti

eden, yiizey formunun denkleminin belli oldugunu ve bu yiizeyin denkleminin

Q* = Q* (.T, y) ) <x>y) € (48)

seklinde verildigini varsayalim (Kinber 1955).

Uy, Uz, ..., U kontrol etkenlerinin 6yle degerlerinin bulunmasi gerekir ki, bu deger-
lerde levhanin yiizeyinin egilmis formasim gosteren @ (x,y) fonksiyonu (4.1) den-

klemini ve (4.2), (4.3) sartlarim1 saglamakla arzu edilen Q* (z,y) yiizey formasindan
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orta quadratik sapmasi minimum olsun. Yani, uq,us, ..., u; kontrol etkenleri tyle

segilmeli ki, @ (z,y) fonksiyonu (4.1) — (4.2) — (4.3) sinir deger probleminin ¢oziimii

_ / / (Q(2,y) — Q" (z.y))? dzdy (4.9)

fonksiyoneline minimum deger versin.

olmak {izere

(4.1) denkleminin (4.2) ve (4.3) sartlarim saglayan ¢oziimii agagidaki formiille verilir

(Collatz 1963, Naymark 1969).

Ri(z,y) = / / G (2, €,) dedn (4.11)

Burada G (z,y;¢&,n) fonksiyonu (4.1) — (4.2) — (4.3) smur deger probleminin Green

fonksiyonu olup agagidaki formiille ifade edilir:

nmn

L, sin sin 7Y sin TS mﬂf sin 21
b
W4ab 5 Z Z - (4.12)

[<a> @]

G (z,y;6,m) =

(4.9) fonksiyonelinde @ (z,y) fonksiyonunun yerine (4.10) ifadesini yazarsak

2
= [ |ZL Ri(@,y) us - Q" (:v,y)] dzdy
0 (4.13)
= (u, Au) — 2(B,u) + C
olur. Burada,
Uy B,
B
u=| " . B=| " (4.14)
(o By,
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dir.
Bi= (@ k) = [[ @ 0 Bute.y) dody (4.15)
Q

= (Ri, R))! (4.16)

774,5=1

(Ri, R;) // (z,y) R; (z,y) dzdy (4.17)

C= Q2,0 = / / Q" (2, ) dedy (4.18)
Q

Bu formiillerde kullanilmig (B, u) sembolii k-boyutlu siitun vektorlerin Oklid uzayn-
daki skalar carpimi gosterir. Boylece, I fonksiyonelinin u vektoriine gore minimu-

munu bulmak i¢in

I =(u,Au) — 2(B,u) + C (4.19)

ifadesinden wu vektoriine gore tiirev alalim. O zaman A matrisinin simetrik matris

oldugunu dikkate alirsak

ol
— =2Au— 2B 4.20
o u (4.20)
olur.Bu nedenle de
ol
- — 4.21
5 = © (4.21)
gerek sart1
Au= B (4.22)

seklinde yazilir. Buradan ise det A # 0 sartinin saglandigini varsayarak v vektoriiniin
optimal degeri icin

ug=A"'B (4.23)

formiiliinti buluruz (Mustafayev 1994).

(4.23) formiilii ile ifade edilen optimal uy degerini I fonksiyonelinin (4.13) ifadesinde

yerine yazarsak bu fonksiyonelin minimum degeri i¢in agsagidaki ifadeyi buluruz.

2

(4.24)

k
HQ* > (@, R)R

4,j=1

L2 (2)
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2

- Il [Q* ()= 3 0 (' By By )| dady

ij=1

Burada a;; sayilar1 A~' matrisinin elemanlaridir.
4.2 Kontrol Etkenlerinin Optimal Dagilimi1 Problemi

Onceki kissmda wq, s, ..., us, etkenlerinin etki ettikleri, Oy, s, ..., ) bolgelerinin €
bolgesinde ortak noktalari olmayan keyfi bolgeler olduklarin1 ve kontrol siirecinde
degismez varsaydik. @Q* (x,y) fonksiyonu tnceden belli olan bir fonksiyon olarak
alindi. Simdi burada, radioteleskobun galigma siirecinde levhanin arzu edilen Q* (z, y)
yiizeyi bir M arzu edilebilecek yiizeyler simifindan alinir. Bu durumda levhada
Q1,Qs, ..., Qi bolgelerinin dagiliminin se¢imi tiim M sinifi ig¢in gegerli olmak iizere

agsagidaki gekilde degerlendirilebilir (Mustafayev 1981).
S =sup I (4.25)

Q*eM

O halde €24, €2, ..., €% bolgelerinin §2 bolgesinde dagilimi dyle secilmeli ki, bu dagilimda

(4.25) egitligi ile tanimlanan S fonksiyoneli en kiigiik degerini alsin.

S —minimum (4.26)
01,92,

4.3 Levhada Kontrol Etkenlerinin Optimal Dagilimi Probleminin Bir Li-
neer Operatoriin Sonlu Boyutlu Lineer Operatorlerle Approksimas-

yonu Problemine Getirilmesi

Yukarida alinan M smifinin dogru belirlenmesi radioteleskobun normal ¢aligmasini
saglar. Burada M smifi olarak, (4.5) bolgesinde tanimlanmig 4.iincii mertebeye kadar

( 4.iincii mertebede dahil olmak iizere ) tiim kismi tiirevleri var ve siirekli olan (4.2)
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ve (4.3) siur sartlarini ve

[AAQ| ) <1 (4.27)

sartin1 saglayan fonksiyonlarin M smifin1 alahm. Bu smif radioteleskobun ikinci
aynasinin alabilecegi tiim miimkiin formlarinin sinifidir. Bu M smifindan alinmig

herbir Q* (z,y) € M fonksiyonu agagidaki sekilde gosterilebilir (Collatz 1963).
CQ*(x,y)==J(/}?(x,yzﬁ,n)h(f,n)dfdn (4.28)
Q

Burada h (§,1) = AAQ* ve G (x,y; &, n) fonksiyonu (4.12) formiilii ile verilmis Green

fonksiyonudur.

(4.28) egitligi ile H = Lo (Q2) Hilbert uzayim bu uzaym kendisine doniisgtiiren tama-

men siirekli ( kompakt ) 6zeglenik lineer B : H — H operatorii tanimlanir:

Bh = Q* (4.29)

Simdi (4.25) egitligi ile tanimlanmig S fonksiyonelinde (4.24) esitligini dikkate alarak

bu fonksiyoneli agagidaki sekle doniistiirelim:

S = sup I
Q*eM
. 2
= sup // Bh — Z a;j (h, BR;) R;| dxdy
imi<1 J Ja =
= |IB~Plim
Boylece,
S =B~ Pl (4.30)
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olur. Burada P operatorii

k
Ph=Y" i (h, BR;)R; (4.31)

3,7=1

dir. Sonug olarak, (4.26) ve (4.30) dan asagidaki ekstremum problemi elde edilir.

2 ..
1B = Pllz ) —pinimum (4.32)

Burada €24, €),, ..., Q) bolgelerinin €2 bolgesinde optimal dagilimi problemi tamamen
siirekli B € o (H) operatoriiniin sonlu k-boyutlu lineer P € L (H, Hy,) operatorii ile
en iyi approksimasyonu problemine getirildi. Burada L (H, Hy,) ile tiim H uzaymnda
tanmimlanmig degerleri Hy Hilbert uzayinda olan lineer sinirh operatorlerin Banach

uzay1 gosterilmistir.

4.4 Lineer Tamamen Siirekli Ozeslenik Operatérlerin Sonlu Boyutlu Li-

neer Operatorlerle Approksimasyonu Hakkinda Teorem

Lineer tamamen siirekli ¢zeglenik operatorlerin sonlu boyutlu lineer operatorlerle

approksimasyonu probleminin ¢oziimii, Teorem 2.9.6 da verilmistir. Bu teorem agag-

daki sekilde de yazilabilir.

Teorem 4.4.1 : B operatorii lineer tamamen siirekli 6zeglenik operator,
ALy A2y ey Apy e (4.33)

sayilar1 bu operatoriin

M>A> >\ > (4.34)

sartlarin1 saglayan karakteristik sayilar1 ve

€1,€2, vy Crpy oo (4.35)
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elemanlar1 bu sayilara uygun B operatoriiniin karakteristik vektorlerinden yapilmig
ortonormal baz vektorleri sistemi olsun. O zaman P operatorii boyutu k sayisini ag-
mayan sonlu boyutlu lineer operatér oldugunda S = || B — P||* fonksiyoneli minimum
So :igf |B — P||* degerini agagidaki esitlikle tanimlanan k-boyutlu Py operatoriinde
alir:

k
Poh =" (h,e;) Aie; (4.36)

=1

Burada P = P, alindiginda S fonksiyonelinin minimal Sy degeri i¢in
So =B = Rl = Aty (B) (4.37)

esitligi elde edilir. Burada Az (B) sembolii ile B operatoriiniin (k + 1)-nci karak-
teristik sayisi gosterilmistir (Gochberg and Krein 1965, Trenogin 1980).

4.5 Kontrol Etkenlerinin Optimal Dagilimi Probleminin Sonlu Boyutlu
Lineer Operatorlerin Sonlu Boyutlu Lineer Operatorlerle Approksi-

masyonu Problemine Getirilmesi

Yukarida 6nceki kisimda verilen Teorem 4.4.1 e dayanarak, uygun olarak (4.31) ve
(4.36) esitlikleri ile tanimlanan P ve P, operatorlerini karsilagtirdigimizda goriiyoruz
ki, 1, Qs, ..., 2 bolgelerinin dagiliminin optimal olmasi i¢in bu bolgeler dyle secilmeli
ki,

P=F (4.38)
esitligi saglansin. Ama bolgelerin (4.38) egitligini saglayan sec¢imini gergeklegtirmek

her zaman kolay degildir. Bu nedenle de burada
0<|B=P|-[B-h|<|k-P| (4.39)
esitsizligine dayanarak (2q, (2o, ..., {2 bolgelerinin dagilimini 6yle segelim ki,

| Py — P|| —minimum (4.40)

Q1,Q2,...,Q
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olsun.

4.6 Kontrol Etkenlerinin Optimal Dagilimi Probleminin Yaklagik C6ziim
Metodu

Boliim 2.11 de verilen bilgilere ve Teorem 2.11.1 ve Teorem 2.11.2 ye dayanarak
onceki kisimda (4.40) problemini gozoniinde tutarak €2, s, ..., Q) bolgelerinin opti-

mal dagilimi problemini ele alalim. Dikkat edelim ki,

k

Pg=> ui(g) R (4.41)
i=1

operatoriiniin degerler bolgesi R (P), uygun olarak Rj, Rs, ..., Ry fonksiyonlarmin

dogurdugu s = {R1, Ry, ..., Ry} alt wzay1 ile cakigir. Yani,

R(P) = Sy{R1, Ry, ..., R} C Lo () dir. uy (9),u2(g), ..., ux (g) katsayilarimi keyfi

olarak se¢mekle degerler bolgesi {Ri, Ra,..., Ry} alt uzayinda olan farkhi farkh

P:H — Hy = S,{R1, Ry, ..., R} operatorleri elde edilebilir.

Simdi, 7 alt uzay: olarak (4.28) ve (4.29) esitlikleri ile tanimlanan B operatoriiniin

birinci k sayida karakteristik vektorlerin dogurdugu alt uzayini alalim.

Teorem 4.4.1 e dayanarak €2, s, ..., Q. bolgelerinin optimal dagilimini 6yle secelim
ki, 2 = {Ry, Rs, ..., Ri } alt uzay1 7 alt uzayi ile ¢akigsin. Bu durumda P, = P, = F,
esitligi saglanir. Ama genelde boyle bir segimi gergeklestirmek miimkiin degildir. Bu
nedenle de, s ve 7 alt uzaylarmin yakinhgim p (3, 7) = ||P,, — P;|| fonksiyonu ile

karakterize ederek €2y, €)s, ..., 2 bolgelerinin dagilimini 6yle secelim ki,
| P,, — P;|| — minimum. (4.42)

sart1 saglansin.
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Burada (4.37) ve (4.39) ile (2.38) ve (2.39) u kullanarak asagidaki degerlendirmeleri

elde ederiz:

0 < |[P=hl=P.— Pl =v1-X(K) (4.43)

< VI - K]

Bu degerlendirmeden goriiyoruz ki, €21,€, ..., bolgelerinin optimal dagilimini,
ornegin,

A1 (K) — maximum (4.44)

veya

Il — K| — minimum (4.45)

sartindan segebiliriz.

Boylece, 4, ..., i, bolgelerinin optimal dagilimini elde etmek icin K operatoriine
uygun pozitif belirli simetrik matrisinin minimal karakteristik A\; (K) sayisinin

Q1,Qs, ..., Q) parametrelerine gore maksimallestirmemiz yeterlidir.

4.7 Kontrol Etkenlerinin Dikdoértgen Seklindeki Levhada Optimal Dagili-
minin Yaklagik C6ziim Metodu

Sadelik igin €2y, s, ..., Q) bolgelerinin koordinatlart (&1,7;), (€5,m5) 5 -, (g, M) Olan

noktalar oldugunu varsayalim. O zaman

R (z,y) =G (z,y,&,m;) , i=1,2,....k (4.46)

olur.

Bu durumda B operatoriiniin karakteristik fonksiyonlar: ve uygun karakteristik sayilari
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agagidaki formiillerle ifade edilirler (Collatz 1963, Butkovskiy 1983).

2
e (x,y) = —=sin M7 ¢ sin n—7Ty , n,m=12,.. (4.47)

Vab a b

1
A = , n,m=1,2,.. (4.48)

@)+ (3]

Burada \; sayilan tekrarlanmalarida dikkate alinarak azalma yoniinde siralanir.

(2.38) ve (2.39) formiiliinden ve (4.43) degerlendirmesinden ve uygun olarak (4.44)
den goriiyoruz ki, (£1,1;) , (€9,M3) , -, (€, M) noktalarinin koordinatlar: optimal olarak
oyle secilmeli ki,

K = A;y% AyzA;zlAzyA;y% (4.49)

esitligi ile tamimlanan 6zeslenik K operatoriiniin minimal karakteristik A\; (K) sayisi

maksimum deger alsin. Burada
zi=Ri =G (z,y,&,m;) , i=1,2,..,k (4.50)

yi=ei(zy) , i=12..k (4.51)

aliriz. B operatoriiniin karakteristik vektorleri olan {ei}le vektorleri sistemi orto-

normal sistem oldugundan
Ay =0 =0y =1 (4.52)

olur.

G (z,y,&,n) fonksiyonunun (4.12) ifadesinden agagidaki esitlikler bulunur.
(Zi7yj) = )‘jej (517772) ) 7’7] = 1727"'7k (453)

(y’hzj) = )\’iei (5]‘777]') ’ 7’7] = 1727 7k (454)
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(2i,25) = Z)\ien (&,1m;) en (§j,77j) , L,i=1,2,..,k (4.55)

n=1

K operatoriiniin matrisinin elemanlariin ifadelerinden goriiyoruz ki, D ve h para-
metreleri sabit olduklarinda levhada noktalarin optimal dagilimi levhanin kalinhigim
gosteren h sayisina ve levhanin sertligini gésteren D sayisina bagh degildir. Ama
noktalarin optimal dagilimi levhanin gekline ( dikdértgen, daire veya halka geklinde

olmasina ) ve levhanim sinirlardan baglanma gesidine ( smur sartlarina ) baghdir.

a = 1, b = 1 halinde sayisal hesaplamalardan, ornegin; k£ = 4 aldigimizda
24 (0,25;0,25), 85 (0,25;0,75),Q3 (0, 75;0,75) ve Q4 (0, 75; 0, 25) seklinde noktalarin
optimal dagilim elde edilir. Bu dagihmda ||P,, — P;||> = 0,01 olur.

4.8 Telde Kontrol Etkenlerinin Optimal Dagiliminin Yaklasik C6ziim Metodu

x = 0 ve x = 1 ug noktalarinda sabitlestirilmis teli ele alalim. Bu telin denge durumu
Oz koordinat ekseninin 0 < z < 1 araligi ile cakigik ve Q@ = {z : 0 < 2 < 1} olur. Ele
aldigimiz bu telin uygun olarak &, ...,§, € [0, 1] noktalarinda tele dik olmak iizere
uq, ..., ug kontrol etkenlerinin etki ettigini var sayalim. Bu etkenlerin etkisi altinda

tel, bir kesik (kirik) c¢izgi seklini alacaktir (Sekil 4.3).

Sekil 4.3 Kontrol etkenlerinin etkisi altinda telin aldig: sekil
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Matematiksel olarak telin denge durumundan yer degigme fonksiyonu Q(x) asagidaki

formiille ifade edilir (Collatz 1963).

Q(z) = ZuiG(a:, £). (4.56)

Bu formiildeki G(x,&) fonksiyonu asagidaki simir-deger probleminin Green fonksi-

yonudur (Butkovskiy 1983).

—(57622 = f(z), 0<z <1, (4.57)
Q(0) = 0, Q(1) =0, (4.58)

(burada f(z) fonksiyonu verilmis belli bir fonksiyondur).

(4.57) — (4.58) probleminin Green fonksiyonu agagidaki

G(x;6) = U=Qe o=l , (4.59)
(1 - Z’)f y X > 5
veya
Gla:€) = % Z smnm;zsmmrﬁl (4.60)
n=1

Burada telin arzu ettigimiz gekillerinin simfi M, [0, 1] araliginda tanimlanmg iki kez
siirekli difrensiyellenen ve x = 0 ve x = 1 noktalarinda (4.58) siir sartlarini saglayan

ve bunlara ilave

dx?

/(d%)(x))dx <1 (4.61)

sartim da saglayan Q*(x) formlarindan olugan kiime oldugunu varsayalim. Bu halde

B integral operatorii

Bh = / G €)h(€)de. (4.62)

111



formiilii ile tamimlanir. (4.62) formiiliindeki h(x) fonksiyonu h(x) = %Q*(m) esitligi

ile tanimlanan fonksiyondur.

Boylece, (4.62) ve (4.59) (veya (4.60)) formiilleri ile tanmmlanan B integral
operatorii L[2o,1] uzayini L[2o,1] uzayma doniigtiiren tamamen siirekli (kompakt) ve
ozeslenik

operatordiir. Bu operatoriin Ay, ..., A,, ... karakteristik sayilar1 ve bu sayilara uygun
e1(z), ..., en(x), ... karakteristik fonksiyonlar agagidaki formiillerle verilir:

N 1
n = -
n2n?’

n=12 .., (4.63)

en(x) = V2sinnmz, n=1,2, ... (4.64)

Bu 6rnek halinde » = {Ry, ..., R, } altuzay1 R; = G(x;¢&;), i = 1,2, ..., k fonksiyonlar

ile tanimlamr. 7 altuzay ise e;(x) = v/2sininz, i = 1,2, ..., & fonksiyonlari ile verilir.

Boylece, uq, ..., u; kontrol etkenlerinin telde optimal dagilimini elde etmek i¢in &, ..., &,

koordinatlarini

F(&, &) =1 =X\ (K).

fonksiyonu minimum deger almasi sartindan bulunur. Burada A;(K) sayisi
1 1
K = Ay A AN A2 operatoriiniin minimal karakteristik sayisidir. Bu érnek

halinde
zi=R;=G(x;§,), i =1,2,..,K, (4.65)

y; = e;(z) = V2sininz, i =1,2,..., kK. (4.66)

1
Burada {e;} sistemi ortonormal sistem oldugundan A, = Al = A,? = I olur.
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Uygun olarak A, ve A,, matrisleri agagidaki formiillerle tanimlanir:
2
{Ay:}i = 7;/]_ sin j¢;, (4.67)

56 (1= &)1 = &) + 3661 - &)
+H1 = €)E 365 - &) — 3(&5 - &)
{Bchiy = () = 4 3€1(1 =€) & <&
565 (1=&)(1 = &) + 3661 - &)
+(1 = &)¢[5(&6 — &) — 5(&7 = €)]

751’ <€j

7§j <§z

k = 10 icin iistte gosterilmis sema esasinda sayisal hesaplamalardan agagidaki sonuglar

elde edildi:

¢ = 0,5924; &, = 0,1728; &, = 0,2811; &, = 0,3770; & = 0,4736;
& = 0,5771; & = 0,6837; & = 0,7825; &, = 0,8819; &, = 0, 8900.

Kontrol etkenlerinin bu dagilhiminda
||P, — P|]*=1—-\(K) = 0,028

olur.

4.9 Kontrol Etkenlerinin Minimum Sayida Sec¢imi I¢in Bir Metod

Kontrol etkenlerinin sayisinin minimum sayida secilmesi de kontrol teorisinde 6nemli
problemlerdendir. Bu problemin ¢oziimii de, kontrol etkenlerinin optimal dagilimi
problemi gibi lineer operatoriin sonlu boyutlu operatorlerle approksimasyonu prob-

lemine dayanarak ¢oziilebilir.
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Gergekten de 6rnegin, levhada kontrol etkenlerinin optimal dagilimi béliimiinde kon-

trol etkenlerinin optimal dagilimi problemi

S =sup Iy — min
Q*EM Ql,“.,Qk

problemine getirildi. Burada

2

k
Iy = HQ* - Z aij(Q*7Rj)Ri

ij=1

L2(22)

N // [Q*(x’y)_Zk:“ij(Q*ﬂj)Rz’(%y)rdxdy

1,7=1

ile verilir. Iy’in bu ifadesinden goriiliiyor ki Iy fonksiyoneli ve ayni zamanda

S =sup I fonksiyoneli de kontrol etkenlerinin sayisi olan k sayisina baghdir. Yani
Q*eM

S = S(k)

dir. Diger yandan, bolim 4.3 de S = |[|B — PH%(H) formiilii ile
S(k) =S =||B — P||3 4, oldugunu da gostermistik.

Bu boliimde levhada kontrol etkenlerinin optimal dagilimi probleminin
B < _ 2 ;
S(k)=S5=|B PHL(H) —>anl%

problemine getirildigi de gosterildi.

Boliim 4.4 de ise S = sup I fonksiyonelinin minimum degerinin
Q*eM

So(k) = So = ||B — R||> = Ap41(B)

oldugu da (4.37) de gosterildi.
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Bu sonuncu esitlikten goriiyoruz ki lineer operatoriin sonlu boyutlu operatorlerle
approksimasyonundaki en kiigiik hata |Apy1(B)| saywisima esit olur (veya bu sayiy
agmaz). Eger bu hata yiizeylerin kontrolii bakimmdan kabul edilebilir ise (yani gok
biiyiik bir say1 degilse 6rnegin, ¢ = 0.01 veya e = 0.001 ise) o zaman A\ 1(B) sayisina

uygun olan £ sayisi kontrol etkenlerinin minimum sayisi olarak alinabilir.
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