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NOTASYON LISTESI

Tezde, genel olarak, uluslararas: yaymlarda yaygin bir gekilde kulla-
nilmakta olan notasyon kullamlmugtir. Bu nedenle, defigik harflerin ve
sembollerin anlamlarimin burada ayrica belirtilmesine gerek yoktur. Bu-
nunla beraber tezde kullamlan ve ¢ok yaygin olmayan baz1 notasyon gekilleri

agafhda agiklanmugtar.

-

a = (a1, a2, ag) bilegenleri a;, a», ag olan herhangi bir a vektoriidiir.
z = (21, z3, #3) bilegenleri z1, 22, 3 olan yer vektoriidiir.

¥ = (y1, ¥2, y3) bilegenleri y1, y2, ys olan yer vektorudiir.

z' = (21, 22) z yer vektoriiniin z3 = 0 diizlemindeki izdigimidiir.
¥ = (y1,y2) y yer vektoriniin y3 = 0 dizlemindeki 1zdiigimiidir.

dz = dz,d2sdeg , dy = dydysdys , dz' = dzidz, ve dyl = dyidy-
cok kath bolgesel integrallere ait olan integrasyon elemanlarini be-
lirten differansiyellerdir.
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OZET

Bu ¢ahigmada, elekiromagnetik 6zellikleri belirh bir yan uzaya gomili
bulunan, dogrultusu bilinen sonsuz uzun bir silindirik cismin yerinin, ilet-
kenliginin ve dielektrik katsayisimin ortaya ¢ikarilmas: icin geligtirilen bir
hibrid yontem ayrmtili olarak incelenmigtir. Burada problem o6nce 86z
konusu gomiilii cismi belirlemeye yarayan cisim fonksiyonunun sagladi$
bir integral denkleme indirgenmig, daha sonra da bu integral denklem,
degigkenlerden biri bakimindan spektral digeri bakimindan da moment
yontemine dayanan bir hibrid gosterilim kullamlarak ¢ozilmigtir. Yon-
temin uygulanabilirliini ve elde edilen sonucun dogruluk derecesini gos-
termek amaciyla baz 6rnek uygulamalar yapilmigtir.



SUMMARY

A HYBRID METHOD FOR NUMERICAL SOLUTIONS
OF INVERSE SCATTERING PROBLEMS RELATED TO
CYLINDRICAL BODIES BURIED IN A HALF-SPACE

The main objective in an inverse scattering problem is to recover the
geometrical (location and shape) and physical {(constitutive parameters)
properties of an inaccessible body by counsidering its effect on the propa-
gation of certain waves. During last two decades enormous efforts have
been devoted to the investigation of these problems. Most of the available
publications concern the bodies located in an infinite homogeneous space
whereas the bodies buried in a known host medium is much more impor-
tant from both pur scientific and application points of view. The available
investigations related to buried bodies are, in general, exact investigations
dwelling on spectral representations of the field. These investigations are
based on certain approximate equations (for example the well-known Born
approximation) and, hence, concern only certain particular cases. In order
to be able to treat more general cases one has to develop suitable numer-
ical techniques. But as far as we know, purely numerical investigations
devoted to inverse scattering problems connected with "buried bodies”
have not been published till now. One of the main difficulties in direct
numerical techniques is that they are more susceptible to the ill-posedness,
inherent to inverse problems, as compared to the exact methods dwelling
on spectral representation. In the case of buried objects an other diffi-
culty is added to the ill-posedness; namely: an explicit expression of the
related Green function, suitable to numerical computations, is not known.
The aim of this work is to develop a “hybrid” method suitable to the case
of cylindrical bodies buried in a half-space. This method which dwell
on a spectral representation with respect to one of the space coordinates
while the representation in the other coordinate is given through finite
elements reduces also the effect of the ill-posedness on the result. The
essential points of the method will be explained below. We remark that
our concern is only the electromagnetic properties of the body.
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Let the half-spaces z3 > 0 and z2 < 0 be filled with the simple non-
conducting and non-magnetic materials hav'mg different permittivities o
and €1, respectively. We assume that the region 2, <0 involves a non-

etic cylindrical body D whose permlttlvrby e:(z ) and conductivity
a(z ) are unknown continuous functions of ' = (z1,22) (see Figure-1).
Our main aim consists of the determination of these functions. To this
end we want to illuminate this body by a plane wave excited in the half-
spa,ce ze > 0 such that the electric field is parallel to the z3-axis, i.e:

= (0,0,u'(2')). Then the contribution of the body to the total field
to be observed on a line {z; = constant, z3 =0, 21 € (—o0, 0)} lying in
the upper half-space z; > 0, say up(z’ ), will permit us to determine the
sought functions £(z') and a(z )

A%,

€0, Ho
J,=0

0 X1
€, g 1
OI-l: /V Be(x), 00 .
(= .

Be(x),ox’)

Figure-1 Geometry Of The Problem.
The above-mentioned contribution of the body to the field is defined

up(z' ) = u(z') ~ uo(z ),

where u(z ) denotes the total field while ug(z') stands for the total field
which would be observed if the body D were not exist. An explicit expres-
sion of uo(z ) can be found very easily through some simple computations
and are given in every text books. As to the contribution of D, one can
easily show that it satisfies the Helmholtz equation

Aup + k*(z2)up = —k(22)v(z Ju(=z ) (1)

vii



in the sense of distribution under the radiation condition. Here k%(z2)
and v(z') have the following significances:

k% (22) = w’poe(z2)

vz )=¢(z)/e(za) — 1

with

_Jeo , 29 >0
e(zg)—{el , 22<0

@) =¢l)+io(z)/w ,

The determination of the function v(z') is sufficient to solve the inverse
problem completely because its support determines the location and the
shape of D while the real and imaginary parts of it gives the functions
e(z ) and o(z'). For this reason the function »(z') is named as ”object
function”.

The problem put by the differential equation (1) is equivalent to the
following integral equation:

un(e) = [ GG, olo oty )y )
B

Here G’(zl , y') shows the Green function connected with the two-part space
not involving D while B is the cross-sectlon of D. An explicit expresmon of
the Fourier transform of G(z ,y') with respect to 21, say Gy, 22,y ), can
be found very easily through the differential equation satisfied by G‘(a: 'Y )
Therefore our method will dwell on the Fourier transform of (2) namely:

ap(v, 22) = k2 / (v, 22, 0, y2)B(v, 32)dy2 3)

Here j(v, 22) stands for the Fourier transform of p(z') = v(z'Ju(z'). The
equation (3) constitutes the base of our method.

From (3) we will find first an explicit expression of § as a function
of y2. This will be achieved through classical moment method. The
essential steps of the method are as follows:



i) In the half space z3 < 0 fixe first N horizontal layers of thick-
ness 2k such that the region B is covered by these layers and in
each layer the function p(z') can be approximated as follows (see
Figure-2):

M
p(z) = Y Anmém(z1) 2 € n—thlager (4)

m=-M

Here {¢m (1)} stands for a basis set which along with the number
M will be determined later.

ii) Measure the field up(z') on a line z; = const. > 0 and compute
ip(v, 22) for some fixed vy, v2, ..., vN(2M41)-

iii) By putting (4) and #p(;, z2) mentioned above in (3) write a
linear system of algebraic equations for A,,,, and, by inverting
it, solve the constants Ay,.

iv) By using the constants A, in (4) compute p(z').

v) Use the value of p(z') in (3) and compute the field u(z') inside
the region B.

vi) By dividing the results obtained in (iv) and (v) compute v(z )
inside the n-th layer.

Figure-2 Horizontal Layers In The Region 22 < 0.



The function G’(V, 22,y ) involves a factor exp {—\/u2 - kgzg} which
decays exponentially when || > k. The ill-posedness of the inverse
problem is closely related to this factor. In order to reduce the effect of
this factor in the result we can choose the points »; mentioned above such
that || < kg. Such a choice can be admissible if the band ”duration” of
the basis functions, say D, is less than ky. This is a basic criteria to be
considered in the choice of the basis functions. We choose these functions
as follows:

i) ¢o(=1) is a function of bounded support namely: @o(21) = 0
for |1 > 2d. The support of ¢o(z1) is such that the band
”duration” of ¢g has its minimum value (The condition D < kg
permits us to determine the value of d).

il) The other elements of the basis set are given by the relation
bm(21) = do(21 — md) (see Figure-3). From the solution of the
Euler equation connected with the function @o(z1) we find that

do(@) =cos T, |m| < d

and

Figure-3 Basis Functions.



In order to see the accuracy to be obtained by the method established
above some illustrative examples were considered for both noiseless and
noisy data.



BOLUM 1

GIRIS

1.1. Konu ve Onemi

Bir Ters sagilma probleminin amaci, genellikle, yanina yaklasilamayan
cisimlerin geometrik ve fiziksel ozelliklerini, bu cismin dalga yayihmina
yapmig oldugu etkileri uzaktan gozleyerek belirlemekten ibarettir. Burada
80zl edilen geometrik ozellikler cismin gekli ve konumu, fiziksel 6zellikler
ise ”biinye parametreleri”’dir. Bu inceleme kapsaminda goz oniine alimacak
fiziksel ozellikler, sadece , elektromagnetik ozellikler olarak bilinen dielek-
trik permitivite, magnetik gecirgenlik ve elektrik iletkenlik olacaktir. Bu
nedenle, kullamlacak dalga da elektromagnetik dalgadir. Ogzellikleri belir-
lenmeye gahsgilan cisim ya sonsuz genig bir ortamda bulunur ya da 6zellik-

leri bilinen, simirh, bir bagka ortamin igine gémiilii olur.

Yukanida belirtilen gekliyle ortaya konmug bulunan ters sagilma prob-
lemleri son yirmi yil iginde gok yofun aragfirmalara konu olmug bulun-
maktadir. Altmigh yillarin sonunda baglayan [1] ve ¢ok biiyiik bir hizla
artan yaymlarm bir listesini vermek artik miimkiin degildir. Bu konudaki
yaywnlar matematikten miithendislife kadar 6ylesine degigik ve bol sayida
dergide yer almaktadir ki; konuya yakindan ilgi duyanlarm bile her geyi
saghkh bir bi¢cimde izlemeleri olanak dijgdir. Konuya duyulan bu genig
ilgi, yer bilimleri, haberlegme, uzaktan algilama, tahribatsiz muayene, tip
v.b. dallardaki mevcut ve olam pratik uygulamalarin yam sira, kuantum
mekanifi, atmosfer fizigi, matamatik v.b. dallardaki salt bilimsel ilgiden
de kaynaklanmaktadir.



Ters sacilma konusunda bugiine kadar yapilmg bulunan yayinlann
cok bityiik bir kistm sonsuz genig bir homojen ortamda bulunan cisimlere
yonelik olmugtur. Bu problemleri incelemek amaciyla geligtirilmig bulu-
nan kesin yontemlerin bir kism, biyik bir gicliik gostermeden, sinirh bir
ortam igine gomiili bulunan cisimlere de genigletilebilirler. Yontemlerin
ancak bir kistm igin gegerli olabilen bu genigletme, ne yazik ki her yontem
icin s6z konusu degildir. Ornegin, kesin yontemler olusturmakda biiyiik
kolayhklar saglayan Born yaklagmm, homojen uzayda bulunan cisimlerin
86z konusu oldugu hallerde sadece aranan cisimle dig ortam arasmdaki
ozellik farkinmn (kontrast’in} yeter derecede kiigiik olmasina dayanir. G6-
miili cisimler halinde bu yaklagim her zaman kullamlamaz, ¢iinki, gereksi-
nim duyulan basitlegtirmelerin yapilabilmesi icin cismi iginde bulunduran
ortam ile dig ortam arasindaki kontrastin da (eger elektrik alan arakesit
yizeyine her noktada paralel degil ise) kiigiik olmas: gerekir. Ote yan-
dan, cismi icinde barindiran bolgenin sinirlarinda ardisik yansimalar da
oluguyorsa, cisimle etkilegimde bulunan dalganin yapisi da ¢ok karmamk
olur (6rnegin bk. [2]). Bu kisa agiklamalardan agikca goriililyor ki;
gomiili cisimler halinde ters sagiima problemlerinin kendine dzgi giig-
lukleri vardir ve ayrintil bir gekilde ele ahimmalan gerekir.

Gomili cisimlere iligkin ters sagilma problemleri arasinda, bir ho-
mojen yari-uzaya gomilii silindirik cisimleri ilgilendirenlerin ayricahkh
bir konumu vardir.  Ozellikle yer bilimleri, maden arama v.b. konu-
lar bakimindan bir ”ideal model” niteliinde bulunan bu yap: ayrintih
bir bicimde olmasa da, bir kag aragtirici tarafindan ele ahmmg bulun-
maktadir (rnegin bk.[3-5]). Kesin ¢6ziim bulmay: amaglayan bu in-
celemeler ancak bir takim varsayimlar altinda gecerlidirler, So6zii edilen
varsayumlar, giiphesiz, sonuglarm kullamm alanim bilyiik olgiide daralt-
maktadir. Oldukg¢a genel sayilabilecek kogullar altinda uygulanabilir olan
yontemler, giiphesiz, ”sayisal” yontemlerdir. Goémiilii cisimlere iligkin
ters sagilma problemleri, bildigimiz kadariyla, dogrudan dogruya sayisal
denebilecek yontemlerle gimdiye kadar hic ele ahnmig degildir.



1.2. Tezin Amaci ve Igerig

Bu tezin amaci, bir homojen yari-uzaya gomiili bulunan silindirik
cisimlere iligkin ters sagilma problemlerini ¢6zmeye elverigli bir sayisal
yontem geligtirmektir. YoOntemin esasi, anahatlariyla, Ra ve arkadaglan
(bk.[6-7]) tarafindan geligtirilen ve "moment” metoduna dayanan sayisal
yontemin “optimum” big¢imde gomiilii cisimler haline genigletilmesinden
ibarettir.  Ogzellikleri belirlenecek olan cismin dogrultusunun onceden
bilindi¥i ve magnetik olmayan bir malzemeden yapilmig oldugu varsayil-
maktadir. Aynca, Bu cismi icinde bulunduran yari-uzaym da, uzaym
diger yans: gibi, magnetik olmadi varsay:acaktir. Silindirin kesiti tze-
rine herhangi bir kisitlama koymaya gerek duyulmamaktadir. Bu kesit bir
ka¢ aynk parcadan da olugmug olabilir. Silindirin dogrultusunun 6nceden
biliniyor olmasi, kullanilan elektrik alanin polarizasyonunun uygun segil-
mesiyle, problemin bir skaler probleme doniigmesine neden olmakta ve,
boylece, biiyik kolayhk saglamaktadir. Buna kargm, bu tirden en ilging
problemlerin dogrultusu bilinmeyen silindirik cisimlere iligkin problemler
olduklan da apagiktir.

Asaghda, ikinci bolimde problemin tanimm (formiilasyonu) yapilacak
ve ¢Ozm igin onerilen yontem agiklanacakiir. Bu bolimde, kisaca, dogru-
dan dogruya kullanilan moment yontemi ile spekiral temele dayal yontem-
lerin sayisal ¢6ziim yoniinden iyi ve kotii olan yanlan da aciklanmaya cah-
gilacaktir. Boylece, Onerilen yontemin konumu daha fazla agikhk kazanmig
olacaktir. Yontemin uygulanabilirlifini ve elde edilen sonuglarm kalitesini
gorebilmek amaciyla, sonuglar bir takim 6rnek problemlere uygulanmustar.
Ugiincii Béliim bu tiirden ornek uygulamalara ayrilmstir. Uygulamalar
igin gerekli olan ve gergek uygulamalarda dlgme ile saflanmas gereken
degerler (datalar) burada yapay yolla (diiz sagilma probleminin sayisal
¢oziimii ile) saglanmgtir. Bu amagla kullanilan ifadeler Ek A boliimiinde
verilmigtir. Son olarak, Dordiincii Boliimde problemin ve onerilen yon-
temin toplu bir gekilde degerlendirilmesi yapilmg ve ileri agamada yapil-
mas) gereken aragtirmalara dikkat cekilmigtir.



BOLUM 2

PROBLEMIN FORMULASYONU VE GOZUMU

2.1. Problemin Formiilasyonu

Sonsuz genig uzaym z2 > 0 ve 22 < 0 ile belirlenen yanlan, biinye
parametreleri, sirasiyla, (o, po, 00) ve (&1, g1, 01) olan basit maddelerle
dolu bulunsun ve z; < 0 alt yari-uzay: silindirik ve sonsuz uzun bir D
cismini icersin.* D nin B ile gosterilen dik kesiti biribirinden ayrik bir
¢ok parcadan olugmusg olabilir (bk.gek.2.1.). Burada goz oniine alinmak
istenilen problem, z2 > 0 bolgesinde yapilabilecek Slgmelerle D cisminin
konumunun, geklinin ve biinye parametrelerinin belirlenmesinden ibarettir.
Agafida bu problem gu varsayimlar altinda ¢ézulmeye cahgilacaktar :

1. Uzayr dolduran maddeler ve D cismi antimagnetiktir. Bagka
bir deyigle; po,p1 ve D nin magnetik gecirgenligi bogluga ait

gegirgenlige egittir.

2. Uzayr dolduran maddeler iletken degildir. Yani, og = 01 = 0
dir.

3. D nin dogrultusn 6nceden bilinmektedir (Oz3 ekseni D ye paralel
secilecektir).

4. D yi olugturan malzeme izotrop, lineer, lokal ve zamanla degis-
meyen bir biinyeye sahiptir. Bir bagkn deyigle, D nin £(z') per-
mitivitesi ile o(2') iletkenlifi 2 = (21, #3) nin skaler fonksiyon-
landar.

* D nin anadogrulan zorunlu olarak z; = 0 diizlemine paraleldir.
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Sekil 2-1. Problemin geometrisi

Simdi, yukarida s6zu edilen D cisminin, 2, > 0 yan-uzaymdsa uyanl-
mig bulunan ve e = (cosd,sinf,0) dogrultusunda yayilan lineer polarize
bir diizlemsel dalga ile aydinlatilmg bulundugunu varsayahm. Bu dal-
gamn elektrik alamy Oz3’e paralel olsun ve Oz3 eksenine paralel bilegeni
u' ile gosterilsin,. Zamana baghhk carpamnm e~*“* geklinde oldugu kabul
edilerek

E = (0,0,4'(z ) (2.1a)

w'(z') = exp{iko(21 cosd + @250 8)} , 6 € (—x,0) (2.18)
yazihr. Eer D cismi var olmasayd, bagka bir deyigle, £(z') = &1, o(z'} =
0 olsayds, u’ nin etkisiyle uzayda gozlenecek olan alan goyle olurdu :

‘ £ iko(zy cos f~24 sin d)
uo(z)z{wRe“ oo , #2>0.

Teik;(::l cos x+23 8in x) , 23 < 0. (2’2)

Buradaki R ve T, sirasiyla, 3 = 0 diizlemindeki yansima ve iletim
katsayilarim, x € (—=, 0) ise alt yan-uzay icindeki yayilma yoniini



gostermektedir (Bk. Sekil 2-2). R, T ve x mmn kg, k1 ve # ya bagli acik
ifadeleri konuya iligkin biitiin ders kitaplarinda verilir ve agagidaki gibidir :

_ koSiIlg - kl sinx

= 2.
kosin @ + kq sin x (2.3a)
2kg sin 8
" kosinf + ky sin x (2.36)
cosx = %cosﬂ , X €(-=0). (2.3¢)

D cisminin olgiilen toplam alana katkisi ug alan ile D yi olugturan malze-
menin girigimi olarak yorumlanabilir. Bu nedenle, agaidaki incelemede

uo 1n rolu biyik olacakfar.

Sekil 2-2. Yansiyan ve iletilen dalgalar.

Simdi D cisminin toplam u(z') alanmmna katkis: goz oniine almsm.

up(z') ile ifade edilecek olan bu alan
up(z) = u(@) - uo(a) (2.4)
olarak tanimlanir ve, ug(z ) fonksiyonu
Aug + KX (zo)ug =0 (2.5)
denklemini sagladifindan,

Aup + k2 (22)up = —k(z2)v(z ulz ) (2.6)



denklemini saglar. Burada,

wr={s 1520 @
c(e)=¢(z)+ i%“‘) (2.8)
olmak fizere *,
k*(22) = w’poe(z2) (2.9)
ve .
vz ) = i—((;% -1 (2.10)

konmugtur. (2.6) denklemi yazlirken, toplam alann, bu 6zel halde,
Au+ k*(z Ju=10 (2.11)

denklemini distribiisyon anlaminda saglamakta oldugu goz oniinda bulun-
durulmustur. (2.11) de goziiken k?(z') ifadesi, D nin diginda (2.9) ile, D
nin icinde ise k2(z') = w?poe (') ile ifade edilir. (2.10) ve yukansmdaki
bagntilar D nin diginda v = 0 oldugunu agikca gostermektedir. Bu ne-
denle, v nin belirlenmesi D nin hem geometrik hem de fiziksel 6zelliklerini
belirtmeye tamamen yetecektir. Cunkii, v nin sifirdan farkh oldugn nok-
talar (v nin siipporu) B bolgesini; v nin reel ve sanal kisimlan da e(z')
ile o(2') fonksiyonlarm belirlemeye olanak verecektir. Bu nedenle v(z')
ye ”cisim fonksiyonu” adi verilir. Burada incelenmekte olan problem,
22 > 0 bolgesindeki baz noktalarda olgillen up (2') deferlerinden hare-
ketle (2.6) da yer alan v(z ) fonksiyonunu bulmaktan ibarettir. Bu, dis-
tribiisyon anlammda yazilmmg (2.6) ile ortaya konmug olan problemi bir
integral denkleme gevirerek yapilmaya calmlir.

* (2.8) ifadesi biitiin uzayda anlamhdir.D nin digmnda £'(z') = ()
dir.



2.2. Problemin Bir Integral Denkleme Indirgenmesi

Sek. 2.2. de gorulen iki parcal uzaya iligkin skaler Green fonksiyonu

G(z',y) olsun. Bu fonksiyon, tamim uyarinca,
AG + B (2)G = —6(z —y ) (2.12)

denklemini distribiisyon anlaminda ve radyasyon kogulu altinda saglar.
(2.12) de goziiken y = (y1,y2) € R? herhangi bir sabit noktadir ve AG
deki tiiretme iglemleri ise sadece z = (21, z2) ye gore yapilmaktadir.
G(z',y') nin problemin amacina uygun bir acik ifadesi ileride, §2.3 de,
gikanlacaktir. Simdi bunun bilindigi varsayilarak (2.6) nm G(z,y') ile
arpum (2.12) nin up(z') ile carpummdan gikarilsm. Bdylece, 6nce

G(z',y)Aup(z ) — up(2 )AG(z ,y') =up(z )é(z —y)
- k2($2)G(3,, y')v(:c')u(z‘)

sonra da, bu ifadenin iki yam cok genis bir |z'| < R dairesinde entegre
edilerek,

/ {GAup — upAG}dz =up(y) — k? /G(zl,y‘)v(zl)u(z’)d:el
B

l2'|<R
(2.13)

yazihr. Bu ifade yazihrken R nin yeterince biiyiik oldugu digiinilmistir*.
(2.6) ve (2.12) denklemlerinin distribiisyon anlaminda gegerli olmalan,
y2 # 0 olduk¢a hem up hem de G fonksiyonlarinin ve tiirevlerinin 25 = 0
arakesit duzlemi lizerinde siirekli olmalarim gerektirir. Bu halde, klasik
analizin gok iyi bilinen Stokes teoremi (2.13) iin sol yamnda yeralan in-

tegral igin de gecerli olur ve

8u 8G { 1 I} Tt 1 1
[ {652 - we bat=un) - & [ 6t v)aYute' i
|a'|=R B

(2.14)

yazilmasina olanak verir.

* R, |z'| < R dairesi y' noktasimi ve B bolgesinin tiimiinii kapsiyacak
gekilde secilmelidir.



(2.14) tin sag yaminda goziiken terimler R yangapmm biyikliginden
bagimsizdir. O halde sol yan da R den bagimsiz bir degere sahiptir.
Sol yanda R — oo yapilarak bu degerin mfirdan bagka bir gey olmadigim
gostermek mimkiindiir. Gergekten, hem up nin hem de G nin kaynafh
sonlu bolgeler iginde kaldifindan*®, bunlarin saglamak zorunda olduklan

radyasyon kogulu nedeniyle, z3 > 0 bolgesinde

wo@) ~ S5 o) + 2
:;"_'{ (¢)+91(¢) }
dup 8G  ekor

G —up 5~~~ {fo($)9:(8) — f1{$)g0(¢)] + O(1/7)} (2.15)

G(zi’ yl) ~

yazihr. Burada r = |z'| konmugtur. Bir benzer bagmt1 da z; < 0
bélgesi igin yazlabilir. |z'| = R dairesi iizerinde dl = Rd¢ oldugundan,
(2.15) bagntis1 B — oo igin (2.14) iin sol yanmmnin en azindan 1/R? gibi
sifira gidecegini gosterir. Bu ise, yukarnida yapilmig bulunan agiklama
nedeniyle, (2.14) iin sol yaninin 6zdesleyin sifir oldugunu ve, dolaysiyla,

u(y) = ¥ [ G(e', (e u(e')dz'
B

yazilabilecegini gosterir. Bu formiili daha kullanigh bir bicime sokmus

olmek i¢in # yerine y , yl yerine de # konsun ve Green fonksiyonunun
{ ! _ i ¢
G(z,y)=Gly,z)

simetri kogulunu her zaman saglamakta oldugu g6z 6niinde bulundurulsun.

Boylece,
w(e) =k [ G v)ols )l (216)
B

yazihr. Bundan sonraki inceleme bu integral denkleme dayanacaktir.
Yalniz, incelemeyi dahe fazla ilerletmeden evvel, Green fonksiyonunun

iglemeye elverigh bir agik ifadesi bulunmaya ¢almilacaktir.

* @ nin kayna$ sadece y noktasinda (sonsuz uzun dogru '), up nin
kaynag da B bolgesindedir.
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2.3. Green Fonksiyonunun Bir Agik Ifadesi

(2.16) da gozitken G(z ,y ) fonksiyonu, (2.12) denkleminin radyasyon
koguluna uyan biricik ¢6zimiidiir. Bunun bir agik ifadesini kolayca elde
edebilmek igin (2.12) nin 2; € (—o0, 00) koordinat: bakimmdan Fourier

déniigiimii goz Sniine almsin. Eger G(z,y ) nin doniigigi

oo
/ G(z1, 22,y e " dey = G(v, 22,9 ) (2.17)
—00
olarak tanimlanirsa,
7 82 ¢ 4 2 A H
/ t_);-fG("’la z3,y Je T ey = —v Gy, 22,y )
1
—co

olur ve (2.12) denklemi

326! 9 2 A -ty
5o~ I~ K(22)] G = —e "1 6(22 — o) (2.18)
2

ye doniigir. (2.17) yi anlamh yapan v degerlerinin olugturdugu bolgeyi,
daha bagka bir deyigle, G mmn regiilerlik geridini, kolayca belirleyebilmek
ve buna bagh olarak da (2.18) den G mm bir agik ifadesini gikarabilmek
igin once x5 > 0 bolgesinin kigiik bir iletkenliginin bulundugu kabul edilir
ve sonra da bu iletkenligi sifira gotiirerek regiilerlik bolgesinin nasl yoz-
lagti incelenir. G(z',y') nin kaynah {z[z' =y, 23 € (—o0, oo)} cizgisi
tizerinde bulundugundan, z3 > 0 bolgesinde #; — *oo olurken

Gla',y) ~ Aol [ /a7
olur ve (2.17) deki integralin yakinsamas igin, aym anda,
Re{i(ko —v)} <0 , Re{i(ko+r)} <0
olmas gerekir. Bunlar z; > 0 bolgesinde gegerli ifadelerde v niin

~Sm ko < Sm v < Sm ko (2.19a)
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geridi icinde bulunmas: gerektigini gosterir. Aym gekilde, 22 < 0 bolge-
sindeki ifadeler de
-Smk <Smr<Smk (2.198)

in ger¢eklenmesini gerektirir.

Simdi (2.18) denklemi yeniden ele almsin. Bu denklemde yer alan
k*(z;) fonksiyonunun 2, = 0 diizleminin iistinde ve altinda farkh ifadelere
sahibolmasi, ¢oziimiin de bu bolgelerde farkh bicimlere sahibolmasina ne-
den olacaktir. Ote yandan G nin yer aldyh (2.16) denklemi de G nin
sadece y; < 0 bdlgesi icin gegerli ifadelerine gereksinim goéstermektedir
(bk.gekil 2-3). Bunlar g6z oniine alinarak

| AV =k3os | Be=VP~Kes L5 (2.20a)
G(V, ¥ ) = Oe vi-kies + De™V v3-kizz y 2 € (92: 0) (2‘20b)
Ee\/vz—kfcz + Fe™V yz—bfwz , 2y < Y2 (2.200)

yazilir.

b x;

Sekil 2-3. Green fonksiyonuna iligkin bolgeler.

(2.18) denklemine uygun olarak yazilan bu ifadelerin belirli anlam-
lar olabilmesi igin, bu ifadelerde gozitken kare-kok fonksiyonlarmm agik
bir bigimde tammlanmas gerekir. Bu fonksiyonlarin gek. 2.4 deki gibi
kesilmig v - diizleminde v — 0 olurken
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v? — k% — —ikg (2.21a)

ve
v — k% — —iky (2.213)

olacak gekilde tanumh olduklar: goz oniine alinacaktir. Bu halde,
(2.19 a,b) ile tanimh bulunan regiilerlik geritleri iginde » — oo olurken

Re {\/ﬂ - kg} — +00 (2.22a)
Re {\/Vz - kf} — +00 (2.225)

ve

olur.

4§ Imv

Rev

Sekil 2-4. o1 > 0, o2 > 0 halinde kesilmig » - diizlemi

(2.20a,b,c) de yer alan A,B,...,F sabitleri, hem 23 — oo olurken
(2.20a) ve (2.20c) nin sinirh kalmas: hem de z; = 0 ve z2 = y, diizlemleri
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uzerinde saglamas: gereken sinir kogullar: g6z oniine ahnarak belirlenecek-

tir. zs — *oo daki kogullar, her geyden once,
A=F=0 (2.23a)

olmasim gerektirir. Ciinkil, yukarida sozii edilen regiilerlik geritleri icinde

Re {\/u2 - kg} ve Re {\/u2 — k2 3 pozitiftir. Ote yandan, z; = 0 ve

22 = y; deki simr kogullan da agik olarak
Gv,+0,y) = G(r,—0,y)
8 ‘ o '
5;;@(1’, +0,y) = 5;'2"@(1’, —0,y)

G(”) y2+0, y') = é("; y2 — 0, yl)

8 ' 9 N — _p—irn
By é(v, y2+0,7) Bz, é(% y2—0,y )= —e
geklinde yazihr ve
1 o

i —~tvy1+b(v)ya

B a(V_)_ ._._..+ b(”) e (2.23b)
___by)—alv)  _iyiteiee

= 2b(v) [a(v) + b(v)] i (2.:23¢)
D= Zbiy) e~ vyt+b(v)ya (2.23d)

= b(”) — a(”) a—ium+b(u)y3 1 e—iv 1=5(v)y2 e
B = ) ) + 0] taps o (223

olmasin gerektirirler. Bu ifadelerde

V¥i—ki=a(y) , \/v? -kl =b() (2.24)

konmusgtur.

Qimdi, yukaridaki bitin ifadelerde Sm kg — 0 ve Sm k; — 0 yapilsin.
Bu durumda gekil 2-4 deki regiilerlik geritleri gekil 2-5 deki L cizgisine (reel
cksen!) yozlagir (Sekil 2-5 ko < ky hali icin ¢izilmigtir. k¢ > %, halinde
ne tiirden degigikliklerin olacag aciktir!).
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Sekil 2-5 Sm ko = 0 ve Sm ky = 0 halinde G nin regilerlik bolgesi

G(z',y') nin bir agik ifadesi (2.20a-c) ve (2.30a-¢) ile belirlenmis olan
G nin ters doniigiimii hesaplanarak bulunur. Bu, gek.2.5 de goziken £

¢izgisi lizerinde yazilnig

Ge',y) = o f G, 22,7 )" dv (2.25)
L

integralinin hesaplanmasim gerektirir. Agafida belirtilecek nedenlerden
oturd, dogrudan dogruya (2.16) integral denkleminin ters gevrilmesine
dayanan sayisal ¢ozum yontemleri uygulama bakimindan bir takim sakin-
calara sahiptir. Bu nedenle biz, bunun yerine, (2.16) nin #; bakimindan
Fourier dontigiigi olan cebirsel denklemin ters ¢evrilmesine dayanan yeni

bir yontem geligtirmeye gahgacafz.
2.4, Alanm Fourier Déniligiimii

(2.23b-¢) ve (2.25) den de agika goriildiigii gibi G(z',y') fonksiyonu-
nun ; ve ¥, e baghhffisadece (2, —y, ) fark: aracibfiyla olmaktadir. Bagka
bir deyigle, G fouksiyonu (2; — y ) in bir fonksiyonudur. Bu temel dzellik
(2.16) nin sag yamnda yer alan y; iizerindeki integralin G(z;, 22,0, y2)
fonksiyonu ile [v(1, y2)u(z1, y2)] fonksiyonunun konvolisyonundan ibaret
oldugunu gosterir; ¢iinkii (2.16) daki integralin sonucunu etkilemeden B
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yerine R? konabilir. Bu durumda,

ply ) = v(y )uly) (2.26)

alinarak ve (2.16) mn z; i¢cin Fourier doniigiimii hesaplanarak
[0 o]
ip(v,z2) = k2 / G(v, 22,0, y2)B(v, y2)dys (2.27)
—o00

yazhr. G(v, 22,0, y2) nin acik ifadesi dnceki béliimde, (2.20a~c) ve (2.23a-
e) de, oldukca basit sayilabilecek ifadeler geklinde verilmig oldugundan,
?(v, y2) fonksiyonu (2.27) denkleminden ”aynklagtirma” yontemi ile say:1-
sal olarak kolayca ¢oziilebilir. Bu ¢6zim y6ntemi agafida ayrntih bir
gekilde incelenecektir.

2.5. Problemin Coztimu

Bu ¢aligmanin konusunu olugturan problem, kisa bir deyigle, (2.16)
denkleminin sol yaninda yer alan foksiyonun z; > 0 bolgesinde bulunan
belirli bir bolgede (gizgi, ayrik noktalar v.b.) bilindigini varsayarak, bu
denklemi v(z') i¢in ¢ozmekten ibarettir. Bu amagla, deffigik 6zel durum-
larda bagarn ile uygulanabilecek pek ¢ok yontem geligtirilmigtir. Burada
bunlarin uzerinde, kisa da olsa durulmayacakiir. Bununla beraber, kul-
lamlacak yontemin konumunu agikhga kavugturabilmek icin, oldukga genig
ilgi cekmig bulunan iki grup yontemin temel niteliklerinden kisaca s6z et-
mek yararh olacaktir. Bumlardan biri Born yaklagikhffina dayanan kesin
(exact) spektral yontemler, diferi de ayriklagtirmaya dayanan sayisal ”ba-

sit moment metodu”* dur.
2.5.1. Born Yaklagikh@ma Dayah Kesin Spektiral Yontemler

(2.16) denklemi ilk bakigta lineer gibi goriintiyor ise de burada ¢oziil-
mek istenen problem bakimindan lineer degildir. Cinki v(z') fonksiyonu

* Biginde v(z') ve u(z') nin aym anda belirlenmesini hedefleyen ”iter-

atif teknikler” geligtirilmigtir. Ornegin bk.[8].
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ile birlikte B bolgesi de belli degildir. Bu nedenle, kesin ¢6ziim bul-
maya elverigli yontemler geligtirmek imkansiz gibidir. Bu giigliktien otiri
degigik ozel hallerde iyi bir yaklagikhkla uygulanabilecek olan ”yaklagik
kesin yontemler” geligtirilmigtir. Bunlar arasinda da en ¢ok ilgi gekmig
olam Born yaklagikhiina dayah olan yontemdir. Bu yaklagkhk (2.16) nin
sa yamnda yer alan toplam u(z') alamnm yerine uo(z ) alanmm konul-
masm gerektirir ve, sonug olarak, v(z‘) nin iki kath Fourier déniigimu
olan 9(vy,v2) mn (¥,v;) - diizleminin belirli bir Ma bolgesi icindeki
ifadesini acik olarak verir (bk.[9]). Bu yontemlerin iyi ve koti yanlan
su gekilde siralanabilir :
A. Spektral Yﬁntemlerin_iyi Yanlar: :

- Bulunan kesin ¢oziim, problemin bir temel ozelligini olugturan
?ill-posed” luktan etkilenmez.

- 9(»1, v2) fonksiyonu hem », hem de v, bakimindan, ayr ayn, tam
fonksiyon oldugundan Ma nin sonlu bir bolge olmasi, kuramsal
olarak, (v, ¥z) nimn butin (v, v3) - diizleminde biliniyor olmas:
igin yeterlidir (Analitik devam ilkesi).

- Sonuglarn bilgisayara yiiklenmesi kolaydir.

B. Spektral Yontemlerin Kot Yanlan :

- Yontemlerin temelini olugturan Born yaklagikh# D cismi iginde
madde ile dalganin girigiminin zayif oldugu hallerde (zayif kon-
trast hali) gegerlidir. Bu, belirlenmesi istenen malzemeden daha
¢ok kullanilan frekans iizerine bir kisitlama getirir.

- Analitik devam ilkesinin bilgisayar destegindeki sayisal uygula-
malan, hig olmazsa simdilik, olanak dip1 oldugundan; uygula-
malarda #(v1, ;) den v(z') ye gegigie ters Fourier integralinin
sadece Ma tizerindeki kiemm ile yetinilmektedir. Bu, Born yak-
lagikh#ina eklenen yeni bir hatadir.

- Yontemlerin ¢ogu farkh yénlerden (teorik olarak sonsuz sayida)
"gelen dalga” ile farkh noktalarda (teorik olarak sonsuz say:da)
yapilan dlgmelere gereksinim gosterir. Ozellikle gelen dalganin
degigtirilmesi pratik bakimdan giiglhikler gikarir.
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2.5.2. Basit Moment Metodu

(2.16) denklemi ayriklagtirma (discretization) ile, iki agamada, ol-
dukca basit bir sekilde ¢oziilebilir. Gergekten, B bolgesini igine alan,
dikdortgen geklinde bir B' bolgesinin énceden tahmin edildigi ve bunun
gek.2.6 da gorilen bicimde N tane kiigik hiicreye ayrilmmg oldugu diagu-
niilsiin. Hicrelerin 2d ve 2A ile gosterilen kenar uzunluklarn dalga boyuna
gore dylesine kiigiik olsun ki; bu hiicreler iginde u(2') ve v(z') nin defigimi
ihmal edilebilecek kadar kiigiik olsun. Bu durumda, (2.18) denkleminin
yerine, iyi bir yaklagikhkla,

N
up(n) =Y / Gla g )y, m=1,...N  (2.28)
B

n=1 )

yazilabilir. Buradaki p(y,, ) fonksiyonu (2.26) ifadesinden elde edilmig

2(y,) = vy, )u(ys)

fonksiyonu, a::,n noktalan z5 > 0 st yan - uzayinda secilmig bulunan ve
olgmelerin yapildi$ noktalar, y; ler ise B’ igindeki B; hiicrelerinin orta
noktalandir.  (2.28) denklemi ters gevrilerek, kolayca, p(y,) degerleri
¢oziiliir. Bu, yontemin yukarida sézii edilen birinci agamasidr.  Ikinci
agamada bu p(y,) degerleri (2.28) denklemine up(y,,) yi bulmak icin
yerlestirilir. Bu, (2.28) de gdziiken z:n noktalarmm yerine y,, noktalarmm
konmasmi ve m = n igin G'(y:n,y' } = 0 varsayilmasim gerektirir. Bir-
inci agamada bulunan p(y,, ) degerleri ile ikinci agamada bulunan up(y,)

degerleri hiicrelerin orta noktalarnda v(y,,) yi belirlemeye olanak verir :

p(yn) _ _ p(ya)
u(yn)  up(ys)+ uolyy) ’

o(y,) = n=1,...,N (2.29)
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Sekil 2-6. B' bolgesinin hiicrelere ayrlmas .

Esaslan ¢ok kisa bir bicimde yukarida agiklanmg bulunan ve, ozellikle

diiz sagilma problemlerinin ¢oziimiinde biyik bir bagan ile ¢ok sik kul-

~ lamlan basit moment metodunun ters problemler yoniinden baz: kotii yan-
lar: da vardir. Agafida bunlar, spektral yontemlere olan ustinhikleriyle
birlikte, kisaca belirtilmigtir.

A. Basit Moment Metodunun Iyi Yanlan :

Genellikle her durumda, 6rnegin kontrast’mn zayif olmadig hal-
lerde de uygulanabilir; frekans iizerine her hangi bir kisitlama

getirmesz.

Bir tek "gelen dalga” ile 6lgme yapilmas yeterlidir.

Basit Moment Metodunun Koti Yanlan :

Sekil 2-6 da goriillen hiicrelemenin yapilabilmesi ve z'l, cees z;,
olgiim noktalarimn secilebilmesi i¢in cismin konumu hakkinda
iyl bir 6n tahmin gerekir.

(2.28) denkleminin sa$ yam ile (2.16) nin sa$ yam arasmdaki
farkin kiiciikk olmas gek.2.6 da goriillen hiicrelerin boyutunun
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dalga boyuna oranla ¢ok kugitk olmasin: gerektirir. Diiz prob-
lem s6z konusu oldugunda sonug iizerinde iyi etkiler yapan bu
kicilme ters problem halinde kotu etkiler yapar. Cinkii, boyut-
larm kiigiilmesi [é’(z;n, y;)] matrisinin siitunlarmin birbirine ¢cok
yakin olmasmma ve, bunun dogal bir sonucu olarak da, determi-
nantimin degerinin sifira yaklagmasma neden olur. Ashnda prob-
lemin ”ill-posed” olugunun bir neticesi olan bu ozellik dlgiilen
degerlere karigan kiigik hatalarm ¢ok biiyimis olarak sonugta
belirmesine neden olur. Bunu Snlemek amaciyla boyutlarin
biiyutilmesi ise ”rezoliisyon” u azaltir.

- (2.28) de yer alan G(z ',y ) fonksiyonunun (2.25) ve (2.20a-c) ile
verilen acik ifadesi sayisal hesaba elverigli degildir.

2.5.3. Bir Hibrid Yontem

Yukarnidaki kisa agiklamalar hem v(zi) fonksiyonunun Fourier doniigi-
gine dayanan spektral yontemlerin hem de boyle bir doniigiime bagvurma-
yan basit moment metodunun iyi ve kotii yanlarmin oldugunu géstermek-
tedir. Simdi biz bu yontemlerin ikisini, kot yanlanm azaltacak sekilde
birbirleriyle kaynagtirarak bir ”hibrid” yontem geligtirmeye calhigacagsz.
Bu yontemin temel 6zellikleri gunlar olacaktir :

- G(a:' ,y ) fonksiyonuna degil G(v, 23, y‘) fonksiyonuna dayali ola-
cakfar.

- B bolgesi yeter derecede ince geritlere ayrilacak ve bu geritler
icinde p(yl) fonksiyonunun ifadesi, ayn ayn, elde edilmeye ¢a-
hglacaktir (Bk.gekil 2-7). Seritlerin 2h kahnh# dalga boyuna
gore Oylesine kiigitk segilecektir ki; geritler iginde p(y') nin y, ile
degisimi ihmal edilebilecek durumda olacaktir (A min seciminde
guphesiz, B yi olugturan malzemenin 6zelliklerinin y, ile degigi-
minin bi¢imi de etkilidir.). Bu halde, n yinci geritte

p(v) = p(y1,9m2) , n=1,...,N (2.30)

yazilabilecektir.
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- (2.30) un saginda yer alan fonksiyonun, uygun bir gekilde segilmig
bir {¢m(y1)} baz sistemindeki

M
P gnz) = Y, Anmém(p) , n=1...,N (231)

m=—M
ifadesinin bulunulmasma ¢abglacaktir. Buradaki ¢m,(y) ile
gosterilen fonksiyonlar yle segilecektir ki; bunlara iligkin ¢, (»)
Fourier doniigiimleri sonlu band genigliginde olacak ve D ile gos-
terilecek olan bu band genigligi kg dan daha biiyiik olmayacaktir.
Bu husus biraz daha sonra, §2.5.4 de, olduk¢a ayrmtih bir gekilde

ele ahnacaktir.
Ayz
0 - Y
[p—_4 L. _ -4 2h
7 YA L __
: i
Ne = = - = = = =~ — = —=

Sekil 2-7. B' bolgesinin geritlere aynimas

9imdi, yukarida aciklanan bicimde geritlere ayirma igleminin yapildih
ve ¢m(y1) fonksiyonlarmn da secildifi varsayilsm. Bu durumda, (2.31)
ifadesi (2.27) ye taginirsa,

N M Ynat+h
'&D(V) z3) = klz_ Z Z Anm&m(”) / é(l’a 22,0, yz)dyz (2'32)
n=lm=-M
Yna—h

yazilir, Bu denklemin sag yamnda (2M + 1) x N sayida, bilinmeyen
Anm ketsayis: vardir. Bunlan belirlemeye yaryacak sayida denklem elde
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edebilmek igin » parametresine aym sayida, farkh, v, v, ..., VoM41)xN
degerleri verilerek bir lineer denklem takim olugturnlmahdir. Eger ba, G
nm (2.20a) daki ifadesi de goz 6niinde bulundurularak yapilacak olursa,
sonug, toplu bir gekilde agagidaki gibi yazilabilir:

) - [ A=
Qi ay - v o Qi - Qe H=M)
2 2 .. Q2 Q2 :
1-M) M N(-M) NM
: . Ay(m)
Qi(—M) coe Q;.M R QfN(—M) .. Q%M *
. . . . . . . AN(-m)
NEM+41) N 2M+1 ' N(2M+1 ' N 2M+1 :
Quem L gNgMn | quewsy | ghews ||
L An(an)
- Pl -
p2
= };i (2.330)
PN(£M+1)

Burads, i = 1,2,...,2M +1)x N, n=1,...,Nvem=-M,....M
olmek uzere,

¥n2t+h
fzm =k / eb(”‘)”zdyz.q?m(V;) = -5%(—’;1-)-66(”‘)”"2 sinh (b(u;)h).&m(u;)
Yna—h
(2.33b)
ve
P = - [a(on) + 5] e (34, 22) (2.38¢)
konmusgtur,

(2.33a-c) sistemi coziillerek Ap,, sabitleri belirlenecek olursa, once
(2.31) yardimuyla her gerit iginde p(y1,yn2) fonksiyonu belirlenir, sonra
da, 2 € B' icin hesaplanacak (2.27) yardimyla iip(v, 2,2) ve up (21, 2n2)

bulunur :

e
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yja+h

N M
dp(r,en2) =K1Y Y Ajmém(v) / G(v, 2n2,0, y2)dy;
i=lm=-~M yia—h
n=1...,N (2.34a)
1 oo
up(zl,zn2)=2—ﬂ_-/ﬁp(u,zng)ei”"ldv , n=1,...,N  (2.34b)

Son olarak bunlar (2.26) ya taginmakla, aranan v(z ) fonksiyonunun
n yinci gerit igindeki degeri bulunmug olur :

p(z1, 2n2)

u(21, Zn2)

o= p(z1, 2n32) (2 35)
uo(21, 2n2) + up (21, Tna) '

(21, Zp2) =

2.5.4. Baz Fonksiyonlarmin Secimi

(2.33a) denkleminin saginda yer alan P* biiyiikligi, (2.33¢) den a-
cikca goriildiigi gibi, ezp{a(vi)22} geklinde bir garpan igerir ve |;| > ko
oldugunda iistel olarak sinmirsiz biiytir. Bu biiyiime, 6l¢i ile elde edilecek
olan itp(y;, 22) ye karigmg bulunan kiigiik hatalarm, yiiksek frekanslarda,
sonug uzerindeki etkilerinin biiyiik olmasina neden olur. Burada incelen-
mekte olan ters problemin ”ill-posed” olugunun nedeni de temelde budur.
Diiz problem halinde sag yanda yer alan bu ¢arpan tstel olarak sénen bir
davramsg gosterir ve, boylece, diiz problemin ” well-posed” olmasina neden

olur.

Yukanda belirtilen ”ill-posed” luk etkisini azaltmak igin (2.33a) daki

v; degerlerini,
| <k , i=12...,2M+1)xN (2.36)

kogulunu saglayacak sekilde segmek iyi bir davranig olabilir. Yalmz, bu ig
yapibirken suna da dikkat etmek gerekir ki; (2.33a) nin iki yaminda yer alan
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fonksiyonlar genig spekturumlu fonksiyonlar iken bunu yapmak, sonugta
biiyiik hatalarla kargilagmaya neden olur. Ciinkii; (2.32) denkleminde
ki Apm sabitleri, bu denklemin orijinali olan (2.16) y1 her z; € R icin
ozdegleyin saglayacak gekilde belirtilmelidirler. Bu ise, (2.27) nin (veya,
(2.32) nin) her » € £ igin saglanmasm gerektirir. Eger, denklemlerde yer
alan fonksiyonlarmn Fourier doniigimleri sonlu ”duration” a sahip iseler,
L nin sadece sonlu bir par¢casim1 goz oniine alarak hesaplan yiritmek
oldukga iyi sonuglar verir. Bu yiizden, (2.31) de goziken ¢,,(y1) baz
fonksiyonlar: sonlu ”siippor” lu ve sonlu ”duration” 1 fonksiyonlar olacak
bigimde belirlenecektir; 6yle ki, bunlarm D ile gosterilecek olan dura-
tionlar, (2.36) mn gerektirdigi

D <k (2.37)

kogulunu saglasin. Buradaki [, bilindigi gibi,

D*= H¢ —— / B (v)|2dv (2.38a)

ile tanumhdir [10]. (2.38a) daki || ¢y, ||2, #m nin enerjisi olarak adlandirihr

ve

[ m [I2= [ ¢, (1)dmn (2.388)
ile verilir.

ém (y1) fonksiyonlarimmn yukarida sozii edilen siipporlarimin (2d) genis-
liginde oldugu varsayilsin ve bunlardan biri, 6rneffin ¢o(y1) igin bu stippor
(-d,d) den ibaret olsun. Bu halde, ¢o(y1) i, (2.38a) ile tammh bulunan
D yi minimum yapacak gekilde belirlemek mimkiindir. Simdi bu ¢o(y1)
fonksiyonu bulunmaya gahsilem.

(2.38a) y» minimum yapan fonksiyon ¢o(y; ), bunun (2.38b) ile hesap-
lanan enerjisi de F olsun. Bu halde, (2.38a,b) ile ortaya konmug bulunan

varyasyon problemi,
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oo d
1= / 2?40 (0)2dy = / [s0c6)] " ae (2.39a)
—00 -4
nin
d
[#@x-5=0 (2.39%)
¢

kogulu altinda minimumunun aranmasi problemine denk olur. Burada,

bu problemin

do(d) = po(—d) =0 (2.39¢)
sinir kogullanna uyan ¢oziimii aranacakfir. Bu tiirden problemlerde, iyi-
ce bilindigi gibi [11], (2.39b) gibi yan kogullar, deferi 6nceden belli ol-
mayan (smir kogullan aracihffiyla sonradan belirlenecek olan) bir A sabiti
ile (2.39a) ya katalir ve problem her zaman,

d

Ig0) = [ [#5 - 23] d¢

—-d

fonksiyonelinin {$o(£)| fo € C*(—d, d), ¢o(d) = $o(—d) = 0} uzaymdaki
serbest minimumunun aranmasina indirgenir. Bu probleme iligkin Euler
denklemi

$o + Ado =0 (2.40a)

dan ibaret oldugundan, ¢o(¢) fonksiyonu
$o(¢) = AcosVAE + Bsin VAL (2.408)

geklindedir. Buradaki A ve B, E enerjisi belli olunca (2.39b) ile belir-
lenecek olan integrasyon sabitleridirler. Bunlarin sayisal deferi 6nemli

degildir,

Yukandaki ifadelerde goziiken A sabitini belirleyebilmek icin (2.40b)
ile verilen ¢o fonksiyonunun (2.39¢) simir kogullarim da saglamakta oldugu
yazihrsa, farkh iki sonug elde edilebilir :
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A =0, sin VAd = 0 hali.

Boyle bir durumda,

$o(¢) = Bsin ’—?é , n=012.. (2.41a)
ve 7 .
nxw
5 (—J_) (2.413)

dir. (I/E) nin minimum degerinin » = 1 igin saglandi} ve (x/d)? ye esit
oldugu agikga gorilmektedir.

B =0, cosvVAd = 0 hali.
Bu halde de

$o(€) = Acos(2n + 1)-2%5 , n=0,1,... (2.420)
ve

L enrn2 () (2.428)

dir. Bunun da » = 0 igin (#/2d)? ye egit bir minimuma sahip oldugu
agikca gorilmektedir.

Yukaridaki sonuglardan agikga goriiliiyor ki; ikinci halde ortaya gikan
minimum deger birinci haldekinin dortte biri kadardir. Bu, aramlan
#o(y1) fonksiyonunun

m <d
do(m) = {3°S I };ﬂ >4 (2.43a)

den ibaret oldufunu ve buna iligkin ¢o(v) déniigiimii ile D ”duration” mm

h) = G s (2.43%)
D=—= (2.43c)

2d
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ile verildigini gosterir (Bak.gekil 2-8).

)b, (y,) 1 c%o(v)

Sekil 2-8. ¢o(y1) ve do(v) niin degigimi.

Simdi (2.37) koguluna geri donelim. Bu kogulun sa@lanabilmesi igin,

(2.43c) uyannca,

W LNy )
2D = 2ky  2(27/X0) 4

d= (2.44)
olmas gerekir.

{#m} dizisinin diger elemanlan yukandaki ¢o(y; ) fonksiyonunun saga
ve sola d kadar Gtelenmigleri olarak tanimlanabilirler (Bak.gekil 2-9). Bu
halde,

ém(y1) = do(pr — md)

Sm(v) = / Sm(y1)e™ "V dy,

o0

= / ¢0(y1 - 1’7&(1)8“‘.”’1 dy1
]

[>o]

B / do(¢)e™(E+m g

= e go(v) (2.45a)
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ve

HMW=/&mw1
= / $2 (1 — md)dy,

= ]o«ﬁﬁ({)di

=[| 4o [I? (2.45b)
oldugundan, biitin ¢,,(y:) fonksiyonlanmn ”duration”lan D ye egit olur.

DL (y,)

Sekil 2-9. Baz fonksiyonlan.
Uyanlar :

1) y1 = md noktasinda ¢, (md) = 1 oldugundan, (2.31) agihmimnda-
ki Anm katsayilan (y; = md, y» = yn2) noktasinda p(y’) fonksi-
yonunun alda degere egitir:

P(md) znz) = Anm

2) ¢ (y1) fonksiyonlarmm 6zel durumu, bir bakuma, B' bélgesini 2k
genigliginde ve 2d uzunlugunda hiicrelere bolmek gibi bir sonug
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ortaya koymaktadir. (2.31) agihmi bu hiicrelerin iinde p(y')
fonksiyonunun ardigik ii¢ {#,, } fonksiyonu ile ifade edilmesinden
bagka bir gey degildir.



BOLUM 3

ORNEK UYGULAMALAR

Esaslar onceki bolimde oldukga ayrmtili bir bicimde agiklanmig bulu-
nan hibrid yontemin uygulanabilirlifi ve etkinligi hakkinda bir fikir edine-
bilmek i¢in bu yontemi, kesiti gekil 3.1. de goriilen 6zel hale uygulayahm.

Bu ozel gekil, geritler icinde v fonksiyonunun sipporunun ¢ok pargah

b x, u;ﬂ

ko
———————————— x,=Sabit ~ ~ T 77
-5d -3d -d d 3d 5d
— 1 t L x-1-
R Ay N
B 45 4 A M 111
_____ —_—— — — _.__.___Jr___
n=2 —————————— 'yOz ------- 2h k’
n=3 ——-'——————--YOS- - -] 2h
_____ P I, ORI

gekil 3.1. Ornek bir durum
olmas: halini de igerdiginden, oldukga ilging ve onemlidir.

Coziimiin bulunmas), her geyden once, (2.31) ve (2.34a) da yer alan
Anm katsayllanmin belirlenmesini gerektirir. Bunlar da (2.33a) denklem-
inden bulunacakiir. Bu denklemin sa$inda yer alan P degerleri gergek
uygulamalarda z, = sabit > 0 cizgisi lizerinde yapilan dlgmelerle elde
edilen u(21, 23) defferlerinden hareketle (2.33c) araciifiyla hesabedilirler.
Biz, burada, sozii edilen degerleri yapay yolla, diiz sacilma probleminin
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iy1 bir yaklagiklik ¢oziimiuni kullanarak, bulmaya galigaca$iz. Buna ilikin
aynntilar tezin sonundaki EK A bolimiinde verilmigtir.

Sekil 3.1. deki ornekte goziikken parametrelerin degigik degerlerine
karm gelen baz1 sonuglar gekil 3.2.-3.25. de gosterilmigtir. Bu sonuglardan
gekil 3.2.-3.17. de goziikenler giiriiltiisiiz data haline, gekil 3.18.-3.25. de
goriinenler ise giriltili data haline iligkin sonuglardir. Agafida elde
edilen tim sonuglarda sekil 3.1. de goziken kg, k1, 2 ve yoz parametre-
leri, ko = 6.283 rad/m, k1 = 7.354 rad/m, z2 = 0.25 m ve |yoz| = 0.65 m
gibi sabit deferlerde tutularak 8, d ve h parametreleri degigtirilmigtir.
Aynica ornekteki gomiilii cisme iligkin cisim fonksiyonu i¢in de v = 0.01
degeri goz ontine alinmsgtr.
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A) Sekil 3.2.-3.5. de h = 0.05 m, d = 0.35 m, 6 = —90° haline
ilikin elde edilen sonuglar goziikkmektedir. Bulunan degerlerden
de anlagilacaf gibi tezde ortaya konmug olan hibrid yontem ¢ok
iyi bir yaklagikhkla gomilii 6rnek cismi tammlamaktadur.

© 1.13E-92 -
9.30E-23 -
7.30E-03 -
5.30E-03 -
3.30E-03 |
1.30E-03 -

-7.00E-04 T T T T |
-1.8 -1.2 -0.6 8.0 0.6 1.2 1.8

x 1

Sekil 3.2. Birinci geride iligkin {n=1) cisim fonksiyonu

1.14E-02
9. 4QE-03 A
7.40E-03 -
5. 4QE-03
3.40E-03
1.40E-03 -

~-6.00E-04 T T T— T T—
-1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2 1.8

x1

Sekil 3.3. Ikinci geride iligkin (n=2) cisim fonksiyonu



1.136-02 -
3
S 9.30E-03 -
>
o 7.30E-03 -
£ 5.30E-03 -
£
®  3.30E-03 -
[¢)
> 1.30E-03 -
7 .00E-04

32

T T T T T
-1.8 -1.2 -0.6 0.0 .6 1.2 1.8
x 1

Sekil 3.4. Uciincii geride iligkin (n=3) cisim fonksiyonu

Sekil 3.5. Ornek cisim icin i boyutlu sekil
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B) Sekil 3.6.-3.9. da & = 0.05 m, d = 0.35 m, = —45° deferleri
icin bulunan sonuglar goriilmektedir. Bu sonuglar A) haline
iligkin olanlara olduk¢a yakin degerlerdir. Buradan gikacak olan
sonug ele alinan yontemin, gelen dalgamn yayilma yonii olan &
acisindan bagimsiz oldugu geklindedir.

1.10E-02 -
9.00E-93 A
7 .@0E-03 A
5.00E-03
3.00E-93
1.00E-93 -
-1.0BE-023
-3.00E-83

-5.00E-03 T T T
-1.8 -1.2 -8.6 ©.0 0.6 1.2 1.8

x 1

Sekil 3.6. Birinci geride iligkin (n=1) cisim fonksiyonu

1.13E-02 -
?.38E-03
7.30E-03 A
5.30E-93
3.30E-03 A
1.30E-03 -

-7.00E-04 T T ; T T
-1.8 -1.2 -©0.6 0.0 0.6 1.2 1.8

x 1

Sekil 3.7. kinci seride iligkin (n=2) cisim fonksiyonu
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1.10E-02
$.00E-03
7.@0E-23
5.00E-03 -
3.0RE-03 -
1.00E-03
-1.00E-03
-3.90E-03 -

—6.@@5—@3 T 1 1 i i 1
-1.8 -1.2 -B.6 0.9 0.6 1.2
x 1

Sekil 3.8. Uctincii geride iligkin (n=3) cisim fonksiyonu

Sekil 3.9. Ornek cisim icin ii¢ boyutlu gekil

1

.8
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C) Sekil 3.10.-3.13. de h = 0.05 m, d = 0.1 m, § = —90° degerlerine
karg: gelen sonuglar goziikmekiedir. Burada elde edilen degerler
ornek cisim hakkinda bir fikir verememektedir. Bunun ana
nedeni ise segilen d degerinin, inceleme sirasinda ortaya gikan
d> A4 =102 m (kg = 2x/X = 6.283 rad/m) esitsizligine
uygun olarak segilmis olmamasindan kaynaklanmaktadar.

1.50E-01
1.00E-021 -
5.00E-02 -
0 .00E+ 08
-5.080E-02
-1.00E-01 A

-1.50E-01 T T T T T
-8.5 -8.3 -0.1 0.1 8.3 0.4

Sekil 3.10. Birinci geride iligkin (n=1) cisim fonksiyonu

1.50E-@1
1.00E-01 -
5.00E-02 - o
0 .0RE+ Q0

-5.00E-02 A
-1.00E-91 -

-1.50E-1 T T T T T
-8.5 -8.3 -0.1 9.1 8.3 8.4

x 1

Sekil 3.11. ikinci geride iligkin (n=2) cisim fonksiyonu
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1.50E- !
1.00E-01 -
5. Q- 02 -
0. 00E+00 -
-5.0RE-02

-1.00E-91 -

-1.50E-01
-0.5

Y
-8.3

-0.

1

Q.

x 1

1

2.3

0.4

Sekil 3.12. Uciincii geride iligkin (n=3) cisim fonksiyonu

Sekil 3.13. Ornek cisim igin iig boyutlu gekil

/

K/ﬁzég?;

)

V4
8"
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D) Sekil 3.14.-3.17. de h = 0.25 m, d = 0.35 m, § = —90° degerleri
icin birtakim neticeler elde edilmigtir. Bu neticelerden de agikca
gortilecegi gibi 6rnek gomili cisme iligkin degerler saghkh bir
gekilde elde edilememektedir. Bunun nedeni secilen kb degerinin
¢ok bilyiik olmasmdandir. Yapilan cesitli hesaplar gostermigtir
ki 10 < A/h < 25 ifadesini saglayacak gekilde belirlenen k deger-

leri iyi sonuclar vermektedir.

5.00E-04
©.00E+00 -
-5.00E- 24 -
- 1.00E-093 -

-1.50E-83 A

-2.00E-@3 ™ T T T T
-1.8 -1.2 -8.6 0.0 0.6 1.2 1.8

x 1

Sekil 3.14. Birinci geride iligkin {n=1) cisim fonksiyonu

2.00E-04 -
~-5.00E-04 -
-1.20E-03 -
-1.90E-03 -
-2.60E-93
-3.30E-093 -

-4.0Q0E-03 Y T T T T
-1.8 -1.2 -0.6 0.0 Q.6 1.2 1.8
x 1

Sekil 3.15. Ikinci geride iligkin (n=2) cigim fonksiyonu
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5.00E-04

0.00E+Q00

-5.00E-04

-1.00E-93

-1.50E-03

-2.00E-23 T T T T T
-1.8 -1.2 -08.6 0.¢ 0.6 1.2

x 1

Sekil 3.16. Uciincii geride iligkin (n=3) cisim fonksiyonu

Sekil 3.17. Ornek cisim igin ti¢ boyutlu gekil
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E) Sekil 3.18.-3.21. de A) da ele albmmig olan A = 0.05 m, d =
0.35 m, § = —90° degerlerine gurilti katilmas: halinde bulu-
nan sonuglar goziikmektedir. Burada gozoniine alman giirtilta
SNR’i (igaret/giiriltii orami} 30 db olan bir beyaz giiriiltiidiir.
Asahidaki gekillerden de anlamlaca$ gibi elde edilen sonuglar A)
dakilere oldukga yakin olan ve ornek olarak segilmig gomiili cismi
tammlamaya elverigli degerlerdir. Bunun nedeni SNR degerinin
yiksek dolayisiyla giraltinin az olmasidar.

1.10E-02
G.00E-03 -
7 .00E-93 A
5.00E-23 -
3.00E-03 -
1.90E-03 -
~1.00E-03

-3.00E-23 T T T T T
-1.8 -1.2 -0.6 B.8 0.6 1.2 1.8
x 1

Sekil 3.18. Birinci seride iligkin (n=1) cisim fonksiyonu

1.10E-02 A
9.00E-023 -
7.Q0E-23 -
5.00E- 03 -
3.Q0E-03 -
1.00E-03 A

-1.0Q0E-23 T T — T T
-1.8 -1.2 -0.6 ©.0 0.6 1.2 1.8

x 1

Sekil 3.19. Ikinci geride iligkin (n=2) cisim fonksiyonu
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1.10E-02 -
Z.00E-03
7.00E-03 -
5.00E-93 -
3.00E-03 A

1.00E-03 -

T n T a T
-1.8 -1.2 -0.6 0.0 0.6 1.2
x 1

Sekil 3.20. Uciincii geride iligkin (n=3) cisim fonksiyonu

Sekil 3.21. Ornek cisim igin fig boyutlu gekil

1

.8
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F) Sekil 3.22.-3.25. de ise yine A) deki h = 0.05 m, d = 0.35 m,
6 = —90° degerlerine bu defa SNR’i 10 db olan bir beyaz giirilti
katilmasiyla elde edilen sonuglar verilmigtir. Ortaya gikan net-
icelerden de anlagilacag gibi, bu halde bulunan deBerler 6rnek
cismin yerini ve parametrelerini tanimlamaya yeterli olamamak-
tadir. Bu ise buradaki drnekte ele alinan giiriiltiiniin fazla ol-
masindan kaynsklanan dogal bir sonugtur.

.QOE-02
.BRE-092 -
.OOE-02 -
.0RE-03
. OOE+ 2. -
-5.00E-023 -
~1.00E-02 -
~-1.5CE-02 A

-2.00E-02 ; ¥ T 7 T
-1.8 -1.2 -0.6 8.0 0.6 1.2 1.8

x 1

® 0 -~ = N

Sekil 3.22. Birinci geride iligkin (n=1) cisim fonksiyonu

1.80E-092 -
1.40E-02 -
1.00E-02 -
6.008E-093 -
2.00E-093
-2.00E-23

-6.00E-03 T T T T T
-1.8 -1.2 -8.6 0.8 0.6 1.2 1.8

x 1

Sekil 3.23. ikinci seride iligkin (n=2) cisim fonksiyonu
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> -4,00E-03 A

-8.00E-03
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2. Q0E- 2
1.60E-82 -
1.20E-02 -
8.00E-03 -
4.00E-03 -

0.00E+Q0 -

T T T T T
-1.8 -1.2 -8.6 ©@.0 Q.6 1.2
x 1

Sekil 3.24. Uciincii geride iligkin (n=3) cisim fonksiyonu

Sekil 3.25. Ornek cisim igin #ig boyutlu gekil

1

.8



BOLUM 4

SONUCLAR

Boliim 3 de ele ahmmsg bulunan 6rnek uygulimadan cikan sonuclara
bakarak diyebiliriz ki, bolim 2 de geligtirilmig olan hibrid yontem, prob-
lemin 6zinde var olan ”ill-posed” olma ozellifinden ¢ok etkilenen direkt
sayisal yontemlerle zayf kontrast halinde uygulanabilen ve Born yak-
lagimina dayanan spektral yontemlerin sshiboldugu kusurlardan, biyik
olciide, arinmig durumdadir. Kullamlan baz fonksiyonlarm miimkiin
olabilen en kiigiik siippora sahibolmalan, hesaba katilan frekans arahgim
miimkiin olabilen en biiyik degere gikarabilmeye olanak vermig ve, boyle-
likle, elde edilen sonucun kalitesini yiikseltmigtir. Regiilarizasyon teknik-
leri ile bu kalitede sonuglar elde edebilmek miimkiin degildir [6].
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EK A

YAPAY DATA TOPLANMASI

Bolim 3 de goz oniine alinmmg bulunan ornekteki D cismi ile bunu
igeren alt yar-uzay arasindaki kontrast oldukga kugiktir. Bu nedenle,
up(z') yi (2.16) aracibfryla, sag yanda u(y') yerine uo(y ) koyarak hesap-
layabiliriz. Born yaklagikh# olarak bilinen bu hesaptaki hata kf || » [|2
mertebesindedir. Bunu (2.16) y1

un(=) = B [ G’y )oly) [nols') + uo(s)] &
B
= @)+ K [ 6 1)o(v un (v )ay
B
=up)(2) + K} f Ge',y oy )P )dy' + ... (Ek A1)
B
geklinde yazdiktan sonra itere ederek kolayca goriiriiz. Burada

) =8 [ e,y oty Yooty (Ek 42)
B

konmugtur. Schwartz egitsizlifinden yararlanarak, kolayca,

WS () < B | [ G2, o' )ud(y)2dy'. | [ [o(y')[2dy’
pensi, [ /

veya,
5 (=) = 0 (k2 || v {]) (Ek A3)

yazariz. Bu iterasyonun ikinci terimine konursa, ikinci terim igin
8 [ 6000 )10y | S B, [ 16651000 iy
B B

<O [+Holel)
<Ok || v

oldugunu anlanz.
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Yukanda sézi edilen 1l )(z') yii kolayca hesaplayabilmek icin B bol-
gesinin, gekil A.1 deki glbl, 2t x 25 boyutlu bir dikdortgen bolgeden olugtu-
gunu ve B iginde v(y ) niin vy gibi bir sabitten ibaret oldugunu diiginelim.
Bu halde, once

X,= sabit

R 77/

%.vcz)

Sekil A.1

uD(zl) o u%)(zl) = kv / G(z', y‘)uo(y')dy{
B

voi1+i Yoz+s
ip(v, ) =~ up)(v, z3) = k2w / G(v, 22, y1, ¥2)uo(y1, y2)dy1dys
Yo1—1t Yoz —*

sonra da, (2.2), (2.20a), (2.23a) ve (2.23b) de kullamilarak

Yor+tyosts . b
e~vy1h(v)yz

o ~ 2 e
4o = Fivo 2) + 50)

Yo1—%t Yoz—8

e=o()eaTeihilvs cosxtya sinx) gy, gy,

yazihr. Basit bir takim hesaplamalar sonunda, kolayca,

. 4Tk vo e—d(v)2a e(b(v)+tk; sin X)yoa ei(k1 cosx—v)yor
ip(v, 22) [a(v) + b(v)] (k1 cos x — v)(b{v) + ik sin x)
x sin [(ky cos x — »)t] sinh [(b(») 4 ik sin x)s]

bulunur.
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