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OZET

ADIi DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE BASLANGIC DEGER
PROBLEMLERI iCiN ANALITiK iTERASYON YONTEMi

SIMEKLI, Mehmet
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danmismani: Prof. Dr. Gabil AMIRALI
Ekim 2007, 45 sayfa.

Bu calismada adi diferansiyel denklemlerde baslangic deger problemlerinin ¢oziimii
icin analitik iterasyon yontemi kullanilmistir. Baslangi¢c sartlarinda ¢oziimlerin varlik ve
tekligi, Picard teoreminden elde edilen ardisik yaklasiklarin, Lipschitz sarti ve Gronwall
esitsizligine gore durumlan ele alinmistir. Coziimlerin baslangi¢ sartlarina ve fonksiyonlara
bagimlilig1 ile devami ve lokal olmayan varligi incelenmistir. Sonug olarak Lipschitz sartinin,

Picard teoreminin hipotezinden cikarilamayacagi gosterilmistir.

Anahtar Kkelimeler: Ardisgtk yaklasiklar, Coziimlerin devami, Coziimlerin
fonksiyonlara bagimliligi, Coziimlerin lokal olmayan varligi, Gronwall esitsizligi, Lipschitz

sart1, Picard teoremi, Weierstrass M- testi.



ABSTRACT

ANALYTIC APPROXIMATE METHOD FOR INITIAL VALUE
PROBLEMS AT ORDINARY DIFFERANTIAL EQUATIONS

SIMEKLI, Mehmet
Msc Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Gabil AMIRALI
October 2007, 45 pages.

In this study, analytic approximation method is used to ordinary solution of
differential equations for unique value problems. In this study, existence and uniqueness of
solutions for initial conditions and successive approximations of Picard’s theorem were
discussed and provided with respect to Lipschitz condition and Gronwall inequality.
Additionally, dependence of solutions on the initial conditions and the functions with
continuity of the solutions and non-local existence were discussed. As a result the study
represents that the Lipschitz condition can not be extracted from the hypothesis of Picard’s

theorem.
Key words: Successive approximations, Continuity of the solutions, Dependence of

the solutions on the functions, Non-local existence of solutions, Gronwall inequality,

Lipschitz condition, Picard’s theorem, Weierstrass M- test.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Anlamm

k Lipschitz sabiti

lub En kiiciik tist sinir

R Reel sayilar kiimesi
exp Ustel

£ Epsilon

R’ Iki boyutlu uzay

! Faktoriyel

e Dogal logaritma tabani
# Esit degil

= Denktir

| | Mutlak deger

0 Sonsuz

x(1) x(t) ¢ozlimiiniin devami
x’ Sol taraf tiirevi

€ Eleman

F’(t) F fonksiyonunun £’ ye gore ikinci tiirevi
Lip Lipschitz

Min Minimum

Z Toplam sembolii

J Integral isareti

X1



1. GIRIS

Birinci kisimda, birgok durumda ¢oziimlerin ¢ok bilinen 6zel fonksiyonlarin terimleri
ile agiklanabilir oldugu belirtildi ve denklemin homojen olmayan kisminin genel c¢oziimii,
homojen kisminin ¢6ziimii ile homojen olmayan kisminin kismi ¢éziimiiniin toplami seklinde
acikca ifade edildi ve bunun bulunmasinin metotlar1 gelistirildi..

Ikinci kisimda, bazi ikinci dereceden lineer denklemlerin 6zel fonksiyonlar olarak
ifade edilemeyen c¢oziimleri ele alindi. Ancak bunlarin bir bakima farkli yakinsak kuvvet
serileri tarafindan verilen c¢oziimleri, analitik ¢oziimlere sahiptirler. Tiim bunlarin ig¢inden
teorik olarak c¢oOziimlerin varligi ve tekliginin daha genis birinci dereceden diferansiyel
denklemlerin sinifina girdigini iddia edecek genel bir metot olabildigi tasarlanamaz. Bu
boliimde, Picard’in yaklagik metoduyla birinci dereceden lineer olmayan diferansiyel

denklemlerin Baslangic Deger Problemlerinin ¢éziimiiniin ayrintili ele alinan genel bigimi,
K@) =ft,x), x(t,)=x, (1.1)
dir. f(t,x), (t,,x,) "1 belirli komsulugunda taniml1 ve siirekli bir fonksiyondur.

Picard teoremi,yukarida ifade edilen Baslangi¢ deger problemi (1.1) i¢in verilen lineer
olmayan diferansiyel denkleme denk integral denklemi kullanarak Ardisik yaklasiklar metodu
ile Baslangi¢c deger problemi (1.1)’in tek c¢oOziimiinii verir. Picard teoremi, (1.1)’in lokal
¢Oziimiinii vermesine ragmen, sadece lokal olmayan alanda ¢o6ziimiin siirekliligi dikkate

alinmayacak, ayni zamanda teorem lokal olmayan alanin digina da genisletilecektir.



2. LITERATUR BIiLDIiRiSLERI

Baslangic deger problemleri, Lipschitz sartin1 saglayan fonksiyonlardan elde edilen
ardisik yaklagiklar ile tek coziime sahiptir. Coziimiin tekligi, Gronwall esitsizligi diye
adlandirilan esitsizlik yardimiyla bulunur. Bu nedenle ilk olarak, baslangi¢c i¢cin Picard’in
teoremi tamtilmis ve sonra Gronwall esitsizligi uygulanmistir (Somasundaram, 2005).
Coddington ve Levinson (1984) c¢oziimlerin genisletilmesine ait bir fikir belirtilmis,
minumum ve maksimum c¢oziimler verilmis, tekligin sonuglart iizerinde durulmustur.
Coddington (1989) birinci derece denklemlerde ¢oziimiin varlik ve tekligi, denklemler
degiskenlere ayrilarak acik ve kesin bir sekilde ifade edilmistir.

Ross (1974) bircok durumda ¢oziimlerin ¢ok bilinen 6zel fonksiyonlarin terimleri ile
aciklanabilir oldugunu, lineer olmayan baslangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimiiniin varlik ve
tekligini arastirmis, c¢Oziimlerin devami islemistir. Erkip (1985); coziimlerin baslangic
sartlarina, baslangic degerlerine ve fonksiyonlara bagimliligim1 belirtmis ve ele alinan
problemin ¢6ziimil, analitik iterasyon yontemiyle incelemistir.

Picard’in teoremi verilen diferansiyel denkleme denk integral denklemi kullanarak
ardisik yaklasiklar metodu ile baslangic deger probleminin tek ¢oziimiinii verir. Picard
teoremi lokal ¢oziimii vermesine ragmen, sadece genis bir alanda ¢Oziimiin siirekliligi dikkate
alimmamig, ayni1 zamanda teorem lokal olmayanlarin disinda da incelenmistir. (Edwards ve
Penny, 1996).

Caferoglu ve Kacar (1993), lineer ve adi diferansiyel denklemler i¢in baglangi¢c deger
problemlerinin yaklasik metotlarla ¢6ziimii incelemis ve bu tiirden bir metot olan Picard’ 1n
ardisik yaklagiklar metodu vermistir. Amirali ve Duru (2002), baslangi¢ deger problemleri
icin yaklasik metotlar1 ve niimerik metotlar1 vermis ve cesitli yakinsama ve kararlilik

ozellikleri incelemistir.



3. ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE BASLANGIC DEGER PROBLEMLERI
iCIN ANALITIiK ITERASYON YONTEMI

Bu boliimde ele alinan baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi i¢in
ihtiya¢ duyulan teorem, tanim, ispatlar v.b ayrintili bir sekilde islenecek, cesitli durumlar igin

¢Oziim, ardisik yaklasiklarin da yardimiyla analitik iterasyonlarla yapilacaktir.

3.1. Lipschitz Sart1 ve Gronwall Esitsizligi

Baslangic deger problemi (1.1), Lipschitz sartim1 saglayan fonksiyonlarin verdigi
ardisik yaklagiklar ile tek coziime sahiptir. Coziimiin tekligi, Gronwall esitsizligi diye
adlandirilan esitsizlik yardimiyla elde edilir. Bu nedenle Picard’in teoremine bir baslangic
olarak, ilkin Lipschitz sartin1 saglayan fonksiyonlarn bir simifi tamtilacak ondan sonra

Gronwall esitsizligi tamtilacaktir.
Tamm 3.1. Bir D c R’ bolgesinde tanimli bir f (¢, x) fonksiyonu, k pozitif bir sabit olacak
sekilde

|ft, x) = ft, x)|<k|x — x| 3.1)
sartin1 saglarsa, bu durumda f(¢,x) D’ deki x’e gore Lipschitz sartin1 sagliyor denir, burada
her (¢, x;) ve (f, x,) D’nin kendi noktalaridir. £ >0 sabiti D ’deki f fonksiyonu i¢in
Lipschitz sabiti olarak adlandirilir. Tiim fonksiyonlarm smifi, D cR*  bolgesindeki
k Lipschitz sabiti ile birlikte Lipschitz sart1 (3.1)’ i saglarsa bu durum f e Lip (D, k) ile
gosterilir.

Tanima gore, eger her x, # x, i¢in fe Lip (D, k) ise

|f (t’xl)_f([7 X2)| <k

|x1 —x2|

olur. Buradan f(f, x)’in D < R*’de x’e gore Lipschitz sartin1 sagladigim gostermek igin

her (t,x)e D < R’ icin

| @, x)-fa, x,)|

X~ X




ifadesinin smirli oldugunu ispatlamak yeterlidir. Her (¢, x)e D cR* icin smrhdr.
Yukaridaki esitsizligin sol tarafindaki ifadenin en kiiciik iist sinir1, (¢, x)e D iken &k
Lipschitz sabitini verir.
Not 3.1. Yukaridaki tamim, bir D tanim bolgesi tarafindan, R*’de bos olmayan, baglantili,
acik bir kiime anlamia gelir. Bu nedenle dogru, D ’de tamamen uzanan, D ’nin herhangi iki
noktasinda birlesen tahmini parcgalardir.

Diferansiyel hesabin ortalama deger teoreminin bir sonucu olarak, asagidaki teorem
bir D c R* bolgesinde verilen bir f (¢, x) fonksiyonun Lipschitz olmasi i¢in yeterli sarti

verir.

Teorem 3.1. f(t,x) fonksiyonu, R={(t, x): |t— t0|Sa,

X- x0|Sb } a,b>0 igin

dikdortgeninde tamimli ve siirekli bir fonksiyon olsun. B_f var veR’de siireklidir. O
X

halde f (tr, x) R’de x’ e gdre k Lipschitz sabiti ile
f.@x) |

olacak sekilde Lipschitz sartim saglar.

Ispat: g—f, R kapali dikdortgeninde siirekli oldugu icin R ’de sinirhidir, bu yiizden R ’de
X

k= lub

en kiigiik tist sinir vardir.

of (¢, x)

k= lub
o0x

(t.x)eR

(3.2)

olsun.

(t, x,) ve (t, x,) R’ nin herhangi iki noktas: olsun. O halde; diferansiyel hesabin ortalama

deger teoreminden, bir € € [xl,xz] noktas1 vardir,

f@x) -f@x)= {aix [ 8)}(%- %), (& &e R 3.3)

olur.
(3.3)’ de (3.2) kullanilirsa, R ’de her (¢, x,) ve (¢, x,) i¢in
| f ) -f x| <k |x-x)
elde edilir. Bu f(¢,x)’ in R’deki k Lipschitz sabiti ile Lipschitz sartim1 sagladigini ispatlar.

Not 3.2. Yukaridaki teoremde verilen sart tek basina yeterlidir ancak R ’de Lipschitz sartin

saglayan bir f(¢,x) fonksiyonu i¢in gerekli olmadig1 asagidaki ornek ile gosterilmektedir.



Ornek 3.1. f @ x)=r |x| fonksiyonu R = {(t, X): |t |S 1, |x| < 1} de var olmayan

J9.f

3 icin Lipschitz sartin1 saglar.
X

ft, x)—f(@tx)="¢ [|)c1 |— |x2| ] < ¢ |xl—x2|
|t| <1 oldugu igin,

If (%) - f (& x5,)| < |x-x)]
elde edilir ve f (¢, x)e L (R, 1) olarak gosterilir.
of _ 9If _

x>01se —= 1", x<0i1se — =-¢
dx dx

olur.

9f

Buradan a—, t #0 1icin (¢, 0) € R ’nin herhangi bir noktasinda var degildir.
X

Ornek 3.2. f (1, x)= x"* fonksiyonunun asagidaki sartlar icin Lipschitz sartin1 saglayip

saglamadigini kontrol ediniz.

IA

(VR ={t.x: [t] <1 0<x<2}
(i) R, = {(t,x) : |t| <a, b<x <¢ a, b, c> 0}
(i) ifadesinin ispatinda, f (¢, 0) = O olur.

f @0 -f@ol_ 1
| x-0 | ‘xl/z

, x #0 (3.4)

bulunur.
(t, 0)e D c R* oldugundan (3.4) ifadesi oo’ a gider. Bu yiizden (3.4)’iin sol
tarafi x — 0 oldugunda siirsizdir. Bu ylizden fonksiyon R,’de Lipschitz sartini saglamaz.

Af 1

i) icin =~ =— x* dir.
()gax >

xe[ b, c] veb#0igin

Bu yiizden f (¢, x) R,’de Lipschitzdir.

Ornek 3.3. f(z, x) = (x+x7)

cost . . . 1
-— fonksiyonunun Lipschitz sartim |x| < 1ve | t—1| <—
t 2

de sagladigini gosteriniz ve Lipshitz sabitini bulunuz?



,. COSt ,. COSt

f @& x)-f@x) = (+x) l‘_z - (xz +XZ)Z_2

= C(t)ft [(x -x) +(x -x) (& +x)]

buradan
cost
|f(t,xl)—f(t,x2)|s|t—2| lx, —x,| [1+x +x, 3.5)
olur.
1<+
2
% <t< % (3.6)
elde edilir.

(3.5)’in sag tarafi (3.6) kullanilarak acilirsa,
1
|f (t,x)-f(t, x2)| < W Dxl— x2| .3] =12 |xl - x2|

bulunur. Boylece
lf(tx)-f x| < 12]|x -x|
oldugu goriiliir ki, f (¢, x) verilen bolgede Lipschitz sabiti 12 ile Lipschitz sartini saglar.
Asagida Gronwall esitsizligi olarak bilinen integral esitsizliginin adi diferansiyel
denklemlerin derslerine temel olusturur. Burada Picard teoreminde coziimiin tekliginin
ispatlanmasina ihtiyac¢ duyulacaktir.
Teorem 3.2. (Gronwall Esitsizligi) + > ¢, icin f (t)ve g (¢) iki negatif olmayan siirekli
fonksiyonlar olsun. k& negatif olmayan bir sabit olsun. Ayrica f{t) fonksiyonu
f(t)Sk-i—jg(s)f(s)ds,tZto (3.7)
esitsizligini saglasin. Bu durumda
f(t)Skexp{J‘g(s)ds}, = (3.8)

olur.

ispat : F®)= k + j g (8)f (s)ds (3.9)

olsun.



Not 3.1° den herhangi bir 2 ¢, icin F(t)#0 ve
F'(t) =g () f (t) ve F (t,)=k (3.10)
olur.

t > t, i¢in F (t) #0 hipotezden

f () o

k+jg(s)f(s)ds F®

Ty

elde edilir.

g(¢) negatif olmadig1 i¢in, yukaridaki esitsizlikten r = ¢, icin

gWf @ _

< t
F O g (1)
olur.
Yukaridaki esitsizlikte (3.10) kullanilirsa,
F'(1)
< gt 3.11
F O g (0 (3.11)
elde edilir.

(3.11)’in integrali ¢, ’dan ¢’ye alinirsa
[ log F (¢) ]; SJ. g (s)ds
bulunur. Bu

log F (t)-1log F (¢,) < '[g(s)ds

Iy
sonucunu verir.

F (ty) =k ve F (t) kullamlirsa,

log {k+jf(s)g(s)ds:| - logk < [ g (s)ds

Iy fy

bulunur.

Yukaridaki esitsizlik

log{k + '[ f(s)g(s)ds} <logk + log{expj g(s)ds}

Iy )

olarak yazilabilir ve her iki tarafin iisteli alinirsa,



k+jf(s)g(s)dssk.exp D‘g(s)ds} (3.12)

olur.
(3.12)’nin sag tarafi, hipotezde verilen terimlerin daha kiiciikleriyle tekrar yerlestirilirse,

Gronwall esitsizliginden
F (1)< k exp{jg(s)ds:l

f

olur.

3.2. Ardisik Yaklasiklar ve Picard Teoremi

Once Picard’a gore ardigik yaklasiklar tanitilacak, ele alian baslangic deger problemi
(1.1) hakkinda bazi temel bilgiler verilecektir. xX" = f (¢, x) diferansiyel denklemi ele
alimsin. f (¢, x) Dc R ? tanmim bolgesinde (#,, x,) araliginda bir noktada taniml, siirekli bir
fonksiyon olsun.

Bu problem f#,’1 iceren bazi araliklarda belirlenir ve x(¢), [’ da gercel degerli
diferansiyellenebilir fonksiyondur. (¢, x (t))e D, x'=f (t, x) diferansiyel denklemini ve
X(t9)=x0’1 saglar. Bu problem, baslangic deger problemi diye adlandirilip kisaca

X=f(tx @), x() =x (3.13)
ile gosterilir.

Fonksiyon yukaridaki sartlart sagliyorsa baslangi¢c deger problemi (3.13)’iin ¢oziimii
diye adlandirilir. x(#), I ’da baslangic deger problemi (3.13)’lin bir ¢éziimii ise [/’ da
siirekli x'(¢) birinci derece tiirevine sahiptir.

Yontemlerden 6nce ayrica, asagidaki temel teoremde, baslangic deger problemi (3.13)
ile aym ¢oziime sahip denk formdaki bir integral denklemi kurulacaktir.

Teorem 3.3. Bir x(¢) fonksiyonu bir / araliginda
x ()= x+ [ f (s, x(5)) ds (3.14)

ancak ve ancak baslangic deger problemi (3.13)’iin bir ¢oziimii ise, (3.14) integral

denkleminin ¢oziimiidiir.



Ispat:  x(¢), baslangic deger problemi (3.13)’tin bir ¢oziimii olsun. O halde (3.13)’ten
te I=[t,, t] icin

X ()= f @, x (1)) (3.15)
bulunur.

x(t), (3.13)’tin bir ¢oziimii ise [’ da siirekli bir fonksiyondur. Ciinkii /’da
diferansiyellenebilirdir. x(¢), I ’da siirekli, f ’te D ’de siirekli oldugu icin, F (t)= f (¢, x(¢))
fonksiyonu D’ de siireklidir. Bu yiizden I da integrallenebilirdir.

(3.15)’in ¢, ’dan ¢’ ye integrali alinirsa

x(@) - x(t,))= f (s, x,,(s5)) ds
elde edilir.

Burada x(z,) = x, alindig1 i¢in,
x (0)=x + [ f (s, x(s) ds

olur.

Tersine, x(¢) [’da, (3.14) sartim saglarsa integral hesabinin temel teoremi

kullamldiginda, her ze I i¢in x(z) *nin x(¢) tiirevi,
X(t) = x+ [ f(s, x ())ds

olarak elde edilir.

Ayrica (3.14)’ten x(t,) =x, bulunur. Boylece x(¢) integral denklemi (3.14)’{i saglarsa
x(t) , baslangic deger problemi (3.13)’iin bir ¢oziimiidiir.
Not 3.3. (3.14) bir integral denklemi diye adlandirilir. Ciinkii x(¢) bilinmeyen fonksiyonu
integral isareti altinda goziikiir.
Not 3.4. Tekrarlanabilir operatorler ardisik yaklasiklar gibidir. Picard teoremi goz Oniine
aliirsa, baglangi¢ deger probleminin tiirev bigciminde, (3.13) yaklasiklarin ele alinan ifadesi,
onun denk integral formundan daha zordur. Bu nedenle, yukarida teoremde formiilize edilip,
uyarlanmistir. Tlk 6nce, Picard’a gore ardisik yaklagiklar tanitilacaktir.

Simdi Picard’in ardigik yaklasiklari tanimlanacaktir. x(¢,)= x, ise, x,(t)=x, sabit
fonksiyonu tanimlansin. Bu sabit fonksiyon baslangi¢ kosulunu saglasa bile, genel integral

denklemini saglamaz. Fakat
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x(t)=x, + Jf (s, x,(s)) ds (3.16)

bulunursa x,(f), x(¢)’ye x,(¢)’ den biraz daha yakin olabilir. Benzer bir yoldan x, (¢) , x,(¢) ...
bulunabilir. Bu metot basaril1 bir sekilde siirdiiriiliirse,

x,(0= %+ [ f (5, x,,(s)) ds (3.17)

elde edilir.

Picard teoreminin kritik noktasi, verilen baglangic deger problemi (3.13)’iin tek
¢coziimii n — oo iken x, (f) = x(¢) olmasidir.
Ayrica metotlardan 6nce, asagidaki drneklerde birkag ardisik yaklasik hesaplanacaktir.

Ornek 3.4. x"= 1+ 1x, x(0)= 1 baslangi¢ deger probleminin ilk dort yaklagigini bulunuz?
Ik yaklasik X,(t)= x(0) =1 olarak bulunur. Ikinci yaklasik,

50 = x4+ [ f (s x()ds =x,+ [ [1+sx,(s)]ds
0

x,(t) =1 yaklasig kullanilirsa,

t t2
xl(t):1+J (1+s)ds:1+t+3 (3.18)
0

bulunur.

simdi, x,(0= x+ [ f (s x(sNds = x +[ [1+sx(s)]ds (3.19)
0

)

olur.

(3.19)’de x,(¢) yaklasig1 kullanilirsa,

t 2
M) =1+ | 1+s[1+ s+ %}zs

0

t2 f3 t4
Nn= 1+t+ — +— +—
X, (1) > T3 '3

bulunur.

x(6) = % +[ f (s, % (9)ds = x, + [[ 1+ sx, (5)] ds (3.20)
ty 0
olsun.

x,(¢) yaklasigi (3.20)’de kullanilirsa,



11

olur.
Ornek 3.5. Asagidaki baslangig deger probleminin ilk dort yaklasigini
X=x+1t, x0)=1
x,(¢) n-inci yaklasgigin1 ve x, (¢)dizisinin limitini bulunuz?
Verilen denklem integral denklemine denktir.
X = 1+ [ [s+x(s)ds
0
olur.
11k olarak x,()=x(0) =1 birinci yaklasig1 tanimlansin. Verilen ardisik yaklagiklar ile

2

0= 1+ [(s+Dds = 1+1 + %
) !

t 2
xz(t):1+j (s +1+ s+%] ds

0

3
r
=1+t + t2+—'

‘ 3
_ 2, 5
x3(t)—1+'([ [s+(1+s+s +3!ﬂ ds
3 4
1+ |2+ )+ L
3 4!

t 3 4
x4(t):1+J {s+[1+s+s2+s—+s—ﬂ ds
0

3 4!
3 4 5
LI L
3 34 5!

Bu islemler siirdiiriiliirse,

bulunur.

2 3 4

t t t tn tn+1
x”(t):1+t+2[5 + =+ — + ..+ —J +

31 41 7T
elde edilir.
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n — oo olarak limit alinirsa,

n+l

(n+1)!

0 < t<1liken n — o alindiginda — 0 oldugu i¢in

xt) =1+t+2 (@ -1t-1)
olur.

Boylece verilen diferansiyel denklemin tam ¢oziimiiniin x(r)= 2e'—t— 1 oldugu
kolayca goriilebilir.
Not 3.5. Verilen lineer denklem bir ¢6ziim ise, Picard ardigik yaklasiklar1 baslangic deger
problemi (3.13)’iin tam ¢6ziimiine yakinsar.
Not 3.6. Picard ardisik yaklasiklarinin hesabinda, ayrica baslangi¢ yaklasigi ayn1 zamanda
sabit bir fonksiyon disindan da almabilir. Genelde boyle yaklasiklarin bir dizisinin baslangi¢
deger probleminin bir ¢oziimiine yakinsayacagi soylenemez. Bu nokta orneklerin birinden
sonra gosterilecektir.

Ayrica metotlardan Once asagida bunlarin yaklagiklar1 hakkinda iki kritik bilgi
verilecektir.
(a). Verilen tanim bolgesinde ardisik yaklagiklarin iyi tanimlandig bir aralik vardir.
(b). Ardisik yaklasiklar bu araliklarda siirekli fonksiyonlar olarak vardir.

(t,, x,)noktasi civarindaki R kapal dikdortgensel bolgesi diisiiniiliirse,

R:{(t,x)e 9(2:|t—t0| < a, x—x0| < b, a,b>0}

f(, x) R’ desiireklidir, f(z, x) R’de sinmirlidir. Bu nedenle her ¢, x € R i¢in R ’de
|f (t, 0| <M (3.21)
olacak sekilde bir M sabiti vardir.

(a) kullanilarak asagidaki islemler siirdiiriiliir.

Tamimdan verilen yaklasiklar ile

x (1) = x0+jf (s, x,_ () ds, k=1,2,3, ...

)

bulunur. Boylece
|x, @) - x| <M |1 -1 (3.22)
olur. Bu yaklasiklar (z,, x,) ’dan gecen farkli egrileri gosterir ve verilen R bolgesinde

k — oo alindiginda ¢6ziim egrisi ile ¢akisir. Birinci yaklasiktan bu egrilerin

X—x,=M (t-1,) ve X -x,=-M(t -1t) (3.23)
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arasinda uzandigr goriiliir.(3.23) denklemindeki bu iki dogru Sekil 3.1 veya Sekil 3.2°den
goriiliir ki £ ve F’ nin her ikisi de dikdortgensel bolgenin AB ve DC kenarimi kesecektir.

Bu durumda araligin uzunlugu yatayda 4 olsun. Uzunluk R’ de f,’dan /i’ a belirlenecektir.

A X+ b E B
W
N
+7 L
g—a E h L
o g+ a
(0. %o) o+ h
-+
~
46 o
~
7
°)
D Xg— b F (e

Sekil 3.1. TL=h =2 < 4.
M

(t, + h, x, + b) noktas1 $Sekil 3.1de AB kenart lizerinde uzanir. Buradan

Xg+b—xy=M(t,+h—t,) olur. h zi< a’yr verir. Bu durumda & —£< a ahnr.
M M

(3.23) denklemindeki dogrular Sekil 3.2° de £ ve F ’nin AB ve DC ’yi kestigi gosterilirse

ohalde h = % > a ve |t - t0| <% araligt R bolgesinin dis tarafindaki noktalar1 verir.

A X+ b B E
A e S
ey
-
fo— [ h=a L
e o
= s
—rﬂ > - '
/"?f\ H
) i
=
o= S
D e CiE

Sekil32.h = a < TL = 2.
M
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Bu nedenle & =a secilir, yaklasim egrileri R bolgesinin i¢inde uzanir. h = min(a,%) olur.

Bu durumda | t - t0| <h araliginin varligi bulunur.

h:min(a,%) "de |t - t0|<h araliginin  varhigr kurulduktan sonra yaklagiklar

tanimlandi agagidaki teoremde (d) formu kullanilabilecektir.

Teorem 3.4. Ardisik yaklasiklarin dizisi

%0 = x5+ [ x5 ,()), k=123 .. (3.24)

ise [ :| t-t, |< h = min(a, %j "de siirekli fonksiyonlar olarak vardir ve (¢, x, (¢ )) her

bir te€ I icin R ’dedir ve her e I icin x,
| x () —x, |[<M|1-1, (3.25)

1 saglar.

Ispat: Teorem matematiksel tiimevarimla ispatlanacaktir. Her t € I igin x,(¢f)=x, siirekli

bir fonksiyondur. £ = 0 i¢in siirekli bir fonksiyon olarak vardir ve (3.25)’i saglar. € [ icin
%) = xg+ [ f (5%, (5)) ds
olur. Buradan

j|f(s,x0 (s)| ds

fy

|x1 () - xo| <

§M|t-r0|<M3:b
M

olur. Bu dax, ’in (3.25) esitsizligini sagladigin1 gosterir. Buradan da ( ¢, x;) € R oldugundan,

belirlenen x, i¢in f(¢,x;) I ’da siirekli bir fonksiyondur.

Boylece x,(t) = x,+ I f (s, x,) ds bir f(t,x,) siirekli fonksiyonunun integralinin iist

limitinin fonksiyonu oldugu i¢in, / ’da siirekli bir fonksiyon olarak vardir.

Bu durumda yukaridaki adimdan teoremin k=1 icin dogru oldugu ¢oziilmiistiir. Bu
yiizden teoremin k icin dogru oldugu varsayilirsa ve asagida matematiksel tiimevarimla
k + 1 icin dogrulugu ispatlanir.

x,(t)nin [’da siirekli bir fonksiyon oldugu varsayilirsa, siirekli bir tiireve sahiptir ve

her t € I igin
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|xk () - x0| <b
olur.
Boylece varsayimm ile t€ [ igin(z,x,(t))€ R ve bu sebeple her ¢ € [icin f (¢, x,(¢))
R’ de vardir ve siireklidir.
|f @ x @ <M
yi saglar. Simdi

X )= x, + j f (s, x.(s)) ds

oldugu diisiiniilsiin.

f (@ x.(t)), I’ da siirekli oldugu i¢in, buradan x,,,(¢) siirekli bir fonksiyonun integralinin

tist limitinin fonksiyonudur. Bu yilizden te€ [ i¢in x,,(¢) vardir ve siireklidir. Ayrica

|xk+1 (1) _xo| = Jf(S,Xk (s)ds

Iy

<[ |f Csoxsn| ds <M [ as
olur. Bu

| %) - x| < M [ ds =M (1-1) <Mb<b

oldugunu ispatlar.

Bu nedenle, (¢, x,,,(t))e R ve boylece f (¢, x.,,(t)) R de siirekli bir fonksiyon
olarak vardir. Bu yiizden teorem, tiimevarimla k “nin tiim degerleri i¢in dogrudur.
Ornek 3.6. Asagidaki baslangic deger probleminin ¢oziimiiniin varligini, 4’ mn olas1 en iyi

degerleri i¢in bulunuz?
X)) =x>, x()=-1
Coziim: + = 1 civarinda ve x(¢)= -1’de tamimlidir. Bu yiizden ¢oziim, (- 1, 1)
araliginda a, b >0 i¢in
|t—1|§a ve |x +1|Sb
oldugundan R dikdortgensel bolgesi civarinda segilebilir. R * de
M= max|f (t, x (1))

tanimlansin. O halde
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f @ x @) =x*ve - (1+b)< x<b -1
den

max|f (1, x)| = (b +1)°

h :min(a, b 2}
(1+ b)
1-

minumum deger olsun. F’(b) :—b3 dir. Buradan b= 1
(b +1)

olur. Buradan

dir.

F (b)=

(1+b)’
aliirsa F'(b) =0 olur.

b=1’de F’(b) = negatif oldugundan, »=1 F(b) nin maksimum degerini verir.

23

Boylece F(1) = i’ tir. Buradan h, a ile i arasinda minimum deger olarak secilmek

zorundadir.

b

—= 1 a’dan bagimsizdir. a < 1 ise o
a+5s°- 4 4

Bu yiizden a > i ise, o halde h =

halde & < 1 tiir. Her iki durumda da & < i bulunur. Bu sebeple

[ b } . ( 1} 1
]’L: a,—2 =min | a, — = —
(b+ 1) 4 4

Bu, teoremde /4’ 1n muhtemel en iyi degeridir ve

|t—1|§iveya%$t$%

olur.

araligma uygundur.
Baslangic icin gerekli bilgiler gelistirildi, simdi bir durumda, bu boliimiin asil varlik ve
teklik teoremi kurulacaktir.
Teorem 3.5. (Picard )
(© f @ x),

R={(tx:|t-1,]<a,

x—x0|Sb, a,b>0}
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kapali dikdortgeni ilizerinde gercel degerli siirekli bir fonksiyon olarak tanimlansin ve her
(t, x) € R icin |f (t, x)| < M olsun.
(d) f(t, x), x’egoreher (t,x,) ve (t, x,) € R i¢in k Lipschitz sabitiyle birlikte

[f @t x) - f (tx)| <klx - x)

Lipschitz sartim1 saglasin.

O halde

X, (1) = x,, x,,@) = x, + j f @ x,(s))ds (3.26)

ardisik yaklagiklart [ = | t -1, | <h= min{ a, %} araliginda

x,(t) = f(, x), xo(to):xo
baslangi¢ deger problemi (3.13)’iin bir x(¢) tek ¢oziimiine yakinsar.

Uyar 3.1. f(¢,x) R de siirekli oldugundan, her (¢,x)e R igin | f (t,x)| <M olacak sekilde
bir M sabiti vardir. Ayrica yaklasiklarin hzmin(a,%) icin [ =| t—t, |Sh araliginda

stirekli fonksiyonlar olarak varligi ve iyi tanimlandig1 zaten belirtildi. Bu yilizden teoremde
sadece bu aralik dikkate alindi.
Ispat: Teorem asagida 3 adimda ispatlanr.

Adim 1. Bu adimda (3.26) ardisik yaklasiklarinin (x, ) dizisinin yakinsamasi ele alinacaktir.
Bunun i¢in x, (¢) dizisi ile birlikte bir seri birlestirilecektir. Yaklasiklarin fark: terimlerdir ve
birlesik serinin kismi toplamlarinin dizisi (x, (¢)) dir. Yaklasiklarin 6zellikleri ve f(z,x,) de
Lipschitz sartiyla birlikte serinin pozitif sabitleri ile iyi bilinen yakinsak bir seri tarafindan
stten sinirlandirilir, buradan Weierstrass M - testi yardimiyla x, (¢) 'nin diizgiin yakinsadigi
sonucuna varilir.

x, (1) =x,+(x, —x,)+(x, —x)+...+(x, —x,_,)
olsun. Bu yiizden serinin - inci kismi toplam1 x, (¢)

5O+ (505, 0] (3.27)
olur.

Bu yiizden x, (¢) dizisinin yakinsamasi, (3.27) serisinin yakinsamasina denktir.
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Teorem 3.4 ile ardigskk yaklasiklarmn x, (r) dizisi, rel i¢in  (tx,(t))e R ve
h=min (a, %j’de, I = |t - IO|< h araliginda siirekli fonksiyonlar olarak vardir ve iyi

tanimlanmistir. Simdi 7>, veya t, <t <t,+h i¢in ispat yapilacaktir, t< t) veya fy—h<t
icin ispat benzerdir.
Teorem 3.4’ te her 7€ I icin
() —x, ()| < M| 11, | (3.28)

bulunur. Yaklagiklarin tanimi kullanilirsa,

X, (1) —x,(t) :j [ f(s,x,(5))—1f(s,x,(s))] ds

fy

olur. Buradan
t
e () = x, (O] < | [f (5.2, () = f(s,x, ()] | ds
ty
dir. f Lipschitz sart1 (3.25)’1 sagladig icin,

|x2(r)—xl(s)|3k.j |x,(5) = x,(5)| ds

)

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte, (3.27) kullanilirsa

kM (t—t,)

e, ()= x ()| < M [ |s—1,|ds = >

Iy
bulunur. Buradan

kM(t—t,)°

|x, (1) = x, (s)| < >

(3.29)

elde edilir.
Benzer bir sonug¢ araligin diger yarisi i¢in dogrudur. Tiimevarimla ispat yapilacaktir. te /
icin

M k" -1,

(3.30)
n!

lx, (1) —x,, (1) | <
olur. (3.28) ve (3.29)’ dan n= 1,2 i¢in sonucun dogru oldugu goriiliir.
n ic¢in sonu¢ dogru olsun ve t<t, veyate[t,—h, t,] icin ispat benzer oldugundan
t>t, veyate [to,to + h] icin n+ 1 ispatlanir.

x,,,(t) ve x, (¢)'nin tanimindan,
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Xyt (D)= X, (1) = j[f (s, x,(s)) = f(s,%,.,(s)] ds
olur. Buradan
s (0=, (1) | < I (5,5, (D) = £ (5%, (5))| ds
olur. f (¢, x) Lipschitz sartii (3.25)"i sagladigindan,

| X, () =2, (1) [ <k } |x,, (8) ~ x,,_; (5)| ds

t()
olur. n i¢in varsayim dogru oldugundan yukaridaki (3.30) kullanilirsa

n—1 t
kMK I(s—t())"ds

|
n. ;

xn+1 (t)_xn (I)| S
B Mkn (l—lo )n+1 _ Mkn| T—IO| n+l
Conl (n+1) (n+1)!

elde edilir.

(3.31)

Bu yiizden sonug¢ (n+ 1) i¢cin dogrudur. Bu nedenle n» = 1,2,3,... i¢in tiimevarimla

sonu¢ dogrudur.

Mkn(l_to)lﬁl < Mknhn-H _Mkn-thH
n+D)! 4Dk (n+1)!

olduguna dikkat edilmelidir.
(3.31) ve (3.32)’den

£k11+lhn+l
k (n+1)!

x, @0 —x @) <

olur.

(3.33)’ten goriiliir ki, x, (t)+z [xn (t)—xm(t)] serisi, pozitif sabitlerin

n=1

(3.32)

(3.33)

M & (kh)™!
k< (n+1)!

yakinsak kuvvet serisi tarafindan baskindir. Bu yiizden (3.27) serisi Weierstrass M - testi ile

t, <t <t,+h i¢in diizgiin yakinsar. Bu nedenle x,(t)+ z [x, () - x,,,(t)] sadece n- inci

n=1

kismu toplamu x, (¢)'dir. x,(t), t, <t <t,+h’daki her bir 7 igin n — oo i¢in bir limite yonelir.

Her bir x,(r) fonksiyonu siirekli ve x,(r)— x (f) diizgiin yakinsadigindan [z, 1, +h]

araliginda, x (¢) limit fonksiyonu stireklidir.



20

Admm 2. Simdi x(¢) limit fonksiyonunun, baslangi¢ deger problemi (3.13)’iin bir ¢oziimii
oldugu gosterilecektir. Bunun igin ilk olarak f (z, x,(¢)) nin f (#, x(r)) fonksiyonuna diizgiin
yakinsadig1 ispatlanir.

Her bir x,(t) [to.t,+h] icin

x,(1)—x,|<b’yi sagladigindan (¢, x(t))€R ve
[ty.to +h] igin |x(t)—x,|<b oldugu belirtilmisti. Bu yiizden f (s, x(t)) bu aralikta
tanimlidir. f (¢, x) Lipschitz sartin1 sagladigindan ¢ € [to,to + h] icin

| £t x@) = £(t,x, ()| <k [x(0)—x, ()| (3.34)
olur. x, (t)— x(t) diizgiin yakinsadigindan, [to, t, + h] icin her ¢ ve her n > n, i¢in

verilen € >0
£
| x() - x,@0) |< n (3.35)

da bir n, >0 vardir

Her n > n, her r > 1, veya [t,, t, + h] i¢in (3.34)’te (3.35) kullamlirsa

If Ct.x(@) - f (4, x,@)] = %Zg

elde edilir. Bu da f (¢, x,(z)) fonksiyonlarmin dizisinin f (¢, x(¢))’ye diizgiin olarak
yakinsadigimn ispatlar.

f R’de siirekli vex,, [to, t, + h] de siirekli oldugundan, f (¢, x,)her n =1, 2,
3,...icin bu aralikta siireklidir.

Bu yiizden sartlar, integral isareti altinda limit alindig1 icin n— oo alindiginda

f @ x,)— f (t, x ) dizisi i¢in gegerlidir. Bu nedenle

()= lim x,, (0= x+ lim [ f (@, x,)dr

)

= X,+ j lim f (¢,x,(¢))dt = x, + j f (&, x(t)) dt

)

olur. Bu durum, [#,, #, + h] i¢in x(#) limit fonksiyonunun

xX(f)= x,+ j f (@, x(t) dt

)



21

integral denklemini sagladigin1 gosterir. Teorem 3.1°den x(#) limit fonksiyonu, [to, t, + h]
icin x(7,) = x, oldugundan x" (t) = f (, x)’i saglar. Bu, [to, t, + h] icin temel baslangi¢
deger problemi (1.1)’in ¢6ziimiiniin varligini ispatlar.

Adim 3. Burada sadece Gronwall esitsizligi kullanilarak, baslangic deger problemi (3.13)’iin

¢Oziimiintin tekligi ispatlanacaktir. Baglangic deger problemi (3.13)’lin ¢oziimii yalniz
x(t) olmasin, bagka ¢6ziim de y(¢#) olsun. O halde her ikisi de [to, t, + h] icin integral

denklemini saglar. Buradan

x(t)= x,+ j £ (s, x (5)) ds

)

Y6y = xp+ [ (s, 3 (5)) ds

)

olur. O halde

| x(0) - y@) | < [|f (5 x(s) - f (5, y(s))| ds

olur. f R’ de, Lipschitz sartim1 sagladig icin,

|x(0) - y()| Skj | x(s) - y(s)| ds
bulunur. Tartisma ve Sonu¢ kisminda Sonug¢ 5.1°’de bu durum ayrintili olarak islenecektir.
Her [t,, t, + h] icin

|x(t) - y(0] =0
elde edilir. Bu da her r e [to, t, + h] icin x(#) = y(¢)’yi verir. Bu, x(¢)’nin baslangi¢ deger
problemi (3.13)’lin tek ¢oziimiinii verdigini ispatlar. Boylece Picard teoremi tamamen
ispatlanmis olur.
Uyar:1 3.2. Picard’in teoremi lokal varlik teoremi diye adlandirilir. Ciinkii teorem, sadece
t,'mn komsuluklarinda bir ¢oziimii garanti eder. Picard’in teoremi yardimiyla genelde
baslangic deger problemi (3.13)’tin herhangi bir ¢6ziimii bulanamayabilir. Ciinkii ardisik
yaklagiklarin i¢inden gelen integraller cok karmasiklagmis olabilir ve hesab1 zordur. Teoremin
asil vurgusu, ¢ok genel sartlar altinda bir baslangic deger problemi(3.13)’iin ¢Oziimiiniin
varlik ve tekligini iddia etmektir. Diferansiyel denklemlerin teorisinde boylesi teoremler

varlik ve teklik teoremi diye adlandirilir. Bu yiizden teoremin teorik olarak dnemi, baslangi¢

deger problemlerini ¢6zmenin pratik olarak yararindan daha fazladir.
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Asagidaki teoremde, x,(f) n-inci yaklasimi ile x(#) ¢oziimii yaklasiklarinda hata i¢in bir iist

sinir elde edilecektir.

Teorem 3.6. x,(t) n-inci ardisik yaklasiklari Teorem 3.5’in baslangic deger problemi

(3.13)’tin x(¢) ¢Oziimiinii her ¢ € I igin saglar ve

~ M (kh)""
|x(t) xn(t)|S . (n+l)!e

olur.

Ispat: Teorem 3.5° ten
xty=x,+y, [x,O)—x,,0]
p=l1
ve

x (H)=x, + Z [x,)=x, ()]

p=1

dir. Boylece

- |3 [x,0-x.0]

p=n+l

x(1) —x, (1)

< ¥ [x,0-x,,0)

p=n+1
bulunur. Onceki Teoremin (3.30)’undan, n=1, 2, 3, ... icin
M (k)"
k n!

olur. (3.36)’da (3.37) kullanilirsa

|x, (1) = x,, (1)] <

e M G M Rk
(1) = x, (1) < k ,,;il D! k (n+D)!e p!

o p
elde edilir. Z (kh)

: . '1n bir tistel toplam serisidir. (3.38)’den
p=0 p

SM (kh)n+l ekh

k (n+1)!

x(1) = x, (1)

bulunur.

(kh)lﬁl

Not 3.7. ¢, =
(n+1)!

terimidir. n — oo alindiginda €, — 0 olur.

(3.36)

(3.37)

(3.38)

olsun. Bu genelde e ile gosterilen yakinsak iistel serinin (7 + 2). nci
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Not 3.8. Yukaridaki (3.7) notu iizerinde Picard teoreminin 2. adimi kullanilabilirse
X, (0) = %o + [ £(5,x,(5))ds

bulunur. n —c alindiginda x,,,(#) = x(¢#) oldugu bilinir ve fe icin x(¢) siirekli bir
fonksiyondur . Ispatin tamamlanmasi igin,

[ £, 55 > [ £ (5,3

Ty 0

gostermek yeterlidir. x(¢) asagidaki

(1) = x, + j £(s5,x(s))ds

)

baslangi¢ deger problemi (3.13)’iin ¢oziimiine denk olan integral denklemini saglar. Buna

gore Not 3.7°denx, [’ da siirekli ve f, R ’de siirekli oldugu i¢in, buradan J. f(s,x(s)ds 1

Ty

da ¢’ nin siirekli bir fonksiyonu olarak vardir. Ayrica

i f(s,x(s))ds — } f(s,x,(s))ds

< T f (s.x(s) = f(sux, (5)) | ds

olur. fe L(R,k) igin

t

j.f(s,x(s)) dS—J.S,xn(s)) ds

fy fo

Sk.j |x(s)—x,(s)| ds

Iy

elde edilir. Not 3.7° den n — o alindiginda her bir ¢t € I i¢in

M(kh)”"’l ekh
k (n+1)!

If (s, x(5)) ds—jf (s.x,(s)ds |<k

Iy Iy

|t—1,| >0

elde edilir. Boylece x(r) integral denklemini sagladigindan baslangic deger problemi
(3.13)’iin ¢oziimiidiir.
Asagidaki 6rnek Lipschitz sartinin Picard teoreminin hipotezinden ¢ikarilamayacagim
gosterir.
Ornek 3.7. Asagidaki baslangic deger problemini inceleyiniz.
X1y =2x"7, x(0)=0
ft,x)= 2x"? olsun. O halde x, = 0 alindiginda

fx) = F@O) 2272 2

|x1 - 0| |x1| VX
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bulunur. f (¢, x) sirsizdir. Bu yiizden f(z, x), (0, 0)’imn komsulugunda Lipschitz sartim
saglamaz.

x(0) =0, x,(t)=0
oldugu i¢in Picard teoreminin tekliginin sonunda, Lipschitz sartinin yoklugunun
dogrulugunun bosa cikarilacag: goriilecektir.
Birinci yaklagik kullanilirsa,

x,(t) =x, +If(s,x0(s)) ds = x,

bulunur. x, =0 i¢in x,(¢) =0 olur.

Benzer bir mantikla x,(#), x;(¢)... nin timi sifirdir.n — coalindiginda x,(z) -0
oldugundan x, (¢) ’nin limit fonksiyonu Picard'in teoremi ile baslangic deger problemi
(3.13)’tin ¢oziimii x(¢) =0 dur.

1/2

dx . .
—; = 2dt’nin integrali alinirsa 2x°° =2t +c¢ bulunur.

x'(t) =2x" oldugu icin, S
baslangi¢ sartinda c¢= 0 kullamlir. Bu yiizden x =t baslangi¢ deger problemi (3.13)’iin
¢Oziimiidiir ve bu ¢oziim Picard teoreminden elde edilen x(f)= 0 ¢oziimiinden farklidir.
Boylece Picard teoreminin ¢oziimiiniin tekligi, Lipschitz sartinin varsaymmi ¢ikarildiginda
hatalidir.

Yukaridaki 6rnek Lipschitz sarti ¢ikarildiginda Picard teoreminin ¢Oziimiiniin teklik
kismu etkileyiciligini gosterir. Bu ylizden, Picard teoremi yalmz Lipschitz sarti olmaksizin
baslangic deger probleminin ¢Oziimiiniin varligina sahip olup olmadigin1 dogal yoldan
arastirir. Bu durum asagidaki Cauchy — Peano teoremine uygundur.

Teorem 3.7. (Cauchy —Peano Varlik Teoremi) f(z,x), R kapali dikdortgeninde siirekli bir
fonksiyon olsun veR ’de |f(t,x)| <Molsun. h= min(a,%) olsun. O halde |t—to| <h

araliginda
x'(1) = f (1, x(2)), x'(ty)) = x,

baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimii vardir.
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3.3. Coziimlerin Baslangic¢ Sartlarina Bagimlihig

Cok ilgingtir ki, baglangi¢ sartlarinda kurulan Picard ardisik yaklasiklari, baglangic

sartlarinin fonksiyonlarinin ¢oziimleri oldugu goriiliir. Coziim x (2,7,,x,) ile gosterilebilir. Bu

yiizden, farkli baslangic sartlart icin ayn1 denklemin farkli ¢oziimlerinin elde edilmesi

asikardir. Asagidaki teoremde Gronwall esitsizligi yardimiyla, tiim bu ¢oziimlerin #, ve x, 1n

stirekli fonksiyonlari olacagi anlatilacaktir.

Teorem 3.8. a <7 <) i¢in
(e) x'= f(t,x), x(t))=x,, @ x'=f(,x), x(t,*) = x,*,
iki baglangi¢ deger problemi
x(t)=x (t, t,, x,) ve x*(t)=x (t, t,*, x,)swrastyla bu problemlerin ¢dziimleri

olsun. D’ de her fe [a, b ] icin fe L(D,k)ve|f(t,x)| < M olsun.
O halde verilen herhangi bir € >0 ve a<r<b icin ‘t—to*‘<5 Ve‘x—xo*‘<§olacak

sekilde bir d >0 varsa, ‘x(t)—x*(t)‘ < & olur.

ispat: Baslangic sartlarinda, 7,.7, € [a,b], 1, >1,, x(t,) = x, Ve x(t;) = x; verilsin. O halde

Picard teoreminden, x (¢) ve x*(¢) tek ¢oziimii asagidaki gibi bulunabilir:

x(t) = X, (1) + [ £ (5, x(5))ds

X (1) = x50+ [ s, 0% (5)ds

X(t) = X, (6) + [ £ (5, x(5))ds

Iy

X' (1) = xy () + [ fs,x" (s))ds

d
Iy

X(8) =X () = %o (1) =%, (O)+ | f(5,x(s)) ds+ [ fGs,x(s)ds— | f(s,x"(s))ds

t() 0 0

=x,— %, +If[ F(s,x(s)) ds + j [£ (s, x(s)) ds — f(5.x" ()] ds

Iy

elde edilir. f € L(D,k)oldugundan her ¢,x€ D igin

| f(s,x() = F(s,x" () | S k| x(5)=x" ()|
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ve
| ft.x(s) | <M
olur. Her 7 e [a,b] icin
‘x(t)—x*(t) ‘ < ‘xo —xo*‘+M ‘ (ty —1,) ‘+ } k‘x(s)—x*(s)‘ds
t(l

olur.

k=|x0—x0* | + M |(t0—t0*)| ve f(s)=|x(s)—x*(s)

, g(s)=k alinir ve

Gronwall esitsizligi uygulanirsa,

‘x(t)—x*(t) ‘ < [‘xo —xo*‘+M ‘ t, —to*‘ ] expj[ k ds

= nxo —x0*| +Mt, —t, *”exp k(t—t,)
bulunur. Buradan
x()—x*@0)] < [ |x—x% ] exp k(b-a) (3.39)
olur. Bu kismidir.
X—xy=M(-t,) (3.40)

(ty.1,*)" da olacaktir. [a,b]” deki her 7 igin (3.40)’da (3.39) kullanirsa,

| x0-x"()|< l2‘x0* - x| Jexp k6 - a)

olur. Verilen herhangi £ >0 i¢in od(¢) = S secilir.
2explk(b—a)]

|x, *—x,| < 8(€) oldugu igin,

* £
f— 2— — =
‘x(t) X (t)‘ < rexpk(b—a) expk(b—a)=¢

elde edilir. Boylece |t —1, *| < (&) ve |x0 - X, *| < d(¢) ispatlanir.

Not 3.9. Baslangi¢c sartlar1 degistirildiginde farkli ¢oziimler biri digerinin komsulugunda

uzanan ayni baglangi¢ deger problemine benzerdir. J ve & kiiciik ise aymi zamanda

|x(t) —x*(t)’de Kkiigiiktir, J =& =0 ise,o halde x(¢) = x" (t)’dir ve baslangic deger

probleminin bir¢cok ¢oziimii verilen (¢,, x, ) noktasindan gecer.
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3.4. Coziimlerin Fonksiyonlara Bagimlihig:

Gecen boliimde, baslangic noktasinin komsulugundaki baslangic deger probleminin iki
farkli ¢6ziimiiniin farkli baslangi¢ sartlar1 ile nasil davrandiklart agiklandi. Coziimlerin,
baslangi¢ sartlarinin siirekli fonksiyonlar1 oldugu daha fazla titizlikle islendi. Bu bolimde iki
farkli fonksiyonun iki baslangic deger problemi arasinda baglanti elde edilecektir ve
fonksiyonlar biraz degistiginde c¢oziimlerin nasil degistigi acgiklanacaktir. Bunun igin
¢oziimlerin  fonksiyonlara bagimliligi hakkinda bilgi verilecek, Gronwall Esitsizligi’nin

]

genellestirilmis formuna, k sabiti, #’ nin bir fonksiyonu tarafindan degistirildigi zaman

ihtiyag duyulacaktir ve bu yiizden asagidaki teoremde ilk olarak boylesi bir esitsizlik

kurulacaktir.
Teorem 3.9. te [ t21t, icin f, gve h siirekli fonksiyonlar olarak tanimlanirsa
t
FO<Sh@+] g(s)f(s)ds
t(]
esitsizligi ¢ =1, icin
! t
F@O<h@®)+] g(s)h(s)exp {f g(u)du} ds
f, s
anlamina gelir.

ispat: F@) Sht)+[ g(s)f (5)ds (3.41)

2(1) = [ g(s) f (s)ds

olsun. O halde r >t i¢gin
() =g f () (3.42)
olur. /1’ da g(t) >0 oldugundan (3.41)’nin her iki yam g(#) ile carpilir ve (3.42)’de
kullanilirsa,
Z'(1) < g(O[h() + z(1)]
Z()—g®) 2(1) < g(1) h(r)
bulunur. Bu bir integral carpanin bulunmasi ile c¢oziilecek birinci dereden diferansiyel bir

denklemdir.Bu integral ¢arpant,

exp {— j g(u) du}

Iy
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dur. Buradan ¢oziim,

z(t) exp {—j g(u)duZl < j g($)h(s) exp {—j g(u)duZl ds

Ty Ty fy

20 < j g(s)h(s){exp —j‘g(u)du:lexp{ j g(u)du:lds

0 0 Iy

=jg(s)h(s) eXP[jg(u)du}ds (3.43)

Ty

bulunur. (3.43)’te z(¢) yerlestirilirse,

jg(s)f(s)ds < jg(s)h(s) exp D g(u)du}ds (3.44)

olur. (3.41)’de (3.44)’iin sol tarafi tekrar yazilirsa daha az esitsizlik elde edilir.

F@O=h(t)< [ g($)h(s) exp | [gwdu | ds

)

elde edilir. Bagka bir ifadeyle,

£ <ht)+ j g($)h(s) exp j g(u)du | ds

fy

bulunur. Bu esitsizlik, Gronwall esitsizliginin genel formuyla ispatlanir.

Bu esitsizlik kullanilirsa asagidaki teorem bulunacaktir.
Teorem 3.10. R = {(t,x) = |t —to| <a, |x—x0| < b} olsun. fveg R’de su sartlart saglayan iki
stirekli fonksiyon olsun: (g) x’e gbre f € L (R, k) dir.
(h) Verilen € >0 ve her ¢,x€ R i¢in |f(t,x)— g(t,x)| < &’dur.
x, () ve x,(t); [t, x,@®)] ., [t,x,(t)]eR, | t—t, |< h icin asagidaki baslangic deger
probleminin ¢6ziimleri olsun:
x'(t)= f(,x), x(t)) = x, (3.45)
x'(t)=y(t,x), x(t,) = x, (3.46)
Ohalde h=1—1, igin |x,(t)—x, (1) s% (e -1)

olur.

Ispat: Picard teoreminden,
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x (1) =xy+ }f (s,x,(s)) ds

t(l

X, (1) =x, + }g (s,x,(8)) ds

t(l

olur. Buradan

%)= %0 = [ f(5,x,(s) ds = [ g(s, x,(5)) ds

= [[f (5N = F5,x,(0)] ds+[ [ £(5.x,(50)—g(s,x,(s))] ds

elde edilir. (f) ve (g) sartlar1 kullanilirsa,
|5 () —x, V| <k j [, (1) —x,(1)| ds+& (t—1,) (3.47)
bulunur. Gronwall esitsizligine bagvurulup,

h(t)=€(t—t,), gt)=k, f(t)=x()—x,(¢) alinirsa

(- x, ()| <€ (z—r0)+j(s—z0) k exp[jk du} ds

)

= (t—t)+ ke|(s—t,) " ds (3.48)
0 0

)

bulunur. Burada (3.48)’in sag tarafinin integrali degerlendirilecektir:

ké’j (s — 1, Ye K6 g = _Tkgj' (s—t,)d |:e—k(s—t)j|

to fo

t
=—¢ {(s—fo) e ke —je"‘("’)ds:l

fo

—k(s-1)

k(s €
:—{(s—to) et +—}
k

Iy

1 e—k(fo—f)
=—&|(t—t)+—— 3.49
(1—1,) . . (3.49)
elde edilir. (3.48)’de (3.49) kullanirsa,

£ t—t, E E \
|x1(f)—x2(l‘)|S;ek( o) _;:;(eld _1)

esitsizligi elde edilir. |t —,| =/ igin



30

|x1 () —x, (t)| < %(ekh_l)

olur.

3.5. Coziimlerin Devam

Picard teoremine gore, D bolgesindeki kapali bir R dikdortgeninin (¢,,x,) baslangi¢
noktasi civarinda baglangi¢c deger probleminin ¢oziimii elde edildi ve R ’de h = min(a,i) ile

R’ de f (¢, x)< M icin yakinsamanin araligi tanimlandi. Muhtemel en iyi 4 bdolgenin bir

parcasi olarak R kapali dikdortgeninde tanmimlandi ve ¢6ziim, sol kenar iizerindeki (¢, —h, 1)

da ve sag kenar iizerindeki (z,, ¢, +h) da elde edildi, dikddrtgenin dis tarafindaki noktalar

dikkate alinmadi. Bu yilizden ¢6ziimiin muhtemel en iyi araligin dis tarafinda var olup
olmadig sorusu ortaya ¢ikar. Soru ilk olarak sunlarla cevaplanir:

(1) Coziimiin taniml1 oldugu en genis agik aralik {izerinde tanimli olmast

(i) Genel bir bolgede ¢oziimiin devamn icin sartlarin olusturulmasi.

Picard’in teoreminde ayn1 notasyon kullanilir, asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.12. En genis acgik aralikta ¢oziim x(f)ile x(¢,) = x, 1 tanimh oldugu iki tipten
biridir:
6] [a,b] a veb’ nin her ikisi ile ve a veyab’ den biri ile sinirhidir.
(k) Biitiin ¢ ekseni boyunca —oo < <40 olur.
Ispat: D, (¢, x) diizleminde (to,xo)’ln ici de dahil olmak iizere verilen bir bolge olsun. R

dikdortgeni dikkate alinsin.

R={ (t,x)=‘t—t0

< a, |x—x0 < b, a,b>0}

olsun. Picard teoremi, | t—t0| < h’da baslangi¢ deger probleminin x(#) tek ¢Oziimiinii garanti

eder.

x'=f(t,x), x(t,)=x, (3.50)

ve x(t) ¢cozimi |t—to < h araliginin disinda tanimli degildir. x(¢) ¢6ziimii (¢, x,) € D

olarak tanimlandiginda R ’nin u¢ noktasina dogru ise, o halde ¢, = t, + h ve x=x(t,) dir.
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Simdi (7, x,) € D noktast ve Picard teoremi ile orada X (t)= f(t, x)’in bir x (1) tek

¢6ziimii vardir. Bu durumda x (t,) = x,olur ve bu ¢oziim A >0icin £ <t < t,+ h ’deki
bazi araliklarda vardir.

y(t) coziimii asagidaki gibi tanimlansin:

) = tob—h<t<t,+h=t icin x(t)
YOV <<t +h icin X(1)

|t - t0| < h’m disginda, ¢, —h<t<t +h en genis araliklarinda y(f) nin baslangi¢

deger problemi (3.50)’nin ¢oziimii oldugu ispatlanacaktir.

y(t) fonksiyonlar: bu aralikta siirekli fonksiyonlar oldugundan y(z,) = x(t,) = x, olur.

t,—h<t<t,+h arahginda

x(f) = x, +j £ (s, x(s))ds (3.51)
bulunur. Bu aralikta y(¢) = x(¢) ;ldugu icin (3.51)’de bu aralikta olur.

y(0)=x, +j fls.y())ds (3.52)
olur. t, + h=t, <t <t +h, aralig1 lizerinde diisiiniildiigiinde,

x(t)=x, + j f(s,x(s))ds (3.53)
olur. (3.53) tanimu1 kullanilarak, |

YO =x +j f(5.5(9)) ds (3.54)
bulunur. Simdi (3.51)’den |

x =x(t)=x, + il[ f(s,x(s)) ds
dir. Bu aralikta x(s) = y(s) oldugu igi; yukaridaki gibi tekrar yazilabilirse,

x=x ()= x, +j f(s,y(s)) ds (3.55)
elde edilir. (3.54)’te (3.55) kullamhrsa’h1 >0 i¢in ¢, +h <t <t +h arahZinda

y(@) =x, +I f(s,y(s))ds+f £ (s,y(s)) ds
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t

=x,+[ f(5,5() ds (3.56)

t{r

elde edilir.

(3.52) ve (3.56) birlestirilirse; y(t) h,>0icin ¢, —h <t <t + h, genisletilmis araliginda
(3.56) integral denklemini sagladig1 sonucuna varilir. y(¢) aralikta siirekli oldugu icin, aym
zamanda f (r, y(t)) aralikta siireklidir. Buradan y'(r)= f(r, y(r)) olur. Béylece genisletilmis
fonksiyon [ro -h, t,+ hl] "de baslangi¢ deger problemi (3.13)’iin bir ¢oziimiidiir.

y(t) fonksiyonu, x(¢)’nin ¢6ziimiiniin [x0 -h, x,+ hl] araligina devami diye
adlandurilir. Picard teoremi [ 7, + h, y (1, +h) | u¢ noktalarinda tekrar uygulamirsa, h,>0
ve t, =t +h igin t,—h<t<t,+h, sabit genis araligi iizerinde devam elde edilir. Bu
yontem sonsuza kadar tekrarlamirsa, c¢ozim h,>0 icin sayllamayan genis bir
to—h<t<t,+h, arahfinda (z,+h, x(t,+h))’dan ¢ok uzaga genisletilerek basarili bir
sekilde devam ettirilebilir. Benzer bir metot uyarlanarak ¢oziim ¢, — /A’ sol tarafinda en
genis bir aralifa genisletilebilir.

Sag ve sol u¢ noktalarinin her iki tarafinda bu yontemin siirdiiriilebilirligi sinirsizdir.

Coziimler sayillamayan genis [a bn] araliklaria basarili bir sekilde genisletilir. Coztimiin

n>

devaminin siireci asagidaki araliklarin ardisikligindan elde edilir:

[t,—h, t,+h]|c[a,.b ] <[a.b]c[a,.b,]c...c[a,.b,] ...

Sonlu veya sonsuz limitin varlifinda, a=lima, ve b =1imb, olsun. Her iki durumda da, en

genis bir acik (a,b) araliginda, y(to): x(ro): X, icin y(t) ¢Oziimiiniin varhg elde edilir.

Limitler iizerine bagl olan devam araliklar1 asagidaki dort tipten herhangi biri olabilir:

(i) (=oo.b). (i) (a.00). (i) (a.b).  (iv) (=o0,00)

Bu durum, teoremin ispatin1 tamamlar.

Asagidaki teorem, bir D bolgesindeki ¢6ziimiin devamu icin yeterli bir minimum sart1 verir.

Teorem 3.13. f (¢, x), (¢, x) diizleminin bazi D bolgelerinde siirekli olsun ve f e L(D,k) ve

D ’de smurli olsun. (A, h,) *de x(t)asagidaki baslangi¢c deger problemi (3.57) nin tek ¢coziimii
X =[x, xt,)=x, (3.57)

dir. O halde

x(h, +0) = li}{n0 x(t) ve x(h,—0)= li}{nox(t)
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vardir.

(A, x (h, + 0))veya (h,, x (h,—0)) D de ise, o halde x(¢)¢o6ziimii, 4, nin solu veya h,’in

saginda siirekli olabilir.

Ispat: f(t,x), (t,x) diizleminin bazi bolgelerinde siirekli olsun ve baslangic deger
problemi(3.57), (hl,hz) icin bir x(¢) ¢Oziimiine sahip olsun ve x(f) ¢oziimii h < t, <h, i¢in
(to,xo) noktasindan gecsin. D’ de | f | <M ise,

x(h, +0)=tlim0x(t) ve x(h, —o)=t lim x(r)

1

vardir. Simdi ¢o6ziim, t € (h,,h,) igin

x(t)=x,+ j. f(s,x(s))ds

Ty

olur. h, <t, <t, <h, dikkate alinirsa, o halde

x(t,)=x, +_l[ £ (s,x(s)) ds

x(t,)=x, +i f(s,x(s)) ds
bulunur. Boylece
|x(t) - x(1,)| < j | £ (s, x(s))| ds <M (1, ~1,)

olur. Buradan #,,¢t, = h +0, x(t,)—x(t,) = 0 icin, integrallerin yakinsakliginin Cauchy

kriteri ile x(h, +0) oldugunu gosterir. Benzer bir mantikla x(/, —0) vardir.

D’de (h,, x(h, —0)) noktas1 varsayilsin ve (h;,h,) de )_c(t)

te (h,,h,)icin x(t) = x(1)
t=h,'de x(t)=x(h, —0)

olarak fonksiyon tanimlansin.

(h, hz] ’de  baslangic deger problemi (3.57)’nin x(¢#) c¢Ozimiiniin olacag
incelenecektir. Bunun icin, r = h, 'de soldaki x(¢) tiirevinin varli1 gosterilmek zorundadir.
x@), (A, hz] ’de baglangi¢c deger problemi (3.57)’nin ¢oziimii oldugu icin, Picard

teoreminden ¢ € (h,h,] i¢in
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K1) = xg + [ f (5,x(s)) ds (3.58)

Iy
bulunur. Buradan integral hesabinin temel teoreminden sol taraftaki tiirev,
x'_(hy) = x'(hy=0)= f Iy, x(hy))

olarak bulunur.

X fonksiyonu x ¢oziimiiniin (4, h,]’ye kadar devamu diye adlandirilir. Ayrica ileride
bu metodun ispatt tamamlanabilir. Picard teoremi ile baslangic deger problemi (3.57),
(x,, x(h, —0)) noktasindan gegen bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim />0 icin bazi [hz,h2 + h]
araliklarinda vardir. x(¢),

te[h,h,] igin x(1)=x(t)
telh,,h, +h] icin  X(t) = y(1)

olarak tammlansin ve Xx(t,)=X, olsun. [h2,h2 +h]’de %(r) nin baslangic deger problemi

(3.57)’nin ¢6ziimii olacag gosterilecektir.

) =%, + } f (s, %(s)) ds (3.59)

Iy
olsun. (hl,hz] araliginda, x(t)= x olur. Bu yiizden x(7) (3.58) ile aralikta ¢oziimdiir.

te (hy,h, +h), h>0 i¢in ¢dziimiin devaminin tanimindan,
t
x(t) =x(h, —0)+ [ f (s, X(s)) ds (3.60)
h'.’

dir. (3.59)’dan,

hy
x(hy —=0)=x, + [ f (5,%(s)) ds 3.61)

Ty

olur. (3.60)’da (3.61) kullanilirsa,

xX(t) =X, + hff (s,x(8)) ds + j f (s,x(s))ds
hy

t()

— %+ ] f(s,3(s)) ds (3.62)

t(]
bulunur. X (s)’nin devamliligi, f (s, X(s)) ‘'nin devamliligi anlamima gelir. Boylece (3.62)
ayrilirsa t € [hl,h2 + h] h>0 igin
Xty =[5

elde edilir. Bu yiizdenx, />0 i¢in [h1 , hz] "den (h1 Jhy + h] ’a ¢oziimiin devamidir.
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Boylece (h,, x (h, —0)) ’dan gecen hemen hemen bir ¢6ziim varsa ispat biter, o halde
¢oziim % (h,, h, + h]’ ye tamamlanabilir.
Tamim 3.2. x(7) fonksiyonu, x(¢) ¢Oziimiiniin (hl,hz]'ye devami diye adlandirilir ve X(z)
h>0 i¢in (hy,h, + h)’de x(t) coziimiiniin bir devam olarak adlandirilir.
Not 3.7. x(¢#)min (h,,h, +h)'a birgok devam1 (h,, x(h, —0))’mn icinden gecen baslangi¢
deger problemi (3.57)'nin ¢oziimii oldugu belirtildi. Bu devamlar i¢in, en genis araliklarin
bulunmas1 metodu (h,,h, +h) gibi tekrarlanmis bag olabilir. Boylece bolgenin sinirina
ulasilir.
Not 3.8. Yukaridaki teoremle f (¢, x) fonksiyonu bolge olmaksizin sinirlandirilmisti,
asagidaki ornek ile bunun ¢ikarilamayacag gosterilecektir.
Ornek 3.8. Asagidaki baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiinii (-1,0) icin ¢oziiniiz.

X'(t) = x2, x(0)=0
Bu denklemin ¢6ziimii, (¢, x)diizleminde (-1,1) noktasindan gecen x:—%’dir ve

¢6ziim (-1, 0)’da vardir. Fakat x(z), (-1, 0]’da tamiml1 olmadigi i¢in (-1, 0]’a tamamlanamaz.

Ciinkii ¢oziim ¢ = 0’ da sinirsizdir.

3.6. Coziimlerin Lokal Olmayan Varhgi

Onceki boliimiin tiim anlatimi iginde, baslangi¢ noktasi civarinda Picard teoreminin
baslangi¢ deger problemi (3.13)’iin ¢Oziimiiniin varlik ve tekligini garanti ettigi goriildii ve
¢Oziimiin siirdiiriilebilirligini tiim bolgelerde ispatlamak zorunludur. Picard teoremi bolgenin

tim noktalarinda tamimli oldugu igin baslangic noktasi civarinda ¢oziimii verdigi ve

| t—t0| < a araligindan bastanbasa gecmedigi icin, lokal bir varlik teoremi olarak adlandirilir.

|z—z0|s a arali@inin tlimil lizerinde ¢oziim var oldugu taktirde, lokal olmayan sekilde

¢Oziimiin varligi soylenir. Bu yiizden bu boliimde baz1 lokal olmayan varlik teoremleri elde
edilecek. Boylesi ¢oziimler baz1 zamanlar genislik icindeki ¢oziimler olarak adlandirilir.

Teorem 3.14. ', S

S={(t,x):| t—t0|Sa, |x|<o<>, a>0}



36

seridinde gercel siirekli bir fonksiyon olsun ve f, §’de k>0 sabitiyle Lipschitz sartim
saglasin. O halde (x, ) ardisik yaklasiklar

x = f(t,x), x(t,) = x, (3.63)
problemi icin |t—t0| <a’ nin tim araliklarinda vardir ve (3.63)’iin bir x(z) ¢6ziimiine

yakinsar.
Ispat: ilk olarak, verilen bolge asagida veya yukarida sinirh degildir. Buradan S’de f(z, x)

in  smrhihga ihtiyag¢ duyulmadigindan Picard teoremindeki (x,(t)) yaklasiklar

bulunamayabilir

Bununla birlikte Picard teoreminde,
X+ [x, () —x, ()] (3.64)
p=1

seri dikkate alinacaktir. n-inci kismi toplam x,(¢) dir ve x,(f) = x(¢) baslangic deger
problemi (3.13)’iin ¢6ziimiinii verir.
f(, x), S’ de smirh olmadig icin, serinin farkli terimlerini tahmin etmenin farkl: bir
metodu edinilecektir.
M, = |x0| ve M, = max|x1 (t)|
olsun. x, verildigi icin M, vardir. Su gercek goriiliir ki, asagida M, iyi tanimlanmustir.

f(t, x), S’de sabit bir x, ic¢in streklidir. f(z,x,),

r— t0| <a’da siirekli bir

fonksiyondur.

Bu yiizden x, (1) = x, +'[ f(t,x,)ds bu araliklarda siirekli bir fonksiyondur. Boylece

Ty

|)c1 (t)| bu araliklar icinde maksimumdur. x,(¢), M, olarak alinmalidir. M, M, bilindigine
gore M =M , + M, olsun.
Boylece tamimdan aciktir ki,

x| =|x,| <M ve |x, ()= x| <M (3.65)
elde edilir. , <fr<a ise, ohalde

b () =x@|=| [ [£(s,x()= f (s, %, (5))]ds

fy

<[ £ (53,050 = £ (5,%,(s))]ds
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<k j |x, ()= x, ()| ds < kM (1) (3.66)

fo

olur.

()=, @) =| [ [£(sx,5) = (s,x,(s)]ds

<[ |F(sx(0)= f(s,2))|ds

)

<k [ [x(s) = y(s) |ds (3.67)

Iy

bulunur. (3.67)’de (3.66) kullanilirsa

v, () —x, ()| < k°M j (s—1,)ds =kTM(t—t0)2

elde edilir. Bu yiizden genelde tiimevarimla

kn_lM(t_tO)n_l
(n—1)!

x, () —x,, (t)| <

ispatlanabilir. Benzer diisiince ¢, —a <t <t, aralig1 i¢in dogrudur. Buradan her ¢ icin

kn_lM(t_tO)n_l

x, () —x,, (t)| <

(n=1!
n—1
< k M an—l
(n=1!
bulunur. Bu yiizden
o 0 ka n—1
x|+ |x, (1) —x,_,(1)] < MZ% (3.68)

n=1 n=1 —1).

olur. Buradan (3.68)’in sol tarafindaki her bir terim, pozitif sabitlerin yakinsak serisinin

terimlerinden daha az benzerdir. Bu ylizden Weierstrass M- testi ile (3.64) serisi |t —t0| <a

araliginda diizgiin yakinsar ve limiti x(z) ’dir.
x(#) ’nin (3.63)’iin bir ¢dziimii olmas1 asagidaki gibi islemler olacagini gosterir. x(¢)

nin
x(t)—x,— J f(s,x(s))ds=0 (3.69)

integral denklemini sagladig1 gosterilmek zorundadir.
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x, =3 = [ f(5,%,.,(s)ds =0

(3.70)

oldugu bilinir. (3.69)’da (3.70)’den x,’ 1n degeri kullanilir ve (3.69)’da tekrar yazilirsa,

xX(t)—x, — j F(s,x(s))ds = x(t) — x, (t)

)

+[f(s,x,(s))ds— f(s,x(s))]ds

elde edilir. Bu yiizden,

x(1)—x, — j (s, x(8))ds| < |x(1) — x, (1)

1, (5) = £ (5.2(5))] ds

)

(3.71)

bulunur. x, (1) — x(r) diizgiin yakinsadifindan te€[a—1,, a+1,]i¢in, n— oo alindifinda

(3.70)’in sag tarafi 0’a gider. Boylece

x(t)=x, + jf (s,x(s)) ds

Ty

olur. Coziim tek degilse, [to, ty+ a] > da y(t) diger ¢oziim olsun. O halde

YO =%, + [ f (s, y(s))ds
olur. (3.72) ve (3.73’ten,

(@)= y@)| < [ £ (s, x(0) = f (s, y(s))| ds

< kJ. |x(s) — y(s)|ds

fo

bulunur. Buradaki k& Lipschitz sabitidir.

(3.72)

(3.73)

(3.74)

Sonug olarak Gronwall esitsizligi altinda, (3.74)’ten | y(t)— x(t)| =0 elde edilir. Bu da

y(t) = x(¢) demektir. Coziimiin tekligi ispatlanir.

Asagidaki teorem kullanilarak, tiim diizlem iizerinde, ¢éziimiin varlik ve tekliginde

asagidaki gibi bir sonuca varildi.
Teorem 3.15. f(z,x),

icin

t| < oo ve | x(t) |< oo diizlemi lizerinde a herhangi bir pozitif bir say1
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S={tx: |t|<a,

x| < oo}
seridinde Lipschitz sartim saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. O halde her ¢ igin her
baslangi¢ deger problemi (3.57), x'(t) = f(t,x), x(t,) = x, gibi var olan bir ¢6ziime sahiptir.
Ispat: 7 herhangi bir gercel say1 ise, a > 0’dir. |t —t0| < a araligin igerir. Bunun i¢in a, f
fonksiyonu § = {(t,x) : |t —to| <a, |x(t)| < oo} seridi lizerinde Teorem 3.14’iin sartlarini saglar.

Teorem 3.14’ten x,(¢) ardisik yaklasiklari, baslangic deger problemi (3.57)’nin tek
¢Oziimii icin x(¢)’ ye yakinsar.

Sonraki teorem, |xn ) —x, (t)| var oldugunda, en genis aralig1 verir.
Teorem 3.16. f(t,x) S seriti

S={tx):|t—1,|<a, |x@)|<eo}

izerinde siirekli olsun.a > 0’da f € Lip (S, k) olsun. O halde ardisik yaklasiklar |t —t0| <a

|f(t,x0)| <M igin
|x, (1) = x, (1) < % (e -1

i saglar.
Ispat: f (¢, x)siirekli oldugu igin, f(t,x) x ve ¢’ de ayr1 ayri siireklidir. Boylece sabit bir x,

icin f(t, x,), [t,, t,+a]l’da siireklidir. Bu yilizden bir M >0 vardir ve bu aralikta

|f(t,x,)| < M *dir. Boylece

jf(s,xo)ds

Iy

|x, (1) = x, ()] =

s}|f(s,x0)|dsSM|t—to| (3.75)

t()

olur. (3.75) kullanildiginda,

|, () —x,(0)] < w

elde edilir. Timevarim ile,
k"M (t—t,)"

. (3.76)

() —x,., (1) <

bulunur. |t—t0| <a iginx, (t) yerine seride (3.76) kullanilirsa,
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| x, (1) — x, (1) | =‘ élxp (1) = x, ()

<3 |x,0-x,,0)]
p=1

p

Sﬁi kP|t =1, =£§l kP (t—t,)"
k p=1 p! k k=1 p!
M ka

<—(e™ -1
. ( )

elde edilir. Bu da
|x, (1) = x, ()| < %(ek“ -1 (3.77)

i ispatlar. % (e —1) = b alinirsa, o halde teoremin (3.77) formundan

|x, ()= x| <b
elde edilir. n — o« olarak limit alinirsa |x(t) - x(t, )| <b olur.
Simdi R bolgesi

R:{(t,x):|t—t0|Sa, y—y0|Sb, a,b>0}

dikkate alinacaktir.
Rsmirh ve S seridi  kapali oldugu icin f (¢, x) R ’de siireklidir. Her #,xe R icin
pozitif bir N sabiti vardir ve | f(#,x)| < N dir.
Boylece Picard’in (3.26) yontemi kullanilarak, R’de baslangic deger problemi
(3.57)’nin ¢6ziimii kurulabilir.
Ornek 3.9. f(t,x)e L(D,k) ise f(t,x) siirekli midir?
f(t,x)=x+[t], [t]; x’ten biraz biiyilk veya x’e esit tam say1 i¢in f(¢,x), R’de
Lipschitz sartim1 saglar.
ftx) = ft,x,)=(x;, —x,)
icin
|f(t,xl)—f(t,x2)|Sk |xl—x2|
olur. Herhangi sinirhh D < R bolgesinde f e L(D,k)olur.
t bir sabit ise, f(#, x) siirekli bir fonksiyondur. Fakat [#] her ¢ icin siireksiz
oldugundan f(¢,x) siireksizdir.

Ornek 3.10. Asagidaki baslangi¢ deger problemi i¢in M, k, h° 1 bulunuz?

X)) =x*+1*, x(0)=0, R={(t,x):|t|£1, |x|£1}
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hipotezde, —1<t <1, —1<x <1 yazlirsa, buradan

M =|f(t,x)|=2h= min{a,%} = min{l,%} = %
bulunur. Ayrica  f(¢,x) =¢> + x” olur.
Boylece

ft,x)— ft,x,)=x} —x; =(x, +x,)(x, —x,)
olur.

£ @ox) = faax)] < (] + ) (| - x,])
yi verir.

|f(t’x1)_f(t,x2)|s 2 |xl_x2|

dir. Lipschitz sabiti k =2 olarak bulunur.



4. BULGULAR

Baslangic deger probleminin Lipschitz sartin1 saglayan fonksiyonlardan elde edilen
ardisik yaklasiklar ile tek ¢oziime sahip oldugu bulundu. Lipschitz sartinin Picard teoreminin
hipotezinden ¢ikarilamayacagi goriildii.

Baslangic sartlarinda kurulan Picard ardisik yaklasiklarinin baglangi¢ sartlarinin
fonksiyonlar1 oldugu goriildii. Farkli baslangi¢ sartlarinda baslangic deger probleminin farkli
¢Oziimlerinin elde edilmesinin asikar oldugu ve Gronwall esitsizligi yardimiyla tiim
coziimlerin ¢, ve x,’ 1n siirekli fonksiyonlar1 oldugu goriildii.

Coziimlerin sadece lokal bolgelerde degil lokal olmayan bolgelerde de var oldugu
goriildi. Lokal olmayan varlik teoremlerindeki ¢oziimlerin bazen genislik i¢indeki ¢oziimler

olarak da adlandirildigina isaret edildi.



S. TARTISMA ve SONUC

Gronwall esitsizliginde g (s ) = k alinirsa, asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 5.1. Eger her ¢ > ¢jicin f (t )< k Jf (s)ds ise,ohaldehert > ¢, icin f (¢t )= 0

fo
olur.
Her € > 0 icin verilen hipotez ¢ > ¢, iken

f(t)§8+jkf(s)ds (5.1)

olarak tekrar yazilabilir.

Buradan ¢ > ¢, i¢cin Gronwall esitsizligi kullanilirsa,
f(t) < exp {J.kds},
bulunur. Her ¢ > ¢, icin
J () <& exp[k(t—1,)] (5.2)

bulunur.

€ > 0 keyfi oldugundan, (5.2)’den € — 0 icin f ()= 0 elde edilir.
Sonug 5.2. f siirekli ve R ’de Lipschitz sartini saglasin. x ve y x,’1 kapsayan / aralifinda
ise,
xX(0=f.x), x(ty)=x
ifadesinin iki ¢oziimiidiir. O halde I aralifinda her 7 i¢in x(z) = y(¢) olur.

|t—t0| <h ve € >0 i¢in Teorem 3.10’dan,

[x(0=y0) | < £ 1)

elde edilir. £ > 0 keyfi oldugundan yukaridaki teoremde & — O alinabilir. Bunun sonucunda

x(t) =y (¢) olur. Buda Picard teoreminin ¢oziimiiniin tekligini ispatlar.
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