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BIR YARI DOGRUSAL ELIPTIK DENKLEM ICIN 3. SINIF SINIR
PROBLEMININ INCELENMEST

Kerime KORKMAZ

o)/

Bu calismada yar1 dogrusal divergence olmayan eliptik denklem ic¢in konulmus 3. sif
sinir probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi incelenmistir. Birinci boliimde, inceledigimiz
problem tanimlanmig ve son zamanlarda bu tip denklemler iizerine yapilmisg caligmalardan
bizim caligmamiza yakin olanlarin bazilar1 kisaca agiklanmigtir. Ikinci boliimde, bu
caligma icin gerekli olan bazi genel ve ozel bilgiler verilmistir. Uciineii boliim, tic ayri
alt boliimden olusmaktadir. Ilk iki alt boliimde, gozoniine alinan problemin dogrusal
olmayan kismina bagh olarak kritik alti, kritik ve kritik iistii durumlarda problemin
¢oziminiin varligi i¢in yeterli kogullar elde edilmis ve bu kosullar altinda ¢oziimiin
varhig ispatlanmistir. Uciineii alt boliimde ise, problemin model bir durumunda ¢oziimiiniin
tekligi icin yeterli kosullar elde edilmis ve bu kosgullar altinda ¢oziimiin tekligi ispat-
lanmagtir.
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INVESTIGATION OF THE 3. TYPE BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR A SEMI-LINEAR ELLIPTIC EQUATION

Kerime KORKMAZ

ABSTRACT

The existence and uniqueness of the solution of 3. type boundary value problem for
a semi-linear nondivergence elliptic equation is investigated in this work. In the first
chapter, the problem is defined, and some works studied recently on this type of equa-
tions are explained shortly. In the second chapter, some necessary general and special
information for this work is given. The third chapter consists of three sub chapters.
In the first two sub chapters, sufficient conditions for existence of the solution of the
problem in critical, sub critical, super critical cases depend on the nonlinear part of the
problem are obtained and under these conditions the existence of the solution is proved.
In the third sub chapter, in a model case of the problem, sufficient conditions for the
uniqueness of the solution of the problem are obtained and under these conditions the
uniqueness of the solution is proved.
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1 GIiRiS
Bu calismada, asagidaki ikinci mertebeden yar1 dogrusal divergence olmayan eliptik
kismi diferansiyel bir simif denklem i¢in konulmus 3. smif sinir problemi gozoniine

alinmigtir.

Lu + g(z,u) = h(z), x € Q (1.1)

= ¢(a'), 2" € 00 (1.2)

Burada, n > 2 olmak tizere 2 C R", 00 smir1 yeterince diizgiin sinirli bolgedir, u
bilinmeyen fonksiyondur ve L, agagidaki gibi tanimlanmig 2. mertebeden divergence

olmayan dogrusal diizgiin eliptik diferansiyel ifadedir.

=1

ij=1
Bu ifadede; a;;, b; ve ¢ katsayilar: verilen fonksiyonlardir ve D; = 8%1_ dir,
(1,7 =1,...,n).
(1.1), (1.2) probleminde g : @ X R — R ve a : 92 — R verilen fonksiyonlardir,
g(x, 7) fonksiyonu ikinci degiskenine bagh dogrusal degildir,
v, L operatoriine bagh birim normal vektordiir ve % = zn: a;; (x) Dju v; seklindedir,
h ve ¢ genellegtirilmig fonksiyonlardir. .

Yar1 dogrusal denklemler yiizyili agkin bir siireyle kapsamli bir gekilde incelenmek-
tedir. Bunun baglica sebebi fizik, mekanik gibi bilim dallarindan ¢ikan olaylarin mate-
matiksel modellerinin daha ¢ok ikinci mertebeden yar1 dogrusal denklemler olarak elde
edilmesidir. Boyle denklemlerde ¢oziimiin varliginin incelenmesiyle ilgili ilk sonuglar:
R. Emden, S. Bernstein, R.H. Fowler gibi bilimadamlar:1 elde etmistir. Yar1 dogrusal
denklemlerin farkli varyanslari kapsaml sekilde J. Schauder, J. Leray, D. Hilbert, F.
Courant; J. Moser, C. Miranda, E. DeGiorgi, J. L. Lions, L. Nirenberg, D. Gilbarg,
N. S. Trudinger; S. Fucik, A. Kufner, vb bilimadamlar1 tarafindan ¢alhisilmigtir ve hala
daha fazla bilimadami ( H. Brezis, P. H. Rabinowitz, K. N. Soltanov, A. Bahri, P. L.
Lions, vb) tarafindan galhigilmaktadir. Bu galigmalarda gézoniine alman problemlerin

¢Oziiminiin varhigi, sayisi ve davranisi iizerine 6nemli sonuglar elde edilmektedir.



Yar1 dogrusal denklemler iizerine son zamanlarda yapilan ¢aligmalardan bizim

caligmamiza yakin olanlarin bazilarinin tizerinde duracagiz.

Crandall, Rabinowitz ve Tartar [5], calismalarinda agagidaki dogrusal olmayan elip-

tik sinir deger problemini gézoniine almislar.
Lu=g(z,u), x €Q

u =0, 00 uzerinde
Burada, g, pozitif u i¢in tanimh ve u — 0 diizgiin yakinsiyor iken singiilerdir.

L, dogrusal 2. mertebeden eliptik operator oyle ki maksimum prensibini sagliyor.

Bu calismada, gozontine alinan problemin sinira kadar stirekli klasik ¢oziimiiniin
varligi incelenmis ve ¢g’'nin z’ten bagimsiz dogrusal olmadigi 6zel durumlarinda ¢éziimiin
siirekliligi iizerinde c¢aligilmigtir.

Bahri ve Brezis [3], calismalarinda n > 3 olmak {izere n boyutlu kompakt Rieman

manifoldu (M, d) tizerinde agsagidaki problemi gézoniine almiglardir.
—Au+qu=uP, u>0

Burada A Laplace-Beltrami operator ve q € Ly, (M), u bilinmeyen fonksiyondur. Bu
caligmada p = z—fg kritik durumunda problemin pozitif ¢oziimiiniin varligi iizerine
caligmiglardir. Bu problem igin gerekli ¢oziilebilirlik kogulunun —A + ¢'nun coerciveligi
oldugunu elde etmislerdir. Hatta bu kogulun n = 3,4,5 i¢in yeterli oldugunu fakat
n > 6 icin ek kosullar gerektigini gostermiglerdir.

Du ve Ma [6], 2001°deki ¢aligmalarinda RY’de

u—Au=Mu—u", u>0 p>1 (1.3)

parabolik denklemini incelemek i¢in once agsagidaki eliptik problemi incelemisler.

—Lu = Ma(x)u — b(z)u? , v € RN (1.4)
N
Burada, Lu = ) [a;; (v) u,,], seklindedir, dolayisiyla divergence formdadir.
ij=1 J

a;; keyfi mertebeden tiirevlenebilir fonksiyondur. L, diizgiin eliptik operatordiir oyle

ki a;; = aj; (i,j =1,...,N) ve 01,05 pozitif olmak iizere her £ € RV i¢in

N
o1 |f‘2 < Zaij () & < o9 ’§|2

1,j=1



saglanir. (1.4)’deki a ve b fonksiyonlari, keyfi mertebeden tiirevlenebilir pozitif fonksi-

yonlardir. a;;, a ve b fonksiyonlar |z| — oo iken

aij(z) — ay, a(r) — a® >0, b(xr) — b> >0

sagliyorlar.

Verilen bu kogullar altinda (1.4)’in her A > 0 igin tek pozitif ¢6ziimiiniin oldugunu
ve her A < 0 i¢in pozitif ¢éziimiiniin olmadigim kanitlamiglar. Bu sonucu (1.3)’1 in-
celemekte kullanmiglar.

2002’de ise Du ve Ma [7], asagidaki problemi 2001’deki ¢ahigmalarindaki kosullara

benzer kosullarla incelemigler.
Au+ da(z)u — b(z)u? =0 (1.5)

Burada, z € RY, N > 2, p > 1, A € R; a, C"den olan pozitif fonksiyon ve b
negatif olmayan keyfi mertebeden tiirevlenebilir fonksiyondur.

Bu ¢aligmada, [6]’daki ¢cahgmalarindan farkh olarak b fonksiyonu {izerine sonsuzda
kosul gelmeden problemi incelemisler.

(1.5) problemini Afrouzi ve Brown [1], b(z) = 1, a*t (z) < k |z|7®™, (k,0 >0,z € RY)
ve p = 2 oldugunda gbzontine almiglar ve A; , —Au = A(z)u 6zdegeri olmak tizere prob-
lemin A > A; iken tek pozitif ¢oziimiiniin oldugunu, A < A; iken pozitif ¢oztimiiniin
olmadigini kanitlamiglar.

F. Pacella [15], yaptig1 calismada

—Au = f(xz,u), €
u=g(x), x €I

problemini incelemis. Burada N > 2 olmak iizere Q C RY smurh ve
T, = {x =(z1,..,on) ERN 2, = O} hiperdiizlemine gore simetrik bolge,
f Q2 xR — R siirekli fonksiyon, g siirekli, f ve g simetrik fonksiyonlardir. Bu
caligmada, €2 halka ya da yuvar oldugunda, g = 0 ve f ikinci degiskenine bagh kesin
konveks iken problemin tiim ¢éziimlerinin simetrik olmasi i¢in, u problemin ¢oziimii ol-
mak tizere, L = —A — f’ (x,u) dogrusal operatoriiniin ilk 6zdegerinin negatif olmamasi
yeterli kosul olarak bulunmustur.

K.N. Soltanov [19], yaptigi galigmada  C R"™, n > 2, sinir1 yeterince diizgiin sinirh

bolge ve p, u > 0 olmak iizere



—Au+tu+|uffu="h(z), 2€Q
<g—1;—|—|1,t|“u>‘aQ = (') , 2’ €90

problemini gozoniine almig ve p > 2u > 0 iken bu problemin
H (Q) = W3 (Q) N S1,2(9)da tek ¢oziimi oldugunu kanitlamis. Burada

S1pal) = {0 € Ly (@) 1720 = Sl 1Dl do 4 [ ul* do < oo

olarak tanmimlanmigtir.

Gozoniine aldigimiz tipteki denklemler tizerine coercive olmayan durumda da galis-
malar yapilmistir. (Pohozaev [16], Rabinowitz [17], Soltanov [20], vb)

Biz de bu ¢aligmamizda (1.1), (1.2) probleminin coercive oldugu durumda, g(x, 7)
fonksiyonunun 7’ya bagl olarak sonsuza gitme hizinin kritik alti, kritik ve iist kritik
durumlarini ayri ayri inceledik. Gozoniine alinan durumlarda ¢6ziimiin varligi igin prob-
lemin verileri tizerine yeterli kogullari elde ettik. Belirtmek gerekir ki problemi incelemek
i¢in Soltanov’'un [19] makalesinde ispatladigi genel bir teoremi ve onun sonucunu uygu-
ladik. Ayrica model bir durumda (1.1), (1.2) probleminin ¢6ziimiiniin tekligini goster-
dik. Yaptigimiz galismada, (1.1), (1.2) problemin ¢éziimiiniin varhgim gostermekte kul-
landigimiz sonucun, problemin daha genel kogullar altinda incelenmesine imkan verdigi

gortlmiigtir.



2 ONBILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boltimde ilerideki boliimlerde kullanilacak bazi uzaylar, tanimlar, teoremler, goste-

rimler ve egitsizlikler verilecektir.
Tamim 2.1 (/2]) X tam dogrusal normlu uzayina Banach uzay: denir.

Tanim 2.2 (/8]) X normlu uzay saylabilir yogun altkiimeye sahipse X ayrilabilir

uzaydur.

Tanmim 2.3 (/8]) H, i¢ ¢arpumin drettigi norma gére Banach uzay ise H Hilbert

uzayrdar.

Tanim 2.4 ([11]) X normlu dogrusal uzay olsun. X dzerindeki tim dogrusal sinarly
fonksiyoneller uzayma X uzayinin duali denir ve X* ile gosterilir. ' € X* olmak tizere

X* dzerindeki norm

('

= sup . 7)
L=
X sex lzly
x#0

biciminde tanimlanar.

Tamim 2.5 (/8]) X Banach uzay olsun. Eger (X*)" = X ise, X refleksif uzaydr.
Daha a¢ik olarak, ejer her u*™* € (X*)* igin

(W™ u*y = (u*,u), Yu* e X~
esitligini saglayan v € X varsa X uzayina refleksif uzay denir.

Tanim 2.6 (/2]) Q C R™ bir bélge ve p > 1 gercel sayr olmak tizere € tzerinde

/]u(x)\pdx<oo,x€Q
0

kosulunu saglayan élgilebilir u fonksiyonlar sinifina Ly, (Q) denir.

Bu uzay dogrusal olmakla birlikte uzerindeki norm

=

ol = / (2] de
Q

seklinde tanymlanar.



Tanim 2.7 (/2]) p = oo olmak tizere Q@ C R™ bélgesinde hemen hemen heryerde sinarl

olgilebilir fonksiyonlar uzayina Lo, (2) uzayr denir ve tzerindeki norm

[ull . ) = €sssup |u (z)]
ze
seklinde tanymlanar.

Tamim 2.8 (/8]) Q C R™ ag¢ik, sinarly bolge olsun. L, 2. mertebeden kismi tirevli

operatori
n

Lu:—Z(a”xuxz +Zb T) Uy, + c(2) u

ij=1
seklinde ise divergence formda,
— Za”( uJ»’qu»’J + Zb sz + C )U
ij=1
seklinde ise divergence olmayan formdadur. Burada a;;, b;, c, (1,7 = 1,..,n), Q’da él¢ilebilir
katsaiyn fonksiyonlaridar.
Ayrica, eger hemen hemen her x € ) ve her & € R™ i¢in

Z% r)6i&; > 0 |¢I

3,0=1
olacak bicimde 0 > 0 sabiti varsa ve a;; = a;; saglanwyorsa, kismi tirevli L

operatori dizgiun eliptiktir.

Tanim 2.9 (/9]) Q C R" bolge ve h = h (x,£) hemen hemen her x € Q ve her { € R™

i¢in tanwmly olsun. Eger
(1) her & € R™ igin he (x) = h(z,§) Q'da élgilebilir
(i) hemen hemen her x € Q igin h, (§) = h (z,£) R"de sirekli

oluyorsa h fonksiyonu Caratheodary ozelligine sahiptir denir.

Tamim 2.10 (/9/) X Banach uzay, X* dual uzay olmak tuzere f : X — X*
operatori u € X i¢in

[ullx /o0
iken

{f (), u)

||U||X

00

saglamirsa f’e coercivedir denir.



Tanim 2.11 (/9]) {u,}, X Banach uzayinda bir dizi ve ug € X olsun. X* dual

uzayindan olan her f dogrusal strekli fonksiyonu icin

{fun) — (f, uo)
saglanirsa {uy,} dizisi ug’a zayif yakinswyor denir ve
Up — Ug
seklinde gosterilir.

Tanim 2.12 (/18]) (2,5, u) olgtim uzays, { fn} ol¢ilebilir fonksiyonlar dizisi, f ol¢iilebilir

fonksiyon olmak tizere Ve > 0 i¢in
Tim p{a - [f (2) = fo (2)] 2 €} =0
oluyorsa { f,} dizisi f fonksiyonuna él¢iime gére yakinswyor denir ve
fo == f
olarak gosterilir.

Onerme 2.13 ([18]) (0,3, 1) dlgim uzay, p(Q) < oo, {fn} olilebilir fonksiyon-
lar dizisi f  fonksiyonuna dlgiime gére yakinswyor olsun.O zaman éyle {fn,} C {fn}

altdizisi vardr ki f,, hhy, f saglanar.

Teorem 2.14 ([18]) Q C R" bélge, {fn}, L,(Q2) da fonksiyonlar dizisi ve f, LTI)) f

olsun. O zaman {f,} dizisi f’e él¢iime gore yakinsar.
Teorem 2.15 (/9]) Banach uzaylarnda zayif yakinsak bir dizi sinarldar.

Teorem 2.16 (/22]) X refieksif bir Banach uzay olsun ve {x,} bu uzayda sinurly bir

dizi olsun.O zaman bu diziden oyle bir altdizi se¢ilebilir ki bu uzayda zayif yakinsar.

Teorem 2.17 ([/14]) X ve Y dogrusal normlu uzaylar ve A : X — Y dogrusal

operator ise A operatoriniin simrlhlhge ve sturekliligi denktir.

Teorem 2.18 (/14]) X ve Y Banach uzaylar ve A : X — Y dogrusal sirekli

operator olsun.O zaman A : X —Y  zawf streklidir.



SOBOLEV UZAYLARI

Tanim 2.19 (Sobolev Uzaylar1) (/2/) Q C R"™ bélge, m > 0 bir tamsay: ve

1 <p < oo olsun.

W () ={ue L,(Q): D*u e L,(Q), 0 <|a| <m}

p

biciminde tanimlanan uzaya Sobolev uzayr denir.
Burada

la] = a1 +as+ ... + ay,

ve
0%u ()

02, 023 ...0%n

dir. Bu dogrusal uzay tzerindeki norm, 1 < p < oo i¢in;

D%u (x)

3=

HUHWI?L(Q) = Z HDauHip(Q)
0< |al<m
ve P = 00 1¢IN,;
HUHWQ(Q) = ngﬁi}ém HDauHLoo(Q)

seklindedir. Sobolev uzaylarr Banach uzaylardur. m = 0 igin W2 (Q) = L, (Q) dur.
p =2 ise Wi () uzayr bir Hilbert uzayidir. Bu uzay tzerindeki i¢ ¢arpim

(u,v),, = Z D% (x) D% (z)dx
0 0<lal<m

biciminde tanimlanar.

Tanim 2.20 (/2/) X veY Banach uzaylar olmak dizere X C'Y olsun. Her uw € X ig¢in
ully < cllullx ,(c>0)

esitsizligi saglaniyorsa X uzayr Y wzayina surekli gomilir denar.

Tanim 2.21 (/9]) X Banach uzayr olmak tizere X C Y olsun. Eger, X uzayinda
up € X'’a zaypf yakinsayan keyfi {u,} C X dizisi Y uzayinda ug’a gicli yakinsiyorsa
X wzayr Y uzayina kompakt gomiilir denar.

Ayrica, X refleksif Banach uzayr ve'Y Banach uzay ise, X in'Y "ye kompakt gomailmesi

asagqidaki ikt kosulun saglanmasina denktir.

8



1. XCY

2. X 'teki keyfi sinirly bir kime Y “deki kompakt bir kiime tarafindan kapsanar.

Teorem 2.22 ([12]) Q =R ya da C' sumafina ait agik sinwrly bir bolge olsun. Asagidaki

gomulmeler streklidir.

(i) Eger 1 <p<n ise, Wpl(Q) CL,(Q),qc€ [1, n"—f;)}
(i) Eger p=mn ise, W,() C Ly (Q), q € [1,00)
(iii) Eger p>n ise, W, () C Lo ().

Teorem 2.23 ([12]) Q C R", C! simfina ait agik siarl bir bolge olsun. Asagqidaki

gomulmeler kompakttur.

(i) Egerp <n ise, W) (Q) C Ly (Q), q € [1, %)
(i) Egerp=mnise, W, () C Ly (Q), q € [1,00)
(iii) Eger p>n ise, W) (Q) C C (Q).
Teorem 2.24 ([8]) Q, sunmari C sinafina ait sunarl bélge olsun. Oyle bir dogrusal sinarh
T: Wpl(Q) — L, (092)
operatori vardwr ki asagidakiler saglanar.
(1) Tu= ulyy,ueWHQ)NC(Q)

(@) I Tull,,o0) < clltllwy) Ve € W, (Q),c=c(p,Q)
Teorem 2.25 ([2]) Eger u € W]*(Q) ise v = uly, olmak dizere v € W, *(09) ve

HUHW:%(M) < Kl

m—1
saglanr. Tersine, ejer v € Wy, 7(0R) ise 0 zaman v = uly, olacak sekilde dyle bir

u € W(Q) vardr ki

oy < Kool oy

saglanar.



Teorem 2.26 (/2]) Q, R™’de uniform C™-reqularity ézelligine sahip olsun. Eger
mp<nvep§q§% 15€
W (Q) C L, (09)

surekli gomulmest vardir. Eger mp =n ise p < q < oo i¢in bu gomulme vardar.

(Uniform C™-regularity ozelligi: Eger 0€2 siirmin yerel bir sonlu agik ortiisii {U;} ve
ona karsilik gelen birebir, m-smooth dontigiimlerin bir dizisi {®;} varsa 6yle ki ®;, U;’yi

B ={y € R": |y| < 1} kiimesine gétiiriiyor ve su ozellikler saglaniyor:

(i) Baz1 > 0 igin, U2, ¥;({y e R : [y| < 3}) D Qs, ¥; = &7

(ii) Bazi sonlu R i¢in, U; kiimelerinin her R + 1 koleksiyonu bog arakesite sahiptir.
(ili) Her j i¢in, ®,;(U; N Q) ={y € B:y, > 0}.

(iv) (®jq1,..,P;.) ve (V1,..,¥;,), ; ve ¥; nin bilegenlerini temsil etmek tizere, Gyle
bir sonlu M sayist vardir ki, her « igin |a| < m, her i i¢gin 1 < i < n ve her j i¢in,

|D®;;(x)] < M, z € U; ve |[DV,,(y)| < M, y € B'dir.
O zaman €2, uniform C™-regularity 6zelligine sahiptir.)
Teorem 2.27 ([2]) Q C R™ bélge olsun. Eger 1 < p < oo ise L,(2) Banach uzayidur.
Teorem 2.28 (/2]) Q2 C R" bolge olsun. Eger 1 < p < oo ise L,(§2) ayridabilir uzaydur.
Teorem 2.29 (/2]) Q C R™ bolge olsun. 1 < p < 0o <= L,(Q) refleksif uzaydur.

Teorem 2.30 ([2]) @ C R” bolge olsun. Eger 1 < p < oo ise W'(Q2) ayrlabilir

uzaydar.
Teorem 2.31 ([2]) Q@ C R" bélge olsun. Eger 1 < p < oo ise W)(Q2) refleksif uzaydar.

Teorem 2.32 ([21]) Q, sinars C* ’den olan sinarl bolge olsun. En az bir ¢ = ¢ (Q) sabiti
vardur ki her u € W}(Q) igin

/|u|2dx§c /|Vu|2dx—|—/|u|2dx
0 Q 20

10
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Sonug 2.33 Q, siar C’den olan simairl bolge olsun. Her uw € Wy () N Lat1(Q)

(o> 1) igin en az bir ¢ = () sabiti vardur ki,

2 a+1 2
lullivy@ < lullf) @ + 1Dulliy@ + ¢

esitsizlig saglanar.

Teorem 2.34 ([19]) X, Y Banach uzaylar ve X*, Y* onlarn dual uzaylary olsun.

Kabul edelim ki Sy C X zayf tam pseudo-normlu uzaydir. Asagidaki kosullar saglansin.

(i) f: Sy —Y zawypf kompakt (zayf siirekli) doniisim olsun oyle ki Sy “refleksif ”

bir pseudo-normlu uzaydar.

(ii) Xo topolojik vektor uzayr ve Yy, Y*’da yogun refleksif ayrilabilir Banach uzay
olmak tzere

g: XoCSy— Y, C Y

sinarle dontisimi varder dyle ki g (Xo), Yy 'da yogun dogrusal alt kiime kapsar ve

g7, Yy 'dan Sy’a zayf kompakt dondisimdiir.

(1ii) f ve g doniisimleri genellesmis anlamda X tzerinde coercive ikili olugtursun:

x € Xq i¢in
(f(2), 9(x))

["E]So

/oo

[x]s, /" 00 iken

dir.( []s,, So’da pseudo-normdur.)

O zaman
(f(2),y") =(y,y"), y €Y”

esitligi her y € M CY i¢in Sy ’da ¢ozulebilirdir oyle ki

v={yey o {®AD e x} <ol

[‘ﬂ So

seklindedir.

Tanim 2.35 (Test Fonksiyonu) (/10]) ¢, kompakt support’a sahip gercel degerli ve
her mertebeden strekli tirevi olan bir fonksiyon ise (p € C(Q)) ¢ ye test fonksiyonu

denir.

11



Bilinen toplama ve skalerle carpma iglemi ile test fonksiyonlar kiimesi bir vektor uzayidir

(bu uzay1 D ile gosterecegiz).

Tamim 2.36 (Genellestirilmis Fonksiyon) (/10]) f, D iizerinde taniml bir fonksi-

yonel olsun. Asaqdaki kosullar: saglayan f’e genellestirilmis fonksiyon denir:
(a) Her cy ve a gercgel (veya kompleks) saylar: ve her @1, po € D igin
(f,a101 + azpa) = a1 (f, 1) + a2 (f, @2)
(b) Her sifira yakinsayan {¢,} C D dizisi icin {{f, on)} dizisi sifira yakinsar.

Yukaridaki tanimdan agiktir ki integrallenebilir bir f fonksiyonu D {izerinde genel-

lestirilmisg fonksiyondur. Gergekten, her ¢ € D icin

()= [ f@)plans
integrali sonludur ve integralin ozelliklerinden yukaridaki tanimin kogullar: saglanir.

Tanim 2.37 (Zayif Tiirev) (/8]) Q C R"™ agik bir bolge ve u,v € L}, ()

loc

(L. () ={u:Q — R|her V CC Q i¢gin u € L'(V)}), a multiindex olmak iizere eger

/uDacpdx = (—1)|a/v<pdx

Q Q

her test fonksiyonu @ i¢in

esitligi saglamirsa v’ye u’nun || . zayf kismi tirevi denir (D% = v).

Lemma 2.38 (Genel Holder Esitsizligi) (/8/) Q@ C R™ agik, sinarle bir bolge ve

1< p1, ey pm < 00 i—k...—l—ﬁ =1 olsun. u, € L, (), k=1,...,m ise

7 1
m
/|u1...um| dx < H ||uk||ka(Q)
A k=1

olur.
Lemma 2.39 (Young Esitsizligi) (/8/) Her a,b > 0 i¢in
ab < ea®? + c(e)b?

esitsizligi gecerlidir, burada p,q > 1, 1/p+1/qg=1 ve c¢(e) = (sp)fg gt dir.
12



Lemma 2.40 (Kismi Integrasyon Formiilii) (/8]) Q C R" sinarh, agik ve dQ sinar
Ct’den olsun, v; simrin birim normal vektoriniin (v = (v1, Vs, ...,vn)) i. bileseni olmak

tizere u, v € C* (ﬁ) olsun. O zaman;

/uxivdx = — /uvxidx + /uvl/idS,

Q Q o0

dir, (i = 1...n).

Lemma 2.41 (Green Formiilii) (/8]) Q C R" simarl, agik ve 9Q simare C*'den ol-

sun. u,v € C? (ﬁ), v 02 ’nan dus birim normali olmak tizere asaqidaki esitlikler vardor.
(i) [Audx= [2:dS
Q o9
(it) [Dv.Dudx =— [uAvdz+ f%uds
Q Q o0
(iit) [ (uAv —vAu)dr = [ (u§s —v%)dS
Q o0
Lemma 2.42 (/2]) Eger 1 <p < oo vea>0,b>0 ise o zaman
(a+0b)P <2071 (@ 4 bP)
esitsizligi saglanar.
Lemma 2.43 ([13/) Q C R™ (n > 1) sunarle bolge p > 1, ¢ > 1 olmak iizere

[l (@) — Ly ()

swnarl bir dontsim ve
f(z,): R — R*
stirekli fonksiyon olsun. Ayrica {u,} C L, (2) veug € L, () igin

Um — Ug

ve

hhy
Um, —>Q Uo

olsun. O zaman I{up, } C {un} vardur ki
f (a:,umk) - f(xvu(J)

saglanar.
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Q) C R"™ sinir1 yeterince diizgiin sinirh bolge olmak tizere, caligmamizda kullandigimiz

c1,Co,c3,cq katsayilar agagidaki esitsizliklerden gelmektedir.

1. Tanim 2.20 ve Teorem 2.22’den cikar ki n = 2 iken 1 < py < oo ve n > 3 iken

Py = % icin Oyle bir ¢; sayis1 vardir ki

||u||Lp0(Q) <a ||u||w21(9) (2.1)

saglanir. Daha sonra, (pg)’ olarak isaret edecegimiz say1 n = 2 i¢in 1 < (pg)’ < 00

ve n > 3 igin (pg)’ = ;25 olarak alnacaktur.

2. Tanim 2.20 ve Teorem 2.26’dan cikar ki n = 2 iken 1 < p* < oo ve n > 3 iken

p* = % icin Oyle bir ¢y say1s1 vardir ki
[ullz,, o0) < 2 lullwyo (2.2)
saglanir.

3. Teorem 2.32’den ¢ikar ki Oyle bir c3 sayist vardir ki

2 2 2
lellfrsey < es (IF0l ) + il 00 (2.3)
saglanir.

4. Teorem 2.25'teki ilk egitsizlikten cikar ki oyle ¢4 sayis1 vardir ki

i < allullwy ) (2.4)

1
W2 (69)

saglanir.
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3 IKINCI MERTEBEDEN YARI DOGRUSAL
ELIPTIK KISMI DIFERANSIYEL BIR SINIF
DENKLEM ICIN KONULMUS 3.SINIF SINIR
PROBLEMININ INCELENMESI

Bu boliimde, €2 C R™, n > 2, sinir1 yeterince diizglin sinirh bolge olmak tizere, agagidaki

problemin uygun uzaylarda ¢oziimiiniin varligi incelenecektir.

Lu+ g(z,u) = h(z), x € ) (1.1)

(2 o)

1
Burada, genel olarak ¢ > 1 olmak iizere h € (W3 (Q))" + L,(Q) ve ¢ € W, 2(99)

= ¢(a'), 2’ € 00 (1.2)
00

alinacaktur.
Asagidaki kogullarin saglandigini kabul edelim.
(1) Keyfi z € Q igin a;;(z) € Loo()dur, a;5(z)|y, tammhdir ve
aij ()| 50 € Loo(02)'dur, a;j(x) = aji(x) (1,5 = 1,...,n) saglamr ve dyle § > 0 vardir ki
Ve € R” icin )
> ai(@)&g > 01¢)”

ij=1
olmak tizere L diferansiyel formu diizgiin eliptiktir.

(2) g(z,7), 2 x Rl'de Caratheodary fonksiyonu olmak iizere dyle a > 0 sayis1 ve
o € Ly, (), ¢1 € Ly, (Q) fonksiyonlar: vardir ki Vo € Q icin

ve

saglanir.
Burada, ¢i,q2 > 1 sayilart a’ya bagh olarak daha sonra gerekli oldugu sekilde

tanimlanacaktir.

B > 1, n=21iken
(3) a € L, (092) 6yle ki 51 := dir.
n—1, n>31iken

GoOzontline alinan problemin ¢oziimii agagidaki formda anlagilacaktir.
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Tanim 3.1 u € W} (Q) N Lyy1(Q) fonksiyonu, keyfi v € W3 (Q) N Lay1(Q) igin,

/(Lu + g(x,u)) vdx +/ (% + a(a:’)u) vdx' = /hvdw + /gpvdx’ (3.1)
0 20 0 20

egitligini saglarsa, u fonksiyonuna (1.1), (1.2) probleminin genellesmis ¢ozimi denir.

Daha sonra, L diferansiyel formu ve ¢ operatorii tlizerine elde edilecek kosullar
altinda (3.1) esitliginin sol tarafi anlamh olacaktir.

L diferansiyel formu, 2. mertebeden eliptik operator yarattigindan uygun kosullar
altinda

L:Wy(Q) — (W5(Q)"

tanimlanabilir.

Dogrusal olmayan g operatoriiniin bilinmeyen fonksiyonuna baghligi, (2) kogulundan
goriildiigii gibi, bir fonksiyon olarak g(z,7) fonksiyonunun 7’ya baghlig: gibidir.
Dolayisiyla, 7'ya bagh sonsuza gitme hizi en fazla a. mertebeden olabilir.

O halde, L ve g operatorlerinin yarattigi (1.1), (1.2) probleminin incelenmesi, W3 (£2)
ve Lo11(02) uzaylar arasindaki baglantilara gore farklilik gosterir.

(1.1), (1.2) problemini n = 2 ve n > 3 oldugunda farkl kosullar altinda in-
celeyecegimizden bu durumlari ayr1 gozoniine alacagiz. n > 3 iken problemi dogrusal
olmayan g doniigiimiiniin bilinmeyen fonksiyonuna baglilik mertebesinden dolay1 kritik
alt1, kritik ve kritik iistii durumlarindan olusan boliimlerde inceleyecegiz. Dolayisiyla,
bu boliimler a’nin kritik alti, kritik ve kritik iistii durumlarina bagh olusmaktadir. O
halde, kritik alt1 ve kritik durumlar1 beraber inceleyebildigimiz i¢in 2 durum ortaya
gikiyor.

1 Kritik Alt:1 ve Kritik Durum

2 2
0§a<n+ ve oz:n+
n—2 n—2
2 Kritik Ustii Durum
>n—|—2
«Q
n—2
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3.1 KRITIK ALTI VE KRITiK DURUMDA (1.1), (1.2)
PROBLEMININ COZUMUNUN VARLIGI

Bu bélimde, n = 2 durumu ve n > 3 iken kritik alt1 durum (0 < a < 2£2) ve

kritik durum (o = 222

) gbzoniine alinacaktir. n = 2 iken 0 < o < o0 igin (1.1), (1.2)
problemini kritik alti durum gibi inceleyebildigimizden n = 2 durumunu bu boélimde
gbzontine alacagiz.

Bu boliimde, kritik alt1 ve kritik durum incelendiginden W3 (2) C Loy 1(2) kap-
samast saglanir. Dolayisiyla, (1.1), (1.2) probleminin ¢6ziimii olarak, (3.1) esitligini

keyfi v € W3 (Q) icin saglayan u € W3 (Q2) fonksiyonu anlagilacaktir.
Asagidaki kogullar1 kabul edelim.

(2") (2) kosulu saglansin &yle ki ¢, ve ¢o sayilari, o := (po) olmak iizere asagidaki

gibi tanimlansin.

n = 2 iken
G >1, g =qo>1
n > 3 iken
S 0 < a < 2
q1 = pomad i » 42 *= (o
o ,Oé:m

. ) | | > 2, n =2 iken )
(i) a;; ve b; dyle fonksiyonlardir ki s := olmak tizere
n, n>3iken

Di(aij), bz S LS(Q>, (Z,] = ]_, ,TL)
Bu fonksiyonlar icin,

> IDi(ai) + bl o) = o1

ij=1

tanimlayalim.

(if) cveafonksiyonlari, ¢ € Ls(2) vea € Ly, (052) olmak iizere agagidaki baglantilardan

birini saglasin.

(a) Keyfi z € Q icin c(z) > ¢ > 0 olacak sekilde ¢ sayis1 vardir ki

6 := min {9, Z} olmak tizere (i)’de tamimlanan oy sayisi

0
o< —
C1
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olsun. (¢q, (2.1) esitsizligindeki katsayidir.) Bu durumda a fonksiyonu agagidakilerden
birini saglasin.
(a1) Keyfi 2/ € 0 i¢in a(2’) >0
(a2) ||CLHle(aQ) < 91_6% (c2, (2.2) esitsizligindeki katsayidir.)
(b) Keyfi 2/ € 99 i¢in a(z') > ap > 0 olacak sekilde ag sayis1 vardir ki
0 := min {0, ap} olmak iizere (i)’de tanimlanan oy sayist

le C3

o1 <
(&1

olsun. (c1, (2.1) esitsizligindeki ve c3, (2.3) esitsizligindeki katsayilardir.) Bu
durumda ¢ fonksiyonu asagidakilerden birini saglasin.

(by) Keyfi z € Qi¢in ¢(z) >0

9”1 c3 —o1C1

(b2) el o < %5

(iii) ¢ doniigimii W (Q)’dan (W3 (2))*’a tammh olmak iizere dyle 0 < ky < g ve
ki € R sayilar vardir ki keyfi u € W3 (Q) igin

2
(g(x,u),u) Z _kO HUHLPO(Q) - kl
esitsizligini saglasin. Buradaki oy sayis1 agsagidaki gibi tanimlansin.

(ii)(a) kogulu saglanirsa

01—01c1

qie1 (a1) durumunda
C
0y = 91—0101—03”‘1HL51(89)

=2 , (ag) durumunda
1

seklinde; (ii)(b) kogulu saglanirsa

9')1 c3—o1cy

o 2 ; (b1) durumunda
0=19 g e
: CSC’A{ = — |Ie] Ls(©) (b2) durumunda

seklindedir.

Kaydedelim ki (1),(2'),(3) ve (i)-(iii) kogullar1 altinda tamimdaki (3.1) esitliginin sol

kismindaki integraller her u, v € W3 () i¢in anlamhdir.

Teorem 3.2 (1),(2),(3),(i)-(iii) kosullary saglansin oyle ki (2') kosulundaki o sayus
n:2iken0§a<ooven23iken0§a§2—f§ olsun.

O zaman her h € (W3 ()" ve her ¢ € Wﬁ(am icin (1.1), (1.2) probleminin
WHQ) uzayinda genellesmis ¢oziimii vardr.
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ispat. Bu teoremin ispat1 i¢in Teorem 2.34 kullanilacak. Teorem 2.347i uygulamak icgin
gozoniine alinan problemin, teoremin kogullarini sagladigim gostermeliyiz. Bunun igin

once (1.1), (1.2) probleminin yarattigi doniigtimleri ve uygun uzaylari tanimlayalim.

1

So=Xo=W, (=X, Yo=Y =W, (Q) xW,?(09)

Yy=Y"=X
fi(u):=Lu+ g(x,u), fa(u):= % +a(x)u
olmak iizere
[ i o} 50— Y (3.2)
ve
U, =W, =1d
olmak tizere
U:{ U, U}: X — X (3.3)

olsun.
Sy = W} (92) Sobolev uzay1 oldugundan ayrilabilir Hilbert uzayidir. Dolayisiyla, Sy
ayrilabilir, refleksif Banach uzay1 oldugundan Teorem 2.34’iin kosulunu saglar. m
Teoremin ispatina devam etmek i¢in tanimladigimiz dontigiimlerin de Teorem 2.34’iin
kogullarini sagladigini gostermemiz gerekiyor. Bunun i¢in gerekli olan ilave bilgileri is-

patlariyla beraber verelim. Teorem 3.2'nin ispatina daha sonra devam edecegiz.

Lemma 3.3 (3.2)’de tanamlanan f : { fi, fo} : W (Q) — (W} (Q))* x WZ_% (09)

donisimi Teorem 3.2°nin kosullar altinda zayf stureklidir.

Ispat. f'in W} (Q)’dan (W} (Q))* x WQ_% (0Q)’ya zayif siirekli oldugunu gostermek
icin f; ve fy dontistimlerinin uygun uzaylarda zayif stirekli oldugunu gosterelim.
Once fi : W} (Q) — (W (Q))" doniigiimiine bakalim.
L, dogrusal operator oldugundan zayif stirekliligini gostermek icin uygun uzayda
sinirh oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun icin (W3 (Q))"’daki norm tanimmdan kul-

lanarak normun smirliligini gosterelim.

u,v € Wy (Q) alalm.

[ L] = sup  [(Lu,v)| (*)

v <1

19
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olmak tizere bu esitligin sag kismini tistten degerlendirecegiz. Asagidaki forma bakalim.

Luv[—/ Zau DDuvd:L’—i—/Zb Duvdx+/( Juvdzx

4,7=1 Q = 1
Bu egitlikteki ilk terim igin
ZG’J ) D;Dju = ZD a;; (z) Dju) — ZDi (a;; (z)) Dju
1,j=1 i,j=1 i,7=1
esitligini gozoniine alirsak

n

|{Lu, v) / ZD a;j(x)Dju)vdr + /Z(Di(aij) + b;)Dyu vdx + /c(x)uvdx
Q 1,7=1 Q Hi=1 Q

(3.4)
elde edilir.

(3.4)’teki ilk terimde 6nce kismi integrasyon uygulayalim.

/ ZD a;;(z)Dju)vdr| < /Zaw )DjuD;vdz| + /Zam )Dju v; vdx'

2,J=1 Q bIi= 1 aahIi= 1

(3.5)
(3.5)’teki ilk terimde uygun Holder esitsizligi kullandiktan sonra agagidaki degerlendirme
elde edilir.

[ aswrpupids| < 3 el o 190000 1P

’L]]. i,j=1

<3 Nl elhws o oz (3.6)

ij=1
(3.5)’teki ikinci terimde Tanim 2.4’ten ve (2.4) esitsizliginden kullanirsak agagidaki

degerlendirme alinir.

/Za” )Dju vvda! </Z\aw )Dju v| da’

aahi=1 ahi=1
<3 Nl o 195013 g, 191 3
i,0=1
3 ol I 3 ol
2,7=1
<d Z sl o0 1ullws @ 10wy @ (3.7)
ij=1
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(3.6) ve (3.7)yi, (3.5)'te gozoniine alirsak

[ = 3 Ditay(@) Dyujuds| < (Z lailly ) + 2 uamm(m)) el Mo g

0 1,j=1 4,j=1 4,j=1

(3.8)
elde edilir.
(3.4)’teki ikinci terimde uygun Holder esitsizligini, (i)’deki gosterimi ve (2.1) esitsizligini

kullanirsak,
> " (Di(aij) + bi) Dyu vdar| < || Di(as;) + byl Lo 1Pl Ly 0l L, o
Q Bi=1 i,j=1

< o016 ||U||W21 (®) ||U||W21 () (3.9)
elde edilir.
(3.4)’teki son terimde (ii) kogulunu, uygun Holder esitsizligini ve (2.1) egitsizligini
kullanalim.
[ etwhunda] < el sy o 101, 0

Q

<cilel

Ls(©) lullws @ 101w @ (3.10)

(3.8), (3.9) ve (3.10)"u, (3.4)’te gbzoniine alirsak

[{Lu, v)| < (Z lall, oy + <3 D Naigll, o) + o160+ el LS(Q)> lellwg @ lollwg @

1,j=1 i,j=1

elde edilir. Bu esitsizlik,

T <||U||W21 (Q)) = ||U||W21 Q) (Z ||aij||Loo(Q) + Ciz ||aij||Loo(8Q) o +cf ||C||L§(Q)>

ij=1 ij=1
olmak iizere
(L, )] < 91 (ellwg @) ol @)
seklinde yazilir. Bu esitsizlik her u,v € W, (Q) igin gegerli oldugundan HUHW21 o <1
lizerinde supremum icin de gecerlidir. ||v||W21 (o < 1 olmak iizere supremuma gegersek
(*)’a gore
2l gopy < 1 (el o))

elde edilir. v (.) : Ry — R, siirekli, dogrusal, monoton artan fonksiyon oldugundan

Vu € B(0,7) C W3 () i¢in

lullyy o < 7= (g @) < 7 ()
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olur ve
ILull ey < ()
bulunur. Boylece L, Wy (Q)’dan (W3 (Q))"’ya siirh déniigiimdiir. O halde L dogrusal
siirh oldugundan dogrusal stireklidir (Teorem 2.17’den), dolaysiyla zayif siireklidir
(Teorem 2.18’den).
g'nin W3 (Q)dan (W3 (Q))"a zayif siirekli oldugunu gostermek icin Wy ()’dan

olan {u,, } dizisi u,, — wuy oldugunda g¢(z,u,, ) —  g(z,up) olacak sekilde
w3 (Q) (W)
{tm, } C {un } altdizisi bulmak yeterlidir. Bunun i¢in Lemma 2.43’i kullanacagiz. O

halde Lemma 2.43in kogullarinin saglandigini gosterelim.

(2’) kogulundaki kabullerden kullanarak g'nin L, (€2)’dan L, (£2)’ya sinirh doniisiim
oldugunu ve g(z,up, ) Lq:Q) g(x,up ) olacak sekilde {um,} C {un } altdizisi bu-
lundugunu gosterecegiz.

1. g'nin L, (2)'dan Ly, (2)’ya smirh déniisiim oldugunu énce n > 3 icin gosterecegiz.

Buradan elde edecegimiz degerlendirmeden n = 2 i¢in de smirh oldugu acikca

goriilecektir. (2) kogulunu gézoniine alirsak agagidaki degerlendirmeyi aliriz.

~ q. ~
l/w@ww%m§2% /)% ﬂmwwm+/]q
Q Q

Q
Burada uygun Holder esitsizligini kullanirsak

q0
dx

~ q0 ~ q0
q0 d < 2qo ’ aqo ‘
é‘g<x7u” te ( “ Lqy () HUHLPO(Q) e Lo ()
elde edilir. Bu egitsizlik
.
~ [|90 ~ |90 a0
o (o) =2 (o7 1l [0 7

olmak tlizere
lg (2w}l ) < 22 (llulls,, o))

seklinde yazilir. 7, (.) : Ry — R, siirekli, monoton artan fonksiyon oldugundan

Vu € B(0,7) C L, () igin

lelly, o < 7= (@) <7 ()

olur. Buradan

lg (z, Wl @) <72(r)
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bulunur. Boylece

g Ly, () — Ly, () sinrh doniisimdiir. (3.11)

2. g Caratheodary fonksiyonu oldugundan hemen hemen her z € € i¢in

g(z,.) : R — R siireklidir. (3.12)

3. {um} C Wy (Q) zayif yakinsak ve Wy (Q) C L,, () oldugundan

m 3.1
u ) Uo (3.13)

Ayrica, 1 < pP < po i¢in Wy () C Ly () kompakt gomildigiinden ve
{um } € W3 (Q) zayif yakinsak oldugundan 3 {u,,, } C {u,, } vardir ki

— g .(Tamm 2.21)

um
Ly (©2)

k

L, (2)'de giiclii yakinsama (2’da hemen hemen her yerde yakinsamayi gerek-

tirdiginden 3 {umk]} C {t, } vardir ki (Onerme 2.13 ve Teorem 2.14’ten)

Um

7 o hhy (3.14)

kj

Dolayisiyla, (3.11), (3.12), (3.13) ve (3.14)ten g : W3 () C Ly, (Q) — Ly, ()

doniigimiiniin Lemma 2.43’tin kogullarini sagladigi goriiliir. O halde Lemma 2.43’ten

9(, U, ) ) 9(, uo)
elde edilir. Burada L, () C (W} (Q))" oldugunu gozoniine alirsak
9@ um,) = g(z,u0)
("3(@)
elde edilir.
Béylece L ve g'nin zayif siirekliliginden f; : Wi (Q) — (W} (Q))" zayif siirekli
oldugu elde edilir.
Simdi fo : W} (Q) — W;% (092) zayif siirekliligini gosterelim.
f2 dogrusal doniigiim oldugundan uygun uzayda sinirli oldugunu gostermek yeterli
olacak. Bunun igin u € W3 (Q) ise ul,, € WQ% (092) oldugundan W2_% (0R2) uzaymdaki

norm tammindan kullanarak normun simirhhgimi gosterelim. u, v € Wy (Q) alahm.

[ f2(w)] = sup [(fa(u),0)] (**)

1
Wy 2009) o . <1



olmak tizere (**) egitliginin sag kismini iistten degerlendirecegiz.

|(f v)| = /—vd:v +/ (2 uvdz!

- /Zaiiju v; vdx' + /a(as’)uvdm' (3.15)

aahi=1 a0

esitligindeki ilk terim i¢in agagidaki degerlendirme elde edilir.

/ZaUD wy; vdr'| < /Z lai;Dju v| da’

anyHI= 1 anyI= 1

n
<> Mgl oo D5l -3 oy 1V
2

= W2 (092)
i,7=1

< ZH%HLW ooy 1l g o) 100103 (3.16)

i,j=1

(3.15)’teki ikinci terim i¢in uygun Holder esitsizligini ve (2.2) esitsizligini kullanirsak

L (69) ||U||L (69) ||U||L «(09)

/a( Nuvdx'| < ||

o0

< S lall, o 1l 3 o 1912 (3.17)

elde edilir.
(3.16) ve (3.17)’yi (3.15)’te gozoniine alirsak

Lsm) 1l 3 e 1913

[{fa(u), v)| < (Z laijl ;... ony + €5 llal

ij=1

elde edilir. Bu esitsizlik

V3 (H ”W?(BQ)) = (Z laisll, . o0 +6 lallz,, am) Ju HW%(aﬂ)

J=1

olmak tlizere

[{falw),v)] < <|| wlly, )Il liv2 oo

seklinde yazilir. Bu esitsizlik her u, v € VV2 (092) igin gegerli oldugundan ||v|| whon) <1

tizerinde supremum igin de gegerlidir. O halde (**) gore

<
103y <30 (030,



elde edilir. 75 (.) : Ry — Ry siirekli, dogrusal, monoton artan fonksiyon oldugundan

Yu € B(0,r) C Wy (89) icin

ol 3 gy <7 = 7 (10l 5y ) <72

W2 (99) W
olur ve
1 <
1500l <5 ()
_1
bulunur. Béylece, fs : (89) — W, 2 (09) simurh déniigiimdiir. fo dogrusal sinirh

oldugundan dogrusal siirekli (Teorem 2.17), dolayisiyla zayif siireklidir (Teorem 2.18).
f1 ve fo'nin uygun uzaylarda zayif stirekli olmasindan f’in W3 (2)’dan

Wi (Q))* x W, 2 (09)’va zayif siirekli oldugu ispatlandi. m
2 2

Lemma 3.4 (3.2)’de tansmlanan f dénisimi ve (3.3)te tanemlanan VU déndisimii

Teorem 3.2'min kosullary altinda W3 () uzayinda coercive ikili olusturur.

ispat. U doniigimii birim doniigim olarak tanimlandigindan coercive ikililik adi an-
lamda coercivelige denktir. f doniisiimiiniin coercive oldugunu gostermek icin

u € W () olmak tizere agagidaki dual forma bakalim.

/ Za” DDuudﬁ—l—/Zb Duud:ﬁ+/()u2da;

2,7=1 Qzl

—i—/g(:c u udx+/—ud:c —|—/ (2" uPda’ (3.18)
Q o0
(3.18)’deki ilk terimde

Zam ) D;Dju = ZD a;; () Dju) — ZDi (a;j (x)) Dju
1,j=1 2,j=1 i,7=1
esitligini gozoniine alip daha sonra kismi integrasyondan kullanirsak, sinir kosullarini

gozoniine alip gerekli sadelestirmeleri yaparsak agagidaki esitlik elde edilir.

/Za” )DjuD;udx— /Zaw Duz/,udw—I—/ZD a;j(x))Dju udx

Q bI= 1 H0bI= 1 Q W= 1
—I—/Zb(m)Du udm+/ (x) 2d:10—|—/ (x,u udm—i—/z% )Dju v; uda! +/ (2" ulda’
o =1 Q Habi=1 a0
/Zam DuDud:}c+/ZD a;;(z) + b;(z ))Duudx+/( Judz
Q b= 1 Q »I= 1
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+/g(x,u)uda: + /a(x’)qua:’ (3.19)
0 50

Bu esitlikteki her terimi ayri ayr1 degerlendirecegiz.

(3.19)’daki ilk terimde kogul (1)’i gézoniine alalim.
> ay(x)DjuDsudx > 6 || Dull7, o (3.20)
o d=1
(3.19)’daki ikinci terim i¢in énce uygun Holder esitsizligini, sonra (i)’deki gosterimi

ve (2.1) esitsizligini kullanirsak

[ 3> Dias(a) +bila)) Do s = =Y [ Dias(a) + bia)

o =1 ij=1

Ls(Q) HDZ‘UHLQ(Q) ”uHLm(Q)

2
> =01 ||ullyy ) lullz,, @ = —ov e lulliyq) (3.21)

elde edilir.

(3.19)’daki dordiincii terim igin (iii) kogulunu ve (2.1) esitsizligini kullanalim.

/g(x,u)udx > —ko ||U||ip0(sz) —ky > —koct ||U||%/v21 © — K (3.22)
Q

(3.20), (3.21) ve (3.22)’yi, (3.19)’da gbzoniine alirsak

(F ) 2 Dl o= e [l ot [ eohida—ho g oy bt [ ala)uds
Q o0
(3.23)

elde ederiz.

Bu adimdan sonra (ii) kogulundaki (a) ve (b) durumlar: igin coerciveligi ayr1 ayri
gosterecegiz.

Durum 1. Bu durumda (ii)(a) kogulunun saglandigimi kabul edelim. (3.23)’teki

i¢iinci terim icin kabuliimiizii kullanalim.

/c(x)qu:c > E/u2dx = HuHiZ(Q) (3.24)
0 0

(ii)(a) kogulundaki (a;) ve (ag) durumlar igin ayri ayri coerciveligi gosterelim.
Once (a;) durumuna bakalim.

(3.24) ve (a1) durumunu (3.23)’te gdzoniine alalim.

2 2 ~ 2 2
(f (u),u) >0 HDUHL2(Q) —o01a HUHWZ} @ tT¢ [ullz, @ ~ koci HUHWQI @ M
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Burada #; := min {8, E} gbzoniine alirsak

(f (u),u) > (61 — o161 — koci ) HuH12/[121 @ — k1

elde ederiz.

(iii) kosulunda kabul ettigimiz k¢ iizerindeki degerlendirmeden 6; — oyc; — koc? > 0
oldugu gortlir.

Simdi (ag) durumuna bakalim.

(3.23)’teki son terim igin uygun Holder esitsizligini ve (2.2) esitsizligini kullanirsak

/CL(.T/)UQCZI/ > — ||al

20
elde edilir.
(3.24) ve (3.25)1 (3.23)’te gozoniine alirsak

2 2
Loy 00 NullL . 00y = —c lallz,, o0y lullws @ (3.25)

2 2 ~12 2
(f(u),u) >0 ||Du||L2(Q) —014 ||u||w21 @ t¢ ||u||L2(Q) — koci ||UHW21 ()

2
—k1 — 3 la Ls, (89) Hu\lwg (®)

elde edilir. Burada 6; := min {9, E} gozoniine alirsak

(f (u),u) > (91 — 01 ¢1 — kot — ¢ |a

2
L51(8§2)> ||U||w21 @ — ks

elde edilir.
(iii) kogulunda kabul ettigimiz k¢ tizerindeki degerlendirmeden

01 —o1c1 —koct —c3 |lall, (oq) > 0 oldugu gériiliir. O halde (a1) ve (az) durumlarmda

||U||W21 () /o

iken
(f (w),u)

||U||W21 ()

00

olur.

Dolayisiyla, (ii)(a) kosulu saglandiginda f doniigtimiiniin W3 (2)’da coercive oldugunu
gosterdik.

Durum 2. Bu durumda (ii)(b) kogulunun saglandigini kabul edelim.

(3.23)’teki son terim i¢in kabuliimiizii kullanalim.

/a(x’)uzdx’ > ag /qux’ = ayg H“Hig(aﬂ) (3.26)
20 0
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(ii)(b) kogulundaki (b;) ve (bg) durumlar: i¢in ayri ayri coerciveligi gosterelim.
Once (b;) durumuna bakalim.

(3.26) ve (by)’1 (3.23)’te gbzoniine alalim.

2 2 2 2
(f (u),w) = 01| Dullz,q) — o1 1 lulliyy @) — ko & lulliyy @ — k1 + a0 l[ullz, o0

Burada 0} := min {60, aq } gozoniine alir ve (2.3) esitsizligini kullanirsak
(f (u),u) > (6 s — 011 — ko i) HUH%} @ — k1

elde edilir.

(iii) kogulunda bu durum igin kabul ettigimiz kg lizerindeki degerlendirmeden
0 c3 — o1 ¢c; — koc? > 0 oldugu goriiliir.

Simdi (b2) durumuna bakalim.

(3.23)’teki liglincii terim igin Holder egitsizligini ve (2.1) esitsizligini kullanalim.

2 2
/C(l’)uzdx > - ||C||L% ®) HUHLPO @ = —c HC”L%(Q) ||UHW21 () (3.27)
Q

(3.26) ve (3.27)’yi (3.23)’te gozoniine alalim.
(F () u) > 0 Dully0) = o1 e llullivy @) = et llellz o lulivy @

2 2
—koc? [ully @) = k1 + ao [lull7, o0

Burada 6} := min {6, aq } gozoniine alir ve (2.3) egitsizligini kullanirsak

2
(F () ) > (B es = o1 er =il o — koc ) llully @) =

elde edilir.
(iii) kogulunda bu durum igin kabul ettigimiz ko tizerindeki degerlendirmeden

0h cs—o1ci—cillell,, @ —ko i > 0 oldugu goriiliir. O halde (by) ve (bz) durumlarinda
2

HuH%1 (®) /00

iken
(f (w),u)

/" 00
||U||W21 ()
oldugu goriiliir.
Dolayisiyla, (ii)(b) kosulu saglandiginda f doniigiimiiniin W (Q)’da coercive oldugunu
gosterdik.
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Boylece, her iki durumda da f’in W3 (Q)’da coercive oldugunu elde etmig olduk. m
Teorem 3.2°nin ispatinin devami. Lemma 3.3 ve Lemma 3.4’ten (3.2)’de tammlanan
f doniigimiiniin Teorem 2.347in kogullarimi sagladigr goriiliir. (3.3)’te tanimlanan W
doniigiimii ise birim dontisiim oldugundan siirhdir ve tersi vardir. Ayrica U dogrusal
oldugundan U1 déniisiimii zayif siireklidir. Dolayisiyla, ¥ doniisiimii de Teorem 2.34’{in

kogulunu saglar.

O halde

/(Lu + g(z,u)) vdx +/ (% + a(m')u) vdx' = /hvdw - /govdx', Yo € Wy ()

Q o0 Q o0

denkleminin

M= {(h,@ € (WHQ))" x Wy 2(99) : sup {Wﬂ ‘u€ WQ(Q)} < oo}
Uwi @)

olmak iizere keyfi (h, ¢) € M igin W3 (2)'da ¢oziimii vardir. M kiimesi boyle tanimlandigindan

ve
(h, w)
HUHW,;(Q)
(o, u) }
= —_— Q
HSO”WQ_%(OQ) sup ||U|| L u < W2 (a )
W2 (60)

norm tanimlarindan

. _1
M ={ ) € (V@) x W52 00)  [hlluga + ol 3 o, <}
2

elde edilir. Dolayisiyla, Teorem 2.34’d (1.1), (1.2) problemine uygulayarak elde edilir
ki Teorem 3.2'nin kosullar1 altinda keyfi h € (W3 (Q2))* ve keyfi p € W, 2(99Q) icin
(1.1), (1.2) probleminin W3 (Q2)’da genellegmis ¢oziimii vardir. m
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3.2 KRITIK USTU DURUMDA (1.1), (1.2) PROBLEMININ
COZUMUNUN VARLIGI

Bu durumda, n > 3 igin kritik isti durum, yani a > Z—fg oldugu gozoniine

alimacaktir.

Asagidaki kogullarin saglandigini kabul edelim.

(2”) (2) kosulu saglansin Oyle ki ¢; ve ¢y sayilar agagidaki gibi tanimlansin.

a+1
g1 =00, g2 =
(i) ai; ve b; 6yle fonksiyonlardir ki p := % olmak tizere D;(a;;),b; € L,(€2),

(i,7=1,..,n).

(ii') g dontigimi W3 (Q2) N Lot ()’ dan La+1 (2)’ya tamiml olmak iizere dyle ko > 0
ve k1 € R sayilart vardir ki keyfi u € W3 () N Ly (Q) igin

a+1
(g(z,u),u) > ko HUHL:H(Q) — k1

esitsizligini saglasin.

(iii") ¢ € Lz () olsun. a fonksiyonu, a € L,_1(992) olmak iizere asagidakilerden birini

saglasin.

(a’) Oyle bir ag > 0 says1 vardir ki keyfi 2/ € 9Q icin a (/) > aq saglanir.

b’) Oyle gy > 0 vardir ki 6, < min {0, ko} — &0 olmak iizere ||a < %
Lpn_1(89)

€2

saglanir. (cq, (2.2) esitsizligindeki katsayidir.)

Kaydedelim ki (1),(2"),(3) ve (i')-(iil’) kosullar1 altinda tanimdaki (3.1) esitliginin
sol kismindaki integraller her u,v € W} (Q) N L1 () i¢in anlamhdir.

Teorem 3.5 (1),(2'),(3),(7)-(iii') kosullar: saglansin éyle ki (2") kosulundaki v sayus
o> "2 (> 3) olsun.
O zaman her h € (W3 ()" 4+ Lat1(Q) ve her o € W, 2 (0Q) igin, (1.1), (1.2)

probleminin W3 () N Loy 1 () uzayinda genellesmis ¢ozimii vardar.
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ispat. Bu teoremin ispat1 i¢in Teorem 2.34 kullanilacak. Teorem 2.347i uygulamak icgin
gozoniine alinan problemin teoremin kogullarini sagladigini gostermeliyiz. Bunun igin

once (1.1), (1.2) probleminin yarattigi doniigtimleri ve uygun uzaylari tanimlayalim.

So =X =W (D)NLe () =X

Yo =V = (WH®) + Lon ()

Yy=Y"=X
Ju ,
filw) = Lu+ g (z,), folu) = 5 +a ()
olmak tlizere
f={f1, fo} : S —Y (3.28)
ve
\Ijl = \112 =1id
olmak tlizere
U={V, , ¥y }: X — X (3.29)

olsun.

WE(Q) ve Loy () uzaylar ayrilabilir, refleksif, Banach uzaylar1 oldugundan S
uzayl Teorem 2.34’tin kogulunu saglar. m

Teoremin ispatina devam etmek i¢in tanimladigimiz dontigiimlerin de Teorem 2.34’iin
kosullarini sagladigini gostermemiz gerekiyor. Bunun i¢in gerekli olan ilave bilgileri is-

patlariyla beraber verelim. Teorem 3.5'in ispatina daha sonra devam edecegiz.

Lemma 3.6 (3.28)’de tanvmlanan f:{ fi, fo} : WE(Q) N Lay1 () — (WL(Q)" +

Lao+1(Q) déondigimii Teorem 3.57in kosullar altinda zayf sireklidir.

Ispat. fi : W} (Q)NLaps (Q) — (WQ(Q))*—FLQTH(Q) zayif stirekli oldugunu gostermek
icin L ve ¢g'nin uygun uzaylarda zayif siirekliliklerini gosterelim.

L dogrusal operatoriiniin zayif stirekliligini gdstermek icin uygun uzayda sinirh
oldugunu gostermek yeterlidir.

u,v € W3 () N Loy (Q) alahm.

HLUH(W21 (Q))*J,_LaJrl () = sup |<LU7U>| (***)
e ot @)nraqr @St
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olmak tizere bu esitligin sag kismini tistten degerlendirecegiz. Asagidaki esitlige bakalim.

Luv|—/ Za” DDuvd:z:—i—/Zb Duvdm+/( Juvdzx

i,j=1

n n

- /— ZDi(aij(x)Dju)vda: + /Z(Dz(a”(m)) + b;(x))Dyu vdx + /c(m)uvdm

o id=l o hi=1 0
(3.4)

(3.4)’teki ilk terim i¢in daha Once (3.8) egitsizligini elde etmistik.
Simdi (3. 4)’teki ikinci terime bakalm. Ikinci terimde uygun Holder esitsizligini kul-

lanirsak ve Z | Di(ai;) + bil|, oy = 02 olarak isaret edersek
2,7=1

32 (Dua) 40D wa| < 37 1D (o) + il oy 102, e ol o
ZJ 1 i,j=1
< o2l o 1911, o (3.0

elde edilir. (3.4)’teki son terimde (iii’) kogulunu ve uygun Holder esitsizligini kul-

lanirsak,
[etwpurds| < el o s, o 01, (3.31)
Q
alimir. (3.8), (3.30) ve (3.31)’i (3.4)’te gozoniine alir ve W1 (Q) N Ly () normuyla
degerlendirirsek
[{(Lu, v)| < (Z lasjl ;) + i Z H%HLN@Q) lellwz @ 0 llwy
i,j=1 ,j=1

+oo [l o) vl @ T ||C||LQ(Q) ||u||La+1(Q) ||U||La+1(ﬂ)

<Z ||CLZJHLOO +C4 Z ||CLU||LOO(8Q to2 + HCHLn > ||u||W21(Q)ﬂLa+1(Q) ”UHWQl(Q)mLaH(Q)

2,j=1 1,j=1

elde edilir. Bu egitsizlik
V4 <HUHW21(Q)QLQ+1 ) Z “aw”LOO + ¢ Z HCLUHL (on) T 02
i,7=1 i,7=1
+ ”CHL%(Q)) lullws @)nzas @)
olmak tizere
[(Lu, v)| < s <|’uHW21(Q)ﬂLa+1(Q)) HU||W21(Q)DLQ+1(Q)
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seklinde yazihir. [[v[|yp o) (@ < 1 olmak iizere supremuma gegersek (***)’a gore

NLa+1

T2 S ([T P—

elde edilir. v, (.) : R, — R, siirekli, dogrusal, monoton artan fonksiyon oldugundan

Vu € B(0,7) C WH(Q) N Loty () igin

g ez <7 =1 (lulhgnzane) <7 @)
olur ve
122l g )+ Lo ) < 72(7)
bulunur.
Béylece L, W3(2) N Loty (Q)dan (WH(Q))" + Lat1(2)’ya smurh doniigiimdiir. O
halde, L dogrusal simirli oldugundan dogrusal siireklidir (Teorem 2.17°den); dolayisiyla

zay1f siireklidir (Teorem 2.18°den).
g'nin W2() N Loy (Q)dan (W3(2))" + Las1 (Q)’ya zayif siirekli oldugunu goster-

k icin W3 (Q) N Layq (Q)d 1 m ) dizisi uyy, — ldugund
mek icin W5 () +1 (2)’dan olan {u,,} dizisi u (@) up oldugunda
g(x, upm,) — g(z,up) olacak sekilde {w,, } C {uy,} altdizisi bulmak yeter-

(W3(@)) +Las1 ()
lidir. Bunun i¢in Lemma 2.43’ii kullanacagiz. O halde Lemma 2.43’tin kosullarinin

saglandigini gosterelim.

{tm } T W3 (Q) N Layy () alalim ve u,, - up olsun. O zaman
WH )N L1 ()

Um — Uy V€ Um — U
W3 (Q) Loy (Q)

oldugu aciktir.

1. g'min Lyiq (©2)’'dan Lo (2)’a smirl doniistim oldugunu gosterecegiz. (2”) kogulundan

ve uygun Holder esitsizliginden kullanirsak agagidaki degerlendimeyi aliriz.

a+1
«@
dx

a+1
Q

/|g<a:,u) o dr <2 /\ <o
Q Q

at1 atl
@ a+1 ~ o
e oy 1M @) F ‘ i, <ﬂ>>

a+1
a

Bu esitsizlik

5 (HuHLa_H(Q)) =2 () c

T,

atl atl a+tl
@ a+1 ~ [e%
Lo (@) Felzce @ + ‘ i, (m)

a+1
(o]

Co
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olmak tizere
lg ()l i <5 ()

seklinde yazilir. 75 (.) : Ry — R, siirekli, monoton artan fonksiyon oldugundan

Vu € B(0,7) C Loy () igin

lully, ., @ <7 =5 (Il o) <5 (1)

olur. Buradan
lg (@ u)lly @) <5 (r)

bulunur. Boylece

G Lot1 () — La+1 () siirh dontigimdiir. (3.32)

2. g Caratheodary fonksiyonu oldugundan kosulundan hemen hemen her x € €2 i¢in

g(x,.) : R — R siireklidir. (3.33)

3. 1< p < ppigin Wy () C Ly () kompakt gomiildiigiinden ve {u,, } C Wy (Q)
zayif yakinsak oldugundan 3{u,, } C {u, } vardir ki w,y,, T o .(Tamm

()

2.21’den)

Buradan da 3 {umk]} C {tpm, } vardir ki (Onerme 2.13 ve Teorem 2.14’ten)

Um

7 Uo hhy (3.34)

kj

(3.32), (3.33) ve (3.34)'ten g doniiglimiiniin Lemma 2.43’tin kogullarini sagladig
goriiliir. O halde Lemma 2.43’ten

dolayisiyla

oldugu elde edilir.
Boylece L ve g’nin uygun uzaylardaki zayif stirekliliginden
fi W3 N Lay1 (Q) — (WE(Q)" + Los1 () zayif siirekli oldugu elde edilir.
Simdi fo : W (Q) N Lasy (Q) — W, 2 (99) zayif sirekliligini gosterelim.
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fo dogrusal dontisiim oldugundan uygun uzayda siirli oldugunu gostermek yeterli

1 _1
olacak. Bunun i¢in u € Wy (Q) N Loy (Q) ise ulyg € Wi (99Q) oldugundan W, 2 (9£2)
uzayindaki norm tanimindan kullanarak normun simirhligini gostermeliyiz. Daha 6nce

Lemma 3.3’ in ispatinda || fo(u) ||W, b o) normunun siirl oldugunu gostermistik. Boylece,
2

1 1
fo : W2 (02) — W, 2 (092) siurh doniigtimdiir. fo dogrusal sinirhi oldugundan dogrusal
stirekli (Terom 2.17), dolayisiyla zayif siireklidir (Teorem 2.18).

f1 ve fo'nin uygun uzaylarda zayif stirekli olmasindan

fiWHQ) N Layr () — (WE(Q))" + Lawi (Q) zayf siirekli oldugu elde edilir. m

Lemma 3.7 (3.28)’de tanimlanan f dénigimi ve (3.29) da tansmlanan U déndsimii

Teorem 3.5’in kosullar altinda W3 () N Loyt () uzayinda coercive ikili olusturur.

ispat. U doniigtimii birim doniigim olarak tanimlandigindan coercive ikililik adi an-
lamda coercivelige denktir. f doniigimiiniin coercive oldugunu gostermek icin
u € W3 (Q) N Loy (Q) olmak tizere agagidaki dual forma bakalm.

Daha 6nce (f (u),u) igin gerekli iglemleri yaparak agagidaki esitligi elde etmistik.

(f (u),w) /Zal] DuDuda:—l—/ZD a;;(x) + bi(x))Diju udx

Q HI= 1 2,7=1
+/c(x)u2dx + /g(w,u)udx + /a(m’)zﬂdm’ (3.19)
Q Q o0
(3.19)’daki ilk terimde kogul (1)’i gézoniine alalim.
> " ay(x)DjuDsudx > 6 || Dull}, o) (3.20)
0 d=1

(3.19)’daki ikinci terim i¢in 6nce uygun Holder esitsizligini kullanalim ve
Z | D;(a;j) + bl 1,(0) = 02 isaret edelim. Sonra Young esitsizligini uygularsak asagidaki

3,7=1
degerlendirmeyi elde ederiz.

/ZD aij(2)+bi(x)) Div ude > — Z 1Di(aij () + bi (@)l ) 1Piull L0 [l @)

Q bIi= 1 t,j=1
> =0z ||Dull o Ul @
2 2
> —¢ || Dull},q) — (&) a3 llulli, @) (3.35)

(3.19)’daki ti¢iinct terim igin uygun Holder esitsizligini kullanalim.

2
[etonids = = el o Il

Q

o (3.36)

a+1(
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(3.35) ve (3.36)’y1 birlikte gézoniine alip Young esitsizligini kullanalim.

/E:Daw +b(»Dumm+/X)ﬁm

1]1

SIS

2 a+1
> e lDult 0 < Nl ~ o) (@0 + el ) (33T)

(3.20), (3.37) ve (ii’) kogulunu (3.19)’da gozoniine alirsak

(f (w),u) > (0 —¢) HDU”iQ(Q) + (ko — €') |’UH%++11 )

__Qﬁé)Qxaag+Hdhym>g+kq—+/ﬂuﬁﬁdﬂ (3.38)

a0
elde edilir.

p

2
Burada A := ¢ (¢') <c (e) o3 + HCHLp(Q)) + ky diyelim.
2
Bu adimda, o6ncelikle (iii’)(a’) kogulunun saglandigin1 kabul edelim ve bu kogulu

(3.38)’de gbzoniine alalim.
(f (), u) > (0 = &) | Dul ) + (ko — ) [[ullZ)) o

—A+ ao |[ull7,0) (3.39)

Burada 6’ < min {6, ap} — ¢ olmak iizere (2.3) esitsizligini kullanalim.

(F () ) = e Jlullyy o + (ko — <) ul3] ) — A (3.40)
O halde
|’uHW21(Q)mLa+1( = ||U||W1(Q) + HUHLQH () /" 00
iken
(f (u),u)

||u||W21(Q)ﬂLa+1(Q)

ifadesine bakalim. 6” < min {#'c3, ko} — €’ olmak iizere (3.40)’da gerekli diizenlemeleri

yaparsak
(f () ) = 0 (Il ) + el @) — A

> 0" (Il iy + Ill o — 1) = A
/"

0 2
> = (g @ + el ) — 8 — A

elde edilir. Buradan

Hu|’W21(Q)mLa+1(Q) = HUHWQ1 @ T | Lat1(9) /00
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iken
(f (), u)

] WHQ)NLat1(Q)

/0o

oldugu elde edilir.
Simdi (iii’)(b") kogulunun saglandigini kabul edelim..
(3.38)’deki son terim igin uygun Hoélder esitsizligini ve (2.2) esitsizligini kullanirsak

2
[olwvias = = Yol Nl o
oQ

>~ llally, - om I1ull’wy @) (3.25)
elde edilir ve (3.25)1 (3.38)’de gézoniine alirsak

(f (), u) > (0 €) [ Dull L0y + (ko — ) ulF]} @)

2
A= lallg, w0 Il @ (3.42)
elde edilir.

(3.42)'de ¢ = mes) olmak {izere Teorem 2.33’ten kullanirsak
(f (), u) 2 (8 =) | Dull ) + (ko — ) [lullz) o

2 a+1
—A = lall,_ o0 (1DUIl 0y + 5L ) + )
elde edilir. Burada gy > 0 i¢in 6 < min {0, ky} — £ oldugunu goézoniine alahm.

A=A+ i llallp,  oq) olarak gosterelim.
a+1 ~
(f () ) = (0= G llall, o) (1Dl sy + lul5F ] ) = A

(62 = Ellally, ., om))

a+1 ~
> 5 (el o + Il ) = ¢ = A
(92 —c3 lall, 1(@9)) ~
n— 2
> : (g + ull, 0 = 1) = ¢ = A
(62 = llally,_,om)) :
> - (el gy + el )
)
- <92 C3 ||a||Ln,1(aQ)> o

2

elde edilir. Burada 6y — c3 ||a|| Lo 1 (09) > 0 oldugunu gézoniine alirsak

Hu|’W21(Q)mLa+1(Q) = HUHWQ1 @ T HUHLQH(Q) /00
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iken
(f (), u)

] WHQ)NLat1(Q)

/0o

oldugu gortlir.

Dolayisiyla (iii’) kogulundaki her iki durumda f déniigiimiiniin Wy (2) N Ly (92)
uzayinda coercive oldugunu gosterdik. m
Teorem 3.5’in ispatinin devami. Lemma 3.6 ve Lemma 3.7’den, (3.28)’de tanimlanan
f doniigtimiiniin Teorem 2.34’tin kogullarim sagladigi goriiliir. (3.29)’da tanimlanan ¥
dontistimi ise birim dontigiim oldugundan sinirhdir, tersi vardir. Ayrica, ¥ dontigiimii dogrusal
oldugundan U1 déniigiimii zayif siireklidir. Dolayisiyla, ¥ doniisiimii de Teorem 2.34’{in
kogullari saglar.

O halde

/(Lu + g(x,u))vd:c+/ (gz (:z:’)u) vdx' = Zhvdx—l—/govdx', Yo € Wy ()N Lay1 ()

Q Bly) o0
denkleminin

(h,u) + (o, u)

||U||W1 ()NLat1(Q)

M = {(h¢) € [(W3©)" + Lazs ()] x W *(09) : supf

cu € Wi () N Loy ()} < 0o}

olmak tizere keyfi (h, p) € M igin W3 (Q)N L1 () da ¢oztimii vardir. M kiimesi boyle

tanimlandigindan ve

(h, u)
HhH(WS(Q))*+La+1(Q) = sup { ] u € Wy () N Lot (Q)
E WO Lot ()

Il oy =51 T Tf” e WA 69)

(89)
(69)
norm tanimlarindan

M ={ ) € [WH@) + Lozt @] X W50 5 Wl staion + 10,3y < 0}

olur. Dolayisiyla, Teorem 2.34’1 (1.1), (1.2) problemine uygularsak elde edilir ki Teorem
3.5'in kogullar1 altinda keyfi h € (W3 (Q))* + Lax1 (Q) ve keyfi ¢ € W, ?(99) i¢in
(1.1), (1.2) probleminin W3 () N Ly (©2)’da genellesmis ¢oziimii vardir. m
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3.3 (1.1), (1.2) PROBLEMININ COZUMUNUN TEKLIGI
UZERINE

Bu kisimda, (1.1), (1.2) probleminde yer alan g doniigiimiintin model bir durumunda
problemin ¢oziimiiniin tekligini gosterecegiz. Oncelikle agagidaki kogullarm saglandigini

kabul edelim.

. .. | | >, n =2 iken ..
(i) a;; ve b; dyle fonksiyonlardir ki s := olmak tizere
n, n>3iken

Di(aij), bz S LS(Q>, (Z,] = 1, ceey n)

Bu fonksiyonlar i¢in
Z ||DZ(CL”) —+ blHLS(Q) =01 <0
ij=1

tanimlayalim.

(if) cve afonksiyonlaric € Ls(Q2) vea € Ly, (092) olmak iizere agagidaki baglantilardan

birini saglasin.

(a) Keyfi 2 € Q igin c(z) > ¢ > 0 olacak sekilde ¢ sayis1 vardir ki

01 := min {9, Z} olmak iizere (i)’de tamimlanan o, sayisi

o < —
(&1

olsun.(cy, (2.1) esitsizligindeki katsayidir.) Bu durumda a fonksiyonu agagidakilerden

birini saglasin.

(a1) Keyfi 2/ € 09 i¢in a(2') > 0.

(az) ||a||L51(aQ) < limmer (¢, (2.2) esitsizligindeki katsayidir.)

2
(b) Keyfi 2’ € 99 igin a(2’) > ag > 0 olacak gekilde ag sayis1 vardir ki

0% :=min {0, ap} olmak iizere (i)’de tanimlanan oy sayist

olsun.(cy, (2.1) esitsizligindeki ve c3, (2.3) esitsizligindeki katsayidir.) Bu

durumda ¢ fonksiyonu agagidakilerden birini saglasin.

(b1) Keyfi z € Qicin ¢(z) >0
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Gpl c3 —o1C]

(bz2) HCHL%(Q) < 7=
Teorem 3.8 (1.1), (1.2) problemindeki g donisimi p > 0 olmak tizere

g(z,7) =d(@) |7 7+ k(x)

seklinde olsun. Burada, q1,qe saydar asagidaki gibi olmak tzere d € Ly, (€2) ve

k € Ly, () olsun. qo := (po)’ olmak dizere
n=21tkenqg >1veqg=q >1;

n > 3 iken
Pogo n+2 n+2
¢ = po—pqo  ’ 0< P < n—2 @ = do 0< p < n—o
= , =
2 +1 2
oo, P Z Zi_Q pT ) p > Zi_z

Ayrica Y € Q i¢in d(x) > 0 olsun ve (1),(3),(i),(ii) kosullary saglansin.
Bu durumda (1.1), (1.2) probleminin Wy (Q) N L,11(Q2) uzayindan olan ¢ozimi tek-

tir.

Ispat. Kabul edelim ki u,v (1.1), (1.2) probleminin iki farkli ¢éziimiidiir. O halde

z € Q ve 2’ € 0F) olmak tizere

Lu+ g(x,u) = h(z)

% o (@yu = p(a)

ov

ve
Lv + g(z,v) = h(z)
ov N ,
D aw)v=p@)

esitlikleri saglanir. Buradan

Ju , v N
g—i—a(x)u—%—a(x)v—(]
elde edilir.
w=u-—"v

dersek
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Lw+ g(x,u) —g(x,v) =0 (3.43)

g—z} = —a (2 )w (3.44)
problemi elde edilir. Simdi bu problemin sifirdan farkli ¢oziimii olamayacagini gostere-
lim. Kabul edelim ki w bu problemin sifirdan farkli bir ¢oztimidiir.
(3.43)’ten
(Lw+ g(z,u) — g(x,v),w) =0

ve

/Lw wdx + / lg(x,u) — g(z,v)] (u—v)dx =0 (3.45)
Q Q
olur. Burada daha énce elde ettigimiz (3.19) esitligini gézoniine alalim.

0= /Lw wdr + | [g(z,u) — g(z,v)] (u—v)dx

_ / zn:aij(x)pjwz)iwdw / Di(ag; () + bi(w)) Dsw wdz + / o) w?dz

Q 2,7=1 Q 7,7=1 Q

—l—/d(w) (Jul"" u = [v]" " 0) (u—v) da + /a(:v’)dex’

Q o0

:Ms 0~~~

Burada (3.20) ve (3.21) esitsizliklerini gézoniine alirsak

0— /Lw wdz + / oz, w) — gz, 0)] (1 — v) da

Q Q

2 2
> 0Dul}, o)~ 11 g o + [ clauids
Q

+/d(x) (Jul" " u = [v] " 0) (u—v) da + /a(m’)wgdx'
o

elde edilir. d(z) > 0 ve (Jul’""u — [v]* ' v) (u —v) > 0 oldugunu gozdniine alirsak son
esitsizlikten
0>46 ||Dw||2L2 @) — o1c1 ||w||?,[,21 @t /c(x)de:v + /a(x’)dea:’
Q o9
aliriz. Burada ¢ ve a fonksiyonlar: igin kabul ettigimiz (ii) kogulundaki baglantilara gore
farkli degerlendirmeler elde edilir. Daha 6nce (Lemma 3.4 ispatinda) elde ettigimiz bu
degerlendirmeler ve o, tlizerine kabul edilen kosuldan
0> 0| Dul?, @ — J161 HuH?,VQl @ T /c(x)u2d$ + /a(x’)uzd:c’ >0

Q o)
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oldugu goriiliir. Bu ise (3.45) esitligi ile gelisir.
O zaman (3.43), (3.44) probleminin sifirdan farkh ¢éziimii olamaz, yani w = 0
olmalidir. O halde, gozoniine alinan durumda (1.1), (1.2) probleminin Wy ()N L,41(2)

uzayindan olan ¢oziimii tektir. m
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