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Bu ¢alismada fuzzy cebirin bir kolu olan fuzzy alt modiiller ve fuzzy lineer uzaylarin tanim ve
teoremlerinin verilmesi ve bu tanim ve teoremlerin L kafesi ve T iiggensel normlart kullanarak
genisletilmesi iizerine ¢alisildi. ilk kisimda gruplar, halkalar, modiiller, vektdr uzaylari, sirali
kiimeler, kafesler, tiggensel normlar, L-alt kiimeler, L-alt gruplar, L-alt halkalar, L-alt idealler
incelendi. ikinci kisimda ise verilen bir modiiliin T'L-alt modiil tamimlari ve bir lineer uzayin TL-

lineer uzaylari ve bunlarin bazi 6zellikleri {izerinde ¢aligmalar yapildi.
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ABSTRACT

SOME DEFINITIONS AND THEOREMS FOR TL-SUBMODULES AND TL-LINEAR
SUBSPACES
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In this study, we were worked on some definitions and theorems of fuzzy submodules and fuzzy
linear spaces which is part of fuzzy algebra and this definitions and theorems were extended using
lattice L and T-norms. In the first section, we were examined groups, rings, modules, vector
spaces, ordered sets, lattices, triangular norms, fuzzy subsets, L-subsets, L-subgroups, L-subrings,
L-ideals. In the second section, we studied on some definitions and theorems of TL -submodules

are given a module and TL linear spaces of a lineer space and we examined some properties of

these.
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1. GENEL BIiLGIiLER

1.1. Giris

Fuzzy kiimeler kavrami Zadeh (1965) tarafindan insa edilmistir. Rosenfeld (1971)
bu gosterimi soyut cebire tasidi ve fuzzy alt gruplarinin kavramini tanmimlamastir.
Ardindan, Rosenfeld’ in tanimi, [0,1] kapali aralig1 i¢in uygun kafes yapilar1 yerine
koyularak Negoita ve Ralescu (1975) tarafindan genisletildi ve ardindan Anthony ve
Sherwood (1979) tarafindan [0,1] tizerinde 6zel bir t-norm olan “min” yerine [0,1]
tizerinde herhangi bir t-norm T kullanilarak tekrar tanimlanmistir. Fuzzy modiiller, L-
fuzzy modiiller , fuzzy alt uzaylar ve T-fuzzy lineer uzaylar sirasiyla Negoita ve Ralescu
(1975), Mashinchi ve Zadehi (1992), Katsaras ve Liu (1977) ve Yu (1984) tarafindan
tanimlanmistir. Ardindan, Abu Osman (1986), Das (1988), Golan (1989), Gu ve Lu
(1992), Lowen (1980), Lubczonok (1990), Malik ve Mordeson (1991), Mordeson (1993),
Muganda (1993), Pan (1987,1993), Yu (1989), Zahedi (1992,1993) tarafindan daha ileri

caligmalara yer verilmistir.

Bu calismada Wang ve Yu (1993,1994) tarafindan saglanmis fikirlerle bir
modiiliin TL-alt modiilleri, bir lineer uzayin TL-lineer uzaylar: ve onlarin baz1 6zellikleri

incelenmistir.

Bu tezde bir asal modiiliin T L-alt modiillerinin insasinin iki metodunu olusturduk
ve L-alt kiimelerle genisletilmis TL-alt modiiller ve TL-lineer uzaylar {izerine ¢alistik.
Gerekli kafes bilgileri Birkhoff (1967) dan alinmistir ve modiil ve lineer uzaylarla ilgili
bilgiler i¢in Jacobson (1974) dan yararlanilmustir.

Bu tez boyunca tersi soylenmedikge L maksimal elemani 1, minimal elemani 0
olan herhangi bir tam Brouwerian kafesi temsil eder ve X ve Y bostan farkli herhangi
kiimeler; R birimi e olan herhangi bir halka olarak gosterilir ve M, R lizerinde sifir
eleman1 8 olan herhangi bir modiilii temsil eder. N, biitiin pozitif tam sayilarin kiimesini

ve |S|, S kiimesinin kardinalini gosterir.



1.2. Gruplar, Halkalar, Modiiller ve Vektor Uzaylar1 (Hungerford, 1974)

Tanmim 1.2.1. G bos olmayan bir kiime ve * , G de bir ikili islem olsun. ( G, *)
cebirsel yapis1 asagidaki aksiyomlar: sagliyorsa bir grup denir.
Gl:" ", G de bir ikili islemdir.
G2: "x" 1isleminin G de birlesme oOzelligi vardir. Yani Va,b,c € G igin
ax(bxc)=(axDb)x*cdir.
G3: "*x" igleminin G de birim eleman1 vardir. Yani Va € G i¢in a*e =e*a =a
olacak sekilde 3e € G vardur.
G4: "*" iglemine gore, G deki her elemanin tersi vardir. Yani Va € G i¢in

a*xa~!=a"!xa = eolacak sekilde 3a~! € G bulunabilir.

Tamim 1.2.2. ( G, *) bir grup ve Va,b € G igin a * b = b * a degisme 6zelligi
saglaniyorsa gruba, degismeli grup veya Abel grubu denir.

Tanim 1.2.3. R # @ kiimesi iizerinde taniml iki ikili islem "+ " ve "." olsun.
Asagidaki aksiyomlar: sagliyorsa (R, +,.) cebirsel yapisina bir halka denir.
R1: (R,+) degismeli bir gruptur.
R2: "." isleminin R de birlesme o6zelligi vardir. Va, b, ¢ € R i¢in a.(b.c) = (a.b).c dir.
R3: "." isleminin "+ " islemi lizerine sagdan ve soldan dagilma ozellikleri vardir:

Va,b,c € Ri¢cina.(b+c) =a.b+a.cve (a+b).c =a.c = b.cdir.

Halkanin "+ " islemine gore etkisiz elemanina sifir eleman denir ve Op ile

gosterilir. Halkanin ". " islemine gore etkisiz elemani olmayabilir. Eger ikinci isleme gore
de etkisiz eleman varsa boyle bir halkaya birimli halka denir ve bu etkisiz elemana da

birim eleman denir ve 1, gosterilir.

Halka, ikinci isleme gore degisme Ozelligine sahip ise halkaya degismeli halka

denir.

Onerme 1.2.1 R bir halka olsun. Va, b € R icin,
i. aOR = ORa = OR,

ii. a(—b)=(—a)b = —(ab),



iii.  (—a)(—b) = ab dir.

Sonug 1.2.1. R birimli bir halka ise Va € R i¢in;
i. (—1zp)a= —a,
Tanim 1.2.4. R birimli ve degismeli bir halka ve R — {0z} = R*, ikinci islem "."

ya gore bir grup ise R ye bir cisim denir.

Tamim 1.2.5. R halkasinda, Og # a € R eleman: icin; ab = Oy veya ba = Oy
olacak sekilde 305 # b € R bulunabilirse a ya, halkanin bir sifir boleni, boyle bir b yoksa

sifir boleni degildir denir.

Tanimdan Og, ne sifir bolen, ne de sifir bolen olmayan elemandir.

Tanim 1.2.6. (M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. M’deki elemanlarin
R’deki elemanlarla skaler carpimi .:R X M — M fonksiyonu asagidaki kosullari
sagliyorsa M ye R iizerinde bir modiil yada R-modiil denir.

1) Vr e R,vm,m* € Miginr.(m+m*) =r.m+ r.m”,
2) Vr,r*€RVm € Migin (r+r*).m=r.m+r*.m,

3) Vr,r* € R,vm € M igin (rr*).m = r(r*.m) dir.

Eger R birimli bir halka ve vm € M igin 1zm = m sart1 saglaniyorsa M ye {initer

R-modul denir.

Onerme 1.2.2. R birimli halka ve M bir R-modiil olsun. Vm € M igin,
1) (Og)m =0y
2) (1zx)m = mdir.
Tamm 1.2.7. R bir halka, M bir R-modiil ve @ # N € M kiime olsun. N de kendi
basina bir R-modiil ise N ye, M nin bir alt modiilii veya R-alt modiil denir. M nin tiim alt

modiilleri ailesi Sy, ile gosterilir.



Onerme 1.2.3. R-modiil M nin, bos olmayan bir N € M alt kiimesinin alt modiil
olmasi igin gerek ve yeter kosul,

Vr,r* € RveVm,m* € M i¢in rm + r*m* € N olmasidir.

Tanmim 1.2.8. R bir halka M ve N, R-modiil olsunlar. f: M — N fonksiyonu
vm,m* € M igin f(m + m*) = f(m) + f(m"*),
Vr € R,Ym €M igin f(rm) =rf(m)kosullarm1 saghyorsa f ye bir modiil

homomorfizmasi veya R-homomorfizma denir.

Onerme 1.2.4. R bir halka ve f: M — N bir R-homomorfizma olsun.
1) vm € M igin f(0y) = Oy, f(—m) = —f(m) dir.
2) Cekf = f~1(0y) = {m € M: f(m) = Oy}, M nin bir alt modiiliidiir.
3) f nin birebir olmasi igin gerek ve yeter kosul Cekf = {0,,} olmasidir.

4) f(M) = Im(f) = {f(m):m € M} N nin bir alt modilidir. V [1m(f) bOlim

modiilii de Cogekf ile gosterilir.

Tanmm 1.2.9. F cisim olmak tiizere F-vektor uzayi, V iizerinde taniml
+: VXV >V ve .:FXV -V islemleri ile birlikte asagidaki o6zellikleri saglayan
elemanlarin kiimesidir.

(@) Eger , uve v V’nin herhangi iki elemani ise u + v de V’nin bir elemanidir.

(V,+ islemi altinda kapalidir.)

(1) V’dekiheruveviginu + v =v + u.

(2) V’dekiher u,vvewicinu + (v +w) = (u+v) + w.

(3) V’deki her ui¢in u + 0 = 0 + u = u olacak sekilde V’de bir 0 eleman1 bulunur.

(4) V°deki her u i¢in u + —u = —u + u = 0 olacak sekilde V’de bir —u eleman1
bulunur.

(b) ¢ € F ve u, V’nin herhangi bir elemant ise c.u da V nin bir elemanidir. (Yani V,

. islemi altinda kapalidir.)

(5) Herhangi bir ¢ € F ve V’deki her u ve v i¢in c. (u + v) = (c.u) + (c.v).
(6) Herhangi bir ¢,d € F ve V’deki her u i¢in (¢ + d).u = (c.u) + (d.w).
(7) Herhangi bir ¢,d € F ve V’deki her u i¢in ¢. (d.u) = (c.d). u.

(8) V’deki her u igin 1. u = u.



V’nin elemanlarina vektor; F cismindeki elemanlara skaler denir. "+ " islemi
vektorel toplama, "." islemi skaler carpim adimi alir. 3. Ozellikteki 0 vektériine sifir

vektor denir. 4. 6zellikteki —u vektoriine U nun negatifi denir.
1.3. Sirah Kiimeler ve Kafesler (Birkhoff, 1948)

Tanmm: 1.3.1. L # @ ve “<” L de bir bagint1 olsun. Bu takdirde (L, <) ikilisine
siral1 kiime denir. &
) Va€ligina <a.
i) Va,b€eLigina<b ve b<aise a=>bdir.

iii) Va,b,c€Ligcina<b ve b<c ise a<cdir.

Tanmim: 1.3.2. (L, <) sirali kiime, B < L olsun.
1) Vb € Bigina < b ise a € L elemanina B nin alt sinir1 denir.

i) Vb € Bigin b < d ise d € L elemanina B nin st sinir1 denir.

Tanmm: 1.3.3. (L, <) sirali kiime B € L ve aq, € B olsun.
i) Vb € B igin ay < b ise a, elemanina B nin en kiigiik elemani denir.

i) Vb € Bigin b < qg ise a, elemanina B nin en biiyiik eleman1 denir.

Tanmm: 1.3.4. (L, <) sirali kiime ve x € L olsun. L kiimesinin x den kesinlikle
daha biiylik olan hicbir eleman1 yoksa, x’e L’nin maksimal elemanlar1 denir ve L’nin

maksimal elemanlarin olusturdugu kiime max(L) ile gosterilir.

Tanim: 1.3.5. (L, <) sirali kiime ve x € L olsun. L kiimesinin x den kesinlikle
daha kiiciikk olan higbir elemani yoksa, x’e L’nin minimal elemanlari denir ve L’nin
minimal elemanlarin olusturdugu kiime min (L) ile gosterilir.

Tanmm: 1.3.6. Alt B, Ust B sirastyla B nin biitiin alt sinirlariin ve tist sinirlarinin
kiimesini gostermek iizere,

i) Alt B # @ ve Alt B’nin en biiyiik eleman1 varsa buna B’nin en biiyiik alt sinir1

denir ve infB = /\ B = /\ b notasyonlarindan biriyle gosterilir.
beB



i) Ust B #+ @ ve Ust B’nin en kiigiik elemam varsa buna B’nin en kiiciik {ist sinir1

denir ve supB = \/ B = \/ b notasyonlarindan biriyle gosterilir.
beB

Tamm: 1.3.7. (L,<) bir sirali kiime olsun. Her x,y € L icin sup{x,y} ve

inf{x,y} mevcutise L ye kafes denir.
L kafesinde x,y € L icin x V y: = sup{x,y} ve x A y: = inf{x, y} ile gosterilir.

Eger (L, <) bir kafesise A ve V islemleri L tizerinde ikili islemlerdir. Dolasiyla

(L, Vv, A) bir cebirsel yapidir.

Tanim 1.3.8. Bir L kafesine tam kafes denir: < L nin her X alt kiimesi L de bir
en kiigiik tist sinira ve bir en biiyiik alt sinira sahiptir, yani her X € L alt kiimesi i¢in supX

ve infX, L de mevcuttur.

Ozel olarak Tamm 1.3.8 da B = L alindi§inda bostan farkli her tam kafesin en
kiiciik elemaninin ve en biiyiik elemaninin mevcut oldugu goriiliir. Bu nedenle tam kafes

simirlidir. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir.

Tanmm 1.3.9. L bir kafes ve X € L olsun. X alt kiimesine L kafesinin bir alt

kafesidir denir : & Her a,b € X icinaAb € XveaV b € X dir.

Bir kafeste bos kiime ve tek elemanli alt kiimeler alt kafestir. Daha genel olarak,
(L, <) bir kafesve a,b € L igcin a < b ise [a,b] := {x € L : a < x < b} ile tanimlanan

[a, b] kapali aralig1 bir alt kafestir.

Tanmim 1.3.10. (P, <;) ve (Q, <,) iki kismen sirali kiime olsun. P ve Q kismen
sirali kiimelerinin P X Q = {(x,y):x € P,y € Q} seklinde tammlanan P X Q kartezyen
carptm kiimesi her x;,x, EPvey;,y, € Q, (x1,y1) < (x3,¥,) © x; <y x, Ve
y1 <, ¥, bagmtist altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (P X Q,<) kismen siral

kiimesine P ve Q kismen sirali kiimelerinin direkt carpim kiimesi denir.



Teorem 1.3.1. L ve M iki kafes olsun. L x M direkt ¢carpimi da yine bir kafestir.
Burada (xq,y,), (x5,¥,) € L X M igin
(x1, y1) V (x2,¥2) = (1 V X2, Y1V ¥2), (X1, 71) A (x2,¥2) = (X1 A x, Y1 Ayp) dir,

Lemma 1.3.1. P kismen siral1 bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri

(eger mevcutsa) her x,y, z € P i¢in asagidaki ozelliklere sahiptir:

Ll. xAx=x, xVx=x (Idempotent)
L2. xAy=yAx, xVy=yVx, (Komiitatif)
L3. Ay)Az=xA(yAz), (xVy)Vz=xV(yVz), (Birlesme)

L4, xA(xVvy)=xV(xAy) =x

Ustelik x < y ifadesi x Ay = x ve x Vy = y sartlarmin her birine denktir.

Lemma 1.3.2. P, 0 en kii¢iik elemanina sahip kismen siral1 bir kiime ise her x €
P igin 0 Ax = 0 ve 0V x = x dir. Dual olarak P, 1 evrensel iist sinirina sahip ise her

x €Picin xAl=xvexVv1=1 dir

Lemma 1.3.3. Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri siray1 korur,

yani bir L kafesinde x,y,z € Liginy < zisex Ay<xAz ve xVy < xV zsaglanir.

Lemma 1.3.4. L bir kafes olsun. Her x,y, z € L igin
xAN(yVvVz)=Z(xAy)V(xAz),

xV(ANz)=(xVYy)A(xVz) esitsizlikleri saglanir.

Lemma 1.3.5. L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin modiiler esitsizlik olarak

bilinenx < zise x V (y Az) < (x Vy) A z esitsizligi saglanir.

Teorem 1.3.2. (L, <, A, V) bir kafestir. & A ve Vv ikili islemleri L1-L4

ozelliklerini saglar.

Teorem 1.3.3. Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:

L5 . Herx,y,z€L,xA(yVz)=(xAy)V(xAZz),
7



L5". Herx,y,z€ L, xV(yAz)=(xVy)A(xV2z).

Tanmim 1.3.11. Keyfi bir L kafese dagilmali kafes denir: & L5’ 6zelligi (boylece
L5'") saglanr.

Tanim 1.3.12. L bir kafes olsun. L kafesine modiiler kafes denir ancak ve ancak
her x,y,z € L i¢in,

L6. x <zisexV (yAz)=(xVy)Azodzelligi saglanir.

Tammm 1.3.13. L bir simirli kafes ve x,y € L olsun. y elemanina x elemaninin
komplementi denir: <& xAy =0 ve xVy=1 dir. Bu durumda x elemaninin

komplementi x’ ile gosterilir.

Eger bir kafesin her elemaninin komplementi mevcut ise boyle kafeslere

komplementli kafes denir.

Tanmm 1.3.14. x € L elemanina bir atom denir : & x, L/{0} kiimesinin bir

minimal elemanidir.

Tanmm 1.3.15. x € L elemanina bir koatom denir : < x, L/{1} kiimesinin bir

maksimal elemanidir.

Tanim 1.3.16. L sinirli bir kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir: & L
dagilmali ve komplementli bir kafestir.

Teorem 1.3.4. L bir Boole kafesi olsun. Her x € L elemanmin bir tek x’
komplementi mevcuttur. Ustelik her x,y € L,
L7. xAx'=0ve xvx' =1,
L8. (x")' = «x,
L9. (xAy) =x"vy ve(xVvy) =x"Ay'

ozellikleri saglanir.



Tanmm 1.3.17. L bir tam kafes , X € L olsun. X e L nin bir tam-alt kafesi denir
ancak ve ancak her AC Ligcin VAve AAL de tammlandiklart haliyle X te

mevecutturlar.

Uyan 1.3.1. L bir tam kafes, X L nin herhangi bir tam alt-kafesi olsun. @ € X
oldugundan, tam-alt kafesin tanimina gore A@ =1, V@ = 0 € X olup X L nin evrensel

sinirlarini igermek zorundadir.

Tanim 1.3.18. L kafes ve a,b € L olsun. O halde T(a,b) :={c €L:cAa <b}
kiimesinin maximal elemani varsa a,b nin yar1 komplementidir denir. T(a,b) nin

maximal elemanina b’nin yar1 komplementi denir ve a — b ile gosterilir.

Tammm 1.3.19. L’de ki her eleman yar1 komplementli ise L kafesine Brouwerian

kafes denir.
1.4. Uggensel Normlar (T-norm) (Klement, 2000)

Tanim 1.4.1. L bir kafes olsun. T: L? — L fonksiyonuna asagidaki sartlar1 saglarsa

bir tiggensel norm (kisaca t-norm ) denir:

i Birlesme : Her x,y, z € L igin T( x, T(y, Z)) =T(T(x, y),z).

ii. Degisme : Herx,y € Licin T(x,y) = T(y, x).

iii. Monotonluk : x,y,z € Lve x < yiseherz € Li¢in T(x,z) < T(y, z).
iv. Sinir sart1 : Her x € L icin T(x,1) = x.

Ornek 1.4.1. L = [0, 1] tizerinde baz1 6zel t-normlar ;

T(x,y) = min(x,y),
T,(x,y) = x.y,

TL(xl 3’) = maX(x + y - 1) 0);



_ (o, (x,y) € [0,1[?
ToCoy) = {min(x, y), AT.

Bu t-normlar literatiirde T,,(minimum), T, (¢arpim), T, (Lukasiewicz) seklinde

adlandirilir. Bu t-normlara ait {i¢ boyutlu ve kontur grafikleri asagidaki gibidir.

¢ [
0 025 05 075 0 025 08 075 1 0 025 05 075 1

Sekil 1. T, T, ve T;, temel t-normlarinin {ig¢ boyutlu ve kontur grafikleri

Tanim 1.4.2. L tizerinde bir t-norm T, her a, b, ¢ € L igin
T(a,bVc)=T(a, b)V T(a,c) ozelligini sagliyorsa bu t-norm T ye V —dagilimhidir

denir.

Tanim 1.4.3. L iizerinde bir t-norm T, a, b; € L ve i € I, I herhangi bostan farkl
index kiimesi i¢in T(a, Vie; b;) = Vier T (@, b;) 6zelligini sagliyorsa bu t-norm T ye

sonsuz V —dagilimlidir denir.

Tamim 1.4.4. L tizerinde bir t-norm T, a, b € L/{0} igin T(a,b) € L/{0} ise bu
t-norm T ye pozitif tanimlidir denir. Ayrica L lizerinde bir t-norm T ye regiiler denir

ancak ve ancak bu t-norm T pozitif taniml ve sonsuz V —dagilimlidur.
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Bu ¢alismada aksi soylenmedik¢e T her zaman L tizerinde sonsuz V —dagiliml

t-norm olarak alinacaktir.

1.5. Fuzzy Alt Kiimeler ve L-Alt Kiimeler (Wang, 1994)

Tamm 1.5.1. X herhangi bir kiime olmak tizere, u: X — [0,1] seklinde tanimlanan

u fonksiyonuna X’in fuzzy alt kiimesi denir.

X’1n biitlin fuzzy alt kiimelerinin olusturdugu kiimeye X’in fuzzy kuvvet kiimesi

denir ve [0,1]% seklinde gosterilir.

Tamim 1.5.2. X herhangi bir kiime olmak iizere pu: X — L seklinde tanimlanan p
fonksiyonuna X in L-alt kiimesi denir.

X in biitiin L alt kiimelerinin olusturdugu kiimeye X in L kuvvet kiimesi denir ve

L* seklinde gosterilir.

Tanim 1.5.3. u € LX olmak iizere {u(x):x € X} ile tanimlanan kiimeye p niin

goriintii kiimesi denir ve u(X) ya da Im(X) seklinde gosterilir.

Tanmm 1.5.4. u € LX olmak iizere pu* = {x: u(x) > 0,x € X} € X kiimesine u
niin destekleyicisi denir. Ayrica u*, supp (1) notasyonuyla da gosterilir.
Eger u* sonlu kiime ise u ya sonlu L-alt kiime, u* sonsuz kiime ise u Yya sonsuz

L-alt kiime denir. Ayrica 1 € u(X) ise p ye X in birimli L- alt kiimesi denir.

Tanmim 1.5.5.Y € X ve a € L olmak iizere ay € L* asagidaki gibi tanimlanir.
ay(x) = {g 'i Z g ozel olarak Y = {x} ise ay kiimesi a,, seklinde gosterilir ve

L- nokta seklinde isimlendirilir. Ayrica agy) L-alt kiimesi x, L-alt kiimesi seklinde de

gosterilir.
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1;x€eY

0:x @Y fonksiyonuna Y nin karakteristik fonksiyonu

Egera = 1ise, 1,(x) = {

denir.
Tamm 1.5.7. u,v € LX olmak iizere Vx € X i¢in u(x) < v(x) ise u € v dir.

Tanim 1.5.8. y,v € L* olmak iizere Vx € X igin u(x) < v(x) ve v(x) < u(x)

ise u = v dir denir.

Tamm 1.5.9. u,v € L* olmak iizere u N v,uUv € L¥ L-alt kiimeleri Vx € X
i¢in,
unv)(x) = pulx) Av(x),
uuv)(x) = plx)vv(x)

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.5.10. 1, v € L* olmak iizere T (u,v) € LX L-alt kiimesi Vx € X i¢in,
T(u,v)(x) = T(u(x),v(x)) seklinde tammlanir ve T(u,v) kiimesine gvev nin
T-kesisimi denir.

Tamim 1.5.11. p € LX olmak iizere a € L igin u, = {x:x € X, u(x) = a} < X
kiimesine u niin seviye (kesiti) L- alt kiimesi denir. Ozel olarak a = 1 ise u, kiimesi X M

ile gosterilir.

Teorem 1.5.1. u, v € L olmak iizere,
1) uSv,a€liseu, Svg,,
2) a<b,ab€Liseu, S ug,

3) u=v © pu, =v, Va € Ldir.

Teorem 1.5.2. y, v € L* icin,
1) uaVvg =@UV)g,
2) g Nvy, =(unv), dir.

Tamm 1.5.12. X ve Y herhangi iki kiime olsun. p € LX,v € LY ve f: X - Y bir

fonksiyon olsun. f(u) € LY ve f~1(v) € L L-alt kiimeler olmak iizere Vy € Y igin,
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vip):x € X, f) =y} fFAX) =0
0 ; X)) = 0.

ve Vx € X icin f~1(v)(x) = v(f (x)) seklindeki fonksiyonlara sirasiyla f nin u

Fm ={

altindaki goriintiisii ve f nin v altindaki ters goriintiisii denir.

Teorem 153. f:X—>Y,g:Y > Z ye birer fonksiyon olsun. Bu takdirde

asagidaki teoremler dogrudur.

1) Vi€l €L¥igin f(Uier i) = Uier f (),

2) Vg p € LY igin py € py ise f(ug) S f (1),

3) jeLvelY icinfHUjev) = Ujes f 1)),

4) Vvi,v, € LY icinv; S v,ise f71(vy) € f1(vy),

5) Vu € L¥igin f~1(f(u)) 2 u, eger f birebir ise f~1(f () = p,
6) Vv € LYicin f(f~1(v)) S veger f ortenise fF(f~1(v)) = v,
7) Vue L, wwe LYicin f(u Sve ue fi(v),

8) vue LXigin g(f(w) = (g°NHW.

1.6. TL- Alt Gruplar, TL-Alt Halkalar ve TL-idealler (Wang ve Yu, 1994)

Tanim 1.6.1. G bir grup ve u € L® olsun. Eger u asagidaki sartlar1 sagliyorsa u
ye G nin L-alt grubu denir.

1) Vx,y € G igin u(xy) = u(x) A u(y),
2) Vx € Gicin u(x™1) = u(x).

Teorem 1.6.1. G bir grup olsun. u, G nin L-alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul Vx,y € G i¢in u(xy™1) > u(x) A u(y) olmasidir.

Tanmm 1.6.2. G bir grup, u G nin L-alt grubu ve e, G nin etkisiz elemam olmak

tizere, u, = {x € G: u(x) = u(e)} seklinde tanimlanur.
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Tanim 1.6.3. p sonlu bir G grubunun L-alt grubu olsun. Eger u,, G nin degismeli
alt grubu ise u ye L-degismeli alt grup denir.

Tamim 1.6.4. G bir grup Vu,v € L¢ L-alt kiimeleri olmak iizere Vx € G igin;
(mev)(x) = {u(y) A v(2):y,z € G,yz = x} seklinde tanimlanir. Vx € G igin

p1(x) = u(x~1) olarak u L- kiimesinin tersi tanimlanur.

Teorem 1.6.2. G bir grup, u,v,u; € L¢,i € I,a = V{u(x):x € G} olsun. Bu

taktirde asagidaki teoremler dogrudur.
1) Vx € G igin (o )(x) =V, {uG) Av(y™ ()}
= V,es(uGy™ nvy),
2) Vx,y € G igin (a, o p)(x) = p(y~"(x)),
3) Vx,y € G igin (poa,)(x) = u(xy™),
4 (W H™ =p,
Sucv & putcv,
6) (Uieri) ™' = User i %,

7) (Nigr i)™t = Nigr ™%,
8) (uov) t=v7lopy™1 dir

Teorem 1.6.3. G bir grup ve u, G nin L-alt grubu olsun. Vx,y € G igin,
1) wu(e) = u(x)
2) u(x) = p(x~)dir.

Tanmm 1.6.5. G birimi e olan bir grup ve u:G — L, L-alt kiimesi olsun. u ye
asagidaki sartlari saglarsa G nin TL-alt grubu denir.
1) ple) =1,
2) Vx € Giginpu(x™t) > u(x),
3) Vx,y € Gicin u(xy) = T(u(x),u()).

Tanim 1.6.6. R bir halka ve u: R — L, L-alt kiimesi i¢in eger u asagidaki sartlart
saglarsa p ye R nin T'L-alt halkasi denir.
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(R1) u(0) =1,

(R2) Vx € R icin u(—x) = u(x),

(R3)rVx,y € RicinuCx +y) = T(u(),u(y)),
(R4)r Vx,y € Rigin u(xy) = T(u(x), n(3)).

Tanim 1.6.7. u € L® olsun. u, (R1), (R2) ve (R3)y sartlarimi saglasin.
(R5);: Vx,y € Rigin u(xy) = u(y) ise uya R nin TL -sol ideali denir.
(R5),: Vx,y € Rigin u(xy) = u(x)ise u ya R nin TL- sag ideali denir.
(R5): Vx,y € Rigin u(xy) = u(x) Vv u(y) ise uya R nin TL-ideali denir.

Sirastyla TLI;(R), TLI.(R) ve TLI(R) kiimeleri R nin biitiin TL-sol ideallerinin,

TL-sag ideallerinin ve TL-ideallerinin kiimesi seklinde gosterilir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu bolimiin hazirlanmasinda (Yu, 1984) ve (Wang, and Yu, 1994)

kaynaklarindan yararlanilmstir.
2.1. TL-Alt Modiiller ve TL-Alt Uzaylar

Tanmm 2.1.1. M R-modiil olmak iizere u,v € LM olsun. x, M de sabit eleman
olmak {izere;
(u+rv)(x) = V{T(u(y),v(z)) Yy, ZEM,y+z= x},
(=) (x) = u(—x) seklinde tanimlanirlar. u +, v ya u ve v nin T-toplamui denir. —u ya

u nun negatifi denir.

Tanmm 2.1.2. . R bir halka olmak iizerer € Rve u € L™ olsun . ru € LM ve
Vx € M icin (ru)(x) = V{u(y):y € M,ry = x} seklinde tamimlanir. ru ifadesine

r ve u nin skaler ¢carpimi denir.

Teorem 2.1.1. R birimi e olan bir halkave r,s € R, u,v,&,u; € IMiel Oyle
ki I herhangi bostan farkli index kiimesi olsun. Bu taktirde asagidaki teoremler dogrudur.
1) eu=p, (—e)u=—u,
2) Vr € Riginrlgg = 1,
3) uSv =rucrv,
4) r(sp) = (rs)u,
5 r(u+pv) =ru+prv,
6)r(| Ju = | Jrms
i€l i€l
7)Vx € M icin (rp) (rx) = u(x),
8)Vx € Migin é(rx) = u(x) & ru € é,
9) Vx,y € M igin (ru+7sv)(rx + sy) = T(u(x),v(y)),
10) Vx,y € M igin§(rx + sy) = T(u(x),v(y)) & ru +psv C &
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Ispat:
1) Vx € M igin (en)(x) = V{u(y):y € M, ey = x}
= V{ux):x € M} = pu(x).
Vx € M i¢in (ep)(x) = u(x) oldugundan ey = u dir.
Vx € M icin ((—e)u)(x) = V{u(y):y € M,(—e)y = x}
=V{u():y € M,ey = —x}
=V{u@):y e M,y = —x}
= u(—x) = (—u)(x). O halde (—e)u = —pu dir.

2) x #6ise 1 (x) = 0.
x # 0 ise (r1g)(x) = V{1p(»):ry =x} =0 [y = 6 olamaz ciinkii x # 6
dir. ]
x = 0ise 1p(x) = 1.
x =0ise (r1{9})(9) = V{l{e}(y):ry = 6} = 1 olacak sekilde y = 6 alinur.

3) u < volsun. Vx € M i¢in u(x) < v(x) dir.
(rw)(x) =V{u(y):y € M, ry = x}
<V{v(y):yeM, ry =x}

= (rv)(x) oldugundan ru < rv dir.

4) r(spw) = (rs) ()
Vx € M igin (r(sp))(x) = V{(st) »):y € M, ry = x}
=V{V{u(z):ze M, sz=y}ly €M, ry = x}
= V{Vu(2):r(sz) = x}
=V{Vu(z):(rs)z=x, z € M}
= V{u(2): (rs)z = x}
= ((rs)u) (x).

5 r(u+pv)=ru+prv
vx € Migin (r(u +7 v)(x) = V{(u +7rv)(y): y € M, ry = x}

= V{V{T(u(z),v(t)):z, teEM,z+t= y}: yEM,ry = x}
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VIVIT(u@).v(®D): 2,6,y € M,r(z + 1) = x}}

Vv {V{T(y(z),v(t)): zZ,t,yEM,rz+rt = x}}

V{V{T(H(Z),V(t)):rz =Xy, Tt =Xy, X1+ Xy = x}}
=V{T\V{u(2):z€ M,rz = x;}, VIv(t):t € M, rt = x,}), x; + x, = x}
= V[T ((r) (1), () (x2)): %0, %5 €M, X1 + x, = x}

= (ru +7 rv)(x) dir.

6) Vx € M igin (T(U u))(x) = V{(Uui)(y):ry =X, yEM

i€l i€l

= \/{\/ﬂi(y):ry =x,y € M} = \/(Tﬂi)(X)

i€l i€l

= Jruoe

i€l

7) Vx € M igin (ru)(rx) = V{u(y):y € M, ry = rx},
=V{u(y):y e M,y = x} = u(x).

8) Vx € M igin & (rx) = u(x) olsun. O halde (rp) (x) = V{u(y):y € M, ry = x}
< V{@y):y € M,ry = x}
= &(x).

Simdi, ru € € olsun. O halde Vx € M i¢in (rp)(x) < é(x) dir.
Buradan Teorem 2.1.1. 7°den é(rx) = (ru)(rx) = u(x) elde edilir. O halde

E(rx) = p(x) dir.

9) Teorem2.1.1.7’den ve 4+ tanimindan Vx,y € M igin
(i +7 sV)(rx + sy) = T((r) (rx), (sv) (sy)) = T (u(x),v(y)) dir.

10)Vx,y € M i¢in €(rx + sy) = T(,U(X),v(y)) olsun. O halde, Vz € M i¢in
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(ru+rsv)(z) = \/{T((ru)(u), (sv) (v)): wvEMu+tv= z}
= \/{T(\/{u(x):x €M, rx = u},\/{v(y):y EM,sy=v}:uveEMu+v=z }

= \/{T(,u(x),v(y)):x,y EM,rx+sy =z} < &(z). Ohalderpy +7sv < &

elde edilir.

Tersine ryu +¢ sv < & oldugunu kabul edelim. Teorem 2.1.1. 7°’den ve +rp
tammindan, Vx,y € M igin, E(rx + sy) = (ru +7 sv)(rx + sy)
> T((r,u)(rx), (sv)(sy)) > T(u(x),v(y)) dir.

O halde ispat tamamlanir.

Teorem 2.1.2. r,s € Rve u € L* olsun. O halde,
1) ruSue Vvx €Migin u(rx) = u(x),
2) T +psu Cp e Vx,y € Migin u(rx + sy) = T(u(x), u(»)).

Ispat: Teorem 2.1.1. den ispat1 agiktir.

Teorem 2.1.3. Farz edelim ki N,R iizerinde bir modil olsun. f:M —» N
homomorfizmasi olsun ve r,s € R ve u, v € LM igin,
) flu+rv) =f+r f),
2) frw) =rfw),
3) flu+rsv) =rf(w) +rsf(v) dr.

Ispat: Vy € N icin,

D flu+rv)@) =Vip+rvx):x €M, f(x) =y}
=VIV{T(uG),v(7)): v, 72 €M, y1+y, =xfx €M, f(x) =y}
= V{T(uG),v(y)): fn +¥2) = y: y1,, € M}
= V(T (e, v(y2): ) + F(y2) = y:y1,y, € M}
= V{T (), v(y2)): fO) = x1, f(72) = X3, %1 + x5 = ¥}
=VIT ()i y1 €M, f(y1) = x1), (v(¥2): 2 € M, f(y2) = x2)): %1 + x5 = ¥}
= V{T (f(u(xl)),f(v(xz))): X1,Xy € M, X1 + x, = y}
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= (f() +7 FW)) ).

2) Herhangi bir y € N igin f(ru)(y) = V{Grp)(x):x € M, f(x) = y}
=V{V{uw):u e M,ru =x}:x € M, f(x) = y}
= V{u@):u e M, f(ru) =y}
= V{u(w):u € M,rf(u) = y}
=V{Vip:u e M, f(w) =y1}:y1 € N,ryy =y} =rf (1))
O halde, f(ru) = rf(u) dir.

3) Teorem 2.1.3 iin maddelerinden ispat1 agiktir.

Tanmm 2.1.3. $€LR ve pe€IM olsun. & .pu, E@rp € LM  asagidaki gibi

tanimlanir. Vx € M igin,

€ W) =V{T(E@),u(»)): r€R, y € M, 1y = x},

n
EOrw) =V TiTéIT(f(ri)»ﬂ(xi))! LERX,EM;1<i<nneE N,Z X = x},
i=1

T = A oldugunda ¢ .ru ve £ Orpu kisaca sirasiyla &.u ve EOu seklinde

gosterilir.

r € Rigin 1gy .7 ¢ = rp oldugunu ispatlamak zor degildir ve 13 O p asagidaki
gibi verilir.
n

(1gy Orw(x) = \/{Ti’élu(xl-): x;€EM,1<i<nmne N,eri = x},Vx € M.

i=1

Tanim 2.1.4. M nin p L-alt kiimesine M nin bir TL-alt modiilii denir ancak ve
ancak u asagidaki sartlar1 saglarsa:
(M1) u(6) = 1,
(M2)Vr € Rvex € M icin u(rx) = u(x),
(M3)r Vx,y € M icin u(x +y) = T(u(x),u(y)) sartlarmi saglar.
T = A oldugunda M nin TL-alt modiiline M nin bir L-alt modiili denir.
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L = [0,1] ise bir TL-alt modiil ve L-alt modiile sirasiyla bir T fuzzy alt modiil ve

bir fuzzy alt modiil denir.

M nin bitin TL-alt modiillerinin kiimesi ve M nin biitiin L-alt modiillerinin

kiimesi sirastyla TL(M) ve L(M) ile gosterilir.

Bilindigi gibi R halkasi kendisi iizerinde bir modiil olarak diisiiniilebilir. Bu
durumda tamim 2.1.4 i ile u, modil R nin TL-alt modiilidir ancak ve ancak u R
halkasinin TL-sol idealidir. Tanim 2.1.4 den L(M) € TL(M) oldugunu gérmek kolaydir.
Vx € M igin — ex = —x oldugundan (M2) sart1 gosteriyor ki p(—x) = u(x) dir. Sonug
olarak u, (M2) sartin1 saglayan bir toplamsal grubun TL-alt grubudur ve u € TL(M) dir.

Teorem 2.1.4. pu € LM olsun. p € TL(M) dir. © pu, (M1) sartin1 ve asagidaki
sart1 saglar.

(M4); Vr,s € Rvex,y € M icin u(rx + sy) = T(,u(x),u(y)).

Ispat: “:= " u € TL(M) olsun. Tanimdan (M1) sart1 saglanir. 1, (M2) ve (M3)
sartlarin1 sagladigindan Vr,s € R ve x,y € M i¢cin

u(rx + sy) = T(u(rx), u(sy)) = T(u(x), u(y)) dir. O halde (M4) sartim da saglar.

"="pu(rx) = plrx +16) = T(u(x), u(0)) = u).

[0(6) = 1veT(x,1) = x oldugundan]. Vr € R ve Vx,y € M i¢in
w(x +y) = ulex + ey) = T(u(x), u(y)) dir. O halde (M2) ve (M3) sartlar1 saglanir.
Dolayistyla u € TL(M) dir.

Teorem 2.1.5. u € LM olsun. u € TL(M) dir ancak ve ancak u, M nin toplamli
TL-alt grubu ve asagidaki sart1 saglarsa:

(M2)' Vr € R iginru S pu.
Ispat: “:= "y € TL(M) olsun. u € TL(M) oldugundan toplamli TL-alt grubun
biitlin sartlar1 saglanir.
Vx € M icin (rp) (x) = V{u(y):y € M, ry = x}
=V{u(r x):x € M} = V{u(x):x € M} = u(x).
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O halde ru < u dir.

"<:"Vr €R i¢inru € polsun ve u M nin toplamli bir T'L-alt grubu olsun.
p € TL(M) oldugunu gosterelim. p, TL- alt grup oldugundan u(8) = 1 dir.
Teorem 2.1.2 ‘den ru € u oldugundan u(rx) = u(x) dir. u toplamhi TL-alt grup
oldugundan u(x + y) = T(u(x),u(y)) dir. O halde u € TL(M) olur.

Teorem 2.1.6. u € LM olsun. u € TL(M) dir ancak ve ancak u asagidaki sartlari
saglarsa:
M1) 1) S 1,
(M2)' Vr € Riginru <y,
(M3)p u+ru S p

1, x=86

Ispat: “:= " p € TL(M) olsun. O halde, 1(5,(x) = {0 X %60

x=0iselipux)=1<pux)=pnO) =1
x#6 ise 1gy(x) =0<u(x)dir. O halde (M1) sarti saglanir. (M2)" sart1
Teorem 2.1.5.”de ispatlandi.

(u+r )@ =V{T(uO),u2)),y,z € M,y + z = x}
<V{uly+2):y,z e M,y +z=x}=ux)

Simdi , ":" (M1)',(M2)', (M3)7 sartlarin1 dogru kabul edelim.
1 =1(4(6) < u(0) < 1 olur. Buradan p(6) = 1 elde edilir. Teorem 2.1.2 den ru € u
oldugundan p(rx) = u(x) dir.

Teorem 2.1.2.2°den u(x + y) = T(u(x), u(y)) elde ederiz. O halde u € TL(M)
dir.

Teorem 2.1.7. u € LM olsun. u € TL(M) dir. & p, asagidaki sartlar1 saglar.
(M1)" 1 S u,
(M4)7 Vr,s E Ricinru+rsu S u.

Ispat: Teorem 2.1.6 ve Teorem 2.1.2 den ispat1 agiktir.
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Teorem 2.1.8. u € LM olsun. u € L(M) dir. & Her pu, (a € L) M nin bir alt

moduludir.

Ispat: y € LM, a € L olsun. Acikca ug, M nin bir toplaml alt grubudur. Eger
Vr € Riginx € pu, ise u(rx) = u(x) = adir. O halde rx € u, dir. Bu yiizden u,, Mnin

bir alt modulidur.

Tersine her p, (a € L) M nin bir alt modiili olsun. Va € Ligin u(0) = a
boylece u(0) = 1 dir. Agikca u, Vx,y € M igin u(x + y) = u(x) A u(y) sartini saglar.

x € Mve a = u(x)olsun. O halde x € u, dir. Vr € R ig¢inrx € u, dir.
Boylece Vr € R,x € M i¢in u(rx) = a = u(x). Sonug olarak u € L(M) dir.

Tamm 2.1.9. u € TL(M) olsun. O halde T regiiler oldugunda M,, M nin bir alt

modiilii ve supp(u), M nin bir alt modiiliidiir.
Ispat: Teorem 2.1.8. den teoremin ispati agiktir.

Teorem 2.1.10. < bagmtisi i¢eren L-alt kiime ile donatilmig T L (M) kiimesi, L-alt
kiimelerin kesisim kiimeleri ile bir tam kafes olusturur. Maksimal ve minimal elemanlari

sirastyla 1), ve 1¢gy dir. Dahasi L alt kiime T kesisim altinda kapalidir.

Ispat: y; € TL(M),i € I, I bostan farkl1 index kiimesi olsun. O halde;

(ﬂ 1) (6) = /\ui(e) =1 dir.

i€l i€l

Vi € l,Vr,s € Rvex,y € M igin,

pi(rx +sy) = T (u(x), 1, (y)) = T(( /\ 1) (), ( /\ 1) (y)) dir,

i€l i€l
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Vr,s € Rvex,y € M igin <ﬂui> (rx +sy) = /\yi (rx + sy)

i€l i€l

> /\T(ui(x),ui(y)) >T /\m (x),/\ui )

i€l i€l i€l

>T (ﬂm)(x),(ﬂui)(y) dir

i€l i€l

O halde Teorem 2.1.4 den ﬂ U; € TL(M) dir.

i€l

Boylece 1), € TL(M) oldugu gozlenir. < sirali TL(M) kiimesinin, L-alt kiime

kesisimlerine karsilik gelen bir tam kafes olusturdugunu iddia edebiliriz.

Teorem 2.1.11. Farz edelim ki N, R iizerinde bir modiil olsun, ve f: M — N ye

bir homomorfizma olsun. O halde asagidaki teoremler dogrudur.
1) weTL(M) = f(u) € TL(N),
2) veETL(N) = f~1(v) e TL(M).

Ispat:
1) u € TL(M) olsun. Agikca f(u) N nin toplamali TL-alt grubudur.
vr € Riginr(f(u)) = f(ru) < f(u). [Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.5 den]
O halde f(u) € TL(N) dir.

2) v € TL(N)olsun. f~1(v), M’ nin degismeli TL alt grubudur.

Vr € Rvex € M igin f () (rx) = v(f(rx)) = v(rf(x)) = v(f(x)) = F 1 (W) (x).
O halde f~1(v) € TL(M) dir.

Teorem 2.1.12. u € TL(M) ve r € C(R) olsun 6yle ki C(R), R nin merkezini
gosterir. O halde ru € TL(M) dir.

Ispat: 1¢9y € u oldugundan Teorem 2.1.2 (3) den 19y € ru dir. Teorem 2.1.2
(3)-(5) ile beraber Teorem 2.1.7. den ve r € C(R) oldugundan,
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Vs, t € Ricins(rp) +7 t(ru) = r(su + tu) < ru. Sonug olarak Teorem 2.1.7. den,
ru € TL(M) olur.

Teorem 2.1.13. u,v € TL(M) olsun. O halde u +; v € TL(M) dir.

Ispat: u +1 v, M nin degismeli TL-alt grubudur. Teorem 2.1.1.(5) ve 2.1.5. den,
Vr € Riginr(u +7v) = ru+rrv < u +4v.Boylece p+4v € TL(M) dir.

Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.13 {in sonucuna gore asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.14. Farz edelim ki R degismeli halka olsun. r; € R ve p; € TL(M)

n
olsun.1<i<n,n €N, ohalde Zriui € TL(M) dir.

i=1
Teorem 2.1.15. & € TLI;(R) ve u € TL(M) olsun. O halde ¢ ©® u € TL(M) dir.

Ispat: Oncelikle (¢ ®7 p)(6) = 1 oldugunu gérmek kolaydir.
Vr € R,x € M i¢in,

€ Orwlrx) = \/{ﬂ&(f(%),u(zﬂ): S;ER,z;EM,1<i<nne N,Z s;z; = rx}

=1

n
> \/{Ti’il(f(rri),u(xi)): rnERX,EM,1<i<nne N,Z(rri)xi = rx}
i=1

n
> \/{Tiil(f(n),y(xi)): rnERX,EM1<i<nne N,z X = x}

i=1

= (£ O w)(x). O halde £ ®7 p € TL(M) dir.

Sonug olarak T iizerinde sonsuz V —dagilimi kullanildiginda kolayca goriiliir ki;
Vx,y € Migin (§ Or ) (x +y) = T((§ Or ) (x), (€ @7 1)(¥)) . O halde,
¢§ Or u € TL(M) dir.

M = R 6zel durumu Teorem 2.1.15’¢ uyum saglar. Eger &, u € TLI;(R) ise

& Opu € TLI,(R) dir.
25



Tanim 2.1.5. Eger R cisim ise bir L-alt kime u € TL(M) ye M lineer uzayimin
TL-lineer alt uzay1 denir. Bir TL-lineer uzayr T = A oldugunda L-lineer uzay diye
isimlendirilir. Ozel olarak L = [0, 1] oldugunda, TL-lineer alt uzay ve L-lineer alt uzay

sirastyla T-fuzzy lineer alt uzay ve bir lineer alt uzay olarak isimlendirilir.

TL-lineer alt uzay aym zamanda T L-alt modiil oldugundan, TL- alt modiiliin genel

ozellikleri i¢in T L-lineer alt uzaya basvurulabilir.
2.2. Boliim Modiillerinin T L-Alt Modiilleri

Bu boliimde boliim modiillerinin TL-alt modiillerinin insasinin iki metodunu

aciklayacagiz.

Teorem 2.2.1. v € TL(M) ve A, M nin bir alt modiilii olsun. & € LM/4 asagidaki
gibi tanimlanir.
vx € M igin §([x]) = V{v(u):u € [x]}.
M /A, A ya gére M nin bliim modiillerinin gosterimidir ve [x], x + A kosetini temsil eder.

O halde & € TL(M/A) dr.

Ispat: Agikca & toplamsal M/A grubunun bir TL-alt grubudur. O halde
Vx € R,x € M igin,
§(rix]) = &(rxD = Viv(w):u € [rx]} = V{v(rx + y): y € 4}
>V{v(rx +rz):z € A} = V{v(r(x + z)): ZE A}
> V{v(x + 2):z € A} = V{v(9): 9 € [x]} = é([x]).
O halde ¢ e TL(M/A) dir.

Simdi Teorem 2.2.1. in 6zel durumunu disiinelim. Mesela L bir zincir ve
v € L(M) durumunda a € L, A =v, olsun. O halde A, M nin bir alt modiilii olur.
Boylece Teorem 2.2.1., & € L(M/A), ¢ teoremdeki gibi tanimlansin.

Simdi herhangi bir x € M segelim ve &([x]) diisiinelim. Eger [x] = A ise
&([x]) = 1 dir. Eger [x] # A ise x ¢ A ve bu yiizden v(x) < a dir. Boylece herhangi

y € [x],z € A mevcut dyle ki y = x + z. Buradan, v(y) =v(x +2z) = v(x) Av(z) =
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v(x). Benzer sekilde , v(x) =v(y + (—2)) = v(y) Av(—z) = v(y). Sonug olarak
v(x) = v(y) olur.
O halde ¢([x]) asagidaki gibi verilebilir. V x € M igin,

£([x]) = { 1, vix) = a

v(x), vx)<a.

U, v € TL(M) olsun Oyle ki u < v ve T yi regiiler kabul edelim. Supp(u) ve

Supp (v) M nin alt modiilleri oldugu biliniyor. A¢ik¢a Supp (1) S Supp (v) dir. Béylece
. . es fee qoe v ~

Supp (1), Supp(v) nin bir alt modiiliidiir. Dahas1 /Supp ™) € TL(Supp(v)) oldugu

aciktir. Bu yiizden Teorem 2.2.1. i takiben & € LS4PPW)/Supp(W) vy asagidaki gibi

tanimlariz.

E([x]) = V{v(2):z € [x]},Vx € Supp(v). [x],x + Supp(u) kosetini temsil
eder. O halde ¢ € TL(Supp(v)/Supp(w)) dir. & TL-alt modiilii, u yii temsil eden v nin

boliim grubu diye adlandirilir ve v/u ile yazilir.

Teorem 2.2.2. Farz edelim ki R bir tamlik bdlgesi, M R iizerinde boliinebilir bir
modiil olsun. (r € R/{0} ve x € M ise 3y € M dyle ki ry = x) A, M nin bir asal modiilii
olsun. (4, M nin bir alt modiilii ve rx € A,r € R,x € M ise yar = 0 yada x € A dir.)
v € TL(M) olsun. n € LM/4 asagidaki gibi tanimlanir.

1, [x]=A4

Vx € M igin n([x]) = {Tue[x]v(u)’ [x] £ A.

Ohalden € TL(M/A) dir.

Ispat: Tanimdan n(4) = 1 oldugu agiktir. Simdi r € R ve x € M olsun ve
n(r[x]) i disiinelim. Agik¢a n(r[x]) =1 =n([x]) dir. Eger r[x] + A ise r # 0 ve
[x] # A. Boylece M bir boliinebilir modiil oldugundan ve A, M nin asal modiilii
oldugundan A = {rz:z € A} sonucuna variriz. Bu yiizden,
n(rlx]) = n(lrx]) = Tueprav(W) = Tyeav(rx + ) = Teqv(rx +12)

= Toeav(r(x + 2) = Tyeav(x + 2) = Tyepv(v) = n([x]) dir.

x,y €M olsun. n([x]+ [y]) i disiinelim. [x] =A yada [y] =A vyada

[x] + [y] = A oldugunda n([x] + [y]) = T(n([x]),n([y])) oldugunu gérmek kolaydir.
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Tersine,
n(x] + [yD = Twepqepvw) = Ty preav((x + u') + (v + v'))
> Ty yreaT(Wx +u'), (y +v"))
2 T(Tyeav(x +u'), Tyeav(y +v7))

= T (TueqvW), Toepy (@) = T (D), (D)) dir.
Sonug olarak n € TL(M /A) dir.

Teorem 2.2.2. nin sonucuyla asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.2.3. v € TL(M) ve A, M nin bir alt modiilii olsun. Farzedelim ki R
bolme halkasi olsun. (R bir cisim ve bu yiizden M, R {izerinde lineer uzay) O halde, bir
onceki teoremde tamimlanan n TL-alt modiili, M/A bolim grubunun bir TL-alt

moduludir.

Teorem 2.2.4. v € TL(M) olsun. Farz edelim ki R bir tamlik bolgesi, M, R
tizerinde boliinebilir modiil ve A, M nin bir torsion alt modili olsun.
(A=Tor(M) ={x:x e M,3r e R/{0}, rx =6}). O halde Teorem 222. de

tanimlanan n TL-alt modiilii, M /A boliim modiiliiniin bir T L-alt modiiliir.
Ispat: Istenen sonuglara Teorem 2.2.2. den varilir.

2.3. L- Alt Kiimelerle Uretilen TL- Alt Modiiller

u € LM verilsin. Teorem 2.1.10 u takiben, nm{v: U <v, veTL(M)}, Mninbir
T L-alt modiiliidiir. Bu TL-alt modiile, L-alt kiime u ile iiretilen, TL-alt modiil denir ve
< u >rile gosterilir. T = A oldugunda bu TL-alt modiile, L alt kiime u ile tiretilen L-alt

modiil denir ve < u > ile gosterilir.

Genel olarak, u € LM ve & € TL(M) dyleki é =< u >rise pye & L-alt kiimesinin
genellestirilmisidir denir. Ozel olarak R bir cisim ve & =< u > ise u ye & TL-lineer alt
uzayin L-alt kiimesine genellestirilmisidir denir.

Herhangi u, v € L™ igin asagidaki verileri géormek kolaydir.
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Va € Ligin < aggyV u >r=<pu>r,
nETLM) &< u>r=y,
UEY =< u>r <<V >y,

< u/N >p << u>r,n€ TL(N), 6yle ki N, M nin herhangi bir alt modiilii ve

1/N ve < u >r,y ye sirasiyla p niin kisitlanist ve < u >r mn N ye kisitlanisidar.

Ayrica A, M nin bostan farkl: alt kiimesi olmak lizere < 14, >7= 1.4 Ve < 4 >

, A ile iiretilen alt modiilii gosterir.

Teorem 2.3.1. u € LM olsun. & € LM asagidaki gibi tanimlamr. Vx € M igin,
1, x=20

$(x) = VAT;oqu(x;)):r; ER,x; EM,1<i<nmne N,Zrixi = x},x * 6.
i=1
Oyleyse;

Ispat: Acikca u < &. Simdi &€ € TL(M) oldugunu gésterelim. Tammla £(8) = 1
dir. r € R,x € M olsun.
rx = 6 oldugunda ¢&(rx) = 1 = &(x) agiktir.

rx # 0 oldugunda x # 6 ve

E(rx) = VT2 u(x;):r€ER,x;EM,1<i<nneN

rix; = rx}

> VT u(x;):r; ER,x; EM,1<i<nmeN, rrlxl—rx}

= VT2 ulx):r, €ERx;EM,1<i<nne N,r(z rix;) = rx}
i=1

> VT L pu(x):r; ERx;EM,1<i<nmnée N,Zrixi = x} = &(x)

i=1

Bu bize Vr € R ve x € M i¢gin & (rx) = &(x) oldugunu gosterir. Simdi x,y € M

olsun. é(x + y) yi diistinelim. x ve y lerin herhangi biri veya x + y = 6 oldugunda,
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E(x+y)=>T(E(x),&E(y)) dir. x,y ve x+y, 8 ya esit degillerse, T nin sonsuz
V —dagilimini kullanarak, &(x +y) = T(é(x),é(y)) oldugunu gérmek kolaydir. Bu
Vx,y € M igin é(x +y) = T(é(x),&(y)) oldugunu ispatlar.

Sonug olarak, & € TL(M) dir.

Herhangi n € TL(M), u <n ve Teorem 2.1.4. ii takiben ¢ < n dir. Bu yiizden

< u>p=¢&olur.

Teorem 2.3.2. x € M ve a € L olsun. O halde,
<x4>= 14V (V{(rx)g v €R}). Ozel olarak x =6 veya a =0 oldugunda,

< Xg >7=<X4 >= 1{9} dir.
Ispat: Teorem 2.3.1. den agiktir.

Teorem 2.3.3. u € LM olsun ve Supp(u)/{0} = {x1,x5,...,x,} 6ylekin € N,
a; = ,u(xl-) ve u; = (Xi)al., 1<i<n olsun. O halde < u>r= 1{9}VV dir oyle ki

m
v=V Z(T)rijuij:rijER' 1S]Sm, 1Si1<i2<---<imSn.
j=1

Ispat: Teorem 2.3.1. in sonucundan ispat: gérmek kolaydir.

Tanmim 2.3.1. M nin iki L-alt kiimeleri pvevye < u >y=<v >riseuvev ye

T- denktir denir. Ozel olarak < u > =< v > ise uvev denktir denir.

M nin L-alt kiimeleri arasinda T-denklik bagintilarinin yansima, Simetrik ve

gecisken ozelliklerine sahip oldugunu gérmek kolaydir.

Teorem 2.3.4. y,v € LM olsun. u ve v nin denk olmasi i¢gin yeter kosul, Va € L

icin U, Ve v, nin M’ nin denk alt kiimeleri olmasidir.

Ispat: Farz edelim ki Va € Ligin ve v, ve u, M nin denk alt kiimeleri olsun.
x €Migin < pu>(x)ve <v > (x)yikarsilastiralim.
x=0ise<u>(x)=1=<v> (x).
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x # 6 ise Teorem 2.3.1 i takiben,

m m
<pu> (x)=V{/\u(xi):ri ERx;EM 1< Sm,mEN,Zrixi =x}.

i=1 =1

m
a= /\,u(xi) olsun. Boylece x € < u, > olur.< u, > =<v, > oldugundan
i=1
n

Sj €ER, Vi € Vg, 1<j<n, n € N mevcuttur dyle ki Z Sjy; = X.
j=1

n

m
Boylece /\v(yj) >a= u(x;) dir.
=1

j=1 i

Buradan Teorem 2.3.1.ile < u > (x) << v > (x) elde edilir.

Benzer sekilde < v > (x) < < u > (x) gosterilir. Sonug olarak < yu >=<v >
dir.
Asagidaki 6rnek Teorem 2.3.4. de belirtilmis olan M ’nin L-alt kiimeleri u ve v nin

T-denk olmalar i¢in yeterli olmadigina bir 6rnektir.

Ornek 2.3.1. R, reel sayilar kiimesinin cismi olsun ve V, R iizerinde iki boyutlu
vektor uzay olsun. u,v € [0, 1]V asagidaki gibi tanimlansin.

p=1(1,0)1,V(0,1),/, ve

v=1(10)1,2U (1 1),
pve v Teorem 2.3.4. deki durumu saglar ama T =T, yada T =T, oldugunda

< 1% >T7‘:<V >T dir.

Teorem 2.3.5. u,v € LM olsun. u ve v asagidaki sartlar1 sagliyorsa u ve v denktir
denir,
(1) Her x € Supp(u)/{6} elemanina karsilik gelen bir s € R,y € Supp(v) ve
u € (M,) eleman vardir dyle ki 3x = sy + u ve v(y) = u(x) dir.
(2) Her y € Supp(v)/{6} elemanmna karsilik gelen bir r € R,x € Supp(u) ve
v € (M) eleman1 vardir 6yle ki Iy = rx + v ve u(x) = v(y) dir.
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Ispat: Teorem 2.3.1 e basvurarak ve Teorem 2.3.4 iin ispatindan gerekli sonug

cikarilir.

Teorem 2.3.5 deki belirtilmis kosul ¢iftleri, u ve v nin T-denk olmasi igin yeterli
kosullardir. Oysa, onlar gerekli kosullar degillerdir. Ornegin, V &rnek 2.3.1 deki gibi
olsun, u = (0,1),,3U (0,1),3 vev = p U (1,1),/3. O halde, {u)r, = (v)r_dir. Fakat

u ve v ayni1 zamanda iki sart1 saglamaz.

Teorem 2.3.5 in sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.3.6. V, R cismi iizerinde bir lineer uzay ve u,v € LV olsun. O halde, u
ve v denktirler denir ancak ve ancak asagidaki sartlari saglarlar.
) W) = )
(2) Supp(w)/V, # @ oldugunda her bir x € Supp (u)/V, elemanina karsihk gelen
bir,, € R/{0},y € Supp(v)/V, ve u, €(V,) elemanlar1 vardir Gyle ki
x =1y +u,vev(y) = u(x) dir.
(3) Supp(v)/V, # @ oldugunda her bir y € Supp (v)/V, elemanina karsihik gelen
bir, € R/{0},x € Supp(w)/V, ve u, €(V;,) elemanlar1 vardir Oyle ki

y =1yx + uy ve u(x) = v(y) dir.

Tanim 2.3.2. V, R cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Eger, ¢ sonlu {iretilen
L-alt kiimelere sahip ve & = (u); olacak sekilde Gyle bir u sonlu bir L-alt kiime igin

& € TL(V) ye V’nin bir sonlu tiretilen T L-lineer alt uzay1 denir.

Ozel olarak ¢ nin u, sonlu iiretilen L-alt kiimeleri var ve Supp(u)/{6} ,V nin
lineer bagimsiz alt kiimesi ise £’ye V’nin bagimsiz iiretilen TL-lineer alt uzay1 denir.
T = A oldugunda, V’nin bir sonlu iiretilmis TL-lineer alt uzay1 ve bagimsiz iiretilen TL-
lineer alt uzayina sirasiyla, V’nin sonlu tiretilen L-lineer alt uzay1 ve bagimsiz iiretilen L-
lineer alt uzay1 denir.

dimV <1 oldugunda V’nin biitiin TL-lineer uzaylarmin L-lineer alt uzay ve

bagimsiz liretilen L-lineer alt uzay oldugunu gérmek kolaydir.
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Siradaki 6rnek, V = 2 oldugunda, V’nin sonlu iiretilen TL-lineer alt uzayi, sabit

bir t-norm T gbz 6niine alindiginda bagimsiz iiretilen T L-lineer alt uzay1 olmayabilir.

Ornek 2.3.2. V, 6rnek 2.3.1 deki gibi tanimlansm ve L = [0,1] olsun. Agcikea,
n=(1,0)12U (0,1);,, U (1,1)1/, V’nin bagimsiz genellestirilmis T,,,-fuzzy lineer

alt uzayi olmayan, V’nin sonlu genellestirilmis T,,,-fuzzy lineer alt uzay olusturur.

Teorem 2.3.7. V,R cismi lizerinde bir lineer uzay olsun ve &, V’nin bir sonlu
tiretilmis T L-lineer alt uzayi olsun. O halde, &, V’nin sonlu bir¢ok bagimsiz liretilen TL-
lineer uzaylarinin birlesim kiimesi olarak ifade edilir. p € N ve 1 < k < p igin &, V’nin

bagimsiz iiretilen T L-lineer alt uzaylari mevcut ve § = VZ=1 & dir.

Ispat: & = 16y oldugunda kendisi bagimsiz tiretilmistir ve boylece istenen sonug
cikar.

Simdi, § # 1¢) Ve i, & min sonlu tiretilen L-altkiimesi olsun. ¢ # 1) oldugundan
Supp(u) en az biri sifir olmayan vektor icerir. Ayrica, u sonlu iiretilen L-alt kiime
oldugundan, Supp(u) = {x1, x5, ..., x,,} kiimesi igin n pozitif tamsay1 oldugunu kabul
edelim. Boylece, Supp (1) sadece sonlu birgok lineer bagimsiz alt kiimelere sahiptir. Bu
lineer bagimsiz alt kiimeleri {xkl,xkz, ...,xqu}, 1<k <p seklinde gosterelim.
1 <i<nigina; = u(x;) ve u; = (x;)q, olsun. O halde, u = Vi, w; dir.

Her ke{1,2..,p} icin & =(v)r olsun ve v, =V w, ve u,=
(XD apy 1 <l < gy dir. O halde her &, bagimsiz iiretilen T L-lineer alt uzaydir ve

agtkga Vi _, & < & dir.
Diger taraftan, Teorem 2.3.3’e gore, § = 1, V v Oyle ki,

m
v=\/ Z(T)rijuij: rLJER’lsjsm11£L1<l2<<lmsn )
j=1

pi; nin tammndan a = T]Z‘laij oldugunda Y7L, (T)rijuij = (Z;-’;lrijxij)a oldugu

goriilir. Ayrica, m =1,x;, =6 olduunda X7., (T)rij,uij < 1(g) < Vie; &k oldugu
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agiktir. m > 1 veya x;. # 6 oldugunda, k € {1,2,..,p} ve &1, §kzs s Eq, € R meveut

= : m — V9 P
olmali 6yle ki xq, Xk2, -, Xiq, S {xi1» Xiys e xim} ve Zj=1rl-jxij = XY= Sk Xp dir.

Ayrica, X% st = X, suxi)p 6yleki b = T, ay, dir. Acikea, a < b dir.

Buradan,
m m dk dk dk
() _ _ _ (1)
z TiMi; = (z Ti;Mi)a = (Z SkiXk1)a < Z SkiXpr | = z Skibil < Sk
=1 =1 =1 =1 , 1=t

Bubizev < Vi=1 &k oldugunu gosterir. Agikga goriiliiyor ki, 1ggy < V£=1 & dir.
Bu yiizden & < V£=1 & dir. Sonug olarak, & = Vz=1 &, ve &, bagimsiz tiretilen TL-lineer
alt uzaydir.

Teorem 2.3.8. V, bir sonsuz R cismi lizerinde n-boyutlu lineer uzay olsun, n > 2.
Farz edelim ki T # A olsun. O halde V, sonlu genellestirilmis olmayan bir TL-lineer alt

uzaya sahiptir.

Ispat: T # A oldugundan a € L mevcuttur 6yle ki T(a,a) < a dir. § = 1}V ay
olsun. O halde ¢ € TL(V) dir.

Farz edelim ki, & sonlu genellestirilmis olsun. O halde, V’nin L-alt kiimesi u
meveuttur Syle ki (u)r = & ve [u(V)| < +oo dir. Simdi pt = (x1)q,V .. V(xn)q, Oyle ki
Supp(u) = {xq, ...,x,} ve u(x;) =a;,i =1,..,n. Dahas;, u<é,a=a;i=1,..,n
dir. V‘nin boyutu > 2 oldugundan ve R sonsuz oldugundan vardir x € V 0Oyle ki
x & (x;),i = 1,...,n. Boylece, Teorem 2.3.1 den (u)7(x) < T(a,a) < a dir. O halde,
(u)r # & dir ve bu bir geligkidir. Béylece, & sonlu genellestirilmis degildir.
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3. TARTISMA ve SONUCLAR

Liitfi Zadeh’in 1965 yilinda vermis oldugu fuzzy alt kiime tanimindan sonra klasik
cebirdeki kiime kavrami, fuzzy alt kiime tanimi ile bir¢ok matematikg¢i tarafindan fuzzy
cebire uygulamaya calisilmistir. Klasik cebirdeki tanim ve teoremlere paralel fuzzy alt
kiime tanimi kullanilarak bu tanimlari dogrulayacak teorem ve ornekler incelenmistir.
Bizde kendi ¢alismamizda TL-alt modiil ve TL-lineer alt uzay tanimini verdik ve bu

tanmimlarla klasik cebirde ortiisen teoremler ve drnekler yaptik.

35



4. ONERILER
Klasik cebirdeki bir cok tamim fuzzy cebire aktarilmaktadir. Bu calismalarin bir
standard1 olmadig1 i¢in bir ¢ok farkli tanim verilebilmektedir. Bu anlamda fuzzy cebirin

bir sonu yoktur. Verilebilecek tamimlar ve teoremlerle fuzzy cebiri ¢ok genis olarak

incelenebilir.
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