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ÖZET 

 

TL-ALT MODÜLLER VE TL-LİNEER UZAYLAR İÇİN BAZI TANIM VE 

TEOREMLER 

 

Dilek YAZGAN 

 

Recep Tayyip Erdoğan Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Ümit DENİZ 

 

Bu çalışmada fuzzy cebirin bir kolu olan fuzzy alt modüller ve fuzzy lineer uzayların tanım ve 

teoremlerinin verilmesi ve bu tanım ve teoremlerin 𝐿 kafesi ve 𝑇 üçgensel normları kullanarak 

genişletilmesi üzerine çalışıldı. İlk kısımda gruplar, halkalar, modüller, vektör uzayları, sıralı 

kümeler, kafesler, üçgensel normlar, 𝐿-alt kümeler, 𝐿-alt gruplar, 𝐿-alt halkalar, 𝐿-alt idealler 

incelendi. İkinci kısımda ise verilen bir modülün 𝑇𝐿-alt modül tanımları ve bir lineer uzayın 𝑇𝐿-

lineer uzayları ve bunların bazı özellikleri üzerinde çalışmalar yapıldı. 
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ABSTRACT 

 

SOME DEFINITIONS AND THEOREMS FOR TL-SUBMODULES AND TL-LINEAR 

SUBSPACES 

 

Dilek YAZGAN 

 

Recep Tayyip Erdogan University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Master Thesis 

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ümit DENİZ 

 

In this study, we were worked on some definitions and theorems of fuzzy submodules and fuzzy 

linear spaces which is part of fuzzy algebra and this definitions and theorems were extended using 

lattice 𝐿 and 𝑇-norms. In the first section, we were examined groups, rings, modules, vector 

spaces, ordered sets, lattices, triangular norms, fuzzy subsets, 𝐿-subsets,  𝐿-subgroups, 𝐿-subrings, 

𝐿-ideals. In the second section, we studied on some definitions and theorems of 𝑇𝐿 -submodules 

are given a module and 𝑇𝐿 linear spaces  of a lineer space and we examined some properties of 

these. 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1. Giriş 

 

Fuzzy kümeler kavramı Zadeh (1965) tarafından inşa edilmiştir. Rosenfeld (1971) 

bu gösterimi soyut cebire taşıdı ve fuzzy alt gruplarının kavramını tanımlamıştır. 

Ardından, Rosenfeld’ in tanımı, [0,1] kapalı aralığı için uygun kafes yapıları yerine 

koyularak Negoita ve Ralescu (1975) tarafından genişletildi ve ardından Anthony ve 

Sherwood (1979) tarafından [0,1] üzerinde özel bir t-norm olan “min” yerine [0,1] 

üzerinde herhangi bir 𝑡-norm 𝑇 kullanılarak tekrar tanımlanmıştır. Fuzzy modüller, 𝐿-

fuzzy modüller , fuzzy alt uzaylar ve 𝑇-fuzzy lineer uzaylar sırasıyla Negoita ve Ralescu 

(1975), Mashinchi ve Zadehi (1992), Katsaras ve Liu (1977) ve Yu (1984) tarafından 

tanımlanmıştır. Ardından, Abu Osman (1986), Das (1988), Golan (1989), Gu ve Lu 

(1992), Lowen (1980), Lubczonok (1990), Malik ve Mordeson (1991), Mordeson (1993), 

Muganda (1993), Pan (1987,1993), Yu (1989), Zahedi (1992,1993) tarafından daha ileri 

çalışmalara yer verilmiştir. 

 

Bu çalışmada Wang ve Yu (1993,1994) tarafından sağlanmış fikirlerle bir 

modülün 𝑇𝐿-alt modülleri, bir lineer uzayın 𝑇𝐿-lineer uzayları ve onların bazı özellikleri 

incelenmiştir. 

 

Bu tezde bir asal modülün 𝑇𝐿-alt modüllerinin inşasının iki metodunu oluşturduk 

ve 𝐿-alt kümelerle genişletilmiş 𝑇𝐿-alt modüller ve 𝑇𝐿-lineer uzayları üzerine çalıştık. 

Gerekli kafes bilgileri Birkhoff (1967) dan alınmıştır ve modül ve lineer uzaylarla ilgili 

bilgiler için Jacobson (1974) dan yararlanılmıştır. 

 

Bu tez boyunca tersi söylenmedikçe 𝐿 maksimal elemanı 1, minimal elemanı 0 

olan herhangi bir tam Brouwerian kafesi temsil eder ve 𝑋 ve 𝑌 boştan farklı herhangi 

kümeler; 𝑅 birimi e olan herhangi bir halka olarak gösterilir ve 𝑀, 𝑅 üzerinde sıfır 

elemanı 𝜃 olan herhangi bir modülü temsil eder. 𝛮, bütün pozitif tam sayıların kümesini 

ve |𝑆|,  𝑆 kümesinin kardinalini gösterir. 
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1.2. Gruplar, Halkalar, Modüller ve Vektör Uzayları (Hungerford, 1974) 

 

Tanım 1.2.1. 𝐺 boş olmayan bir küme ve ∗ , 𝐺 de bir ikili işlem olsun. ( 𝐺, ∗) 

cebirsel yapısı aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa bir grup denir. 

G1 : " ∗ ", 𝐺 de bir ikili işlemdir. 

G2: " ∗ " işleminin 𝐺 de birleşme özelliği vardır. Yani ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 için                                   

𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 dir. 

G3: " ∗ "  işleminin 𝐺 de birim elemanı vardır. Yani ∀𝑎 ∈ 𝐺  için 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 

olacak şekilde ∃𝑒 ∈ 𝐺 vardır. 

G4: " ∗ " işlemine göre, 𝐺 deki her elemanın tersi vardır. Yani ∀𝑎 ∈ 𝐺 için                       

𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒 olacak şekilde ∃𝑎−1 ∈ 𝐺 bulunabilir. 

 

Tanım 1.2.2. ( 𝐺, ∗) bir grup ve ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 için 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 değişme özelliği 

sağlanıyorsa gruba, değişmeli grup veya Abel grubu denir. 

 

Tanım 1.2.3. 𝑅 ≠ ∅ kümesi üzerinde tanımlı iki ikili işlem " + "  ve ". " olsun. 

Aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa (𝑅, +, . ) cebirsel yapısına bir halka denir. 

R1:  (𝑅, +) değişmeli bir gruptur. 

R2:  ". " işleminin R de birleşme özelliği vardır. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎. (𝑏. 𝑐) = (𝑎. 𝑏). 𝑐 dir. 

R3: ". " işleminin " + " işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özellikleri vardır: 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎. (𝑏 + 𝑐) = 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑐 ve (𝑎 + 𝑏). 𝑐 = 𝑎. 𝑐 = 𝑏. 𝑐 dir. 

 

Halkanın " + " işlemine göre etkisiz elemanına sıfır eleman denir ve 0𝑅 ile 

gösterilir. Halkanın ". " işlemine göre etkisiz elemanı olmayabilir. Eğer ikinci işleme göre 

de etkisiz eleman varsa böyle bir halkaya birimli halka denir ve bu etkisiz elemana da 

birim eleman denir ve 1𝑅 gösterilir. 

 

Halka, ikinci işleme göre değişme özelliğine sahip ise halkaya değişmeli halka 

denir. 

 

Önerme 1.2.1 𝑅 bir halka olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için, 

i. 𝑎0𝑅 = 0𝑅𝑎 = 0𝑅 ,  

ii. 𝑎(−𝑏) = (−𝑎)𝑏 = −(𝑎𝑏), 
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iii. (−𝑎)(−𝑏) = 𝑎𝑏 dir. 

 

Sonuç 1.2.1. 𝑅 birimli bir halka ise ∀𝑎 ∈ 𝑅 için; 

i. (−1𝑅)𝑎 = −𝑎,  

ii. (−1𝑅)(−1𝑅) = 1𝑅 dir. 

 

Tanım 1.2.4. 𝑅 birimli ve değişmeli bir halka ve 𝑅 − {0𝑅} = 𝑅∗, ikinci işlem ". " 

ya göre bir grup ise 𝑅 ye bir cisim denir. 

 

Tanım 1.2.5. 𝑅 halkasında, 0𝑅 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅 elemanı için; 𝑎𝑏 = 0𝑅 veya 𝑏𝑎 = 0𝑅 

olacak şekilde ∃0𝑅 ≠ 𝑏 ∈ 𝑅 bulunabilirse 𝑎 ya, halkanın bir sıfır böleni, böyle bir 𝑏 yoksa 

sıfır böleni değildir denir. 

 

Tanımdan 0𝑅, ne sıfır bölen, ne de sıfır bölen olmayan elemandır. 

 

Tanım 1.2.6. (𝑀, +) bir değişmeli grup ve 𝑅 bir halka olsun. 𝑀’deki elemanların 

𝑅’deki elemanlarla skaler çarpımı . : 𝑅 × 𝑀 → 𝑀 fonksiyonu aşağıdaki koşulları 

sağlıyorsa 𝑀 ye 𝑅 üzerinde bir modül yada 𝑅-modül denir. 

1) ∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑚, 𝑚∗ ∈ 𝑀 için 𝑟. (𝑚 + 𝑚∗) = 𝑟. 𝑚 + 𝑟. 𝑚∗, 

2)  ∀𝑟, 𝑟∗ ∈ 𝑅, ∀𝑚 ∈ 𝑀 için (𝑟 + 𝑟∗). 𝑚 = 𝑟. 𝑚 + 𝑟∗. 𝑚, 

3)  ∀𝑟, 𝑟∗ ∈ 𝑅, ∀𝑚 ∈ 𝑀 için (𝑟𝑟∗). 𝑚 = 𝑟(𝑟∗. 𝑚) dir. 

 

Eğer 𝑅 birimli bir halka ve ∀𝑚 ∈ 𝑀 için 1𝑅𝑚 = 𝑚 şartı sağlanıyorsa 𝑀 ye üniter 

𝑅-modül denir. 

 

Önerme 1.2.2. 𝑅 birimli halka ve 𝑀 bir 𝑅-modül olsun. ∀𝑚 ∈ 𝑀 için, 

1) (0𝑅)𝑚 = 0𝑀 

2) (1𝑅)𝑚 = 𝑚 dir. 

Tanım 1.2.7. 𝑅 bir halka, 𝑀 bir 𝑅-modül ve ∅ ≠ 𝑁 ⊆ 𝑀 küme olsun. 𝑁 de kendi 

başına bir 𝑅-modül ise 𝑁 ye, 𝑀 nin bir alt modülü veya 𝑅-alt modül denir. 𝑀 nin tüm alt 

modülleri ailesi 𝑆𝑀 ile gösterilir. 
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Önerme 1.2.3. 𝑅-modül 𝑀 nin, boş olmayan bir 𝑁 ⊆ 𝑀 alt kümesinin alt modül 

olması için gerek ve yeter koşul,  

∀𝑟, 𝑟∗ ∈ 𝑅 ve ∀𝑚, 𝑚∗ ∈ 𝑀 için 𝑟𝑚 + 𝑟∗𝑚∗ ∈ 𝑁 olmasıdır. 

 

Tanım 1.2.8. 𝑅 bir halka 𝑀 ve 𝑁, 𝑅-modül olsunlar. 𝑓: 𝑀 → 𝑁 fonksiyonu 

∀𝑚, 𝑚∗ ∈ 𝑀 için 𝑓(𝑚 + 𝑚∗) = 𝑓(𝑚) + 𝑓(𝑚∗),  

∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑓(𝑟𝑚) = 𝑟𝑓(𝑚) koşullarını sağlıyorsa 𝑓 ye bir modül 

homomorfizması veya 𝑅-homomorfizma denir. 

 

Önerme 1.2.4. 𝑅 bir halka ve 𝑓: 𝑀 → 𝑁 bir 𝑅-homomorfizma olsun. 

1) ∀𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑓(0𝑀) = 0𝑁, 𝑓(−𝑚) = −𝑓(𝑚) dir. 

2)  Ç𝑒𝑘𝑓 = 𝑓−1(0𝑁) = {𝑚 ∈ 𝑀: 𝑓(𝑚) = 0𝑁}, 𝑀 nin bir alt modülüdür. 

3) 𝑓 nin birebir olması için gerek ve yeter koşul Ç𝑒𝑘𝑓 = {0𝑀} olmasıdır. 

4) 𝑓(𝑀) = 𝐼𝑚(𝑓) = {𝑓(𝑚): 𝑚 ∈ 𝑀} 𝑁 nin bir alt modülüdür. 𝑁
𝐼𝑚(𝑓)⁄  bölüm 

modülü de 𝐶𝑜ç𝑒𝑘𝑓 ile gösterilir.  

 

Tanım 1.2.9. 𝐹 cisim olmak üzere 𝐹-vektör uzayı, 𝑉 üzerinde tanımlı             

+: 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 ve . : 𝐹 × 𝑉 → 𝑉 işlemleri ile birlikte aşağıdaki özellikleri sağlayan 

elemanların kümesidir.  

(a) Eğer  , 𝑢 ve 𝑣  𝑉’nin herhangi iki elemanı ise 𝑢 + 𝑣 de 𝑉’nin bir elemanıdır.      

(𝑉,+ işlemi altında kapalıdır.) 

(1) 𝑉’deki her 𝑢 ve 𝑣 için 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢. 

(2) 𝑉’deki her 𝑢, 𝑣 ve 𝑤 için 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤. 

(3) 𝑉’deki her 𝑢 için 𝑢 + 0 = 0 + 𝑢 = 𝑢 olacak şekilde 𝑉’de bir 0 elemanı bulunur. 

(4) 𝑉’deki her 𝑢 için 𝑢 + −𝑢 = −𝑢 + 𝑢 = 0 olacak şekilde 𝑉’de bir −𝑢 elemanı 

bulunur. 

(b) 𝑐 ∈ 𝐹 ve 𝑢, 𝑉’nin herhangi bir elemanı ise 𝑐. 𝑢 da 𝑉 nin bir elemanıdır.   (Yani 𝑉, 

. işlemi altında kapalıdır.) 

(5) Herhangi bir 𝑐 ∈ 𝐹 ve 𝑉’deki her 𝑢 ve 𝑣 için 𝑐. (𝑢 + 𝑣) = (𝑐. 𝑢) + (𝑐. 𝑣). 

(6) Herhangi bir 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐹 ve  𝑉’deki her 𝑢 için (𝑐 + 𝑑). 𝑢 = (𝑐. 𝑢) + (𝑑. 𝑢). 

(7) Herhangi bir 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐹 ve 𝑉’deki her 𝑢 için 𝑐. (𝑑. 𝑢) = (𝑐. 𝑑). 𝑢.  

(8) 𝑉’deki her 𝑢 için 1𝐹 . 𝑢 = 𝑢. 
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𝑉’nin elemanlarına vektör; 𝐹 cismindeki elemanlara skaler denir. " + " işlemi 

vektörel toplama, ". " işlemi skaler çarpım adını alır. 3. Özellikteki 0 vektörüne sıfır 

vektör denir. 4. özellikteki u  vektörüne u nun negatifi denir. 

 

1.3.  Sıralı Kümeler ve Kafesler (Birkhoff, 1948) 

 

Tanım: 1.3.1. 𝐿 ≠ ∅ ve  “≤”  𝐿 de bir bağıntı olsun. Bu takdirde (𝐿, ≤) ikilisine 

sıralı küme denir. ⇔   

i) ∀𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑎. 

ii) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏  ve  𝑏 ≤ 𝑎 ise  𝑎 = 𝑏 dir. 

iii)  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏  ve  𝑏 ≤ 𝑐  ise  𝑎 ≤ 𝑐 dir. 

 

Tanım: 1.3.2. (𝐿, ≤) sıralı küme, 𝐵 ⊆ 𝐿 olsun.  

i) ∀𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑎 ≤ 𝑏 ise 𝑎 ∈ 𝐿 elemanına 𝐵 nin alt sınırı denir.  

ii) ∀𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑏 ≤ 𝑑 ise 𝑑 ∈ 𝐿 elemanına 𝐵 nin üst sınırı denir. 

 

Tanım: 1.3.3.  (𝐿, ≤) sıralı küme 𝐵 ⊆ 𝐿 ve 𝑎0 ∈ 𝐵 olsun. 

i) ∀𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑎0 ≤ 𝑏 ise 𝑎0 elemanına 𝐵 nin en küçük elemanı denir.  

ii) ∀𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑏 ≤ 𝑎0 ise  𝑎0 elemanına 𝐵 nin en büyük elemanı denir. 

 

Tanım: 1.3.4. (𝐿, ≤) sıralı küme ve 𝑥 ∈ 𝐿 olsun. 𝐿 kümesinin 𝑥 den kesinlikle 

daha büyük olan hiçbir elemanı yoksa, 𝑥’e 𝐿’nin maksimal elemanları denir ve 𝐿’nin 

maksimal elemanların oluşturduğu küme max (𝐿) ile gösterilir. 

 

Tanım: 1.3.5. (𝐿, ≤) sıralı küme ve 𝑥 ∈ 𝐿 olsun. 𝐿 kümesinin 𝑥 den kesinlikle 

daha küçük olan hiçbir elemanı yoksa, 𝑥’e 𝐿’nin minimal elemanları denir ve 𝐿’nin 

minimal elemanların oluşturduğu küme min (𝐿) ile gösterilir. 

Tanım: 1.3.6. 𝐴𝑙𝑡 𝐵, Ü𝑠𝑡 𝐵 sırasıyla 𝐵 nin bütün alt sınırlarının ve üst sınırlarının 

kümesini göstermek üzere, 

i)         𝐴𝑙𝑡 𝐵 ≠ ∅ ve 𝐴𝑙𝑡 𝐵’nin en büyük elemanı varsa buna 𝐵’nin en büyük alt sınırı 

       denir ve 𝑖𝑛𝑓𝐵 = ⋀ 𝐵 = ⋀ 𝑏

𝑏∈𝐵

  notasyonlarından biriyle gösterilir. 
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ii) Ü𝑠𝑡 𝐵 ≠ ∅ ve Ü𝑠𝑡 𝐵’nin en küçük elemanı varsa buna 𝐵’nin en küçük üst sınırı 

denir ve 𝑠𝑢𝑝𝐵 = ⋁ 𝐵 = ⋁ 𝑏

𝑏∈𝐵

 notasyonlarından biriyle gösterilir.  

 

Tanım: 1.3.7. (𝐿, ≤) bir sıralı küme olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛  𝑠𝑢𝑝{𝑥, 𝑦} ve 

𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦}  mevcut ise 𝐿 ye kafes denir. 

 

 𝐿 kafesinde 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 𝑖ç𝑖𝑛  𝑥 ∨ 𝑦: = 𝑠𝑢𝑝{𝑥, 𝑦}  ve 𝑥 ∧ 𝑦: = 𝑖𝑛𝑓{𝑥, 𝑦} ile gösterilir. 

 

 Eğer (𝐿, ≤) bir kafes ise ∧ 𝑣𝑒 ∨  işlemleri 𝐿 üzerinde ikili işlemlerdir. Dolasıyla 

 (𝐿, ∨, ∧) bir cebirsel yapıdır. 

 

Tanım 1.3.8. Bir 𝐿 kafesine tam kafes denir: ⟺ 𝐿 nin her 𝑋 alt kümesi 𝐿 de bir 

en küçük üst sınıra ve bir en büyük alt sınıra sahiptir, yani her 𝑋 ⊆ 𝐿 alt kümesi için 𝑠𝑢𝑝𝑋 

ve 𝑖𝑛𝑓𝑋, 𝐿  de mevcuttur. 

 

Özel olarak Tanım 1.3.8 da 𝐵 = 𝐿 alındığında boştan farklı her tam kafesin en 

küçük elemanının ve en büyük elemanının mevcut olduğu görülür. Bu nedenle tam kafes 

sınırlıdır. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir. 

 

Tanım 1.3.9. 𝐿 bir kafes ve 𝑋 ⊆ 𝐿 olsun. 𝑋 alt kümesine 𝐿 kafesinin bir alt 

kafesidir denir : ⟺ Her  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋  için 𝑎 ∧ 𝑏 ∈ 𝑋 ve 𝑎 ∨ 𝑏 ∈ 𝑋 dir.  

 

Bir kafeste boş küme ve tek elemanlı alt kümeler alt kafestir. Daha genel olarak, 

(𝐿, ≤) bir kafes ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏 ise [𝑎, 𝑏] ≔  {𝑥 ∈ 𝐿 ∶ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} ile tanımlanan 

[𝑎, 𝑏] kapalı aralığı bir alt kafestir. 

 

Tanım 1.3.10. (𝑃, ≤1) ve  (Q, ≤2) iki kısmen sıralı küme olsun. 𝑃 ve  𝑄 kısmen 

sıralı kümelerinin 𝑃 × 𝑄 =  {(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝑃, 𝑦 ∈ 𝑄} şeklinde tanımlanan 𝑃 × 𝑄 kartezyen 

çarpım kümesi her 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑃 𝑣𝑒 𝑦1 , 𝑦2 ∈ 𝑄, (𝑥1, 𝑦1) ≤ (𝑥2, 𝑦2) ⟺  𝑥1 ≤1 𝑥2 ve 

𝑦1 ≤2 𝑦2 bağıntısı altında kısmen sıralı bir kümedir. Bu (𝑃 × 𝑄, ≤) kısmen sıralı 

kümesine 𝑃 ve 𝑄 kısmen sıralı kümelerinin direkt çarpım kümesi denir. 
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Teorem 1.3.1. 𝐿 ve  𝑀 iki kafes olsun. 𝐿 × 𝑀 direkt çarpımı da yine bir kafestir. 

Burada (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐿 × 𝑀 için 

(𝑥1, 𝑦1) ∨ (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1 ∨ 𝑥2,  𝑦1 ∨ 𝑦2), (𝑥1, 𝑦1) ∧ (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1 ∧ 𝑥2,  𝑦1 ∧ 𝑦2) dir. 

 

Lemma 1.3.1. 𝑃 kısmen sıralı bir küme olsun. İnfimum ve supremum işlemleri 

(eğer mevcutsa) her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑃 için aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

L1.     𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥                                                             (İdempotent) 

L2.     𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥,      𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥,                                             (Komütatif) 

L3.  (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧),   (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧),               (Birleşme) 

L4.   𝑥 ∧ (𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥    

 

Üstelik 𝑥 ≤ 𝑦 ifadesi  𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥  ve 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦  şartlarının her birine denktir. 

 

Lemma 1.3.2. 𝑃, 0 en küçük elemanına sahip kısmen sıralı bir küme ise her 𝑥 ∈

𝑃  için 0 ∧ 𝑥 = 0 ve 0 ∨ 𝑥 = 𝑥 dir. Dual olarak 𝑃, 1 evrensel üst sınırına sahip ise her        

𝑥 ∈ 𝑃 için   𝑥 ∧ 1 = 𝑥 ve 𝑥 ∨ 1 = 1  dir. 

 

Lemma 1.3.3. Herhangi bir kafeste infimum ve supremum işlemleri sırayı korur, 

yani bir 𝐿 kafesinde 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑦 ≤ 𝑧 ise 𝑥 ∧ 𝑦 ≤ 𝑥 ∧ 𝑧  ve  𝑥 ∨ 𝑦 ≤ 𝑥 ∨ 𝑧 sağlanır. 

 

 

Lemma 1.3.4. 𝐿 bir kafes olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 

𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) ≥ (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧),  

𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) ≥ (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧)  eşitsizlikleri sağlanır. 

 

Lemma 1.3.5. 𝐿 bir kafes olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için modüler eşitsizlik olarak 

bilinen 𝑥 ≤ 𝑧 ise 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) ≤ (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ 𝑧 eşitsizliği sağlanır. 

 

Teorem 1.3.2. (𝐿, ≤, ∧, ∨) bir kafestir. ⟺ ∧ ve ∨ ikili işlemleri L1-L4 

özelliklerini sağlar.  

 

Teorem 1.3.3. Keyfi bir  𝐿 kafesinde aşağıdaki ifadeler denktir: 

L𝟓′. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿, 𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧),  
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L𝟓′′. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿, 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) ≥ (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧). 

 

Tanım 1.3.11. Keyfi bir 𝐿 kafese dağılmalı kafes denir: ⟺  𝐿5′ özelliği (böylece 

𝐿5′′) sağlanır. 

 

Tanım 1.3.12. 𝐿 bir kafes olsun. 𝐿 kafesine modüler kafes denir ancak ve ancak 

her  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için, 

L6.  𝑥 ≤ 𝑧 ise 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ 𝑧 özelliği sağlanır. 

 

Tanım 1.3.13. 𝐿 bir sınırlı kafes ve  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 olsun. 𝑦 elemanına 𝑥 elemanının 

komplementi denir: ⟺  𝑥 ∧ 𝑦 = 0 ve 𝑥 ∨ 𝑦 = 1 dir. Bu durumda 𝑥 elemanının 

komplementi 𝑥′ ile gösterilir. 

 

Eğer bir kafesin her elemanının komplementi mevcut ise böyle kafeslere 

komplementli kafes denir. 

 

Tanım 1.3.14. 𝑥 ∈ 𝐿 elemanına bir atom denir : ⟺ 𝑥, 𝐿/{0}  kümesinin bir 

minimal elemanıdır. 

 

Tanım 1.3.15. 𝑥 ∈ 𝐿 elemanına bir koatom denir : ⟺ 𝑥, 𝐿/{1} kümesinin bir 

maksimal elemanıdır. 

 

Tanım 1.3.16. 𝐿 sınırlı bir kafes olsun. 𝐿 kafesine Boole kafesi denir: ⟺ 𝐿 

dağılmalı ve komplementli bir kafestir. 

Teorem 1.3.4. 𝐿 bir Boole kafesi olsun. Her  𝑥 ∈ 𝐿 elemanının bir tek 𝑥′ 

komplementi mevcuttur. Üstelik her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, 

L7.  𝑥 ∧ 𝑥′ = 0  ve   𝑥 ∨ 𝑥′ = 1, 

L8. (𝑥′)′ = 𝑥, 

L9. (𝑥 ∧ 𝑦)′ = 𝑥′ ∨ 𝑦′  ve (𝑥 ∨ 𝑦)′ = 𝑥′ ∧ 𝑦′ 

özellikleri sağlanır. 
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Tanım 1.3.17. 𝐿 bir tam kafes , 𝑋 ⊆ 𝐿 olsun. 𝑋 e 𝐿 nin bir tam-alt kafesi denir 

ancak ve ancak her 𝐴 ⊆ 𝐿 için ∨ 𝐴 ve ∧ 𝐴 𝐿  de tanımlandıkları haliyle 𝑋 te 

mevcutturlar. 

 

Uyarı 1.3.1. 𝐿 bir tam kafes, 𝑋 𝐿 nin herhangi bir tam alt-kafesi olsun. ∅ ⊆ 𝑋 

olduğundan, tam-alt kafesin tanımına göre ∧ ∅ = 1, ∨ ∅ = 0 ∈ 𝑋 olup 𝑋 𝐿 nin evrensel 

sınırlarını içermek zorundadır. 

 

Tanım 1.3.18. 𝐿 kafes ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 olsun. O halde 𝑇(𝑎, 𝑏) ≔ {𝑐 ∈ L ∶ c ∧ a ≤ b} 

kümesinin maximal elemanı varsa 𝑎, 𝑏 nin yarı komplementidir denir. 𝑇(𝑎, 𝑏) nin 

maximal elemanına 𝑏’nin yarı komplementi denir ve 𝑎 ⟶ 𝑏 ile gösterilir. 

 

Tanım 1.3.19. 𝐿’de ki her eleman yarı komplementli ise 𝐿 kafesine Brouwerian 

kafes denir. 

 

1.4. Üçgensel Normlar (T-norm) (Klement, 2000) 

 

Tanım 1.4.1. 𝐿 bir kafes olsun. 𝑇: 𝐿2 → 𝐿 fonksiyonuna aşağıdaki şartları sağlarsa 

bir üçgensel norm (kısaca 𝑡-norm ) denir: 

 

i. Birleşme :  Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑇( 𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇( 𝑇( 𝑥, 𝑦), 𝑧).   

ii. Değişme :  Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 için 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥). 

iii. Monotonluk :  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 ve 𝑥 ≤ 𝑦 ise her 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑇(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇(𝑦, 𝑧). 

iv. Sınır şartı : Her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑇(𝑥, 1) = 𝑥.  

Örnek 1.4.1. 𝐿 = [0, 1] üzerinde bazı özel 𝑡-normlar ; 

 

𝑇𝑚(𝑥, 𝑦) = min(𝑥, 𝑦),  

𝑇𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥. 𝑦, 

𝑇𝐿(𝑥, 𝑦) = max(𝑥 + 𝑦 − 1, 0),  
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𝑇𝐷(𝑥, 𝑦) = {
0,                (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1[2

min(𝑥, 𝑦) ,                  𝐴. 𝑇.
 

 

 Bu t-normlar literatürde 𝑇𝑚(minimum), 𝑇𝑝 (çarpım), 𝑇𝐿 (Lukasiewicz) şeklinde 

adlandırılır. Bu t-normlara ait üç boyutlu ve kontur grafikleri aşağıdaki gibidir. 

 

Şekil 1. 𝑇𝑚, 𝑇𝑝 𝑣𝑒 𝑇𝐿  temel 𝑡-normlarının üç boyutlu ve kontur grafikleri 

 

Tanım 1.4.2. 𝐿 üzerinde bir 𝑡-norm 𝑇, her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 

 𝑇(𝑎, 𝑏 ∨ 𝑐) = 𝑇(𝑎, 𝑏) ∨ 𝑇(𝑎, 𝑐) özelliğini sağlıyorsa bu 𝑡-norm 𝑇 ye ∨ −dağılımlıdır 

denir. 

 

Tanım 1.4.3. 𝐿 üzerinde bir 𝑡-norm 𝑇, 𝑎, 𝑏𝑖 ∈ 𝐿 ve 𝑖 ∈ 𝐼, 𝐼 herhangi boştan farklı 

index kümesi için 𝑇(𝑎, ⋁ 𝑏𝑖𝑖∈𝐼 ) = ⋁ 𝑇(𝑎, 𝑏𝑖)𝑖∈𝐼  özelliğini sağlıyorsa bu 𝑡-norm 𝑇 ye 

sonsuz ∨ −dağılımlıdır denir. 

 

Tanım 1.4.4. 𝐿 üzerinde bir 𝑡-norm 𝑇, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿/{0} için  𝑇(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐿/{0} ise bu 

𝑡-norm 𝑇 ye pozitif tanımlıdır denir. Ayrıca 𝐿 üzerinde bir 𝑡-norm 𝑇 ye regüler denir 

ancak ve ancak bu 𝑡-norm 𝑇 pozitif tanımlı ve sonsuz ∨ −dağılımlıdır. 
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Bu çalışmada aksi söylenmedikçe 𝑇 her zaman 𝐿 üzerinde sonsuz ∨ −dağılımlı       

𝑡-norm olarak alınacaktır. 

 

1.5. Fuzzy Alt Kümeler ve 𝑳-Alt Kümeler (Wang, 1994) 

 

Tanım 1.5.1. 𝑋 herhangi bir küme olmak üzere, 𝜇: 𝑋 → [0,1] şeklinde tanımlanan 

𝜇 fonksiyonuna 𝑋’in fuzzy alt kümesi denir. 

 

𝑋’in bütün fuzzy alt kümelerinin oluşturduğu kümeye 𝑋’in fuzzy kuvvet kümesi 

denir ve [0,1]𝑋 şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 1.5.2. 𝑋 herhangi bir küme olmak üzere 𝜇: 𝑋 → 𝐿 şeklinde tanımlanan 𝜇 

fonksiyonuna 𝑋 in 𝐿-alt kümesi denir. 

 

𝑋 in bütün 𝐿 alt kümelerinin oluşturduğu kümeye 𝑋 in 𝐿 kuvvet kümesi denir ve 

𝐿𝑋 şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 1.5.3. 𝜇 ∈ 𝐿𝑋 olmak üzere {𝜇(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋} ile tanımlanan kümeye 𝜇 nün 

görüntü kümesi denir ve 𝜇(𝑋) ya da 𝐼𝑚(𝑋) şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 1.5.4. 𝜇 ∈ 𝐿𝑋 olmak üzere 𝜇∗ = {𝑥: 𝜇(𝑥) > 0 , 𝑥 ∈ 𝑋} ⊆ 𝑋 kümesine 𝜇 

nün destekleyicisi denir. Ayrıca 𝜇∗, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜇) notasyonuyla da gösterilir. 

Eğer 𝜇∗ sonlu küme ise 𝜇 ya sonlu 𝐿-alt küme, 𝜇∗  sonsuz küme ise 𝜇  ya sonsuz   

𝐿-alt küme denir. Ayrıca 1 ∈ 𝜇(𝑋) ise 𝜇 ye 𝑋 in birimli 𝐿- alt kümesi denir. 

 

Tanım 1.5.5. 𝑌 ⊂ 𝑋 ve 𝑎 ∈ 𝐿  olmak üzere 𝑎𝑌 ∈  𝐿𝑋 aşağıdaki gibi tanımlanır. 

𝑎𝑌(𝑥) = {
𝑎 ; 𝑥 ∈ 𝑌
0 ; 𝑥 ∉ 𝑌

  özel olarak 𝑌 = {𝑥} ise 𝑎𝑌 kümesi 𝑎{𝑥} şeklinde gösterilir ve   

𝐿- nokta şeklinde isimlendirilir. Ayrıca 𝑎{𝑥} 𝐿-alt kümesi 𝑥𝑎 𝐿-alt kümesi şeklinde de 

gösterilir. 
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Eğer 𝑎 = 1 ise, 1𝑌(𝑥) = {
1 ; 𝑥 ∈ 𝑌
0 ; 𝑥 ∉ 𝑌

   fonksiyonuna 𝑌 nin karakteristik fonksiyonu 

denir. 

 

Tanım 1.5.7. 𝜇, 𝜈 ∈  𝐿𝑋 olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝜇(𝑥) ≤ 𝜈(𝑥) ise 𝜇 ⊆ 𝜈 dir. 

 

Tanım 1.5.8. 𝜇, 𝜈 ∈  𝐿𝑋 olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝜇(𝑥) ≤ 𝜈(𝑥) ve 𝜈(𝑥) ≤ 𝜇(𝑥) 

ise 𝜇 = 𝜈 dir denir. 

 

Tanım 1.5.9.  𝜇, 𝜈 ∈  𝐿𝑋  olmak üzere 𝜇 ∩ 𝜈, 𝜇 ∪ 𝜈 ∈ 𝐿𝑋  𝐿-alt kümeleri ∀𝑥 ∈ 𝑋 

için, 

(𝜇 ∩ 𝜈)(𝑥) =  𝜇(𝑥) ∧ 𝜈(𝑥), 

(𝜇 ∪ 𝜈)(𝑥) =  𝜇(𝑥) ∨ 𝜈(𝑥) 

şeklinde tanımlanır. 

 

 Tanım 1.5.10. 𝜇, 𝜈 ∈  𝐿𝑋 olmak üzere 𝑇(𝜇, 𝜈) ∈ 𝐿𝑋 𝐿-alt kümesi ∀𝑥 ∈ 𝑋 için, 

𝑇(𝜇, 𝜈)(𝑥) = 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜈(𝑥)) şeklinde tanımlanır ve 𝑇(𝜇, 𝜈) kümesine 𝜇 ve ν nin              

𝑇-kesişimi denir. 

Tanım 1.5.11. 𝜇 ∈ 𝐿𝑋 olmak üzere 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝜇𝑎 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜇(𝑥) ≥ 𝑎} ⊆ 𝑋  

kümesine 𝜇 nün seviye (kesiti) 𝐿- alt kümesi denir. Özel olarak 𝑎 = 1 ise 𝜇𝑎 kümesi 𝑋𝜇 

ile gösterilir. 

 

Teorem 1.5.1. 𝜇, 𝜈 ∈  𝐿𝑋  olmak üzere, 

1) 𝜇 ⊆ 𝜈, 𝑎 ∈ 𝐿 ise 𝜇𝑎 ⊆ 𝜈𝑎, 

2) 𝑎 ≤ 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ise 𝜇𝑏 ⊆ 𝜇𝑎, 

3) 𝜇 = 𝜈 ⟺  𝜇𝑎 = 𝜈𝑎 , ∀𝑎 ∈ 𝐿 dir. 

 

Teorem 1.5.2. 𝜇, 𝜈 ∈  𝐿𝑋 için, 

1) 𝜇𝑎 ∪ 𝜈𝑎 = (𝜇 ∪ 𝜈)𝑎 , 

2) 𝜇𝑎 ∩ 𝜈𝑎 = (𝜇 ∩ 𝜈)𝑎  dir. 

 

Tanım 1.5.12. 𝑋 ve 𝑌 herhangi iki küme olsun. 𝜇 ∈ 𝐿𝑋 , 𝜈 ∈ 𝐿𝑌 ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir 

fonksiyon olsun. 𝑓(𝜇) ∈ 𝐿𝑌 𝑣𝑒 𝑓−1(𝜈) ∈ 𝐿𝑋 𝐿-alt kümeler olmak üzere ∀𝑦 ∈ 𝑌 için, 
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𝑓(𝜇)(𝑦) = {
∨ {𝜇(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥) = 𝑦};   𝑓−1(𝑋) ≠ ∅

                        0                       ;   𝑓−1(𝑋) = ∅.
       

ve ∀𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑓−1(𝜈)(𝑥) = 𝜈(𝑓(𝑥)) şeklindeki fonksiyonlara sırasıyla 𝑓 nin 𝜇 

altındaki görüntüsü ve  𝑓 nin 𝜈 altındaki ters görüntüsü denir. 

 

Teorem 1.5.3. 𝑓: 𝑋 → 𝑌, 𝑔: 𝑌 → 𝑍 ye birer fonksiyon olsun. Bu takdirde 

aşağıdaki teoremler doğrudur. 

 

1)  ∀i ∈ 𝐼, 𝜇𝑖 ∈ 𝐿𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(⋃ 𝜇𝑖)𝑖∈𝐼 =  ⋃ 𝑓(𝜇𝑖)𝑖∈𝐼 , 

2) ∀ 𝜇1 , 𝜇2 ∈ 𝐿𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝜇1 ⊆ 𝜇2 𝑖𝑠𝑒  𝑓(𝜇1) ⊆ 𝑓(𝜇2), 

3) 𝑗 ∈ 𝐽, 𝜈𝑗 ∈ 𝐿𝑌  𝑖ç𝑖𝑛 𝑓−1(⋃ 𝜈𝑗𝑗∈𝐽 ) = ⋃ 𝑓−1(𝜈𝑗)𝑗∈𝐽 , 

4) ∀𝜈1 , 𝜈2 ∈ 𝐿𝑌 için 𝜈1 ⊆ 𝜈2 ise 𝑓−1(𝜈1) ⊆ 𝑓−1(𝜈2), 

5) ∀𝜇 ∈  𝐿𝑋 için  𝑓−1(𝑓(𝜇)) ⊇ 𝜇, eğer 𝑓 birebir ise 𝑓−1(𝑓(𝜇)) = 𝜇, 

6) ∀𝜈 ∈  𝐿𝑌 için  𝑓(𝑓−1(𝜈)) ⊆ 𝜈 eğer  𝑓 örten ise 𝑓(𝑓−1(𝜈)) = 𝜈, 

7) ∀𝜇 ∈  𝐿𝑋,  ∀𝜈 ∈  𝐿𝑌 için 𝑓(𝜇) ⊆ 𝜈 ⟺  𝜇 ∈ 𝑓−1(𝜈), 

8) ∀𝜇 ∈  𝐿𝑋 için  𝑔(𝑓(𝜇)) = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝜇). 

 

1.6. 𝑻𝑳- Alt Gruplar, 𝑻𝑳-Alt Halkalar ve 𝑻𝑳-İdealler (Wang ve Yu, 1994) 

 

Tanım 1.6.1. 𝐺 bir grup ve 𝜇 ∈ 𝐿𝐺 olsun. Eğer 𝜇 aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝜇  

ye 𝐺 nin 𝐿-alt grubu denir. 

 

1) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 𝜇(𝑥𝑦) ≥ 𝜇(𝑥) ∧ 𝜇(𝑦),  

2) ∀𝑥 ∈ 𝐺 için 𝜇(𝑥−1) ≥ 𝜇(𝑥). 

 

Teorem 1.6.1. 𝐺 bir grup olsun. 𝜇, 𝐺 nin 𝐿-alt grubu olması için gerek ve yeter 

koşul ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 𝜇(𝑥𝑦−1) ≥ 𝜇(𝑥) ∧ 𝜇(𝑦)  olmasıdır. 

 

Tanım 1.6.2. 𝐺 bir grup , 𝜇 𝐺 nin 𝐿-alt grubu ve 𝑒, 𝐺 nin etkisiz elemanı olmak 

üzere, 𝜇∗ = {𝑥 ∈ 𝐺: 𝜇(𝑥) = 𝜇(𝑒)} şeklinde tanımlanır. 
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Tanım 1.6.3. 𝜇 sonlu bir 𝐺 grubunun 𝐿-alt grubu olsun. Eğer 𝜇∗, 𝐺 nin değişmeli 

alt grubu ise 𝜇 ye 𝐿-değişmeli alt grup denir. 

 

Tanım 1.6.4. 𝐺 bir grup ∀𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿𝐺 𝐿-alt kümeleri olmak üzere ∀𝑥 ∈ 𝐺 için; 

 (𝜇 ∘ 𝜈)(𝑥) =  {𝜇(𝑦) ∧  𝜈(𝑧): 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺, 𝑦𝑧 = 𝑥} şeklinde tanımlanır. ∀𝑥 ∈ 𝐺 için 

 𝜇−1(𝑥) = 𝜇(𝑥−1) olarak 𝜇 𝐿- kümesinin tersi tanımlanır. 

 

Teorem 1.6.2. 𝐺 bir grup, 𝜇, 𝜈, 𝜇𝑖 ∈ 𝐿𝐺 , 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑎 = ⋁{𝜇(𝑥): 𝑥 ∈ 𝐺}  olsun. Bu 

taktirde aşağıdaki teoremler doğrudur. 

1) ∀𝑥 ∈ 𝐺 için (𝜇 ∘ 𝜈)(𝑥) = ⋁ {𝜇(𝑦) ∧ 𝜈(𝑦−1(𝑥))}
𝑦∈𝐺

   

                                           = ⋁ (𝜇(𝑥𝑦−1) ∧ 𝜈(𝑦))
𝑦∈𝐺

, 

2) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺  için (𝑎𝑦 ∘ 𝜇)(𝑥) = 𝜇(𝑦−1(𝑥)), 

3) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺  için (𝜇 ∘ 𝑎𝑦)(𝑥) = 𝜇(𝑥𝑦−1), 

4) (𝜇−1)−1 = 𝜇, 

5) 𝜇 ⊆ 𝜈 ⟺  𝜇−1 ⊆ 𝜈−1, 

6)  (⋃ μi)i∈I
−1 = ⋃ μi

−1
i∈I , 

7) (⋂ 𝜇𝑖)𝑖∈𝐼
−1 = ⋂ 𝜇𝑖

−1
𝑖∈𝐼 , 

8)  (𝜇 ∘ 𝜈)−1 = 𝜈−1 ∘ 𝜇−1  dir. 

 

Teorem 1.6.3. 𝐺 bir grup ve 𝜇, 𝐺 nin 𝐿-alt grubu olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için, 

1) 𝜇(𝑒) ≥ 𝜇(𝑥) 

2)  𝜇(𝑥) = 𝜇(𝑥−1) dir. 

 

Tanım 1.6.5. 𝐺 birimi 𝑒 olan bir grup ve  𝜇: 𝐺 → 𝐿, 𝐿-alt kümesi olsun. 𝜇 ye 

aşağıdaki şartları sağlarsa 𝐺 nin 𝑇𝐿-alt grubu denir. 

1) 𝜇(𝑒) = 1, 

2) ∀𝑥 ∈ 𝐺 için 𝜇(𝑥−1) ≥ 𝜇(𝑥),  

3) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 𝜇(𝑥𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)).  

 

Tanım 1.6.6. 𝑅 bir halka ve 𝜇: 𝑅 → 𝐿, 𝐿-alt kümesi için eğer 𝜇 aşağıdaki şartları 

sağlarsa 𝜇 ye 𝑅 nin 𝑇𝐿-alt halkası denir. 
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 (𝑹𝟏) 𝜇(0) = 1, 

      (𝑹𝟐) ∀𝑥 ∈ 𝑅 için 𝜇(−𝑥) ≥ 𝜇(𝑥), 

      (𝑹𝟑)𝑻 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 için 𝜇(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)),  

      (𝑹𝟒)𝑻 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 için 𝜇(𝑥𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)). 

 

Tanım 1.6.7. 𝜇 ∈ 𝐿𝑅 olsun. 𝜇, (𝑅1), (𝑅2) 𝑣𝑒 (𝑅3)𝑇 şartlarını sağlasın. 

(𝑹𝟓)𝒍 ∶   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 için 𝜇(𝑥𝑦) ≥  𝜇(𝑦) ise 𝜇 ya 𝑅 nin 𝑇𝐿 -sol ideali denir. 

       (𝑹𝟓)𝒓 ∶   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 için 𝜇(𝑥𝑦) ≥  𝜇(𝑥) ise 𝜇 ya 𝑅 nin 𝑇𝐿- sağ ideali denir. 

     (𝑹𝟓) ∶   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 için 𝜇(𝑥𝑦) ≥  𝜇(𝑥) ∨ 𝜇(𝑦) ise 𝜇 ya 𝑅 nin 𝑇𝐿-ideali denir. 

 

Sırasıyla 𝑇𝐿𝐼𝑙(𝑅), 𝑇𝐿𝐼𝑟(𝑅) 𝑣𝑒 𝑇𝐿𝐼(𝑅) kümeleri 𝑅 nin bütün 𝑇𝐿-sol ideallerinin, 

𝑇𝐿-sağ ideallerinin ve 𝑇𝐿-ideallerinin kümesi şeklinde gösterilir. 
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

Bu bölümün hazırlanmasında (Yu, 1984) ve (Wang, and Yu, 1994) 

kaynaklarından yararlanılmıştır. 

 

2.1. 𝑻𝑳-Alt Modüller ve 𝑻𝑳-Alt Uzaylar  

 

Tanım 2.1.1. 𝑀 𝑅-modül olmak üzere 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝑥, 𝑀 de sabit eleman 

olmak üzere; 

(𝜇 +𝑇  𝜈)(𝑥) = ⋁{𝑇(𝜇(𝑦), 𝜈(𝑧)) ∶ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑦 + 𝑧 = 𝑥}, 

(−𝜇)(𝑥) = 𝜇(−𝑥) şeklinde tanımlanırlar. 𝜇 +𝑇  𝜈 ya 𝜇 ve 𝜈 nin 𝑇-toplamı denir. −𝜇 ya 

𝜇 nun negatifi denir. 

 

Tanım 2.1.2. . 𝑅 bir halka olmak üzere 𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun . 𝑟𝜇 ∈ 𝐿𝑀 ve  

 ∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟𝜇)(𝑥) = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} şeklinde tanımlanır. 𝑟𝜇 ifadesine 

𝑟 ve 𝜇 nin skaler çarpımı denir. 

 

Teorem 2.1.1. 𝑅 birimi 𝑒 olan bir halka ve 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅,  𝜇, 𝜈, 𝜉, 𝜇𝑖 ∈ 𝐿𝑀, 𝑖 ∈ 𝐼 öyle 

ki 𝐼 herhangi boştan farklı index kümesi olsun. Bu taktirde aşağıdaki teoremler doğrudur. 

1) 𝑒𝜇 = 𝜇, (−𝑒)𝜇 = −𝜇, 

2) ∀𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑟1{𝜃} = 1{𝜃}, 

3) 𝜇 ⊆ 𝜈 ⟹ 𝑟𝜇 ⊆ 𝑟𝜈, 

4) 𝑟(𝑠𝜇) = (𝑟𝑠)𝜇, 

5) 𝑟(𝜇 +𝑇  𝜈) = 𝑟𝜇 +𝑇  𝑟𝜈, 

6) 𝑟(⋃ 𝜇𝑖)

𝑖∈𝐼

= ⋃ 𝑟𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

, 

 7) ∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟𝜇)(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) , 

 8) ∀𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜉(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) ⟺ 𝑟𝜇 ⊆ 𝜉, 

      9) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için (𝑟𝜇+𝑇𝑠𝜈)(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜈(𝑦)),  

    10) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için ξ(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜈(𝑦)) ⟺ 𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜈 ⊆ 𝜉. 
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İspat:  

1) ∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑒𝜇)(𝑥) = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑒𝑦 = 𝑥}  

                                         = ⋁{𝜇(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑀} = 𝜇(𝑥). 

∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑒𝜇)(𝑥) = 𝜇(𝑥) olduğundan 𝑒𝜇 = 𝜇 dir. 

∀𝑥 ∈ 𝑀 𝑖ç𝑖𝑛 ((−𝑒)𝜇)(𝑥) = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, (−𝑒)𝑦 = 𝑥} 

                                  = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑒𝑦 = −𝑥} 

                                                = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑦 = −𝑥} 

                                  = 𝜇(−𝑥) = (−𝜇)(𝑥). O halde  (−𝑒)𝜇 = −𝜇 dir. 

 

2) 𝑥 ≠ 𝜃 ise  1{𝜃}(𝑥) = 0. 

𝑥 ≠ 𝜃 ise (𝑟1{𝜃})(𝑥) = ⋁{1{𝜃}(𝑦): 𝑟𝑦 = 𝑥} = 0   [𝑦 = 𝜃 olamaz çünkü 𝑥 ≠ 𝜃 

dır. ] 

 𝑥 = 𝜃 ise 1{𝜃}(𝑥) = 1. 

 𝑥 = 𝜃 ise (𝑟1{𝜃})(𝜃) = ⋁{1{𝜃}(𝑦): 𝑟𝑦 = 𝜃} = 1  olacak şekilde 𝑦 = 𝜃 alınır. 

 

3) 𝜇 ⊆ 𝜈 olsun. ∀𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜇(𝑥) ≤ 𝜈(𝑥) dir. 

 (𝑟𝜇)(𝑥) = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} 

 ≤ ⋁{𝜈(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} 

 = (𝑟𝜈)(𝑥)  olduğundan 𝑟𝜇 ≤ 𝑟𝜈 dir. 

 

4) 𝑟(𝑠𝜇) = (𝑟𝑠)(𝜇)  

∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟(𝑠𝜇))(𝑥) = ⋁{(𝑠𝜇)(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} 

           = ⋁{⋁{𝜇(𝑧): 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑠𝑧 = 𝑦}: 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} 

           = ⋁{⋁𝜇(𝑧): 𝑟(𝑠𝑧) = 𝑥} 

           = ⋁{⋁𝜇(𝑧): (𝑟𝑠)𝑧 = 𝑥,   𝑧 ∈ 𝑀} 

            = ⋁{𝜇(𝑧): (𝑟𝑠)𝑧 = 𝑥} 

            = ((𝑟𝑠)𝜇)(𝑥).  

 

5) 𝑟(𝜇 +𝑇  𝜈) = 𝑟𝜇 +𝑇  𝑟𝜈  

∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟(𝜇 +𝑇  𝜈)(𝑥) = ⋁{(𝜇 +𝑇  𝜈)(𝑦):  𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} 

            = ⋁{⋁{𝑇(𝜇(𝑧), 𝜈(𝑡)): 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑀, 𝑧 + 𝑡 = 𝑦}: 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} 
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            = ⋁ {⋁{𝑇(𝜇(𝑧), 𝜈(𝑡)): 𝑧, 𝑡, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟(𝑧 + 𝑡) = 𝑥}} 

            = ⋁ {⋁{𝑇(𝜇(𝑧), 𝜈(𝑡)): 𝑧, 𝑡, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑧 + 𝑟𝑡 = 𝑥}} 

            = ⋁ {⋁{𝑇(𝜇(𝑧), 𝜈(𝑡)): 𝑟𝑧 = 𝑥1, 𝑟𝑡 = 𝑥2, 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑥}} 

            = ⋁{𝑇(⋁{𝜇(𝑧): 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑟𝑧 = 𝑥1}, ⋁{𝜈(𝑡): 𝑡 ∈ 𝑀, 𝑟𝑡 = 𝑥2}), 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑥} 

            = ⋁{𝑇((𝑟𝜇)(𝑥1), (𝑟𝜈)(𝑥2)):  𝑥1, 𝑥2 ∈ M, 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑥} 

            = (𝑟𝜇 +𝑇  𝑟𝜈)(𝑥) dir. 

 

    𝟔) ∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟(⋃ 𝜇𝑖))(𝑥) = ⋁ {(⋃ 𝜇𝑖)(𝑦): 𝑟𝑦 = 𝑥

𝑖∈𝐼

, 𝑦 ∈ 𝑀}

𝑖∈𝐼

 

= ⋁ {⋁ 𝜇𝑖(𝑦): 𝑟𝑦 = 𝑥

𝑖∈𝐼

, 𝑦 ∈ 𝑀} = ⋁(𝑟𝜇𝑖)(𝑥)

𝑖∈𝐼

 

                                     

         = (⋃ 𝑟𝜇𝑖)(𝑥)

𝑖∈𝐼

 

 

7) ∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟𝜇)(𝑟𝑥) = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑟𝑥},   

                                                   = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑦 = 𝑥} ≥ 𝜇(𝑥). 

 

8) ∀𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜉(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) olsun. O halde (𝑟𝜇)(𝑥) = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥}  

                                                                                                      ≤ ⋁{𝜉(𝑟𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥} 

                                                                   = 𝜉(𝑥). 

 

 Şimdi, 𝑟𝜇 ⊆ 𝜉 olsun. O halde  ∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟𝜇)(𝑥) ≤ 𝜉(𝑥) dir.  

Buradan Teorem 2.1.1. 7’den 𝜉(𝑟𝑥) ≥ (𝑟𝜇)(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) elde edilir. O halde 

𝜉(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) dir. 

 

9) Teorem 2.1.1. 7’den ve +𝑇 tanımından  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için  

 (𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜈)(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇((𝑟𝜇)(𝑟𝑥), (𝑠𝜈)(𝑠𝑦)) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜈(𝑦)) dir. 

 

10) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için ξ(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜈(𝑦)) olsun. O halde, ∀𝑧 ∈ 𝑀 için 
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(𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜈)(𝑧) = ⋁{𝑇((𝑟𝜇)(𝑢), (𝑠𝜈)(𝑣)): 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑀, 𝑢 + 𝑣 = 𝑧} 

= ⋁ {𝑇(⋁{𝜇(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑟𝑥 = 𝑢}, ⋁{𝜈(𝑦): 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑠𝑦 = 𝑣} ∶ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑀, 𝑢 + 𝑣 = 𝑧  } 

 = ⋁{𝑇(𝜇(𝑥), 𝜈(𝑦)): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑥 + 𝑠𝑦 = 𝑧} ≤ 𝜉(𝑧).  O halde 𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜈 ≤ 𝜉 

 elde edilir.  

 

Tersine 𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜈 ≤ 𝜉 olduğunu kabul edelim. Teorem 2.1.1. 7’den ve +𝑇 

tanımından, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için, ξ(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ (𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜈)(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) 

                                                                          ≥ 𝑇((𝑟𝜇)(𝑟𝑥), (𝑠𝜈)(𝑠𝑦)) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜈(𝑦)) dir. 

O halde ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.1.2. 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve 𝜇 ∈ 𝐿𝜇  olsun. O halde,  

1) 𝑟𝜇 ⊆ 𝜇 ⟺ ∀𝑥 ∈ 𝑀 için  𝜇(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥),  

2) 𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜇 ⊆ 𝜇 ⟺ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için  𝜇(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)).  

 

İspat: Teorem 2.1.1. den ispatı açıktır. 

 

Teorem 2.1.3. Farz edelim ki 𝑁, 𝑅 üzerinde bir modül olsun. 𝑓: 𝑀 → 𝑁 

homomorfizması olsun ve 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 𝑣𝑒 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿𝑀 için, 

1) 𝑓(𝜇 +𝑇  𝜈) = 𝑓(𝜇) +𝑇  𝑓(𝜈), 

2) 𝑓(𝑟𝜇) = 𝑟𝑓(𝜇),  

3) 𝑓(𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜈) = 𝑟𝑓(𝜇) +𝑇  𝑠𝑓(𝜈) dır. 

 

İspat: ∀𝑦 ∈ 𝑁 için, 

1) 𝑓(𝜇 +𝑇  𝜈)(𝑦) = ⋁{(𝜇 +𝑇  𝜈)(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

= ⋁{⋁{𝑇(𝜇(𝑦1), 𝜈(𝑦2)): 𝑦1 , 𝑦2 ∈ 𝑀, 𝑦1 + 𝑦2 = 𝑥}: 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

= ⋁{𝑇(𝜇(𝑦1), 𝜈(𝑦2)): 𝑓(𝑦1 + 𝑦2) = 𝑦: 𝑦1 , 𝑦2 ∈ 𝑀} 

       = ⋁{𝑇(𝜇(𝑦1), 𝜈(𝑦2)): 𝑓(𝑦1) + 𝑓(𝑦2) = 𝑦: 𝑦1 , 𝑦2 ∈ 𝑀} 

       = ⋁{𝑇(𝜇(𝑦1), 𝜈(𝑦2)): 𝑓(𝑦1) = 𝑥1, 𝑓(𝑦2) = 𝑥2,  𝑥1 + 𝑥2 = 𝑦} 

       = ⋁{𝑇((𝜇(𝑦1): 𝑦1 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑦1) = 𝑥1), (𝜈(𝑦2): 𝑦2 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑦2) = 𝑥2)): 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑦} 

= ⋁ {𝑇 (𝑓(𝜇(𝑥1)), 𝑓(𝜈(𝑥2))): 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑀, 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑦} 
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= (𝑓(𝜇) +𝑇  𝑓(𝜈))(𝑦). 

 

2) Herhangi bir 𝑦 ∈ 𝑁 için 𝑓(𝑟𝜇)(𝑦) = ⋁{(𝑟𝜇)(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

= ⋁{⋁{𝜇(𝑢): 𝑢 ∈ 𝑀, 𝑟𝑢 = 𝑥}: 𝑥 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑥) = 𝑦} 

= ⋁{𝜇(𝑢): 𝑢 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑟𝑢) = 𝑦} 

= ⋁{𝜇(𝑢): 𝑢 ∈ 𝑀, 𝑟𝑓(𝑢) = 𝑦} 

= ⋁{⋁{𝜇(𝑢): 𝑢 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑢) = 𝑦1}: 𝑦1 ∈ 𝑁, 𝑟𝑦1 = 𝑦} = 𝑟𝑓(𝜇)(𝑦) 

O halde, 𝑓(𝑟𝜇) = 𝑟𝑓(𝜇) dir. 

 

3) Teorem 2.1.3 ün maddelerinden ispatı açıktır. 

 

Tanım 2.1.3. 𝜉 ∈ 𝐿𝑅 ve 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝜉 .𝑇 𝜇, 𝜉 ⨀𝑇  𝜇 ∈ 𝐿𝑀  aşağıdaki gibi 

tanımlanır. ∀𝑥 ∈ 𝑀 için, 

(𝜉 .𝑇 𝜇)(𝑥) = ⋁{𝑇(𝜉(𝑟), 𝜇(𝑦)):  𝑟 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑟𝑦 = 𝑥}, 

(𝜉 ⨀𝑇  𝜇)(𝑥) = ⋁ {𝑇𝑖∈𝐼
𝑛 𝑇(𝜉(𝑟𝑖), 𝜇(𝑥𝑖)): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑥

𝑛

𝑖=1

} . 

  

𝑇 = ⋀ olduğunda 𝜉 .𝑇 𝜇 ve 𝜉 ⨀𝑇  𝜇  kısaca sırasıyla 𝜉 . 𝜇 ve 𝜉⨀𝜇 şeklinde 

gösterilir. 

 

            𝑟 ∈ 𝑅 için 1{𝑟} .𝑇 𝜇 = 𝑟𝜇 olduğunu ispatlamak zor değildir ve 1{𝑟} ⨀𝑇  𝜇 aşağıdaki 

gibi verilir. 

(1{𝑟} ⨀𝑇𝜇)(𝑥) = ⋁ {𝑇𝑖∈𝐼
𝑛 𝜇(𝑥𝑖):  𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑟 ∑ 𝑥𝑖 = 𝑥

𝑛

𝑖=1

} , ∀𝑥 ∈ 𝑀. 

 

Tanım 2.1.4.  𝑀 nin 𝜇 𝐿-alt kümesine 𝑀 nin bir 𝑇𝐿-alt modülü denir ancak ve 

ancak 𝜇 aşağıdaki şartları sağlarsa: 

(M1) 𝜇(𝜃) = 1, 

(M2) ∀𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜇(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥),  

(M𝟑)𝐓 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için 𝜇(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)) şartlarını sağlar. 

𝑇 = ⋀  olduğunda 𝑀 nin 𝑇𝐿-alt modülüne 𝑀 nin bir 𝐿-alt modülü denir. 
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𝐿 = [0, 1]  ise bir 𝑇𝐿-alt modül ve 𝐿-alt modüle sırasıyla bir 𝑇 fuzzy alt modül ve 

bir fuzzy alt modül denir. 

 

𝑀 nin bütün 𝑇𝐿-alt modüllerinin kümesi ve 𝑀 nin bütün 𝐿-alt modüllerinin 

kümesi sırasıyla 𝑇𝐿(𝑀)  ve 𝐿(𝑀) ile gösterilir. 

 

Bilindiği gibi 𝑅 halkası kendisi üzerinde bir modül olarak düşünülebilir. Bu 

durumda tanım 2.1.4 ü ile 𝜇, modül 𝑅 nin 𝑇𝐿-alt modülüdür ancak ve ancak 𝜇 𝑅 

halkasının 𝑇𝐿-sol idealidir. Tanım 2.1.4 den 𝐿(𝑀) ⊆ 𝑇𝐿(𝑀) olduğunu görmek kolaydır. 

∀𝑥 ∈ 𝑀 için − 𝑒𝑥 = −𝑥 olduğundan (M2) şartı gösteriyor ki 𝜇(−𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) dir. Sonuç 

olarak 𝜇,  (M2) şartını sağlayan bir toplamsal grubun 𝑇𝐿-alt grubudur ve 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

Teorem 2.1.4. 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun.  𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. ⟺  𝜇, (M1) şartını ve aşağıdaki 

şartı sağlar. 

(𝑴𝟒)𝑻    ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için 𝜇(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)).  

 

İspat: “: ⟹ ” 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. Tanımdan (M1) şartı sağlanır. 𝜇, (M2) ve (M3) 

şartlarını sağladığından ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅  ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için  

𝜇(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑟𝑥), 𝜇(𝑠𝑦)) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)) dir.  O halde (M4) şartını da sağlar. 

 

"⟸:" 𝜇(𝑟𝑥) = 𝜇(𝑟𝑥 + 𝑟𝜃) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝜃)) = 𝜇(𝑥). 

 [𝜇(𝜃) = 1 ve 𝑇(𝑥, 1) = 𝑥 olduğundan]. ∀𝑟 ∈ 𝑅 ve ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için                          

 𝜇(𝑥 + 𝑦) = 𝜇(𝑒𝑥 + 𝑒𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)) dir. O halde (M2) ve (M3) şartları sağlanır. 

Dolayısıyla 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

Teorem 2.1.5. 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir ancak ve ancak  𝜇, 𝑀 nin toplamlı  

𝑇𝐿-alt grubu ve aşağıdaki şartı sağlarsa: 

(𝑀2)′ ∀𝑟 ∈ 𝑅  için 𝑟𝜇 ⊆ 𝜇. 

İspat: “: ⟹ ” 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olduğundan toplamlı 𝑇𝐿-alt grubun 

bütün şartları sağlanır. 

 ∀𝑥 ∈ 𝑀 için (𝑟𝜇)(𝑥) = ⋁{𝜇(𝑦): 𝑦 ∈ M, ry = x} 

                                    = ⋁{𝜇(𝑟−1𝑥): 𝑥 ∈ 𝑀} ≥ ⋁{𝜇(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑀} = 𝜇(𝑥).  
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O halde 𝑟𝜇 ⊆ 𝜇 dir. 

 

"⟸:" ∀𝑟 ∈ 𝑅  için 𝑟𝜇 ⊆ 𝜇 olsun ve 𝜇  𝑀 nin toplamlı bir 𝑇𝐿-alt grubu olsun. 

𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olduğunu gösterelim. 𝜇, 𝑇𝐿- alt grup olduğundan 𝜇(𝜃) = 1 dir.  

Teorem 2.1.2 ‘den 𝑟𝜇 ⊆ 𝜇 olduğundan 𝜇(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) dir. 𝜇 toplamlı 𝑇𝐿-alt grup 

olduğundan 𝜇(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)) dir. O halde 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olur. 

 

Teorem 2.1.6. 𝜇 ∈ 𝐿𝑀  olsun. 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir ancak ve ancak 𝜇 aşağıdaki şartları 

sağlarsa: 

(𝑴𝟏)′   1{𝜃} ⊆ 𝜇,  

(𝑴𝟐)′   ∀𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑟𝜇 ⊆ 𝜇,  

(𝑴𝟑)𝑻
′   𝜇 +𝑇  𝜇 ⊆ 𝜇.  

 

İspat: “: ⟹ ” 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun.  O halde, 1{𝜃}(𝑥) = {
1, 𝑥 = 𝜃
0, 𝑥 ≠ 𝜃

 

𝑥 = 𝜃  ise 1{𝜃}(𝑥) = 1 ≤ 𝜇(𝑥) = 𝜇(𝜃) = 1 

𝑥 ≠ 𝜃 ise 1{𝜃}(𝑥) = 0 ≤ 𝜇(𝑥) dir. O halde (𝑀1)′ şartı sağlanır. (𝑀2)′ şartı              

Teorem 2.1.5.’de ispatlandı. 

(𝜇 +𝑇  𝜇)(𝑥) = ⋁{𝑇(𝜇(𝑦), 𝜇(𝑧)), 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑦 + 𝑧 = 𝑥}

≤ ⋁{𝜇(𝑦 + 𝑧): 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀, 𝑦 + 𝑧 = 𝑥} = 𝜇(𝑥) 

 

Şimdi , "⟸:" (𝑀1)′, (𝑀2)′, (𝑀3)𝑇
′  şartlarını doğru kabul edelim. 

1 = 1{𝜃}(𝜃) ≤ 𝜇(𝜃) ≤ 1 olur. Buradan 𝜇(𝜃) = 1 elde edilir. Teorem 2.1.2 den 𝑟𝜇 ⊆ 𝜇 

olduğundan 𝜇(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) dir.  

 

Teorem 2.1.2. 2’den  𝜇(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)) elde ederiz. O halde 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) 

dir. 

 

Teorem 2.1.7. 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. ⟺  𝜇, aşağıdaki şartları sağlar. 

(𝑴𝟏)′   1{𝜃} ⊆ 𝜇,  

(𝑴𝟒)𝑻
′   ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 için 𝑟𝜇 +𝑇  𝑠𝜇 ⊆ 𝜇 . 

 

İspat: Teorem 2.1.6 ve Teorem 2.1.2 den ispatı açıktır. 
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Teorem 2.1.8. 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝜇 ∈ 𝐿(𝑀) dir. ⟺ Her 𝜇𝑎 (𝑎 ∈ 𝐿) 𝑀 nin bir alt 

modülüdür. 

 

İspat: 𝜇 ∈ 𝐿𝑀, 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. Açıkca 𝜇𝑎 , M nin bir toplamlı alt grubudur. Eğer 

∀𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑥 ∈ 𝜇𝑎 ise 𝜇(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) ≥ 𝑎 dir. O halde 𝑟𝑥 ∈ 𝜇𝑎  dır. Bu yüzden 𝜇𝑎, M nin 

bir alt modülüdür. 

 

Tersine her 𝜇𝑎 (𝑎 ∈ 𝐿) 𝑀 nin bir alt modülü olsun. ∀𝑎 ∈ 𝐿 için  𝜇(0) ≥ 𝑎  

böylece 𝜇(0) = 1 dir. Açıkca 𝜇, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için 𝜇(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝜇(𝑥) ∧ 𝜇(𝑦) şartını sağlar.  

𝑥 ∈ 𝑀 ve  𝑎 = 𝜇(𝑥) olsun. O halde 𝑥 ∈ 𝜇𝑎 dır. ∀𝑟 ∈ 𝑅  için 𝑟𝑥 ∈ 𝜇𝑎 dır. 

Böylece ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜇(𝑟𝑥) ≥ 𝑎 = 𝜇(𝑥). Sonuç olarak 𝜇 ∈ 𝐿(𝑀) dir. 

 

Tanım 2.1.9. 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. O halde 𝑇 regüler olduğunda 𝑀𝜇, 𝑀 nin bir alt 

modülü ve 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜇), 𝑀 nin bir alt modülüdür. 

 

İspat: Teorem 2.1.8. den teoremin ispatı açıktır. 

 

Teorem 2.1.10. ≤ bağıntısı içeren 𝐿-alt küme ile donatılmış 𝑇𝐿(𝑀) kümesi, 𝐿-alt 

kümelerin kesişim kümeleri ile bir tam kafes oluşturur. Maksimal ve minimal elemanları 

sırasıyla 1𝑀 ve 1{𝜃} dır. Dahası 𝐿 alt küme 𝑇 kesişim altında kapalıdır. 

 

İspat: 𝜇𝑖 ∈ 𝑇𝐿(𝑀), 𝑖 ∈ 𝐼, 𝐼 boştan farklı index kümesi olsun. O halde; 

(⋂ 𝜇𝑖)(𝜃) = ⋀ 𝜇𝑖(𝜃)

𝑖∈𝐼

= 1

𝑖∈𝐼

 dir. 

∀𝑖 ∈ 𝐼, ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için, 

 𝜇𝑖(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) ≥ 𝑇(𝜇𝑖(𝑥), 𝜇𝑖(𝑦)) ≥ 𝑇((⋀ 𝜇𝑖)(𝑥), (⋀ 𝜇𝑖)(𝑦)) dir

𝑖∈𝐼𝑖∈𝐼

. 
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∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için (⋂ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑟𝑥 + 𝑠𝑦) = ⋀ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

(𝑟𝑥 + 𝑠𝑦)     

≥ ⋀ 𝑇(𝜇𝑖(𝑥), 𝜇𝑖(𝑦))

𝑖∈𝐼

≥ 𝑇 (⋀ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

(𝑥), ⋀ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

(𝑦))

≥ 𝑇 ((⋂ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑥), (⋂ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

) (𝑦))  dir.    

O halde Teorem 2.1.4 den ⋂ 𝜇𝑖

𝑖∈𝐼

∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

 Böylece 1𝑀 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olduğu gözlenir. ≤ sıralı 𝑇𝐿(𝑀) kümesinin, 𝐿-alt küme 

kesişimlerine karşılık gelen bir tam kafes oluşturduğunu iddia edebiliriz. 

 

Teorem 2.1.11.  Farz edelim ki 𝑁, 𝑅 üzerinde bir modül olsun, ve 𝑓: 𝑀 → 𝑁 ye 

bir homomorfizma olsun. O halde aşağıdaki teoremler doğrudur. 

1) 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) ⟹ 𝑓(𝜇) ∈ 𝑇𝐿(𝑁), 

2) 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑁) ⟹  𝑓−1(𝜈) ∈ 𝑇𝐿(𝑀). 

 

İspat: 

1) 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. Açıkca 𝑓(𝜇) 𝑁 nin toplamalı 𝑇𝐿-alt grubudur.  

∀𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑟(𝑓(𝜇)) = 𝑓(𝑟𝜇) ≤ 𝑓(𝜇). [Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.5 den] 

O halde 𝑓(𝜇) ∈ 𝑇𝐿(𝑁)
 dir. 

 

2) 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑁) olsun. 𝑓−1(𝜈), 𝑀’ nin değişmeli 𝑇𝐿 alt grubudur. 

∀𝑟 ∈ 𝑅 𝑣𝑒 𝑥 ∈ 𝑀 için 𝑓−1(𝜈)(𝑟𝑥) = 𝜈(𝑓(𝑟𝑥)) = 𝜈(𝑟𝑓(𝑥)) ≥ 𝑣(𝑓(𝑥)) = 𝑓−1(𝜈)(𝑥). 

O halde 𝑓−1(𝜈) ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

Teorem 2.1.12. 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) ve 𝑟 ∈ 𝐶(𝑅) olsun öyle ki 𝐶(𝑅), 𝑅 nin merkezini 

gösterir. O halde 𝑟𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

İspat: 1{𝜃} ⊆ 𝜇 olduğundan Teorem 2.1.2 (3) den 1{𝜃} ⊆ 𝑟𝜇 dir. Teorem 2.1.2 

(3)-(5) ile beraber Teorem 2.1.7. den ve 𝑟 ∈ 𝐶(𝑅) olduğundan, 
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∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅 için 𝑠(𝑟𝜇) +𝑇  𝑡(𝑟𝜇) = 𝑟(𝑠𝜇 +𝑇  𝑡𝜇) ≤ 𝑟𝜇. Sonuç olarak Teorem 2.1.7. den,  

𝑟𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olur. 

 

    Teorem 2.1.13. 𝜇, 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. O halde 𝜇 +𝑇  𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

 İspat: 𝜇 +𝑇  𝜈, 𝑀 nin değişmeli 𝑇𝐿-alt grubudur. Teorem 2.1.1.(5) ve 2.1.5. den, 

∀𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑟(𝜇 +𝑇  𝜈) = 𝑟𝜇+𝑇  𝑟𝜈 ≤ 𝜇 +𝑇  𝜈. Böylece  𝜇 +𝑇  𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir.  

 

Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.13 ün sonucuna göre aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

 Teorem 2.1.14. Farz edelim ki 𝑅 değişmeli halka olsun. 𝑟𝑖 ∈ 𝑅 ve 𝜇𝑖 ∈ 𝑇𝐿(𝑀)  

olsun. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁,  o halde ∑ 𝑟𝑖𝜇𝑖 ∈ 𝑇𝐿(𝑀)

𝑛

𝑖=𝐼

 dir. 

 

  Teorem 2.1.15. 𝜉 ∈ 𝑇𝐿𝐼𝑙(𝑅) ve  𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. O halde 𝜉 ⨀𝑇  𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

  İspat: Öncelikle (𝜉 ⨀𝑇  𝜇)(𝜃) = 1 olduğunu görmek kolaydır. 

∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀 için, 

(𝜉 ⨀𝑇  𝜇)(𝑟𝑥) = ⋁ {𝑇𝑖=1
𝑛 (𝜉(𝑠𝑖), 𝜇(𝑧𝑖)): 𝑠𝑖 ∈ 𝑅, 𝑧𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑ 𝑠𝑖𝑧𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑟𝑥} 

≥ ⋁ {𝑇𝑖=1
𝑛 (𝜉(𝑟𝑟𝑖), 𝜇(𝑥𝑖)): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑(𝑟𝑟𝑖)𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑟𝑥} 

                     

≥ ⋁ {𝑇𝑖=1
𝑛 (𝜉(𝑟𝑖), 𝜇(𝑥𝑖)): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑥} 

            = (𝜉 ⨀𝑇  𝜇)(𝑥). O halde 𝜉 ⨀𝑇  𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀)  dir. 

 

Sonuç olarak 𝑇 üzerinde sonsuz ∨ −dağılımı kullanıldığında kolayca görülür ki; 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 için (𝜉 ⨀𝑇  𝜇)(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇((𝜉 ⨀𝑇  𝜇)(𝑥), (𝜉 ⨀𝑇  𝜇)(𝑦)) . O halde, 

𝜉 ⨀𝑇  𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 𝑀 = 𝑅 özel durumu Teorem 2.1.15’e uyum sağlar. Eğer 𝜉, 𝜇 ∈ 𝑇𝐿𝐼1(𝑅) ise  

𝜉 ⨀𝑇𝜇 ∈ 𝑇𝐿𝐼1(𝑅) dir. 
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 Tanım 2.1.5. Eğer 𝑅 cisim ise bir 𝐿-alt küme 𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) ye 𝑀 lineer uzayının   

𝑇𝐿-lineer alt uzayı denir. Bir 𝑇𝐿-lineer uzayı 𝑇 = ⋀ olduğunda 𝐿-lineer uzay diye 

isimlendirilir. Özel olarak 𝐿 = [0, 1] olduğunda, 𝑇𝐿-lineer alt uzay ve 𝐿-lineer alt uzay 

sırasıyla 𝑇-fuzzy lineer alt uzay ve bir lineer alt uzay olarak isimlendirilir. 

 

 𝑇𝐿-lineer alt uzay aynı zamanda 𝑇𝐿-alt modül olduğundan, 𝑇𝐿- alt modülün genel 

özellikleri için 𝑇𝐿-lineer alt uzaya başvurulabilir. 

 

2.2. Bölüm Modüllerinin 𝑻𝑳-Alt Modülleri  

 

 Bu bölümde bölüm modüllerinin 𝑇𝐿-alt modüllerinin inşasının iki metodunu 

açıklayacağız. 

 

 Teorem 2.2.1. 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) ve 𝐴, 𝑀 nin bir alt modülü olsun. 𝜉 ∈ 𝐿𝑀/𝐴 aşağıdaki 

gibi tanımlanır. 

∀𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜉([𝑥]) = ⋁{𝜈(𝑢): 𝑢 ∈ [𝑥]}.  

𝑀/𝐴, 𝐴 ya göre 𝑀 nin bölüm modüllerinin gösterimidir ve [𝑥], 𝑥 + 𝐴 kosetini temsil eder. 

O halde 𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑀/𝐴) dır. 

 

 İspat: Açıkça 𝜉 toplamsal 𝑀/𝐴 grubunun bir 𝑇𝐿-alt grubudur. O halde                 

∀𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀 için, 

𝜉(𝑟[𝑥]) = 𝜉([𝑟𝑥]) = ⋁{𝜈(𝑢): 𝑢 ∈ [𝑟𝑥]} = ⋁{𝜈(𝑟𝑥 + 𝑦): 𝑦 ∈ 𝐴} 

≥ ⋁{𝜈(𝑟𝑥 + 𝑟𝑧): 𝑧 ∈ 𝐴} = ⋁{𝜈(𝑟(𝑥 + 𝑧)): 𝑧 ∈ 𝐴} 

≥ ⋁{𝜈(𝑥 + 𝑧): 𝑧 ∈ 𝐴} = ⋁{𝜈(𝜗): 𝜗 ∈ [𝑥]} = 𝜉([𝑥]). 

         O halde 𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑀/𝐴) dir. 

 

 Şimdi Teorem 2.2.1. in özel durumunu düşünelim. Mesela 𝐿 bir zincir ve              

𝜈 ∈ 𝐿(𝑀) durumunda 𝑎 ∈ 𝐿, 𝐴 = 𝜈𝑎 olsun. O halde 𝐴, 𝑀 nin bir alt modülü olur. 

Böylece Teorem 2.2.1., 𝜉 ∈ 𝐿(𝑀/𝐴),  𝜉 teoremdeki gibi tanımlansın.  

 Şimdi herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑀 seçelim ve 𝜉([𝑥]) düşünelim. Eğer [𝑥] = 𝐴 ise 

𝜉([𝑥]) = 1 dir. Eğer [𝑥] ≠ 𝐴 ise 𝑥 ∉ 𝐴 ve bu yüzden 𝜈(𝑥) < 𝑎 dır. Böylece herhangi  

𝑦 ∈ [𝑥], 𝑧 ∈ 𝐴 mevcut öyle ki 𝑦 = 𝑥 + 𝑧. Buradan, 𝜈(𝑦) = 𝜈(𝑥 + 𝑧) ≥ 𝜈(𝑥) ∧ 𝜈(𝑧) =
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𝜈(𝑥). Benzer şekilde , 𝜈(𝑥) = 𝜈(𝑦 + (−𝑧)) ≥ 𝜈(𝑦) ∧ 𝜈(−𝑧) = 𝜈(𝑦). Sonuç olarak 

𝜈(𝑥) = 𝜈(𝑦) olur.  

 O halde 𝜉([𝑥]) aşağıdaki gibi verilebilir. ∀ 𝑥 ∈ 𝑀 için, 

𝜉([𝑥]) = {
1,            𝜈(𝑥) ≥ 𝑎

 𝜈(𝑥),       𝜈(𝑥) < 𝑎.
  

 

  𝜇, 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun öyle ki 𝜇 ≤  𝜈 ve 𝑇 yi regüler kabul edelim. 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) ve 

𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) 𝑀 nin alt modülleri olduğu biliniyor. Açıkça 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) ⊆ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) dir. Böylece 

𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇), 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) nin bir alt modülüdür. Dahası 𝜈
𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈)⁄ ∈ 𝑇𝐿(𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈)) olduğu 

açıktır. Bu yüzden Teorem 2.2.1. i takiben 𝜉 ∈ 𝐿𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇)⁄  yi aşağıdaki gibi 

tanımlarız. 

 

  𝜉([𝑥]) = ⋁{𝜈(𝑧): 𝑧 ∈ [𝑥]}, ∀𝑥 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈). [𝑥], 𝑥 + 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) kosetini temsil 

eder. O halde 𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇))⁄  dir. 𝜉 𝑇𝐿-alt modülü, 𝜇 yü temsil eden 𝜈 nin 

bölüm grubu diye adlandırılır ve 𝜈 𝜇⁄  ile yazılır. 

 

 Teorem 2.2.2. Farz edelim ki 𝑅 bir tamlık bölgesi, 𝑀 𝑅 üzerinde bölünebilir bir 

modül olsun. (𝑟 ∈ 𝑅/{0} ve 𝑥 ∈ 𝑀 ise ∃𝑦 ∈ 𝑀 öyle ki 𝑟𝑦 = 𝑥) 𝐴, 𝑀 nin bir asal modülü 

olsun. (𝐴, 𝑀 nin bir alt modülü ve 𝑟𝑥 ∈ 𝐴, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀 ise ya 𝑟 = 0 yada 𝑥 ∈ 𝐴 dır.)    

𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. 𝜂 ∈ 𝐿𝑀 𝐴⁄  aşağıdaki gibi tanımlanır. 

∀𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜂([𝑥]) = {
   1,                  [𝑥] = 𝐴 
𝑇𝑢∈[𝑥]𝜈(𝑢),   [𝑥] ≠ 𝐴.

       

O halde 𝜂 ∈ 𝑇𝐿(𝑀 𝐴⁄ ) dır. 

 

 İspat: Tanımdan 𝜂(𝐴) = 1 olduğu açıktır. Şimdi 𝑟 ∈ 𝑅  ve 𝑥 ∈ 𝑀 olsun ve      

𝜂(𝑟[𝑥]) i düşünelim. Açıkça 𝜂(𝑟[𝑥]) = 1 ≥ 𝜂([𝑥]) dir. Eğer 𝑟[𝑥] ≠ 𝐴 ise 𝑟 ≠ 0 ve  

[𝑥] ≠ 𝐴. Böylece 𝑀 bir bölünebilir modül olduğundan ve 𝐴, 𝑀 nin asal modülü 

olduğundan 𝐴 = {𝑟𝑧: 𝑧 ∈ 𝐴} sonucuna varırız. Bu yüzden, 

𝜂(𝑟[𝑥]) = 𝜂([𝑟𝑥]) = 𝑇𝑢∈[𝑟𝑥]𝜈(𝑢) = 𝑇𝑦∈𝐴𝜈(𝑟𝑥 + 𝑦) = 𝑇𝑧∈𝐴𝜈(𝑟𝑥 + 𝑟𝑧)                

                        = 𝑇𝑧∈𝐴𝜈(𝑟(𝑥 + 𝑧) ≥ 𝑇𝑧∈𝐴𝜈(𝑥 + 𝑧) = 𝑇𝜐∈[𝑥]𝜈(𝜐) = 𝜂([𝑥]) dir. 

 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 olsun. 𝜂([𝑥] + [𝑦]) i düşünelim. [𝑥] = 𝐴 yada [𝑦] = 𝐴 yada                 

[𝑥] + [𝑦] = 𝐴 olduğunda 𝜂([𝑥] + [𝑦]) ≥ 𝑇(𝜂([𝑥]), 𝜂([𝑦])) olduğunu görmek kolaydır.  
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Tersine,  

𝜂([𝑥] + [𝑦]) = 𝑇𝑤∈[𝑥]+[𝑦]𝜈(𝑤) = 𝑇𝑢′,𝑣′∈𝐴𝜈((𝑥 + 𝑢′) + (𝑦 + 𝑣′))  

                     ≥ 𝑻𝑢′,𝑣′∈𝐴𝑇(𝜈(𝑥 + 𝑢′), (𝑦 + 𝑣′))  

                     ≥ 𝑇(𝑻𝑢′∈𝐴𝜈(𝑥 + 𝑢′), 𝑻𝑣′∈𝐴𝜈(𝑦 + 𝑣′))  

                     = 𝑇 (𝑻𝑢∈[𝑥]𝜈(𝑢), 𝑻𝑣∈[𝑦]𝜈(𝑣)) = 𝑇(𝜂([𝑥]), 𝜂([𝑦])) dir. 

Sonuç olarak 𝜂 ∈ 𝑇𝐿(𝑀 𝐴⁄ ) dir. 

 

Teorem 2.2.2. nin sonucuyla aşağıdaki teorem elde edilir. 

 

 Teorem 2.2.3. 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) ve 𝐴, 𝑀 nin bir alt modülü olsun. Farzedelim ki 𝑅 

bölme halkası olsun. (𝑅 bir cisim ve bu yüzden 𝑀, 𝑅 üzerinde lineer uzay) O halde, bir 

önceki teoremde tanımlanan 𝜂 𝑇𝐿-alt modülü, 𝑀 𝐴⁄  bölüm grubunun bir 𝑇𝐿-alt 

modülüdür. 

 

 Teorem 2.2.4. 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olsun. Farz edelim ki 𝑅 bir tamlık bölgesi, 𝑀, 𝑅 

üzerinde bölünebilir modül ve 𝐴, 𝑀 nin bir torsion alt modülü olsun. 

(𝐴 = 𝑇𝑜𝑟(𝑀) = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑀, ∃𝑟 ∈ 𝑅 {0}, 𝑟𝑥 = 𝜃⁄ }). O halde Teorem 2.2.2. de 

tanımlanan 𝜂 𝑇𝐿-alt modülü, 𝑀 𝐴⁄  bölüm modülünün bir 𝑇𝐿-alt modülür. 

 

  İspat: İstenen sonuçlara Teorem 2.2.2. den varılır. 

 

 2.3. 𝑳- Alt Kümelerle Üretilen 𝑻𝑳- Alt Modüller 

 

  𝜇 ∈ 𝐿𝑀 verilsin. Teorem 2.1.10 u takiben, ⋂ {𝜈: 𝜇 ⊆ 𝜈, 𝜈 ∈ 𝑇𝐿(𝑀)}(𝑇)
,  𝑀 nin bir  

𝑇𝐿-alt modülüdür. Bu 𝑇𝐿-alt modüle, 𝐿-alt küme 𝜇 ile üretilen, 𝑇𝐿-alt modül denir ve 

< 𝜇 >𝑇 ile gösterilir. 𝑇 = ⋀ olduğunda bu 𝑇𝐿-alt modüle, 𝐿 alt küme 𝜇 ile üretilen 𝐿-alt 

modül denir ve < 𝜇 > ile gösterilir. 

 

 Genel olarak, 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 ve 𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) öyle ki 𝜉 =< 𝜇 >𝑇 ise 𝜇 ye 𝜉 𝐿-alt kümesinin 

genelleştirilmişidir denir. Özel olarak 𝑅 bir cisim ve 𝜉 =< 𝜇 >𝑇 ise 𝜇 ye 𝜉 𝑇𝐿-lineer alt 

uzayın 𝐿-alt kümesine genelleştirilmişidir denir.  

 Herhangi 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿𝑀 için aşağıdaki verileri görmek kolaydır. 
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∀𝑎 ∈ 𝐿 için < 𝑎{𝜃} ∨ 𝜇 >𝑇=< 𝜇 >𝑇 ,   

𝜇 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) ⟺< 𝜇 >𝑇= 𝜇, 

𝜇 ⊆ 𝜈 ⟹< 𝜇 >𝑇  ≤ < 𝜈 >𝑇 , 

 

 < 𝜇 𝑁⁄ >𝑇  ≤ < 𝜇 >𝑇 𝑁⁄ ∈ 𝑇𝐿(𝑁), öyle ki 𝑁, 𝑀 nin herhangi bir alt modülü ve 

𝜇 𝑁⁄  ve < 𝜇 >𝑇 𝑁⁄  ye sırasıyla 𝜇 nün kısıtlanışı ve < 𝜇 >𝑇 nın 𝑁 ye kısıtlanışıdır. 

 

 Ayrıca 𝐴, 𝑀 nin boştan farklı alt kümesi olmak üzere < 1𝐴 >𝑇= 1<𝐴> ve < 𝐴 >

, 𝐴 ile üretilen alt modülü gösterir. 

 

 Teorem 2.3.1. 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝜉 ∈ 𝐿𝑀 aşağıdaki gibi tanımlanır. ∀𝑥 ∈ 𝑀 için, 

𝜉(𝑥) = {

1,                                                                                                              𝑥 = 𝜃

⋁ {𝑇𝑖=1𝜇(𝑥𝑖): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑥

𝑛

𝑖=1

} , 𝑥 ≠ 𝜃.
 

Öyleyse; 

𝜉 = 1{𝜃} ∨ (1𝑅  ⨀𝑇  𝜇).  O halde < 𝜇 >𝑇= 𝜉. 

 

  İspat:  Açıkça 𝜇 ≤ 𝜉. Şimdi 𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) olduğunu gösterelim. Tanımla 𝜉(𝜃) = 1 

dir. 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀 olsun.  

𝑟𝑥 = 𝜃 olduğunda  𝜉(𝑟𝑥) = 1 ≥ 𝜉(𝑥) açıktır. 

𝑟𝑥 ≠ 𝜃 olduğunda   𝑥 ≠ 𝜃 ve  

𝜉(𝑟𝑥) = ⋁ {𝑇𝑖=1
𝑛 𝜇(𝑥𝑖): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑟𝑥

𝑛

𝑖=1

} 

≥ ⋁ {𝑇𝑖=1
𝑛 𝜇(𝑥𝑖): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑ 𝑟𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑟𝑥

𝑛

𝑖=1

} 

             = ⋁ {𝑇𝑖=1
𝑛 𝜇(𝑥𝑖): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑟(∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖) = 𝑟𝑥

𝑛

𝑖=1

} 

                      ≥ ⋁ {𝑇𝑖=1
𝑛 𝜇(𝑥𝑖): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, ∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑥

𝑛

𝑖=1

} = 𝜉(𝑥) 

 

Bu bize ∀𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝑥 ∈ 𝑀 için 𝜉(𝑟𝑥) ≥ 𝜉(𝑥) olduğunu gösterir.  Şimdi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 

olsun. 𝜉(𝑥 + 𝑦) yi düşünelim. 𝑥 ve 𝑦 lerin herhangi biri veya 𝑥 + 𝑦 = 𝜃 olduğunda,  
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𝜉(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇(𝜉(𝑥), 𝜉(𝑦)) dir. 𝑥, 𝑦 ve 𝑥 + 𝑦, 𝜃  ya eşit değillerse, 𝑇 nin sonsuz                    

∨ −dağılımını kullanarak, 𝜉(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇(𝜉(𝑥), 𝜉(𝑦)) olduğunu görmek kolaydır. Bu  

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀  için 𝜉(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑇(𝜉(𝑥), 𝜉(𝑦)) olduğunu ispatlar. 

 Sonuç olarak, 𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑀) dir. 

 

 Herhangi 𝜂 ∈ 𝑇𝐿(𝑀), 𝜇 ≤ η ve Teorem 2.1.4. ü takiben 𝜉 ≤ 𝜂 dir. Bu yüzden 

< 𝜇 >𝑇= 𝜉 olur. 

 

Teorem 2.3.2. 𝑥 ∈ 𝑀 ve 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. O halde, 

 < 𝑥𝑎 > =  1{𝜃} ∨ (∨ {(𝑟𝑥)𝑎, 𝑟 ∈ 𝑅}). Özel olarak 𝑥 = 𝜃 veya 𝑎 = 0 olduğunda,             

< 𝑥𝑎 >𝑇=< 𝑥𝑎 >= 1{𝜃} dır. 

 

 İspat: Teorem 2.3.1. den açıktır. 

  

 Teorem 2.3.3. 𝜇 ∈ 𝐿𝑀 olsun ve 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) {𝜃}⁄ = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} öyle ki 𝑛 ∈ 𝑁,   

𝑎𝑖 = 𝜇(𝑥𝑖) ve 𝜇𝑖 = (𝑥𝑖)𝑎𝑖
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 olsun. O halde < 𝜇 >𝑇= 1{𝜃} ∨ 𝜈 dir öyle ki 

𝜈 = ⋁ {∑ 𝑟𝑖𝑗𝜇𝑖𝑗: 𝑟𝑖𝑗 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑚 ≤ 𝑛
(𝑇)

𝑚

𝑗=1

}. 

 İspat: Teorem 2.3.1. in sonucundan ispatı görmek kolaydır. 

 

 Tanım 2.3.1. 𝑀 nin iki 𝐿-alt kümeleri 𝜇 ve 𝜈 ye < 𝜇 >𝑇=< 𝜈 >𝑇 ise 𝜇 ve 𝜈  ye 

𝑇- denktir denir. Özel olarak < 𝜇 > =< 𝜈 >   ise  𝜇 ve 𝜈  denktir denir. 

 

  𝑀 nin 𝐿-alt kümeleri arasında 𝑇-denklik bağıntılarının yansıma, simetrik ve 

geçişken özelliklerine sahip olduğunu görmek kolaydır. 

 

       Teorem 2.3.4. 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝜇 ve 𝜈 nin denk olması için yeter koşul, ∀𝑎 ∈ 𝐿 

için 𝜇𝑎 ve 𝜈𝑎 nın 𝑀’nin denk alt kümeleri olmasıdır. 

 

       İspat: Farz edelim ki ∀𝑎 ∈ 𝐿 için ve 𝜈𝑎 ve  𝜇𝑎 𝑀 nin denk alt kümeleri olsun.     

𝑥 ∈ 𝑀 için  < 𝜇 > (𝑥) ve  < 𝜈 > (𝑥) yi karşılaştıralım.  

𝑥 = 𝜃 ise < 𝜇 > (𝑥) = 1 =< 𝜈 > (𝑥).  
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𝑥 ≠ 𝜃 ise Teorem 2.3.1 i takiben, 

< 𝜇 > (𝑥) = ⋁ {⋀ 𝜇(𝑥𝑖): 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑀, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑚 ∈ 𝑁, ∑ 𝑟𝑖𝑥𝑖 = 𝑥

𝑚

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

}. 

𝑎 = ⋀ 𝜇(𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

 olsun. Böylece 𝑥 ∈ < 𝜇𝑎 >  olur. < 𝜇𝑎 > = < 𝜈𝑎 >  olduğundan  

𝑠𝑗 ∈ 𝑅, 𝑦𝑗 ∈ 𝜈𝑎, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 mevcuttur öyle ki ∑ 𝑠𝑗𝑦𝑗 = 𝑥.

𝑛

𝑗=1

 

Böylece ⋀ 𝜈(𝑦𝑗)

𝑛

𝑗=1

≥ 𝑎 = ⋀ 𝜇(𝑥𝑖) dir. 

𝑚

𝑖=1

 

Buradan Teorem 2.3.1. ile < 𝜇 > (𝑥) ≤ < 𝜈 > (𝑥) elde edilir. 

 

  Benzer şekilde < 𝜈 > (𝑥) ≤ < 𝜇 > (𝑥)  gösterilir. Sonuç olarak < 𝜇 > = < 𝜈 > 

dir. 

 Aşağıdaki örnek Teorem 2.3.4. de belirtilmiş olan 𝑀’nin 𝐿-alt kümeleri 𝜇 ve 𝜈 nin 

𝑇-denk olmaları için yeterli olmadığına bir örnektir. 

 

 Örnek 2.3.1. 𝑅, reel sayılar kümesinin cismi olsun ve 𝑉, 𝑅 üzerinde iki boyutlu 

vektör uzay olsun.  𝜇, 𝜈 ∈ [0, 1]𝑉 aşağıdaki gibi tanımlansın. 

           𝜇 = (1, 0)1/2 ∪ (0, 1)1/2  ve 

           𝜈 = (1, 0)1/2 ∪ (1, 1)1/2. 

𝜇 ve 𝜈 Teorem 2.3.4. deki durumu sağlar ama 𝑇 = 𝑇𝑚  yada 𝑇 = 𝑇𝑝 olduğunda 

 < 𝜇 >𝑇≠ < 𝜈 >𝑇  dır. 

  

 Teorem 2.3.5. 𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿𝑀 olsun. 𝜇 ve 𝜈  aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝜇 ve 𝜈 denktir 

denir, 

(1) Her 𝑥 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) {𝜃}⁄  elemanına karşılık gelen bir 𝑠 ∈ 𝑅, 𝑦 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) ve         

𝑢 ∈ 〈𝑀𝜈〉 elemanı vardır öyle ki ∃𝑥 = 𝑠𝑦 + 𝑢 ve 𝜈(𝑦) ≥ 𝜇(𝑥) dir. 

(2) Her 𝑦 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) {𝜃}⁄  elemanına karşılık gelen bir 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) ve         

𝑣 ∈ 〈𝑀𝜇〉 elemanı vardır öyle ki ∃𝑦 = 𝑟𝑥 + 𝑣 ve 𝜇(𝑥) ≥ 𝜈(𝑦) dir. 
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 İspat: Teorem 2.3.1 e başvurarak ve Teorem 2.3.4 ün ispatından gerekli sonuç 

çıkarılır. 

 

 Teorem 2.3.5 deki belirtilmiş koşul çiftleri, 𝜇 ve 𝜈 nin 𝑇-denk olması için yeterli 

koşullardır. Oysa, onlar gerekli koşullar değillerdir. Örneğin, ∨ örnek 2.3.1 deki gibi 

olsun,  𝜇 = (0, 1)2/3 ∪ (0, 1)2/3  ve 𝜈 = 𝜇 ∪ (1, 1)1/3. O halde, 〈𝜇〉𝑇𝑚
= 〈𝜈〉𝑇𝑚

 dir. Fakat 

𝜇 ve 𝜈 aynı zamanda iki şartı sağlamaz. 

 

 Teorem 2.3.5 in sonucu olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

 Teorem 2.3.6. 𝑉, 𝑅 cismi üzerinde bir lineer uzay ve  𝜇, 𝜈 ∈ 𝐿𝑉 olsun. O halde, 𝜇 

ve 𝜈 denktirler denir ancak ve ancak aşağıdaki şartları sağlarlar.  

(1) 〈𝑉𝜇〉 = 〈𝑉𝜈〉. 

(2) 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) 𝑉𝜇⁄ ≠ ∅ olduğunda her bir 𝑥 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) 𝑉𝜇⁄  elemanına karşılık gelen      

bir 𝑟𝑥 ∈ 𝑅 {0}⁄ , 𝑦 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) 𝑉𝜈⁄  ve 𝑢𝑥 ∈ 〈𝑉𝜇〉 elemanları vardır öyle ki             

𝑥 = 𝑟𝑥𝑦 + 𝑢𝑥 ve 𝜈(𝑦) ≥ 𝜇(𝑥) dir. 

(3) 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) 𝑉𝜈⁄ ≠ ∅ olduğunda her bir 𝑦 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜈) 𝑉𝜈⁄  elemanına karşılık gelen       

bir 𝑟𝑦 ∈ 𝑅 {0}⁄ , 𝑥 ∈ 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) 𝑉𝜇⁄  ve 𝑢𝑦 ∈ 〈𝑉𝜈〉 elemanları vardır öyle ki           

𝑦 = 𝑟𝑦𝑥 + 𝑢𝑦 ve 𝜇(𝑥) ≥ 𝜈(𝑦) dir. 

 

 Tanım 2.3.2. 𝑉, 𝑅 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. Eğer, 𝜉 sonlu üretilen         

𝐿-alt kümelere sahip ve 𝜉 = 〈𝜇〉𝑇 olacak şekilde öyle bir 𝜇 sonlu bir 𝐿-alt küme için            

𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑉) ye 𝑉’nin bir sonlu üretilen 𝑇𝐿-lineer alt uzayı denir. 

  

 Özel olarak 𝜉 nin 𝜇, sonlu üretilen 𝐿-alt kümeleri var ve 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) {𝜃}⁄  ,𝑉 nin 

lineer bağımsız alt kümesi ise 𝜉’ye 𝑉’nin bağımsız üretilen  𝑇𝐿-lineer alt uzayı denir.  

𝑇 = ⋀ olduğunda, 𝑉’nin bir sonlu üretilmiş 𝑇𝐿-lineer alt uzayı ve bağımsız üretilen 𝑇𝐿-

lineer alt uzayına sırasıyla, 𝑉’nin sonlu üretilen 𝐿-lineer alt uzayı ve bağımsız üretilen 𝐿-

lineer alt uzayı denir. 

 𝑑𝑖𝑚𝑉 ≤ 1 olduğunda 𝑉’nin bütün 𝑇𝐿-lineer uzaylarının 𝐿-lineer alt uzay ve 

bağımsız üretilen 𝐿-lineer alt uzay olduğunu görmek kolaydır. 
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 Sıradaki örnek, 𝑉 ≥ 2 olduğunda, 𝑉’nin sonlu üretilen 𝑇𝐿-lineer alt uzayı, sabit 

bir 𝑡-norm 𝑇 göz önüne alındığında bağımsız üretilen 𝑇𝐿-lineer alt uzayı olmayabilir. 

 

 Örnek 2.3.2. 𝑉, örnek 2.3.1 deki gibi tanımlansın ve 𝐿 = [0,1] olsun. Açıkça,    

𝜇 = (1, 0)1 2⁄ ∪  (0, 1)1 2⁄ ∪ (1, 1)1 2⁄ , 𝑉’nin bağımsız genelleştirilmiş 𝑇𝑚-fuzzy lineer 

alt uzayı olmayan, 𝑉’nin sonlu genelleştirilmiş 𝑇𝑚-fuzzy lineer alt uzay oluşturur. 

 

 Teorem 2.3.7. 𝑉, 𝑅 cismi üzerinde bir lineer uzay olsun ve 𝜉, 𝑉’nin bir sonlu 

üretilmiş 𝑇𝐿-lineer alt uzayı olsun. O halde, 𝜉, 𝑉’nin sonlu birçok bağımsız üretilen 𝑇𝐿-

lineer uzaylarının birleşim kümesi olarak ifade edilir. 𝑝 ∈ 𝑁 ve 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 için 𝜉𝑘, 𝑉’nin 

bağımsız üretilen 𝑇𝐿-lineer alt uzayları mevcut ve 𝜉 = ⋁ 𝜉𝑘
𝑝
𝑘=1  dır. 

 

 İspat: 𝜉 = 1{𝜃} olduğunda kendisi bağımsız üretilmiştir ve böylece istenen sonuç 

çıkar.  

 Şimdi, 𝜉 ≠ 1{𝜃} ve 𝜇, 𝜉 nın sonlu üretilen 𝐿-alt kümesi olsun. 𝜉 ≠ 1{𝜃} olduğundan 

𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) en az biri sıfır olmayan vektör içerir. Ayrıca, 𝜇 sonlu üretilen 𝐿-alt küme 

olduğundan, 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} kümesi için 𝑛 pozitif tamsayı olduğunu kabul 

edelim. Böylece, 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) sadece sonlu birçok lineer bağımsız alt kümelere sahiptir. Bu 

lineer bağımsız alt kümeleri {𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2, … , 𝑥𝑘𝑞𝑘
}, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 şeklinde gösterelim.               

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝑎𝑖 = 𝜇(𝑥𝑖) ve 𝜇𝑖 = (𝑥𝑖)𝑎𝑖
 olsun. O halde, 𝜇 = ⋁ 𝜇𝑖

𝑛
𝑖=1  dir. 

Her 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} için 𝜉𝑘 = 〈𝜈𝑘〉𝑇 olsun ve 𝜈𝑘 = ⋁ 𝜇𝑘𝑙
𝑞𝑘

𝑙=1  ve 𝜇𝑘𝑙 =

(𝑥𝑘𝑙)𝑎𝑘𝑙
,               1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑞𝑘 dır. O halde her 𝜉𝑘 bağımsız üretilen 𝑇𝐿-lineer alt uzaydır ve 

açıkça ⋁ 𝜉𝑘
𝑝
𝑘=1 ≤ 𝜉 dir. 

 

 Diğer taraftan, Teorem 2.3.3’e göre, 𝜉 = 1{𝜃} ⋁ 𝜈 öyle ki, 

𝜈 = ⋁ {∑ 𝑟𝑖𝑗

(𝑇)
𝜇𝑖𝑗

𝑚

𝑗=1

∶  𝑟𝑖𝑗
∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑚 ≤ 𝑛} . 

𝜇𝑖𝑗
 nin tanımından 𝑎 = 𝑇𝑗=1

𝑚 𝑎𝑖𝑗
 olduğunda  ∑ 𝑟𝑖𝑗

𝜇𝑖𝑗

(𝑇)𝑚
𝑗=1 = (∑ 𝑟𝑖𝑗

𝑥𝑖𝑗

𝑚
𝑗=1 )𝑎 olduğu 

görülür. Ayrıca, 𝑚 = 1, 𝑥𝑖𝑗
= 𝜃 olduğunda ∑ 𝑟𝑖𝑗

𝜇𝑖𝑗

(𝑇)𝑚
𝑗=1 ≤ 1{𝜃} ≤ ⋁ 𝜉𝑘

𝑝
𝑘=1  olduğu 
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açıktır. 𝑚 > 1 veya 𝑥𝑖𝑗
≠ 𝜃 olduğunda, 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑝} ve 𝜉𝑘1, 𝜉𝑘2, … , 𝜉𝑘𝑞𝑘

∈ 𝑅 mevcut 

olmalı öyle ki 𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2, … , 𝑥𝑘𝑞𝑘
⊆ {𝑥𝑖1

, 𝑥𝑖2
, … , 𝑥𝑖𝑚

} ve ∑ 𝑟𝑖𝑗
𝑥𝑖𝑗

𝑚
𝑗=1 = ∑ 𝑠𝑘𝑙𝑥𝑘𝑙

𝑞𝑘

𝑙=1  dir. 

 

 Ayrıca, ∑ 𝑠𝑘𝑙𝜇𝑘𝑙 =
𝑞𝑘

𝑙=1 (∑ 𝑠𝑘𝑙𝑥𝑘𝑙
𝑞𝑘

𝑙=1 )𝑏 öyle ki 𝑏 = 𝑇𝑙=1
𝑞𝑘  𝑎𝑘𝑙 dir. Açıkça , 𝑎 ≤ 𝑏 dir. 

Buradan,  

∑ 𝑟𝑖𝑗

(𝑇)
𝜇𝑖𝑗

𝑚

𝑙=1

= (∑ 𝑟𝑖𝑗
𝜇𝑖𝑗

𝑚

𝑗=1

)𝑎 = (∑ 𝑠𝑘𝑙𝑥𝑘𝑙

𝑞𝑘

𝑙=1

)𝑎 ≤ (∑ 𝑠𝑘𝑙𝑥𝑘𝑙

𝑞𝑘

𝑙=1

)

𝑏

= ∑ 𝑠𝑘𝑙
(𝑇)

𝜇𝑘𝑙

𝑞𝑘

𝑙=1

≤ 𝜉𝑘 . 

 

 Bu bize 𝜈 ≤ ⋁ 𝜉𝑘
𝑝
𝑘=1  olduğunu gösterir. Açıkça görülüyor ki, 1{𝜃} ≤ ⋁ 𝜉𝑘

𝑝
𝑘=1  dir. 

Bu yüzden 𝜉 ≤ ⋁ 𝜉𝑘
𝑝
𝑘=1  dır. Sonuç olarak, 𝜉 = ⋁ 𝜉𝑘

𝑝
𝑘=1  ve 𝜉𝑘 bağımsız üretilen 𝑇𝐿-lineer 

alt uzaydır. 

 Teorem 2.3.8. 𝑉, bir sonsuz 𝑅 cismi üzerinde 𝑛-boyutlu lineer uzay olsun, 𝑛 ≥ 2. 

Farz edelim ki 𝑇 ≠ ⋀ olsun. O halde 𝑉, sonlu genelleştirilmiş olmayan bir 𝑇𝐿-lineer alt 

uzaya sahiptir. 

 

 İspat: 𝑇 ≠ ⋀ olduğundan 𝑎 ∈ 𝐿 mevcuttur öyle ki 𝑇(𝑎, 𝑎) < 𝑎 dır. 𝜉 = 1{𝜃}⋁ 𝑎𝑉 

olsun. O halde 𝜉 ∈ 𝑇𝐿(𝑉) dir. 

 Farz edelim ki, 𝜉 sonlu genelleştirilmiş olsun. O halde, 𝑉’nin 𝐿-alt kümesi 𝜇 

mevcuttur öyle ki 〈𝜇〉𝑇 = 𝜉 ve |𝜇(𝑉)| < +∞ dır. Şimdi 𝜇 = (𝑥1)𝑎1
⋁ … ⋁(𝑥𝑛)𝑎𝑛

 öyle ki 

𝑆𝑢𝑝𝑝(𝜇) = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} ve 𝜇(𝑥𝑖) = 𝑎𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛. Dahası, 𝜇 ≤ 𝜉, 𝑎 ≥ 𝑎𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 

dir. 𝑉‘nin boyutu ≥ 2 olduğundan ve 𝑅 sonsuz olduğundan vardır 𝑥 ∈ 𝑉 öyle ki                 

𝑥 ∉ 〈𝑥𝑖〉, 𝑖 = 1, … , 𝑛. Böylece, Teorem 2.3.1 den 〈𝜇〉𝑇(𝑥) ≤ 𝑇(𝑎, 𝑎) < 𝑎 dır. O halde, 

〈𝜇〉𝑇 ≠ 𝜉 dır ve bu bir çelişkidir. Böylece, 𝜉 sonlu genelleştirilmiş değildir. 
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3. TARTIŞMA ve SONUÇLAR 

 

Lütfi Zadeh’in 1965 yılında vermiş olduğu fuzzy alt küme tanımından sonra klasik 

cebirdeki küme kavramı, fuzzy alt küme tanımı ile birçok matematikçi tarafından fuzzy 

cebire uygulamaya çalışılmıştır. Klasik cebirdeki tanım ve teoremlere paralel fuzzy alt 

küme tanımı kullanılarak bu tanımları doğrulayacak teorem ve örnekler incelenmiştir. 

Bizde kendi çalışmamızda 𝑇𝐿-alt modül ve 𝑇𝐿-lineer alt uzay tanımını verdik ve bu 

tanımlarla klasik cebirde örtüşen teoremler ve örnekler yaptık. 
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4. ÖNERİLER 

 Klasik cebirdeki bir çok tanım fuzzy cebire aktarılmaktadır. Bu çalışmaların bir 

standardı olmadığı için bir çok farklı tanım verilebilmektedir. Bu anlamda fuzzy cebirin 

bir sonu yoktur. Verilebilecek tanımlar ve teoremlerle fuzzy cebiri çok geniş olarak 

incelenebilir. 
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