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OZET
Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerde Lambert W Fonksiyonu Uygulamalari

Gecikmeli diferansiyel denklemler, sistemlerin davranislarindaki degisim
karakterinin sadece simdiki durumlarina degil ayn1 zamanda ge¢misteki durumlarma da
bagli olabilecegi yaklasiminin matematiksel olarak modellenmesine olanak saglayan bir
denklem grubudur. Bu denklem grubunun ¢6ziim metotlar1 ve ¢oziimlerin kalitatif

Ozellikleri adi diferansiyel denklemlerdekinden farklidir.

Tezin ilk boliimiinde gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6rnek modellerle tanitilmasi,
smiflandirilmasi ve temel ¢6ziim metotlarindan olan adimlar yonteminin bir uygulamayla

aciklanmasi yapilacaktir.

Tezin ikinci béliminde Lambert W fonksiyonu ve bu fonksiyonun gecikmeli diferansiyel
denklemlerdeki uygulamalarinda kullanilacak olan Ustel matris yOntemi ve matris
fonksiyonlart kavramlari tanitilacaktir. Yine bu bolimde adi diferansiyel denklemlerde
de kullanilan, gecikmeli diferansiyel problemlerinin  ¢ozUmlerinin  kalitatif
degerlendirmesini yapabilmek i¢in gereken kararlilik ve salimimhilik tanimlar

verilecektir.

Tezin Ugunct boluminde Lambert W fonksiyonunun belirli sinif bir gecikmeli
diferansiyel denklem problemine uygulanmasi incelenecektir. Ornek skaler ve sistem
gecikmeli diferansiyel denklem problemleri tizerinde farkli parametrelerle Lambert W
fonksiyonunun uygulanma adimlari ve ¢éziimleri incelenecektir.Coziimleri daha anlasilir
sekilde ortaya koyabilmek i¢in sadece sembolik gosterim degil problemin ¢oziim
adimlarindaki niimerik degerler de bazi problemlerde verilecektir. Skaler problem ve
sistem problem icin Lambert W fonksiyonu dallarina ait ¢oziimlerinin baslangi¢ deger

fonksiyonuyla denklestirme metodu anlatilacak ve 6rnek uygulma gosterilecektir.

Sonug¢ boliimiinde tezin kritik tespitleri tekrar ifade edilecek, tezin sundugu yeniligin

anlami, 6nemi ve kisitlar tekrar belirtilecektir.



ABSTRACT
Applications of Lambert W Function In Delay Differential Equations

Delay differential equations are class of equations that can be considered as a tool
for the mathematical modelling of the approach of not admitting the present state of the
system as the sole criteria but presuming the historical states of the systems to have effect
on the instantaneous character of change of the system as well. The solution methods and
qualitative properties of delay differential equations are different from the ordinary

differential equations.

In the 1% chapter of the thesis delay differential equations will be introduced through some
sample models. Its classification will be given and one of its main solution methods —

method of steps — will be explained on an application.

In the 2" chapter of the thesis Lambert W function will be introduced together with the
matrix exponential method and functions of matrices concepts which will have part on
the application steps of Lambert W function on delay differential equations. Also in this
chapter stability and oscillation concepts of ordinary differential equations will be
reviewed for being a basis for the qualitative analysis of the solutions of the delay

differential problems.

In chapter 3 it will be reviewed how Lambert W function is applied to a specific class of
delay differential equations. It will be anayzed the steps of applying the Lambert W
function on scalar and system delay differential equations through examples and solutions
derived by the method. To make the solutions of the method more apparent not only the
symbolic results will be shown but also the numerical values of the application steps will
be given in some examples. For both scalar and system problems, the method of equating
the Lambert W function branches to the initial function will be explained and applied on

a sample problem.

In the results section key findings of the thesis will be rephrased and the importance,
meaning and constraints of the original output of the thesis will be restated.



SEMBOLLER

Wi (2) : Lambert W fonksiyonun k. dalu.

y 2y nin 1. tlrevi.

y 2y nin 2. tlrevi.

;—; [f(x)] . f(x) in X’ e gbre n. mertebeden turevi.

diag [Jy] : Bir kdsegen matrisin kosegen elemanlarinin Jy bloklar1 olmasi.
t(h)(u) : T in h. mertebeden tlirevinin u noktasindaki degeri

[ : Imajiner birim

Vi



KISALTMALAR

GDD : Gecikmeli Diferansiyel Denklem
Cos : KosinUs fonksiyonu
Sin : Sinus fonksiyonu

vii
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1. GIRIS
1.1. Gecikmeli Diferansiyel Denklemlere Giris

Bir ¢ok ¢alisma alaninda, incelenen sistemlerin nedensellik ilkesine gore hareket
ettigi yani sistemlerin gelecekteki durumlarinin gegmis durumlarindan bagimsiz oldugu
ve sadece simdiki durumlariyla belirlendigi kabul edilir. Sistemlerin gogunlukla, simdiki
durum ve degisim hizlarin1 baz alan denklemlere gore hareket ettigi diisiiniiliir. Bu
denklemler adi ve pargali diferansiyel denklemler olmaktadir. Sistemlerin igleyisleri daha
yakindan incelendiginde gelecekteki davaranislarla ilgili olarak sadece simdiki zamani
baz alan nedensellik ilkesi yaklasiminin aslinda ger¢ek duruma sadece yaklasik bir izahat

getirdigi farkedilir [1].

Dogada kendiliginden var olan ve insanlar tarafindan biyoloji, tip, kimya, fizik,
mithendislik, ekonomi vb. alanlarda gelistirilmis bir ¢ok proseste ge¢mis durumlara

bagimlilik yani zaman gecikmesi kavrami bulunmakadir [2].

Zaman gecikmesi kavraminin belirgin olarak goriildiigii 2 6rnek asagida verilmistir.
Ornek 1:

Basit bir s1v1 karigim modeli olusturalim [3].

i
Saf su

B galon tuzlu su Gout

Tuzlu su

Sekil 1.1 S1v1 karisim modeli — tuzlu su tanki

Bir tankta B galon tuzlu su bulunsun. Bu tanka Sekil 1.1 de gortildiigii gibi {istteki bir
musluktan g galon /dk hizinda saf su ekleniyor, alttaki musluktan da yine q galon /dk

hizinda tuzlu su tahliye ediliyor olsun. Tanktaki suyun, tuzun homojen dagilimini



saglamak icin siirekli karistirildig1 varsayilsin. Tanktaki tuz miktarinin degisim hizi su

sekilde modellenebilir;

y(t) : t aninda tanktaki tuzlu sudaki tuz miktar1 (galon cinsinden),

olmak tizere
: y(®
t = _ -
y=-a 3
yazilir. Tanktaki tuz miktar1 siirekli azalacagindan denklemde (-) bulunmaktadir. % tuzlu

sudaki tuz orani, q ile carpildiginda dakikada tanktan tahliye olan tuz miktarini

vermektedir.

Bu denklemde t anindaki tanktan atilan tuz miktari t aninda tanka eklenen saf suyun ayn:
anda homojen olarak tiim tanka karistigi varsayimia dayanir. Oysa gercek durumda

tanka eklenen saf suyun tuzlu suyla homojen karisimi igin belirli bir siirenin gegmesi

gerekecektir. Bu siire géz 6ntine alindiginda tahliye edilen tuzlu su i¢indeki tuz orani %

olur. Burada » > 0 tanka eklenen saf suyun tuzlu suyla karigmi i¢in gerekli siiredir. Yani
tanktan ayrilan sudaki tuz orani r dakika Oncesinin tuzlu su orani olur. Bu durumda

tanktaki tuz degisim miktar1 su sekilde modellenir;

y(t-r1)
B

y)=-q

Bu denklemde % sabittir. Yani denklem y(t) =- ¢ y(t - r) seklinde yazilir. Bu yapidaki

lineer, skaler gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6rnek problemleri 1.3.1 de ve 3.

bdlimde incelenecektir.
Ornek 2:

Dus alan bir kisinin suyun sicakligini istedigi seviyeye getirme slirecini modelleyelim.
T,: istenen su sicakligi,

AT: suyun sicaklik degisimi,

Aa: muslugun sicak / soguk su vanasinin ¢evrim acist,

k: muslugun vanasinin ¢evrim agisinin suyun sicakliginda yaptigi degisimin katsayisi,



T, (t): vana ¢ikisindaki suyun sicakligi,
r: suyun vana ¢ikisindan dus alan kisiye temas ettigi ana kadar gegen siire,

[ dus alan kisinin hissettigi su sicakligiyla istedigi su sicakliginin arsindaki farka gore

suyun sicakligini degistirmek i¢in vanay1 ne kadar ¢evireceginin katsayisi.

Heyecanli tepkiler veren kisilerin hissettigi su sicakliginin istedigi sicakliktan farkli
oldugunda vanay1 daha ¢ok ¢evirmeye, yani daha yiiksek £ degerine sahip olmaya, daha
soguk kanli kisilerinse sicaklik farkindan dolay1 vanay1 daha az ¢evirmeye, yani daha

diisiik f degerine sahip olmaya meyilli olduklari diisliniiliir.

Bu parametrelerle ilk olarak vananin ¢evrim agisindaki degisim
Aa=-B (T, (t-1) - Ty)
denklemiyle iade edilir. Buradan, vana ¢ikisindaki suyun sicakligiin degisimi de
T, (O =kAd=-kB (T, (t-r) - Ty

denklemiyle verilir [4]. Bu denklemlerde t aninda vanadan cikacak suyun sicakligindaki
degisimin vanadan (t - r) aninda ¢ikan suyun sicakligina gore belirlendigini goriiyoruz.
Yani bu denklemle suyun gelecekteki durumunun (sicakliginin), suyun simdiki durumuna

degil r siire dnceki durumuna bagli olmasi modellenmis olmaktadir.
1.2. Tamimlamalar ve Simiflandirmalar

Adi diferansiyel denklemler bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerinin sadece ayni t
an1 i¢in degerlendirildigi diferansiyel denklem smifidir. F(t,y, y, ¥)=0 seklindeki
denklemler adi diferansiyel denklemlerdendir.

Fonksiyonel denklemler bilinmeyen fonksiyonun farkli argiimanlarla denklemde yer

aldig1 denklem simifidir.

y2H) +y(30) =1, y@)=¢y@+1)-y(t-2) seklindeki denklemler fonksiyonel
denklemler olarak adlandirilir. Fonksiyonel denklemlerdeki bilinmeyen fonksiyonun
argimanlarindaki farkliliklarin sabit sayilar olduklart durumda (yani  y()=
£ y(@+1)-y(t- 2) émeginde oldugu gibi) bu alt denklem grubuna fark denklemleri ad:

verilir.



Fonksiyonel diferansiyel denklemler adi diferansiyel denklemlerle fonksiyonel

denklemler kavramlarinin birlestirilmesiyle olusan diferansiyel denklem sinifidir [3].

Fonksiyonel diferansiyel denklemlerdeki bilinmeyen fonksiyonun farkli arglimanlari
normal argiimani1 kiigiiltecek sekildeyse bu denklemlere gecikmeli diferansiyel
denklemler (Delay differential equations) ad1 verilir. Gecikmeli diferansiyel denklemler

3 smifa ayrilir:

1. Zaman gecikmeli diferansiyel denklemler

Bilinmeyen fonksiyonun t anindaki bir tiirevinin, bilinmeyen fonksiyonun ve onun daha

diisiik mertebeden tiirevlerinin t den farkli argumanlariyla ifade edildigi denklemlerdir.
y(® =-y(t-1)
. (¢ .
5 =3 (5) + 30 -y(t-1)
denklemleri bu sinifin 6rnekleridir. Goriilecegi iizere denklemlerin sol tarafindaki terim
farkli argiimani olmayan en yliksek dereceden tiirevli terimdir.

2. Notral (yansiz) tip gecikmeli diferansiyel denklemler

Bilinmeyen fonksiyonun t anindaki bir tiirevinin, fonksiyonun farkli agiimanli fakat

onunla ayni ve daha diisiikk mertebedeki tiirevleri cinsinden ifade edildigi denklemlerdir.

y®=-y(t-1)

50 =y -y(5) +3t-1)

denklemleri bu smifin 6rnekleridir.
3. lleri tip gecikmeli diferansiyel denklemler

Denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin, denklemdeki bilinmeyen fonksiyonun farkli

argiimanli teriminin oldugu denklemlerdir.

y(t-1)=2y(®)-y(t-2)

[4.5]



Gecikmeli diferansiyel denklemler gecikme tipine gore de 2 sinifa ayrilir;
1. Ayrik gecikmeli (discrete delay) diferansiyel denklemler

r> 0 olmak Uzere y(t - r) tipindeki gecikmelere ayrik gecikme denir.
2. Dagilimli gecikmeli (distributed delay) diferansiyel denklemler

0 <r <o olmak lizere

ftk(t— s) y(s) ds = j:k(z) y(t-z) dz

tipindeki gecikmelere dagilimli gecikme denir. Bu gecikme ashinda y(7-z)

gecikmelerinin k fonksiyonuyla agirliklandirilmis ortalamasidir.

Dagilimli gecikmelerin daha gercekei oldugu fakat dagilim kerneli olarak adlandirilan k

nin pratikte tespitinin ¢ok zor oldugu belirtilmistir [6].

Biz bu ¢alismamizda ayrik gecikmeli - zaman gecikmeli diferansiyel denklemler Gizerinde
calisacagiz. Ileride gecikmeli diferansiyel denklem (GDD) ifadesi kullanildiginda ayrik

gecikmeli - zaman gecikmeli diferansiyel denklem sinifi anlasilmalidir.
1.3. Gecikmeli Diferansiyel Denklem Probleminin Tanimi

Bir GDD genel olarak su sekilde ifade edilebilir;

yO =1 y®),ylt-r),yt-r)...) , t>t 1.1

y(t):e(t) 5t0'rSt§t0

Burada ;> 0 gecikme terimleri olarak adlandirilir ve sabit sayilardir. 6(z) baslangig

fonksiyonu olarak adlandirilir ve [¢,- r, t,] araliginda siirekli bir fonksiyondur. Burada

r = Maks/[r;] dir.

GDD nin ¢6zimi (1.1) ve baslangi¢ kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olacaktir.
Genelde y(z,+) = 6(t,) olarak kabul edilir [7].



1.3.1. Adimlar yontemi

Bu yontemde (1.1) deki GDD problemi Min/r;] araliginda art arda integraller alinarak

¢oziliir. Bu durumda denklemde gecikme terimi yokmus gibi integraller alinmis olur.

Basit bir problemde adimlar yonteminin uygulamasini inceleyelim:

y(@) =f(, y@®), y(t-r), y(t-1p),..) =-y(t-1) , t>0 1.2
yO=060=1 ,-1<t<0
verilmis olsun.
t e, 1]icin

(1.2) denkleminin iki tarafinin (0,1) araliginda integrali alinir;

,I:Y(S) ds= .l:-y(s—l) ds

te(,1]ikeny(-1)= 0()=1vey@)= 1 olacaktir. Buna gore
t ¢ .
fY(S) ds =y(t) - y(0)=- fG(s) ds=- f1 ds
0 0 0

y)=-t+1
elde edilir. Bunun anlami ¢ € (0, 1] araliginda ¢6ziim fonksiyonu y(z) = -t + I dir.

t €(0, 1] araligr i¢in bulunan ¢6ziim kullanilarak bir sonraki aralik i¢in ayni islem

tekrarlanir.

te(l, 2]igin

j;t}'I(s)ds = J;t-y(s-l) ds

te(l,2] iken y@-1)=-(t-1)+1=-t+2 dir.Bir Onceki araligin ¢oziimiinden
(1) = 0 bulunur. Degerler yerine kondugunda;



2

(1) 0—t 2t(12>—t2 2t+3
R N A T

elde edilir. Yani ¢ €(1, 2] araliginda ¢oziim fonksiyonu y(7) = é -2t + ; dir.

Ayni islem bir sonraki adim i¢in devam eder;
t (2, 3]igin

t t

L}’/(s) dSZL-y(s—l) ds

2
t€(2, 3] ikeny@-1) = “‘2“ 2(t-1)+ 3vey2)=-; dir. Buna gore;

t 2
y(t)+%=-L <(S_1) -2(s-1)+§> ds

bulunur. Islem 1 aralikli olarak bu sekilde devam ettirilebilir. Cézim fonksiyonu

asagidaki gibi pargali bir fonksiyon olarak yazilir;

(1, te(-1, 0]
t+1, t€ (0, 1]
t2 3
y(t):<5—2t+§, te (1, 2]
-ﬁ+3—t2-4t+£ t€(2,3]
6 2 '6’ ’

y(t) ¢6zm fonksiyonunun kesim noktalari olan t = 0, 1, 2, ... de stirekli oldugu fakat bu
noktalarda, k, adimlar yonteminin kaginct adimi oldugunu gostermek {izere, sirasiyla k =
1., 2., 3., ... seviyelerinden tlrevlerinin stireksiz oldugu fakat daha diisiik seviyelerdeki
tiirevlerinin siirekli oldugu gorilur. Yani 1. kesim noktasi olan t = 0 da 1. seviyeden
tiirev siireksiz, 2. kesim noktasi t = 1 de 2. seviyeden tirev sureksiz fakat 1. seviyeden

tirev sirekli, t = 2 de 3. seviyeden tlrev slreksiz fakat 1. ve 2. seviyelerden tirevler



stireklidir. Bu durum baslangi¢ fonksiyonu #(z) ve f siirekli olsalar da bu sekilde devam

eder. Yani t biiytidiikge ¢6ziim fonksiyonu kesme noktalarinda daha piiriizsiiz olacaktir.

Adimlar yontemiyle her tiirli GDD problemi i¢in art arda integraller almak suretiyle
¢Oziim olusturulabilir. Bazi durumlarda problemin igerdigi fonksiyona ve baslangic
fonksiyonuna bagli olarak integralinin alinmasi ¢ok zor olan veya miimkiin olmayan
durumlara denk gelinebilir. Gecikme terimi ¢ok kii¢iik olan GDD lerde art arda alinmasi
gereken integral sayisi cok fazla olacagindan bu tip probemler i¢in de adimlar yontemi

efektif bir metot olmayabilir.

Tez c¢alismamizda, bir ¢ok alanda kasimiza ¢ikan belirli bir GDD sinifinin skaler ve
sistem problemlerinin Lambert W fonksiyonuyla ¢6ziim metotlar1 tanitilacak, 6rnek
problemlerin ¢6ziim adimlari incelenecek ve ¢oOziimlerin kalitatif degerlendirmeleri
yapilacaktir. Lambert W fonksiyonunun bu sinif problemler i¢in efektif bir ¢6ziim metodu

sundugu gosterilecektir.



2. MATERYAL VE YONTEM
2.1. Lambert W Fonksiyonu

a ve z kompleks sayilar olmak tizere

f(a)=ae?=z 2.1

denkleminde a = W(z) ¢6zumunu veren W fonksiyonuna Lambert W fonksiyonu adi

verilir. W fonksiyonu transandantal bir fonksiyondur. (2.1) denklemi
W(z) e V@ =4

seklinde de yazilabilir. Bu denklemin her biri W fonksiyonunun bir dalini (branch)
olusturan sonsuz sayida ¢oziimii vardir. Coziimlerin biiylik ¢cogunlugu da kompleks

degerlidir. Yani W fonksiyonu ¢ogul degerli kompleks bir fonksiyondur.

W(z) fonksiyonu f(a)=ae® fonksiyonunun ters fonksiyonu olarak da
degerlendirilebilir. f(a) = a e “ fonksiyonunun a ya gore 1. tiirevi alinip 0 a esitlendiginde

yerel minimum noktast
f(a)=e?+ae?=c?(l+a)=0 > a=-1
ve 2. tiirev alinip sifira esitlendiginde biikiim noktasi
f(a)=e?+e?+ae?=e2(2+a)=0 — a=-2

olarak bulunur. f(a) = a e “ fonksiyonunun reel tanim kiimesindeki grafigi su sekildedir;



f(a)

Sekil 2.2 f(a)’ nin yerel minimum ve biikiim noktalar1

f (a) fonksiyonunun reel tanim kiimesinde, yani z reel eksen lizerinde oldugunda, f(a) nin

tersi olarak W(z) fonksiyonunun grafigi su sekildedir;

W(z)
1 -
L 1 1 1 1 z
-1 1 2 3 E
[-1/2.-1)
e-1F
—_— Wiz
L=l W_q(z)
BL
4L

Sekil 2.3 f (a) nin tersi olarak W(z)
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Burada -]/e < z<0 oldugunda W(z)’ nin iki farkli deger alabildigi goriilmektedir.
-1<W(z) olan dal W, (z), -1 >W(z) olan dal da W_;(z) olarak adlandirilir. z= _]/e

dallanma noktasidir.

W, (z) dalina ana dal (principle branch) ismi de verilir. Karisiklik olmayacak durumlarda

ana dal indissiz sekilde yani W(z) olarak da gosterilebilir [8].
Sekil 2.3 de ana dal W)(z) ve W_;(z) dali gériilmektedir.

W fonkiyonunun sonsuz sayida dali vardir. Bu dallar tamsayilarla indislenir. W

fonksiyonu cinsinden (2.1) denkleminin sonsuz sayidaki ¢6ziimii
a=W,(z)

k=0, 1, +2..)
ile gosterilir.

W fonksiyonunun ana dalin1 Lagrange — Burmann serisi olarak ifade etmek mimkund(ir.

Lagrange — Burmann Tersini Alma Formulu

y=h (x), h fonksiyonu x, da analitik ve %(xo) #0 olsun. Bu durumda y = h(x,)

komsulugunda h(x) in tersi ve g( hx,) ) =x, olan g(y)=x fonksiyonu vardir ve bu

fonksiyon x = x, da Lagrange — Biirmann serisi olarak su sekilde agilir ;

e N ORG) [ [ xexe
x=g(y) =xo+ ZT [L‘ﬂo Idx“'l <h(X)'h(XO)> H

Lambert W fonksiyonunun ana dalin1 Lagrange — Blirmann serisi olarak ifade edebilmek

icin tersi alinacak z =f(a)=a e“ fonksiyonunda yukaridaki tanima gore z =y , f = h,
a =x ve ters fonksiyon Lambert W = g oldugu goriiliir. a, = 0 da f(a) = a e * analitik ve
fla)=e“+ae? = f(0)=1+0 oldugundan W(z)=a fonksiyonu a, =0 noktasinda

Lagrange — Bilirmann serisi olarak agilabilir.

B - - (z- f(ao))n [ a-a \'
a=W(z) =apt Z —a ngr;o Idan'l (f(a) - f(a0)> H

11



ap=0vef(0)=0vef(a)=ae yerine kondugunda

= da!
-3 2 i [ ]

n=1

elde edilir.

n-1
; -an| — 13 _n) -l a-an] — () n-1
lim I o © ] lim [(-n) " e*"] =(n)

oldugundan;

i )bl n
LR
n=1 '

3 8
a=W(z)=z-2>+ 3 z2 - 3 FAE S

olarak bulunur.

Lambert W fonksiyonunun diger dallarinin hesaplanmasi [9] da gosterilmistir.

W fonksiyonunun sadece ana dal ve W_; dali reel degerler alir. Diger dallart kompleks
degerlerlidir. W fonksiyonunun tanim kiimesi tim kompleks diizlemdir. W
fonksiyonunun her bir dalinin reel tanim kiimesine ait deger kiimesi de asagidaki grafikte

gozukdr.
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+5n E
= 4 ! =
Branch & = 2
- 3= -
. -
Bramch & =1
. |
= b [
=t i Principal Branch  &=0
7: 1
= . !
Branch & ~-1
L —n 4
L =3 ! -
Branch & =-2
4= -
- =5k -
1 1 1 1 1 1 1 |
-5 - -3 -2 a___. 3 i &
Im(W)

Sekil 2.4 W fonksiyonun baz1 dallarinin deger kiimesi [10]
Gortildiigi gibi W fonksiyonun deger kiimesi reel eksene gore simetriktir.
W fonksiyonunun dallarinin reel kisimlari kararlilik analizleri agisindan 6nemlidir.

Asagidaki Sekil 2.5 de goriildiigli lizere ana dalin aldigi degerlerin reel kismu diger
dallarin degerlerinin reel kismidan her zaman daha biiyiiktiir. Sadece W,, ana dalint W_,
dalindan ayiran kesim seritinde (branch cut) Re[W,] ile Re[W_;] esit olup diger
dallardan daha blyuktar [11].
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Re W(z)
r [Rel )

| [ Re(w; (z))

1 |.— Re(W._q(z))

|
L Relw_2(z)

L Re(ws(z))

N\ |

L Re(W_a (=)

Sekil 2.5 Re[W,], k=0, +1, +2, -3

W fonksiyonunun z ye gére tiirevi W (z) e " = z esitliginin iki tarafinin zincir kuralina

gore tiirevinin alinmastyla bulunur;

W(z) eV® + W(z) W(z) eW® =1

W(Z) = e W@ (1 +W(Z))

2.2. Adi Diferansiyel Denklemlerden Bazi Tamimlar

Adi diferansiyel denklemlerde de kullanilan ¢6ziimiin kararliligi ve salinimlilig
kavramlart GDD lerde de benzer sekilde kullanilacagindan bu bdliimde bu kavramlar

aciklanacaktir.
Cozimiin Kararhhg:
A bir sabit olmak tzere
y® =1y
y(0) =y,

verilmis olsun. Bu adi diferansiyel denklemin ¢oziimii

14



y(©) =y, e

olur. Bu ¢6zumde

Areel ve A > 0 ise ¢oziim kararsiz,

Areel ve 1 =0 ise ¢oziim kararli,

Areel ve 1 < 0 ise ¢6ziim asimptotik kararli,

A kompleks ve Re[A] > 0 ise ¢6ziim kararsiz salinimli (s6niimsiiz),

A kompleks ve RefA] = 0 ise ¢6zUm periyodik salinimli,

o a k~ w NP

A kompleks ve RefA] <0 ise ¢6ziim asimptotik kararli salinimli (s6niimlii),

olarak tanimlanir.

Coziimiin Salimmhihg: (Osilasyonu):

y(=e™!
seklinde verilmis bir ¢oziim olsun. 4 = a + i b seklinde kompleks degerli oldugunda
Euler’ in €' ? = Cos 6 + i Sin 0 agilimma gore

y(t) =e@*iDt=gateibt —eat(Cos bt+i Sin bt) 2.2

olur. Cos ve / veya Sin fonksiyonlarini igeren fonksiyonlar salinimli fonksiyonlardir.

(2.2) de a < 0 oldugunda ¢6ziim soniimli salinimli, @ > 0 oldugunda s6éniimsiiz salinimli

olarak tanimlanir.

Biz bu c¢alismada salinimli (osilasyonlu) ¢6ziim tanimini sadece periyodik ve belirli
araliklarla pozitif ve negatif degerler alan (isaret degistiren) fonksiyonlar i¢in degil ayni
zamanda periyodik ve isaret degistiren fonksiyon olmasa da 1. tiirevi isaret degistiren
fonksiyonlar i¢in de kullanacagiz. Bu sekilde salinimli olarak tanimladigimiz 6rnek bir

fonksiyon grafigi su sekildedir;
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x/

[=]
T

|
a
[=]
a
8
[=]
8
[=]

Sekil 2.6 Isaret degistirmeyen salinim &rnegi

2.3. Diferansiyel Denklemlerde Ustel Matris Y6ntemi

Bu ve bundan sonraki bulimlerde vektor ve matrisler kalin harflerle

gosterilecektir.

y=Ay
2.3
y(0) =y,

y bir vektor, A bir kare matris olmak tizere (2.3) diferansiyel denklem sisteminin ¢6zim

skaler durumdakine benzer sekilde
—aA
y(t) =eh! y()

olarak ifade edilebilir. Burada e?? matrisi ayrica siitunlar1 (2.3) Un lineer bagimsiz

¢cozlmleri olan temel matrise (fundamental matrix) esittir.

e kare matrisi, skaler e’ tanimina da uygun olarak

eAt:I+At+ 2.4

A’ Ay @A
T 3!'h“_2; n!

sekilde tanimlanir. Bu serideki her bir terim A matrisiyle ayni boyuttadir.

e nin turevi;

16



deAt AP Ate
" =A+A’t+ 5 +T+...=A<I+At+

At)?
(2) +...>=AeAt

seklindedir. Dolayisiyla e nin (2.3) denkleminin ¢6ziimii oldugu goriiliir.

Baslangic kosullarina gére ¢oziim e*'y. olarak ifade edilir. y, baslangic deger

0
vektortdir. A matrisi n X n boyutlu olarak disiiniilirse y, n X 1 boyutludur. Burada

matris ¢carpimi oldugundan ¢arpimdaki terimlerin siralamasi farketmektedir. Yani
y, e* ! tammli degildir,

Ustel matris fonksiyonun bazi 6zellikleri sunlardir;

1. A ve B komitatif matrisler oldugunda (4 B=BA), e%eB=eA"B dur.
AB#B Aoldugundae® eB#eA"B dir.
2. e® nin her zaman tersi vardir ve (eA)_1 = eAdir.ere A =Tolur.

3. A reel bir matris oldugunda e* da reel bir matristir.

Diferansiyel denklem sistemlerinin Ustel matris yontemiyle ¢ozimundeki zorluk

At:z (AD”
© - n!
e

serisinin hesaplanmasindan gelmektedir.

A nxn matrisinin n adet lineer bagimsiz O6zvektorinin oldugu durumda A

kosegenlestirilebilir bir matris olur.

nxn boyutlu K matrisinin sutunlar1 A nin lineer bagimsiz 6zvektorlerinden olusmus olsun.
Bu durumda K tersi alinabilir bir matristir. D matrisi, K nin siitunlarin1 olusturan
Ozvektorlerin sirasina uygun olarak A nin 6zdegerlerinden olusmus bir kdsegen matris

olmak Uzere, A matrisi

A=KDK! 2.5

seklinde yazlabilir. Matris kosegenlestirme, matrisin kuvvetinin alinmasinda

kolaylastirici bir yontemdir. Ornegin

17



A’=KDK'KDK'=KD?K!
AP=KDK!

olur. Buna gore et su sekilde yazilabilir;

1 1 3
eAt=I+KDK'1t+§ (KDK't)2+ I (KDK't) +...

1
=K (I+Dt+ 3 D2t2+...) K!

=KeP'K!

D, A nin 6zdegerlerinden olusan kosegen bir matris oldugundan, A, (k=1...n) A

matrisinin 6zdegerleri olmak iizere, eP ! su sekilde yazilir;

eMt 0
oDt = 0 eh ... 0
: “ 0
0 0 0 et
Bu durumda
eMt 0 0
eAt_k | © e?zt 8 K
0 0 0 et
elde edilir.

A matrisi her zaman kosegenlestirilebilir bir matris olmayabilir.
Teorem 2.1

A matrisinin her bir ozdegerinin, o 6zdegerin matrisin karakteristik polinomundaki
kuvveti olan, yani 0 6zdegerin matris igin ka¢ kere tekrar ettigini gosteren cebrik
katliligimin, o 6zdegerin ozuzaymin boyutu olan geometrik katlilifina esit oldugu
durumlarda A matrisi kosegenlestirilebilir. Eger A’ nin herhangi bir 6zdegerinin cebrik

kathilig1 geometrik katliligindan biiylikse A matrisi kdsegenlestirilemez.
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A matrisinin kosegenlestirilemedigi durumda izlenecek yontem Matris Fonksiyonlari

boliimiinde agiklanacaktir.
2.4. Matris Fonksiyonlari

Her A € C"*" matrisi Jordan kanonik yapisinda ifade edilebilir [12].

Z tersi alinabilir bir matris ve J Jordan formda bir matris olmak lizere

A=Z3Z" 2.6
her zaman yazilabilir.
Jg 0 0
J=10 =~ 0
0 0 J,

Buradaki Jy , (k=1...p) Jordan bloklari olarak adlandirilir. J matrisi, kosegenlerine bu

Ji bloklar yerlestirilerek olusturulur.

A matrisinin her bir 6zdegeri i¢in bir Jordan bloku olusturulur.

A 10 L. 0
0 Ac 1 0 .. 0

I = (hi) = 0 }Lok 1 0 8 S
: : 1
0 0 0 0 0 i

Ji bloklar1 ana kdsegeninde ilgili 6zdeger bulunan (1), bir iist kdsegininde 1 olan ve

diger terimleri O olan kare matrislerdir.
m;+ my+ ...+ m,=noldugu goriliir.

Eger A matrisinin tiim 6zdegerleri birbirinden farkliysa yani tekrar eden 6zdeger yoksa
her bir Jy, blogu 1 x 1 boyuttadir. Bu durumda J matrisinin ana kdsegenin her bir terimi
A nin farkli bir 6zdegeri olur ve J matrisinin ana kdsegen disindaki terimleri O olur. Bu

durum aslinda A nin kdsegenlestirilebilir oldugu duruma denk gelir.
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(2.6) daki Z doniisiim matrisinin sutunlari, A nin genellestirilmis 6zvektorleridir ve tersi
almabilir bir matristir. Biz bu ¢alismada genellestirilmis 6zvektorlerin ve Ji, bloklarinin
hesaplanmasi konularma girmeyecegiz. ilerki béliimlerdeki drnek ¢dziimlerinde ihtiyag

oldugunda Mathematica JordanDecomposition fonksiyonundan yararlanilacaktir.
Tanim 1:

f  fonksiyonun A matrisinin spektrumunda (tim farkli ozdegerleri iizerinde

(A4 k= 1...s)) tanimli olmasi demek
j=1..n-1,vei=1..s olmak lzere

fO)(A,) nm (f fonksiyonunun j. tiirevinin J; de) tanimli olmas1 demektir.
Tanim 2:

Matris fonksiyonu, Jordan kanonik yap1 tizerinden su sekilde tanimlanir;

A ve J (2.6) da tanimlandigi gibi olmak {izere

f(A) =Zf(J) Z"'=Z diag (f (I, )) Z"

| i )
) £ 3£ I

rag=| ¢ T .
: ) £'0y)
| 0 0 0 0 f(r,)

Bu tanimdan goriilebilecegi gibi A nin kdsgenlestirilebilir oldugu durumda

fo) 0 0
f(A)=| 0 =~ 0
0 0 f()

olur.

Bu matris fonksiyonu taniminin ispati Taylor seri agilimi cinsinden verilebilir. f bir

analitik fonksiyon oldugunda

20



o

(h)
f(z) = Z ) (z-u)"

h!
h=0

olarak yazilabilir. Bu tanima uygun olarak z nin yerine J, ve u’ nun yerine A;

kondugunda;
S F W0y
A0 = ) — G-k D!
h=0 '
elde edilir.
0 1 0 .. 0
0 0 1 ... 0
0 0 1 0 O
e -M D= 0 " 0
: -1
00 0 0 0 O

oldugu goriliir. Bu (J, - & I) matrisinin her kuvveti alindiginda tst kdsegendeki 1 ler bir

tst kosegene gider. Sonug olarak (J, - I) nin my. dereceden nilpotent bir matris oldugu

gralir.Yani > my icin (J, -2 I)" =0 dur.

Buna gore

£y
(m,-1)!

"

> (F- X D™

Ge-M D2 + .+

f(J) =) T+ /() Uy - M D+

olarak yazilir ve bu ifadedeki m; adet terimin toplaminin (2.7) ye esit oldugu goriiliir.
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3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde Lambert W fonksiyonunun belirli bir sinif GDD nin ¢éziimii i¢in
nasil kullanilacagi anlatilacak, sonuglar analiz edilecektir. Bu biiliimde kullanilacak

fonksiyon, metot ve kavramlar 2. boliimde agiklanmisti.

3.1. Belirli Smif Gecikmeli Diferansiyel Denklemin Coéziimiinde Lambert W

Fonksiyonu Kullanim

Lambert W fonksiyonunun en 6nemli uygulama alanlardan birisi Gecikmeli
Diferansiyel Denklemlerdir [8]. Lambert W fonksiyonuyla bazi sinif GDD vyi analitik
olarak ¢6zmek mumkun olmaktadir. Bu bolimde Lambert W fonksiyonunun skaler ve
matris formuna genellestirilmis kullanimi agiklanacaktir. Bu konudaki ilk ¢aligma [14] de

sunulmustu. Daha sonra [15] de matris uygulama 6rnegi verilmisti.
3.1.1. Lambert W fonksiyonunun skaler kullanimi

Homojen, sabit katsayili, lineer bir GDD siifi genel olarak su yapida verilir;
3.1
yO=ay(®)+ ag y(t-r)
Y(t) = (p(t) s te [_rs O]
Burada >0, a ve a, sabit skaler katsayilar.

(3.1) de katsayilar sabit oldugundan olasi ¢6ziim e*’ olarak alinip [13], (3.1) de yerine

koyulur.
Sest:aest+ adeste-sr

Esitligin iki tarafindaki e’ ler (sifirdan biiyiik) birbirini gotiiriir. o ve ¢ terimleri sol

tarafa alindiginda

3.2
(s-a)es'=uqay
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elde edilir. Buradan Lambert W fonksiyonunu kullanacak forma gelebilmek igin (3.2)

esitliginin iki tarafi » e ¢ ile garpilir;

r(s-o)

r(s-0) e =roge™’

elde edilir. Buradan s bilinmeyeni Lambert W fonksiyonu cinsinden

1
5= W(roge™) +a 33

olarak ifade edilir. Burada s, sonsuz sayidaki Lambert fonksiyonunun dallarinin her biri

i¢in ayrica elde edilir (bunlar asagida s; olarak gosterilecektir).

Bu durumda, lineerlikten stiper pozisyon ilkesi gegerli olur ve (3.1) denkleminin genel

¢cOzUmu ¢, katsayilariyla;

o0 o0

N 1 - o
y() = Zyk(t)= ZCkeskt= che(?wk(rade )+a)t 34
k= -0

k= -0 k= -0

olarak yazilir.

Adi Diferansiyel Denkemlerdeki gibi (3.1) deki katsayilar ve baslangi¢ fonksiyonu reel
degerli oldugunda genel ¢6ziimdeki her bir s i¢in olusan y, (£) = e ** ¢coziimlerinin reel
ve imajiner kisimlari da ( Re [yk(t)] ve Im [yk(t)] ) (3.1) denkleminin reel ¢ozumleridir.

¢, katsayilar1 baslangi¢ fonksiyonu ¢ (z) ye gore hesaplanip problemin 6zel ¢oziimii

bulunur.
Ozel Coziimiin Katsayilarinin Bulunmasi:

Adi diferansiyel denklemlerdeki baslangi¢ deger problemlerinden farkli olarak ¢6ziim
uzayinin boyutu kadarki baslangi¢ noktasi yerine GDD lerde sonsuz boyutlu baslangi¢

fonksiyonu baz alinir.

Pratik uygulamalarda GDD nin ¢ozimunin ¢, katsayilarinin tespiti i¢in farkli metotlar

onerilmistir. Laplace Doniisiimii ve Residue yontemi, En Kiigiik Kareler yontemi [16],
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Lambert Fonksiyonun dallarinin belirli noktalarda baslangi¢ fonksiyonu ¢ (z) ile
eslestirilmesi yontemi [14] bunlarin bazilaridir. Biz daha sonraki 6rnek problemlerde de
kullanmak Uzere [14] de tanitilmig Lambert fonksiyonunun dallarinin belirli noktalarda
baslangi¢ fonksiyonuyla eslestirilmesi yontemiyle ¢, katsayilarinin bulunmasi1 metodunu

inceleyecegiz.
(3.4) coziimiindeki ¢’ lar, genel ¢6ziimiin t € [-r, 0] araliginda baslangi¢ fonksiyonuna

1 ra
esit olmasini saglayacak katsayilardir. Yani & Wk €™+ t—  (x ¢y olmak tizere (3.4)

deki genel ¢ozimde t € [-r, 0] iken

o]

Z Ck ’Y(kat) = (p(t)a te [_ra 0]
k=-0
esitligini saglayacak c; katsayilari aranmaktdir. ¢ () nin degerine bagli olacak sekilde

bu durum sonsuz seri toplaminin alinmasini gerektirebilir.

Pratik uygulumada (3.4) 0zel ¢oziimunde k = N sonlu sayisi olacaktir yani 2N + 1 adet

(k= - n, ..., n) Lambert fonksiyonu (dali1) kullanilacaktir.

¢, katsayilari, 0zel ¢Ozimdeki 2N + 1 adet Lambert dalina ait ¢6ziimiin lineer
kombinasyonunun, [-r, 0] araligini 2N esit parcaya ayiran 2N+1 adet t degerinde

baslangic fonksiyonuna esit olmasini saglayacak kompleks degerli skalerlerdir.

N

> il 0=00, te {r

k=-N

-r (2N-1) -r 0}
]\ I \

Bu ifade
Yon+1 xoN+1 = [Yki ti]
Contix1= [Cki]

DNt x1 = [(Pti]

olmak {izere matris ¢arpimi olarak
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YC=0 3.5

yazilir. Matris formunda goriintii su sekildedir;

Y ('Na tl) Y (N’ tl) ] [C -Nl [ (p.tl ]

YN, tone) o YN, tonsq) N P toner

Yon+1 xon+1 Matrisi  lineer bagimsiz (birbirinin sabit bir katsayist olarak ifade
edilemeyen) fonksiyonlarin farkli t lerdeki degerleriyle olusturuldugu i¢in her zaman tersi
alinabilir bir matristir. Dolayisiyla (3.5) lineer denklem sisteminden Cyy.x; tekil

(unique) olarak bulunabilir.

c=Y'® 3.6

Bu yontemin iki konuda sorunu vardir. Birincisi; tespit edilen ¢, ler aslinda (3.4)

-r(2N-1)
2N

¢Ozimuandn sadece belirli t anlar igin, t€ {-r, .. ﬁ ,O} , baslangic
fonksiyonuna uyumlu olmasini garanti eder. Bu uyumluluk seviyesini artirmak i¢in N
olabildigince biiylik se¢ilmelidir. N — oo giderken ¢;’ ler (3.4) ¢6zliimiinlin baslangig

fonksiyonuna sonsuz noktada yaklagmasini saglar.

Bu yontemle ilgili ikinci sorun da bu noktada ortaya ¢ikmaktadir. N blytdukge ¢’ leri

tespit etmek icin gerekli olan Y,n:q x oneg 1N tersini alma islemi zorlagsmaktadir.

Pratik uygulamada N in biiyiikliigiine ve baslangi¢ fonksiyoununa gore, 6zel ¢oziimde,
baslangi¢c fonksiyonuyla [-r, 0] aralifinda ¢; lerin tespit edildigi belirli t noktalari
haricinde sapmalar olabilecegi kabul edilir. Baslangi¢ fonksiyonundan bu sapmanin
[0, ] araliginda da bir miktar sapmaya neden olabilecegi goriiliir. Bu durum ileride

nlimerik problemler iizerinden detayli incelenecektir.

Lambert fonksiyonu dallar1 cinsinden bulunan 6zel ¢6ziim [-r, o] araliginda siirekli

tirevlenebilir olur.

(3.4) deki ¢oziimiin kararlilgi Re[s ] larin pozitif veya negatif olmasina baglidir.

1
Re[s]=Re " Wi(roge™) +ta
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Tum z ler igin W(z) nin reel kismi en biiyiik olan dalinin ana dal oldugu bilinmekteydi.
Bu durumda Re E Wo(roge™™) + a] <0 oldugunda (3.4) ¢6ziimiiniin asimptotik kararlt

oldugu goriiliir.

(3.3) de s in, W nin her bir dali i¢in olmak iizere sonsuz sayida ¢6ziimii oldugunu
gormiistik. W nin £# 0, -1 oldugu durumlarda a, # 0 iken a ve a, reel olsa da s in her
zaman kompleks degerli oldugu yani y ()=« y()+ a, y(t - r) denkleminin sonsuz sayida
salinimli ¢6ziimii oldugu ve (3.4) e gore bunlarin lineer kombinasyonuyla olusan 6zel

¢Oziimiin de salinimli (soniimlii veya soniimsiiz) oldugu goriiliir.
Skaler Probleminin Analizi

Bu bolimde (3.1) probleminin farkli parametrelerle analizi yapilacaktir. Ornek bir
problem Lambert fonksiyonu metoduyla nimerik olarak cozilecek, 6zel ¢dzimin
hesaplanma adimlar1 anlatilacak ve farkli parametrelere gore Lambert fonksiyonu
metoduyla bulunmus 6zel ¢oziimler Mathematica NDSolve fonksiyonu ¢ozumiyle

karsilastirilacaktir.
Ornek 1:
(3.1) probleminde a = 0 olsun.

Bu durumda denklem

y(t) = o4 y(t-1) 3.7
halini alir. Denklemin olasi ¢6ziimiinii ¢*’ olarak aldigimizda
(3.3) e gore

1
S= ;Wk(ad r)

elde edilir ve buradan ¢6ziim fonksiyonlari, her bir Lambert dal1 i¢in

olarak yazilir. (3.7) nin genel ¢6ztimu (3.4) e uygun olarak
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- 1 3.9
0= ) ger e

k=-o

seklinde yazilir.

¢ katsayilar1 baslangic fonksiyonuna gore Onerilen metot igletilerek bulunur ve 6zel

¢Ozlm elde edilir.

(3.9) genel ¢oziimiiniin kararligi ve salinimi i¢in asagidaki tespitler yapilir;

1. a;r< -g oldugunda W,, _;(a, ) dallari kompleks degerli ve Re [W_; (ag )] >0
oldugundan ve diger dallarin reel kismi sifirdan kiigiik degerli olanlariin
salinimli ¢géziimleri séniimlii olacagindan baslangi¢ fonksiyonuna gore W, veya
W_; dallarmin 0zel ¢6zimdeki ¢, katsayilarmin 0 olmadigi durumlarda, 6zel

¢6zUm salinimli kararsizdir.

2. azr= —g oldugunda W), _; dallar1 kompleks degerli ve Re [WO,-I] =0 oldugundan
ve diger dallar igin Re [W .o (aq1)] <0 oldugundan bunlarin soniml
salmiml ¢oziimleri t biiylidiik¢e sifira yaklasacagindan, W, veya W_; dallarinin

0zel ¢oziimdeki ¢, katsayilariin 0 olmadig1 durumlarda, 6zel ¢ozim t blyldikce

periyodik salinimli olacaktir.
3. —%< a.r < -é oldugunda tiim dallar kompleks degerli ve Re[W,]<0

oldugundan ¢6ziim saliimli asimptotik kararhdir.

4. -

Q |~

Sadr <0 oldugunda W, _;(a;r) <0 oldugundan ve diger dallarin reel

kisimlar1 yine sifirdan kiiciik oldugundan bu dallarin salimmli ¢oziimleri t
biiytidiik¢e sifira yaklasacagindan W, veya W_; dallarmin 6zel ¢6zimdeki c;
katsayilarinin 0 olmadigi durumlarda, 6zel ¢0zim t biyiidiikce salinimsiz
asimptotik kararlidir.

5. a;r =0 oldugunda W,(a, r) = 0 oldugundan ve diger dallar 0 noktasinda -co
degerini aldigindan 6zel ¢6ziim sabit bir fonksiyondur.

6. ay;r> 0 oldugunda Wy(a, r) > 0 oldugundan ve diger dallarin asimptotik kararl
salmimli ¢oziimleri t biiylidiikce sifira yaklasacagindan ve kararsiz salinimli

¢coztmleri t biiytidiikge ana dalin kararsiz salinimsiz ¢6ziimiine gore gittikge daha
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kiiciik kalacagindan, W, dalinin 0zel ¢ozumdeki ¢, katsayisinin 0 olmadigi

durumda 6zel ¢6ziim, t biiylidiik¢e salinimsiz kararsizdir.

(3.7) denklemini a; = -1,r = gve baslangic fonksiyonu ¢ (z) = I olarak inceleyelim;

s i
(0= - y(t-3)

. 3.10
(p(t)zl , L€ [-530]

Bu parametreler yukaridaki 2. duruma karsilik gelmektedir. Parametreler yerine

kondugunda ¢6zliim fonksiyonunun her bir dali (3.8) den
2 b
yk (‘[) =en Wk(-Z) t

olarak yazilir. 2. durumun agiklamasina gore t blytdikee 6zel ¢oziim W), _; (— g) dallarina

ait ¢ozlimlere yaklasacaktir.

Bu problemdeki W, ¢6ziimiiniin detay1 su sekildedir;

W, (- 75[) =i g oldugundan ana dala (W) ait ¢6zim

RIS

_ iEt_ it
Vo =en'2 =e

olur. Coziimiin saglamasini yapmak i¢in bu ¢o6ziim (3.10) da yerine kondugunda

denklemin tlim t ler igin tam olarak saglandig: goriiliir;

) LT
y(t)=iet=-¢ 2

RS

ieft=-¢'te”
%
i=¢e™2

. C n +.S: n
i=- 05(2) i 1n(2)
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Lambert W fonksiyonunun diger dallar1 i¢in de (k # 0) ayn1 saglama yapilabilir.

(3.10) da a;=-1 reel say1 oldugundan Re [y(t)] ve Im [y(t)] (3.10) in ayr1 ayri reel

cozumleri olur.

(3.10) un genel ¢coziimdi

olarak yazilir. p(2)=1, t € [- g ,0] baslangi¢ fonksiyonuna gore ¢; lar bulunup 6zel

0= ) %0-
k= <o

¢Oziime ulasilir.

o0

2.

k= -0

Cy en

N = 2i¢in ¢ lar ve 6zel ¢oziim su sekilde bulunur;

y, () =er

y, ) =ex

2

2
y,(D=en

W'l(' g) b= e it

yo(t) = e%wo(_g) t— elt

2

FWi(5)

Wa-3)t _ o(-1.02132-4.86835 1) t

Wi ( g) t_ o(-1.02132+4.86835 1) t

2 i
yz(t) — eEWZ('j) t_ o(-1:39951+8.90071 i) t

g,— %, 2 - g, 0 noktalarinda Y5 «5 matrisi olusturulur;
Tablo 3.1 (3.10)daN=2i¢inY
Y y,(® y,(® Yo y,(® ¥y, ()
t=0 1 1 1 1 1
f=- T 1-0.499448 + | 0.92388 + | 0.92388 — | -0.499448 — | -1.62528 +
8 1.407431 | 0.3826831 | 0.382683i | 1.40743i | 0.600115i
;= T | -1.73142 - | 0.707107 + | 0.707107 — | -1.73142+ | 2.2814-
4 1.405881 | 0.7071071 | 0.7071071 | 1.40588 i 1.950711i
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fo Jr | 2.84344 - | 0.382683 + | 0.382683 — | 2.84344 + | -2.53726 +
8 1.7347 i 0.923881i1 | 0.92388i 1.7347i 4.53956 i
;= I 102132 + [ -i 1.02132 - | 1.39951 —
2 4.86835 i 4868351 | -8.90071 i
Y nin determinanti  -485.844 + 600.639 i oldugu gorilir, yani

Y tersi alinabilir bir matristir.

d; , ; vektorii baslangig fonksiyonu ¢ (z) = I oldugundan dolay1 her t igin 1 degerini alir;

Tablo 3.2 (3.10) da N=2 i¢in ®

O NGEQ)

t=0 1

T 1
= - —
8

_ 4B 1
I=-2

y 3r 1
8

_ T 1
I=-3

Y matrisinin tersi Y~ elde edilip (3.6) da yerine kondugunda ¢, katsayilar1 bulunur;

Tablo 3.3 (3.10) daN=2i¢in C

C C
k=-2 | 0.0533695 — 0.00756565 i
k=-1 0.46342 — 0.324608 i
k=0 0.432868 + 0.305541 i
k=1 |0.0321746 + 0.00417241 i
k=2 | 0.0181675 + 0.0224602 i

Buna gore N = 2 i¢in denklemin 6zel ¢ozimdi
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y(t) = (0.0533695 — 0.00756565 i) e(1-02132-486835 0t 4 (( 46342 — 0.324608 i) et +
(0.432868 + 0.305541 i) 't + (0.0321746 + 0.00417241 i) ¢(-1-02132+4.868350) t
(0.0181675 + 0.0224602 ;) e(-1-39951 +8.90071 )t

olarak elde edilir.

Hesaplanan 6zel ¢oziimiin kompleks degerli oldugu goriiliir. Baglangi¢ fonksiyonu reel
degerli oldugu i¢in (3.10) un 6zel ¢dziimi Re [y(t)] olur. COzim trigonometrik bir

polinomdur.

Re [y(t)] ve Mathematica NDSolve fonksiyonuyla bulunan ¢oziimlerin grafigi

asagidadir;

T

L=

f Lambert W T,
- I
-1or NDSolve /

Sekil 3.1 (3.10) un N=2 icin Lambert ¢c6zumi ve NDSolve ¢ozimi

Grafikte Lambert ¢cozuminiin [— % , 0] araliginda sadece belirli bir ka¢ noktada baslangig¢

fonksiyonu degeri olan sabit 1 degerini aldig1 goriiliir.

N = 5 i¢in bulunan Re [y(t)] ¢cdzimi ile Mathematica NDSolve fonksiyonunun ¢ézimi

de asagidaki grafiktedir;
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Sekil 3.2 (3.

Lambert W
MDSolve

10) un N=5 icin Lambert ¢6zimi ve NDSolve ¢6zimi

Burada ¢6ziime dahil edilen Lambert fonsiyonu dal sayist arttikca [— % , 0] araliginda

Lambert ¢ozim fonksiyonunun baslangi¢ fonksiyonuna daha fazla yaklagsmakta oldugu

goralur. Burada t = 0 aninda Lambert ¢6ziimiiniin tiirevlenebilir oldugu da gorilmelidir.

Farkli sayilarda Lambert fonksiyonlariyla hesaplanan 6zel ¢oziimler ile Mathematica

NDSolve fonksiyonu ¢oziimii arasindaki farklar asagidaki grafiklerde gosterilmistir.

N = 2 igin;

0.08

ooab

o.ozf

-0.02

-0.04

—oosf

Sekil 3.3 (3.10) un N=2 i¢in Lambert ¢6ziimii ve NDSolve ¢6ziimii arasindaki fark
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N = 20 igin;

A

|

R 10

T =
4+ VU

Sekil 3.4 (3.10) un N=20 i¢in Lambert ¢oziimii ve NDSolve ¢6ziimii arasindaki fark

N = 200 igin;

Sekil 3.5 (3.10) un N=200 i¢in Lambert ¢dziimii ve NDSolve ¢oziimii arasindaki fark

C6zUm fonksiyonunun [-1, 1] araliginda degerler aldig1 g6z oniine alindiginda N = 2 igin

hesaplanan Lambert ¢ézlimiiniin Mathematica NDSolve fonksiyonundan farkliliginin

mutlak olarak %5, N = 20 de %0.6, N = 200 de %0.07 civar1 oldugu grafiklerden goriiliir.

Lambert ¢6ziimiinde N biiyiidiik¢e baslangi¢ fonksiyonuna uyumun artacagi, dolayisiyla

da Lambert ¢oziimiiniin gergek ¢oziime daha fazla yaklasacagi goriilmektedir.

(3.10) probleminde r gecikme terimindeki kii¢iik degisiklikler ¢oziimiin karakterini

degistirecektir.
Gecikme terimi » > g oldugu durumda Re [W;, (-r )] >0, yani ¢6ziim salimimli kararsiz

olmaktadir. » = g + 0.1 i¢in ¢ozlim grafigi su sekildedir;

34



Sekil 3.6 (3.10)unr= g +0.1 icin Lambert ve NDSolve ¢oziimleri

r= zz' 0.1 igin ¢oziim grafigi asagidadir. Burada Re [W((-r )] <0 oldugundan ¢oziimiin

salinimli asimptotik kararli oldugu goriiliir.

1 &L —— Lambert W
----- NDSclve

Sekil 3.7 (3.10) unr= = - 0.1 igin Lambert ve NDSolve ¢dzlimleri

T
2

Ornek 2:

(3.1) probleminde, h herhangi bir reel say1 olmak tizere a = 4 , a; = - h ve r herhangi bir

rp > 0 reel sayisi olsun.

y(® =hy(t) - hy(t-r) 311

y®O=0®)=1, t€[-r,0]
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olur. (3.3) e gore ve problem parametreleri yerine kondugunda
1
Sk = r—Wk(ro (-h) e o h) +h
0

elde edilir.

Wi(ro (-h) e"") tamm geregi - h dir. Bu durumda s = i{ (-rp h) + h = 0 olmaktadir.
rp

Yani a; = - a oldugu durumda (3.1) in ¢ozUmu sabit bir fonksiyondur.
Ornek 3:
(3.1) probleminde r = 1 olsun
y® =ay(® +oq y(t-1)
yO=e®=1, te[-1,0]
olarak yazilir. (3.3) e gore
si= Wi(oge ) +a

olur.Salinimsiz ¢6ziimiin varligi i¢in W, (a; e *) ‘in reel degerli olmasi gerekir.

1

z>-¢' iken Wy(z) reel degerlidir. Buna gore salinimsiz ¢oziim igin denklem

katsayilarinin
oge *>-¢’!
esitsizligini saglamasi gerekir. Buradan

ad>_ea-1

iliskisi bulunur. Bu iligki agagidaki tarali alan olarak gosterilebilir.

36



1.0
ﬂﬁ//
= vy A - 3
7 el 1 2
A
. i S
1.0
-15F
__|:|5
_a5L

Sekil 3.8 (3.1) de r = 1 i¢in salinimsiz ¢6ziim alani

Salinimsiz ¢oziime 6rnek olarak Sekil 3.7 deki tarali alandan a; = -1, a = 2 parametreleri

icin problemin ¢oziimiiniin grafigi su sekildedir.

¥

i
I
200 | /
)
I
f
I
150 /
Fi
/
Lambert W Vi
100 | V4
NDSolve r,
//
L s
=0 o
__..-"'"'
e — - 1
5 10 15

Sekil 3.9 (3.1)der=1,a;=-1, a =2 igin salinimsiz ¢6ziim alan1

Ornek 4:
(3.1) probleminde a = 1, =1 olsun.
y(® =y - oq y(t-1) 3.12
yO=e®=1, te[-1,0]

ay <-11i¢in Wy (%) tm K lar icin kompleks degerlidir, dolayisiyla (3.3) e gore bulunan

sy ler de kompleks degerli olacaktir.
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_ %d 3.13
Sk = Wk( o ) +1
Re [WO (%)]>—1 dir. Bu durumda (3.13) den Re [sg] >0 olacagi, yani ana dal igin

¢oziimilinlin salimimli kararsiz olacagi goriiliir. Diger dallar i¢in salimimli asimptotik
kararli ¢6ziimler vardir fakat baslangic fonksiyonuna gore belirlenen katsayilarda ¢, in
sifir olmamasi durumunda 6zel ¢6ziimiin salinimli kararsiz oldugu goriiliir.

oy = -1.1 igin ¢oziim grafigi su sekildedir;

(=]
T

5

-
L=

1
Lambert W 1
+ NDSolve

Sekil 3.10 (3.12) de a, =-1.1

kararsiz olacaktir.

ay;>-1icin W, (%) reel degerlidir. (3.13) den s, > 0 olacagi goriiliir. Bu durumda ¢,
m sifir olmadigi her tiirli ¢, kombinasyonunda 6zel ¢ziim t biiylidiik¢e salinimsiz ve

oy = - 0.9 i¢in ¢Ozlim grafigi su sekildedir;
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Lambert W ri
NDSolve 4

L=
Rt

Sekil 3.11 (3.12)de a, =-0.9
3.1.2. Matris Lambert W fonksiyonunun kullanimi

Homojen, sabit katsayili, lineer bir GDD sistemi skaler yapidakine benzer olarak su

sekilde verilmis olsun;
y(© =Ay(®) +Aqy(t-1) 3.14

y(t)=®(t), tE€[-r, 0]

r >0, Ave Ay nxn boyutta sabit kare matrisler, y(t) nx1 vektordar.

Skaler yapidakine benzer olarak A ve Ay matris katsayilari sabit oldugundan olasi ¢6ziim

&5 iistel matrisi olarak alinabilir. ¢35’ sistemin temel matrisine esittir.

Burada S, A ve A4 ile ayn1 boyutta bir matristir. €57 (3.14) de yerine kondugunda
SESt=AcSt+ A eStST

olur. ¢3t-57 terimindeki S t ve S r matrisleri komiitatif matrisler oldugundan
SeSt=AeSt+A eSteS

elde edilir. Yine ayni sekilde 3¢ ve e™5" iistel matrisleri de komiitatif oldugundan

SeSt=AeSt+Ad e-SreSt
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yazilabilir. Esitligin iki tarafi sagdan e =5 iistel matrisiyle ¢arpildiginda
S=A+A,eST

bulunur. Burada skaler yontemdekine benzer diizenleme yapildiginda
(S-A)eST=Ay

elde edilir. Esitligi Lambert W fonksiyonuna uygun forma sokmak i¢in esitligin iki tarafi

sagdan r eA" ile carpilir
r(S-A)eSTeAT=rAg e’

Burada ST eAT=eS7-AT yazabilmek igin S ve A nin komiitatif matrisler olmasi gerekir.

S, A ve A4 nin bir fonksiyonu oldugundan A ile A4 komiitatif matrisler oldugunda S de
A ile komiitatif olacaktir [10].

Biz bu ¢alismada A ve A4 nin komiitatif matrisler oldugu haller iizerine inceleme

yapacagiz. Buna gore
r(S-A)e™-A=rA AT

yazilabilir. Lambert W fonksiyonuyla her bir dal i¢in

1
Sk =~ Wi (rAg et + A 3.15

olarak bulunur.

Buradan (3.14) un genel ¢ozimu

0

© | N
y(t): zeSktCk: Z e(?Wk(FAdeA )+A)t Ck 316
k=-00

k=- 0

seklinde yazilir. Baglangi¢ fonksiyonuna gore Cy bulunarak 6zel ¢6ziime ulagilir.

Bu ¢oziimdeki e3« , sistemin temel matrisine de esit oldugundan 5 ¢ nin siitunlari (3.14)
denklemini ¢6zmektedir. Baslangi¢ fonksiyonuna uyum icin Cj tespit edilip eS¢ C,

carpimiyla elde edilen ¢6ziimler (3.14) Uin baslangi¢ degerlerini de saglayacaktir.
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(3.16) daki

1 -A
St = oG Wklraae ) +ayt

ifadesindeki e AT terimi argiimani (- A r) olan bir tstel matris fonksiyonu, W, (r Aq e A7)
. . l -AT

ferimi argiimani (r Aq € A) olan matris Lambert fonksiyonu ve e Wi(rAae )=yt

terimi arglimant (% W, (rAge 2T +A)t) olan yine bir tstel matris fonksiyonudur.

Buradan matris Lambert fonksiyonunun GDD lere uygulanmasi konusunun matris

fonksiyonu kavramiyla yakindan iligkili oldugu goriiliir.

Lambert W fonksiyonunun matris kullanimi 6rnek bir soruyla agiklanacaktir.
Ornek 5:

(3.14) deki GDD sistem problemini

L
A=|2 |
I
2
3
A |2 2 3.17
d 3
2 .z
2
!
(D(t)_[1]
r=1

parametreleriyle inceleyelim.

Burada ilk olarak A A4 - AgA = 0, yani A ile A4 nin komiitatif oldugu gortiliir. Problemin
¢oziim metodu takip edildiginde (3.15) de r = 1 yerine kondugunda

S.= Wi (Aged) +A 3.18

olarak yazilir. Burada Lambert Fonksiyonunun argumani olarak A4 e matrisi oldugu
gorilmektedir. A4 e matrisini  belirleyebilmek icin ilk olarak e? matrisi

hesaplanacaktir.
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-A nin 6zdegerleri % + 1, % —i olarak bulunur. Ozdegerleri birbirinden farkli oldugu igin
-A nin kosegenlestirilebilir oldugu goriiliir.

(2.5) e gore -A kosegen bir matris cinsinden yazilir.

-A nin Ozvektorleri (6zdegerlerinin sirasina gore) [i]’[-ll] dir. Bu 0Ozvektorlerin

1
sutunlarini olusturdugu [i -ll] matrisinin tersi | > 2| olur. Buna gére
2 2
1 L0 i1
A [i a2 2 2
1 1 0 1 i 1
S L)

yazilir. Buradan tistel matris

i

1 . o
oA = [i -i] ez ™! 0 2
11 ]

2

N =N —

oA [VeCos1 -VeSinl
VeSinl +eCosl

olarak elde edilir. (3.15) e gore S, matrisine asagidaki adimlarla ulasilir;
3

Ay A= 2 2 [\/ECOSI /e Sin 1
, 2| Wesinl +eCosl
2

3 3
-Ex/ECOSI-Q\/ESinl -2\/ECOSI+§\/ESin1
Ad e_A:

3 3
2\/EC051-§\/ESin1 -Ex/ECOSl-Z\/ESinl

ve
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3 3
-Ex/ECOSI-%/ESinl -2\/ECOS1+§\/ESin1 — 1
Sk:Wk 3 3
2x/ECos1-§\/ESinl -Ex/ECosl-Z\/ESinl -1 -

olarak bulunur. Burada W, nin argiimani olan A4 ¢ niimerik olarak yazildiginda S, su
sekilde ifade edilir;

1
411091  0.299411 )+ 21
1

-0.299411 -4.11091
2

S, =W, (

S, nin hesaplanabilmesi i¢in, Lambert fonksiyonunun, argiimani olan A4 e matrisine
uygulanmasi1 gerekmektedir. Burada da iistel fonksiyonunun matrise uygulanmasinda
oldugu gibi Oncelikle miimkiinse matrisin kosegenlestirme islemi yapilir. Matris

kosegenlestirilemiyorsa Jordan formunda ifade edilir.

A _ [-4.11091  0.299411
-0.299411 -4.11091

-4.11091-0.299411 i oldugu goriiliir. iki farkli dzdegerin olmasi matrisin iki lineer

Aq € ] matrisinin 6zdegerlerinin -4.11091+0.299411 i ve

bagimsiz 6zvektoriiniin olacagi, yani matrisin kdsegenlestirilebilecegi anlamina gelir.

Buradan

3 [Wk(-4.1 1091+0.299411 i) 0 3

) 0 Wi (-4.11091-0.299411 )] | _ L
2

Wi(A, e4)= [1’

NIl—= DN —

yazilir. Bu matriste ¢oziimde kullanilacak dallara ait Lambert fonksiyonu degerleri yerine

koyularak S, matrisleri tespit edilir. Tabloda k = -1, 0, 1 dallar1 i¢in Sy lar gosterilmistir.

Tablo 3.4 (3.17) nin Sy degerleri

Sk
k=-1 -0.474238 -4.83743 i  3.86244 - 0.653992 i]
-3.86244 1+ 0.653992 1 -0.474238 -4.83743 i
k=0 0.222173  2.86715
-2.86715  0.222173
k=1 -0.474238 +4.83743 1  3.86244+0.653992 i ]
-3.86244 - 0.653992 i -0.474238 +4.83743 i
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Buradan (istel matris yontemiyle eS¢ matrisleri hesaplanir. S« ! matrislerini sembolik

k k
S Yiat vt
kt — 5 s
¢ k K
Vit Yoot

ylfl : Lambert fonksiyonunun k. daliyla bulunmus 1. ¢6ziimiin 1. komponeneti

olarak su sekilde tanimlayalim;

ylf , - Lambert fonksiyonunun k. daliyla bulunmus 1. ¢6ziimiin 2. komponeneti
ylg . - Lambert fonksiyonunun k. daliyla bulunmus 2. ¢6ziimiin 1. komponeneti

ylg , - Lambert fonksiyonunun k. daliyla bulunmus 2. ¢6ziimiin 2. komponeneti

y t
eS¢t temel matrise esit oldugundan [ ] 4 ] ¢Oziimleri lineer bagimsizdir.
Yiot 2 Y3t 2
[y, (©
t) =
YO |y
Ck, 1
Cy= .Ck,z]

olmak Gzere (3.16) ya uygun olarak ¢6zim

k k
yi v5 .t re ¥4t ys . t
v = lY1()I z : 1 1 21 [ck 1 . 11{,1 T 12;1 3.19
¥,(®) yl 2 yz P ek Yiat Yy,t
seklinde ifade edilir;

Baslangic fonksiyonuna gore belirlenmis 06zel ¢oziimii bulabilmek i¢in Ci nin
hesaplanmas1 gerekmektedir. Bunun i¢cin Lambert fonksiyonunun skaler kullaniminda

uygulanan metota benzer bir metot kullanilacaktir.

Coziime girecek 2N+1 adet ¢S« matrisini yan yana toplu olarak icerecek yeni bir T

matrisi olusturalim;
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N N Ntl;  Ntl; N
yiat yout yip ot ot oyt vy,

—N+1t —N+1t"

T(t) = [eS_Nt eS_N+1 to.. eSN_l t eSN t] = [ N N © N
Yiat Yoot Yip Yoo Yiat Yoot

T 2 x 4N+2 boyutunda bir matristir. Ardindan

' T(t)) ]
T = :

T (ton+1)

seklinde, T matrisinin (3.19) daki genel ¢O6zimin [—1,0] araliginda baslangic
fonksiyonuna esitlenecegi 2N+1 adet t noktasindaki degerlerinin alt alta yazilarak

olusturuldugu yeni bir T' matrisi tanimlanur.

[ y-lljtl y-zl,\lltl y-ll,\]lﬂtl y-zl,\]lﬂtl yll\l,ltl y2N,1t1 |
yish Yot st Yoy 't e Yoh Yy,
e v vTe owye oy vt
= vhe vt wid'e  yiy't o Vbt yhh | 5o
Yﬂtzml Y'ZI,\II BN+ Y]I:Ilﬂtzml Yﬂﬂtzml yll\ilt2N+l ygltzml
V1SN Yastanet VTS tnel Yip tnen e Yiptaner Yhotoned]

T 4N+2 x 4N+2boyutunda tersi alinabilir bir matristir.

Benzer sekilde baslangi¢ fonksiyonu vektori 2x1 boyutlu ®(t) vektdrinin 2N+1 adet t
noktasindaki degerlerinin alt alta yazilmasiyla @' 4N+2 x 1 boyutlu vektorii asagidaki
sekilde elde edilir;

[ o, (t) 7
0,(t)
9,(t)

D= o,(t)

0, (ton+1)
@, (ton+1) ]
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(Pl (tl)

Burada
(P2 (ti

baslangi¢ fonksiyonunun ¢; aninda aldig1 degerlerdir. Bunlar 6zel ¢6ziim

yl (tl)
y2 (ti

fonksiyonunun degerlerine esittir.

Benzer sekilde ¢oziime girecek 2N+1 adet Lambert fonksiyonu dallari ¢ozimlerinin, yani

her bir ¢S« t nin her iki stitununun katsayilar1 olacak sekilde 4N+2 x 1 boyutlu C' vektorii

_ Cl,l .
C1,2
Co1
C'=| ©,2
CoN+1,1
[CoN+1,2]
r w . yit vsufl oo
Burada cy Ve ¢y, sirasiyla problemin 6zel ¢oziimiinde |, [ ve [ ,* | ¢OzUmlerinin
Vit Y22
katsayilar1 olacaktr.
(3.5) e parallel olarak yazilan
> (2N-1)
-r (2N- -1
St =d(t), t € {— —_— ., 0} 3.21
1;3 Ck ()5 T, N 5 » N 5

AN+2 Dbilinmeyenli ve 4N+2 denklemden olusan sistem Cy igin ¢Ozulecektir.

(3.21) sisteminin matris ¢arpimi olarak gdsterimi

' 1 — ]
T mneoxana Claniax = Plansa x 1 3.22

seklindedir. Buradan T' nin tersi alinabilirliginden C' su sekilde ¢oziiliir;

C=T" @ 3.23

Mevcut drnekte N = 1 oldugunda ¢dzim igin [-1, 0] araligin1 3 esit pargaya ayiran t =
{O, - % , -1} noktalari i¢in C' bulunacaktir. Buna gore t degerleri (3.20) deki T' matrisinde

yerine kondugunda asagidaki matris olusur;
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Tablo35 (3.10)daN=1licin T

T k=-1 k=0 k=1
y,(0) 1 0 1 0 1 0
y,(0) 0 1 0 1 0 1

y,(-0.5) | 0.092135 - | 1.0359 - 0.092135 + | 1.03591 +

_ | 0.12241 | -0.88645 _ _

0.607765i | 0.71543 i 0.607765i | 0.715432 i

y,(-0.5) | -1.03591 + | 0.09213 - -1.03591 — | 0.09213 +

_ | 0.88645 | 0.12241 _ _

0.7154321 | 0.60776 i 0.7154321 | 0.60776 i

y,(-1) | -0.922164 | -0.67874 -0.922164 - | -0.678742
-0.7708 | -0.21702

+1.37026 i | —1.391 1 1.37026 | +1.3910i

y,(-1) | -0.678742 | -0.92216 P il - 0.678742 — | -0.922164

+1.39102i | +1.370i0 | 0.770809 | 1.39102i |-1.37026i

Bu matrisin tersi alinip (3.23) de yerine konarak C' asagidaki gibi bulunur;

10.339271 - 0.737405 i1
0.612337 +0.228291 i
0.321457
-0.224673
0.339271+0.737405 i
L0.612337 - 0.228291 i-

Buna gore (3.17) probleminin N = 1 icin 6zel ¢dziimu (3.19) dan su sekilde elde edilir;

y, () =82 1(0.567563 ¢!397% Cos[0.974983 t] +0.321457

e! 3304t Cos[2.86715 t] +0.11098 Cos[8.69987 t] - 1.34974
e!307981 Sin[0.974983 t] - 0.224673 ¢354t Sin[2.86715 t] - 0.125069 Sin[8.69987 ] )

y, () =82 1(1.34974 ¢! 3078t Cos[0.974983 1] - 0.224673

e! 3304t Cos[2.86715 t]-0.125069 Cos[8.69987 t] + 0.567563
e!307981 5in[0.974983 t] - 0.321457 ¢'3304t Sin[2.86715 t] - 0.11098 Sin[8.69987 t] )

N=1 icin Lambert fonksiyonuyla bulunan bu ¢dziimin y, (t) ve y,(t) komponentlerinin

Mathematica NDSolve fonksiyonu ¢oziimleriyle beraber grafikleri su sekildedir;
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Lambert W-y1

== === NDSolve-yi

Lambert W-y2

== === NDSclve-y2

—an [

Sekil 3.13 (3.17) de N=1 i¢in Lambert y, (t) ve NDSolve 2. komponent

Bu grafiklerden Lambert ¢oziimlerin NDSolve ¢oziimlerinden 6nemli miktarda saptigi
gorulmektedir.

Problem N = 10 alinarak ¢oziildiigiindeki grafikler su sekildedir;
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Lambert W-y1
== === NDSclve-y1

(=]
T

Lambert W-y2
-4 ===== NDSoclve-y2

Sekil 3.15 (3.17) de N=10 igin Lambert y, (t) ve NDSolve 2. komponent

Burada Lambert fonksiyonu c¢oziimlerinin NDSolve c¢oziimleriyle ¢ok iyi sekilde

ortiistigi gbrilmektedir.

Bunun nedeni, skaler 6rneklerde de bahsedildigi tizere N in, yani ¢6ziime giren Lambert
fonksiyon dallarinin sayisi1 biiyiidiikge baslangi¢ fonksiyonuna daha fazla (daha sik

noktalarda) yaklagabilmenin miimkiin olmasidir.

Sekil 3.13 ve Sekil 3.14 grafiklerinden y, (t) ve y,(t) nin diizensiz salinimlari oldugu

gorulmektedir. Bu grafikler t = 20 ye kadarki degerleri gostermektedir.

Buy, (t) ve y,(t) komponentlerinin parametrik grafigi de t = 20 igin su sekildedir;
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-

Sekil 3.16 (3.17) Lambert y, (t) ve y,(t) ¢dziimlerinin t = 20 i¢in parametrik grafigi

y, () ve y,(t) ¢oztmlerinin grafiklerini t = 60 a kadar inceledigimizde y, (t) ve y,(t) nin
dizenli artan salimimli yani kararsiz ¢oziimler olduklari goriilir. Bu durumdaki

parametrik grafik su sekilde olusur;

Sekil 3.17 (3.17) Lamberty, (t) ve y,(t) ¢dziimlerinin t = 60 igin parametrik grafigi

3.17 probleminde gecikme terimi r = 1 idi. Bu r degerinden daha kiiciikk ve biiyiik

degerler i¢in ortaya ¢ikan bazi sonuglar agsagidaki grafiklerde gosterilmistir;
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r = 0.5 oldugu durumda

1 d Lambert W-y1

P

Sekil 3.18 (3.17) der = 0.5 igin Lambert y, (t) ve NDSolve 1. komponent

Lambert W-y2
----- NDSolve-y2

Sekil 3.19 (3.17) de r = 0.5 igin Lambert y, (t) ve NDSolve 2. komponent

Bu grafiklerde y, (t) ve y,(t) nin diizenli séniimlii salinimli oldugu ve sifira yaklastiklari

yani asimptotik kararli olduklari goriiliir. Bu durumdaki parametrik grafik su sekilde

olusur;
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Sekil 3.20 (3.17) r = 0.5 igin Lambert y, (t) ve y,(t) ¢dziimlerinin parametrik grafigi

Gecikme terimi biiylidiigiinde, r = 2, oldugu durumda grafikler su sekilde olusur;;

go0 |-
ano L Lambert W-y1
----- NDSolve-y1
200
A W |
[ 5 TR A
—zo0f
_ano L

Sekil 3.21 (3.17) der =2 igin Lambert y, (t) ve NDSolve 1. komponent
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Lambert W-y2

500 L
=oo | == === NDSclve-y2

1000 |

Sekil 3.22 (3.17) der = 2 igin Lambert y,(t) ve NDSolve 2. komponent

Bu grafiklerde y,(t) ve y,(t) nin artan salimmli (kararsiz) oldugu goriilir. r =1
durumunda da ¢Ozimler yine artan salinimliydi fakat orada salinimin duzenli bir sekilde
artmasi i¢in t > 40 olmasi gerekiyordu. Burada t > 5 den itibaren diizenli artan salinim

gerceklesmektedir. Bu ¢ozliimiin parametrik grafigi de su sekildedir;

200 600

Sekil 3.23 (3.17) r = 2 igin Lambert y, (t) ve y,(t) ¢dziimlerinin parametrik grafigi

Ornek 6:

(3.14) deki GDD sistem problemini

1 0
' 24
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parametreleriyle inceleyelim.

A ile A4 nin komiitatif oldugu goriiliir. (3.15) de r = 1 yerine kondugunda

S.= W (AgeA) +A 3.25

olarak yazilir. Burada -A nin tek 6zdegeri ¢ift katli olarak {-1}, 6zvektori de [(1)] olarak

bulunur. Yani -A matrisinin cebrik kathiligimin 2, geometrik katliligimin 1 oldugu,
dolayisiyla -A nin kosegenlestirilemeyen bir matris oldugu goriiniir. e teriminin
hesaplanmasi igin -A matrisinin (3.25) deki Jordan normal forma getirilmesi
gerekmektedir. Bu konu bir sonraki terim olan Lambert fonksiyonu igin

detaylandirilacaktir.

(3.25) de Lambert fonksiyonunun argiimani olan

0 0
-3
A _
Aq e 36
e &

matrisinin de kosegenlestirilemedigi (6zdegerinin ¢ift katli olarak {%} oldugu,

Ozvektorunlnse [(1)] oldugu yani cebrik katliligin geometrik katliligindan kigik oldugu)

gorullr. Genellestirilmis 6zvektor matrisi, Jordan form matrisi ve genellestirilmis

O0zvektor matrisinin tersi bulunarak

6
63 —3 1 0 1
Wk<Ade'A)=[0 3‘ Wil [T 6 [3 0]
1 0 0 e’
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wonenr p 2|6 %6

1 0

elde edilir. Buradan istenen N sayisina gore Sy lar hesaplanir. (3.16) ya uygun olarak

genel ¢6zim ve baslangi¢ fonksiyonuna gore 6zel ¢6ziim olusturulur.

Buna gére Lambert fonksiyonuyla bulunan ¢oztimiin y, (t) ve y,(t) komponentlerinin

Mathematica NDSolve fonksiyonu ¢oziimleriyle beraber grafikleri su sekildedir;

Lambert W-y1
NDSolve—y1

Sekil 3.24 (3.24) de Lambert y, (t) ve NDSolve 1. komponent

ra

—ZUd =

Lambert W-y2
== === NOSolve-y2

Sekil 3.25 (3.24) de Lambert y, (t) ve NDSolve 2. komponent

55






4. SONUCLAR

GDD nin modelleme anlamindaki katkisi genel kabul gérmiis durumdadir. Cogu
durumda GDD nin ¢6zimi adi diferansiyel denklemlerin ¢c6ziimlerinden daha zordur.
Adimlar yontemiyle her baslangi¢ degerli GDD nin ¢oziilebildigi fakat art arda alinmasi
gereken integrallerin kisa siirede ¢ok zorlu hale gelebilecegi belirtilmisti. Ayrica bu
integrallerin alindig1 araligin gecikme teriminin degerinden dolay1 ¢ok kiigiik olabilecegi,
boyle bir durumda ¢ok fazla sayida integral alma zorunlulugunun olacagi ve bulunacak
¢cOzimin biydk ihtimalle sistemin uzun dénem davranigi hakkinda bilgi veremeyecek

kadar kisa bir siireyi kapsayacagi ifade edilmisti.

Lambert W fonksiyonu kompleks diizlemde tanimli, kompleks degerler alan ¢cogul degerli
bir fonksiyondur. Cogul degerli olmasindan dolay1 farkli dallar cinsinden tanimlanmistir.

Boylece her bir dalin iyi tanimlanmis fonksiyonlar olmasi temin edilmistir.

Lambert W fonksiyonu bu ¢alismada

y®) =ay(t) +aq y(t-r)

skaler GDD sinifina ve

YO =Ay®)+ Aqy(t-1)

aynt simif GDD sistemine uygulanmistir. GDD sistemine Lambert W fonksiyonu
uygulanirken A ve A4 nin komitatif olma zorunlugu vardi. Biz 6rnek problemimizde bu
ozellige uygun A ve A4 kullanmistik. A ve Ay nin komditatif olma zorunlugunun bir ¢ok
uygulama i¢in Lambert W fonksiyonunun kullanilabilirligi acisindan 6nemli bir kisit

oldugu agiktir.

Bu belirli sinif GDD lerde skaler ve matris Lambert W fonksiyonu uygulamlariyla
coziimler analitik olarak elde edilebilmistir. Lambert W fonksiyonu dallartyla sonsuz
sayida bulunan ¢oziimlerin baslangic deger fonksiyonuyla uyumlu hale getirilmesi i¢in
uygulanan metoda odaklanildiginda bu metodun ne kadar fazla sayida Lambert fonksiyon
dali ¢6ziime alinirsa 6zel ¢oziimiin baslangi¢ fonksiyonuna o kadar yakin olacagini temin
ettigi goriiliir. Baglangi¢ fonksiyonunun tam olarak, genel ¢oziime dahil olan Lambert

dallar1 ¢ozlimlerinin lineer kombinasyonu oldugu durumda Lambert fonksiyonu
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yontemiyle bulunan 6zel ¢6ziim t € [-r, o] araliginda tam dogru olacaktir. Aksi takdirde
baslangi¢ fonksiyonuyla t € [-r, 0] araligindaki sapma t € [0, o] araligina da etkiyecek
ve sapmanin miktarina ve denklemin artan veya soniimlenen karakterine gére denklemin
gercek ¢cozliimiiyle hesaplanan Lambert 6zel ¢oziimii arasindaki hata fark: artabilecektir.
Adi diferansiyel denklemlerde baslangi¢ bilgisi belirli noktalar olarak verildigi igin
sayllamayan sonsuz noktada yani [-r, 0] araliginda uyum aranmamaktaydi. Bu durum
GDD lerin sonsuz, adi diferansiyel denklemlerin ise sonlu boyutlu olmalariyla da

acgiklanir.

Incelenen siniftaki skaler ve sistem GDD lerin Lambert dallar1 cinsinden ifade edilen
genel ¢oziimlerinden goriilmektedir ki her durumda soniimlii veya sonlimsiiz salinimli
¢oziimler bulunmaktadir. Bilindigi {izere skaler (tek boyutlu) adi diferansiyel
denklemlerde ¢dziim salmimli olamamaktaydi. Incelenen siniftaki GDD lerde skaler
durumda da her biri ayr1 bir Lambert dalina ait olmak {izere sonsuz sayida lineer bagimsiz

saliimli ¢6zlim oldugu géziikmektedir

Lambert W fonksiyonuyla analitik olarak ifade edilebilmis ¢éziimlerin niimerik degerleri

Mathematica’ da ProductLog fonksiyonu iizerinden alinmustir.

Bu c¢alismada ancak bazi bilgisayar programlariyla niimerik olarak c¢oziilebilen
(Mathematica’da NDSolve fonksiyonu vb) veya Laplace doniisiimii yontemiyle ¢oziilse
de ters Laplace doniisiimii ¢ok zorlu olabilen belirli simif GDD lerin analitik olarak
Lambert W fonksiyonu cinsinden ¢oziimlerinin nasil elde edilebilecegi agiklanmustir.
Coziim fonksiyonlarint denklemin parametreleri cinsinden yazabilmek miimkiin
olmustur. Lambert W fonksiyonunun tiim dallar1 i¢in niimerik degerlerini Mathematica’
da ProductLog fonksiyonundan aldik. ProductLog fonksiyonu reel ve kompleks skaler
girdiler igin dogru degerler vermekte fakat mevcut haliyle direk kulanimda matris girdi
i¢cin dogru sonug¢ vermemektedir. Tezdeki 2.4. bOliimiinde agiklanan matris fonksiyonlari
metoduyla, kdsegenlestirme veya Jordan forma getirme adimlarindan sonra, ProductLog
fonksiyonunu kullanarak matris girdilerin Lambert W degerlerini hesaplamak miimkiin

olmaktadir.

Bu ¢alismada yer almamakla birlikte GDD lerin ¢atallasma analizlerinde de Lambert W
fonksiyonunun uygulama alanlar1 vardir. En azindan sabit noktalarda lineerlestirilmis

sistemlerin karakteri hakkinda Lambert W fonksiyonundan faydalanilabilir.
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