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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

QUASI-GEOMETRIK KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN UYUMLU
KESIRLI INTEGRALLER ICEREN INTEGRAL ESIiTSIZLIKLER

Didare Seyma KARAMAN

Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa GURBUZ

Bu tezde oncelikle konveks fonksiyon kavrami ve gesitli ozellikleri incelenmistir.
Konvekslik tiirlerinin yani sira konveks fonksiyonlar ile ortalamalar arasindaki iligki
ortaya konmustur. Ardindan kesirli tiirev ve integral kavramlar1 tanitilmistir. Kesirli
tiirevler icerisinde 6nemli bir yere sahip olan uyumlu kesirli tiirev ve integrallerin
tanimi1 verilmistir. Uyumlu kesirli integral operatorii kullanilarak elde edilmis ve
literatiirde mevcut olan bazi esitsizlikler sunulmustur. Arastirma bulgularinda ise
quasi-geometrik konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde

edilmistir.

2019, 57 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hadamard tipli esitsizlikler, Holder esitsizligi, Power-mean

esitsizligi, m —konveks fonksiyonlar, uyumlu kesirli integraller.



ABSTRACT

Master Thesis

INTEGRAL INEQUALITIES FOR QUASI- GEOMETRIC CONVEX
FUNCTIONS VIA CONFORMABLE FRACTIONAL INTEGRALS

Didare Seyma KARAMAN

Agn Ibrahim Cecen University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mustafa GURBUZ

In this thesis, firstly the concept of convex function and various properties of
convex function are examined. In addition to the convexity types, the relationship
between the convex functions and the special means has been demonstrated. Then the
concepts of fractional derivative and integral are introduced. The definition of
conformable fractional derivatives and integrals which have an important place in
fractional derivatives are given. Some inequalities which are obtained by using
conformable fractional integral are presented in the literature. In research findings,
Hermite-Hadamard type inequalities for quasi-geometric convex functions were

obtained.

2019, 57 pages
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1. GIRIS

Kesirli analizin tarihi, diferansiyellenme teorisinin ortaya ¢ikisina kadar
dayanmaktadir. Tarihi c¢ok eskilere dayanmasina ragmen, fiziksel yapisindaki
karmasikliktan dolayr klasik analiz gibi yorumlanmamasi bu konuyla ilgili
calismalar1 ertelemis ve bilim, miithendislikte ¢ok popiiler olmamistir. Ancak kesirli
tirev ve integrallerin yerel veya noktasal bir biiyiiklik olmamalari, doganin
gercekligini daha i1yi ifade etmesi agisindan kesirli analiz konusunu dikkat ¢ekici hale
getirmistir. Bu yiizden, bu konunun bilim ve miihendislik alaninda daha yaygin hale
getirilmesi, doganin daha iyi yorumlanmasi ve ifade edilmesinde 6nemli bir rol

oynayacaktir.

1695 yilinda ilk kez kesirli tiirev ve integral kavramlar1 L’Hospital tarafindan
Leibnitz’e gonderilen bir mektupta tiirev mertebesil/2 olmas1 durumunda anlaml
olup olmayacagimi sormasiyla ortaya atilmistir. Boylece kesirli analizin dogusu

L’Hospital’in sorusuyla baglamistir.

Leibnitz ve L’Hospital’den sonra 1730 yilinda kesirli analiz konusu Euler’in de
dikkatini ¢ekmistir. 1772 yilinda J.L. Langrange ise diferansiyel operatdrler icin
kuvvet alma kanunundan bahsettii c¢alismasinda dolayli olarak kesirli analize
katkida bulunmustur. 1812 yilinda P. S. Laplace, integraller yoluyla kesirli tiirevi
tanimlamis ve 1819 yilinda S.F. Lacroix 700 sayfalik ¢alismasinda keyfi mertebeden
tirevden bahsetmistir. Bunun ardindan 1822 yilinda J. B. J. Fourier keyfi mertebeden

tiirevleri ¢calisma konusu yapmustir.

Kesirli operatorler ilk kez N. H. Abel tarafindan 1823 yilinda tautochurane
probleminin ¢6ziimiinde kullanilmistir. 1832 yilinda J. Liouville, kesirli analiz
tanimlarin1 teorik problemlere uygulayarak ilk 6nemli calismayr yapmistir. 1892
yilinda G. F. B. Riemann, yayimladig1 ¢alismasinda iizerinde uzun yillar ¢alistig
kesirli integrasyon teorisini gelistirmistir. 1868 ile 1872 yillar1 arasinda A. V.
Letnikov, bu konu iizerine pek ¢ok makale yaymlamistir. 1900 ile 1970 yillart
arasinda kesirli analiz konusuna onemli katkilar1 bulunan bilim adamlar1 ise H. H.

Hardy, S. Samko, H. Weyl, M. Riezs, S. Blair’dir. 1970 yilindan giiniimiize kadar



olan zamanda J. Spanier, K. B. Oldham, B. Ross, A. Kilbas, M. Caputo, 1. Podlubny,
M. Fabrizio, T. Adbeljawad, R. Khalil, A. Atangana, D. Balenau, J. Losada, J.J.
Nieto gibi bir¢ok bilim adami bu konu iizerinde ciddi c¢aligmalar ortaya

koymaktadirlar.

Yukarida adi gegen kesirli tiirev tanimlar1 da dahil literatiirdeki biitiin kesirli
tirev tanimlarinin klasik tlirev tanimindan aldiklar1 tek ortak 6zellik lineer olma
ozelligidir (Khalil et al. 2014). Bunun disindaki 6zelliklerle alakali olarak bir uyum
genellikle s6z konusu degildir. Mesela sabitin kesirli tiirevi Riemann-Liouville
kesirli tlirev tanimi i¢in sifir olmamaktadir. Yine klasik tlirevdeki iki fonksiyonun
carpiminin ve boliimiiniin tiirevi formiilii biitiin kesirli tiirevler i¢in gegerli degildir.
Buna benzer olarak yine biitiin kesirli tiirev tanimlar klasik tiirevdeki zincir kuralini

saglamaz.

Son zamanlarda klasik tiirevin dogal genisletilmesi olarak goriilen kesirli
tirevin yeni bir tanimi verildi (Khalil et al. 2014). Bu yeni tanim klasik tiireve
uyumuyla dikkat cekmektedir. Yukarida sayilan ve diger kesirli tiirevler icin
saglanmayan, carpim kurali ve bdliim kurali bu yeni kesirli tiirev tanimi igin
saglanmaktadir. Zincir kurali ise klasik tlirevdeki kurala ¢ok yakin olarak
yazilabilmektedir. Uyumlu kesirli tlirev (conformable fractional derivative) olarak
adlandirilan bu yeni kesirli tiirev tanimi, sagladig1 bu 6zelliklerden dolay: biiytik bir
ilgiyi lizerine ¢ekmis ve kisa zamanda bu yeni tanimla alakali birgok c¢alisma

yapilmugtir.

Khalil et al. (2014) tarafindan ortaya atilan bu yeni tanim klasik tiirevdekine
benzer bir limit formuna sahiptir. Khalil ve arkadaslar1 yaptiklar1 ¢calismada bu yeni
kesirli tiirev taniminin (ya da doniislimiiniin) ¢arpim kuralin1 ve boliim kuralini
sagladigin ispat ettiler. Ayrica onlar yaptiklar1 ¢calismada uyumlu kesir mertebeden
diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in Rolle teoremi ve ortalama deger teoremini
ifade ettiler. Uyumlu kesirli tiirev analizi, Abdeljawad (2015) tarafindan gelistirildi.
Abdeljawad yapmis oldugu calismada bu yeni tanim i¢in sol ve sag uyumlu kesirli

tirev kavramlarini, kesirsel zincir kuralini ve Gronwall esitsizligini sundu. Ayrica



uyumlu kesir mertebeden dizisel tiirev kavramini, 0 < @ < 1 icin iki tiir kesirsel
kismi integrasyon formiillerini, uyumlu kesirsel kuvvet seri agilimini, kesirsel Taylor

esitsizligini ve son olarak kesirsel Laplace doniistimiinii verdi.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1. Konveks Fonksiyonlarla Tlgili Temel Tanim ve Ozellikler

Calismamiz i¢in 6nemli olan bazi temel tanimlar su sekilde Siralanmustir.

Tamim 2.1.1. Konveks Kiime: L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

lzere
B={zel:z=tx+ (1-1t)y, 0<t<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = tx + (1 — t)y esitligindeki
x ve y’nin katsayilar i¢in t + (1 — t) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki t, 1 —t yerine t + k = 1 sartin1 saglayan ve negatif
olmayan t, k reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan
ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir” (Bayraktar
2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime



Tamm 2.1.2. (J —Konveks Fonksiyon) I, R’de bir aralik olmak tizere her x,y € I

icin

f(x;ry) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.3. (Kesin ] —Konveks Fonksiyon) Her x,y € [ ve x # y igin

f(x;ry) <f(x) erf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I tizerinde kesin J —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovic¢
1970).

Tamim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] igin,

flax+ A -a)y) < af () + 1 —a)f (¥)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.” (Pecari¢ et al. 1992).

Eger a € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (1 =Dy) <af(x)+ (1 -a)f(¥)

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir. “—f” konveks (strictly

konveks) ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir.



Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:

yA

<y

a ta+(1-t)b b

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak ta + (1 —t)b noktasinda; f’nin egri lizerinde aldigi deger

(a,f(a)) ve (b,f(b)) noktalarmi birlestiren dogru pargasinin {izerinde aldigi
degerden her zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay:r birlestiren kiris (dogru
parcasi) her zaman egrinin [a,b] araliginda kalan kisminin iizerinde veya

ustiindedir.

Sekil 2.3. den de goriildiigi gibi te[O,l] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer
sekilde (1 —t)f(b) < f(b) dir. Yani tf(a), f(a)’ nn (1 —t)f(b) de f(b)’ nin

altindadir.



Dolayisiyla tf(a) + (1 — t)f(b), f(a)ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon i¢in

kiris f’ nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin {izerinde veya altindadir.

Teorem 2.1.1. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi bir x, y reel sayilari i¢in

lx +y| < x| + [y,
[Ix| = Iyl| < lx —yl,
[Ix| = Iyl| < lx+ yl,

ve tiimevarim metoduyla

lxy + 4+ x| < lxgl ++ |x,] (i €ERI=123,..,n)

esitsizlikleri gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
[ reoax| < [reolar @<n

esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Ornek 2.1.1.f:IcR->R, f(x)=|x| fonksiyonu [ iizerinde konveks

fonksiyondur.

Coziim: f’nin konveks oldugunu gostermek icin x,y € I ve a € [0,1] i¢in

flax+ (1 =-a)y) <af(x) + (1 -a)f(y)
oldugunu gostermeliyiz. Buna gore
flax+ (1 - a)y) = |ax + (1 - a)y|
<a+|(1—-a)y|l (iggen esitsizliginden)

=alx| + (1 - a)lyl



=af()+ A -a)f )
elde edilir. i1k ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmis olur.

f(x) =|x| fonksiyonu x =0 da tireve sahip olmamasmna ragmen konveks

fonksiyondur. Ay

v

Sekil 2.4 Aralik lizerinde konveks fonksiyon

Sonug 2.1.1. “x,y € Rve p + g > 0 olmak {izere

f<px-qu)<:pf(x)4-qf(y)
p+q/ p+q

esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir” (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.3. (Holder Esitsizligi): a = (a4, ...,a,) ve b = (b4, ..., b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

1
—+-=1
P q

olmak tzere

(@) p > 1ise,



1
n n 5
Z agby < (Zlak|p>

k=1

(b) p < 0veyaq < 0 ise,
1 1
n n 5 n a
D by > (Zmup) (Zwm)
k=1 k=1 k=1
esitsizlikleri gegerlidir” (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.4. (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +% = 1 olsun. f ve

g, la, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|? ve |g|9,

[a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

b b % b %
] If(x)g(X)Ide< j If(x)lde) (j |g(x)|de)

esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993)

Tamim 2.1.5. (Siireklilik): f:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.
X €ES ve |x—xo| <Sigin |[f(x) — f(xg)| < &
olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x,’da siireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tamim 2.1.6. (Diizgiin Siireklilik): f:S € R - R fonksiyonu ve &> 0 sayisi
verilmis olsun. |x; — x,| < § sartim1 saglayan her x;,x, € S igin |f(x;) — f(x2)| <
¢ olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, S’ de diizgiin siireklidir denir” (Bayraktar
2010).

Tamm 2.1.7. (Lipschitz Sart1): f/:S € R — R fonksiyonu i¢in

If () = f)I < M|x —y|



olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f, S’de Lipschitz sartin1 sagliyor denir”
(Bayraktar 2010).

Sonu¢ 2.1.2. “f, S’de Lipschitz sartin1 saghiyorsa f, S’de diizgiin stireklidir”
(Bayraktar 2010).

Teorem 2.1.5. [a,b] € I°olsun. Eger f:I > R konveks bir fonksiyon ise

f Lipschitz sartim1 saglar. Sonug olarak f, [a, b] araliginda mutlak siirekli ve I°’de
stireklidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.6. “f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve
b. f, [a, b] araliginda sinirlidir” (Azpeitia 1994).

Tanim 2.1.8. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda taniml1 bir fonksiyon

Ve x4, X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@)x, > xq iken f(x,) > f(x,) ise f fonksiyonu I tizerinde artandir,
(b)x, > x; iken f(x,) < f(x;) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,
(C)x, > x; iken f(xy) = f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,
(d)x, > x4 iken f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir
Denir” (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.7. “J acik bir aralik ve ] © I olmak tlizere f, I iizerinde siirekli ve J

tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € J igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu [ iizerinde artandir.

(b) Her x € J i¢in f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I {izerinde azalandir.

(c) Her x € J igin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu [ {izerinde azalmayandir.

(d)Her x € ] igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.” (Adams and
Essex 2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iligkiyi

igeren sonug ve teoremler verilmistir.
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Sonu¢ 2.1.3. “f,g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise geo f

fonksiyonu konvekstir” (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.8. “Eger f:1 — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise fi(x) ve

f!(x) var ve bu fonksiyonlar I°’ de artandir (kesin artandir)” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.9. “f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f' nin

artan (kesin artan) olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.10. “f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f
fonksiyonunun bu aralik iizerinde konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter

sart x € [ i¢in

f(x) = (>)0
olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

2.2 Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflar:
Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde

bu konuda ¢alisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tammm 2.2.1. (Quasi-Konveks Fonksiyon): S ¢ R" bostan farkli bir kiime
ve f: S — R bir fonksiyon olsun. Vx,y € S ve a € [0,1] i¢in

flax+ (1= a)y) < max{f (x), f(¥)}
ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).
Eger

flax + (1 = a)y) <max{f(x), f(¥)}

ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fax + (1 = a)y) = max{f (x), f(y)}
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ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

flax + (1 = a)y) > max{f(x), f ()}

ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.2.2. “f hem quasi —konveks hem de quasi—konkav ise f’ye

quasi —monotonik denir” (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonug 2.2.1. “Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir.
Omegin g:[-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{tz, t € (~1,2]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2]

araliginda quasi —konveks fonksiyondur” (lon 2007).

>

Sekil 2.5. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon
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Sekil 2.6. Quasi-konveks olmayan fonksiyon
Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon: Fonksiyonun tanim kiimesinde, degerleri
kirmiz1 kesik cizginin altinda kalan noktalar, iki kirmizi araligin birlesimidir ve

fonksiyon bu noktalarin birlesiminde konveks degildir.

Tamim 2.2.3. (Wright-Konveks Fonksiyon): f: I — R bir fonksiyon ve y > x,a >
0 sartlar1 altinda her bir y + a, x € [ i¢in

fG+ta)-f) <fy+a)-f)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-konveks fonksiyon denir” (Dragomir
and Pearce 1998).

Tamim 2.2.4. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R bir fonksiyon olsun.
y > x, a > 0 sartlan altinda Vx,y,y + a € I ve Va € [0,1] i¢in

1
> [f(tx + (1 =0)y) + f((1 = O)x + ty)] < max{f(x), f ()}
veya

1
SO + £ + 0] < max{f (), (7 + )

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-quasi-konveks fonksiyon

denir” (Dragomir and Pearce 1998).
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Tamim 2.2.5. (J —Quasi-Konveks Fonksiyon): f:1 — R fonksiyonu her x,y €1

icin

F(552) < max(rco, £

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna ] — quasi —konvekstir denir” (Dragomir and
Pearce 2000).

Tammm 2.2.6. (Log-Konveks Fonksiyon):I,R’de bir aralik ve f:I - R bir

fonksiyon olsun. Her x,y € Ive t € [0,1] igin
fltx+ @A =)y) < fFOf )
sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir” (Pecari¢ et al. 1992).

Tammm 2.2.7 (Godunova-Levin Fonksiyonu): f:I = R negatif olmayan bir

fonksiyon, Vx,y € I, t € (0,1) olmak iizere

f(tx+(1—t)y)s@+{(—_y)t

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q(I) sinifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak;
feQ()vex,y,z €I ise bu takdirde
fOU=E-2D+fMNG-0@-2)+f@Dz-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir” (Godunova and Levin 1985).
Tamim 2.2.8. (P —Fonksiyonu): f:1 = R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Vx,y € I,t € [0,1] olmak {izere;
fex+ A =0)y) < f(x)+ f()
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sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir”
(Dragomir et al. 1995).

Tammm 2.2.9. (m —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] > R ve b >0 olsun. Her
x,y €[0,b], a € [0,1] vem € [0,1] i¢in

flax+m(1 - a)y) < af (x) + m(1 - a)f(y)

sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir” (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica
f(0) < 0 igin [0, b] araliginda taniml1 tiim m —konveks fonksiyonlarin simifi K,,,(b)
ile gosterilir. Eger m = 1 almirsa [0, b] tizerinde m —konveks fonksiyon bilinen

konveks fonksiyona dontistir.

Tamim 2.2.10. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R* = [0, ), f:R* -

Rve 0 < s < 1olsun. a® + B5 = 1 olmak iizere her u,v € R* ve her , f = 0 igin

flau+pv) < a*f(w) + B°f (V)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir”
(Orlicz 1961).

Tamm 2.2.11. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R* = [0,), f:R* —

Rve0 <s<1olsun.a,f =0,a+ B = 1 olmak iizere her u, v € R" i¢in

flau+pv) < a*f(w) + B°f (V)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlarm smifi K2 ile gosterilir” (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanimi s =1 icin bilinen konvekslige

doniistir.
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Ornek 2.2.1. “s € (0,1) ve a,b,c € Rolsun. f:[0,00) - R fonksiyonu

_(aq t=0
f(t)_{bts+c, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde

(i) b>0ve0<c<a isef €Kz dir.
(i) b>0vec<0 isef & K2 dir’ (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamim 2.2.12. (h —Konveks Fonksiyon): h:J € R — R pozitif bir fonksiyon olsun.
Herx,y € I, a € (0,1) i¢in

flax+ (1 =a)y) < h(@)f (x) + h(1 = a)f(¥) (2.3)

sartin1 saglayan negatif olmayan f:1 € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon

veya SX (h,I) sinifina aittir denir” (Varosanec 2007).

“(2.3) esitsizliginin tersini dogrulayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konkav
fonksiyon denir yani f € SV (h,I)’dir” (VaroSanec 2007).

“Bu tamimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(a) = a ise tiim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX(h,I) sinifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda
tim negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I) sinifina aittir; h(a) =§ ise
SX(h,I) = Q(I) smifina aittir; h(a) =1 ise SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak
tizere h(a) = a® ise SX(h, 1) 2 K2’dir” (Varosanec 2007).

Tamim 2.2.13. (Starshaped Fonksiyon): b > 0 olmak tizere f:[0,b] - R
fonksiyonu, her

x €[0,b] ve a €[0,1] igin

f(ax) < af (x)

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir” (Toader 1984).
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Tammm 2.2.14. (Geometrik Konveks Fonksiyon) f:I c Rt - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

fOYTO) < FOIIFDIT

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang
et al. 2012).

Tamm 2.2.15. (s —Geometrik Konveks Fonksiyon) f:I ¢ R* - R* fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve @ € [0,1] igin

fy™™®) < [FI* [FOIA"

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir”
(Zhang et al. 2012).

s = 1 igin, s —geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon

tanimina doniisecegi agiktir.

Tanum 2.2.16. (Harmonik Konveks Fonksiyon) Ic R/{0} bir agik aralik

olsun. f: I — R bir fonksiyon olmak tizere eger Vx,y € [ ve @ € [0,1] igin

fo2) < f )+ - f ()

ax+(1-a)y
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.2.17. (Ortalama Fonksiyonu)M fonksiyonu M: (0, o) X (0, c0) — (0, )

seklinde verilsin. Eger

(DM (x,y) = M(y,x)
2)M(x,x) =x
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B)x<Mx,y)<y,x<y
(4)M(ax,ay) = aM(x,y), a >0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir” (Anderson et al.
2007).

Ornek 2.2.2

“(1) M(x,y) = A(x,y) === Aritmetik ortalama

(2) M(x,y) = G(x,y) = \/xy Geometrik ortalama
3) M(x,y) = H(x,y) = 1/A(1/x,1/y) Harmonik ortalama

_d . x—=y il _ .
4) M(x,y) = L(x,y) = oartoay’ * # vy igin ve L(x,x) = x Logaritmik ortalama

1

B)M(x,y) =1(x,y) = (l) (;—;C)m x # yvel(x,x) = x ldentrik ortalama”

e

(Anderson et al. 2007).

Tammm 2.2.18. (MN- Konveks (Konkav) fonksiyon): f:1 = (0,00) siirekli
fonksiyonu verilsin. I < (0,0) ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun.

Eger Vx, ye I icin

f(M(x,y) < N(fC), f()

sarti saglamyor ise f fonksiyonuna MN —konveks(konkav) fonksiyonu denir”
(Anderson 2007).
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Teorem 2.2.1. “I < (0,00) ve f:I — (0,00) siirekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleri i¢in [ = (0,b) ,0 < b < oo olarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin konveks

(konkav) olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf nin konveks

(konkav) olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/ f nin konveks

(konkav) olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(be™") nin (0, )

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart f(be™") nin (0, )

tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/ f(be-t) nin

(0, =) iizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (1/x) nin

(1 / b o) iizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf (1/x) nin

(1 / b o) iizerinde konveks (konkav) olmasidir.
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 /f (1 / ) nin
X

(1/ p» ©) tizerinde konveks (konkav) olmasidir” (Anderson 2007).

Teorem 2.2.2. “I € (0,00) ve f:1— (0,0) diferensiyellenebilir fonksiyonu

verilsin. (4)-(9) secenekleri i¢in I = (0,b),0 < b < oo olarak verilsin.
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(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(x) nin artan

(azalan) olmasidir.
(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f ’(x)/ 1) nin artan
(azalan) olmasidir.
(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f ’(x)/ F(x)? nin

artan (azalan) olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf'(x) nin artan

(azalan) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf ’(x)/ [10) nin
artan (azalan) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf ’(x)/ Flx)? nin

artan (azalan) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart x2f'(x) nin artan

(azalan) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x*f '(x)/ 10 nin
artan (azalan) olmasidir.

(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x*f ’(x)/ F(x)? nin

artan (azalan) olmasidir” (Anderson 2007).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Kesirli Tiirevler ve Kesirli Integraller

Kesirli analiz, klasik analizin bir genislemesi olarak kabul edilebilir. Kesirli
analizde klasik analizde oldugu gibi tek bir tiirev tanimi olmayip birden fazla tiirev

taniminin varligi, problemin en iyi ¢6zlimiiniin elde edilmesi firsatini verir.

Kesirli analiz birgok bilim adamu tarafindan ¢alisilmis ve farkli gosterimlerle
kesirli tiirev ve integrali degisik sekillerde ifade etmiglerdir. Fakat bu ifadelerin
birbirleri arasinda gecisler olmasina ragmen tanimlari ve tanimlarinin fiziksel

yorumlar1 agisindan farkliliklar gosterir.

3.1.1. Riemann-Liouville Kkesirli tiirevleri ve Kkesirli integralleri

Tanmmm 3.1.1.1. a > 0 olmak iizere a mertebeden Riemann-Liouville integral

operatoru /

U@ = 5 o (=D (@dr, t>a (3.1)
UEN® = £(©) (32)

bigiminde tanimlanir (Ross 1977; Samko 2009).

f, t = a ig¢in siirekli olsun. a, > 0, ve y > —1 olmak iizere, Riemann-Liouville

integral operatdriiniin bazi1 6zellikleri asagidaki gibidir:

a. (JJE)(© = (Jgspf)©® (3.3)

b. J&J5f)(© = (Jz1af)® (3.4)
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r(y+1)
asy — __ N a+y
C. Jgt¥ = l"(a'+y+1)t (3.5

Tamm 3.1.1.2. Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii, « > 0, a ER, t > a ve

m—1<a<migin,

dm t
(DLf)(2) = [ ! — f AN

dt™ [['(m — (t —x)a—m+l
olarak tanimlanir (Ross 1977; Samko 2009).

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, kesirli tiirev ve integral teorisinin
gelismesinde ve bunlarin matematikteki uygulamalarinda 6nemli bir rol oynamasina
ragmen Riemann-Liouville yaklasiminin problemlerin yorumlanmasinda yetersiz

kaldig1 ortaya konmustur.

Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminin diger bir eksikligi ise sabit fonksiyon ve

birim fonksiyon incelenerek dogrudan gosterilebilir.

Bir birim fonksiyonun, kesirli mertebeden tiirevi ne olursa olsun tiirev sonucu 1
olmalidir. Fakat Sekil 3.1’de Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevleri

incelendiginde bu durumun gecerli olmadig1 goriilmektedir.

fixe)=x

1.8 Derece=0 i
16l Derece=02 | |

: Derece=0.4
1.4 Derece=0.6 |

Derece=0.8
121 Derece=1 H
1 - -
08 -
0.6 1
04 1
02F -
U -

L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Sekil 3.1 f (X) = x fonksiyonu Riemann-Liouville kesir dereceli tiirevleri

Sekil 3.2’de ise f(x)=1 fonksiyonunun Riemann-Liouville yontemine gore kesir

mertebeli tiirevleri goriilmektedir. Sekilde de goriilecegi gibi sabit fonksiyonun

tiirevleri degiskene bagli ¢ikmaktadir.

2 T
fix)=1
181 Derece=0
16 Derece=0.2 ||
) Derece=0.4
1.4 Derece=0.6 |
Derece=0.8
12 Derece=1 H
1 -
0.8 B
0.6 B
04+ B
0.2+ B
U —
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 3.2 f (X) =1 fonksiyonu Riemann-Liouville kesir dereceli tiirevleri

3.1.2. Caputo kesirli tiirevleri

Caputo tiirev tanimi detayl bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi kaynaklarda
verilmistir (Caputo 1967; Kilbas vd. 2006).

Tanim 3.1.2.1. “m — 1 < a <m, m € N, x > a olmak {izere, f(t) fonksiyonunun

a mertebeden (@ > 0) Caputo tiirev tanimu,

1
r(m—-a)

(‘Def)®) = [3(t = x)m a1 () dx (3.6)

bi¢iminde tanimlanir (Caputo 1967; Kilbas vd. 2006).”
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“Ayricam—1<a<m, meN,t>avefeC™" a>—1 olmak iizere Caputo

tiirev tanimina ait,
a.(“DYLf)(®) = f(©) (3.7)

Nk
b.(J& SDEF)(D) = f(6) - B fO L2 (38)
Ozellikleri de verilebilir.”

3.1.3. Uyumlu Kesirli Tiirevin Analizi

Caputo kesirli tiirevinin diger bir 6zelligi ise sabitin Caputo tiirevinin sifir
olmasidir. Bu nedenle de Caputo tanimi, Riemann-Liouville tanimina goére bir

problemin fiziksel olarak yorumunun daha rahat yapilmasina olanak saglar.

Uyumlu kesirli tiirev, klasik tiireve uyumuyla dikkat ¢ekmektedir. Khalil et al.
tarafindan tanitilan uyumlu kesirli tiirev, klasik tiirevdekine benzer bir limit formuna
sahiptir. Khalil ve arkadaglar1 yaptiklar1 ¢aligmada bu tanimin ¢arpim kuralini ve
boliim kuralin1 sagladigini ispat ettiler. Ayrica yaptiklar1 ¢alismada uyumlu kesir
mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in Rolle teoremi ve ortalama deger

teoremini ifade ettiler.

Uyumlu kesirli tiirev analizi, Abdeljawad tarafindan gelistirildi. Abdeljawad
yapmis oldugu calismada uyumlu kesirli tiirev i¢in sol ve sag uyumlu kesirli tiirev
kavramlarii, kesirsel zincir kuralin1 ve Gronwall esitsizligini sundu. Ayrica uyumlu
kesir mertebeden dizisel tiirev kavramini, 0 < @ <1 i¢in iki tir kesirsel kismi
integrasyon formiillerini, uyumlu kesirsel kuvvet seri a¢ilimini, kesirsel taylor

esitsizligini ve son olarak kesirsel Laplace doniisiimiinii verdi.

Bu boliimde uyumlu kesirli tiirevin analiziyle alakali bazi temel kavramlar

verilecektir. (Khalil et al. 2014; Abdeljawad 2015).
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Tanmm 3.1.3.1. “f: [0, 00) — R bir fonksiyon olsun. Biitin t > 0 ve a € (0,1) i¢in f

fonksiyonunun “uyumlu kesirli tiirev” diye adlandirilan a mertebeli kesirli tiirevi,

ft+et'™) —f(0)

&

T () () = lgl_r)%

olarak tanimlanir. Eger f fonksiyonu a > 0 olmak tizere baz1 (0,a) aralifinda «a

diferansiyellenebilir ve lim,_, o+ @ (t) olusursa o zaman,
(a) — 1 (o)
f(0) Jim, f ()

olur. f nin a mertebeden uyumlu kesirli tiirevini gostermek igin bazen T, (f)(t)
yerine f@(t) yazilacaktir. Ayrica, a mertebeden uyumlu kesirli tiirev mevcutsa bu
durum i¢in f, a diferansiyellenebilirdir denilecektir. Bu tanimin bir sonucu olarak

asagidaki teorem yazilabilir.”

Teorem 3.1.3.1. “Bir f:[0,00) - R fonksiyonu t, >0 da a € (0,1) i¢in «

diferansiyellenebilirse, f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.”

Ispat:

fto + etg™®) — f(to) .
&

flto +etg™®) — f(tp) =

tanimindan

fto + ety ) — f(to) .

. 1-ay _ — i
£1_r)13[f(t0+€t0 ) — f(to)] !61_1)% - am

yazilir. h = et§~* almirsa

}li_r)%[f(to +h) = f(te)] = FO(t,).0
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olur. Boylece
lim f(to + h) = f(t,)
olur. Bu ise f fonksiyonunun t, noktasinda siirekli oldugunu ifade eder.

Teorem 3.1.3.2. “a € (0,1] i¢in f ve g, t > 0 noktasinda a diferansiyellenebilir

olsun. O halde

1. Va,b € R i¢in T,(af + bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.

2. Vp € R i¢in T, (tP) = ptP~* dir.

3. Tim f(t) = A bi¢imindeki sabit fonksiyonlar i¢in T, (A) = 0 dir.
4. Ta(fg) = fTa(g) + gTa(f).

Ta - Ta

6. Ekolarak eger f diferansiyellenebilirse T, (f) = t*~% =L (¢) dir.”

Ispat: (1), (2) ve (3) iin ispatlar1 direkt tanimdan goriilebilir. Burada (4), (5) ve (6)

nin ispatlar1 verilecektir.
(4) t > 0i¢in

ft+et'm™ Mgt +et™™) - f()g(t)
&

T,(fg)(t) = !al—r>%
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flt+etm™ Mgt +et'™*) = f()g(t +et'™*) + f()g(t +et' ™) — f()g(t)

= lim

e-0 &
_ lgi_r)r& (f(t + stl;“) - f(®) g+ gﬂ‘“)) + (O £i_r)%g(t + Etl;a) —g(t)

=Tof () lim g (¢ + et’™%) + f()Tpg(t)

yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu i¢in lim,_,, g(t + €t17%) = g(¢) dir.
(5) t > 0 igin

f+et™) f@®)
f gt +ett®) g(t)
Ta (E) (t) = lel—r>% e

f(t+et=%)g(O—-f () gO+f ) g®)-f ) g(t+et1~%)
g(t+etl=¥)g(t)e

= limg_,

[f(t+et'™*) = f(O)]gt) — [g(t + et'™*) = g(O]f (©)

= g+ et g(De
1-ay _ 1-ay _
| [f (¢t + et _ ) f(t)]g(t) _lgt+et _ ) g(t)]f(t)
= lim
£-0 gt +et=*)g(t)

_Tof (g (@) — Tg(O)f ()
~ limg(t+ et g(6)

yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu igin lim,_q g(t + £t1~%) = g(¢t) dir.

(6) Bu zelligin ispati igin Tanim 3.1 de h = et1~% doniisiimii yapalim. Bu durumda

ft+et'") - ()

&

T.f(t) = lim
&-0

i LR — ()
im

h—0 hta—l
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i S+ R)—f(O)
=t lim
h—-0 h

ol
=t dt ©

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.1.3.3. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar I¢cin Rolle

Teoremi):

a > 0 olmak tizere f: [a, b] = R fonksiyonu

I [a, b] araliginda stirekli,

ii. a € (0,1) i¢in «a diferansiyellenebilir,

. f(a) = f(b)

kosullarini saglasmn. Bu taktirde f@(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.”

Ispat: f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve f(a) = f(b) oldugu igin bir
¢ € (a,b) yerel ekstremum noktasina sahiptir. Genelligi bozmaksizin ¢ noktasinin

bir yerel minimum nokta oldugunu kabul edelim. Béylece

fc+ec=%)—f(c) — lim flc+ect=%)—f(c)
< - e-0" <

F@(c) = lim,_ 4+

yazilabilir. Fakat, ilk limit negatif, ikinci limit ise pozitif degildir. O halde, f(®(c) =
0 dir.

Teorem 3.1.3.4. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar I¢in
Ortalama Deger Teoremi): a > 0 olmak lizere f:[a,b] >R siirekli ve bazi

a € (0,1) i¢in a diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda
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b) —
@) = w

—phx ——_q2
a a

olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.”

Ispat: k bir sabit sayi olmak iizere g:[a,b] >R , g(t)zf(t)+k%t“
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon da [a,b] arahiginda siirekli ve her

t € (a,b) i¢in a diferansiyellenebilirdir. Simdi k sabiti g(a) = g(b) olacak sekilde
segilirse f(a) + k= a® = f(b) + k~b olup

N OE(C)
-1 1
_ba__aa
a a

yazilabilir. O halde g(t)zf(t)—w(%t“) olur. Bu fonksiyon Rolle

lpa_lga
teoreminin biitiin sartlarin1 saglar. Dolayisiyla (a,b) araliginda 6yle bir ¢ sayisi

vardir ki g (c) = 0 dir. Buradan

f(a)(c) _M =0 = f(a)(c) — M
—pa _=ga 1,. 1.4
a a a o

elde edilir. Burada T, (i t“) = 1 ozelligi kullanilmistir.

Tanmm 3.1.3.2. “f: [a, ) — R bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 igin f fonksiyonunun

a mertebeli sol uyumlu kesirli tlirevi

f+et—a)™*) - f(1)

&

(T2 = lim
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olarak tamimlanir.  Eger (a,b) araliginda (TZ2f)(t) mevcutsa (TEf)(a) =
lim,_,,+(TZf)(t) olur.”

Tanmm 3.1.3.3. “f:(—o0,b] - R bir fonksiyon olsun. 0<a <1 igin f

fonksiyonunun a mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi

TF)(t) = — g%f (t+e(b - ?1'“) —f(®

olarak tanimlanir. Eger (a,b) araliginda ( br.f )(t) meveutsa ( br.f )(b) =
limt_)b—( bTaf)(t) olur.”

Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise (T2f)(t) = (t — a)"%*f'(t) ve
CETH@) = —(b — )" (¢) dir,

Tanimm 3.1.34. “a € (n,n + 1] ve B = a —nolsun. f:[a, ) — R fonksiyonunun «

mertebeli sol uyumlu kesirli tiirevi
(T = (TFF™)(8)

olarak tanimlanir. Boylece a mertebeli sol uyumlu kesirli tiirevin var olabilmesi i¢in

f fonksiyonunun n kez tiirevlenebilir olmas1 gerekir.”

Benzerolarak a« € (n,n + 1] ve B = a —nolsun. f: (—oo, b] — R fonksiyonunun a

mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi
aTf@® = (D" (FTf™)(®)

olarak tanimlanir.
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Tanmm 3.1.3.5. “0 < a < 1 olmak tlizere a mertebeli sol uyumlu kesirli integral

U2)(@) = f F()do(x,a) = f (x — @)% 1f (x)dx

olarak tanimlanir. Benzer olarak 0 < ¢ < 1 olmak iizere & mertebeden sag uyumlu

kesirli integral,

b b
(Ply £)(®) = f () de (b, 2) = f (b — )% 'f (x)dx
t t

olarak tanimlanir.”

Lemma 3.1.3.1. “f:[a, ) - R siirekli bir fonksiyon ve 0 < a <1 olsun. Bu

takdirde biitlin t > a i¢in
Talaf() = f(t)
olur. Sag durumda benzer olarak verilebilir.”

Lemma 3.1.3.2. “f:(—o,b] — R siirekli bir fonksiyon ve 0 < a <1 olsun. Bu
takdirde biitiin t < b i¢in

bTa bla f(t) = f(t)
olur.”

Tanmm 3.1.3.6. “a € (n,n + 1] olsun. Bu takdirde f:[a, ) — R fonksiyonunun «

mertebeli sol uyumlu kesirli integrali
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t

1
(O = a6 = P7f) = — | (6= 0" = P )

a

olarak tanimlanir.”

Eger a = n+ 1ise bu takdirde = a —n =n+1—n = 1 olur. Bdylece

1 t
(N = U O = = [ €= F )

olur. Bu ise (a, t] arahiginda n + 1 kez f fonksiyonunun tekrarli integralinin Cauchy

formiilii ile yazilimidir.

a > 0 mertebeli sol Riemann-Liouville kesirli integralinin

1 t
PO =15 f (¢ - )% f(0)dx

olarak tanimlandigi biliniyor. « =n+ 1, n=0,1,2 ... igin

Uz () = Uz )

3.2. Hermite-Hadamard Esitsizligi

Literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen, analizin temel
esitsizliklerinden birisi olan bu esitsizlik 1893 yilinda ilk kez J. Hadamard tarafindan

verildi.

Konveks terimine ilk olarak, 1881 yilinda Hermite’in Journal Mathesis dergisine
ispatsiz olarak yazdigi asagidaki ifadeyi bir mektup ile sundu. Bu mektup Mathesis
3’te su sekilde basildi.
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“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f (X) une fonction qui varie toujours

dans le meme sens de x=a,Xx=Db. On aura les relations

(b—a) f (a%qub f (x)dx<(b_a)M

2

ou bhien

f(a)+f(b)

(b—a)f[aij>I:f(x)dx>(b—a) .

Suivant que la courbe y=f (X) tourne sa convexit’e o usa concavit’e vers [’axe des

’

abcisses.’

Hermite’in yazdigi bu esitsizliklerin,

f(a+bj< f(a)+ f (b)

2 2

esitsizligi i¢in bir ara deger oldugu acgikti. Hermite’in ¢alismasinin yayinlanmasindan
sonra, 1893 yilinda J. Hadamard konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligini

f[aTer)Sé :f(X)dXS—f (a); f(b)

olarak ifade etti (Hadamard 1893).

M. Z. Sarikaya et al. Riemann-Liouville kesirli integrallerini i¢eren Hermite-
Hadamard integral esitsizligini Teorem 3.1.1°de, A. O. Akdemir et al. Uyumlu kesirli
integraller igeren Hermite-Hadamard integral esitsizligini Teorem 3.1.2°de, H. Chen
ve U. N. Katugampola, Katugampola kesirli integrallerini igeren Hermite-Hadamard

integral esitsizligini ise Teorem 3.1.3’te vermislerdir.

Teorem 3.2.1: 0<a<b olmak iizere f:[a,b] - R ve f € L,[a,b] olsun. Eger f,

[a, b] araliginda konveks fonksiyon ve & >0 ise, kesirli integraller igin,
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f(a-i-bjg I'(a+1) I:Ja+f +J§_f(a)JsM

2 2(b-a) 2

esitsizligi saglanir (Sarikaya vd. 2013).

Teorem 3.2.2: 0<a<b olmak iizere f:[a,b] > R ve f e Ll[a, b] olsun. Eger f

fonksiyonu [a,b] araliginda konveks fonksiyon ve a >0 ise, uyumlu kesirli

integraller i¢in,

f(‘”b] 2o aa+1 (12 (b)+ 15 f )]S—f(a)”(b)

2 0( n 2

esitsizligi vardir (Set vd. 2017).

Teorem 3.2.3: a >0, p>0 ve 0<a<b olmak lizere f fonksiyonu f:[a”,b”] - R

ve f e ch(a” b? ) olsun. Eger f, [a,b] araliginda konveks ise,

f(ap +bpj< pT(a+1) [f’l 2t (b)4n bﬁf(ap)Js f(a”)+f(b”)

2 ) o ey 2
esitsizligi saglanir (Chen and Katugampola 2017)

3.3. Lemmalar

Tez c¢alismasinda quasi-geometrik konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler elde

edilirken asagidaki lemmalardan faydalanilmistir.

Lemma3.3.1. f:IcR* = (0,) - R fonksiyonu I nin i¢ kisminda ikinci
mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger a,b € I ,a < bvef" €
Ly [a, b] ise asagidaki esitlik gegerlidir:

Inx —1Ilna

Y;(a,b;a;n) = [(n+ Da][(n + Da — 1]

1
J(atxl—t)(n+1)a+1fu(atxl—t)dt
0

n Inb —Inx f(bl_t t)(n+1)a+1 II( tbl_t) dt
[(n + Da][(n + Da = 1] X f(x
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ve x € [a, b] i¢cin,n = 1 i¢in

a(n+1)afl(a) _ b(n+1)afl(b) a(n+1)a—1f(a) _ b(n+1)a—1f(b)
[(n+ Dal[(n+ Da -1 (n+ Da

Y;(a,b; a;n) =

b
_f u(n+1)o¢—2 f(u)du
a

seklinde tanimlidir. (Akdemir and Rashid 2019)

Lemma 3.3.2.K;,K, € RY,a € (0,1] ve h:[K;,K,] » R fonksiyonu (K, K;)
tizerinde kesirli diferansiyellenebilen fonksiyon olsun. Bu durumda eger D,(h) €

L, ([Ky, K;]) ise asagidaki esitlik gegerlidir:
K;
K{h(K,) — Kfh(Ky) —«a f h(x)d,x
Ky

1
= (logK, — logKl)f (KEK1 922D, (h) (KEKL D)t -od ¢
0

(Khurshid et al. 2019).

Ispat:

1
= f (KEKI)22Dy (h) (KEK)de
0

1
= [ g e
0

x = KIK]~t degisken degistirmesi ve integral ile
K3

f x*h'(x)dx

1

1
| =
log K, — log K4

K>

KJh(K,) — K{h(K,) — « f h(x)d,x

Ky

1
~ logK, —logK,

elde edilir.
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3.4. GG -Konveks Fonksiyonlar i¢in Esitsizlikler

Bu boliimde GG — konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan esitsizliklerden

bahsedilecektir.

Teorem 3.4.1. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlar1 sagliyor olsun. Ek olarak

eger |h'(x)| GG —konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gegerlidir.

K;
KFh(K,) — Kfh(Ky) —«a f h(x)d,x
Ky

< (log K, — log K )L(K5 | (K|, KR (K))
(Khurshid et al. 2019).

Ispat: Lemma 3.3.2 ve quasi-geometrik konvekslik kullanilirsa

K>

KJh(K,) — K{h(K,) — « j h(x)d,x

1
< (log K, — log Ky) j (KEKEO=1 | (KEKED) dt
0

1
< (logK, — 10gK1)f (3K~ R (K1 (K |*~fde
0

Yukaridaki integraller hesaplanarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.4.2. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlart sagliyor olsun ve 9,y >
1,971+ y~1 = 1 olsun. Ek olarak eger |h'|" GG-konveks fonksiyon ise asagidaki
esitsizlik gecerlidir.

K>

KJh(K,) — K{h(K,) — « f h(x)d,x

1 1
< (log Kz — log K)L(K; ™%, K™ ) LR (K1Y, W' (K))Y

(Khurshid et al. 2019).
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Ispat: Lemma 3.3.2 deki sartlar saglansin. |h’|Y GG- konveks fonksiyon oldugundan

ve Holder esitsizligi kullanilarak,

Kz

KEh(K,) — KSh(K,) — a f h(x)d,x
Ky

1
< (log K, — log Ky) f (KEKEO=1 |0 (KEKED) dt
0

1

1
1 9/ r1 y
< (log K, — log Ky) ( j (Kthf-t)w“)ﬂ) ( j |h'<1<£1<f‘f)|y)
0 0

1

1
1 9 1 v
< (logK, —logK;) <] (KZFKll-t)(aﬂ)ﬁ) <J |h’(K2)|VtIh'(K1)|Y(1—t))
0 0

Yukaridaki integraller hesaplanirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.4.3. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlari sagliyor olsun. Ek olarak eger
|h'(x)|Y (y > 1) GG- konveks ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

K;
K&h(K,) — KEh(Ky) —a f h(x)dgx
K1
1
< (log K, — log KL (K |0 (k) 17, KV R (k)1 )Y
(Khurshid et al. 2019).

Ispat: Lemma 3.3.2 yi kullanarak agikga goriiliir Ki
K;
KJh(K;) — Kfh(K;) — « f h(x)d,x

Ky

1
< (logK, — log Ky) f (KEKI-)«+1 | (KEKE0)|dt
0
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y>1,9>1 olarak secelim odyle ki 9 '+y 1 =1 olsun. Holder integral
esitsizligini uygulayarak ve |h'(x)|Y fonksiyonunun GG- konveks fonksiyon

olmasindan asagidaki sonug elde edilir.

K3
KJh(K,) — K{h(K,) — « f h(x)d,x
K1
1

9/ 1 7
dt> (f (Kthf_t)(““)”Ih’(Kthf_t)Iydt>
0

1
< (logK, —logK;) (f
0

1

1 Y

9 1
< (logK; —logK1)< f dt) <f (Kth:Ll_t)(““)Vlh'(Kz)IVtIh’(Kl)IV(l‘t)dt>
0 0

Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.4.4. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlar1 sagliyor olsun. Ek olarak eger
|h'(x)|Y (¥ > 1) GG- konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

K3
K{h(K,) — Kfh(Ky) —«a f h(x)d,x
K1
< (logK,

=Y

1

1-= =
_ lOg K1) (L(K2(a+1), K1(a+1))> 14 (L(K2(a+1)|hl(K2)|y, K1(a+1)|hl(K1)|y)>y

(Khurshid et al. 2019).
Ispat: |h'(x)|Y fonksiyonunu GG- konveks oldugundan ve lemma 3.3.2 deki
esitlikten yola ¢ikarak:

Kz

K{h(K,) — KFh(Ky) — « f h(x)dgx
Ky

1
< (log K, — log Ky) f (KK 1R (RS K| d
0

|

1
1 1—7 1 y
< (logK, — log K;) ( f (Kszf-%““dt) ( f (Kszf-U(““)Ih'(Kszf-f)lydt)
0 0

1 1=y
< (logK, —logK;) <f (Kthll_t)““dt)
0
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1

X (fol(Kth%‘t)(““)Ih’(Kz)|Vt|h’(1<1)|v(1—t)dt)v

yazilir ve gerekli hesaplamalar yapildiginda istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.45. f:Ic R, = (0,00) - R fonksiyonu I nin iginde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir fonksiyon ve a,b € I ,a < b, f"" € L,[a, b] olsun. Eger |f"| I
tizerinde GG- konveks fonksiyon ise x € [a,b] ve n = 1 i¢in asagidaki esitsizlik

saglanir:

1
(n+ Dal[(n+ Da — 1]

% (a,b;a;n)| < [
X [(Inx — In @) L(x ™D+ £ (x) |, a™+Da+t| £77 (q)])
+ (Inb — Inx)L(™ DL 7 (p) |, x DL £ (x) )]
(Akdemir and Rashid 2019).

Ispat: Lemma 3.3.1 ve GG konvekslik tanimimi kullanarak asagidaki esitsizlik

yazilir.
|¥;(a, b; a; )|

Inx —Ina
n+ Da][(n+ Da —

1
< [ ]f(atxl—t)(n+1)a+1|flr(atx1—t)|dt
- 1
0

1

Inb—-Inx et (e tias o
(n+1>a][(n+1>a_1]oj(b X)L | £/ (o p1=0) | i

1

Inx —Ina
(n+ Da][(n+ Da —

<
1

1
1] f(atxl—t)(n+1)a+1|fn(a)|t |f”(x)|1_tdt
0

Inb—1Inx
(n+ Dal][(n+ Da —

1
+ [ 1] J(bl—txt)(n+1)a+1 |f//(b)|1—t|fu(x)|tdt
0
Yukaridaki integralleri hesaplayarak ve sadelestirerek
1

abanl < S am T De=1
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X [(Inx —In a)L(x("“)““If”(x)I,a("“)““lf”(a)l)
+ (nb—1In x)L(b(n"’l)“"'lIf"(b)|,x(n+1)“+1|f”(x)|)]

sonucu elde edilir.
Teorem 3.4.6. f:IcR* = (0,0) > R fonksiyonu I min iginde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir fonksiyon ve a,b€l,a<b,f" € L,[a,b] olsun. Eger

|f""19,q = 1,1 tzerinde GG- konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik x €
[a,b] ve n = 1 igin saglanir (Akdemir and Rashid 2019).

|¥;(a, b; a; )|

Inx —Ina
(n+ Dal][(n+ Da — 1]

< [ Ll—%(x(n+1)a+1,a(n+1)a+1)

1
af+Mm+Da+1|£rr q ,(n+Da+1)¢rr q Inb-Inx
x La(x If" (0%, a I (@I7) + =R

1 1
5 Ll—a(b(n+1)a+1, x(n+1)a+1)La(b(n+1)a+1|fn(b)|q' x(n+1)a+1|fu(x) |q)
Ispat: Lemma 3.3.1, GG — konvekslik ve Holder integral esitsizligini kullanarak
Y (@, b; a; m)|
1

Inx —Ina D et et 1t
(n+DMKn+Da—Hme1)(1)1V(ax )lde

=T

1
Inb—1Inx
1- (n+Da+1 |17 1—
+Kn+UﬂKn+Da—u!w a0 If" (xtb ) de

121
Inx —Ina !
n+ Da][(n+ Da —

1
< (atxl=t)(n+Da+igy
[ 1 !

1
1 q
X f(atxl—t)(n+1)a+1|flr(atx1—t)|th
0

1

Inb—Inx
n+ Dal[(n+ Da —

1
+ f pl-tyt (n+a+1 dt
[ 1 0( )
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1

1 q

% f(bl—txt)(n+1)a+1 Ifrl(xtbl—t)lth
0

Buradan,
|¥;(a, b; ;)|

1

1
Inx —Ina - f(atx1_t)(n+1)a+1dt
0

n+ Da][(n+ Da —

<
[

1
1 q
I L TSI
0

1_1
Inb—Inx I
(n+ Dal][(n+ Da —

1
+ f pl-tyt n+1a+1 dt
[ 1 J ( )

: a
x| [ @reneen el ple-de
0

Basit bir hesaplama ile asagidaki sonug elde edilir.

Y (a, b; a; m)|
Inx —Ina ——
< L q(x(n+1)a+1' a(n+1)a+1)
[(n+ Da][(n+ 1Da —1]

Inb—Inx
(n+ Dal][(n+ 1Da — 1]

1
X La(x(n+1)a+1|f/r(x)|q’ a(n+1)a+1|fu(a)|q) + [

% Ll—%(b(n+1)a+1’x(n+1)a+1)L%(b(n+1)a+1|fu(b)|q,x(n+1)a+1|fu(x)|q).
Teorem 3.4.7. f:IcR* = (0,0) > R fonksiyonu I nin i¢ kisminda ikinci
mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyon ve a,b € I ,a < b, f" € L,[a, b] olsun.

Eger |f"'|1,q = 11 tizerinde GG- konveks fonksiyon ise x € [a,b]ven =1 i¢in

asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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|¥;(a, b; ;)|

1
Inx —Ina [Lﬁ(lf”(x)lq, |f”(a)|q)] 12X (4 Da+1-L [+ Da+1-L
[+ Dal[(n + Da —1] (L ‘ (x ha H))

N Inb —Inx [Lq(|f”(b)|q |f”(x)|q)] <L 2 (b [(n+Da+1]-L [(n+1)a+1]—>>

q- 1
[(n+ Da][(n+ Da —1]

(Akdemir and Rashid 2019).

Ispat: Lemma 3.3.1,GG — konvekslik ve Holder integral esitsizligini kullanarak

¥ (a, b; a;n)|

¥ Inx —Ina
“[(n+ Dal[(n+ Da —1]

1
j(atxl—t)(n+1)a+1 |fn(atx1—t) |dt
0

Inb—1Inx
o+ Dal[n+ Da—1]

1
.I-(bl—txt)(n+1)a+1 |f”(xtb1_t)|dt
0

1
(Inx — In @)x(M+Dat g (”*'1)““ t1 !
dt
T [(n+ Deall(n+ Da —1] j
0
1
1 q
f @I ()17 70 de
0
1
[Inb — Inx]pr+Dat1 (+Da+ilgly |

dt

()

+ [(n+ Da][(n+ Da — 1]

o .

Q=

f £ GO LF (6)]9070
0

Buradan
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Y (a, b; a; n)|

1
Inx —Ina [La(lf”(x)lq, If"(a)|q)]
[(n+ Da][(n+ 1Da — 1]

(Ll_% (x [(n+D)a+ 1]qu1’ a[(n+1)a+ 1]%))

1
_ aq " q " q
n Inb—Inx [Lq(lf B Gl )] (Ll—% (b[(n+1)a+1]%’x[(n+1)a+1]%))

[((n+ Da][(n+ 1)a —1]

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde Lemma 3.3.2°deki esitligi kullanarak quasi-geometrik konveks

fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 4.1.1. f:IcR* = (0,0) > R fonksiyonu I° de ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir fonksiyon ve a,b € I ,a < b, f"" € L,[a, b] olsun. Eger |f"| I
lizerinde quasi-geometrik konveks fonksiyon ise x € [a, b] ve n = 1 i¢in asagidaki
esitsizlik gecerlidir:

1
(n+ Dal][(n+ Da — 1]

Y:(a,b;a;n)| <
4 [

X [(lnx —In a)L(x(”“)““, a(”“)““). max{f""(a), f"(x)} +

(ln b,In X)L (f/r(b(n+1)a+1),fl/(x(n+1)a+1)) _max {f”(b),f”(?{')}]

Ispat: Lemma 3.3.1 den, iiggen esitsizliginden ve |f”| fonksiyonunun quasi-

geometrik konveks fonksiyon olmasindan
Y (a, b; a; m)|

Inx —Ina
n+Deal][in+ Da—-1

1
< [ ]f(atxl—t)(n+1)a+1|flr(atx1—t)|dt
0

Inb—Inx
(n+ Da][(n+ Da —

1
+ [ 1] j(bl—txt)(n+1)a+1 |f”(xtb1_t)|dt
0

Inx —Ina
(n+ Da][(n+ Da —

=T

= [ @ e tma @), £ e
0

Inb—1Inx
(n+ Dal][(n+ Da —

+ [ 1] Oj(bl—txt)(n+1)a+1 max {f”(x),f”(b)}dt
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Inx —Ilna t

., . (4 Dt : gtDa+1
= [(n+ Da][(n+ Da —1] max{f"(a)f" ()} x f(x(n+1)a+1> dt

)
_ (n+)a+1 t
+ o 1;2;)[("1: j)a m—y max{f" (b)f" (x)} b+ D+t f (z'(n+1)a+1>
0

a (n+1)a+1
= [(n+ 1)12:]x[(:11-1rj C;)a —1] max{f" (a)f" (x)} x(n+1)a+l< 5 qntDa+1
(n+1)a+1

b —1 ( (n+1)a+1 _1q
e 1)2][(71 :i)a —qymax{f(B)f " (Y b L < e
b(n+1)a+1
1

[+ Dall(n + Da — 1]
X [(Inx — In @) L(x®*Va+t qtDa+ty max (£ (a), £ (x)}
+ (Inb — Inx)L(p®*Vat1 MDD+ max{f"(b), f" (x)}

sonucu elde edilir.

Teorem 4.1.2. f: IcR* = (0,0) » R fonksiyonu I nin iginde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir fonksiyon ve a,b€l,a<b,f" € L,[a,b] olsun. Eger
If"1? (@ = 1,n = 1), iizerinde quasi-geometrik konveks fonksiyon ise asagidaki
esitsizlik

Y (a, b; a; m)|

< Inx —Ina
“[(n+ Dal][(n+ Da —1]

Ll—%(x(n+1)a+1' a(n+1)a+1)

1 1
X La(x(n+1)a'+1, a(n+1)a’+1)(max {lf”(a)lq: |f/r(x)|q})a

Inb—Inx
+ [(n+ Da][(n+ Da — 1]

Ll—%(b(n+1)a+1’ x(n+1)a+1)

1 1
% La(b(n+1)oz+1’x(n+1)0¢+1)(rnaX {lf”(b)lq' |f//(x)|q})a
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Ispat: Lemma 3.3.1, quasi —geometrik konvekslik tanimi ve Holder integral

esitsizligini kullanarak

|Yf(a, b; a; n)|

1

Inx —Ina
-ty(n+Da+ 7 _
(n+ Da][(n+ Da —1] !(atxl HtDatl| e (gtxl=t)|dt

=T

1
Inb—1Inx
1-t tym+Da+1 | 1104t H1-t
+[(n+1)a][(n+1)a—1]f(b x°) If" (xth'~5)|dt
0
1
73

Inx —Ina
(n+ Dal][(n+ Da —

1
< (atxl—t)(n+1)a+1dt
[ 1] Of

1
1

X f(atxl—t)(n+1)a+1|fn(atx1_t)|th
0

1

Inb-Inx 11—t t\(n+Da+1 p
[((n+Da]l[(n+1)a—-1] (fo (b x ) dt)

1

1
X j(bl—txt)(n+1)a+1 |f"(xtb1‘t)|th
0

yazilir ve buradan

|Yf(a, b; a; n)|
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1
1__
t q

1
_ (n+1)a+1
Inx —Ilna (n+1)a+1j<a” ’ >dt
0

<
=+ Dalltn + Da—1] x(rness
1
! a(n+1)a+1 t I
| e [ (S max @I ol
0
! (n+D)a+1\t 1_%
4 Inb —Inx (n+1)a+1f X dt
[(n + Dal[(n + Da — 1] preness
0
1
! x(n+1)a+1 t I
| poreves [ () max s @1l @i
0
11
a\(n+Da+1 1 \ K
. Inx —Ina | x@+vats (E) B |
\ nx(n+1)a+1 /
1
q

(n+1a+1
)

max {|f" (a)|%, |f" (x)|9}

n+1)a+1 (x
X X a(n+1)a’+1

n x(n+1)a+1

L1
q
(n+1a+1
X —1\

Inb —Inx /b(n+1)a+1 (E)
k x(M+Da+1 )

T+ Dall(n + Da —1]

rlb(n+1)a+1
1
(x>(n+1)a+1 q
b _ ' '
x| bt | S Jmax (1 (I 1 (01 de
rlb(n+1)a+1

Gerekli diizenlemeler yapilarak asagidaki sonug elde edilir.

Y (a, b; a;n)|

Inx—Ina 1-1
< 11 q((HDa+1 (a1
~ [(n+ Dal][(n + Da —1] (x ' )
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1 1
X La(x(‘n+1)a+1’ a(‘n+1)a+1)(max {lf”(a)lq’ |fu(x)|q})a

Inb—Inx
(n+ Dal][(n+ 1a — 1]

+
[
Ll—%(b(n+1)a+1’ x(n+1)a+1) %

La(b(n+1)0l+1' x(n+1)a+1)(max {lf”(b) Iqr If”(x) Iq})a

Teorem 4.1.3. f:IcR* = (0,0) > R fonksiyonu I mn iginde ikinci mertebeden
diferansiyellenebilir ~ fonksiyon ve a,b€1,a<b,f" € Ly[a,blolsun. Eger

If""19 ,q = 1, I lizerinde quasi- geometrik konveks fonksiyon ise x € [a, b] ve n >

1 icin asagidaki esitsizlik saglanir

Y (a, b; a;n)|

1
Inx —Ina max {|f"(@If")INT [ 1-1/ [+Da+11-L [+ Da+1-L
= [(n+ Da][(n+ Da — 1] (L ! (x ha 1 1))

1
Inb —Inx (max {|f"COLIf"®MIPT[ 1-2/ [(n+Da+11-L  [(rDa+11-L
T o+ Dalltn+ Da—1] (L (b TR ‘ 1))

Ispat: : Lemma 3.3.1,quasi -geometrik konvekslik ve Holder integral esitsizligini
kullanarak

|Yf(a, b; a; n)|

Inx-Ina
— [((m+Dal[(n+1)a-1

] fol(atx1—t)(n+1)a+1 Ifrl(atxl—t) |dt

1
Inb—Inx
1- (n+1)a+1 " 1—
+ [(n+ Da][(n+ Da — 1] Of(b Ext) If" (xtb'=t)|dt

1
1__
(Inx — In @)x@+Da+1 f (a)[(n+1)ac+1]qq—_t1 1

STt D[+ Da—11\ ) \x

dt
x

11
q

[((n+Da]l[(n+1)a-1]\ 70 \b

1 _ (n+1)a+1 [(n+1)a+1]th
x (max {If" (@], I GO + rpei? <f ) ' 1dt>
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1
x (max {|f" ), If" (b)IPa
buradan

Y (a, b; a; m)|

1
_ Inx — Ina (max {|f" (@), |f" (x) [} <L1_% (x[(n+1)a+1]% a[(n+1)a+1]%>>
[(n+ Da][(n+ Da —1] ’

Inb — Inx (max (1f" LI GIDT [ 122 (nsnes L [onrnarstl- L
[(n + Dall(n+ Da —1] (L (b hx ! ))

Sonucu elde edilir.

Teorem 4.1.4. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlar1 sagliyor olsun. Ek olarak

eger |h'(x)| quasi-geometrik konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gegerlidir.

K3
KJh(K;) — K{h(K,) — « f h(x)d,x
K1
< (log K; — log K1) L(K;, K;)max{h' (K1), h' (K3)}
Ispat: Lemma 3.3.2 ve quasi-geometrik konvekslik tanim1 kullanilirsa
K;

KJh(K,) — K{h(K,) — « f h(x)d,x

1
< (logK, — log Ky) j (KEKEO=1 | (KEKE5)dt
0

1
< (logK, — log Ky) f (KL max{h' (K, ' (Ky))de
0

’ / (a+1) 1Kzt(m-l)
< (log K, — log Ky) (max(h (), b () (KD 152 dr

(Kz)‘“'l
22) 1
K1

a1
K3

< (log K, — log Ky) (max{h'(K)), b’ (K)}) | KV

In—“4-~=
a+1
K¢
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< (logK; — log K1) (max{h'(K,), ' (K)PDL(K{*, KF+1)
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.1.5. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlar1 sagliyor olsun ve 9,y >

1,971 +y~1 =1 olsun. Ek olarak eger |h'|" quasi-geometrik konveks fonksiyon

ise asagidaki esitsizlik gecerlidir.

K3

KJh(K,) — K{h(K,) — « f h(x)d x

K
1

1 =
I I} = )
< (log K, — log Ky) (max{|h' (K", |k (K) [ })Y (L(Kf““)ﬁ,xgaﬂw))

Ispat: Lemma 3.3.2 deki sartlar saglansin . |h’|” quasi-geometrik konveks fonksiyon

olsun ve Holder esitsizligi kullanilarak,

Kz

K{h(K,) — Kfh(K;) — «a f h(x)d,x
K1

1
< (logK, — log Ky) f (KEKI)e+1 | (KEKD5)dt
0

1

1
< (log K, — log Ky) ([ (KEKI—0)@*D9)? (110 (KEREO)IY )"

1

S|~

K§a+1)19

t
1 1 ' ' ¥y
<(log K, ~log Ky) (Kf““” f; (=) dt) (Jy max(ln' GOV, I (kI
1

D~

Kz)(a+1)19

—£ -1 l
< (log K, — log K1) Kf“*”ﬁ(“lkw (max{Ih' (KDY, 11 (K;) "}

In—2——
K§a+ 1)9

[y

1 .
= (log K, — log K)max(IW (KW, I (k) )y (L(K(H 2, ke +0?))?

Yukaridaki integraller hesaplanarak sonug elde edilir.

Teorem 4.1.6. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlar1 sagliyor olsun. Ek olarak eger
|h'(x)|Y (y > 1) quasi-geometrik konveks ise asagidaki esitsizlik gegerlidir.
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K>

KEh(K,) — KSh(K,) — a f h(x)d,x
K1

1

< (log K, —log Ky) (max{I' ()1, I ()L (K, K0T )

Ispat: Lemma 3.3.2 yi kullanarak agik¢a goriiliir ki

K>

KJh(K,) — K{h(K,) — « f h(x)d, x

Ky
1
< (logK, — log Ky) j (KEKEO=1 | (KEKED)|de
0

y>1,9>1 olarak secelim oyle ki 9 '+y 1 =1 olsun. Holder integral
esitsizligini uygulayarak ve |h'(x)|¥ fonksiyonunun quasi-geometrik  konveks

fonksiyon olmasindan asagidaki sonug agikca ortaya ¢ikar:

K3
K¥h(K,) — Kfh(Ky) — «a f h(x)d,x
K1
1 1
< (log K, — log K;) (f; dt)” (f CREKE) @07 | (KEE =) dit )

1

li r (a+1y (1 K(a+1)y ‘ Y
(log K, — log K1) | max{|h' (K;)|?, |k’ (K)|"}K, Jy (Kz(a+1)y) dt
1

(a+1)
@
K(a+ 1)y

In—2——
K(1a+ 1)y

< (log K, — log K,) | max{IR' (K)IY, |’ (K[} K7

<Ir

< (logK, — log K;) (maX{Ih’(Kz)IV, IR (KDY L (K, K2(“+1)V)>

ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.7. h fonksiyonu Lemma 3.3.2 deki sartlar1 sagliyor olsun. EK olarak
eger |h'(x)|Y (y > 1) quasi-geometrik konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik
gecerlidir.
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K3

KSh(K,) — KEh(K,) — a f h(x)d,x

K

1
< (log KZ - log Kl) (max{lh’(KZ)ly’ |h'(K1)|V})V L(K1(a+1)’K2(a+1))

Ispat: |n'(x)|” fonksiyonu quasi-geometrik konveks oldugundan ve lemma 3.3.2
deki esitlikten

K>

KJh(K,) — K{h(K,) — « f h(x)d,x

1 - r -
< (log K, —log Ky) [, (KzK{~)** R/ (K K{~9)|dt

1

11
< (log K, — log Ky) (Jy (KEKI™)“*1dt) 7 (J CRSKI™) DI (KK e )

1 Kzt(a+1)

< (logK, —logK;) (Kl(“ﬂ) Jy

dt) (max{|h’ (K[, [K (KDY}

a+1l
r y I y 2 (a+1) (g_i) -1
< (log K, —log Ky) (max{|h'(K)I", [W (K" Dr | K™ —Swr

In—=—
a+1
K{

(a+1)t
Ky

1
< (log K, — log Ky) (max{|h' (K", |h' (K1Y DY LK, K3*H)

olur ve istenen sonug elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢aligsmada, integraller i¢in gegerli olan yontemler uyumlu kesirli integrallerin
analizine uygun olarak uyumlu kesirli integraller i¢in de yazilmis ve konveks
fonksiyon tiirleri i¢in yeni esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra bazi lemmalar

kullanilarak Hermite-Hadamard tipli yeni integral esitsizlikler ispat edilmistir.

Konuyla ilgilenen aragtirmacilar, konveks fonksiyonlarin ¢esitli siniflari igin farkli

tiirden kesirli integral operatorleri igeren yeni esitsizlikler elde edebilirler.
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