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BİR MODÜLÜS FONKSİYONU YARDIMIYLA
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BİR MODÜLÜS FONKSİYONU YARDIMIYLA
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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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Diğer Jüri Üyeleri: Prof.Dr. Rifat ÇOLAK. (F.Ü)

Yrd.Doç.Dr. Mahmut IŞIK. (F.Ü)
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ÖZET

Dört bölümden oluşan bu çalı̧smanın ilk bölümünde, temel tanımlar ve teoremler

verilmi̧stir.

İkinci bölümde modülüs fonksiyonunun bazı özellikleri incelenmi̧stir.

Üçüncü bölümde c(∆m, f, p, q, s) dizi uzayının bazı topolojik özellikleri ve içerme

bağıntıları verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise v ∈ N olmak üzere c(∆m, f v, p, q, s) dizi uzayı üzerindeki

bazı özellikleri incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Fark dizisi, Modülüs fonksiyonu, Seminorm
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SUMMARY

A New Sequence Space Defined By A Modulus Function

In the first chapter of this thesis that consists of four chapters, we give some fun-

damental definitions and theorems.

In the second chapter, we examine some properties of modulus function.

In the third chapter, we give some topological properties and inclusion relations of

the sequence space c(∆m, f, p, q, s).

In the last chapter, we examine some relations on the sequence space c(∆m, f v, p, q, s)

for v ∈ N.

Keywords: Difference sequence, Modulus function, Seminorm
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SEMBOLLER LİSTESİ

Bu çalı̧smada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.

N : Doğal sayılar kümesi

R : Reel sayılar kümesi

◦ : Bileşke fonksiyon

C : Kompleks sayılar kümesi

H : Tüm sonlu dizilerin kümesi

K : Reel veya kompleks sayılar cismi
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1. GİRİŞ

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde modülüs fonksiyonu üzerine yapılan çalı̧s-

malar önemli bir yer tutmaktadır.

Modulus fonksiyonun tanımı ilk defa 1953 de Nakano [1] tarafından verilmi̧stir.

Daha sonra Ruckle [2], Wilansky nin " {e1, e2, ...} birim vektörlerinin sınırlı kümesini

bulunduran en küçük FK− uzayı varmıdır?" sorusuna cevap ararken

L (f) =

(
x = (xk) :

∞X
k=1

f (|xk|) <∞
)
,

dizi uzayını f modülüs fonksiyonu yardımıyla tanımlamı̧s ve bu dizi uzayınının bazı

özelliklerini incelemi̧stir. Maddox [ 3,4], f modülüs fonksiyonu ile kuvvetli toplanabilir

dizilerin klasik uzaylarını genelleştirmi̧stir. Connor [5 ] çalı̧smasında A negatif ol-

mayan regüler matris toplanabilme metodu olmak üzerebir modülüse göre kuvvetli Ce-

saro toplanabilme tanımını yine bir modülüse göre kuvvetli A−toplanabilme tanımına
geni̧sletmi̧stir. Ayrıca, keyfi bir modülüse göre kuvvetli A−toplanabilir bir dizinin
A−istatistiksel yakınsak olduğunu veA−istatistiksel yakınsaklık veA−kuvvetli toplan-
abilmenin sınırlı diziler için denk olduğunu göstermi̧stir. Daha sonra Bhardwaj [6]

tarafından kesin pozitif reel sayılar dizisi kullanılarak, Ruckle [2] tarafından tanımlan-

mı̧s olan L (f) dizi uzayı genelleştirilmi̧s, bazı topolojik özelliklerini incelemi̧s kapsama

bağıntılarını vermi̧stir. Son olarak Altin [7], bir (X, q) seminormlu dizi uzayı üzerinde

tanımlanmı̧s olan c (∆m
v , f, p, q, s) , c0 (∆

m
v , f, p, q, s) ve l∞ (∆m

v , f, p, q, s) paranormlu

dizi uzaylarını tanımlamı̧stır.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanım 2.1. X 6= φ bir cümle ve K reel veya kompleks sayılar cismi olsun.

+ : X ×X → X

ve

. : K×X → X

fonksiyonları ∀ x, y, z ∈ X ve ∀ λ, µ ∈ K için aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, X cümle-

sine K cismi üzerinde bir vektör (lineer) uzayı adı verilir.

L1) x+ y = y + x

L2) (x+ y) + z = x+ (y + z)

L3) Her bir x ∈ X için x+ θ = x olacak şekilde bir θ ∈ X vardır

L4) Her bir x ∈ X için x+ (−x) = θ olacak şekilde bir (−x) ∈ X vardır

L5) 1.x = x

L6) λ(x+ y) = λx+ λy

L7) λ(µx) = (λµ)x

L8) (λ+ µ)x = λx+ µx

dir [8].

Tanım 2.2. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

k.k : X → R

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa k.k fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve

(X, k.k) çiftine de bir normlu uzay adı verilir.
N1) kxk ≥ 0
N2) kxk = 0 ⇐⇒ x = 0

N3) kαxk = |α| kxk (α skaler)

N4) kx+ yk ≤ kxk+ kyk
dir [9].



Tanım 2.3. (X, k.k) bir normlu uzay ve x = (xn), X uzayında bir dizi olsun. Eğer

her ε > 0 için m,n > n0 iken

kxm − xnk < ε

olacak şekilde bir n0 = n0(ε) ∈ N varsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir [9].

Tanım 2.4. Bir x = (xn) dizisi verilsin. Eğer her ε > 0 sayısına kaŗsılık n > n0 için

kxm − sk < ε

olacak şekilde bir n0 = n0(ε) ∈ N varsa (xn) dizisi s’ ye yakınsaktır denir ve lim
n→∞

xn = s

yazılır [9].

Tanım 2.5. (X, k.k) normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı denir [9].

Tanım 2.6. Kompleks terimli bütün x = (xn), (n = 1, 2, 3...) dizilerinin kümesini ω

ile göstereceğiz.

x = (xn), y = (yn) ve α bir skalar olmak üzere

x+ y = (xn) + (yn)

αx = (αxn)

şeklinde tanımlanan i̧slemler altında ω bir lineer uzaydır. ω ’nin her alt lineer uzayına

bir dizi uzayı denir [11].

Tanım 2.7. X boş olmayan bir cümle olsun. d : X × X → R fonksiyonu, her

x, y, z ∈ X için,

a) d(x, y) = 0⇔ x = y,

b) d(x, y) = d(y, x),

c) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(z, y)

özelliklerini sağlarsa d ye X üzerinde bir metrik, (X, d) ye de metrik uzay denir [10].

Tanım 2.8. X = (X, d) uzayındaki her (xn) Cauchy dizisi yakınsak ise (X, d) metrik

uzayına tam metrik uzay denir [10].
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Tanım 2.9. X =(X, d) bir metrik uzay olsun X deki her bir dizi yakınsak bir alt

diziye sahip ise X ’e kompakt denir [10].

Lemma 2.10. Bir metrik uzayın kompakt her alt cümlesi kapalı ve sınırlıdır [10].

Tanım 2.11. X =(X, d) bir metrik uzay olsun . Her ε > 0 için bu uzay ε yarıçaplı

sonlu sayıda açık yuvarlarla örtülebiliyorsa X total sınırlıdır denir. [3]

Tanım 2.12. X bir vektör uzayı ve g : X → R bir fonksiyon olsun.

a) g(0) = 0,

b) g(−x) = g(x),

c) g(x+ y) ≤ g(x) + g(y),

d) (tn) skalerlerin bir dizisi ve tn → t olmak üzere g(xn − x) → 0 olan (xn) ⊂ X

için, g(tnxn − tx)→ 0 (skalerle çarpımın sürekliliği),

şartları sağlanıyorsa g ye X üzerinde bir paranorm ve (X, g)’ ye de paranormlu uzay

denir. Ayrıca g(x) = 0⇒ x = 0 şartı da sağlanırsa paranorma totaldir denir [12].

Tanım 2.13. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. Eğer,

q : X → R

fonksiyonu ∀ x, y ∈ X ve ∀ λ ∈ K için aşağıdaki şartları sağlıyorsa q ’ya bir yarınorm
(X, q) ’ya da yarınormlu uzay denir [5].

(i) q(x) ≥ 0
(ii) q(λx) = |λ| q(x)
(iii) q(x+ y) ≤ q(x) + q(y)

Tanım 2.14. X bir dizi uzayı ve (xk) ∈ X olsun. Bu durumda |αk| ≤ 1 şartını

sağlayan tüm (αk) skalerleri için (αkxk) ∈ X oluyorsa X uzayı normaldir [12].

Tanım 2.15. p ve q, bir X vektör uzayı üzerinde yarınorm olsun. Eğer p(xn) → 0

şartını sağlayan her (xn) dizisi q(xn) → 0 oluyorrsa p ’ ye q ’ dan kuvvetlidir denir.

Herbiri bir diğerinden kuvvetli ise p ve q ’ ya denktir denir [12].

Lemma 2.16. p ve q, X lineer uzayı üzerinde yarınorm olsun. Bu takdirde p, q ’ dan

kuvvetlidir⇔ Her x ∈ X için q(x)≤Mp(x) olacak şekilde bir sabit M > 0 vardır [12].
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Bu çalı̧smada kullanacağımız

l∞ = {x = (xk) : sup
k
|xk| <∞}

sınırlı,

c = {x = (xk) : lim
k
xk mevcut}

yakınsak ve

c0 = {x = (xk) : lim
k
xk = 0}

sıfır diziler uzayı

kxk∞ = sup
k
|xk|

normu ile birer Banach uzayıdır [6]. Ayrıca

lp = {x = (xk) :
∞X
k=1

|xk|p <∞, 1 ≤ p <∞}
uzayı

kxk =
Ã ∞X

k=1

|xk|p
! 1

p

normu ile bir Banach uzayıdır.

Özel olarak lp uzayında p = 1 alınırsa

l1 = {x = (xk) :
∞X
k=1

|xk| <∞}

uzayı elde edilir [13].

Fark dizisi ve bazı fark dizi uzayları, ilk defa 1981 yılında Kızmaz [7] tarafından

tanımlanmı̧stır.

Tanım 2.16. x = (xk) kompleks terimli bir dizi ve ∆x = (xk − xk+1) olmak üzere

l∞(∆), c(∆), c0(∆) dizi uzayları

l∞(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ l∞},
c(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ c},
c0(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ c0},

5



şeklinde tanımlanır. Kızmaz [14] bu uzayların

kxk1 = |x1|+ k∆xk∞

normu ile birer BK uzayı olduğunu göstermi̧stir. 1995 yılında Et ve Çolak [8]

m ∈ N, ∆0x = (xk),∆x = (xk − xk+1),∆
mxk = (∆

mxk) = (∆
m−1xk −∆m−1xk+1),

⇒ ∆mxk =

mX
i=0

(−1)i
µ
m

i

¶
xk+i

olmak üzere

l∞(∆m) = {x = (xk) : ∆mx ∈ l∞},
c(∆m) = {x = (xk) : ∆mx ∈ c},
c0(∆

m) = {x = (xk) : ∆mx ∈ c0},

dizi uzaylarını tanımlamı̧s ve bu uzayların

kxk∆ =
mX
i=1

|x1|+ k∆mxk∞

normu ile birer BK−uzayı olduğunu göstermi̧stir.
Daha sonra Et ve Nuray [9], X herhangi bir dizi uzayı olmak üzere yukarıdaki

dizi uzaylarını X(∆m) dizi uzaylarına genelleştirerek bu uzayların bazı özelliklerini

incelemi̧stir.

Fark dizi uzayları ile ilgili bazı özellikleri şöyle sıralayabiliriz.

Teorem 2.17. Eğer X bir lineer uzay ise X(∆m) de bir lineer uzaydır [16].

Teorem 2.18. Eğer X ⊂ Y ise X(∆m) ⊂ Y (∆m) dir [16].

Teorem 2.19. Eğer X, k.k normu ile bir Banach uzayı ise X(∆m) uzayı da

kxk∆ =
mX
i=1

|xi|+ k∆mxk

normu ile bir Banach uzayıdır [16].

Tanım 2.20. (Minkowski ȩsitsizliği) ak, bk ≥ 0, k = 1, 2, ..., n olmak üzere,
a) 0 < p ≤ 1 ise

6



nX
k=1

(ak + bk)
p ≤

nX
k=1

apk +
nX

k=1

bpk

b) p ≥ 1 ise

(
nX

k=1

(ak + bk)
p

) 1
p

≤
(

nX
k=1

apk

) 1
p

+

(
nX

k=1

bpk

) 1
p

dir [8].

Tanım 2.21. L bir lineer uzay, A ⊆ L ve x, y ∈ A keyfi olmak üzere

B = {z ∈ L : z = αx+ (1− α) y, 0 ≤ α ≤ 1} ⊆ A

ise A cümlesine konveks denir [10].

Tanım 2.22. Bir Frechet uzayı bir tam metrik lineer uzay veya buna denk olarak bir

tam total paranormlu uzaydır. X sürekli koordinat izdüşümlere sahip bir Frechet uzay

olacak şekilde w nin lineer bir altuzayı olsun. Bu durumda X bir FK uzayı veya bir

Frechet Koordinat uzayı adını alır [6].
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3. MODÜLÜS FONKSİYONUNUN BAZI ÖZELLİKLERİ

Modülüs fonksiyonun tanımı ilk defa1953 de Nakano [1] tarafından verilmi̧stir.

Tanım 3.1. (Modülüs fonksiyonu) Eğer f : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonu
i) f(x) = 0⇔ x = 0,

ii) f(x+ y) ≤ f(x) + f(y),

iii) f artan,

iv) f sıfır noktasında sağdan sürekli,

şartlarını sağlıyorsa bu fonksiyona modülüs fonksiyonu denir [2]. Herhangi bir f mod-

ülüs fonksiyonu sınırlı veya sınırsız olabilir.

Ruckle [2], Wilansky nin " {e1, e2, ...} birim vektörlerinin sınırlı kümesini bulun-

duran en küçük FK− uzayı var mıdır?" sorusuna cevap ararken

L (f) =

(
x = (xk) :

∞X
k=1

f (|xk|) <∞
)
,

dizi uzayını f modülüs fonksiyonu yardımıyla tanımlamı̧s ve bu dizi uzayınının bazı

özelliklerini incelemi̧stir.

Şimdi modülüs fonksiyonlarına örnekler verelim.

Örnek 3.2. (a) f(x) = x
x+1

sınırlı,

(i) f(x) = 0⇔ x = 0 şartını sağlayacağı fonksiyonun tanımından açıktır.

(ii) f(x + y) = x+y
1+x+y

≤ x
1+x

+ y
1+y

= f(x) + f(y) olduğu göz önüne alınırsa

f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) eşitsizliği sağlanır.

(iii) f artandır. Gerçekten;

f(x) = x
x+1

den f 0(x) = 1
(1+x)2

> 0 olduğundan fonksiyon artandır.

(iv) f sıfırda sağdan süreklidir.

lim
x→0+

x

x+ 1
= 0 = f(0)

dır. O halde f bir modülüs fonksiyonudur.

(b) f(x) = log(1 + x) sınırsız,

(i) log(1 + x) = 0 ⇔ x = 0 dır. Çünkü log(1 + 0) = log1 = 0 dır. O halde

f(x) = 0⇔ x = 0 şartı sağlanır.



(ii) f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) dir.

1 + x + y ≤ (1 + x)(1 + y) eşitsizliği ve logaritma özelliğinden log(1 + x + y) ≤
log(1 + x) + log(1 + y)

elde ederiz. Dolayısıyla f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) dir.

(iii) f artandır.

f(x) = log(x+ 1) den f 0(x) = log e
1+x

> 0 pozitif olduğundan fonksiyon artandır.

(iv) f sıfır noktasında sağdan süreklidir.

lim
x→0+

log(x+ 1) = 0 = f(0)

dır. O halde f(x) = log(x+ 1) bir sınırsız modülüs fonksiyonudur.

Teorem 3.3. f bir modülüs fonksiyonu ise fv, (v ∈ N) fonksiyonları da birer modülüs
fonksiyonudur. Burada fv = f ◦ f ◦ f ◦ ... ◦ f (f nin v defa bileşkesi) şeklindedir [2].

Lemma 3.4. f bir modülüs fonksiyonu ve 0 < δ < 1 olsun. Bu takdirde v ∈ N ve

t ∈ [0,∞) için,

fv−1(t) > δ ise f v(t) ≤ 2f(1)
δ

fv−1(t)

olur. Burada f0 = I özdeşlik dönüşümüdür [17].

Uyarı 3.5. f ve g herhangi iki modülüs fonksiyonu iken f−1, f.g, f − g ve f/g

fonksiyonları modülüs fonksiyon olmayabilir [2].

Lemma 3.6. f ve g herhangi iki modülüs fonksiyonu ise f ◦ g, αf(a ≥ 0), f
1+f

, f + g

fonksiyonları da modülüs fonksiyonlarıdır [2].

Teorem 3.7. f bir modülüs fonksiyonu ve |X|f =
∞P
n=1

f (|xn|) olsun. d (X,Y ) =

|X − Y |f olmak üzere (L(f), d) bir tam metrik uzaydır [18].

İspat. X = (xn) , Y = (yn) ve Z = (zn) ∈ L(f) olsun.

i) d (X,Y ) = 0 olsun. Bu durumda |X − Y |f =
∞P
n=1

f (|xn − yn|) = 0 yazılabilir ve
buradan her bir n için f (|xn − yn|) = 0 olacağından ve modülüs fonksiyonun tanımın-
dan |xn − yn| = 0 ve böylece xn = yn, yani X = Y elde edilir. Tersine X = Y olması

halinde d (X,Y ) = 0 olacağı benzer şekilde kolayca elde edilir.

9



ii)

|X − Y |f =
∞X
n=1

f (|xn − yn|) =
∞X
n=1

f (|yn − xn|) = |Y −X|f

iii)

|X − Y |f =
∞X
n=1

f (|xn − yn|) ≤
∞X
n=1

f (|xn − zn|+ |zn − yn|)

≤
∞X
n=1

f (|xn − zn|) + f (|zn − yn|) = |X − Z|f + |Y − Z|f .

L(f) tamdır. Gerçekten
¡
X(n)

¢
dizisi L(f) ’ de bir Cauchy dizisi olsun . Her bir i için³

x
(n)
i : n = 1, 2, ...

´
bir Cauchy dizisidir. X sayısı,

¡
X(n)

¢
nin noktasal limiti olsun.

Eğer m,n > K için K sayısı
¯̄
X(m) −X(n)

¯̄
< ε sağlanıyorsa herbir N için

NX
n=1

f
³¯̄̄
x
(m)
i − x

(n)
i

¯̄̄´
< ε

olur. Bu nedenle her N için

lim
n→∞

NX
i=1

f
¯̄̄
x
(m)
i − x

(n)
i

¯̄̄
=

NX
i=1

f
¯̄̄
x
(m)
i − xi

¯̄̄
≤ ε

elde edilir. Buradan X ∈ L(f) olduğunu ve m > K için
¯̄
X −X(m)

¯̄
< ε olduğunu

gösterir.

Lemma 3.8. Her f bir modülüs fonksiyonu için H ⊆ L(f) dir [18].

İspat. f (x1) < 1
2
olacak şekilde x1 ∈ (0,∞) seçelim. Her j < k ve f (xk) < 1

2k
için

xk 6= xj olacak şekilde xk ∈ (0,∞) seçelim. f modülüs fonksiyonu 00 da süreklidir ve f
(0) = 0 dır. X = (xn) olsun. Bu taktirde

∞X
n=1

f (|xn|) <
∞X
n=1

1

2n
<∞,

ve böylece X ∈ L(f) ve X /∈ H dır.

Teorem 3.9. f bir modülüs fonksiyonu, A ⊂ L(f) olsun. A nın, L(f) nin kompakt

bir alt kümesi olması için gerek ve yeter şart

i) K kapalı ve sınırlı,

ii) ε > 0 verilsin, her n > n0 ve her X = (xn) ∈ A için
∞P
n=1

f (|xn|) < ε olacak

şekilde n0 = n0 (ε) vardır,
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iii) Eğer pk : L(f) → R , her X = (xk) ∈ L(f) için pk (X) = xk şeklinde verilmi̧s

ise her k ≥ 1 için pk(A) kompakttır [18].

İspat. i) Kabul edelim ki ; A ⊆ L(f) kompakt olsun bu taktirde i) açıktır.

ii) ε > 0 verilsin, her bir a = (ak) ∈ A için

U
³
a,

ε

2

´
=

(
X ∈ L (f) :

∞X
n=1

f (|xn − an|) < ε

2

)
,

gözönüne alalım. Böylece A ⊆ S
a∈K

¡
a, ε

2

¢
dir. Fakat A kompakttır. Bu yüzden A ⊆

NS
j=1

¡
aj, ε

2

¢
olacak şekilde

a1 =
¡
a1k
¢
, a2 =

¡
a2k
¢
, ..., aN =

¡
aNk
¢

mevcuttur. Buradan eğer a = (ak) ∈ A ise

¯̄
a− ai

¯̄
f
=

∞X
n=1

f
¡¯̄
an − ain

¯̄¢
<

ε

2

olacak şekilde ai, 1 ≤ i ≤ N mevcuttur.

Her i için
∞P
n=1

f (|ain|) <∞ olduğundan
∞P

n=ni

f (|ain|) < ε
2
olacak şekilde bir ni mev-

cuttur. Bu yüzden a ∈ U
¡
ai, ε

2

¢
için

∞X
n=ni

f (|an|) ≤
∞X

n=ni

f
¡¯̄
an − ain

¯̄¢
+

∞X
n=ni

f
¡¯̄
ain
¯̄¢

<
ε

2
+

ε

2
= ε

elde ederiz. n0 = max
1≤i≤N

ni alırsak ve her a ∈ A, ve n > n0 için

∞X
i=n+1

f (|ai|) < ε

bulunur.

iii) pk sürekli olduğundan pk (A) kompaktır.

Tersine, kabul edelim ki i), ii) ve iii) sağlansın. A kapalı olduğundan ve L(f) tam

olduğundan A nın total sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir.

ε > 0 verilsin. Bu durumda

∞X
k=n+1

f (|ak|) < ε

11



her a ∈ A, n > n0 için olacak şekilde bir n0 = n0 (ε) mevcuttur.

f modülüs fonksiyonu , 0 ’da sürekli olduğundan ve f (0) = 0 olduğundan f (ε∗) ≤
ε

2n0
olacak şekilde bir ε∗ > 0 sayısı seçebiliriz.

Her k ≥ 1 için pk (A) , R nin kompakt bir alt kümesi olduğundan total sınırlıdır.

Bu yüzden herbir k = 1, 2, ..., n0 için ve i ∈ [1, nk] için ak ∈ pk (A) iken¯̄
ak − aik

¯̄
< ε∗

olacak şekilde a(1)k , ..., a
(n)
k ∈ pk (A) mevcuttur.

A0 =
n
b : b =

³
ai11 , a

i2
2 , ..., a

in0
n0 , 0, 0, ..., 0, ... 1 ≤ i1 ≤ n1, 1 ≤ i2 ≤ n2, ..., 1 ≤ in0 ≤ nn0

´o
olsun. Eğer her k ≥ 1 için a = (ak) ∈ A ise ak ∈ pk (A) dır. b ∈ A0 ,

b =
³
ai11 , a

i2
2 , ..., a

in0
n0 , 0, 0, ..., 0, ...

´
ile verilsin. Burada ¯̄

ak − aikk
¯̄
< ε∗, k = 0, 1, 2, ..., n0.

dır. Buna göre

|a− b|f =
n0X
k=1

f
¡¯̄
ak − aikk

¯̄¢
+

∞X
k=n0+1

f (|ak|)

< n0f (ε
∗) +

ε

2

≤ ε

olur. Böylece

A ⊆ S
b∈k0

U (b, ε)

dır. Fakat A0 sonludur, bu yüzden A total sınırlıdır.

Tanım 3.10. f bir modülüs fonksiyonu olmak üzere

Ba = {X ∈ L(f) : |X|f ≤ a}

dır [19].

Teorem 3.11 .Eğer bazı a > 0 ’lar için Bf(a) konveks ise bu durumda
P

ci = 1 olacak

şekildeki (c1, ....., cn) pozitif reel sayılarının herhangi sonlu koleksiyonu için f(a) =P
f(cia) elde edilir [19].
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İspat. Xm = aem, (m = 1, ..., n) olsun. Bu takdirde Bf(a) konveks olduğundan her

m için Xm ∈ Bf(a) dır. X =
P

ciXi dizisi Bf(a) nın elemanıdır. Böylece

|X|f =
X

f(cia) ≤ f(a).

dir. Diğer yandan

f(a) = f(
X

cia) ≤
X

f(cia),

ve böylece

f(a) =
X

f(cia).

elde edilir.

Teorem 3.12 . f bir modülüs fonksiyonu olsun, L(f) = l1 olması için gerek ve yeter

şart her x ∈ [0, ε] için f(x) ≤ rx olacak şekilde r ve ε pozitif sayılarının mevcut

olmasıdır [19].

İspat. Her pozitif r reel sayısı ve her ε pozitif reel sayısı için f(x) > rx olacak

şekildeki bir x ∈ (0, ε] mevcut olduğunu farz edelim.
Bu yüzden her n pozitif tamsayısı için f(xn) > nxn olacak şekilde xn ∈ (0, 1n2 ]

mevcuttur. f sürekli olduğu için her x ∈ In için f(x) > nx olacak şekildeki bir

In ⊆ (0, 1
n2
) aralığı mevcuttur. Herbir n için 1

n2
≤

t(n)P
k=1

xnk ≤ 2/n2 olacak şekilde

xn1 , xn2 , ..., xnt(n) noktalarından oluşan sonlu bir sayı seçelim. Her x ∈ In, xn ≤ 1
n2
için

herhangi bir xn1 ∈ In noktası alınabilir ve böylece

t(n)−1X
k=1

xnk ≤
1

n2
ve

t(n)X
k=1

xnk ≥
1

n2

olacak şekilde xn2, xn3, ..., xnt(n) seçebiliriz.

X = (x11, x12 , ..., x1t(1), x22 , ..., x2t(2) , ...)

olsun. Bu takdirde

|x|f =
∞X
n=1

t(n)X
k=1

f(xnk) ≥
∞X
n=1

t(n)X
k=1

nxnk =
∞X
n=1

n

t(n)X
k=1

xnk ≥
∞X
n=1

n
1

n2
=

∞X
n=1

1

n

13



olur. Böylece X /∈ L(f) dir. Buradan

kXk =
∞X
n=1

t(n)X
k=1

xnk ≤
∞X
n=1

1

n2
,

ve böylece X ∈ l1 ve L(f) 6= l1 olur.

Tersine, bazı pozitif r reel sayıları için (0, ε] aralığında f(x) ≤ rx olduğunu farzede-

lim. Böylece l1 ⊆ L(f) dir.

Fakat her f için L(f) ⊆ l1 ’dir. Böylece L(f) = l1 dir.

Teorem 3.13. Bir f modülüs fonksiyonu için aşağıdakiler denktir.

i) En az bir a > 0 için Bf(a) konvekstir.

ii) Her x ∈ [0, a] için

f(x) =
f(a)

a
x,

olacak şekilde pozitif bir a reel sayısı mevcuttur.

iii) Her r ≤ b için Bf(r) konveks olacak şekilde pozitif bir b reel sayısı mevcuttur

[19].

İspat . (1)⇒ (2): n herhangi bir pozitif tamsayı olsun. Teorem 3.11’den

f(a) = nf(
a

n
)

elde edilir.

m < n olacak şekildeki bir pozitif m sayısını alalım. Bu takdirde Teorem 3.11’den

f(a) = f(
m

n
a+

n−m

n
a)

= f(
m

n
a+

1

n
a+

1

n
a+ ...+

1

n
a)

= f(
m

n
a) + (n−m)f(

1

n
a)

olur. Böylece

f(a) = f(
m

n
a) +

n−m

n
f(a)

olur bundan dolayı
m

n
f(a) = f(

m

n
a)

olur.
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Herhangi r < 1 rasyonel sayısı için f(ra) = rf(a) elde edilir. f ’nin sürekliliğinden

f(xa) = af(x) , ∀ x ∈ [0, 1]

elde edilir.

Herhangi bir y ∈ (0, a] için y
a
≤ 1 olur. Böylece f(y) = y

af(a)
olur.

(2)⇒ (3): f(x) = f(a)
a
x, her x ∈ [0, a] ve böylece L(f) = l1 dir. Ayrıca r ≤ a için

Br = {X ∈ L(f) : |X|f 5 r}

= {X ∈ L(f) : kXk1 =
|X|f
α

5 r

α
}, α = f(a)

a

= {X ∈ l1 : kXk1 ≤
r

α
}.

dir. Böylece Br, her r ≤ a için konveks kümedir.

(3)⇒ (1): Aşikardır.

Teorem 3.14 Eğer L(f) 6= l1 ise ve f

f(xy) ≤ f(x)f(y)

şartını sağlarsa L(f), bir Banach uzayına izomorfik olan hiçbir sonsuz boyutlu alt uzayı

içermez [19].

İspat. İlk olarak ; B, L(f) ’nin kapalı sonsuz boyutlu alt uzayı ise B’nin L(f) ’ye

izomorfik bir alt uzay ihtiva ettiğini göstereceğiz.

Eğer B sonsuz boyutlu ise,

bn = (0, ..., 0, b
n
kn, b

n
kn+1

, 0, ...)

formunda ve |bn|f = 1 olacak şekilde bir (bn) dizisi ihtiva eder. Burada kn keyfi büyük-
lükte seçilmi̧stir. bn ’i

∞X
k=kn+1

f
¯̄
bnkn
¯̄
<

1

2n+1

olarak seçelim.

Cn = (0, ..., 0, b
n
kn , ..., b

n
kn+1−1, 0, ...), n = 1, 2, ...

15



olsun. (Cn), ¯̄̄̄
¯
∞X
n=1

λnCn

¯̄̄̄
¯
f

=
∞X
n=1

kn+1−1X
kn

f |bnkλn| ≥
∞X
n=1

f

Ã
kn+1−1X

kn

|λnbnk |
!

=
∞X
n=1

f

 ∞X
kn

|λnbnk |−
∞X

kn+1

|λnbnk |


=
∞X
n=1

f

|λn|
 ∞X

kn

|bnk |−
∞X

kn+1

|bnk |


≥
∞X
n=1

f

µ
|λn|

µ
1− 1

2n+1

¶¶
≥

∞X
n=1

f(
1

2
|λn|)

≥ 1

2

∞X
n=1

f(|λn|) (3.1)

için L(f) ’de (en) ’ye denk dizidir.

Diğer yandan, ¯̄̄̄
¯
∞X
n=1

λnCn

¯̄̄̄
¯
f

=
∞X
n=1

kn+1−1X
kn

f |λnbnk |

≤
∞X
n=1

f |λn|
kn+1−1X

kn

f |bnk |

≤
∞X
n=1

f |λn| . |bn|f ≤ |λ|f

dir.

Ayrıca eğer
∞P
n=1

λnbn yakınsak ise
∞P
n=1

λnCn, (Cn) ’in tanımından dolayı yakınsak

olur. Bu sebeple (Cn) ’in

(bn) ’ye denk olduğunu elde ederiz. Diğer yandan¯̄̄̄
¯
mX
n=1

λn(bn − Cn)

¯̄̄̄
¯
f

=

¯̄̄̄
¯
mX
n=1

λn(0, ..., 0, bkn+1, ...)

¯̄̄̄
¯

≤
mX
n=1

∞X
kn+1

f |λnbnk |
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≤
mX
n=1

f |λn|
∞X

kn+1

f |bnk |

≤
mX
n=1

f |λn| . 1
2n+1

≤ 1

2

mX
n=1

f |λn| ≤
¯̄̄̄
¯
mX
n=1

λnCn

¯̄̄̄
¯

olur. Son eşitsizlik (3.1) ’den elde edilir. Böylece (bn), L(f) ’ye izomorfik olan B ’nin

bir alt uzayı için bir bazdır.
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4. BİRMODÜLÜS FONKSİYONUYARDIMIYLATANIMLANANYENİ

DİZİ UZAYI

Bu bölümde c(∆m, f, p, q, s) dizi uzayının topolojik özellikleri ve içerme bağıntıları

incelenmi̧stir.

p = (pk) kesin pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. X uzayı, q yarınormu ile C

kompleks sayılar cismi üzerinde yarınormlu bir uzay olsun. f bir modülüs fonksiyonu

olmak üzere

c(∆m, f, p, q, s) = {x = (xk) : xk ∈ X,
∞X
k=1

k−s[f(q(∆mxk))]
pk <∞, s ≥ 0}

kümesini tanımlayalım.

Teorem 4.1. c(∆m,f, p, q, s) dizi uzayı C cismi üzerinde bir lineer uzaydır [20].

İspat. x, y ∈ c(∆m,f, p, q, s) olsun. λ, µ ∈ C için |λ| ≤ Mλ ve |µ| ≤ Nµ olacak

şekilde Mλ ve Nµ pozitif tamsayıları mevcuttur. f 0in alt toplamsallığından , q ’nun

yarınorm özelliğinden ve ∆m’in lineerliğinden,

∞X
k=1

k−s[f(q(∆m(λxk + µyk)))]
pk ≤

∞X
k=1

k−s[f(|λ| q(∆mxk)) + f(|µ| q(∆myk))]
pk

≤ C(Mλ)
H

∞X
k=1

k−s[f(q(∆mxk)]
pk + C(Nµ)

H
∞X
k=1

k−sf [q(∆myk)]
pk < ∞.

elde edilir. O halde c(∆m,f, p, q, s) bir lineer uzaydır.

Teorem 4.2. p = (pk) sınırlı bir dizi, H = sup pk <∞ ve M = max(1, H) olmak

üzere c(∆m,f, p, q, s) dizi uzayı

g∆(x) = {
∞X
k=1

k−s[f(q(∆mxk)]
pk} 1

M

paranormu ile bir paranormlu uzaydır [20].

İspat. g∆(θ) = 0 ve g∆(x) = g∆(−x) olduğu açıktır. Burada θ = (θ, θ, θ, ...) dır.

|ak + bk|pk ≤ C{|ak|pk + |bk|pk} eşitsizliği, Minkowski eşitsizliği ve f ’ nin tanımı göz
önüne alınırsa g∆ nın alt toplamsallığı elde edilir. λ kompleks sayısı için

|λ|pk ≤ max(1, |λ|H)



eşitsizliğinden ve f ’ nin tanımından

g∆(λx) =

Ã ∞X
k=1

k−s[f(q(λ∆mxk))]
pk

! 1
M

≤ (1 + kλk)HM .g∆(x)

elde ederiz. Burada kλk , λ ’nın tam kısmını göstermekte ve böylece λ → 0 , x → θ

olması λx→ θ ve üstelik x→ θ , λ ’nın sabit olması ise λx→ θ olmasını gerektirir.

λn → 0 olduğunu farzedelim ve x, c(∆m,f, p, q, s) ’ de sabit bir nokta olsun. Verilen

bir ε > 0 için

∞X
k=K+1

k−s[f(q(∆mxk))]
pk < (

ε

2
)M

olacak şekilde K ’yı alalım. Böylece

Ã ∞X
k=K+1

k−s[f(q(∆mxk))]
pk

! 1
M

< (
ε

2
)

elde edilir. f, [0,∞) üzerinde sürekli olduğundan

h(t) =
KX
k=1

k−s[f(q((∆m(txk))))]
pk

fonksiyonu 0 ’ da sürekli olur. Bu nedenle |λn| < δ olması n > N için

Ã
KX
k=1

k−s[f(q(λn∆mxk))]
pk

!
<

ε

2

olmasını gerektirecek şekilde 0 < δ < 1 mavcuttur. Böylece n > N içinÃ ∞X
k=1

k−s[f(q(λn∆mxk))]
pk

! 1
M

< ε

dir.Bu nedenle λ → 0 iken g∆(λx)→ 0 dır.

Teorem 4.3. f, f1 ve f2 modülüs fonksiyonlar; q, q1 ve q2 yarınormlar ve s, s1 ve s2 ≥ 0
reel sayılar olsun.

i) s > 1 ise l(∆m,f1, p, q, s) ⊆l(∆m,f ◦ f1, p, q, s) dır.
ii) l(∆m,f1, p, q, s)∩ l(∆m,f2, p, q, s) ⊆ l(∆m,f1 + f2, p, q, s),

iii) c(∆m,f, p, q1, s)∩ c(∆m,f, p, q2, s) ⊆ c(∆m, f ,p,q1 + q2, s),
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iv) Eğer q1, q2 ’ den daha kuvvetli ise c(∆
m,f, p, q1, s) ⊆c(∆m, f, p, q2, s) ,

v) s1 ≤ s2 ise c(∆
m, f, p, q, s1) ⊆ c(∆m, f, p, q, s2) dir [20].

İspat. i) (xk) ∈ c(∆m, f1, p, q, s) olsun. ε > 0 ve 0 ≤ t ≤ δ için f(t) < ε olacak

şekilde 0 < δ < 1 şartını sağlayan

δ ’ yı seçelim. tk = f1(q(∆
mxk)) alalım ve

∞X
k=1

k−s[f(tk)]pk =
X
1

k−s[f(tk)]pk +
X
2

k−s[f(tk)]pk

gözönüne alalım. Burada ilk toplam tk ≤ δ ve ikincisi tk > δ üzerindendir. f sürekli

olduğundan X
1

k−s[f(tk)]pk < max(1, εH)
∞X
k=1

k−s (4.1)

elde ederiz ve tk > δ için

tk <
tk
δ
< 1 +

°°°°tkδ
°°°°

gerçeğini kullanalım.

f ’ nin tanımından tk > δ için

f(tk) ≤ f(1)[1 + (
tk
δ
)] ≤ 2f(1)tk

δX
2

k−s[f(tk)]pk ≤ max

µ
1, (
2f(1)

δ
)H
¶ ∞X

k=1

k−s[tk]pk <∞ (4.2)

elde ederiz. (4.1) ve (4.2) ’ den c(∆m, f1, p, q, s) ⊆c(∆m,f ◦ f1, p, q, s) bulunur.
ii) x = (xk) ∈ c(∆m,f1, p, q, s)∩ c(∆m,f2, p, q, s) olsun. |ak + bk|pk ≤ C{|ak|pk +

|bk|pk} eşitsizliği kullanılırsa (xk) ∈ c(∆m,f1+f2,p, q, s) olduğu gösterilmi̧s olur. Böylece

c(∆m,f1, p, q, s)∩ c(∆m, f2, p, q, s) ⊆ c(∆m, f1 + f2,p, q, s) dir.

iii) C = max(1, 2H−1) olmak üzere

k−s[f(q1 + q2)(∆
mxk)]

pk ≤ Ck−s[f(q1(∆mxk))]
pk + Ck−s[f(q2(∆mxk))]

pk

eşitsizliği kullanılırsa ii) ’ nin ispatına benzer şekilde yapılır.

iv) ve v) kolayca yapılır.

p, f ve s ’ ye verilen özel değerler ile c(∆m,f, p, q, s) ’ den aşağıdaki uzayları elde

ederiz.
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f(x) = x için

c(∆m, f, p, q, s) =

(
x ∈ ω(X) :

∞X
k=1

k−s[q(∆mxk)]
pk <∞, s ≥ 0

)
;

pk = 1 ’i sağlayan her k için

c(∆m,f, q, s) =

(
x ∈ ω(X) :

∞X
k=1

k−s[f(q(∆mxk))] <∞, s ≥ 0
)
;

s = 0 için

c(∆m,f, p, q) =

(
x ∈ ω(X) :

∞X
k=1

[f(q(∆mxk))]
pk <∞

)
;

f(x) = x ve s = 0 için

c(∆m,p, q) =

(
x ∈ ω(X) :

∞X
k=1

[q(∆mxk)]
pk <∞

)
;

∀k için pk = 1 ve s = 0 için

c(∆m,f, q) =

(
x ∈ ω(X) :

∞X
k=1

f(q(∆mxk)) <∞
)
;

f(x) = x ; ∀ k için pk = 1 ve s = 0 için

c(∆m,f, q) =

(
x ∈ ω(X) :

∞X
k=1

q(∆mxk) <∞
)
.

Sonuç 4.4.

i) s > 1 ise bu takdirde herhangi bir f modülüs fonksiyonu için

c(∆m,p, q, s) ⊆c(∆m,f, p, q, s)

dir.

ii) q1 ve q2 denk yarınormlar ise bu takdirde

c(∆m, f, p, q1, s) =c(∆
m,f, p, q2, s)

dir [13].

iii) c(∆m, f, p, q) ⊆c(∆m,f, p, q, s),

iv) c(∆m,p, q) ⊆c(∆m, p, q, s),

v) c(∆m,f, q) ⊆c(∆m,f, q, s).
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İspat. i) Eğer Teorem 4.3 i) ’de f1(t) = t ise sonuç kolayca elde edilir.

ii) Teorem 4.3 iv) ’den elde edilir.

iii) Teorem 4.3 v) ’de s1 = 0 ve s2 = s alınırsa, c(∆m,f, p, q) ⊆c(∆m,f, p, q, s) elde

edilir.

iv) Teorem 4.3 v) ’de s1 = 0, s2 = s ve f(t) = t alınırsa c(∆m, p, q) ⊆c(∆m,p, q, s)

olur.

v)Teorem 4.3 v) ’de ∀ k için s1 = 0, s2 = s ve pk = 1 alınırsa c(∆
m,f, q) ⊆c(∆m,f, q, s)

olur.

Teorem 4.5. m ≥ 1 için c(∆m−1,f, q, s) ⊂ c(∆m,f, q, s) dir ve kapsama kesindir.

Genelde her i = 1, 2, 3, ...,m − 1 için c(∆i,f, q, s) ⊂ c(∆m,f, q, s) dir ve kapsamalar

kesindir [20].

İspat. x ∈ c(∆m−1,f, q, s) olsun. Bu takdirde

∞X
k=1

k−sf(q(∆m−1xk)) <∞ (4.3)

elde edilir.

∀ k ∈ N için (k + 1)−s < k−s ≤ 2s(k + 1)−s olduğundan

k−sf(q(∆m−1xk+1)) ≤ 2s(k + 1)−sf(q(∆m−1xk+1)) (4.4)

esitsizliği elde edilir.

(4.3) ve (4.4) den

∞X
k=1

k−sf(q(∆m−1xk+1)) <∞ (4.5)

elde edilir.

f bir modülüs fonksiyon, q bir yarınorm olduğundan, (4.3) ve (4.5) den

∞X
k=1

k−sf(q(∆mxk)) =
∞X
k=1

k−sf(q(∆m−1xk −∆m−1xk+1))

≤
∞X
k=1

k−sf(q(∆m−1xk)) +
∞X
k=1

k−sf(q(∆m−1xk+1)) <∞

bulunur. Buna göre c(∆m−1, f, q, s) ⊂c(∆m,f, q, s) dir.

Genelde c(∆i,f, q, s) ⊂ c(∆m,f, q, s) (∀ i = 1, 2, 3, ...,m − 1 için) kapsamalar
kesindir. Bunun için aşağıdaki örneği göz önüne alalım.
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Örnek 4.6. X = C , f(x) = x, q(x) = |x| , s = 0 olsun. (xk) = (km−1) dizisini göz
önüne alalım.

Bu takdirde∆mxk = 0 olduğundan (xk) ∈ c(∆m, f, q, s) dir. ∆m−1xk = (−1)m−1(m−
1)! olduğundan (xk) /∈ c(∆m−1,f, q, s) dir.

Teorem 4.7. c(∆m, f, p, q, s) normal değildir [20].

İspat. Uzayın genelde normal olmadığını göstermek için aşağıdaki örneği göz önüne

alalım.

Örnek 4.8. X = C, f(x) = x, q(x) = |x| , m = 2, s = 0 ve ∀ k ∈ N için pk = 1 olsun.

Bu takdirde x = (xk) = (k) ∈ c(∆m,f, p, q, s) dir. Fakat αx = (αkxk) /∈ c(∆m,f, p, q, s)

dir.

Burada ∀ k ∈ N için αk = (−1)k dır. Böylece c(∆m,f, p, q, s) normal değildir [20].

Teorem 4.9. Herbir k ∈ N için 0 < tk ≤ rk <∞ olsun. Bu takdirde

c(∆m,f, t, q) ⊆c(∆m,f, r, q) dir [20].

İspat. Eğer x ∈ c(∆m, f, t, q) ise yeterince büyük k ’lar için

[f(q(∆mxk))]
tk ≤ 1

ve böylece

[f(q(∆mxk))]
rk ≤ [f(q(∆mxk))]

tk

dir.

Teorem 4.10. i) Eğer herbir k ∈ N için 0 < pk ≤ 1 ise c(∆m,f, p, q) ⊆c(∆m,f, q) dir.

ii) ∀ k ∈ N için pk ≥ 1 ise c(∆m,f, q) ⊆ c(∆m,f, p, q) dir [20].

İspat. i) Teorem 4.9 ’da ∀ k ∈ N için pk = tk ve rk = 1 alınırsa

c(∆m,f, p, q) ⊆c(∆m,f, q)

olur.

ii) Teorem 4.9 ’da ∀ k ∈ N için pk = rk ve tk = 1 alınırsa

c(∆m,f, q) ⊆ c(∆m, f, p, q)

elde edilir.
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5. c(∆m, f v, p, q, s) DİZİ UZAYI ÜZERİNDEKİ BAĞINTILAR

Bu bölümde c(∆m,fv, p, q, s) dizi uzayının topolojik özellikleri incelenmi̧stir ve bazı

kapsama bağıntıları verilmi̧stir.

Teorem 5.1. c(∆m,f v, p, q, s) dizi uzayı C cismi üzerinde bir lineer uzaydır.

x, y ∈ c(∆m, fv, p, q, s) olsun. λ, µ ∈ C için |λ| ≤ Mλ ve |µ| ≤ Nµ olacak şekilde

Mλ ve Nµ pozitif tamsayıları mevcuttur. f 0in alt toplamsallığından , q ’nun yarınorm

özelliğinden ve ∆m’in lineerliğinden,

∞X
k=1

k−s[fv(q(∆m(λxk + µyk)))]
pk ≤

∞X
k=1

k−s[fv(|λ| q(∆mxk)) + fv(|µ| q(∆myk))]
pk

≤ C(Mλ)
H

∞X
k=1

k−s[f v(q(∆mxk)]
pk + C(Nµ)

H
∞X
k=1

k−sfv[q(∆myk)]
pk < ∞.

elde edilir. O halde c(∆m,fv, p, q, s) bir lineer uzaydır.

Teorem 5.2. p = (pk) sınırlı bir dizi, H = sup pk < ∞ ve M = max(1,H) olmak

üzere c(∆m,fv,p, q, s) dizi uzayı

g∆(x) = {
∞X
k=1

k−s[f v(q(∆mxk)]
pk} 1

M

paranormu ile bir paranormlu uzaydır.

İspat Teorem 4.2 ispatına benzer olarak yapılır.

Teorem 5.3. s > 1 ve , n, v ∈ N olmak üzere n < v olsun. Bu taktirde,

c(∆m, fn, p, q, s) ⊆ c(∆m, fv, p, q, s)

dir. Fakat kapsama bağıntısının tersi genelde doğru değildir.

İspat. İspat için tümevarım metodu kullanılacaktır. v − n = r olsun, r ∈ N ve
r ≥ 1 olur. Şimdi biz iddia ediyoruz ki; r = 1 için doğru olsun. Yani

c(∆m, fn, p, q, s) ⊆ c(∆m, fn+1, p, q, s)



olduğu gösterilmelidir. f ’nin sürekliliğinden ε > 0 için 0 ≤ t ≤ δ iken f (t) < ε olacak

şekilde 0 < δ < 1 mevcuttur.

I1 = {k ∈ N: fn (q (∆mxk)) ≤ δ}
I2 = {k ∈ N: fn (q (∆mxk)) > δ}

denirse Lemma 3.4 den ve s > 1, x ∈ c(∆m, fn, p, q, s) olduğundan

∞X
k=1

k−s
£
fn+1 (q (∆mxk))

¤pk =
∞X

k∈I1
k−s

£
fn+1 (q (∆mxk))

¤pk + ∞X
k∈I2

k−s
£
fn+1 (q (∆mxk))

¤pk
≤

∞X
k∈I1

k−s [ε]pk +
∞X

k∈I2
k−s

·½
2f (1)

δ
fn (q (∆mxk))

¾¸pk
≤ max

¡
εh, εH

¢ ∞X
k=1

k−s +max
¡
a1, a2

¢ ∞X
k=1

k−s
£
fn+1 (q (∆mxk))

¤pk
< ∞

burada a1 =
n
2f(1)
δ

oh
, a2 =

n
2f(1)
δ

oH
,

µ
0 < h = inf pk ≤ pk ≤ sup

k
pk <∞

¶
. Böylece

x ∈ c(∆m, fv, p, q, s) dir. Bu da r = 1 için teoremin doğru olduğunu gösterir. Şimdi

teoremin r için doğru olduğu kabul edilirse, yani

c(∆m, fn, p, q, s) ⊆ c(∆m, fn+r, p, q, s) (5.1)

olduğu kabul edilirse geriye r + 1 için doğru olduğunu göstermek kalır. Bunun için

c(∆m, fn, p, q, s) ⊆ c(∆m, fn+r+1, p, q, s)

olduğu gösterilmelidir. (5.1) den dolayı r = 1 için yapılan ispatta m yerine m + r

alınarak, kolayca gösterilebilir.

Sonuç 5.4. s > 1 ve v ∈ N olsun.Bu taktirde,
i) c(∆m, f, p, q, s) ⊆ c(∆m, fv, p, q, s)

ii) c(∆m, p, q, s) ⊆ c(∆m, f v, p, q, s)

dir.

İspat. : i) Teorem 5.3 de n = 1 alınırsa istenilen elde edilir.

ii) i) ve Sonuç 4.4 den kolayca elde edilir.

Teorem 5.5 n < v, n, v ∈ N olsun. Bu taktirde,
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i) f (t) < t ise c(∆m, p, q, s) ⊆ c(∆m, fn, p, q, s) ⊆ c(∆m, fv, p, q, s)

ii) f (t) ≥ t ise c(∆m, p, q, s) ⊇ c(∆m, fn, p, q, s) ⊇ c(∆m, f v, p, q, s)

dır.

İspat. i) f (t) < t ise, f modülüs fonksiyonu olduğundan

fv (t) ≤ fv−1 (t) ≤ .... ≤ fn (t) ... ≤ f2 (t) ≤ f (t) < t

her k ve (xk) ∈ X için q (∆mxk) ≥ 0 olacağından,

fv (q (∆mxk)) ≤ fv−1 (q (∆mxk)) ≤ .... ≤ fn (q (∆mxk)) ... ≤ f2 (q (∆mxk))

≤ f (q (∆mxk)) < q (∆mxk)

elde edilir. Her k için pk > 0 olduğundan

[fv (q (∆mxk))]
pk ≤ £

f v−1 (q (∆mxk))
¤pk ≤ .... ≤ [fn (q (∆mxk))]

pk ...

≤ £
f2 (q (∆mxk))

¤pk ≤ [f (q (∆mxk))]
pk < [q (∆mxk)]

pk

olur. Ayrıca k−s > 0 olduğundan her k ∈ N, (xk) ∈ X ve pk > 0 için,

k−s [f v (q (∆mxk))]
pk ≤ k−s

£
fv−1 (q (∆mxk))

¤pk ≤ .... ≤ k−s [fn (q (∆mxk))]
pk ... (5.2)

≤ k−s
£
f2 (q (∆mxk))

¤pk ≤ k−s [f (q (∆mxk))]
pk < k−s [q (∆mxk)]

pk

elde edilir ve (5.2) den tüm ifadeler üzerinden toplam alınırsa,

c(∆m, p, q, s) ⊆ c(∆m, fn, p, q, s) ⊆ c(∆m, f v, p, q, s)

elde edilir.

ii) f (t) ≥ t olsun. Her k ve pk > 0, (xk) ∈ X için,

k−s [f v (q (∆mxk))]
pk ≥ k−s

£
fv−1 (q (∆mxk))

¤pk ≥ .... ≥ k−s [fm (q (∆mxk))]
pk ... (5.3)

≥ k−s
£
f2 (q (∆mxk))

¤pk ≥ k−s [f (q (∆mxk))]
pk ≥ k−s [q (∆mxk)]

pk

elde edilir (5.3) den tüm ifadeler üzerinden toplam alınırsa,

c(∆m, p, q, s) ⊇ c(∆m, fn, p, q, s) ⊇ c(∆m, f v, p, q, s)

elde edilir.
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6. SONUÇ

Bhardwaj [6] tarafından c(f, p) dizi uzayının normal olduğu gösterilmi̧stir. Bu çalı̧s-

mada c(f, p) dizi uzayının genelleştirilmi̧si olan c(∆m, f, p, q, s) dizi uzayı tanımlanmı̧s

ve bu uzayın normal olmadığı gösterilmi̧stir.
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