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OZET

Dort boliimden olugsan bu ¢alismanin ilk boliimiinde, temel tanimlar ve teoremler
verilmigtir.

Ikinci boliimde modiiliis fonksiyonunun bazi ézellikleri incelenmistir.

Uciincii boliimde £(A™, f,p, q, s) dizi uzaymin baz topolojik 6zellikleri ve icerme
bagintilar1 verilmigtir.

Dérdiincii boliimde ise v € N olmak iizere ((A™, f¥,p,q,s) dizi uzay: iizerindeki

baz ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark dizisi, Modiiliis fonksiyonu, Seminorm
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SUMMARY

A New Sequence Space Defined By A Modulus Function

In the first chapter of this thesis that consists of four chapters, we give some fun-
damental definitions and theorems.

In the second chapter, we examine some properties of modulus function.

In the third chapter, we give some topological properties and inclusion relations of
the sequence space ((A™, f,p,q,s).

In the last chapter, we examine some relations on the sequence space £(A™, ¥, p, q, s)

for v € N.

Keywords: Difference sequence, Modulus function, Seminorm



SEMBOLLER LiSTESi

Bu calismada kullanilan bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

o Bilegke fonksiyon

C Kompleks sayilar kiimesi

H Tiim sonlu dizilerin kiimesi

K Reel veya kompleks sayilar cismi

VI



1. GIRIS

Son zamanlarda toplanabilme teorisinde modiiliis fonksiyonu {izerine yapilan ¢alig-
malar 6nemli bir yer tutmaktadir.

Modulus fonksiyonun tammu ilk defa 1953 de Nakano [1] tarafindan verilmistir.
Daha sonra Ruckle [2], Wilansky nin " {e, s, ...} birim vektorlerinin simirh kiimesini
bulunduran en kiiciik /'K — uzay1 varmidir?" sorusuna cevap ararken

L(f)= {95 = () : ) f(Jaw]) < OO},

k=1

dizi uzaymi f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlamis ve bu dizi uzayminin baz
ozelliklerini incelemistir. Maddox [ 3,4], f modiiliis fonksiyonu ile kuvvetli toplanabilir
dizilerin klasik uzaylarini genellegtirmigtir. Connor [5 | ¢alismasinda A negatif ol-
mayan regiiler matris toplanabilme metodu olmak tizerebir modiiliise gore kuvvetli Ce-
saro toplanabilme tanimini yine bir modiiliise gore kuvvetli A—toplanabilme tanimina
genigletmistir. Ayrica, keyfi bir modiiliise gore kuvvetli A—toplanabilir bir dizinin
A—istatistiksel yakinsak oldugunu ve A—istatistiksel yakinsaklik ve A—kuvvetli toplan-
abilmenin sinirh diziler i¢in denk oldugunu gostermigtir. Daha sonra Bhardwaj [6]
tarafindan kesin pozitif reel sayilar dizisi kullamlarak, Ruckle [2] tarafindan tanimlan-
nus olan L (f) dizi uzay: genellestirilmis, bazi topolojik ¢zelliklerini incelemis kapsama
bagmtilarin vermistir. Son olarak Altin [7], bir (X, ¢) seminormlu dizi uzay: iizerinde
tanimlanmig olan ¢ (AT, f.p,q,s), co (A, f.p,q,s) ve loo (A™, f,p,q,s) paranormlu

dizi uzaylarim tanimlamistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. X # ¢ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: X xX—=X

ve

OKx X —X

fonksiyonlar1 V x,y, 2z € X ve V A\, u € K i¢in agagidaki ozellikleri sagliyorsa, X ciimle-
sine K cismi tizerinde bir vektor (lineer) uzay1 adi verilir.

L)z +y=y+=x

L2) (z+y)+z=a+(y+2)

L3) Her bir z € X i¢in 2 + 6 = x olacak sekilde bir § € X vardir

L4) Her bir z € X i¢in « + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—z) € X vardir

L5) lz==x

L6) ANz +y) = Az + Ay

L7) Mpz) = (Apn)z

L8) (A + p)z = A\x + px

dir [8].

Tanim 2.2. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

Il : X =R

fonksiyonu agagidaki ozellikleri saghyorsa ||.| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve
(X, |I.]l) ciftine de bir normlu uzay adi verilir.

N1) [lz]| =0

N2) ||z]| =0 < =0

N3) [Jox]| = |af [lz]| (o skaler)

N4) [lz +yl| < =]l + [yl

dir [9].



Tanim 2.3. (X, |.||) bir normlu uzay ve = = (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger
her € > 0 i¢in m,n > ng iken

|zm — x| < e

olacak sekilde bir ny = ng(¢) € N varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [9].
Tanim 2.4. Bir x = (x,,) dizisi verilsin. Eger her € > 0 sayisina kargilik n > ng i¢in
|tm — s|| < e

olacak sekilde bir ng = ng(e) € N varsa (z,,) dizisi s ye yakinsaktir denir ve lim z, = s

n—oo

yazilir [9].

Tamm 2.5. (X, |.]|) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakisak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir [9)].

Tanim 2.6. Kompleks terimli biitiin = (z,,), (n = 1,2, 3...) dizilerinin kiimesini w

ile gosterecegiz.
x = (x,),y = (y) ve a bir skalar olmak iizere

Tty = (xn) + (yn)

ar = (azy,)

seklinde tanimlanan islemler altinda w bir lineer uzaydir. w 'nin her alt lineer uzayina

bir dizi uzay1 denir [11].

Tanim 2.7. X bos olmayan bir ciimle olsun. d : X x X — R fonksiyonu, her
x,y,z € X icin,

a) d(x,y) =0z =y,

b) d(z,y) = d(y,x),

c) d(z,z) <d(z,y)+d(z,vy)
ozelliklerini saglarsa d ye X {iizerinde bir metrik, (X, d) ye de metrik uzay denir [10].

Tamim 2.8. X = (X, d) uzaymndaki her (z,,) Cauchy dizisi yakinsak ise (X, d) metrik

uzayma tam metrik uzay denir [10].



Tanim 2.9. X =(X,d) bir metrik uzay olsun X deki her bir dizi yakimsak bir alt

diziye sahip ise X ’e kompakt denir [10].
Lemma 2.10. Bir metrik uzaym kompakt her alt ciimlesi kapal ve simirhdir [10].

Tanim 2.11. X =(X,d) bir metrik uzay olsun . Her ¢ > 0 i¢in bu uzay ¢ yaricaph

sonlu sayida agik yuvarlarla ortiilebiliyorsa X total sinirhdir denir. [3]

Tanim 2.12. X bir vektor uzay1 ve g : X — R bir fonksiyon olsun.

a) g(0) =0,

b) g(—=) = g(x),

c) g(z +y) < g(z) + 9(y),

d) (t,) skalerlerin bir dizisi ve t,, — ¢ olmak iizere g(x, — ) — 0 olan (z,) C X
i¢in, g(t,z, — tx) — 0 (skalerle garpimun siirekliligi),
sartlar1 saglaniyorsa g ye X iizerinde bir paranorm ve (X, g)’ ye de paranormlu uzay

denir. Ayrica g(x) = 0= = = 0 sart1 da saglanirsa paranorma totaldir denir [12].

Tanim 2.13. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. Eger,

qg: X —R

fonksiyonu V x,y € X ve V X € K i¢in agagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢ 'ya bir yarinorm
(X, q) ’va da yarmormlu uzay denir [5].

(i) ¢(x) = 0

(ii) g(Az) = [Alq(x)

(i) (v +y) < q(z) + q(y)

Tamm 2.14. X bir dizi uzay1 ve (z;) € X olsun. Bu durumda |ay| < 1 sartim

saglayan tiim () skalerleri igin (agzy) € X oluyorsa X uzay1 normaldir [12].

Tanim 2.15. p ve ¢, bir X vektor uzay: iizerinde yarmorm olsun. Eger p(z,) — 0
sartim saglayan her (z,) dizisi ¢(z,) — 0 oluyorrsa p ’ ye ¢ * dan kuvvetlidir denir.

Herbiri bir digerinden kuvvetli ise p ve ¢ ’ ya denktir denir [12].

Lemma 2.16. p ve ¢, X lineer uzay1 iizerinde yarinorm olsun. Bu takdirde p, ¢ > dan

kuvvetlidire Her x € X i¢in q(x)< Mp(x) olacak gekilde bir sabit M > 0 vardir [12].
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Bu calismada kullanacagimiz

lo = {z = (z) : Sl’l;p|xk| < oo}

sinirh,

c={x=(ay): h;Ign x) mevcut}

yakinsak ve

co = {x = (xy) : lillgnxk =0}

sifir diziler uzayi

el = sup o

normu ile birer Banach uzayidir [6]. Ayrica

lp:{x:(xk):2|xk|p<oo, 1 <p< oo}
k=1

0 »
)l = <Z|xk\p>
k=1

Ozel olarak [, uzaymmda p = 1 alimrsa

uzayli

normu ile bir Banach uzayidir.

ho={z=(zx): ) |ml < o0}
k=1
uzay1 elde edilir [13].

Fark dizisi ve bazi fark dizi uzaylari, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [7] tarafindan

tanimlanmigtir.

Tanim 2.16. x = (x;) kompleks terimli bir dizi ve Az = (2 — x41) olmak {izere

Lo(A), e(A), co(A) dizi uzaylar
lo(A) = {x=(z): Az € I},

(D) = {o=(x):Azvec)

(A) = {o=(2): Az € o),

5



seklinde tanimlanir. Kizmaz [14] bu uzaylarin
llly = laa] + [ Azl

normu ile birer BK uzay1 oldugunu gostermistir. 1995 yilinda Et ve Colak [8]

m € N, A% = (23), Ar = (2, — 2p11), A" = (A"xp) = (A" 1oy, — A™ gy ),

N zm:(—mi(?)xkﬂ

=0

olmak tizere

lo(A™) = {z=(2p): A"z €I},
c(A™) = {x = (zx): A™z € ¢},
co(A™) = {z = (xx) : A™z € ¢},

dizi uzaylarim tanimlamig ve bu uzaylarin

m
lzlla =l + 1A™2]
1=1

normu ile birer BK —uzay1 oldugunu gostermistir.

Daha sonra Et ve Nuray [9], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukaridaki
dizi uzaylarim X (A™) dizi uzaylarina genellegtirerek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini
incelemistir.

Fark dizi uzaylan ile ilgili baz1 6zellikleri soyle siralayabiliriz.
Teorem 2.17. Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [16].
Teorem 2.18. Eger X C Y ise X(A™) C Y/(A™) dir [16].

Teorem 2.19. Eger X ||.|| normu ile bir Banach uzay1 ise X (A™) uzay1 da

m

lzlla =D luil + A"

i=1

normu ile bir Banach uzayidir [16].

Tanim 2.20. (Minkowski esitsizligi) ax, b > 0, k = 1,2, ...,n olmak iizere,

a)0<p<lise



b) p > 1 ise

dir [8].

Tanim 2.21. L bir lineer uzay, A C L ve x,y € A keyfi olmak {izere
B={zel: z=ar+(1—-a)y,0<a<1}CA

ise A ctimlesine konveks denir [10].

Tanim 2.22. Bir Frechet uzay1 bir tam metrik lineer uzay veya buna denk olarak bir
tam total paranormlu uzaydir. X siirekli koordinat izdiigiimlere sahip bir Frechet uzay
olacak gekilde w nin lineer bir altuzay: olsun. Bu durumda X bir FK uzay: veya bir

Frechet Koordinat uzay1 adini alir [6].



3. MODULUS FONKSIYONUNUN BAZI OZELLIKLERI

Modiiliis fonksiyonun tanimi ilk defal953 de Nakano [1] tarafindan verilmistir.

Tanmim 3.1. (Modiiliis fonksiyonu) Eger f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu
i) f(x)=0& 2 =0,
i) f(z+y) < f(z)+ f(y),
iii) f artan,
iv) f sifir noktasinda sagdan siirekli,
sartlarim saglhyorsa bu fonksiyona modiiliis fonksiyonu denir [2]. Herhangi bir f mod-
iiliis fonksiyonu siirh veya sinirsiz olabilir.
Ruckle [2], Wilansky nin " {ej, eq,...} birim vektorlerinin simirh kiimesini bulun-
duran en kiiciik 'K — uzay1 var midir?" sorusuna cevap ararken
L(f)= {x = () : ) f (Jma]) < OO},
k=1
dizi uzaymi f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimlamis ve bu dizi uzayminin baz
ozelliklerini incelemistir.

Simdi modiiliis fonksiyonlarina érnekler verelim.

Ornek 3.2. (a) f(z)= —15 smirh,

(i) f(x) =0 < z = 0 sartin saglayacag fonksiyonun tanimindan agiktir.

(ii) f(z +y) = liﬁy < 5+ Fyy = f(z) + f(y) oldugu goz oniine almirsa

flz+y) < f(z)+ f(y) esitsizligi saglanir.
(iii) f artandir. Gergekten;

flz) = — den f(x) = ﬁ > 0 oldugundan fonksiyon artandir.

(iv) f sifirda sagdan siireklidir.

dir. O halde f bir modiiliis fonksiyonudur.
(b) f(z) =log(1+ z) sinrsiz,
(i) log(1 +2) = 0 < z = 0 dir. Ciinkii log(1 +0) = logl = 0 dir. O halde

f(z) =0« x =0 sart1 saglanir.



(i) f(z+y) < f(x)+ f(y) dir.

I+z+y < (14 2)(1+y) esitsizligi ve logaritma ozelliginden log(1 4+ = + y) <
log(1+ z) +log(1 +y)
elde ederiz. Dolaywisiyla f(z +y) < f(z) + f(y) dir.

(iii) f artandur.

loge oy o .
f(z) =log(x +1) den f'(z) = 2= > 0 pozitif oldugundan fonksiyon artandir.

(iv) f sifir noktasinda sagdan stireklidir.

lim log(x +1) =0 = f(0)

z—0t

dir. O halde f(z) = log(x + 1) bir smirsiz modiiliis fonksiyonudur.

Teorem 3.3. f bir modiiliis fonksiyonu ise f, (v € N) fonksiyonlar1 da birer modiiliis

fonksiyonudur. Burada f* = fo fo fo..o f (f nin v defa bilegkesi) seklindedir [2].

Lemma 3.4. f bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < § < 1 olsun. Bu takdirde v € N ve
t € [0, 00) igin,

7 > g ise ) < LW ey

olur. Burada f° = I 6zdeslik doniistimiidiir [17].

Uyar1 3.5. f ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu iken f=' f.g,f — g ve f/g

fonksiyonlar1 modiiliis fonksiyon olmayabilir [2].

Lemma 3.6. f ve g herhangi iki modiiliis fonksiyonu ise f o g,af(a > 0), ﬁ, f+yg

fonksiyonlar1 da modiiliis fonksiyonlaridir [2].

Teorem 3.7. f bir modiiliis fonksiyonu ve [X|, = nij:l f(Jzn]) olsun. d(X,Y) =
| X — Y], olmak tizere (L(f),d) bir tam metrik uzaydir [18].

Ispat. X = (z,),Y = (y,) ve Z = (2,) € L(f) olsun.

i) d(X,Y) =0 olsun. Bu durumda |[X — Y|, = §1f (|zn, — yn|) = 0 yazlabilir ve
buradan her bir n i¢in f (|, — y,|) = 0 olacagindan ve modiiliis fonksiyonun tanimin-

dan |z, — y,| = 0 ve boylece =, = y,, yani X =Y elde edilir. Tersine X =Y olmasi

halinde d (X,Y’) = 0 olacag benzer sekilde kolayca elde edilir.



ii)
X =Y, = Fllan—yal) =D flyn —aal) = [Y = X,

iif)
(X =Y, = D fzn =) <D (20— 2al + |20 = )
n=1 n=1
< Zf(|xn_zn|)+f<|zn_yn|):|X_Z|f+|Y_Z|f-

L(f) tamdir. Gergekten (X (”)) dizisi L(f) > de bir Cauchy dizisi olsun . Her bir 7 igin
<x§n) n=1,2, ) bir Cauchy dizisidir. X sayisi, (X (”)) nin noktasal limiti olsun.

Eger m,n > K igin K sayisi ‘X (m) _ X (”)’ < ¢ saglaniyorsa herbir N igin

= (m) n)
;f(:r —x )<5

olur. Bu nedenle her N ic¢in

N N
lim Zf)xgm) —xl(")’ = Zf T

i=1 i=1
elde edilir. Buradan X € L(f) oldugunu ve m > K igin |X X (m | < ¢ oldugunu

gosterir.

Lemma 3.8. Her f bir modiiliis fonksiyonu i¢in H C L(f) dir [18].

Ispat. f(21) < 1 olacak sekilde z; € (0,00) secelim. Her j < k ve f (2;) < % i¢in
xy, # x; olacak sekilde xj, € (0, 00) segelim. f modiiliis fonksiyonu 0" da siireklidir ve f
(0) =0 dwr. X = (z,) olsun. Bu taktirde

oo

Sl <3 5 <o

n=1

ve boylece X € L(f) ve X ¢ H dur.

Teorem 3.9. [ bir modiiliis fonksiyonu, A C L(f) olsun. A min, L(f) nin kompakt
bir alt kiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) K kapali ve sinirly,

ii) € > 0 verilsin, her n > ny ve her X = (z,) € A igin i f (lzn]) < € olacak

sekilde ng = ng (¢) vardir,

10



iii) Eger py : L(f) — R, her X = (z
ise her k£ > 1 i¢in px(A) kompakttir [18].

Ispat. i) Kabul edelim ki ; A C L(f) kompakt olsun bu taktirde i) acgiktir
ii) € > 0 verilsin, her bir a = (ax) € A igin

U@é) - {XGL(f):gf(lxn—an|)<g},

k) € L(f) igin pi (X) = x} seklinde verilmis

gozoniine alalim. Boylece A C | (a, %) dir. Fakat A kompakttir. Bu yiizden A C
aeK
N ©
U (a7, %) olacak sekilde
j=1
a' = (), = (a2) ,od” = (a))

mevcuttur. Buradan eger a = (a;) € A ise

a—a}f Zf ‘an— n

olacak sekilde a,1 < i < N mevcuttur.

l\DI(T)

Her i igin Z f (Ja%]) < oo oldugundan Z f(ai]) <

5 olacak sekilde bir n; mev-

n=n;

cuttur. Bu yuzden acU (a ,5) icin

S flad) < S0 (an—ai)) £ 3 F (lab))

n=n; n=n; n=n;
< € T 5
2 2

elde ederiz. ng = max 7, alirsak ve her a € A, ve n > nyg i¢in
1<i<

(e o]

Y fllal)<e

1=n-+1
bulunur.

iii) py siirekli oldugundan pj, (A) kompaktir.

Tersine, kabul edelim ki i), ii) ve iii) saglansin. A kapali oldugundan ve L(f) tam
oldugundan A nin total siirh oldugunu gostermek yeterlidir

e > 0 verilsin. Bu durumda

> flal) <e

k=n+1

11



her a € A, n > ny igin olacak sekilde bir ny = ng (¢) mevcuttur.

f modiiliis fonksiyonu , 0 ’da siirekli oldugundan ve f (0) = 0 oldugundan f (¢*) <
QLnO olacak sekilde bir €* > 0 sayis1 secebiliriz.
Her k£ > 1 i¢in pg (A), R nin kompakt bir alt kiimesi oldugundan total sinirhdir.

Bu yiizden herbir k = 1,2, ...,ng i¢in ve i € [1,ng] icin a; € pi (A) iken
}ak - a2| <e*

olacak sekilde a,(j), e a,(gn) € pr (A) mevcuttur.

Ay = {b b= (alf,a’;,...,af{;‘),(),(),...,(), 1< <myl<io <ngyeyl <ing < nn0>}
olsun. Eger her k£ > 1 i¢in a = (ax) € A ise ai, € pi (A) dir. be Ay ,
b= (agl,aga...,ai’;O,o,o,...,o,...)

ile verilsin. Burada

‘ak — a?f} <e*, k=0,1,2,...,no.

dir. Buna gore

a—bl; = > fllae—af)+ > f(lal)
k=1 k=ngp+1

IA
™

olur. Boylece

AC U Ul(be)

beko
dir. Fakat Ag sonludur, bu yiizden A total sinirhdir.

Tanim 3.10. f bir modiiliis fonksiyonu olmak tizere
B, ={X € L(f) : |X]; <a}
dir [19].

Teorem 3.11 .Eger bazi a > 0 ’lar icin By, konveks ise bu durumda ) ¢; = 1 olacak
sekildeki (¢, .....,¢,) pozitif reel sayilarmin herhangi sonlu koleksiyonu icin f(a) =

> f(cia) elde edilir [19].
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Ispat. X,, = ae,,, (m =1,...,n) olsun. Bu takdirde By, konveks oldugundan her
m i¢in X,, € By, dir. X = > ¢ X; dizisi B #(a) M0 elemamdir. Boylece

Xl; =D flea) < fla).

dir. Diger yandan

= > _ca) <> flea)

ve boylece

=> f(eia)

elde edilir.

Teorem 3.12 . f bir modiiliis fonksiyonu olsun, L(f) = [; olmasi igin gerek ve yeter
sart her z € [0,¢] igin f(x) < rx olacak sekilde r ve e porzitif sayilarinin mevcut
olmasidir [19].

Ispat. Her pozitif r reel sayisi ve her e pozitif reel sayisi icin f (x) > rx olacak
sekildeki bir = € (0, ] mevcut oldugunu farz edelim.

Bu yiizden her n pozitif tamsays i¢in f(z,) > nz, olacak sekilde z,, € (0, %]

mevcuttur. f siirekli oldugu i¢in her = € I, i¢in f(z) > nx olacak sekildeki bir
t(n)
I, € (0,-5) arah@ mevcuttur. Herbir n i¢in & < Z Ty, < 2/n? olacak sekilde

TLQ

Ty Tngs s Tny noktalarindan olusan sonlu bir say1 se(;ehm Her z € I,,, z, < =% =3 igin

herhangi bir z,,, € I,, noktasi alinabilir ve boylece

olacak sekilde z,,, zp,, ..., Ty secgebiliriz.

X = (l’ll, Llgyeees xlt(l)’x227 ceey x2t(2)7 )

olsun. Bu takdirde

o0 tn)

|I’f—ZZf Tny,) ZZannk Z ank>zn_ ZE
n=1 k=1 n=1 k=1 n=1 =1

13



olur. Boylece X ¢ L(f) dir. Buradan

oo t(n) 0o
IXI=3 > <Y
n=1 k=1 n=1

ve boylece X € [y ve L(f) # [ olur.

Tersine, baz1 pozitif r reel sayilar i¢in (0, ] araliginda f(z) < ra oldugunu farzede-
lim. Boylece I; C L(f) dir.

Fakat her f icin L(f) C [y 'dir. Boylece L(f) =1y dir.

Teorem 3.13. Bir f modiiliis fonksiyonu i¢in agagidakiler denktir.
i) En az bir a > 0 i¢in By, konvekstir.
ii) Her = € [0, a] igin

olacak gekilde pozitif bir a reel sayist mevcuttur.

iii) Her » < b icin By konveks olacak sekilde porzitif bir b reel sayis1 mevcuttur
[19].

Ispat . (1)= (2): n herhangi bir pozitif tamsay1 olsun. Teorem 3.11’den

elde edilir.

m < n olacak sekildeki bir pozitif m sayisin1 alalim. Bu takdirde Teorem 3.11’den

m n—m

fla) = f(—a+

n n

a)
1 1 1
= f(ma—k—a—l——a—l—...%——a)
n non n

= 120+ - m)f(a)

olur. Boylece

olur bundan dolay1

olur.
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Herhangi r < 1 rasyonel sayisi i¢in f(ra) = rf(a) elde edilir. f 'nin siirekliliginden
f(za) =af(z) , V2 el0,1]

elde edilir.
Herhangi bir y € (0,a] i¢in £ < 1 olur. Boylece f(y) = #@L) olur.
(2)= (3): f(x) = @x, her = € [0,a] ve boylece L(f) = [; dir. Ayrica r < a igin

B, = {(XeL(f):|X],<r

}
_ i = K
= X ellf): Xl =—=

,
o=

,
= {Xel: X[, <2},

dir. Boylece B,, her r < a icin konveks kiimedir.

(3)= (1): Asikardur.
Teorem 3.14 Eger L(f) # [, ise ve f

flzy) < f(2)f(y)

sartin saglarsa L(f), bir Banach uzayima izomorfik olan higbir sonsuz boyutlu alt uzay:
icermez [19].

Ispat. Ik olarak ; B, L(f) 'nin kapal sonsuz boyutlu alt uzay1 ise B’nin L(f) ’ye
izomorfik bir alt uzay ihtiva ettigini gosterecegiz.

Eger B sonsuz boyutlu ise,

by = (0,..,0,00 57 ,0,...)

knt12

formunda ve |b,|,; = 1 olacak sekilde bir (b,) dizisi ihtiva eder. Burada k, keyfi biiyiik-

liikte secilmistir. b, i

[e.e] . 1
> FI] < g

k:kn+1

olarak secelim.

Co= (0,0 0B bl 1,0,.), n=1,2, ..

15



olsun. (C,,),

0 oo knt1—1 kn41—1
SnG =Y Z F 1B |>Zf< >, |Anbzl>
n=1 f n=1 kn
= > f (Z RAEDY Anbz)
n=1 kn knt1

8

- > (w (ibn Zw))

> 1
2 Zf (P‘”l (1 N 2n+1>)
n=1
=1
> -
n=1
> IS (31)
- 2 n:1 n .
icin L(f) 'de (e,) 'ye denk dizidir.
Diger yandan,
00 oo kny1—1
n=1 f =
n+1 1
< Zf Al Z A

< S FI I, < A
n=1

dir.
Ayrica eger Y A\,b, yakinsak ise > A\,C,, (C,) ’in tamimindan dolay1 yakinsak
=1 n=1

olur. Bu sebeple (Cn) 'in
(b,,) ’ye denk oldugunu elde ederiz. Diger yandan

D At —Co)| = Do A(0,.,0,bi,,, )
n=1 f n=1
< DN FIab
n=1 kp41



< D D Fib
n=1

kn+l

< ZfIAnI-Qn—l+1
n=1

S NINES) yyvel
n=1 n=1

olur. Son esitsizlik (3.1) ’den elde edilir. Boylece (b,,), L(f) 'ye izomorfik olan B ’'nin

bir alt uzay i¢in bir bazdir.
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4. BIR MODULUS FONKSiYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN YENIi
DizZi UZAYI

Bu boliimde £(A™, f,p, q, s) dizi uzayimn topolojik 6zellikleri ve igerme bagimtilar:

incelenmistir.

p = (px) kesin pozitif reel sayilarm bir dizisi olsun. X uzay1, ¢ yarmormu ile C
kompleks sayilar cismi iizerinde yarmormlu bir uzay olsun. f bir modiiliis fonksiyonu

olmak iizere

UA™, fop,q,s) ={z = (x)) : 71, € X, Z!{:_S[f(q(Amxk))]pk < o0, s >0}
kiimesini tanimlayalim.

Teorem 4.1. /(A" f,p,q, s) dizi uzay1 C cismi iizerinde bir lineer uzaydir [20].
Ispat. 2,y € ((A™ f,p,q,s) olsun. A\, pu € Cicin |\ < M, ve |p| < N, olacak
sekilde M) ve N, pozitif tamsayilar1 mevcuttur. f ‘in alt toplamsalhgindan , ¢ 'nun

yarmorm ¢zelliginden ve A™’in lineerliginden,

SR QA™ N+ )P < Zk SN g(A™ k) + f (1] g(A™ i)

k=1

CL)™ Yk [f(a(A™ 2™ + C(N, stf (A™y;)]™ < o0

k=1
elde edilir. O halde ¢(A™ f,p,q, s) bir lineer uzaydir.

Teorem 4.2. p = (p;) siurh bir dizi, H = sup px < oo ve M = max(1, H) olmak
tizere L(A" f,p,q,s) dizi uzay

=kl la(am )y
k=1
paranormu ile bir paranormlu uzaydir [20].
Ispat. ga(0) = 0 ve ga(z) = ga(—x) oldugu aciktir. Burada 6 = (6,6,4,...) dir.
lag + b < C{lar]”™ + |b|"*} esitsizligi, Minkowski esitsizligi ve f ’ nin tamm goz

oniine alinirsa ga nin alt toplamsalligr elde edilir. A\ kompleks sayisi icin

A < max(1, A7)



esitsizliginden ve f ’ nin tanimindan

1
M

ga(hr) = (Zk—ﬂf@uka)nm)
< (14D .ga(z)

elde ederiz. Burada [|A]], A 'min tam kismim gostermekte ve boylece A — 0, x — 0
olmasi Ax — 6 ve iistelik x — 6 , X 'nin sabit olmasi ise Ax — 6 olmasimi gerektirir.
An — 0 oldugunu farzedelim ve x, (A™, f, p,q, s) ’ de sabit bir nokta olsun. Verilen
bir € > 0 igin
€

> KA ) < ()Y

2
k=K+1

olacak sekilde K ’y1 alahm. Boylece

( > Mf(q@%k))]pk)ﬁ <(3)

k=K+1

elde edilir. f, [0, 00) iizerinde siirekli oldugundan

K

h(t) =Y k- [f(a((A™ (ty)))) P

k=1

fonksiyonu 0 ’ da siirekli olur. Bu nedenle |A,| < ¢ olmasi n > N i¢in

(Z mﬂqwmm]pk) <:

olmasimi gerektirecek sekilde 0 < § < 1 mavcuttur. Boylece n > N icin

1
M

(Zk—ﬂﬂqu%k)nm) <e
k=1
dir.Bu nedenle A — 0 iken ga(Az) — 0 dir.

Teorem 4.3. f, f; ve f; modiiliis fonksiyonlar; q, ¢; ve ¢y yarinormlar ve s, s; ve so > 0
reel sayilar olsun.

i) s> lise (A", f1,p,q,5) CI(A™,f o f1,p,q,s) dir.

i) I(A™, f1,p, ¢, $)N U(A™, f2,p,q,8) CUA™, fi + f2,p,q,5),

iii) ((A™,f,p,q1,8)N (A", f,p, g2, 5) C L(A™ £, p. a4 + Q2,8),
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iv) Eger ¢1, ¢o > den daha kuvvetli ise ((A™ ., p, q1,5) CUA™, f,p,q2,5) ,
v) 51 < sy ise L(A™, f,p,q,51) C L(A™, [, p,q, s2) dir [20].
Ispat. i) (x3) € ((A™, f1,p,q,8) olsun. € > 0 ve 0 <t < § icin f(t) < € olacak
sekilde 0 < § < 1 sartin saglayan
0 7 y1segelim. ty = fi(q(A™xy)) alahm ve
LRI = KA+ R
k=1 2

gozoniine alalim. Burada ilk toplam ¢, < § ve ikincisi ¢, > ¢ iizerindendir. f siirekli

oldugundan
Zk ft))P < max(1,e” st (4.1)
k=1

elde ederiz ve t; > ¢ i¢in

t
tk<§<1+

tr
N

gercegini kullanalim.

f 7 nin tanimindan ¢, > ¢ icin

f) < FO+ ()] < 2501)%

s 2f(1
22:19 [Fte)]Pr < max< (=5 )Zk (4.2)
elde ederiz. (4.1) ve (4.2) > den ((A™, f1,p,q,8) CLA™,f o f1,p,q,s) bulunur.
li) r = (Zl‘k;) € K(Amaflapa q,S)ﬂ E(Amaf%pvcb S) olsun. |a'k +bk|pk S Ct{|ak|plc +
b |} esitsizligi kullamlirsa (z) € ((A™, fi+ f2,p, ¢, s) oldugu gosterilmis olur. Boylece
E<Am7f1apa q, S)ﬁ E(Amv f2ap7 q, S) - E(Am7 fl + f27p7 q, 8) dir.

iii) C' = max(1,2771) olmak {izere

E0 (g4 @) (A" ) [7F < Ok [f (qu(A™ )™ + Ok [ (qa(A™ )]

esitsizligi kullanilirsa 47) * nin ispatina benzer sekilde yapilir.
iv) ve v) kolayca yapilir.
p, f ve s ye verilen tzel degerler ile /(A™,f,p,q,s) ’ den agagidaki uzaylar elde

ederiz.
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f(z) =z i¢in

E(Amj,p,q,s):{wa Zk? " p"<oos>0}
pr = 1’1 saglayan her £ i¢in

oo

E(Am,f,q,s):{xew st xr))] < o0, s>0}

IS OO};

A" p,q) = {x € w( M) [P < oo}
k:l

s =0 igin

(A" f,p.q) = {fv € w(X)

I
=

f(z) =2 ve s =0 i¢in

Mg

VEk icin pp = 1 ve s = 0 igin

€(Am,f,q):{x€w Zf (A™zy)) <oo};
k=1

flz)=2;V kigin p, =1 ve s =0 igin

(A" f,q) = {x € w(X): Zq(Amxk) < oo} :

k=1
Sonug 4.4.

i) s > 1 ise bu takdirde herhangi bir f modiiliis fonksiyonu igin

(A" p,q,s) LA™ f.p.q,s)
dir.
ii) ¢; ve g2 denk yarinormlar ise bu takdirde
K(Amv f7p7 q1, S) :f(Am’f7p7 q2, 3)

dir [13].

iii) ¢(A™, f,p,q) CUA™ f,p,q,3),
iV) E(Am,p, Q) gg(Amsz q, 8)7

v) L(A™ f,q) CUA™ f.q,5).
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Ispat. i) Eger Teorem 4.3 i) 'de fi(t) =t ise sonug kolayca elde edilir.

ii) Teorem 4.3 iv) 'den elde edilir.

iii) Teorem 4.3 v) ’de s; = 0 ve s3 = s alimirsa, ((A™,f,p,q) CLA™ f,p,q,s) elde
edilir.

iv) Teorem 4.3 v) 'de s1 = 0, so = s ve f(t) =t alimrsa £(A™,p,q) CUA™ p,q, s)
olur.

v) Teorem 4.3 v) ’de V kigin s; = 0, s = s ve pr, = 1 alimirsa £(A™ | f,q) CUA™ f,q, s)

olur.

Teorem 4.5. m > 1 icin ((A™ " f,q,s) C ((A™ f, q,s) dir ve kapsama kesindir.
Genelde her i = 1,2,3,...,m — 1 icin ((A",f,q,s) C L(A™,f,q,s) dir ve kapsamalar
kesindir [20].

Ispat. z ¢ E(Am_l,f, q, s) olsun. Bu takdirde

> kT f(g(A ay)) < oo (4.3)

elde edilir.
VkikeNign (k+1)° <k <2°(k+1)"° oldugundan

E=fa(A™ o)) < 2°(k + 1) 7 f(a(A™ ap11)) (4.4)

esitsizligi elde edilir.

(4.3) ve (4.4) den

Sk (g Am )) < o0 (45)

elde edilir.
f bir modiiliis fonksiyon, ¢ bir yarinorm oldugundan, (4.3) ve (4.5) den

SO fa(ATa) = > R (g(A™ = A )
k=1 k=1
< D ETf(g(A™ ) + )k f(q(A™ ) < oo
k=1 k=1

bulunur. Buna gore (A", f.q,s) CL(A™.f,q,s) dir.
Genelde ((A',f, q,5) C LA™ f.q,s) (Vi = 1,2,3,....,m — 1 icin) kapsamalar

kesindir. Bunun icin asagidaki ¢rnegi goz oniine alahim.
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Ornek 4.6. X = C, f(z) = 2, q(x) = |z|, s = 0 olsun. (z;) = (k™) dizisini goz
oniine alalim.

Bu takdirde A"z, = 0 oldugundan (x,) € £(A™, f,q, s) dir. A" gy = (=1)""Y(m—
1)! oldugundan (z;) ¢ ((A™ ", f,q, s) dir.

Teorem 4.7. ((A" f,p,q, s) normal degildir [20].
Ispat. Uzaym genelde normal olmadigini gostermek icin asagidaki 6rnegi goz oniine

alalim.

Ornek 4.8. X =C, f(z) =z, q(x) = |z|, m = 2,5 = 0 ve V k € N igin p, = 1 olsun.
Bu takdirde = = (xy) = (k) € (A", f,p, q, s) dir. Fakat ax = (axr) € (A", f,p,q, )
dir.

Burada V k € N igin ay = (—1)* dir. Boylece (/(A™,f,p,q,s) normal degildir [20].

Teorem 4.9. Herbir £ € N i¢in 0 < #;, < r, < oo olsun. Bu takdirde
LA™, f,t,q) CUA™, f,r, q) dir [20].
Ispat. Eger x € (A", f,t,q) ise yeterince biiyiik & “lar icin

[f(g(A™ )] <1

ve boylece

[F(g(A™z)]™ < [f(g(A™ )]

dir.

Teorem 4.10. i) Eger herbir k € N i¢in 0 < p, < 1 ise £((A™ f,p,q) CUA™,f,q) dir.
ii) V k € Nigin pp > 1ise L(A™,f,q) CL(A™,f,p,q) dir [20].

Ispat. i) Teorem 4.9 ’da V k € N icin pj, = t, ve r, = 1 almirsa

LA™, f,p,q) CLUA™,f,q)

olur.

ii) Teorem 4.9 ’da V k € N i¢in py = 71, ve t;, = 1 alinirsa

LA™, f,q) C LA™, f,p,q)
elde edilir.
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5. ((A™, f¥,p,q,s) DiZi UZAYI UZERINDEKi BAGINTILAR

Bu boliimde £(A™, fY, p, q, ) dizi uzaymin topolojik 6zellikleri incelenmistir ve baz
kapsama bagintilar1 verilmistir.
Teorem 5.1. ((A™,f" p,q,s) dizi uzay1 C cismi {izerinde bir lineer uzaydur.

z,y € LA™, f',p,q,s) olsun. A\, € Cigin [N < M, ve |u| < N, olacak sekilde
M) ve N, pozitif tamsayilar1 mevcuttur. f ‘in alt toplamsalligindan , ¢ 'nun yarmorm

ozelliginden ve A™’in lineerliginden,

Y kRIE(@(A™ Aag + py)))P < DRI (A (AT k) + 1l g(A™ i)

< COL)TY TE [ (g(Amz)]” + C(N)™TY B flg(Am )P < 0.

elde edilir. O halde ¢(A™,f", p,q, s) bir lineer uzaydir.
Teorem 5.2. p = (pg) siurh bir dizi, H = sup px < oo ve M = max(1, H) olmak
tizere L(A™ fV p, q, s) dizi uzay1
- —S v m L
ga(x) =Dk [f (g(Amay) P }or
k=1

paranormu ile bir paranormlu uzaydir.

Ispat Teorem 4.2 ispatina benzer olarak yapilir.
Teorem 5.3. s > 1 ve, n,v € N olmak {izere n < v olsun. Bu taktirde,
U(A™, [, p,q,s) C LA™, [*,p,q,5)

dir. Fakat kapsama bagintisinin tersi genelde dogru degildir.
Ispat. Ispat igin tiimevarim metodu kullamlacaktir. v — n = r olsun, r € N ve

r > 1 olur. Simdi biz iddia ediyoruz ki; » = 1 igin dogru olsun. Yani

E(Am7fn7p7 q7 S) g E<Am7 fn+17p7 q7 S)



oldugu gosterilmelidir. f 'nin siirekliliginden ¢ > 0 i¢in 0 <t < § iken f (t) < e olacak

sekilde 0 < § < 1 mevcuttur.

L = {keN: f"(q(A™xy)) <6}
L = {keN: f"(¢(AMxy)) > 6}

denirse Lemma 3.4 den ve s > 1, x € {(A™, f™,p,q, s) oldugundan

Zk s fn+1 xk))]l)k _ Zk fn+1 A™ Pk +Zk fn+1 xk))]Pk
k=1

kel kel
< Y R+ K H—f 5< (g (Amxk))H
kel kGIZ
< max ( Z/{: + max (a', @® Zk [ (g
k=1
< o0

—

h
burada a' = {%} , 0% = {—)} <O <h=infp, <pp < s%ppk < oo> . Boylece
x € L(A™, f'.p,q,s) dir. Budar =1 i¢in teoremin dogru oldugunu gosterir. Simdi

teoremin r i¢in dogru oldugu kabul edilirse, yani

LA™, [ p,q,s) CLA™, "7 p,q,s) (5.1)

oldugu kabul edilirse geriye r + 1 i¢in dogru oldugunu gostermek kalir. Bunun igin

E(Am7 fn7p7 Q7 S) g E(Am7 fn+r+17p7 Q7 S)

oldugu gosterilmelidir. (5.1) den dolay1 7 = 1 i¢in yapilan ispatta m yerine m + r

alinarak, kolayca gosterilebilir.

Sonug 5.4. s > 1 ve v € N olsun.Bu taktirde,
i) ((A™, f,p.q,s) CUA™, [, p.q,s)
ii) {(A™,p,q,s) C LA™, [*.p,q, )
dir.
Ispat. : i) Teorem 5.3 de n = 1 alinirsa istenilen elde edilir.

ii) i) ve Sonug 4.4 den kolayca elde edilir.

Teorem 5.5 n < v, n,v € N olsun. Bu taktirde,
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i) f(t) <tise ((A™, p,q,s) S LA™, [",p,q,5) S LA™, [",p.q,5)
ii) f(t) = tise L(A™,p,q,s) 2 LA™, [",p.q,5) 2 LA™, [, p,q,s)
dir.

Ispat. i) f(t) <t ise, f modiiliis fonksiyonu oldugundan

fFO<FTHO<.. <. <A< fit)<t

her k ve (zx) € X icin ¢ (A™x;) > 0 olacagindan,

fPg(A™x) < U (g (A™)) < < P (g (AMag)) o < fP (g (A )
< flg(A™wy)) < q(A™xy)

elde edilir. Her k i¢in px > 0 oldugundan

[ (@@ < [T (g (A" a))]™ < S F7 (g (A )7
< [P g@me)]™ < [f (a (A2 < [g (A" )™

olur. Ayrica k~* > 0 oldugundan her k € N, (z) € X ve py > 0 igin,

K U (g (A

IN

k—* [f”_l (q (Amxk))}p’“ < L < ET M (g (AT (5.2)
< kT[S (g (AT )™ < BT LS (g (A )™ < k% g (A™ay) P

elde edilir ve (5.2) den tiim ifadeler iizerinden toplam alinirsa,

LA™, p,q,s) CLA™, f",p,q,s) CLA™, [, p,q,5)
elde edilir.
ii) f (t) >t olsun. Her k ve py > 0, (z1) € X igin,

E L (0 (A

v

B2 [ (g (A7) |7 > e 2 B [ (g (AT )™ (5.3)
-

> k[ (g (A"a))]™ 2 70 [f (g (A™a))™ = k72 g (A" )]

elde edilir (5.3) den tiim ifadeler iizerinden toplam alinirsa,
((A™,p,q,8) 2 LA™, [",p,q,5) 2 LA™, [*,p, ¢, 5)
elde edilir.

26



6. SONUC

Bhardwayj [6] tarafindan ¢( f, p) dizi uzayimn normal oldugu gosterilmistir. Bu galig-
mada £(f,p) dizi uzaymin genellegtirilmisi olan £(A™, f, p, ¢, s) dizi uzay1 tammlanmis

ve bu uzayin normal olmadigr gosterilmistir.
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