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Yiiksek Lisans Tezi

ANALITIK FONKSiYONLAR UZAYINDA LINEER k-POZIiTiF OPERATOR
DIZILERININ YAKINSAKLIK KOSULLARI

Selin Bilge KURT

Zonguldak Karaelmas Universitesi
Fen Bilimler Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Yrd. Dog¢. Dr. Tiilin COSKUN
Eyliil 2010, 73 sayfa

Bu tezde ilk olarak diger boliimler i¢in hazirlik olmasi bakimindan karmasik fonksiyonlarin
genel ozellikleri verilmis olup analitik fonksiyonlarin serilerle gosteriminden faydalanarak bu
fonksiyonlarin diizgiin yakinsakligini veren Taylor teoremi kanitlanmistir.Daha sonra operator
kavrami tanitilarak (1.4) ve (1.5) kesimde operatorlerin lineerlik, pozitiflik, monotonluk
ozellikleri incelenmistir.Daha sonra Lineer pozitif operatorler i¢in norm kavrami tanimlanmus,

ozel olarak C [a,b]uzayl icin norm kavramindan ayrintili olarak bahsedilmistir.ikinci

boliimde karmasik katsayili seri yardimiyla tanimlanmais, birim dairede diizgiin yakinsak olan
analitik fonksiyonlarin uzayinda ¢alisilmistir. Bu fonksiyonlar i¢in yart norm tanimi verilmis
olup seri yardimiyla tanimli analitik fonksiyonlar dizisinin katsayilarinin genel 6zellikleri
incelenmistir. Bu fonksiyon dizilerinin yakinsakliginin katsayilarina bagli oldugu kanitlanmas,
birim dairede analitik fonksiyonlarin bazi alt uzaylarinda yakinsaklik kosullart aragtirilmistir.
Ugiincii kesimde Taylor katsayilarindan yararlanarak lineer k-pozitif operatdr dizileri igin
Korovkin teoreminin gecerli olup olmadig1 incelenerek, klasik kosullar ile gecerli olmayan
yakinsaklik teoremleri 6zel kosullar ile kanitlanacaktir.Daha sonra birim dairede analitik
fonksiyonlar uzaymin alt uzayi olan 4, uzay1 tanimlanarak lineer k-pozitif operator tanimi

verilecek, A, alt uzayi tanimlanarak bu uzay i¢in yakinsaklik teoremi kanitlanacaktir.
Anahtar Sozciikler:Lineer k-Pozitif Operatorler, Lineer k-Pozitif Operator Dizisi, A, 4, ve

A, uzaylari i¢in operator dizilerinin yakinsaklik kosullari
Bilim Kodu: 403.03.01
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ABSTRACT
M.Sc.Thesis

CONVERGENCE CONDITIONS OF LINEAR k- POSITiVE OPERATOR
SEQUENCES IN THE ANALYTIC FUNCTIONS SPACE

Selin Bilge KURT

Zonguldak Karaelmas University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assist. Prof. Tiilin COSKUN
September 2010, 73 pages
In this thesis, firstly the general properties of the complex functions have been given as a
preperation for the other sections and by using the view of analytical functions with n series;
Taylor theorem, which gives the uniform convergence to these functions, is proven. After
that, the operator concept has been defined; and linearity, positivity and monotonity of the
operators were examined in the sections (1.4) and (1.5). In the last part of this section, norm
concept for the linear positive operators is defined, and the concept of norm is given in detail,

for the space of C [a,b] in particular.

In the second section it is defined with the help of complex coefficients series and the study is
performed in the analytical functions space which show uniform convergence in the unit
circle. Quasi-norm definition for these functions is given and the general properties of the
analytical functions sequence are examined by using series. It is proven that the convergence
of these function sequences depends on their coefficients. Next, the convergence conditions of
some analytical functions are studied on the unit circle in some subspaces. In the third section,
the validity of the Korovkin Theorem for Linear k-positive operator sequences is examined by
using the Taylor coefficients and the convergence theorems which are not valid with the
classical conditions, are proven with special conditions.

After that 4, space, which is a subspace of analytical functions space in the unit circle is

defined and the definition of the linear k-positive operator is given. Lastly; after defining A4,

subspace, convergence theorem for the this subspace is proven.
Key Words: Linear k-positive operators, linear k-positive operator sequence and the
convergence conditions of operator sequences for 4 , 4, and 4, spaces.

Science Code: 403.03.01
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SIMGELER DiZIiNi

= : Diizgiin yakinsaklik

C [a,b] :Her x e [a,b] icin a’da soldan b’de sagdan stirekli fonksiyonlar uzay1
|| . || C :C [a,b] uzayinda norm

L(f,x) : Operator

||L||X_>y : X den Y ye doniisiim yapan operatdr normu

L ( f ,x) : Lineer pozitif operator dizisi

A : Analitik fonksiyonlar uzay1

w  £(n)
f(z)= Zf—(zo)(z —z,)" : z, noktasindaki analitik fonksiyonun Taylor agilim

f(z)=D_ f,z" : f € A olmak iizere karmasik katsayili fonksiyonlar
i : Reel veya karmasik degerli Taylor katsayist

£ (z)= Z I ,z" : Birim dairede analitik fonksiyonlar dizisinin Taylor agilimi
k=0

4,, 4, : 4 nin alt uzaylari
T : A dan A ya taniml bir operator
T, : Analitik fonksiyonlar i¢in Taylor katsayilar
Tz* : ZTkam ye esit olan fonksiyon
m=0
A : f € A olmak lizere f, >0 olan fonksiyonlar uzay1
T.f(z) : Z z* Z f, nTk,m(") seklinde tanimli operator dizisi
k=0 m=0

= : esitligin tanim anlaminda yapildigi durum

xiil



Xiv



BOLUM 1

GIRIS
Bu boliimde tezde ihtiya¢ duyulan temel tanim ve teoremlere yer verilecektir. Ik olarak
karmasik fonksiyonlar uzayinda analitiklik kavrami, karmasik fonksiyonlarin integralleri ve

Cauchy teoremleri ile son olarak analitik fonksiyonlarin serilerle gdsterimi konusuna

deginilecektir.
1.1 KARMASIK FONKSIYONLARDA ANALITIKLIK
Tanim 1.1.1

C karmasik sayilar kiimesi ve Sde C nin herhangi bir alt kiimesi olsun. Her zeS

elemanina belli bir f (Z) € C karmagik sayisina karsilik getiren kurala bir karmasik fonksiyon
denir. f (Z) karmagik fonksiyonu f (z) =u (x, y) + iv(x, y) bicimindedir (Bagkan 2005).
Tamm 1.1.2

Bir z = x + iy sayisinin belirttigi P noktasi géz oniine alinsin. OP nin x —ekseninin pozitif
yoniiyle yaptigr agiya 6 ve OP nin uzunluguna r denirse, x =rcosf , y =rsinf

dontistimleri dikkate alinarak
z =r(cos@ +isin0)

gosterimi elde edilir. Bu z =r(cos8 +isin®) ifadesine z = x + iy karmasik sayisinin

kutupsal (polar) gosterimi denir.

Onerme 1.1.1

DIz F 2] = (21 F x2)% + (1 F )2
i)z|? = 2.2

iii)|z] = |Re(2)| = Re(2)

iv) |z = |Im(2)| = Im(2)

v) lz| = |z|



vi)|z12;| = |24 |z, ]

vii)|z1/2;| = |z11/12,] (2 # 0)
viii)|z; + 7| < |z4| + |2,
iX)||Zl| - |Zz|| < |z1 + 75|
Tamm 1.1.3

Bir z, € C noktasinin & —komsulugu, D(z,,€) olarak tanimlanan kiimedir. Buradaki z,

noktasina komsulugun merkezi, € sayisina ise komsulugun yari ¢ap1 denir. D(z,, €) kiimesine

bazen acik disk de denir. D(z,, €) = {z:|z — z,| < €} kiimesine kapali disk denir.
Tanm 1.1.4

Bir z € C noktasi i¢in her D(z,, €) komsulugunda S nin z, dan farkli bir z noktasi1 varsa z,, S

nin bir y1gilma noktasidir denir.

Tamm 1.1.5

a) Z, , C kiimesinde bir dizi olsun ve bir z, €C sayisi verilsin. Verilen herhangi bir &> 0
sayist i¢in n=>n, Ozelligindeki biitiin »n ler igin |zn —zo| <¢ olacak bi¢imde bir n, dogal

say1st bulunabiliyorsa, z, dizisinin limiti z, dir denir. Bu durum,

limz, =z, yada z, =z,

gosterimi ile belirtilir.
b) Belli bir z, limitine sahip olan z, bir dizisine yakinsak dizi denir.

¢) Yakinsak olmayan bir diziye iraksak denir.

Tanim 1.1.6

Bir f* fonksiyonu bir z;, noktasinin delinmis komsulugunda tanimli olsun ve bir 4 karmagik
sayist verilsin. 4 nin herhangi bir D(A,e) komsulugu icin z, noktasinin f (NO) c D(A,e)
olacak bi¢imde bir N, = D(z,,6)—{z,} delinmis komsulugu varsa f nin z, daki limiti 4

dir denir.



Tanim 1.1.7

Bir f* fonksiyonu bir S kiimesi iizerinde tanimli ve z, € S (z, €C yada z, = ) noktas1 S
nin bir yigilma noktasi olsun. Eger f(z,)# o ve lim f (z)=f(z,) ise f, z, da siireklidir
denir.

Tanim 1.1.8

Bir § kiimesi iizerinde tanimlanmis bir f fonksiyonu verilsin. Eger herhangi &>0
verildiginde |Z1 —zz| <0 kosulunu gercekleyen biitiin z,,z, €S nokta giftleri igin,
‘ f(z)-f(z )‘ <& olacak bicimde bir & >0sayis1 bulunabilirse f, S iizerinde diizgiin

sureklidir, denir.

Onerme 1.1.2

Eger bir f fonksiyonu, bir S kiimesi lizerinde diizgiin siirekli ise, S de siireklidir. Tersi

dogru degildir.

Onerme 1.1.3

Bir f fonksiyonu kompakt (kapali ve sinirl1) S kiimesi lizerinde siirekli ise, S de diizgiin

stireklidir.
Tanim 1.1.9
f fonksiyonu bir z, noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger,

lim
Z*)ZO Z —_— Z

varsa, f fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Bu limit degeri f '(zo) ile

gosterilir ve f '(ZO) sayisina f nin z, noktasindaki tiirevi denir. Yani f '(ZO) degeri,

£(z) = lim L=/ ()

zZ—Z z zZ

f(z)-f

f=1



Tanim 1.1.10

Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(zo,5) komsulugundaki biitiin

noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f* fonksiyonu z,’da analitiktir denir (Hille 1959).

Tanim 1.1.11

Eger bir f karmagik fonksiyonu S kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse f, S tlizerinde

analitik bir fonksiyondur denir (Hille 1959).
Tamm 1.1.12

Bir f fonksiyonu C ’nin tiim noktalarinda analitikse f fonksiyonuna tam fonksiyon denir

(Ash 1971).
Uyan 1.1.1

Bir z, noktasinda analitik olan fonksiyon bu noktada diferansiyellenebilirdir. Fakat tersi her

zaman dogru degildir.

Ornek 1.1.1

f fonksiyonu bir z, noktasinda analitikse z, 1n bir komsulugundaki tiim noktalarda
analitiktir. Cilinkii analitik fonksiyonun tanimindan D(ZO,5 ) komsulugunda bulunan her z
icin D(z,6,)=D(z,,5) ozelliginde bir &, vardir ve Uyar 1.1.1 geregi f fonksiyonu

D(z,é‘l) de diferansiyellenebilir, yani f fonksiyonu z de analitiktir (Ahlfors 1996).

Uyar1 1.1.2

Bir f fonksiyonunun analitik oldugu noktalarin kiimesi a¢ik bir kiimedir, yani
A= {z eC|f,zde analitik} kiimesi aciktir. Ciinkii herhangi bir z;, € 4 noktasi i¢in analitik
fonksiyon tanimindan D(zo,ﬁ)cA olacak bigimde bir D(zo,5) komsulugu vardir. Bu

nedenle ¢ogunlukla, bir f fonksiyonunun analitikli§i bir z, noktasinda degil de bir acik

A c C kiimesinde tanimlanir. Dolayisiyla bu tanim yerine bazen “A4 < C agik bir kiime ve

Adan C ye tanimli olan / fonksiyonu 4 nin her noktasinda diferansiyellenebiliyorsa, f

fonksiyonu A4 kiimesinde analitiktir ” tanimi1 kullanilir.



Ornek 1.1.2

f fonksiyonunun S = {z : |z| < 1} kiimesinde analitik olmas1 S kiimesini kapsayan herhangi

bir agik A4 kiimesinde analitik olmas1 demektir.

A= {z : |z| <l+g,e> 0} olarak secilirse

Sekil 1.1

f fonksiyonu 4 kiimesinde analitiktir. Clinkii tanim geregi |z| =1 kosulunu saglayan keyfi bir

znoktasiin bir 6, —komsulugunda f analitiktir. Boylece f fonksiyonu § kiimesinin sinir

noktalarini i¢ nokta kabul eden bir acik kiimede de analitiktir.

Uyan 1.1.3

Karmasik fonksiyonlarin analitik oldugu kiime belirtilmeden kisalik olmas1 bakimindan * f
fonksiyonu analitik olsun.” denilebilir. Bu sdylemin anlam1 f* fonksiyonunun C kiimesinde

analitik oldugu noktalarin var olmas1 demektir.

Tanim 1.1.13
[a,b] c R olmak iizere siirekli bir y: [a,b] — C fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir.

Burada }/(a) ve }/(b) noktalarina sirayla egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir (Marsden
1973).

Tanim 1.1.14

Bir y egrisi verildiginde y(a) = 7(b) ise, ¥ ya kapali egridir denir (Ahlfors 1996).



Tanim 1.1.15
Bir y egrisinde y(1,)=y(¢,) durumu yalmzca ¢, =¢, i¢in saglaniyorsay ya basit egridir
denir. Bazen basit egrilere Jordan kapali egrisi de denir. y basit bir egri ve }/(a) = y(b) ise

basit kapal1 egri (kapali Jordan egrisi) denir.

Tanim 1.1.16

Bir y egrisi verildiginde y tiirevi var ve siirekli ise y diferansiyellenebilir egri (yay) denir.

Tanim 1.1.17

y diferansiyellenebilir egri olsun. Eger her ¢ i¢in }/'(t);tO ise, y ya diizglin egri denir

(Gogiis 1991).

Tamm 1.1.18
y parcali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger sonlu nokta disindaki her te[a,b] icin

i (t) #0 ise y egrisine parcali diizgilin egridir denir (Marsden 1973).

Tanim 1.1.19

f ve F bir B bolgesinde analitik fonksiyonlar olsun. Eger F' = f ise F fonksiyonuna

f nin bir belirsiz integrali denir ve

F(z)zj.f(z)dz (1.1)

ile gosterilir.
Sonug 1.1.1
ceC sabit olmak iizere F, veF,, f fonksiyonunun belirsiz integrali ise, F, =F, +c

oldugundan (1.1) deki ifade F(z)= J. f(z)dz+c seklinde yazilir (Ash 1971).



Tanim 1.1.20

A, C de bir agik kiime f:4— C siirekli ve y:[a,b] >C ise 7/([a,b])c A Ozelliginde

diferansiyellenebilir bir egri olsun. f fonksiyonunun y egrisi boyunca integrali
[r=[f(z)e
v e
simgesi ile gosterilir ve
b
[£=]1@)d=[f(r(0)7 (o)
v 4 a

olarak tanimlanir.

Eger y parcali diferansiyellenebilirse

n—1 4+l

J£=]r@d=2 [ 1O (1)

olarak tanimlanir (Duncan 1968).

Onerme 1.1.4

7~/, y  nin degisik parametrik gdsterimi ve f, ;~/ nin (y nin) resmini bulunduran agik bir

kiime tizerinde siirekli ise,

olur.
Uyan 1.1.4

Goriliiyor ki integralin degeri egrinin gosteriminden bagimsizdir.



Ornek 1.1.3
f (x) =x’ fonksiyonunun,
y(t)=t+it, 0<r<1

egrisi boyunca integralini hesaplayiniz.

Céziim

J;f=Jy‘f(z)dz=J:f(y(t));/’(t)dt:j:(t+it)3(1+i)dt:(1+z')4jt3dz: 4. =1

0

Teorem 1.1.1

Bir f: 4 — C fonksiyonu verilsin. y, A4 igindeki bir z, noktasmni, gene A icindeki bir z,
noktasina birlestiren bir egri olsun. Eger 4 da F'= f olacak sekilde bir f: 4 — C analitik

fonksiyonu varsa,

1) J.f:F(zz)—F(zl)
ii) 2=z, ise [f=0dur.

Asagidaki teorem kanitsiz olarak verilecektir.
Teorem 1.1.2

f fonksiyonu bir B bolgesinin kapanisinda analitik ise,
j- f (Z) dz=0
OB

dir (Marsden 1973).
Onerme 1.1.5

Eger f fonksiyonu, basit baglantili bir bolge lizerinde analitik ise,

b

J.f(z)dz

a

integrali, a ve b’ yi bu bdlge iginde birlestiren yoldan bagimsizdir (Ash 1971).
8



Teorem 1.1.3 (Cauchy Integral Formiilii)
B bir bolge ve y bu bolge iginde bir basit kapali egri olsun. Eger a,y icinde bir nokta ve

f(z) fonksiyonu B bdlgesinde analitik ise
1 /(2)
L FAGY
f(a) 27ri-!.z—a y

bigimindedir (Ahlfors 1996).
Kanit:

y kapal egrisinin i¢inde a merkezli p yarigapl bir y, ¢emberi alinsin. O halde Cauchy

integral teoremine gore, f(Z) fonksiyonu y kapali egrisinin i¢inde y, cemberi disinda
z—a
analitik oldugundan
|EACIFE FACIpE
z—a z—a
4
dir.

7, lzerindeki z—a = " = p(cost+isint) oldugundan dz =ipe"dt ve bdylece
2z

j%dz=in(a+pef’)dt+ij[f(a+peff)—f(a)]dt+in(a)dt

0

yazilabilir. f fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan & >0 verildiginde p, Oyle

bi¢imde segilebilir ki y, iizerindeki biitiin z noktalar1 i¢in

‘f(z)—f(a)‘<8

olur. Boylece

12 —mir (@) =|[ 1 () 1 (@) < 270

yazilabilir. Ancak ¢ keyfi oldugundan

If(z) dz = 27rif(a)

Z—da



yazilabilir. Yani,

f(a)=:2imj%za)dz

bulunmus olur.
Uyan 1.1.5

Bu teorem gosteriyor ki, bir analitik fonksiyonun analitik oldugu herhangi bir noktadaki

degeri bu noktay1 ¢evreleyen bir kapali egri iizerindeki degeri yardimi ile hesaplanabilir.

Teorem 1.1.4 (Cauchy Tiirev Formiilii )

w=f (z) fonksiyonu bir y kapali egrisinin i¢inde ve {izerinde analitik olsun. Eger a,y ’'nin

icinde bir nokta ise

" (a)= f(z
/ 27 J‘ )"+1 e

dir (Spiegel 1964).
Kanit:

n=0 igin Cauchy Integral Formiilii’'niin elde edilecegi aciktir. n=1 igin, & sayist a+h

noktast y nin i¢ine diisecek sekilde |h| < & olarak secilsin. O halde Cauchy Integral Formiilii

geregi

_ 1 /() f(z
f(a+h %J. = f Zﬂzjz a

z—a—h
Ve

yazilabilir.Buradan da

f(a+h)-1(a) J f(z
‘ h 27[1




esitsizligi yazilabilir.Burada L y nin uzunlugunu M ile | f | nin y lizerindeki Gist sinirini, p
ise z y’y1 tararken |z —a| nin aldig1 en kiiciik deger gostermektedir. Bu esitsizlik yazilirken,

ayrica |z —a-— h| > |Z - a| > p—0 bagmtisindan da yararlanilmaktadir. § — 0 igin

ML
——— — 0 oldugundan
p*(p-9)
=) 1 1)
h—0 h 271 2 (Z—a)
olup

f(z
27[1 '[

olarak bulunur. Ayni1 sekilde f (a) yerine f '(a) yazilacak olursa

esitligi gegerlidir. Nihayet n. adimda

bulunur.

Teorem 1.1.5 (Cauchy Esitsizligi)

w=f (z) fonksiyonu bir |Z— a| <r diskinin i¢inde ve sinirinda analitik olsun. ‘ f (z)‘ nin bu
diskin sinirindaki maksimum degeri M ise,

7 (a)] <M

7

dir.
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Kanit:

Bu diskin smir1 y ile gosterilsin . O halde

" (a)= f(z
/ Y J‘ )”+1 dz

yazilabilir. Mutlak deger alinirsa,

n'M

rﬂ

9 o L 20 - 20

oldugu goriiliir.
Teorem 1.1.6

w=f (z) fonksiyonu basit baglantili bir B bolgesinde siirekli ve bu bdlgede bulunan her

basit kapal1 y ¢evresi i¢in
I f (Z)dz =
4

ise /', B de analitiktir.
Teorem 1.1.7 (Maksimum Kurali)

f fonksiyonu bir B bolgesinde analitik olsun. Eger

, B de maksimum deger aliyorsa, f

sabittir.

Teorem 1.1.8 (Minimum Kural)

f, B de siirekli ve B bolgesinde hi¢ bir yerde sifir olmayan bir analitik fonksiyonsa,

herhangi bir z, € B noktas1nda| f | minimum olmaz. | f | minimum degerini 0B de alir.
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1.2 ANALITIK FONKSiYONLARIN SERILERLE GOSTERIMIi
Tanim 1.2.1

Her bir g, € C olmak iizere,

D a, (1.2)
k=1
karmasik sayilar serisi goz Oniine alinsin.

n
a) Bu serinin s, =Zak olarak tanimlanan s, kismi toplamlar dizisi bir s, degerine
k=1

yakinsiyorsa (1.2) serisi s, a yakinsiyor denir. Bu yakinsama ¢ogu kez s, = Zak yazilarak
k=1

belirtilir ve s, a serinin toplami denir.
b) Eger Z|ak| serisi yakinsak ise, (1.2) serisine mutlak yakinsak denir (Hille 1959).
k=1

Teorem 1.2.1

< 1
Zr" serisi verilsin. Eger |r| <1 ise, bu seri - degerine yakinsar. Eger |r| >1 ise seri
n=0 -r

yakinsamaz (iraksar) (Marsden 1973).

Kanat:
n
s, = Z r* =1+4r+7" +---+r" kismi toplamlar dizisi alinirsa buradan,
k=0

n+l

rS, =rHrt A ey

ve boylece taraf tarafa ¢ikartilirsa

1 _ntl

r
n+l :
(l—r)sn=1—r , yanis, =

—r
bulunur.

Eger |r|<1 ise lim/""' =0 olacagindan

n—x0

lims, =

1
—_=y
n—o l_r 0
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. . | R
olur, yani verilen seri yakinsak ve toplami T dir.
-r

Eger |r| >11ise, lim7" yoktur ve dolayisiyla yakinsamaz (iraksar).

n—0

Onerme 1.2.1

0
Bir ) a, serisi verilsin ve

n=1

r=limz

n—x0

a,|

esitligi saglansin. Bu durumda,

r <1 ise seri mutlak yakinsak,

r >1 ise seri raksak,

r =1 ise kok testi sonug¢ vermez (Baskan 2005).
Kanit:

1. Hal: r <1 olsun ve r <r'<1 olacak bigimde " secilsin. N dogal sayis1 dyle olsun ki her

n>N i¢in

(/aT| <7r', yani |an| < (r')n

olsun. Simdi,
|a|+|ay |+ +|ay |+ (r’)N + (r’)N+1 +

serisi gbz Oniline alinsin. Bu seri

1-7

AN
|a1|+|a2|+'--+|aN1|+{(r) }

degerine yakinsar. O halde Z a,| serisi yakinsaktir. Dolayisiyla Zan mutlak yakinsaktir.

n=l1 n=1

2. Hal: » >1 olsun ve ' sayis1 r >r'>1 olacak sekilde segilsin. N Oyle bir dogal say1 olsun

ki her n> N i¢in
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esitsizligi gegerlidir. O halde lima, = o olacagindan Z a, serisi raksaktir.

n—»0
n=1

3. Hal: r =1 olsun. Bu halde kok testinin sonu¢ vermedigi iki 6rnekle goriilebilir.

0

i. Z— serisi alinirsa burada » =1 dir. Bu seri iraksaktir.
n=1 n

=1
ii. Z_z serisi alinirsa bu seri i¢in de » =1 dir. Fakat verilen seri yakinsaktir.
n=1 N

Tanim 1.2.2

f, : A—> C olarak tanimlanmis fonksiyonlarin (f,) dizisi olsun.

a) Eger her bir ze 4 icin fn(z) karmagik sayilar dizisi bir f (z) karmasik sayisina
yakinsiyorsa, ( fn) fonksiyonlar dizisi noktasal olarak yakinstyor, denir. fn(z) karmasik
sayilar dizisinin limiti f (z) ile gosterilir ve bu sekilde belirtilen f fonksiyonuna ( fn)
fonksiyonlar dizisinin limiti denir.

b) f :A4— C olarak tanimlanan ( fn) fonksiyonlar dizisi verilsin. Herhangi bir £ >0 sayis1

verildiginde biitiin z € 4 noktalar1 ve her n>n, icin

f (z)—f(z)‘ < ¢ olacak bigimde bir

n, dogal sayist bulunabilirse (f,) fonksiyonlar dizisi A iizerinde f fonksiyonuna diizgiin

yakinstyor denir. Bu diizgiin yakinsama hali ¢cok kez f — f gosterimi ile belirtilir.

¢) g, fonksiyonlarnin bir Z g, serisi verilsin. Eger f, = ng olarak tanimlanan ( fn)

k=1 k=1

kismi toplamlar dizisi noktasal (diizgiin) yakinsiyorsa ng serisi noktasal (diizgiin)
k=1

yakinstyor denir (Ahlfors 1996).
Uyan 1.2.1

a) Diizgiin yakinsak bir dizinin noktasal yakinsak oldugu tanimdan goriilebilir. Tersi genelde

dogru degildir. Ornegin

£ (x)=rx(1-2) 0 x<1
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dizisi alinirsa 4 = [O,l] kiimesi iizerinde, f, fonksiyonlar dizisi noktasal olarak yakinsaktir

ve lim f, (x) =0=f (x) dir. Fakat yakinsama diizgiin degildir.

n—>0

b) Diizgiin yakinsaklik ile noktasal yakinsaklik arasinda fark sudur. Bir ¢ >0 verildiginde,

diizgiin yakinsaklikta biitlin z noktalar1 i¢in gecgerli olan bir no(g) dogal sayist bulunur.
Noktasal yakinsaklikta ise, bu n, (8) sayist z noktalarina gore degisir.

¢) Diizgiin yakinsaklik bir noktada degil, bir kiimede tanimlanir.

Teorem 1.2.2

f, = f, (A lzerinde diizgiin) olmas1 icin gerekli ve yeterli kosul, herhangi bir &£>0

verildiginde her n > n,, biitiin z € 4 noktalar1 ve biitin p =1,2,... degerleri igin

fo(2)= 1y ()| <

olacak ozellikte bir n, dogal sayisinin bulunmasidir.

Teorem 1.2.3

Bir Z g, serisinin A4 kiimesi iizerinde diizgiin yakinsak olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
k=1

herhangi bir £>0 verildiginde her n>n,, biitin ze€ 4 noktalar1 ve biitin p=1,2,3,...
degerleri igin
n+p

Z g (2)

k=n+1

<&

olacak ozellikte bir n, dogal sayisinin bulunabilmesidir (Marsden 1973).

Teorem 1.2.4

| = Z g, kismi toplami alinirsa f,, y {izerinde tanimli ve siireklidir. Ustelik f, = Z g7

k=1 k=1

tizerinde diizgiin yakinsak olarak verildigine gore bu serinin f, kismi toplamlar dizisi de

diizgilin yakinsaktir. (7 lizerinde).
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Teorem 1.2.5
A, C’ de bir bolge ( fn) ise A iizerinde analitik olan f fonksiyonlarinin bir dizisi olsun.
Eger A da bulunan her kapal disk iizerinde f, — f yakinsamas: diizgiin ise, f fonksiyonu

A da analitiktir. 4 daki kapali diskler iizerinde f,' — f* yakinsamasi diizgiin, 4 iizerinde

ise /' — f' noktasaldir (Baskan 2005).

n

Ornek 1.2.1

SV

Sekil 1.2

f (z) = Z‘O:Z_Z fonksiyonunun A4 = {z : |z| < 1} bolgesinde analitik oldugunu gosteriniz ve [

1

icin bir seri yaziniz.

Coziim

1 . .
Teorem 1.2.5 den yararlamlacaktir. M, =— olarak tanimlansin. p testi geregi ZMn
n

n

1 )
<=M, olur. Bu nedenle Weierstrass-
n

yakinsak bir seridir. Diger yandan z e 4 igin |—
n

) o2
M test1 geregl Z

1

serisi de 4 da mutlak ve diizgiin yakinsaktir. 4 daki her kapali diskin

2

izerinde Oncelikle diizgilin yakinsak olur. O halde Teorem 1.2.5 geregi f, A da analitik olur.
Yakinsama diizgiin oldugundan terim terime tiirev alinabilir ve

n—1

=
—
N
SN
Il
[
S
N
[SS]
Il
M
N

bulunur.
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Ornek 1.2.2

A= {z:|z| < 1} bolgesi alinsin ve B tamamen A i¢inde kalan ve |z| =1 ¢emberine uzaklig1

0 >0 olan kapal1 disk olsun. Herhangi z € B igin

n
z

<(1—5)n yazabiliriz. -6 <1 oldugundan 2(1—5)" yakinsaktir. Weierstrass- M testi
geregi ise, Bde Zz" serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir. O halde Teorem 1.2.5 e gore
0

z z" , A da bir analitik fonksiyondur. Integralin degeri z = re” doniisiimii ile hesaplanirsa,

J;(i z”jdz =Jy%dz+!(iz”jdz =27i

n=0 n=0

bulunur.
Tanim 1.2.3

z,,a, € C sabitler olmak iizere,
o0
n
Z a, (Z % )
n=0
bi¢imindeki serilere kuvvet serisi denir.

Tanim 1.2.4

z,,a, € C sabitler olmak iizere,

e} n
i aw" kuvv isi verilsin. Eger s =) a,w, i iZisi i
Bir Z w" kuvvet serisi verilsin. Eger s, Z Wi kismi toplamlar dizisi yakinsaksa seri
n=0 k=0

w, noktasinda yakinsaktir denir. Eger Z

k=0

a,w, ‘ serisi yakinsaksa, seri w, da mutlak

yakinsaktir, denir.
Tanim 1.2.5

Eger bir f: S — C fonksiyonu ve her bir £ >0 sayisina karsilik tiim » > n, sayilar1 ve tiim

we S noktalari i¢in

‘Zanw” —f(w)‘ <&
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olacak bi¢imde bir n, sayis1 bulunabilirse Zanw” serisi S {lizerinde f (w) ye diizglin
n=0

yakinsiyor, denir (Ahlfors 1996).

Onerme 1.2.2

a,,a,,a,,... negatif olmayan gergel sayilarin dizisi ve R =limsup#/a, olsun. Eger R <1 ise

n—0

Z a, yakimsaktir. Eger R >1 ise Z a, , serisi iraksaktir (Baskan 2005).

n=l n=1

Uyan 1.2.2

Bir Z a,(z-z )n kuvvet serisi kendi yakinsaklik ¢emberinin i¢ kismu iizerinde bir analitik
n=0

fonksiyon belirtir.

Teorem 1.2.6
Eger Zan (z-z, )n serisi |Z—ZO| =R ozelligindeki z noktalarinda yakinsak ise, seri
0

D(ZO,R) lizerinde mutlak yakinsar, D(ZO,R) nin her kapali alt diski iizerinde diizgiin

yakinsar, ve bu nedenle de D(ZO,R) nin her bir kompakt alt kiimesi iizerinde diizgiin

yakinsar.

Ornek 1.2.3

o0
Z z" kuvvet serisi 0 < | p| <1 olmak iizere,

n=1

4, ={z:|z|£p}
izerinde ve iginde i ye diizgiin yakinsar (Spiegel 1964).
Coziim:

O<|p|<1 olmak {izere Z p" serisi yakinsak bir seridir (Geometrik seri). Diger yandan

n=1
ze d, igin |Z|S p oldugundan Weierstrass M _testi geregi Zz”, A lizerinde diizgiin
n=l1
yakinsaktir ve serinin toplami bulunabilir.
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Gergekten,
s,=l+z+z>+..+2"
denirse,
zs,=z+z°+2 +..+ 2"+ 2"

olup, buradan da

(1-z)s, =1-2z""

yani
1 _ Zn+l
s, =
-z
bulunur. O halde
lims, = 1
n—o0 1 —z

dir. Dolayistyla

elde edilir.

Taylor teoreminin kanitinda kullanilacak olan asagidaki teorem kanitina deginilmeden

verilecektir.

Teorem 1.2.7

s n o .
Ya,(z-z,)" serisi |z-z,
n=0

=R esitligini saglayan z noktalarinda yakinsak ise seri

D(ZO,R) diski tizerinde mutlak yakinsar, D(ZO,R) diskinin her kapali alt diski tizerinde

diizgiin yakinsar ve bu nedenle de D(z,,R) diskinin her bir kompakt alt kiimesi iizerinde

diizgiin yakinsar (Baskan 2005).
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Teorem 1.2.8 (Taylor Teoremi)

f fonksiyonu bir z, noktasinda analitikse bu noktalarin bir komsulugundaki z ler i¢in

gecerli olmak iizere
© o £
f(z):Zan(z—zo)n:Zf—(zo)(z—zo)n (1.3)

agtlimi vardir. Bu kuvvet serisi bir D(z,,R) diski iizerinde mutlak yakinsar ve bu diskin

kompakt alt kiimeleri lizerinde yakinsama diizglindiir (Marsden 1973).
Kamt:
f fonksiyonu, z noktasinda analitik olduguna gore bir D(ZO,R) komgulugunda da

analitiktir. Bir y = {z 2=z =11 < r} kiimesi ele almsin. O halde Cauchy integral formiilii

geregi y igindeki bir z igin

£ )—ﬁf{v(—_v?d

yazilabilir. Buradan da

()= 1 J-f(w)dw= 1L flw) 1

27iY w—z 2ris w—z, z—2z,
¥ 7 1-—

1 = (z—zo)n
:Tmlnz_;f(w) (W—Zo)n+l dw

elde edilir. Eger |z—z)|<r, <r, ve M ,(y),f nin y iizerindeki maksimum degeri ise,

n+l

7)) SLALTEN

|w—zo

olur. O halde,

if(w)ﬂ

n+l
n=0 (W_ZO)

serisi we y 1i¢in diizglin yakinsar ve dolayisiyla terim terime integral aliabilir. Boylece

yukaridaki agilimdan ve Cauchy tiirev formiiliinden yararlanarak,
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elde edilir.
Tanim 1.2.6

Burada, (1.3) ile belirtilen kuvvet serisine f* fonksiyonunun z =z, komsulugundaki Taylor

acilimi denir.

Taylor teoreminden anlasiliyor ki bir analitik fonksiyon analitik oldugu noktanin bir

komsulugunda bir kuvvet serisi ile gosterilebilir (Baskan 2005).

Tanim 1.2.7

Bir w= f(z) fonksiyonu z, noktasmn bir D(z,,r)— {ZO} delinmis komsulugunda analitik

fakat z, da analitik degilse ', z, da ayrik aykir1 (singular) noktaya sahiptir denir. Eger

w= f(z) bir D={z:|z|>r} kiimesi iizerinde analitik, fakat g(z)=l, z=0 da aynk
z

aykiriliga sahipse f nin z =0 da bir ayrik aykirilig1 vardir denir.

Onerme 1.2.3

A, C de bir bolge ve f:4— C tanimli olsun. f fonksiyonunun 4 da analitik olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul, her bir z, € 4 noktasi i¢cin f* fonksiyonunun iizerinde yakinsak bir

kuvvet serisine esit olabilecegi bir D(zo, R) diskinin bulunabilmesidir (Hille 1959).

Teorem 1.2.9 (Laurent Teorem)
Eger w=f (z) fonksiyonunun bir z, noktasinda ayrik aykirilifi varsa, bu noktanin delinmis

bir 4= {z 18, < |z - zo| < Sz} komsulugunda f fonksiyonunun

()= a(z-2)
acilimi vardir. Burada,
]/:{Z:|Z—ZO|:I",S1 <I"<S2}

olmak tizere,
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f{) —dw,n=0,%1,42,...
wz,)

1
a"=2m‘£(

dir. Burada (1.3) deki kuvvet serisi f fonksiyonuna, A4 iizerinde mutlak ve bunun kompakt

alt kiimelerinde diizgilin yakinsar.
Ornek 1.2.4

Bir kuvvet serisi, yakinsaklik ¢emberinin iizerinde ya her yerde mutlak yakinsaktir ya da

higbir yerde mutlak yakinsak degildir (Marsden 1973).

Coziim:

Z a, (z -z, )n serisi alinsin ve yakinsaklik ¢cemberinin yaricapt R olsun. Bu yakinsaklik
n=0

cemberi y ile gosterilsin ve verilen kuvvet serisi bir z, € y noktasinda mutlak yakinsak olsun.

Bu su demektir: Z|an|R” serisi yakinsaktir. Herhangi bir z €  noktasi icin de |z—zo| =R
n=0

dir ve Z|an|R” yakinsak oldugundan, y iizerinde her yerde mutlak yakinsar. Bu ¢6ziimle
n=0

“ya da hic¢bir yerde mutlak yakinsak degildir” 6nermesi de cevaplanmis olmaktadir. Bu durum

bir drnekle asagidaki gibi gosterilebilir.

Zz" serisi |Z| =1 yakinsaklik ¢emberinin iizerinde hicbir yerde mutlak yakinsak degildir.
n=0

00 n

Halbuki, ZZ—' serisinin yakinsaklik ¢emberi |z| =1 dir ve bu seri ¢cemberin ilizerindeki her
n=0 n.

noktada mutlak yakinsar.

1.3 OPERATORLERIN GENEL OZELLIKLERI
Bu kisimda lineer pozitif operator kavrami verilecektir.
Tanmm 1.3.1

X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun. Her f € X igin,

L(fx)=glx)
olacak sekilde bir g €Y bulunuyorsa L ’ye operatordiir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev

1995).
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Ornek 1.3.1

Asagida verilen dort 6rnek birer operatordiir.

a)Ll(f,x):f(x)
b)L,(f, x)=f(x)+1

o) Ly(f>x) = [ f(0) dt

d) L, (f.x) =] f(@t) edt

Tanim 1.3.2

X, Y lineeruzaylar f,f, € X ve «a,, a, € R olsun.

Lia, f, +a, f5,x) = alL(fl ,x)+ azL(fzax)

esitligini saglayan L operatoriine lineerdir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanim 1.3.3
X ={f‘f(x)20,‘v’xeR} , Y ={g‘g(x)20,‘v’xe]R}

seklinde iki fonksiyon uzayr olsun. L:X — Y operatorii i(;in,L(X +) c Y oluyorsa L’ ye

pozitif operatordiir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Uyan 1.3.1

L lineer pozitif operatorii negatif fonksiyonlari negatif fonksiyonlara doniistiiriir. Soyle ki

f(x) <0olsun.Her x € R i¢in —f(x) > 0 olur. L operatorii pozitif oldugundan L (—f,x) >0

olur. O halde L(f,x) <0 dur.

Uyan 1.3.2

Fonksiyon ile operator arasindaki fark; farkli tanim kiimelerine sahip olmalaridir. Ciinki

fonksiyonlarin tanim kiimesi say1 kiimeleri; operatorlerin tanim kiimesi fonksiyon uzaylaridir.

24



1.4 LINEER POZITIF OPERATORLERIN NORMU

Bu kisimda lineer pozitif operatorlerin normu tanimlanarak bu normun genel 6zelliklerinden
bahsedilecektir.
Tamm 1.4.1

X bostan farkli herhangi bir fonksiyon uzay1 olsun. Her f € X i¢in

i) | f|=0isef =0
i) laf]=[al | /]
iii) |/ + g <[ 7]+ el
ozellikleri saglaniyorsa || . || : X > X donilisiimiine X lizerinde tanimli yar1 norm denir

(Kantorovich 1959).
Bu ¢alismada yar1 norm yine || . || sembolii ile gosterilecektir.

Tanim 1.4.2

X ve Y normlu uzaylar ve L:X —Y lineer bir operatdor olsun. Her fe X icin
||L( f ,x)||Y < C|| f || . Oluyorsa L’ye smurlt operatdr denir. Bu C sabitlerinin en buyik alt
sinirina L operatoriiniin normu denir. Operatdr normu

It |=intlc:go, <clrl,

seklinde gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 1.4.1

||f||X # 0 olmak lizere, L ’nin normu:

[Loly

Iy sy =
T =0 Wl

bi¢ciminde de tanimlanabilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Uyar 1.4.1

lg|, =1olmak iizere,

|2]= sup |L(g. )],

el =1

esitligi gecerlidir. Gergekten de
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L =
IE0= soe 7
L( ) = sup
" w0 ||f|| /o HJ‘HﬁO

L =g olarak alinirsa,

171

”L” = sup ||L(g,x)|| olur.

el =1

Onerme 1.4.2

L: X — Y taniml, lineer pozitif bir operator olsun. Bu durumda
(s )< L( )

esitsizligi saglanir.

Kanit:

L lineer pozitif bir operatdr olsun.

-l 7<)/

esitsizligine L operatorii uygulanir ve monotonluk 6zelligi kullanilirsa;
L=|f}x)< L(f,x)< L f] %)

olur. L lineer oldugundan,

—L(J ,x)S L(f,x)ﬁ Lq ,x)

olur. Boylece
IL(f,)| < L( )
bulunur (Coskun 1997).
Tanim 1.4.3

DcR" ve keN olmak lizere f :D—>R" ve f:D— R"doniistimleri verilmis olsun.
Eger her bir £>0 sayisia karsilik bir k,:=k,(¢) €N  dogal sayisi var ve k>k, , her
xeD igin

|4 ()= F ()] <&

oluyor ise, ( I ) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinstyor denir.
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1.5 C[a,b] UZAYINDA KOROVKIN TEOREMLERI

Bu kisimda C [a,b]uzayl tanimlanarak bu uzayda tanimli lineer pozitif operator dizilerinin

yakinsaklik kosullar arastirilacaktir.

Tanim 1.5.1

R de tanimlanmis ve [a,b] araliginin tim noktalarinda siirekli olan fonksiyonlar uzayina
sonlu aralikta siirekli fonksiyonlar uzay1 denir. C|a,b] ile gdsterilir ve kisaca
Cla,b]= {f : f,her x €[a,b] igin siirekli ve a'da soldan b'de sagdan siirekli}

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanim 1.5.2

C [a,b] uzayinda norm;

/()

seklinde tanimlidir.

7] = max

asx<b

Teorem 1.5.1 (Korovkin Teoremi)
feC [a,b] ve f Rde tanimli, siirh bir fonksiyon olsun. L, lineer pozitif operator dizisi
asagidaki /,, I,, I, kosullarim sagliyorsa L, ( f ,x) operator dizisi f (x) fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir ve L, ( f ,x) =f (x) seklinde gosterilir.

1:L (Lx)=1 (1.4)
L:L (t,x)=x (1.5)
L:L,(£.x)= % (1.6)
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Kanit:

1, R’de sinirli oldugundan bir M >0 vardir, yle ki her x e R igin

|/ (x)| <M (1.7)
olur. Uggen esitsizliginden
\f(r)—f(x)\<\f(t)\+\f(x)\<2M (1.8)

esitsizligi elde edilir. f € C [a,b] oldugundan her ¢ >0 i¢in en az bir 6 >0 vardir, dyle ki
te(—oo,oo) ve X € [a,b] i¢in |t—x| <o iken

1F(6)-f(x)|<e (1.9)
olur.Gergekten x,z e [a,b] f fonksiyonu [a,b] de siirekli oldugundan |t—x| <o iken (1.9)
esitsizligi dogrudur. ¢¢ [a,b] ve xe€ [a,b] oldugunda ise; |t—x| <o iken (1.9)
esitsizligi f* fonksiyonu a’da soldan, b ’de sagdan siirekli oldugu i¢in dogrudur. Burada

|t —x| >0 i¢in @ >1 olacagindan;

2
t_
( ;) -
olup bir M >0 i¢in,

2M(t—x)2 > M
o’ B

esitsizligi saglanir. Ayrica (1.8) esitsizliginden
()= 1 @) | f O+ ()

<2M

esitsizligi elde edilir. Béylece (1.9) esitsizligi Ve (—0,0) ve Vxe[a,b] i¢in saglanir.
Simdi asagidaki esitsizlik arastirilirsa

|2, (f.x)= 1 (x) L (f(0)=f (x)+ £ (x)%)= £ (%)

Cla.b]

Cla,b]
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=L, (£ ()= (0)ox)+ L, (f (). 0)= £ (3) [
=|L, (£ ()= 7 (x).x)+ £ (x H
:Ln(f(t x)+f [L lx 1] H
< L” (f(t x) HC[ b]+Hf I:L lx 1] HC[ .b]
<| (F (-1 (x).2) | oy * max| /() | [z.0x0)-11 ], @10
esitsizligi elde edilir. Acikca [, geregi ¢, — 0dizisi i¢in
|2, (Lx)-1] <,
esitsizligi saglanir. Boylece (1.10) esitsizliginden
HL fx f HL ‘f )‘,x) C[a’b]+||f Clab] &
esitsizligi elde edilir. Simdi
||Ln (f(t)_ f(x)’me[a,b]
normu i¢in ihtiya¢ duyulan bir esitsizlik kanitlanacaktir.
£ (6)- 1 (x) 2§f(z-x)2+g (L11)

oldugundan L, operatoriiniin monotonlugundan

L,,(\f(t)_f(x)\,x)ﬂn(z;f (t—x)2+8,x)

— n(zg(t—x)z,x}h(&x)

=¢-L (l,x)+Ln(2;:I (t2 —2tx+x2,x)j

eI, (L) 2o

52

L, (t2 —2tx+x2,x)

:£-Ln(1,x)+

() om0
_ g.(Ln (l,x)—l)

esitsizligine ulasilir. Simdi de C [a,b] uzaymda tanimli olan maksimum normu dikkate

2;\24 [Ln (tz,x)—x2 +x° —2x(Ln (z‘,x)—x)—2x2 +x° (L,7 (l,x)—l%rx2 )}

alinirsa,
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e ()7 (31, = s ()= ()]

elde edilir. Yukaridaki esitsizlik yardimiyla

|, (7 (D)= 7 (x).x)]

I L, ,x)—-x’
)

+2x(L, (t,x)-x)+x* (L, (Lx)—l)} }

< rn[ai(]{g(Ln (l,x)— 1)+ £+ 2;24 -Ln (t2 , x)— xz‘ + 2xQLn (t,x)- x|)+ x? an (1,x)- 1|)]}

M[ L, (tz,)c)—x2 .

<e|L, (1x)- 1Hc[a,b] et 252

il 2xHLn (t,x)- ch[a,b] +x° HLn (Lx)- 1Hc[a,b]}

< gHLﬂ (Lx)- luc[a,b] et 2;24

L, (z‘z,x)—x2

o 2a|L, (t.x)- ch[a,b] +b*|L, (1.x) —1”0[0’17]
(1.4), (1.5) ve (1.6) den

lim 2, (7:5) = £ (x) |y < lim| 2 (£ (1)= £ (2).) [ <0

olup

0<tim|z, (f(£)-f(x).x) [<0

oldugundan,

tim L, (f.x) =/ (x) [, =0

kanitlanmis olur. Cla,b] normu anlaminda yakinsama ile diizgiin yakinsama denk
oldugundan

L,(f,x)= f(x) oldugu gdsterilmis olur.

Sonug 1.5.1

{L,} lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] kapali araliginda,

L,(Lx)=1

L((t=x) .x)=0

kosullarini sagliyorsa C|a,b] uzayindaki herhangi bir f fonksiyonu i¢in L, (f,x)= f(x)

saglanir.
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Kanit:

(1.11) esitsizligine monoton olan L, operatdrii uygulanirsa

L,(

esitsizligi elde edilir. Korovkin teoreminin kanitindan &, sifir dizisi olmak {izere her

fe C[a,b] icin

| L, (f:x)- 7 (%)

f(6)=1 (%)

,x) <el, (l,x) + 2;:[ L, ((t —x)2 ,x)

+&
Cla.b]

L

S (0)=1 (x)).)

<
Cla.b]

olur. Buradan

Os\

2M
L(f.x)-f(x) Hc[a,b] <egg, + s g, +e,
esitsizligine ulasilir. Boylece
L,(f.x)-f(x)

oldugu gosterilmis olur.

lim‘

n—»0

=0

C[a,b]
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BOLUM 2
ANALITIK FONKSiYONLAR UZAYINDA POZITIiF TiPLi OPERATORLER

Ikinci béliimde analitik fonksiyonlar uzayr ve bu uzayda tanimli lineer k-pozitif operator
kavrami tamitilarak A ile gosterilen birim dairede analitik fonksiyonlar uzayinda tanimli

lineer k-pozitif operatorlerin yakinsaklik kosullar: arastirilacaktir.

Bu uzayda fonksiyon dizilerinin Taylor katsayilarindan yararlanarak bu dizilerin yakinsaklik
kosullar1 arastirilacaktir. Daha sonra birim dairede analitik fonksiyonlar uzaymin alt uzayi

olan 4, uzay1 tanimlanarak lineer k-pozitif operator tanimi verilecektir.

2.1 ANALITIK FONKSIYONLAR VE TAYLOR KATSAYILARININ OZELLIKLERI
f € A fonksiyonunun Taylor serisine a¢ilimi k£ =0,1,2,... i¢in f, karmasik sayilar olmak

lizere |Z| <1 bolgesinde diizgiin yakinsak olan

f(z)=> 17" 2.1)

serisi ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.1

Z f,z" serisinde f, karmagik sayilarma f (z) fonksiyonunun Taylor katsayilari denir
k=0

(Baskan 2005).
Uyan 2.1.1

Taylor katsayilar1 Boliim I de verilen yakinsaklik testlerinden kok kriteri nedeniyle
lim {1/, ] <1 (2.2)

kosulunu saglar.
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Tanim 2.1.2

Birim dairede analitik fonksiyonlar uzayinda

f(z)| (2.3)

|71, = max

I <r<t
doniisiimii bir yar1 norm tanimlar (Taylor 1967).
Uyar: 2.1.2
Tanim 2.1.2 den goriiliiyor ki 4 uzayinda ( £, (z)) analitik fonksiyonlar dizisinin bir analitik

f (Z) fonksiyonuna yakinsaklig1 keyfi |Z| <r alt dairesinde diizgiin yakinsakliga karsilik

gelir. Dolayisiyla 4 uzayinda lim f,(z)=0 i¢in lim ‘ f (z)‘ =0 olacagindan

lim(max‘fn (z)‘) =0

n—»0

esitligi gecerlidir. Boylece

1], =1tim(max|£, (z)]) =0 (2.4)

olup ( £, (z)) dizisi sifir fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.
Tanim 2.1.3

Birim dairede analitik fonksiyonlar uzayinda bir ( / (z)) analitik fonksiyonlar dizisinin

Taylor serisine acilimi

£(2)= ifn,kzk (2.5)

seklinde tanimlanir (Bagkan 2005).

Onerme 2.1.1

( / (z)) analitik fonksiyonlar dizisinin f, , katsayilari i¢in asagidaki 6zellikler gegerlidir.

a) Yakinsaklik testlerinden kok kriteri nedeniyle acikga }im ,k/‘ fnk‘ <1 esitsizligi gecerlidir.

. 1
b) f,, katsayilariigin f , =— I ——dz
’ T 27 o Z

esitligi dogrudur (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
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Kanit:

Taylor teoreminin kanitindan ve Cauchy Tiirev formiiliinden herhangi bir p<1 ve z

karmasik sayisi i¢in

:ilz Z, I fn(Z) dz

27 lZl=p (Z ~ % )k+l

yazilabileceginden z, =0 i¢in (2.5) esitliginden

",k _2L J_‘ k+1

esitligi elde edilir.
Teorem 2.1.1

Birim dairede analitik fonksiyonlar uzayinda (2.5) de tanimlanan f, (z) analitik fonksiyonlar

dizisi i¢in hm 0, =0 ve lime, = 0 olmak lizere

n—x0

|2|:= ve & : = max
1+0 dsret
n

£,2)

seklinde tamimlansm. f,(z) dizisinin sifira yakinsamasi igin gerekli ve yeterli kosul f,,

katsayilar1 igin
£ <, (143, ) (2.6)

esitsizliginin saglanmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Kanit:

ve &, = max
1+0 =<t
n

Yeterlilik icin | z| -

f (Z)‘ olmak tizere

limg, =0 ve limeg, =0 olsun. ( / (z)) dizisinin sifira yakinsadig: kabul edilsin. Bu durumda

n—>0 n—>0

|z| <lolacagindan ¢, dizisinin sifira yakinsama hiz1 ¢ok kiiciiktiir.

|z| =p= 1+15 icin |l| =1 oldugundan

k
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1 f (z)

_ =) g

S 27i J Lz -
‘Z‘:H—(Sk

esitliginde her iki tarafin modiilii alinirsa

,(2)
Jus 27i J.l ! z
s
1 £,(2)
|272'l| J.l |Z|k+1 |dZ|
H 1+0,
1 /,(2)
=5 jl g dz|
=5

- j g, (1+6,)" |d|

1
s,

:6‘”(1+5n)k+1 J |dZ|
|

=¢,(1+5,)" |4

1

(1+5,)

esitsizligi saglanir. Boylece istenen

=¢,(1+5,) (1+5,)

‘fnk‘ <eg, (l+5n)k
seklindeki sonuca ulagilir.

Kanitin gereklilik kismi icin ‘ fn’k‘ <g, (146, )k esitsizligi ve limg, =0,limo, =0 ifadeleri

n—>0 n—>0

dogru olsun. Bu durumda
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0

f(2)<e X (1+6,) &y

E\S‘iﬁ — =1—r(1+5n)
olur ve
. g, B
0= max ﬂ’(z)‘<£1531—r(1+5n) =0
esitsizliginden dolay1
1im(nlg§ £, (z)\) =0

esitligi saglanir. Bu ise kanit1 tamamlar.

Uyan 2.1.3
ll(im k | fk| <lve ‘ j;z,k‘ <e, (146, )k esitsizlikleri 4 uzayinda sifira yakinsayan analitik

fonksiyonlar dizisinin katsayilarinin 6nemli 6zellikleridir. ll(im1k/| fk| <1 esitsizligi bu
katsayilarin her bir sabit n igin k—>o olmasi durumundaki &zelliklerini gosterir.

‘ I k‘ <eg, (1+9, )k esitsizligi ise bu katsayilarin &k sabit olmasi halinde dzelliklerini arastirir.

Bu aciklamalar dogrultusunda sifira yakinsayan analitik fonksiyonlar dizisinin katsayilarinin

ozellikleri asagidaki lemma ile verilecektir.
Lemma 2.1.1

Birim dairede analitik olan

L(2) =21
k=0
analitik fonksiyonlar dizisinin 4 uzaymnda n — o iken sifira yaklagmasi igin gerek ve yeter
kosul agagidaki a) ve b) 6zelliklerinin saglanmasidir.
a) n=0,1,2,...olmak iizere sabit her k say1s1 i¢in lim 8;15,( =0 olan ve ‘fnk‘ <&, , esitsizligini

saglayan bir 8,',, . pozitif sayilar dizisi vardir.
b) k=0,1,2,...olmak lizere sabit her n dogal sayis1 i¢in ‘ f 7,/(‘ < 5;;,,( esitsizligini saglayan

bir 8;,,( pozitif sayilar dizisi vardir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
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Kanit:

a) Gergekten (2.6) formiiliinden ¢, , pozitif sayilar dizisi ¢, =&, (1+5, )k olarak segilirse
‘f;z,k‘ = g;,k

esitsizligi elde edilir.

b) ( £, (z)) birim dairede analitik fonksiyonlar dizisi oldugundan

EM‘ fnk‘ <1 esitsizligi saglanir. Boylece 6‘;;’,( dizisi 5;,/( =

n—x

Sk
olarak secilebilir.
Uyan 2.1.4

Bundan sonraki boliimlerde Lemma 2.1.2 in a) ve b) sartlarini saglayan ¢ , diziler kiimesi

n,k

E,, ile gosterilecektir.

Sonug 2.1.1

Lemma 2.1.2 den goriiliyor ki 4 wuzaymdaki fonksiyonlar dizisinin ozellikleri Taylor
katsayilar1 ile bagimlidir. Bu nedenle A uzayindaki fonksiyonlar1 katsayilarinin 6zelliklerine

gore alt uzaylara ayirmak gerekir.

Tanim 2.1.4

g:[0,0) >[0,50)ve g(0)=1 olmak iizere g monoton artan bir fonksiyon olsun.

lim4 g (k) <1 kosulu saglayan her bir g fonksiyonu, /e 4 ve M ,, f fonksiyonuna bagl

k—o

pozitif bir sabit olmak lizere f, katsayilari igin
1fil<M,g(k), k=0,1,2,... (2.7)
esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma A4, uzay: denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

2.1.5 Uyan

keN ve C, pozitif bir sabit olmak iizere g, (k)<C g, (k) kosulunu saglayan Tanim 2.1.4

deki gibi g, ve g, fonksiyonlarti¢in 4, < 4, ifadesi gegerlidir.
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Kanit:

f €4, olsun. Budurumda her k€N ve bir C sabiti i¢in

|fk|SMfg1(k)
SCMfgz(k)

esitsizligi saglanir. CM, =M 'f olarak alimrsa fe 4, olur. Boylece 4, < 4, ifadesi

gosterilmis olur.
2.2 ANALITIK FONKSiYONLAR UZAYINDA LINEER k-POZITIF OPERATORLER
Tanmm 2.2.1

A uzayindaki her f fonksiyonunu
g(2)=11(2)

olacak sekilde yine A ’da bir g fonksiyonuna doniistiiren 7 ’ye 4 uzayindan A uzayina bir

operator denir.
Onerme 2.2.1

k=0,1,2,... olmak lizere A daki z* fonksiyonu A daki fonksiyonlara doniistiiren 7'

operatorii igin 7, , Taylor katsayilar1 olmak tizere,

TzF = szmZm (2.8)

esitligi yazilabilir ve her bir £ igin

lim g

m—>o0

Tk,m‘ <1 esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Kanit:

Tz* = g(z) ve g(z) € A oldugundan (2.1) ve (2.2) esitliklerinden kanit agiktir.

Onerme 2.2.2

0

T:A4—> A bir operatdr ve f e A keyfi olsun. Bu durumda 7f (z)=) 2> T, 1. esitligi

k=0 m=0

gecerlidir.
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Kanit:

A uzaymdaki fonksiyonlarin Taylor serileri diizglin yakinsak oldugundan keyfi f € A4
fonksiyonu i¢in (2.1) ve (2.8) den

Tf(z):ifkT(zk):

o0
k=0 k=0

o0 0
m __ k
f/‘cZZn,kZ —ZZ ZT/vc,mf;n
k=0

0
k=0 m=0

elde edilir. Yani lineer 7 : 4 — A operatorii (2.1) fonksiyonuna

T (z)= 22" LT
k=0 m=0 ’
seklinde uygulanir.
Tanim 2.2.2

A analitik fonksiyonlar uzayinda reel veya karmasik Taylor katsayili fonksiyonlar bulunur.

Bu fonksiyonlar i¢inden Taylor katsayilar1 negatif olmayan fonksiyonlar kiimesi
A" ={feAd:k=0,12,..i¢in f, >0}

seklinde gosterilsin (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanim 2.2.3

Lincer 7:A4—> A operatorii igin 74" < A® oluyorsad operatorine k —pozitif ya da

katsayilarina goére pozitif operator denir.

Bu tanima gore lineer k — pozitif operatorler, katsayilar1 negatif olmayan fonksiyonlar1 ayni

tiir fonksiyonlara doniistiirtr.
(Bu tanim ilk olarak Akif Haciyev tarafindan verilmistir.)

Teorem 2.2.1

ile tanimlanan 7 : 4 — A operatdriiniin k —pozitif olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

k,meNigin T, >0 olmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
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Kanit:

Yeterlilik i¢in her k,meN olmak iizere T,, >0 ise pozitif katsayill her bir f(z)

fonksiyonu i¢in

olur. Bu ise Tf (z) goriintii fonksiyonunun Onerme 2.2.2 den dolay1 Taylor katsayisi pozitif

olan bir fonksiyona doniigmesi demektir. Boylece 7: A — A operatdrii k —pozitif olur.
Gerekliligi kamitlamak i¢in m =m, alindiginda 7, , <0 olarak kabul edilsin. Katsayilari

=

. 0, m # m, i¢in
1, m=m, i¢in

sekilde bir f~ fonksiyonu tanimlanirsa, agik¢a f~ € A" olur. Fakat

> fiTin =T,

m=0

oldugundan 7 operatorii f *(z) fonksiyonunu

o0

k=0

k=0 m=0

fonksiyonuna doniistiiriir. Bu ise 7' operatoriiniin 4* dan olan fonksiyonu negatif katsayili
fonksiyona doniistiirmesi demektir. Bu durum 7' operatoriiniin k — pozitif olmast kabulii ile

¢elisir. O halde 7, , <0 olacak sekilde higbir m, sayisi yoktur. Yani her k, m i¢in 7, , 20

olmalidir. Boylece kanit tamamlanmis olur.
Tanim 2.2.4

T : A— Atanimli operatdr dizisi k,m =0,1,2,...ve n=1,2,...olmak iizere

{Tk(';z} ; T operatorlerinin matrisi olsun. Bu durumda

n

Tf(z)=Y 2 1 (2.9)

k=0 m=0

seklinde taniml1 diziye k —pozitif operatdrler dizisi denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
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Uyar 2.2.1
(2.9) esitligiyle tanimlanan 7, operatorler dizisinin & — pozitif olmas: i¢in gerekli ve yeterli

kosul her k, m igin Tk('f,z >0 olmasidir.
Kanit:
[lk olarak yeterlilik kamtlansin. Yani her k, m igin Tk(';f >0 olsun. Pozitif katsayili her f(z)
i¢in
TA(:)=2 2 S AIE ve YA 20

k=0 m=0 m=0

oldugundan 7, f (Z) >0 dir. Boylece T, operatorler dizisi k — pozitiftir.

Kanitin gereklilik kismi i¢in 7, operatorler dizisi k —pozitif almsin.En az bir m, icin

Tk(") <0 olsun. Bu durumda katsayilari

RN

. 0, m # m, i¢in
1, m=m, i¢in

olan bir € A" fonksiyonu igin
> ST =T, <0
m=0
olur. 7, operator dizisi f *(z) fonksiyonuna uygulanirsa
TS (2)= 22 2 AT = 22 ) <0
k=0 m=0 ’ k=0 ,
esitsizligi gegerlidir. O halde 7, operator dizisi 4* dan olan bir fonksiyonu negatif katsayili

bir fonksiyona doniistiirmiis oldu. Bu ise 7, operatdr dizisinin k —pozitif olmasi ile ¢elisir. O

halde 7}(,'20 <0 olacak higbir m, sayisi yoktur. Yani her k, m igin Tk(',’,f >0 olmalidir.
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BOLUM 3

k-POZITIiF OPERATOR DIiZILERI iCIN KOROVKIN TiPi TEOREMLER

Bu béliimde lineer k-pozitif operatdr dizileri i¢in Korovkin teoreminin gecerli olup olmadigi
arastirilacaktir. Korovkin teoreminin klasik kosullar1 ile gecerli olmayan yakinsaklik

teoremleri 6zel kosullar ile kanitlanacaktir.
3.1 YAKINSAKLIK KOSULLARININ ARASTIRILMASI

Korovkin teoremine gore sonlu aralikta tanimli siirekli fonksiyonlar uzayindaki Lineer
pozitif operatdrler dizisi altinda 1,x,x* fonksiyonlar1 kendilerine yakinsiyorsa bu uzaydaki
siirekli her fonksiyon lineer pozitif operatdrler dizisi altinda yine kendisine yakinsar.

Yakinsaklik kosullarn1 4 uzayinda arastirmak icin  z* seklindeki fonksiyonlarin lineer k —

pozitif operator dizilerinin goriintlisii altinda elde edilen dizinin yakinsamasini arastirmak
gereklidir. Fakat k=0,1,2,... icin z* fonksiyonlarmin lineer k—pozitif operatdr dizileri

altinda goriintii dizileri 4 dan alinan herhangi bir fonksiyon i¢in saglamayabilir. Bu duruma

ilk olarak asagidaki teoremde deginilecektir.

Teorem 3.1.1
Her neN i¢in T :4— A lineer k—pozitif operator dizileri v =0,1,2,... i¢in

lim

n—0

Tz -z"

=0 (3.1)

kosulunu saglasin. Bu durumda 4 dan alinan

fonksiyonu i¢in
—Z

1

-z 1-z

lim

n—»0

T,

olur (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
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Kanit:

Ik olarak

Ef(2)=iﬁ{zk+l(n+z)k} (3.2)

P n\n+l

seklinde T operatorleri tanimlansin. Bu operatdriin teoremin kosullarin1 saglayan operator

oldugunu gostermek icin lineer ve k — pozitif oldugunun gosterilmesi gereklidir.

a, f keyfi karmasik sayilar olmak iizere

0 n+1

T, (af +5g) iaf;ﬁﬁgk{ 1(”””

k k
n+z > 1(n+z
k=0

=aT,f(z)+BLg(z)
oldugundan 7 operatorler dizisi lineerdir.

n

T operator dizisinin k — pozitif oldugunu géstermek i¢in Binom ag¢ilimindan yararlanarak

esitligi saglanir. Gergekten

J:,f(z)zif{zk+l(n+z]"}iﬂzk+iﬁ1(n+zj’f

k=0

oldugundan serinin kismi toplamlar dizisi yazilirsa

> n+z =(n+z) +(n+z) +(n+z) +.+(n+z)"

N
k=0
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olup ve

Z(n + Z)k = i zF ﬁ: C,fln'"’k

N
k=

o
=~
I
o
3
]
B

esitliginde N — oo igin limit alinarak

sonucuna ulagilir. Bdylece (Tn f (z)) operatorler dizisi i¢in

Lf(z) =3 4 Y
k=0 N0 m=k (1+n)

oldugundan

Tf(2)=f(2)+=2 Y f——Cln
Ni=0o  m=k (1+n)

esitligi saglanir. Ayrica (Tn f (z)) fonksiyonlarinin katsayilar

0 m < k i¢in

m >k i¢in

seklinde tanimlanirsa

0

()= f () 2D AT

Ni=0  m=0

olur boylece Ti”}nzo dir. Dolayisiyla (7, f(z)) dizisi k- pozitif bir operatdrler dizisidir.
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Simdi

=0

lhn”];zv——zv

esitliginin saglandig1 gosterilmelidir.

Tanim 2.1.1 de f (z) =z" alinirsa, z” fonksiyonun katsayilar

0; k#vigin
5k v . .
’ I, k=vicin

olacagindan v =0,1,2,... i¢in

Tz" :z”+l(n+ZJ

bulunur. |z| <r<ligin |n + z| < |n + 1| olacagindan

1
< —
n

max

‘z‘§r<1

|4 v
1z -z

esitsizligi saglanir. Boylece

=0

lhn”];zv——zv
n—»0

esitligi gosterilmis olur.

Son olarak f(z)= IL fonksiyonu i¢in

T |-
l1-z) 1-z

oldugu gosterilmelidir. Geometrik seri formiiliinden

lim

n—x0

fonksiyonunun katsayilar1 1
-z

fonksiyonuna 7, operatdr dizisi uygulanirsa

n

oldugundan f(z)=

—Zz
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n+z
n+l1

esitligi elde edilir. |z| <r <1 kosulunu saglayan z karmasik sayilar1 i¢in <1 olur ve bu

o k
nedenle Z ( nr Zj serisi yakinsak oldugundan
o\n+l
1 1 1 n+l
+ —_

"1-z 1-z n 1-z

olur. Norm tanimindan

]:11_1
1-z |

esitligi elde edilir.

Tnl_l
-z -z

sonucuna ulasilir. Bu ise teoremin kanitidir.

n+l1 1

n '(l—z)

(L)Y
-z -z

‘z‘ <r<l1
(n+1) ) ) . .1 -
ifadesi z den bagimsiz ve lim—(n+1)=1 oldugundan
n n—>0 l/l

‘Z‘Sr<1

n+l 1

=1#0

=lim max

n—w|zl <r<l

lim

n—x0

‘Z‘Sr<l

n .l—z -z

Bu teoremden sonra (3.2) kosulunu gergekleyen herhangi bir A4, uzayinda yakinsakligin

olumlu sonu¢ vermesi beklenebilir. Fakat asagidaki teoremde goriildigi gibi beklentiler

olumlu sonuglanmamastir.

Teorem 3.1.2

g fonksiyonu Tanim 2.1.4 de verildigi gibi olmak tizere T,:4, — A, lineer k—pozitif

operatdr dizileri verilsin. Ayrica v =0,1,2,... i¢in

Hnwﬂgv—f'zo

n—0

kosullar1 saglansin. Bu durumda

1./ (2)-1"(2)| =1

lim
n—»0

olacak sekilde A,uzaymnda taniml bir f~ fonksiyonu vardir. (Hacisalihoglu ve Haciyev
1995).
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Kanit:

Her ne N igin bir

T,f(z)= ka {Zk *%(z—zjk ﬁ}

operatorler dizisi tanimlansin. Bu operatorler dizisinin teoremin ifadesine uygun olabilmesi
icin ilk olarak k& —pozitif ve lineer oldugunu gostermek gereklidir. Operatoriin lineer oldugu

aciktir.

Tf (z) nin k —pozitif oldugunu gostermek icin operatér dizisi Teorem 3.1.1 in kanitina

benzer yontemle

0 o0 1

1 1
Tf(z)=f(z)+=)> 2 Tk

seklinde yazilirsa, fonksiyonun katsayilari

0 m < k igin

T(n) — nm—k—l

k,m k

B —. m > k igin
(n+1)" g (k)

seklinde olur. g(k), [0,%0) araliginda monoton artan bir fonksiyon ve g(0)=1 oldugundan

g fonksiyonu pozitiftir. Dolayisiyla Tk('fn) >0 olur.

Simdi lim|7,z" - 2"

n—»0

, =0 oldugu gosterilmelidir.

oldugundan , v =0,1,2,... igin

f (z) =z" olarak segilirse, bu fonksiyonun f, Taylor katsayilari 1 oldugundan
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b 1(n+zjv 1
Tz =z"+—
! n\n+1) g(v)

olur. Bu esitlikte her iki taraftan z" ¢ikartilip modiil alinirsa
l( n+z ]V 1
n\n+l) g (v)

L : n+z)\
olacagindan her iki tarafin maksimumu alinip ( ]

4 4
Tz -z

<1 oldugu diisiiniiliirse
n+1

max

|z]<r<1

Tz —z'|<— <—

esitsizligi elde edilir. Boylece v =0,1,2,... i¢in

lim

Tz -z
n—»0

=0
A

bulunur.

Simdi de 4, wuzaymndan asagidaki sekilde
lim|7,* - f*

tammli  bir /" fonksiyonu alinarak

=0
A
olmadig1 gosterilecektir.
S(z)=2g(k)7

k=0

olsun. Bu fonksiyon i¢in Taylor katsayilar1 f, = g(k) oldugundan

nr =Sl 4]
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R 1 1
R
n+l1
. 1{n+l
=/ ( ) ;(l—zj
esitlikleri gecerlidir. Buradan
R . n+l | 1
max|7, " (z)~ f (Z)\szgazg . "1—2
olacagindan
lim Tf*(z)—f*(z)uzlim””-max| L 1x0
n—sawll " n—®  p |z]<r<1 1—Z|

gosterilmis olur. Boylece teoremin kaniti tamamlanmais olur.
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3.2 4, UZAYINDA YAKINSAKLIK TEOREMI

Burada verilecek teorem Auzayinda gegerli olmayan yakinsaklik durumunun 4, uzayinda

gecerli oldugunu yani yakinsaklik kosullarini saglayan ii¢ fonksiyon bulunabilecegini

gostermektedir.

Teorem 3.2.1

T :A— A lineer k— pozitif operator dizisi verilsin. v =0,1,2 i¢gin

g (z)=28" (k)7

k=0

o0

seklinde taniml1 olsun. Bu durumda v =0,1,2 i¢in

lim|7,g, (z)-g, ()], =0
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her f € 4, fonksiyonu igin

lim

n—0

1./ (2)-f(2)],=0

esitliginin saglanmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Kanit:

[k olarak yeterlilik kism1 kanitlansin. Her f e 4 , fonksiyonu igin '111_r)1;HTn f (z)— f (Z)HA =0

oldugu kabul edilsin.

seklindeki fonksiyonlarin katsayilart g fonksiyonunun tanimindan dolay1
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1< g(k) , g(k) < g(k) ve g(k) < g(k)
esitsizliklerini M, =1 olarak saglar. Buise v =0,1,2 i¢in g, € 4, olmasi demektir.

Dolayistyla kabulden

(2)-2.(2)],=0

esitligi saglanir.

(z)-g,(z)|, =0 kabul edilsin.

g, fonksiyonunun Taylor katsayilar g""? (m) oldugundan

T.g,(

g izkinmng

k=0 m=0

seklindedir. Buradan

Zki( v/2 gv/Z (m))

0 m=0

Ms

Tg,(z)-g,(

P
Il

esitligi saglandigindan ve Lemma 2.1.1 den v =0,1,2 i¢in ¢, , € E, , olmak lizere

0

z v/z _gv/Z (k)

m=0

<é&

nk

esitsizligi saglanir. Her bir v i¢in bu esitsizlikler ayr1 ayr yazilirsa

ST 1<

m=0

> g (m)1") - g (k)| <e,,
m=0

> g(m)") —g(k)|<e,,

m=0

seklinde ii¢ esitsizlik elde edilir. Buradan
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m=0

> e (m)l) g (k) <s,,
20
zg(m)Tk(,':n)—g(k)<5nk

~0

esitsizlikleri bulunur. Birinci esitsizligi g(k) ikinci esitsizligi 2./ g(k) ile carpip birinci
esitsizlikten ikinci esitsizligi ¢ikartarak {igiincii esitsizlikle toplanirsa

> g(k)') —g(k)<z,,2(k)

23 Ja(m) (k)72 28 (k) < 6,2z ()

> g (m) - g(k)<s,,

m=0

olur ve boylece

esitsizligi saglanir.

Vik = Enk (1+M)2

secilirse agikca y, , € E, , olup son esitsizlik

S (Jalm) —z®) 71 <.,

m=0

seklinde yazilabilir.

feAd, keyfi fonksiyon olsun. 4, uzaymmn tammma gére f fonksiyonunun Taylor

katsayilar1 olan f, katsayilari her k € N i¢in

|fk|5Mfg(k)
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esitsizligini saglar. m e N ve g fonksiyonunun tanimindan g(m) >1, g(k) >1 oldugundan

S| <M g (m) <M g (m)g (k)

ve

Sl <M g (k) <M g(m)g(k)

esitsizlikleri gergeklenir. Boylece iiggen esitsizliginden
A VAESA

< 2Mfg(m)g(k)

olur ve buradan

= fil<2M g (m) g (k)

=20, (k)2 (m))

:2Mfg(k)(\/g(m)—\/g(k)+\/g(k))2

~201, (0 (Ve (n) ) 2 0) (e (m)~ e () ()

<2,2(0) (e )~z () + 22 (e om) - J )]+ £(4)|
esitsizligi

A, (k) =min g (k+1) =g (k): g (k) -2 (k-1)}

olarak tanimlanirsa g(m) dizisinin monoton artanligini kullanarak herhangi £ , m € N i¢in

e (m) e (k)|2 4, (k)

olacag aciktir. Buna gore;

e (B (m) g ()| + s (1)
(e (m) 2 (®))

= £l <20, g () (m) - (6))
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<2M,g* (k)(y/g(m) ‘\/g(k))2 {” Agz(k) ' Az,l(k)}

esitsizligi saglanir.

' 2 2 1
e )

seklinde tanimlanirsa

fo Al <7 (e (m) - ()

(3.3)

esitsizligine ulasilir. Burada 7/,;’,{ dizisi, y,, dizisine benzer bir dizidir. 2.1.1 Lemma b) den

7;;,1{ € E,, olur.
S € 4, olmak tzere

0,(2)=T,f(2)-f(z)

fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyon agik¢a birim dairede analitiktir.

k=0 m=0 k=0
=Z(men<’2—ﬂ]z"
k=0 \ m=0

seklinde yazilabilir. Buradan ¢, , katsayilar

Do = 2 ST — £ =D (= SO + f, [Z 7" —1)
m=0

m=0 m=0
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seklindedir. Uggen esitsizliginden

<3Vf = £ +|£,]

m=0

(/7;1 Jk

ST - 1‘

m=0

olacagindan ve

So= Ll <7 (2 (m) —\/g(k))z,

> (Ja(m) -2 ())) 12 <7,

m=0

esitsizliklerinden

Z -f;n _f}c|]—}c(,:,12 < j/;z,kyn,k
m=0

olur ve ayrica

|fk|SMfg(k)Ve <&,

S -1
m=0

esitsizliklerinden

q)n,k < 7/;1,k7n,k +Mfg(k)gﬂak
esitsizligine ulasilir.
an,k = 7;1,k7/11,k +Mfg(k)gn,k

olarak tanimlanirsa «,, € E,, olup Lemma 2.1.1 in tiim kosullarini saglar. Dolayisiyla yine

Lemma 2.1.1 den

lim|p(z)|, =lim|7,£(z)- f(z)|, =0

n—>0 n—>0
olur ve bu ise teoremin kanitidir.

Tezin III. boliimiin Lkesiminde k-pozitif operator dizileri i¢in Korovkin teoremlerin klasik
kosullarla saglanmadigi Teorem 3.1.1 de ve Teorem 3.1.2 de gosterilmistir. Analitik

fonksiyon uzaylarinin 4, ile gosterilen bir alt uzayinda Korovkin tipli teoremin saglandig

Teorem 3.2.1 de kanitlanmustir. (Teorem 3.2.4 te ise A4, dan olan f fonksiyonu icin

yakinsaklik kosullar1 gdsterilecektir.)
56



g (k) =1+k> olsun. A, uzayinda yakinsaklik kosulu asagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 3.2.2

g,(z)=Y k"z*  oldugukabul edilsin. v=0,1,2

lim

n—»0

T, (z)-g, (Z)HA =0 olmasi

im|7T f—-f || , =0 olmasidir.

Kanit

Tf(z)-f(z)=7

k=0

e

0

3
I

k
z

Il
M
[Ms

bt
Il

0

3
I
S

[Me

o0
k
=2z
=0

olur. f"e 4, oldugundan

3
g

T 3 z*
m* k,m k
k=0

icin gerek ve

Ao WEN LV
=0 m=0

fo <M, (1+k%) olur. m,k e N,m—k <k oldugundan

VAR ARVAEITA

SM_/(1+m2+l+k2)

:Mf(2+(m—k2 +k2)+k2)

=M (2+(m=k) +2(m—k)-k+k>+K*)

<Mf(2+(m—k)2+2k2+2k2)
<Mf(4+4(m—k)2+4k2)

<4Mf(1+(m—k)2 +k2)

m # k olmak {izere, (m— k)2 >1 oldugundan
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k=0 m=0 k=0 =0 k=0

Vf e 4,

i¢in



fo—f]<4M, (m—k) +k2(m—k)2)

2

<4M

(-

=4M , ( 2(2+k2)
k) (2+2k%)
£ (

=8M , ( 1+k2)

bulunur. Ayrica

ng(a—gA7%=gyﬁ§zmm ]Zkvk—Zk

m=0

o0
(n), v v
ZT,(,mm -k'\<e,,
m=0
olur. Yani,
o0
v=0i¢in |Y 7,
=0
o0
V= 1 1¢1n z k m
m=0
o0
. . 2
v=21¢in Z km -k’ <e,,
=0

olur. Dolayisiyla

" -l1<e,,

Ms

0

3
Il

", (1)
k_ m];c,m < gn,k

m=0

2T" —-k*<e,,
m=0

Z Tk(':)m” — k”} analitik oldugundan Lemma 2.1.1 den ¢, , € E, , olmak lizere v=0,1,2 i¢in

(3.4)

olup, birinci denklem k”ile, ikinci denklem 2k ile, iigiincii denklem 1 ile carpilip taraf tarafa

toplanirsa,

kziz;jj;) ) ZkZmT +Zm k< (1+k) e

m=0 m=0 m=0

i V<(1+k) e, <3(1+k) ¢

m=0
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bulunur. Boylece

SIS - AT <D Y 8M, (m—k) (14£7) 1)
k=0 =0 k=0 =0

o0

=80, D (14 2 (k) 1)

m=0

< 24Mfi|z|k (1 +k? )25,1’,(
=0

k) <1ise Y (144%)
k=0

yakinsak seridir. Ayrica (3.4) denklemlerinden

T.f(2)=1 ()| -0
olur.

Sonug 3.2.1

g(k)=1+k2 olmak tizere v=0,1,2 igin,

lim|7,8, (z)- &, (z)HAg =0 ise

n—0

T, Z Zk) 3 Z zk
k=0 k=0

T, Z kzk) 3 Z kz*
k=0 k=0

T, z kzzk> = z K27k
k=0 k=0

olur.

Kamt

v=0,1,2 i¢in

T8, (z)-&, (z)HAg =0 (n—>o)
esitligini acik yazilacak olursa,

v = 0 i¢in,

1.8,(2)-&(2)], =0

(n— o)
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Yani

olur. v = 1 i¢in,

Tg (z) g (z) =0 (n - )
T, Z kz* — Z ¢l —o0
k=0 k=0 Ag

ve v=2 icin

T8, (z)-¢, (z)HAg =0 (n - )

-0

T ikzzk - ikzzk
k=0 k=0

Ag
bulunur. Ayrica karmasik analizden bilindigi {izere
|Z| <1 igin,

0
k
=27

k=0

esitligi vardir. Bu seri yakinsak oldugundan

k=0 k=1

-z

serisi elde edilir ve buradan

1Y &
N Ny
Z(l—zj 2k

esitligine ulasilir. ikinci kez tiirev alinarak,

&

esitligi elde edilir. k = 1 igin 12z — z = 0 oldugundan

o0

] Zk k—1)z Zkz Y (k)

k=2
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k=1

sonucu bulunur. Bu esitlige lineer 7, operatorii uygulanarak,

g £

ise ]:(Zkzzk]—)zz -(1 !
k=1

sonucu bulunur. Béylece asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.2.3

T :A— A lineer k—pozitif operatorler olsun. n — oo igin,

T;l 22 .(Lj _) Z2 .(L]
1-z -z

kosullar1 saglanityorsa katsayilart £ =1,2,... i¢in | fk|£Mf (1+k2) kosulunu saglayan A

uzayindaki fonksiyonlar i¢in
im |7 (5) ()], =

olur.
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Genel Kosullar:

k=0,1,2,...a, 20, a, eR ve lim a, =1 olsun.

k—o

A, ={fed:|f|<M,a} (3.10)

alt uzayi tanimlansin. 4, ile A, arasindaki fark (ak )keN dizisinde monotonluk kosulunun
olmamasidir.

Vfed, iin |f,|<M,g(k) k=0,12,. olacak sekilde f ye bagl bir M, sabiti ve
g:[O,oo]—HR monoton artan, g(O)zl ve Ig_rg\/g_k <1 seklinde en az bir g fonksiyonu
vardir.

a, 20 ve a R ve lim a, =1 oldugundan ayn1 f fonksiyonu i¢in

k—o
£l <M, a(k)
olur.
Boylece
S €A, olur. Yani 4, < 4, olur.

Ayrica b, , negatif olmayan ve monoton artan sayilar dizisi olsun.

bv(z)=i b akzk ,v=0,12 (3.11)

fonksiyonlar1 goz oniine alinsin. b, (Z) fonksiyonunun Taylor katsayisi, v=0,1,2 i¢in

b

v
a bk <a
1+ * k
(3

= a, =
1+b7 *

b,(z) € 4, oldugu agiktir.

Eger a, =1+b; seklinde olursa

0

b,(z)=)_bz" olurve b, = g(k) olarak diisiiniiliirse b,(z) =g, (z) olur.

k=0
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Teorem 3.2.4

T :A— A lineer k— pozitif operator dizisi olsun. Eger v=0,1,2 i¢in
lim |7, || b, —bv(z)”A =0
oluyorsa her f € A, fonksiyonu i¢in

lim 7,7 ()~ / ()], = 0
olur.
Kanit
f € A4, olsun. f analitik fonksiyon oldugundan
0,(2)=T.1(2)-f(2) =22 D[ £,1001,]
k=0 m=0

fonksiyonu da analitik fonksiyondur.

n)
Z ka;c m

olarak tanimlanirsa, Lemma 2.1.1 geregi ¢, , katsayilar aragtirilmalidir.

Agikea,

=0 ‘

DY TAALERVI):
esitsizligi saglanir.

YA
m=0

_1‘

olduklar1 kabul edilirse,

=412|T
m=0

! 14
(pn,k S Sn,k +Sn,k
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olur. Burada Sn,k' ve Sn,k” dizilerinin E, , uzayinda oldugunu gostermek yeterlidir.

f € A4, oldugundan

VAR AE

yARIA

< 2Mfamak

1+b.
a

=2M .a, —Z
B EY L

1+, =b +b)"

=2M ,a
S 1+52 "

2+2(b,—b,)’ +2b;
<2M ,a, 1+b"2 La,
1+(b

m

_b Y +B
=4M ,a k k a
Ik 1+b2 "

esitsizligi bulunur.
m>k ise m,k € N oldugundan m >k +1 olur. Bu yiizden

b _bk Zb}m _bk

olur.

Eger m<k ise m<k-1ve b, <b,_, oldugundan —-b,6 >-b,,
olur. Boylece

b,—-b,2b b,

esitsizligi elde edilir. Yani m # k igin

|bm —bk| >min{b,,, —b,.b,_, —b,} =B,

olur. Dolayisiyla

(bm _bk )2 2 ﬁkz

(b, ~b,)

2
k

bulunur. Boylece m # k igin >1 oldugundan

1+ B +b; .

|fm_ﬁc|S4Mfak 1+b,f m
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2
<4M ,a L+ fi +bp (b =b0) a
- Sk 2 2 m
1+b; B

olur.

2\(p —b )
:4Mfgk(—12+l+—b"2]—( m ;‘) a,
in yon 145,

esitsizligi bulunur.

0 bk 1 bk bk+1

k=0,1,2,... icin b, sayilar1 pozitif oldugundan

B, <b, dir. Z—" >1 oldugundan

k

1 b 1+b} 2b, (145

—+1+—=-< + =

BB BB B
olur.

3 (1+5,) .
Eger 4M ,a, ~———=F, denilirse

k
her k,m igin
(by=h)
- <P Md 3.15

|fm j;c| k 1+bk2 m ( )

olur.

(3.11) de verilen b, (z) fonksiyonu igin

(3.12)) de verilen kosullar uygulanirsa v=0 ve n — «igin

-0

= a = a
T k Zk_ k Zk
";Hbj Zl+b,f

k=0

v=1 ve n - wigin

-0

b = b
Ty kg N _"k 4 F
”Zl+b,f k Zl+b,f k

0
k=0 k=0

v=2 ve n—>0ig¢in
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0 2

© ~ bk .
kzl i Z1+b,§a"z

k=0

-0

olur. Béylece n — «igin

0 o0 " 1
S st af o
k=0

1+b;

o0 o0 b b
z* 2a, T\" ———a, | >0
2. zl+b,i (S Y

0 © b2 ( ) bZ

z* —m q TV ——* _q Y —>0
Z {Z 1+b2 m~k,m }
olur. Buradan Lemma 2.1.1 kullanilirsa

2] ) 1
a T’ — al<e
Zé R Y B

= b b
Z r 2 mT;C(rZ - L 2 ak < 8nk
mol+b T+, ’

0 b2 ( ) b2
g T ——* g l|<e&
’; 1 +bn21 m” k,m 1+b]? k n,k

esitsizlikleri bulunur.

(3.16) da birinci esitsizlik ——-, ikinci esitsizlik — ,

+b; 145,

taraf tarafa toplanirsa

tiglincii esitsizlik > ile garpilip

= 1 b; b 2b 1 b
2: zamn@ kz_ mzamTk(Q k2+ 2 24
1+b, T 14+b; 14D, T 14+b; 1+b, 1+,

m=0
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LB b 2% B ]
14D k1+b2 1+b “1+b5> 1+b; k1+b2

b; 2b 1
<&k >t 7T 2
1+b, 1+b; 1+b;

esitsizligi dogru oldugundan

(n)

> 1+
S Tk (g2 2b, b + B2 )+ (<bE + 207 + b)) <&, ( "2)
mol+b 1+b° 1+5; 1+,
olup
= (b, —b,)’ 1+b,)
SO h) <, U0
w0 1+b; ’ T 1+ b
esitsizligi bulunur.
(1+b,) (1+b,)
lim~——=~ =1 oldugundan */_ smirlidir. Dolayisiyla
e 1157 &1 1407 T
(1+bk )2 ’ (3 17)
£ =g .
nk 1+b]3 nk
olur. Burada ¢, . de bir sifir dizisidir.
(3.13) de bu sonuglar yerine yazilirsa
Zlf A
& (=)
<y pim % )
n;) k 1+b§1 m= k,m
S Pkgn,k'
(1+b,)’
P =4M 19 ﬁkz
_(1+b,) —
11(1mT:1 ve llflm a, =1 oldugundan P, smirhdir. Dolayistyla
—0 A —®

" « e e . ! " . . " o. o . . .
g, sifir dizisi olmak lizere B¢, , =¢,, olur.Simdide §,, ifadesini elde etmek i¢in,

(3.16) da birinci esitsizlikte
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<&,

> a 1
() _ a
Zl+bj roep t

m=0

ifadesine Z T, "3 analitik fonksiyonu eklenip ¢ikartilirsa;

mO k

- <8
Z[Hbz 1+b2 o Z b”’” 1+b2

0

esitsizligi bulunur. Boylece

"
0(1+b2 1+b2]1<km 1+b2{,;) kom }

olup buradan

O _”° G W )

ips

m=0

= 1+b2 = a a
T &, - —m K (n)
2T~ a, {””‘ ,”Z_;)(Hb; 1+b§j”""’}

esitsizlikleri elde edilir. Mutlak degere gecilirse

Tk(")}
2 ,

1+b2 S| a a,
E, .t =
a { et 2 1+b2 1+

k m=0

o0

Z km

m=0

esitsizligi bulunur.

k
> <Ma,

Acik olarak katsayilari i - seklinde olan fonksiyon 4, uzayina aittir. Clinkii
+ k

k

esitsizligi saglanir. Bu teoremin ispatindaki (3.15) esitsizligi A, ya ait olan fonksiyonlar icin

gecerlidir. Dolayisiyla,
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| a, a, | P(bm—bk)2

‘1+b31 1+b,f‘< N o

esitsizligi vardir. Bu sonucu (3.18) da kullanirsak,

2
R ]
a; m=0 m ’

esitsizligi elde edilir (3.17) den ise

27;,,,—

sonucuna ulasilir. Ayrica f € 4, oldugundan

1+b}

a

i
{gn,k + })kgn,k }

Ifk ) -]
1+b]3 '
< Mfak —{en,k +FeE,, }
a;
=M, (1+b, )2 {gn’k + Ecgn,k'}

esitsizligi bulunur. Bu ise Sn’k” € E, , olmas1 demektir. Sonug olarak

T(f2)-£(2)= 22 (S, +5,.")

m=0

ve
S '+8 "|eE
n,k n,k € n,k

oldugundan
tim|7, (f.2)-/(2)], =0

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.4 genel durumda olup, Teorem 3.2.5, bunun 6zel bir halidir. Ozel olarak

yakinsama kosullart arastirilirsa asagidaki teorem gegerlidir.
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Teorem 3.2.5

T :A— A lineer k —pozitif operatorler dizisi ve n — oo iken v=0,1,2 i¢in

[o'e} bv bV
T k k N k k
( ”kz_:‘)l+b,fz J Zz 1+ 5]

o0
k=0

seklinde ti¢ kosul gercekleniyorsa Taylor katsayilari sinirli olan her f € 4 fonksiyonu i¢in

Lr-fl,=0

Iim
n—>©0
olur.

Kanit

Teorem 3.2.4 te a, =1 sabit dizisi alinirsa Teorem 3.2.5 ve Teorem 3.2.4 birbirine denk

olurlar.
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