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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “ Bazi1 Ergodik Tipi Teoremlerde Toplana-
bilme Metodlar1 7 baglikli bu ¢aligmanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek
bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynakla-
rin, hem metin i¢inde hem de kaynakg¢ada yontemine uygun bigimde gosterilenlerden

olustugunu belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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GIRIS

Topoloji caligmalarinin Koenigsberg’ in yedi kopriisii ile ilgili teoremle basladigi
kabul edilmektedir. Ergodik teori ¢caligmalari ise istatistiksel mekanikle ilgili birtakim
diigincelerden dogmustur. Kopri probleminin matematiksel gelisimi grafikteki tek
ve ¢ift diigimlerle ilgili bir teoremdir. Gaz probleminin matematiksel geligimi ise,
olcii koruyan doniigtimlerin asimptotik davranisi ile ilgili teoremdir. Her iki durumda
da orjinal diigiincenin dogrudan gelisimi, ¢ok genis teorinin sadece kiiciik bir parcasi-
dir. Her ne kadar bir teorinin tarihsel ge¢misini anlamak i¢in bazi temel bilgiler
gerekli olsa da, istatistiksel mekanigin konuyla ilgili kisminin kabaca bir tarifini
yapalim.

n—dereceli serbest bir mekanik sistem diigiiniilsiin. Daha 6zele indirgenecek
olursa n = 3k oldugu ve sistemin 3 boyutlu uzaydaki bir tiip icerisinde bulunan
k pargaciktan olugtugu varsayilsin. Bu pargaciklarin (mesela gaz molekiillerinin)
kiitlelerinin ve bunlarin uyguladiklar: kuvvetin tiimiiyle bilindigi kabul edilsin. Siste-
min bir anlik durumu, konumun n koordinatina karsilik gelen n hiziyla birlikte
verilmesiyle agiklanabilir. Kullanilmasi miimkiin olan koordinatlar yalnizca bu 2n
koordinatlar degildir, baz1 durumlarda konum ve momentumun kullanilmasi, konum
ve hizin kullanilmasindan ¢ok daha uygundur.

Bu acdan bakildigida sistemin bu durumu, 2n—boyutlu Oklid uzaymnda bir
nokta halini alir ki buna faz uzay denir. Zaman gegtikce fizik kurallarina (diferan-
siyel denklemler) paralel olarak sistemin durumu da degigir: Sistemin ge¢misi, bugii-
nii ve geleceginden olusan tiim tarihi, faz uzaymndaki belirli bir yoriingeyle temsil
edilebilir. Prensip olarak egrinin bir noktasi (anlik durumu) verildiginde biitiin
egri (tiim yoriinge) belirlenebilir. Uygulamada tam bir tanimlama yapabilmek igin
yeterli bilgimiz neredeyse olmaz. Ik kez Gibbs tarafindan ortaya atilan istatistiksel
mekanigin temel diiglincesi, bir duruma ait (faz uzaymndaki bir nokta) belirleyici

caligmay1 birakip, durumlar toplulugunun (faz uzayindaki bir alt kiime) istatistiki



caligmasina yonelmektir. “ ¢ aninda sistemin durumu ne olacak? ” sorusunu sormak
yerine “t aninda sistemin durumunun faz uzayindaki belirli bir alt kiimeye ait olma
olasiligi nedir? ” sorusu sorulmahdir. En ¢ok ilgi géren sorular asimptotik olanlardir:
“ t sonsuza giderken sistem muhtemelen ne hal alir? ”

Eger x4, belirli bir sistemin ¢ anindaki durumunu temsil eden faz uzayindaki
bir nokta ve T}, sabit her ¢ icin xy’ 1 x;” ye gotiiren bir doniigiim ise, bu durumda
x; = Tyxog dir. Agikar olarak Ty, = T,T; oldugu i¢in {7;}’ nin déniigiimlerin bir
parametreli grubu oldugu goriiliir. (Boyle gruplar genelde debi olarak adlandirilirlar.)
Istatistiksel mekanigin temel sonuglarindan biri Liouville teoremidir. Bu teorem, faz
uzayl taniminda kullanilan koordinatlarin uygun olarak segilmesi durumunda, faz
uzaymdaki debinin biitiin hacimleri (yani 2n—boyutlu hacimleri) sabit birakacagim
soyler. Bagka bir degisle, debiyi olusturan doniisiimler 6l¢ii koruyan donitigiimlerdir.
Istatistiksel mekanigin temel problemi, 6l¢ii koruyan déniigiimlerin belirli ailelerinin
asimptotik ozelliklerini ¢caligmaktir.

Somut, ii¢ boyutlu, fiziksel bir kurulumdan baslanirsa ilerleyen tartigma daha
soyut, ¢ok boyutlu bir matematiksel ideallestirme dogurur ki bu da onemli bir
ozellige doniigiir (Debinin 6l¢ii koruma 6zelligi). Bu 6zellik, ilk yerde soyutlamaya yol
gosterenler kadar somut diger modellere sahiptirler. Ornegin; bir sopa ile dikkatlice
karigtirilan, igine bir ka¢ damla vermut damlatilmig buz-icki karigimindan olusan
kokteylden elde edilen akim diigtiniilebilir. ilgingligi acik olan boyle ornekler, baglan-
gictaki gesitli diigiincelerin aydinlanmasina yardimei olacaktir.

Ergodik teori, tasarlanmig olunan fiziksel diigiincelerin matematiksel geligimidir.
Konu, ilging ve agikar olmayan teoremler icermektedir ve olasilik, topolojik gruplar
ve Hilbert uzay1 gibi matematigin diger ¢esitli branglar ile iligkilidir. Bir ya da
iki limit teoreminin iinii, bu teoremlerin modern ergodik teoride ¢ok biiyiik oneme
sahip ogeler olduklar: hakkinda popiiler bir gorii olugturdu. Ogrenilecek ¢ok sayida
topolojik ve cebirsel durumlar soz konusudur; daha muglak analitik durumlar, sadece
genel topolojik-cebirsel yap1 icinde tartigildiklar: zaman uygun gartlar1 elde eder.

Olcii uzaymin ana fikri, X kiimesi ile birlikte X’ in alt kiimelerinin belli bir
o —cebiri ve bu cebir tizerinde tanimh bir olglidiir. Bir o—cebiri, sayilabilir birlesimler

ve tlimleyenler altinda kapali olan kiimelerin bir simifi ve 6lgii, non-negatif (belki



sonsuz) ve sayilabilir toplamsal kiime fonksiyonudur. Olciiniin tammindaki kiimeler
X7 in Olgiilebilir alt kiimeleri olarak adlandirilir. Alinacak biitiin 6lgii uzaylarinin
o—sonlu oldugu kabul edilebilir. Yani X, sonlu olgiilii sayilabilir bircok kiimenin
birlesimidir. Bu kabuliin amac1 , Fubini Teoremi ve Radon-Nikodym Teoremi ile
ilgili baz1 zorluklardan kaginmaktir. Cilinkii o— sonlulugun varligi bu teoremleri
piirtizsiizce uygulanabilir kilmaktadir. Kullanilan tipik ol¢ii uzayi ornekleri sunlardir:
1) Lebesque 6lgiisii ve Borel 6lgiilebilirlik ile sonlu boyutlu bir Oklidyen uzay.

2) Borel 6lgiilebilirlik ve Lebesque 6l¢iisii ile birim aralik.

3) 0 ve 1’ lerden olugan biitiin z = (x,),n € N dizilerinin climlesi. Burada 6lgiilebilir
ciimleler {x : z,, = 1} seklindeki ciimleler tarafindan tiretilen o —cebirinin elemanlari,
olcti de; ayrik k araliklarinin iizerinde daima zik dir.

4) Borel olgtilebilirlik ve Haar olgiisii ile sayilabilir baza sahip lokal kompakt bir
topolojik grup.

Olciilebilir déniigiim; her 6l¢iilebilir kiimenin ters goriintiisii 6lciilebilir olacak
sekilde, olcti uzayindan olgii uzayima bir eslemedir. Eger ST ve TS’ nin her ikisi
de birim donitigiime esit olacak sekilde Y’ den X’ e bir S doniistimii varsa, X ten
Y’ ye T olciilebilir dontigiimiiniin tersi vardir denir. .S doniigimi 7' tarafindan tek
olarak belirlenir. Bu durumda S doniisiimiine 7" doniisiimiiniin tersi denir ve 7! ile
gosterilir. Kullanilan 6l¢iilebilir doniigtimlerin pek ¢ogu 6lgii-koruyan doniigtimlerdir.
Yani ol¢iilebilir kiimenin ters goriintiisii orjinal kiime ile ayni olgiiye sahip olacak
sekildeki dontistimlerdir. Eger iki doniigiim sadece sifir 6lciilii kiime tizerinde farklh
ise, bu iki dontigiim denktir denir. Ergodik teoride ¢aligilan dontigiimlerin ¢ogu, ol¢ii
uzayindan kendisine giden, tersi olan ve olgii-koruyan dontigimlerdir.

Olciilebilir olan fakat olcii-koruyan olmayan déniisiime tipik bir 6rnek reel eksen
lizerinde Tz = 2z ile verilen doniigiimdiir. Her F Borel kiimesi i¢in m(T'E) =
m(E)/2 oldugunu dogrulamak kolaydir (m Lebesque 6l¢iisii). Bununla yakindan
ilgili bir déniigiim yari-agik [0, 1) birim aralig tizerinde 0 < z < 3 oldugunda Tz =
2z ve % < z < 1 oldugunda Tz = 2z — 1 seklinde tanimlanan 7" dontiigiimiir. Eger

E = [2,2) almrsa, bu taktirde T7'E, [, &) ve [3(2 + 1), (2 + 1)) araliklarmn

birlesimidir ve dolayisiyla m(TE) = 243 = 2 = m(E) olur. Benzer diisiincelerle

ug noktalar1 birbirinin iki kat1 olan her E yari-agik araligi icin m(T'E) = m(FE)



oldugu gosterilebilir ve buradan 77 nin Olgii-koruyan oldugu kolayca goriliir. T,
birebir olmadigindan ve sifir 6lgiilii kiime iizerinde herhangi bir diizeltme ile de
birebir yapilamadigindan, 7" nin tersi olmayan bir oOlg¢ii-koruyan doniigim ornegi
oldugu anlagilir. Ayni dontistimiin izometrik temsili soyle bulunur: Mutlak degeri
1 olan biitiin kompleks sayilardan olusan 6l¢ii uzayi; Borel oOlciilebilirlik ve ol¢iisii
ile oyle standarttir ki bir yayin ol¢lisii onun uzunlugunun %’ si olmak tizere T' de
Tz = 2? olarak tammlamr. Reel eksendeki tersi olan ve olcii-koruyan doniigiime
basit bir érnek Tz = x + 1 ile tammlanmr. Genellersek, sonlu boyutlu Oklidyen
Uzayda ¢ keyfi bir vektor olmak tlizere T'vr = = + ¢ ile tanmimlanan 7" doniigimi de
tersi olan ve 6l¢ii-koruyan dontigiime ornek olarak verilebilir. Diger bir 6rnek demeti
de 2-boyutlu Oklidyen Uzay iizerinde T'(z,y) = (2z, 3y) seklinde tanimh doniigiim
tarafindan belirlenir. Birim karenin ters goriintiisii, genisligi % ve yiiksekligi 2 birim
olan bir dikdortgendir. Benzer sekilde, her dikdortgenin ters goriintiisii ayni alanin
dikdortgeni oldugundan 7" nin o6l¢ii-koruyan doniigiim oldugu anlagilir ve acik olarak

T’ nin tersi vardir. Sonug olarak 7" nin 6lgii-koruyan bir doniigiim olmasi i¢in m(E) =

m(T'E) esitligi saglanmahdir.



BOLUM 1
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

1.1 Lineer Uzay ve Lineer Fonksiyoneller

Bu boliimde; daha sonraki boliimlere hazirlik olmasi igin gerekli goriilen temel

tanim ve kavramlara yer verildi.

Tanim 1.1.1. [19] N dogal sayilar kiimesi iizerinde taniml her fonksiyona dizi denir

ve (x,) seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.2. [18, 5.69] L bos olmayan bir ctimle ve K bir cisim olsun. Eger z,y € L
ve A € K igin
+:LxL—1L

(z,y) =z +y

CKxL—L
(A y) = Ay

ile tanimlanan fonksiyonlar her x,y,z € L ve )\, 8 € K icgin,

(L1) r+y=y-+ux,

(L2)  (z+y)+z=x+(y+2),

(L3) Her x € L igin x + 0 = 0 + = = z olacak sekilde bir § € L vardur,

(L4) Her x € L i¢in z + (—z) = (—x) + & = 0 olacak sekilde bir (—z) € L vardur,
(L5) (A4 B)z = Az + Pz,

(L6)  Mx+y) =z + Ny,

(L7)  (AB)z = A(Bx),

(L8) lz ==,

esitliklerini saglar ise L climlesine, K cismi iizerinde bir lineer uzay denir.



Lineer uzay taniminda gecen bu K cismine lineer uzaym skaler cismi, K 'nin
elemanlarina ise skaler denir. Lineer uzaya vektor uzay1 da denir. Bu durumda
L’ nin elemanlar1 vektor olarak adlandirilir. 6 bazen 0 ile de gosterilir. + ve -
islemlerine kisaca lineer uzay iglemleri denir. Burada (L5) sartindaki 4+ semboliiniin
iki anlamda kullanildigina dikkat edilmelidir. Birinci taraftaki + isareti K’ daki
toplamayi; ikinci taraftaki ise L’ deki toplamayi belirtmektedir. K = R olmasi
halinde L’ ye reel lineer uzay, K = C olmasi halinde ise L’ ye kompleks lineer uzay
denir. Burada 6 ve (—z) € L elemanlarina sirasiyla L’ nin birim elemani ve x € L
nin toplamaya gore tersi denir. (L8)’ deki “ 1”7 ise K cisminin ¢arpma iglemine gore
birim elemanidir.

Reel terimli biitiin dizilerin uzay: w, yani;
w=RY={(z,): 7, €R,n €N}

ciimlesi dizilerin koordinatsal toplama ve skalarla carpma islemi olarak bilinen,

x=(x,),y = (yn) Ew ve A € Rigin
+ (@) + (Un) = (Tn +Yn), 2 A(z0) = (A2y)
islemleriyle bir lineer uzay tegkil eder.

Tanim 1.1.3. [18, s.73] L, K cismi tizerinde bir lineer uzay ve M, L’ nin bir alt
ciimlesi olsun. Eger her z, y € M ve her a € K icin ax +y € M ise, M’ ye L’ nin

bir lineer altuzayi veya sadece altuzay1 denir.

Tanim 1.1.4. [5, s.243] Reel terimli biitiin dizilerin w uzaymin bog olmayan her

altuzayina dizi uzayi denir.

Onemli baz dizi uzaylari; £, ¢, co, cs, lq ile gosterilen; sirasiyla sinirli, yakinsak,
sifira yakinsak, yakinsak seri olusturan ve mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin
uzayidir.

Bu uzaylar agagidaki sekilde karakterize edilebilir ve bu uzaylar arasinda

{1 Ces C ey C e C LUy seklinde bir kapsama bagintist meveuttur.



x = (xf) € w:sup |zl < oo}
k

o = a::(xk)EW:li’gnxk:O}

c = {x = () Ew: liinxk mevcut}
cs = {:1: = (zg) Ew: Zwk yakmsak}
k

6 = {z = () Ew: Z |2k yakmsak}
k

Tanim 1.1.5. [18, s.109] L ve M ayni K cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. Her
x,y € L ve a € Kigin,
T(ax+y)=al(zx)+T(y)

esitligi saglanir ise, T': L. — M fonksiyonuna bir lineer doniigiim adi verilir.

Tanmim 1.1.6. [18,5.109] L bir K cismi tizerinde lineer uzay olmak tizere f : L — K

lineer dontisiimiine bir lineer fonksiyonel denir.

Burada gortildiigii tizere lineer fonksiyonel, reel veya kompleks degerli lineer bir
doniigtimdiir.

L* ={f:L— R: f lineer ve siirekli}

cumlesine L’ nin surekli duali denir.

Ornek 1.1.1. Yakmsak dizilerin uzay: iizerinde ((x) = lim,z, ile tanimlanan

¢ : ¢ — R bir lineer fonksiyoneldir.

Tanim 1.1.7. [20, s.55] f: L — K fonksiyoneli verildiginde, her z, y € L igin

flx+y) < f(@)+ f(y)

ise 7 ye alttoplamsaldir denir. Eger her x € L ve negatif olmayan « reel sayisi
i¢in,
flaz) = af(x)

ise f’ ye homojendir denir.



Hem alttoplamsal hem de homojen olan bir f fonksiyoneline, altlineer fonksi-

yonel denir.

Ornek 1.1.2. Smurh dizilerin uzay: iizerinde f (z) = limsup, =, ile tanimlanan

f :lo — R bir altlineer fonksiyoneldir.

Tanmim 1.1.8. [18, 5.103] L, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.
|-]: L —R"
fonksiyonu her x, y € L ve her a € K igin,

N1
N2
N3
N4

|z = 0,
lzl| =0 = = =6,

(N1)
(V2)
(N3)  laz]| = |afljz]l
(N4)

[+ yll < llz[] + llyll;

sartlarini saglarsa || - || fonksiyonuna L tizerinde bir norm ve (L, || - ||) ikilisine de

normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir.

Tanim 1.1.9. [19, s.75] (L, || - ||) normlu lineer uzay1, bir g € L noktasi ve pozitif

bir r sayis1 verilsin. Bu taktirde;

D, (x¢) = D(zg,7) ={xz € L : ||z — x| <r}
kiimesine zy merkezli ve r yaricaph acgik yuvar,

D, (x9) = D(zg,r) ={z € L : ||z — 20| <7}
kiimesine zy merkezli ve r yarigcaphi kapali yuvar ve

Sp(xg) = S(xo,7) ={z €L : ||z —x0|| =7}

kiimesine de xy merkezli r yaricapl yuvar yiizeyi denir.

DT(ZL’()) = DT(JI0> U ST(ZL’())

oldugu agiktir. D,(zg) agik yuvarina xy € L noktasinin bir komsgulugu (r-komsulu-
gu), D(xg) = D,(x¢) — {zo} kiimesine de xy noktasinin bir delinmis komsgulugu

(delinmig r-komsulugu) denir.



Tamim 1.1.10. [19, s.89] (L, || - ||) normlu lineer uzay1, A C L alt kiimesi ve x € L
noktasi verilmis olsun. Herbir » > 0 i¢in Zo)r(a:) N A # 0 ise x noktasma A nin
bir limit noktasi denir. A C L alt kiimesinin biittin limit noktalarindan olusan
A’ kiimesi ile A nin noktalarindan olusan kiimeye A nin kapamsi denir ve A ile

gosterilir. A = A ise A kiimesine L’ de kapali kiime ad1 verilir.

Tanmim 1.1.11. [19, s.89] (L, || - ||) normlu lineer uzay, B C L ve x € B olsun.
D, (x) C B olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa 2’ e B’ nin i¢ noktasi denir. B’ nin
i¢ noktalarinin kiimesine B’ nin i¢i denir ve B ile gosterilir. B = B ise B kiimesine

L’ de acik kiime denir.

Tanim 1.1.12. [19, 98] K = R veya K = C olmak tizere L, K cismi tizerinde bir
lineer uzay olsun.

(,) : LxL—=K
fonksiyonu,

i1 Her x € L igin (z,2) > 0ve (z,2) =0 < =0,

(i1)
(i2) Her z, y € L i¢in (x,y) = (y,x) ,
(i3) Her x, y € L ve a € K igin {az,y) = alz,y) ,
(i4) Her z, y, z € L igin (x +y,2) = (x, 2) + (y, 2) ,
sartlarim saglhiyor ise (., .) fonksiyonuna L tizerinde bir i¢ ¢arpim, (L, (.,.)) ikilisine

de i¢ ¢arpim uzay: (veya 6n Hilbert uzay1) denir.

Tanim 1.1.13. [5, s.66] L bog olmayan bir ciimle ve L’ nin altciimlelerinin bog

olmayan bir sinifi 7 olsun. 7 sinifi,
(rty)y Ler, Der,
(T2) Vi e ligin A; € 7ise (U,
(T'3) i=1,2,..,nigin A; € Tise [, 4; €T,

AiET,

ozelliklerini saghyorsa 7’ ya L iizerinde bir topoloji ve (L, 7) ikilisine de topolojik
uzay denir.

Tanim 1.1.14. [7,s.174] (L,7), (H, ') iki topolojik uzay, f : L — H bir fonksiyon

)

ve g € L olsun. f(zy)" mn her N komsulugu icin f~*(N) de x5’ m bir komgulugu

ise, f fonksiyonuna xy noktasinda siireklidir denir.



Tanim 1.1.15. [18, s.93] (L,K), tizerinde topolojik yapi bulunan bir lineer uzay
olsun. Eger lineer uzayin toplama ve skalerle carpma iglemleri bu topolojiye gore

siirekli ise, L uzayma topolojik lineer uzay denir.

Tanim 1.1.16. [18, s.79] L lineer uzaymin bos olmayan bir altciimlesi E olsun.
Eger A > 0 ve > 0 olmak tizere x, y € Eve A+ pu = 11icin Az 4+ py € E ise, E ye

konveks cumle denir.

Tanim 1.1.17. [21] Bir L topolojik lineer uzayinda, 0’ i her komsulugu 0’ m

konveks bir komsgulugunu kapsiyorsa, L’ ye lokal konveks uzay denir.

Tanim 1.1.18. [16, s.67] L normlu uzay ve (x,), L’ de bir dizi olsun. Eger her
e > 0 i¢in n > ng oldugunda ||z, — z|| < ¢ olacak sekilde bir ny € N varsa, (z,)

dizisine L’ de yakinsak dizi denir ve z,, — = (n — 00) veya lim,, x,, = x yazilr.

Tanim 1.1.19. [16, s.67] (x,), (L, || - ||) normlu uzaymda bir dizi olsun. Eger her
e > 0 icin m,n > ngy oldugunda ||z, — x,|| < € olacak sekilde bir ng € N varsa, ()

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 1.1.20. [18, s.95] Eger L normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi L’ deki bir

noktaya yakinsak ise, L’ ye tam uzay denir.

Tanim 1.1.21. [18, 8.95] (L, || - ||) normlu lineer uzay1 tam ise bu uzaya Banach

Uzay1 denir.

Ornek 1.1.3. ¢ wve (. dizi uzaylar, ||z|| = sup, |z,| normu ile birer Banach

uzayidirlar.

Tanim 1.1.22. [3, s.150] K = R veya K = C, L normlu bir uzay olmak iizere,

f : L — K lineer fonksiyoneli ve her x € L i¢in,

[f(@)| < cljz]] (1.1.1)

olacak gekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa, f’ ye bir sinirli lineer fonksiyonel denir. Bu

durumda f’ nin || f|| ile gosterilen normu,

11 = sup LN
T
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ile verilir. Eger (1.1.1) de ¢ = || f|| almirsa,

[f (@) < [If ]l

olur. Ayrica bir f : L — K fonksiyonelinin normu,
1111 = sup 17(2)

ile de verilebilir.

Tamim 1.1.23. [19, s.178] L, bir K say1 cismi (K = R veya K = C) tizerinde bir
normlu uzay olsun. L tizerinde tanimli tiim sinirh lineer fonksiyonellerden olusan

B(L,K) Banach uzayma, L nin normlu duali denir ve L' ile gosterilir.

Tanim 1.1.24. [19, s.188] L’ Banach uzaymm normlu duali L” = (L')" uzayma, L
uzayiin ikinci duali denir.

L" = B(L',K) ikinci dual uzay da bir Banach uzayidir.

Tanim 1.1.25. [19, s.190] L normlu bir uzay ve L = L” ise, L uzayma yansiumali

(veya refleksif) bir uzay adi verilir.

Tanim 1.1.26. [5, s.23] L Banach uzayi, H normlu uzay ve {T,}.e; € B(L, H)
olsun. Eger verilen ¢ > 0 ve Voo € I igin ||z|| < ¢ oldugunda ||T,z| < e olacak

sekilde § > 0 sayist var ise, {T,,} operatorler ailesi egstireklidir denir.

Tamim 1.1.27. [9, s.67] (L, || - ||) uzayinda bir (x,,) dizisi verilmig olsun. Eger her
f e L igin
lim f(z,) = f(z)

n—oo
olacak bigimde bir xy elemam varsa, (z,) dizisi 2o’ a zayif yakinsaktir denir ve
w — limx, = zy seklinde gosterilir. Burada zy noktasina da (z,) dizisinin zayif

limiti denir.

Tanim 1.1.28. [19, s.236] (L, || - ||), bir normlu uzay ve A C L bir ciimle olsun.
A ciimlesindeki her (z,,) dizisinin L’ deki bir noktaya zayif yakinsayan bir alt dizisi

varsa, A cimlesine zayif dizisel kompakttir denir.
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Tanim 1.1.29. [19, s.213] L Banach uzay1ve M C L kiimesi verilsin. Eger (z,) € M

ve w — lim z,, = z oldugunda x € M ise, M kiimesi L’ de zayif kapalidir denir.

Teorem 1.1.1. [18, s.133] L bir lineer uzay, M, L’ nin bir 6zalt uzay1 ve p: L — R
bir altlineer fonksiyonel olsun. Eger f, M iizerinde her x € M ig¢in f(z) < p(z)
olacak gekilde bir lineer fonksiyonel ise, bu taktirde her z € L i¢in g(z) < p(x) ve

her x € M i¢in f(x) = g(x) olacak gekilde f’ nin L’ ye bir g genigletmesi vardir.

1.2 Banach Limitleri ve Hemen Hemen Yakinsaklik

Hahn-Banach teoreminin reel degerli biitiin sinirh dizilerin lineer uzayina uygu-
lanmasi, Banach limit kavraminin dogmasina neden olmustur. Lorentz tarafindan
Banach limitlerinden yola cikarak hemen hemen yakinsak dizi kavrami tanimlandi.
Kaydirma operatorii altinda degismez kalan ve ¢ iizerindeki ¢(x) = lim, z,, line-
er fonksiyonelinin /., uzayina genigletmesi olan ve negatif olmayan bazi lineer fonksi-
yoneller ilk defa Banach tarafindan tanitildi. Bu tip fonksiyoneller daha sonradan

Banach limiti olarak adlandirildi.
Tanim 1.2.1. Banach Limiti [5] Bir ¢ : /., — R lineer fonksiyoneli,

(2) Her n=0,1,2,... i¢in z, >0 ise ¢(z,) >0,
(i1) ole)=1; e=(1,1,1,...),
(i17) ¢(z) = ¢ (Sz), Sz =S5(xn) = Tnt1,

sartlarini sagliyor ise ¢’ ye bir Banach limiti denir.
Biitiin Banach limitlerinin ciimlesi 3 ile gosterilir.

Teorem 1.2.1. [5, 5.261] 8 # () ve
q:ls — Rigin

. T+ 2Tog+ ... + Ty
¢(z) = limsup "

olsun. Bu taktirde ¢ bir altlineer fonksiyonel ve

—q(—z) = liminf R B e
n n

12



dir. Eger z € c ise

Fz) = hqgnxn _ hrrln T1 + 22 ;L— Y — (@)

olur.

Hahn-Banach Teoremine gore her x € /., icin

—q(=7) < ¢(z) < q(x)

olacak gekilde f’ nin ¢’ den /.’ a bir ¢ genigletmesi vardir. x € {,, ic¢in

q(z — Sz) = limsup Tntt 701
n n

=0

oldugundan, ¢ bir Banach limitidir.

Teorem 1.2.2. [5,5.262] ¢ € [ ise © = (x,,) € {x igin
limninf z, < ¢(x) < limsup z,

saglanir.

ispat. Sinirh bir x = (z,,) dizisi i¢in liminf, z, ve limsup, z, sirasiyla
limg inf,, >z, ve limy sup,,>;, z, ile tanimhdir. ¢ Banach limiti oldugundan

¢(x) = ¢(S(x)) dir ve

infz, < ¢(xy,) <infz, +¢

olacak sekilde bir ng secilebilir. O halde her n icin
Tp+E—Tp, >0
dir. ¢ Banach limitinin 6zelliklerinden
o(x) + ¢ > xp,, > infx,

elde edilir. € keyfi oldugundan ¢(z) > infz,, dir.

Supremum 6zelligi kullamlarak benzer sekilde ¢(z) < supz, oldugu gosterilir.
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Biitiin Banach limitleri esit olan dizileri kararterize etmek icin diger bir altlineer

fonksiyonel tanimlanabilir.
L
p:lo = R, p(x) =inf h;rn sup o ; Tpytj
olsun. Burada infimum ny, ns, ..., n; tamsayilarinin ctimlesi iizerinden alinmaktadir.
Acik olarak
1 F

—p(—x) = sup lljm inf z ; L
dir ve p icin agagidaki sonuclar gecerlidir.
Teorem 1.2.3. [5, 5.262] ¢ € f ve x € {, ise, bu taktirde

liminf z,, < —p(—z) < ¢(x) < p(z) < limsup z,

dir.
Teorem 1.2.4. [5, 5.262] p, (., iizerinde bir altlineer fonksiyoneldir.

l+ tzerindeki bu p altlineer fonksiyoneli ¢ iizerinde ¢ lineer fonksiyoneline baskin;
yani, her z € ¢ i¢in £(z) < p(x) oldugundan; Teorem 1.2.1, p altlineer fonksiyoneli
kullanilarak da ispatlanabilir.

Gercekten Hahn-Banach teoremi geregince Vr € £ icin

—p(x) < ¢(z) < p(x)
olacak sekilde ¢’ nin /..’ a bir genigletmesi vardir ki bu da Banach limitidir.

x bir yakinsak dizi ise her ¢ € (8 icin
o(z) = l(x) = limx,

oldugundan, yakinsak bir dizinin biitiin Banach limitleri egittir. Bununla beraber,
biitiin Banach limitleri cakigik olan fakat yakinsak olmayan diziler de vardir. Ornegin,

x = (1,0,1,0,...) ise, her ¢ € § i¢in
[6(x) + o(S)]

6 (v + Sz)

¢(r) =

N RN RN RN~
-
—~
Q)
S—
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oldugundan, bu dizinin Banach limiti % dir. Banach limitlerinin tekligi hakkinda

asagidaki sonug bilinir.

Teorem 1.2.5. [5] Siurh bir # dizisinin biittin Banach limitlerinin ¢akisik olmas:

icin gerek ve yeter sart p(z) = —p(—x) olmasidir.

Tanim 1.2.2. [17] Smirh bir x dizisinin biitiin Banach limitleri sabit bir s sayist
ise, x dizisi s’ ye hemen hemen yakinsaktir denir ve f — limx = s ile gosterilir.

Hemen hemen yakinsak biitiin dizilerin ctimlesi f ile gosterilir.
Lorentz hemen hemen yakinsak dizileri agagidaki teoremle karakterize etti.

Teorem 1.2.6. [17] Sinirh bir # dizisinin hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek

ve yeter sart, n” ye gore diizgiin olarak,

hIl’l Tn + Tn41 + ...+ wn-{—p—l — s
pP—00 p

olacak sekilde bir s sayisinin bulunmasidir.
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BOLUM 2
OLCULEBILIR FONKSIYONLAR VE
MATRIS DONUSUMLERI

2.1 (3191’1 ve élgﬁlebilir Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1. [2,s.15] X bog olmayan bir ctimle ve A, X’ in bog olmayan altciimlele-

rinin bir siifi olsun. Eger A,

(1) X e A,

(17) Her Ae A igin A°=X\A € A,

(i11) Hern e Nigin A, e A=~ A, € A,
ozelliklerini sagliyor ise A" ya X tizerinde bir o-cebir denir.

Bu durumda (X, .A) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay, A’ daki her bir ciimleye de

A-0l¢iilebilir ciimle denir.

Tanim 2.1.2. [2] X bir topolojik uzay olsun. A4, X’ in tiim agik (kapal) ciimlelerini
kapsayan en kiiciik o-cebir ise A’ ya Borel cebiri denir. Boylece elde edilen (X, .A)

ikilisine Borel uzay1 ve A’ nin elemanlarina da Borel 6lgiilebilir ciimleler denir.

Teorem 2.1.1. [2] (X,.A) dlgiilebilir uzay ve Y, X’ in bog olmayan bir altclimlesi
olsun. Bu durumda Ay ={Y NA: A€ A} simfi Y iizerinde bir o-cebirdir.
Bu durumda (Y, Ay ) ikilisine (X, .A) uzayimn altolgiilebilir uzayi denir.

Tanim 2.1.3. [2] (Xy,4;) ve (X5, Ay) olgiilebilir iki uzay olmak {izere,
f: X; — X, fonksiyonu verilsin. Eger her Ay € A, icin f71(Ay) € A ise, [

ye Olgiilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.1.2. [2] (X, .A) dl¢iilebilir bir uzay olmak tizere f : X — R &l¢iilebilir bir
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fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler denktir. Her oo € R igin,
i) {reX:f(z)>a
i7) {r e X: f(x) > a} dlgilebilirdir.
i11) {reX: f(z)<
iv) {r e X: f(x) <a} dlgilebilirdir.

} olgilebilirdir.
a} dlgilebilirdir.

Biitiin f : X — R olgiilebilir fonksiyonlarin ciimlesi M (X, .A) ile gosterilir.

Tanim 2.1.4. [2, s.22] (X, .A) bir dlgiilebilir uzay olsun. A iizerinde genigletilmisg
reel degerli bir p fonksiyonu,

(2) 1(0) =0,

(17) Her A € A i¢in u(A) > 0,

(i11) A smufindaki her ayrik (A,) dizisi igin p (U2 An) = > ooy 11(Ay),
ozelliklerini sagliyor ise u’ ye X iizerinde bir ol¢ii fonksiyonu veya kisaca olgii adi
verilir. Boylece elde edilen (X, A4, i) tiglii sistemine de 6l¢ii uzay1 denir.

Eger her A € A igin pu(A) < oo ise, p'ye sonlu 6lgii; pu(X) = 1 ise, olasilik
oOlcgiisii denir. Bu ¢aligma boyunca aldigimiz ol¢tilerin sonlu oldugunu kabul edecegiz.
Teorem 2.1.3. [6] (X, A, ) dl¢ii uzayr olmak tizere (A,.A44), (X,.A) dlgiilebilir
uzaymin altolgiilebilir uzay1 olsun. p(A) > 0 olmak {izere, her B € A i¢in
pa(B) = pu(BNA)/u(A) ile tanimh gy @ (A, As) — [0, 00] fonksiyonu bir dl¢iidiir.
Boylece elde edilen (A, Ay, pa) tgliisiine, (X, A, ) 6lgli uzayimin altdlgii uzay
denir.

Tamm 2.1.5. [2,5.69] (X, A, ;1) bir 6lgii uzayr ve f € M (X, A) olsun. Eger [, fTdu
ve [ + J~dp integrallerinin her ikisi de sonlu ise, f fonksiyonu X iizerinde p’ye gore

integrallenebilirdir denir ve bu integral
[ tau= [ srau- [ s
X X X

Bu tamimda f* ve f~ ler, f nin pozitif ve negatif kismini gostermektedir. X

reel sayisidir.

tizerinde p Olgiisiine gore integrallenebilen fonksiyonlarin simfi £ = £ (X, A, p) ile

gosterilir. 0 < p < oo olmak iizere,

Ly ={f e M(X,A): |f]" € L(X, A n)}
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ciimlesine p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

2.2 Matris Doniisumleri

Bu kisimda matris dontigiimleri tanitilarak; bir matrisin regiiler ve kuvvetli
regiiler olmasi icin gerek ve yeter sartlar verildi.

B = (buk), (n,k=1,2,...) reel terimli sonsuz bir matris olsun. Eger her n € N igin

k=1

serileri yakinsak ise,

B = (Bn(z))

dizisine x = (zy) reel dizisinin B = (b,;) matrisi ile elde edilen doniigiimii denir.
Eger Bx dizisi mevcut ve

lim B,(z) =a

n—oo
ise, (zy) dizisi a—ya B—toplanabilirdir veya B—limitlenebilirdir denir ve
B —limx = a seklinde yazlir.

E ve F iki dizi uzay1 olsun. Eger her z € F i¢in Bz dizisi mevcut ve Bx € F' ise,
B matrisi £’ den F” ye tanimlidir denir ve boyle matrislerin sinifi (E, F') ile gosterilir.
Bir matrisin (F, F') smifinda olmasi i¢in gerek ve yeter sartlarim belirlenmesine
(E,F) matris smifinn karakterizasyonu denir. Ornegin, B € (fo,w) olmasi icin

gerek ve yeter sart, her n icin
D bkl < o0
k

dir [18]. /" dan, £, ve ¢’ ye tanimh matrisler agagidaki teoremle karakterize edildi.

Teorem 2.2.1. [18] B € ({, ) olmasi igin gerek ve yeter sart

up Y o] < o
"ok

olmasidir.
Teorem 2.2.2. [18] B € ({4, c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(7) n' ye gore dizgin olarak ), |buk| yakinsak,

(17) Her bir k icin lim,, by, = by,
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olmasidir.

Tanim 2.2.1. [18] Bir B = (b,;) sonsuz matrisi yakinsak dizileri yine yakinsak
dizilere limiti koruyarak dontigtiiriiyor ise, B’ ye regiiler matris denir. Regliler mat-

rislerin smif (¢, ¢),¢, ile gosterilir.
Teorem 2.2.3. [18] B € (¢, ¢),¢; 0lmasi igin gerek ve yeter sart

(4) sup,, 2y [bnk| < o0,
) Her k i¢in, lim, b, = 0,

(iid)  limy, 32, bos = 1

olmasidir.

Tanim 2.2.2. B matrisi regiiler bir matris olsun. Eger B matrisinin hi¢ negatif
terimi yoksa ve her satirindaki terimlerin toplami 1 ise, B matrisine olasiliksal
regiiler matris denir.

Olasiliksal regiiler matrisin iyi bir 6rnegi 1. mertebeden Cesaro matrisidir. (C,1) =

(C, 1) Cesaro matrisinin

ile tamimlandigi biliniyor.

Tanim 2.2.3. Regiiler bir B matrisi hemen hemen yakinsak her diziyi yakinsak bir
diziye limitini koruyarak dontstiiriiyor ise, B ye kuvvetli regiiler matris denir. Bu

durumda B € (f, ¢)yey yazilir.
Kuvvetli regiiler matrislerin sinifi agsagidaki teoremle karakterize edildi.

Teorem 2.2.4. [17] Regiiler bir B = (b,;) matrisinin kuvvetli regiiler olmas: igin

gerek ve yeter sart B nin translatif, yani

lm Y bt — buea| = 0
k

olmasidir.
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BOLUM 3
ERGODIK DONUSUMLER VE
KUVVETLI REGULER MATRISLER

3.1 Temel Tanimlar

Tanmim 3.1.1. [14] (X, A, ) bir dl¢ii uzay1 ve T' de 1 < p < oo olmak iizere L,
tizerinde lineer bir operator olsun. Eger;

(a) Her f € L, i¢in [|T'f]|, < ||f|l, ise T” ye biiziilme doniisiimii,

(b) Her f > 0igin T'f > 0 ise 17 ye pozitif doniigiim denir.

Tanim 3.1.2. [14] (X, A, u) bir 6lgli uzay1 ve T': X — X O0l¢iilebilir bir déniigiim

olsun. Eger T7!A = A ise, A € A ciimlesine invaryant ciimle denir.

Tanim 3.1.3. [14] (X, A, p) bir 6lgli uzay1 ve T': X — X O0l¢iilebilir bir déniigiim
olsun. Eger her A € A igin pu(A) = pu(T~1A) ise, T ye 0lgii koruyan doniigiim

denir.

Tanim 3.1.4. [14] (X, A, p) bir 6l¢ii uzayi ve T : X — X 06l¢ii koruyan bir déntigiim
olsun. Eger A € A invaryant ciimlesi igin T"'A = A oldugunda u(A) = 0 ya da

p(A) =0 ise, T doniigiimiine ergodiktir (veya u Ol¢iisiine gore ergodiktir) denir.

Tanmim 3.1.5. (X, A, p) bir 6l¢ii uzay1 ve T': X — X 0l¢iilebilir bir déniigiim olsun.
Eger A € Aigin u(A) =0 < pu(T71A) = 0 ise, u olgiisiine sifir invaryanttir denir.

Tanmim 3.1.6. (X, A, u) bir 6l¢ii uzay1 ve T': X — X 0l¢iilebilir bir déniigiim olsun.
Eger Vn € N igin, ANT"A = () olacak sekilde A € A alindiginda p(A) = 0 ise, u

ye koruyandir (veya konzervatiftir) denir.

Tanim 3.1.7. (X, A, u) bir 6lgii uzay1 ve T : X — X Olgiilebilir bir dontigiim olsun.

Eger A € Aigin m(A) =0 < u(A) =0 ise, u dlglisii m dlgiistine denktir denir.
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Tanim 3.1.8. (X, A, u) bir dl¢ii uzay1 ve T' : X — X O0lgiilebilir bir déntigiim
olsun. Eger A € Aicin A, T *A, T2A, ... kiimeleri karsihikl ayrik ise; A ciimlesine,

mikemmel cumle denir.

Tanmim 3.1.9. (X, A, p) bir 6l¢ii uzay1 ve T': X — X 0l¢iilebilir bir déniigiim olsun.
Eger pozitif tamsayilarin artan bir (ry) dizisi i¢in A, T~ A, T~ A, ... kiimeleri kargi-

likli ayrik ise A ciimlesine, zayif miikemmel ciimle denir.

Tanim 3.1.10. Verilen her € > 0 sayis1 i¢in u(A) < § iken ¢(A) < € olacak sekilde
bir 6 > 0 var ise, ¢ Olgilisiine p—siireklidir denir. Her n € N ve her ¢ > 0 igin,
pu(A) < 0 iken ¢,(A) < e olacak sekilde bir § > 0 var ise, {¢,} Olciilerin dizisine

diizgiin p— siireklidir denir.

3.2 Teoremler

Lemma 3.2.1. [4] Z bir Banach uzay1 ve T'ile L,, (n = 1,2,...) Z’ den Z’ ye lineer
dontigiimler olsun. Eger T'L,, = L, T, baz1 2’ ler i¢in im L,,(z — T'z) = 0 ve L,(z),

2o noktasina zayif yakinsak ise, T'zg = 2 dir.

Ispat. z, Z tizerindeki lineer bir fonksiyonel olsun. Bu taktirde zayif yakinsakligin

tanimindan;

limZ(L,2z — 2z) =0 (3.2.1)

olur. T': Z — Z lineer bir doniigim oldugundan

lmZ(T L,z — Tz) =0 (3.2.2)

bulunur. lim,, L, (z — T'z) = 0 oldugu bilindiginden ve Z nin siirekliliginden

limz(L,z — L,Tz) =0 (3.2.3)

olur. T' ve L, degismeli oldugundan, her n € N icin

Z(z0 — Tz0) = Z(20 — Lnz) + Z(Lpz — L, T2) + Z(T' L,z — T2p)
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yazilabilir. Boylece Z iizerindeki biitiin lineer fonksiyoneller i¢in (3.2.1), (3.2.2) ve
(3.2.3)" ten Z(zo — T'z9) = 0 olur. Buradan da,

TZQ = 20
bulunur. n

Teorem 3.2.1. [22, 5.213] Z; lokal konveks, lineer topolojik uzay olsun. 7': Z — Z,
{T™ : ¥n € N} operatorler ailesi herbir ¢ yarmormu igin egsiirekli olacak gekilde
siirekli bir lineer doniigim olsun. Bu takdirde Vz € Z i¢in,

supq(T"z) < ¢'(2) (3.2.4)

n>1

olacak sekilde Z iizerinde siirekli bir ¢’ yarmormu vardw. R(I —T) , R(I —T)

goriintli kiimesinin kapanigi olmak tizere;

- 1 &
R(I -T) = e€Z:limT,2=0, T,=— ™
( ) {z im T,z an:1 }

n—oo
esitligi saglanir ve

R(I—-T)NN(I —T) = {0}
dir.

ispat.

T,(I-T) = %zn:Tm(I—T)

— %(Zn: T _ Zn: Tm+1)
m=1 m=1
1

— (T -1
~( )

elde edilir. Eger w € R(I —T) ise, bu taktirde w = (I —T')z olacak gekilde bir z € Z
vardir. Boylece (3.2.4) kullanilirsa,

1 n
lim T,w = lim —» T"( T
i T = Jim 25 T -1z

n—oo

= lim =) (T —T")z

m=1

22



olur. Simdi bir v € R(I —T) almsmn. Bu taktirde Z {tizerindeki siirekli bir ¢’
yarmormu ve € > 0 i¢in,

¢ (u—w)<e

olacak gekilde bir w € R(I — T') vardir. Boylece (3.2.4) kullanilarak

(Tou—w) = q (% ST~ w))

S (T w)

¢ (u—w)<e

IN

IA

bulunur. Buradan;

Q(Tnu)

IN

o(Thw) + (T (u — w))

IN

q(Tow) + ¢
elde edilir ve bu son egitsizligin her iki yaninda limit alinirsa

lim T,,u =0

n—o0

olur. O halde;

. 1 &
RI-T)Clze€Z:limTy=0, T,=—S 1"
( >—{Z Jim 7,2 an }

dir. Tersine; lim 7,2 = 0 olsun. Buradan; Z tizerindeki stirekli bir ¢ yarimmormu ve
her £ > 0 i¢in
q(z—(z—Ty2)) =q(Ty2) < e

olacak sekilde bir n vardir. Boylece;

1 n
—T,z = — I-Tm
z z n;( )z

1
= ~(mz—Tz—-T*2-T%%—...—T"z)
n
1
= (=T +=z-T*2)+(z-T%2)+..4+ (2 —T"2))
n
1 n
= —§j(I—T)([+T+T2+T3+...+Tm—1)z
n
m=1

dan (z—T,2) € R(I—T) oldugu anlagihr. Buda z € R(I — T') olmas1 demektir. [
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Teorem 3.2.2. [22, 8.213] Z, Teorem 3.2.17 in sartlarim saglayan bir uzay olsun ve

(3.2.4) esitsizligi saglansim. Ayrica bir z € Z i¢in, {n} dizisinin

w— lim T,z =z
n/—o00

olacak gekilde bir {n’} alt dizisi bulunsun. Bu taktirde; T'zg = 2o ve lim,, o T2 = 20

dir.

ispat.

m=1 m=1
1 - m—+1 - m
ST DA %}
n m=1 m=1
1
— E(Tn+1—T)

oldugundan (3.2.4) kullamlarak;

1
lim (TT,z — T,z) = lim —(T""™" —T)z =0

n—o0 n—oo M,

bulunur. Béylece herhangi bir f € Z’ igin

lim (TT, 2, f) = lim (T2, T'f) =
— 00

n—oo n

LIEIJT”'Z’JC) = (20, f)

n

olur. Bu yiizden (zo, f) = (T2, f) ve f € Z' niin keyfi seciliginden T'zy = z, elde

edilir.

Tz = T"z2—T"zg+ T2
= T"2+T"(z — 2)

= 2+ T"(z — 2)

ve buradan da
Thz = z0+ Th(z — 20) (3.2.5)

bulunur. (z — z9) = w — lim, (2 — T)vz) ve Teorem 3.2.17 de gosterildigi iizere

(z = Twz) € R(I —T) oldugundan, (z — 2z9) , R(I — T)’nin zayif kapanigina aittir.
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Fakat lokal konveks vektor uzaylarinda, bir konveks altkiimenin zayif kapanigi bu

altkiimenin orjinal kapanigina esit oldugundan
(z—2) € RI—-T)

ve buradan da

lim T,,(z — 29) =0

n—o0

olur. (3.2.5) esitliginin her iki yanminda (n — o0) i¢in limit ahndiginda

lim T,z = zg
n—oo

bulunur. O

Sonug 3.2.1. [22, s.214] Z lokal konveks dizisel zayif kompakt vektor uzayr olmak
lizere (3.2.4) esitsizligi gegerli olsun. Bu durumda; bir z € Z ve lim,, o T,z = 2

olacak sekildeki bir zg € Z i¢in

To=Ty =TT, =TT (3.2.6)
R(Ty) = N(I - T) (3.2.7)
N(Ty) = R(I - T) = R(I — Tp) (3.2.8)

egitliklerini saglayan ve 2’ yi zp’ a tasiyan siirekli lineer bir Ty operatorii vardir.

Ayrica,
Z=RUI-T)YeN{I-T) (3.2.9)

dir. (Yani; herhangi bir z € Z , R(I — T kiimesinin ve N (I —T') kiimesinin birer

elemaninin toplami olarak bir tek sekilde temsil edilir.)
ispat.

n—o0 n—oo N,

1 n
20 ="Tpz = lim T,z = lim —ZT’”Z
m=1

yazilirsa Tp'in lineerligi agiktir. (3.2.4) kullanilarak herbir z € Z, n € N ve ¢ siirekli

yarmormu i¢in



elde edilir. Boylece {7}, : n € N} operatorler ailesi (3.2.4) anlaminda egstireklidir.
Buradan kolayca goriilebilir ki Tj, siirekli bir operatordiir. Simdi T2y = 2y ve

zo = Tyz esitlikleri kullanilarak
TZO = TT()Z =20 = ToZ

esitligi bulunur ki; buradan da, her bir m € N i¢in TTy = Ty = T™Ty = Tj elde

edilir. Simdi her n € N i¢in
i

esitligi Tp? = Tp olmasim gerektirir. Diger taraftan,

1

T, —1,1T = —
n

(T — 1)

ve (3.2.4)" ten Ty = ToT bulunur. Boylece (3.2.6) ispatlanmig olur. Simdi Tz = z
olsun. Boylece T"z = z , T,,z = z ve buradan da, Toz = z olur ki bu da z € R(T)
olmasi demektir. Tersine z € R(Tp) olsun. Ty = Ty’ dan, Topz = z ve TTy = Ty
dan da Tz = TTyz = Toz = z elde edilir. Buradan z € N(I — T') oldugu goriiliir.
Boylece (3.2.7) gosterilmig olur. Teorem 3.2.1’ den N (Ty) = R(I — T) dir. T¢ = T,
yardimiyla R(I —Ty) € N(Tp) ve eger z € N(1p) alimirsa bu taktirde z = z — Tz €
R(I — Tp) bulunur. Boylece N(Ty) = R(I — Tp) oldugu goriilir. I = (I —Ty) + To
oldugu dikkate almip (3.2.7) ve (3.2.8) kullanilirsa (3.2.9) elde edilir. O

Teorem 3.2.3. [12] Z, {izerindeki yarmormlarin W ailesi tarafindan indirgenmis
topoloji ile dizisel tam, zayif dizisel kompakt lokal konveks bir vektor uzay: olsun.
T:7Z — Z, {T" : n € N} operatorlerin ailesi her bir ¢ € W i¢in egsiirekli olacak
sekilde siirekli lineer bir doniisim olsun. Bu taktirde her bir z € Z icin
supq(T"z) < ¢'(2) (3.2.10)
neN

olacak sekilde Z {izerinde bir ¢’ stirekli yar1 normu vardir.

Ayrica B = (b,;) (n,j € N) kuvvetli regiiler bir matris ve n € N igin



olsun. Bu taktirde 7;, (n € N), Z {izerinde iyi tanimhdir ve her bir z € Z i¢in
lim,, T,z mevcuttur. Eger z € Z icin Tyz = lim,, T,z yazilirsa, bu taktirde Ty, B ye

bagl olmaksizin stirekli lineer bir dontigiimdir ve

To=Ty =TTy =TT (3.2.11)
R(Ty) = N(I = T) (3.2.12)
N(Ty) = R(I —T) = R(I — Tp) (3.2.13)
Z=RI-T)®NI-T) (3.2.14)

saglanir.

Ispat. (3.2.10) kullanilarak ¢ € W, her bir n € N ve ¢, s — oo i¢in

<meT z) <Z|bmquz <q(z Z\bm|—>0

yazilabilir. Z dizisel tam oldugundan, T,, (n = 1,2, 3, ...), Z lizerinde tamimhdir. T,

(n € N)’in lineer ve siirekli oldugu agikga goriilebilir. n € N igin

To(I =T) =buTi + > (buje1 — boy) 7™

j=1
dir. Eger w € R(I —T) ise bu taktirde w = (I —T')z olacak sekilde bir z € Z vardir.
Boylece (3.2.10) kullanilarak her ¢ € W igin

Q(an) = Q(Tn([ - T)Z) < QI(Z) <‘bn1’ + Z ’bn,jJrl + bnj')

j=1

elde edilir. B, kuvvetli regiiler bir matris oldugundan her w € R(I — T) igin
limT,,w =0 (3.2.15)
bulunur. Bundan sonra

R(I-T)c{z€ Z:1limT,z =0} (3.2.16)
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oldugunu ispatlayalim.
Bir v € R(I —T) almsin. ¢/, Z iizerinde siirekli bir yarmorm oldugundan her
e > 0 icin ¢'(u —w) < 57 olacak sekilde w € R(I — T) vardir. (3.2.10) dikkate

alinarak

(T (u —w)) <¢(u—w Z|b’”| <e
elde edilir ki, buradan da ¢ € W igin
q(Thu) < q(Tow) + q(T,(u —w)) < q(T,w) + ¢

oldugu goriiliir. Boylece (3.2.15) kullanilarak (3.2.16) nin gegerliligi elde edilir. Keyfi
bir z € Z almsm. Z, zayif dizisel kompakt oldugundan w — lim,, 7}, 2 = 2, olacak

sekilde (7},z) dizisinin bir (7, z) alt dizisi vardir. (3.2.16) dan
im7,(z—Tz2)=0 (3.2.17)

oldugu goriiliir. T" ve T, degismeli oldugundan 7,,, ve T, Lemma 3.2.1 in sartlarini

saglar. Bu ylizden n € N igin

T,z = (i bnj)zo + Tn(z — 20) (3.2.18)

J=1

esitligine sahip olunur. 7"nin siirekliliginden £ € N igin

= by U+ T+T+ .+ T ")z
j=1
olmak lzere

o0

Z—ﬂﬂZZﬂ—zymﬂ (3.2.19)

+ Y by (I =T)I+T+T*+ . +T7 )z

7j=1
[eS)

= (1= bug)z+ (I =T)uy,

j=1
esitligine ulagilir. Buradan (3.2.19) da k tizerinden zayif limit alinirsa z — 2y =
w — limy (I — T)uy, elde edilir. (I —T)u,, € R(I —T) oldugunda z — zy, R(I —T)

nin zayif kapanigina aittir. Fakat lokal konveks vektor uzaylarinda, bir konveks
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altkiimenin zayif kapanigi bu altkiimenin orjinal kapanigina esit oldugundan z — zy €
R(I —T) dir. O halde (3.2.16) dan lim, T, (z — z) = 0 dir. Boylece (3.2.18) den
lim,, T,z = zo elde edilir. z € Z icin
20 = Toz = liyrln Thz = h}}li banjz
j=1
yazilirsa Ty 1n lineerligi agiktir. (3.2.10) kullanilarak ¢ € W, her bir z € Z ve n € N
icin

q(To2) < lbugla(T72) < Md'(2)

j=1
esitsizligine ulagilir. Bundan dolay1 {7,,,n € N} operatorler ailesi (3.2.10) anlaminda

egstireklidir. Buradan kolayca goriliir ki Tj, stirekli bir operatordiir. Simdi T'zg = 2

ve 2o = Tpz dan her bir z € Z igin
TZO = TT()Z = 20 = T()Z

esitligi ve buradan da her bir j € N icin TTy = Ty = T’Ty = T, elde edilir. Simdi
her n € Nigin T, Ty = (3272 byj)To esitligine sahip olunur ki bu da T? = Ty esitligini
gerektirir. Diger taraftan
Ty = T,T = buT + Y (bnjsr — ba) T
j=1

esitligine ulagihr. (3.2.10) ve B’nin kuvvetli regiilerligi kullanilarak 7, = ToT
elde edilir ki, bu da (3.2.11) dir. Simdi 7y limit doniigiminiin kuvvetli regiiler
B matrisine bagl olmadiginmi ispatlayalim. Bunun ic¢in bagka bir kuvvetli regiiler
matris C' = (cp;) ve n € N igin w, = 3722 ¢,;77 olsun. Onceki tartigmadan z € Z
icin

Tz =limw,z (3.2.20)
ve

=T =TT, =TT (3.2.21)

olacak sekilde Z tizerinde siirekli lineer bir 7" doniigiimii vardir. (3.2.21) den her bir
J € Nigin

T, =T*=T7"Ty =T, T’ 3.2.22
1

29



elde edilir. (3.2.22) deki ifade b,; ile carpilip daha sonra j iizerinden toplam alinirsa,

n € N icin

(Z bnj> T, = T,T, = T\T, (3.2.23)
j=1

elde ederiz. n — oo i¢in limit alinirsa T} = TyT) = 11Ty elde edilir. Benzer yolla
To = T1Ty = ToTy bulunur. Dolayisiyla Ty = T3 dir. Son olarak (3.2.12), (3.2.13) ve
(3.2.14) bagmtilar Sonug 3.2.1" den elde edilir. O

Teorem 3.2.4. [14] 1 < p < oo olmak tizere T, L,,” de pozitif bir biiziilme déniisiimii

ve B = [b,;|(n,j € N) de kuvvetli regiiler bir matris olsun. Bu taktirde L, de

P=P*=TP=PT (3.2.24)
ve Vf € L, ve n — 00 icin
lim > " b, T'f = Pf (3.2.25)
j=1

olacak sekilde B’ den bagimsiz pozitif bir P biiziilme dontigiimi vardir.

Ispat. L, nin Banach uzay1 olmasindan dolay1 Teorem 3.2.3’ iin sonuclarini kullani-
labilir. T biiziilme déntigiimii oldugundan (3.2.4) saglamir. Teorem 3.2.3’ iin ispatin-

dan (3.2.25) i ispatlamak igin

K= {f: b T f @ m € N} (3.2.26)
j=1

kiimesinin her f € L, i¢in zayif dizisel kompakt oldugu gosterilmelidir. [9, $.289]

dan bu, K nmin siirliligr ile egdegerdir. Boylece n € N igin;
> bu TS
j=1

olur ve buradan da (3.2.25) saglanir. (3.2.24) esitligi (3.2.6) esitliginin bir sonucudur.

< M| £ll,

p

Ustelik Teorem 3.2.3’ ten P sirli lineer operatoriiniin B kuvvetli regiiler matrisine
bagli olmadigr goriiliir. Bu nedenle eger (7", n € N) dizisinin Cesaro toplami

alimirsa ayni P limiti elde edilir. Boylece her f € L, i¢in L, de

1~
lim— Y T/f=P
mn; f=Pf
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bulunur. [11, s.19]" daki Teorem 2.1.1" den T nin pozitif biiziilme olmasi durumunda
aynist P i¢in de dogrudur. P’ nin biiziilme ve ayni zamanda idempotent olduguna

dikkat edilirse ||P|| = 1 ya da P = 0 oldugu sonucuna varilir. O

Not 3.2.1. [14] T operatériiniin biiziilme olmadig: fakat (7", n € N) dizisinin M; =
sup,en [|[T"|| < oo olacak sekilde diizgiin siirh oldugu diisiiniilstin. (Bu durumda 7'
operatoriine kuvvetli simirhidir denir.) Boylece Teorem 3.2.4 dogru kalir. P limitleme
operatorii sinirhdir (ki P nin biiziilme olmasina gerek yoktur) ve ||P|| < MM,

sonucu elde edilir.
Asagida L; uzayinda ortalama ergodik teoremi verildi.

Teorem 3.2.5. [14] T', L,’ de bir biiziilme olsun. Simdi f € L i¢in L;’de
fl<g=1Tfl<g (3.2.27)

olacak sekilde kesin pozitif bir g € Ly alinsm. Ayrica B = [b,;](n,j € N) kuvvetli

regiiler bir matris olsun. Bu taktirde her f € L ve n — oo i¢in L’ de
> by T'f — Pf (3.2.28)
j=1

olacak sekilde (3.2.24)’ i saglayan bir P € L; bliziilmesi vardir. Dahas1 P biiziilmesi

B kuvvetli regiiler matrisine bagl degildir.

Ispat. Teorem 3.2.4" iin ispatinda oldugu gibi (3.2.28)" i gostermek i¢in (3.2.26) daki
K kiimesinin her f € L i¢in zayif dizisel kompakt oldugunu gostermek yeterlidir. [9,
5.292]" den bu K nin siirhligr ile egdegerdir ve herbir ayrik azalan (Ej, k € N) C A

dizisi i¢in h € K ya gore diizgiin olarak,

lim hdu =0

k—o00 Ey,

olur. K’ nin simirhligim géstermek Teorem 3.2.4” teki ile aynidir. Bu yiizden (3.2.28)’

i ispatlamak icin her f € L i¢in n € N ye gore diizgiin olarak

i T —
khjEO <; A, T f> dp=0 (3.2.29)

Ey
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oldugu gosterilmelidir.

f: banjf dﬂ
1, (Sers)
k j=1

elde edilir. g € L; fonksiyonu kesin pozitif oldugundan her f € L;, herhangi

<> bl [ (sl (3.2.30)
j=1 B

bir € > 0 ve sabit bir ¢ > 0 icin |f.| < g ve ||f.||; < € olacak sekilde bir f = f. + f.
boliinmesi vardir [1, s.88]. T biiziilme oldugundan (3.2.27) nin kullanilmasiyla

T fldp < C/

Ey

gdp —|—/ T f.|dp < c/ gdy + ¢ (3.2.31)
X o

Ey,
elde edilir. (3.2.29) esitligi; (3.2.30) ile (3.2.31) esitsizlikleri, B = [b,;](n,j € N)
matrisinin kuvvetli regiiler olmasi ve limg_, f B, gdp = 0 olmasindan elde edilir.
Bu yiizden (3.2.27) dogru olur. P’ nin L, de kuvvetli regiiler B matrisine bagh
olmayan sinirh lineer bir operator oldugu Teorem 3.2.3” ten goriiliir. Bu yiizden B,
Cesaro, (C,1) matrisi olarak alimirsa aym P limiti elde edilir. [15]" deki Teorem
1.1 yardimiyla P nin bir biiziilme doniigiimii oldugu anlagilir. Teorem 3.2.4" tekine

benzer yolla ||P|| = 1 ya da P = 0 oldugu sonucuna varilir. O

Lemma 3.2.2. [14] (X, A, ) bir o—sonlu 6lgi uzay1 ve T' de Li’de ||T||o < 1
ve ||[T]|1 < 1 olacak sekilde bir lineer operator olsun. Eger B = [b,](n,j € N)

olasiliksal kuvvetli regiiler matris ise bu taktirde 1 < p < oo ve f € L, i¢in

sup > buy (7 )(2)

J

< 00, it — h. her yerde

olur.

Ispat. T, = > 21 baT? (n € N) alinsin. L, tam uzay ve B olasiliksal kuvvetli

regiiler bir matris oldugundan f € L; ic¢in,
> bu TS
j=k

esitsizligi T,,” in Ly lizerinde tammh olmasi anlamina gelir. Dahasi ||T,]|; < 1(n € N)

<UD b
1 J=k

dir. g, L, deki smirli bir fonksiyon ise ||7||c < 1 oldugundan

o
ITuglloe <Y~ busllglioc = llglloe

j=1
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elde edilir.
Béylece bu lemmanin ispatinda [9, s.675] Lemma VIII 6.5 teki gibi f € Ly,
f > 0 ve T'nin porzitif bir operator oldugu diigtintilebilir. Bu taktirde bu lemmanin

ispati, [9, s.675] Lemma VIII 6.5’ in ispat ile ayni olur. ]

Teorem 3.2.6. [14] (X, A, p) bir o—sonlu 6l¢ii uzay1 ve T de Ly’de ||[T]|« < 1 ve
|T|l1 < 1 olacak sekilde bir lineer operator olsun. Eger B = [b,;](n,j € N) bir
olasiliksal kuvvetli regiiler matris ise bu taktirde 1 < p < co sartini saglayan her p

ve her f € L, i¢in

lim i b (T? (z)) (3.2.32)

limiti hemen hemen her x € X icin mevcuttur ve limit fonksiyonu B matrisine

(u—h. her yerde) bagh degildir.

Ispat. ||T. <1 ve ||| <1 oldugundan Riesz’in konvekslik teoreminin [9, s.526]
sonucuna gore 1 < p < oo sartim saglayan her p icin ||7|, < 1 olur. 1 < p < oo
sartin1 saglayan her p icin L, uzay1 yansimalidir 9, s.288]. Boylece B matrisi bir

olasiliksal matris oldugundan

I T fllp =

Z by T7 f

elde edilir. Her f € L, icin {T,,f : n € N} kumesi L, de smirh oldugundan ve

< I £1lp

[9, 5.68] den bu kiimenin zayif dizisel kompakt oldugu goriiliir. B kuvvetli regiiler
bir matris oldugundan Teorem 3.2.3 ve [14]" deki Sonug 1’ den (7),,n € N) opera-
torler dizisinin B’ ye bagh olmayan Tj : L, — L, simirh lineer operatoriine kuvvetli
yakimsadigl sonucuna ulagilir. 77 nin biitiin sabit noktalar1 {f € L, : Tf = f} alt
uzay1 tizerinde bir izdiiglimdiir. [14]" deki Sonug 1" den f*, g € L,, Tf* = f* ve g
sinirli olmak tizere h = f* + (I — T'g) vektorleri L, de yogundur. Dahast f* vektorii
h ile tek olarak tamimhdir. Boyle h gibi vektorler igin
Thh ="+ buTg + Z(bn,jﬂ — bny) T g

Jj=1

ve bundan dolay1 da

ITuh = e < (bm + > [bugn — bnj!> 191loc
j=1
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yazilabilir. B kuvvetli regiiler matris oldugundan L, deki yogun kiimelerdeki biitiin
h’ ler igin

I Twh — f*lleec — 0 (n — 00)

ve buradan da u ye gore diizgiin olarak
T,h — f* (n — o00)
oldugu gortliir. Lemma 3.2.2" den her f € L, i¢in

sup [(T,,f)(x)| < oo, h. her yerde

neN
olur.  Boylece [9, s.332] Teorem IV.112" den her f € L, icin Y 72, b, 77 f
hemen her yerde yakinsaktir. f* € N(I —T) igin T f* = f* buluruz ve buradan da

Tf=f (GeN)=Tf = (Z bnj> ff=f(neN)
j=1
ve L, de, T,,f* — Tof* (n — o0) sonucu elde edilir. Diger taraftan Ty = 1T ve

3.2.6’dan

bulunur. Buradan 3.2.32" deki limit fonksiyonunun olasiliksal kuvvetli regiiler B
matrisine (p-h. her yerde) bagh olmadigi goriiliir. L,, Ly’ de yogun oldugundan her
f€Liigin 377, bn; TV f dizisinin (p-h. her yerde) yakinsadigi Lemma 3.2.2 ve [9]
daki Teorem IV.11.2 den anlasilir. O]

Sonug 3.2.2. [14] T, bir (X, A, ) o-sonlu 6lgii uzayinin herhangi bir 6l¢ii koruyan
bir déniisiimii ve B = [by;]| (n,j € N) de olasiliksal kuvvetli regiiler bir matris olsun.

Bu taktirde her f € L; icin
i . =1 px —
nh_}rgozlbmf oT f* p—h. her yerde (3.2.33)
iz

olacak sekilde bir f* € Li(X, A, pu) vardir. Dahasi f* fonksiyonu B matrisine
(u-h. her yerde) bagh degildir ve buradan ||f*||; < ||f]|1 olur. Eger T ergodik
ise bu taktirde f*, baz1 sabit ¢ sayilarima (u-h. her yerde) esit olur.
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ispat. f € Lyicin Uf :== foT alahm. Bu taktirde U : Ly — L, L, lizerinde

pozitif bir biliztilmedir. Gortintii koruyan teoremi yardimiyla f € L, igin

WU f = /X f o Tldp = /X fld(uoT™) = /X Flda =111

elde edilir. Buradan da f € L; ve j € Nicin U’f = f o T7 bulunur. T, bir
olgii koruyan doniigiim oldugundan ||U||s < 1 esitsizligine ulagilir. Teorem 3.2.6" y1

gozoniinde bulundurarak hemen hemen her x € X icin
lim Z bag (U7 f) () = lim Z b f(T77'2) = f*(x)
J= J=

limitinin meveut oldugu goriiliir. Ustelik bu f* limitleme fonksiyonu B matrisine
(pu-h. her yerde) bagh degildir. Bundan dolay1 eger (foT™ ! n € N) dizisinin bilinen
Cesaro (C,1) toplami alinirsa aym f* limiti elde edilir. Kalan kisim Bikhoff’un

Noktasal Ergodik Teoreminden anlagilir [8]. ]

Teorem 3.2.7. Z, reel ya da kompleks Banach uzayi, T, Z tizerinde bir kuvvetli
sinirl lineer operatér ve B = [by;](n,j € N) kuvvetli regiiler bir matris olsun. Bu
taktirde agagidaki gsartlar denktir:

(i) Diizgiin operator topolojisinde n — oo igin,

i bu;T? — R

j=1

— 0

olacak sekilde bir R siirli lineer operatorii vardir.

(i) I =T)Z kapalive Z ={z :Tz=z}® (I — T)Z dir.
(iii) (I — T)*Z kapahdir.

(iv) (I = T)Z kapahdir.

Ispat. (i)=(ii): ¥ = (I =T)Z) olsun. Bu teoremin sartlarmdan ve [13]" deki
Teorem 5’ ten R operatoriiniin B kuvvetli regiiler matrisine bagh olmadig1 goriiliir.
Bu taktirde Sonug 3.2.1 deki (3.2.6), (3.2.7) ve (3.2.8) den R*> = R = RT = TR,
RZ ={z:Tz=z}ve Z =Y & RZ elde edilir. Y, T altinda invaryanttir ve [13]’

deki Teorem 3’ ten S = T'|Y kisitlamasi igin

lim (13 b, 87| =0
j=1
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bulunur ve HZ;; b S’ H <lolur. I =372 b,;S ve I —S doniisiimlerinin tersleri

mevcut oldugundan,
Y=I-S)Y=(I-T)YYc({I-T)Z

oldugu goriiliir ki bu da Y = (I — T')Z olmasi demektir.
(i)=(iii) : Y = I —-T)Z ve (I —T)*Z C Y oldugu biliniyor. Simdi bir y € YV
alinsim. Bu taktirde y = (I — T)z olur. Tzyp = 29 ve z1 € Y igin z = 25 + 2

oldugundan
y=I-T)z2=I-T)n€e(I-T)Y = -T)°Z

bulunur ve boylece (I —T)?Z =Y kapalidir.
(iii)=-(iv) : (iii)’ den (I — T)Y = (I — T)*Z oldugu kolayca goriilebilir. S = T|Y
kisitlamasi ve y € (I — T')Z icin

=0

lim
n

i bnj S]y
j=1

esitligi saglanir ve buradan
(I-TZc(I-8)Y)=I-S)Y=(I-1T)2Z

oldugu sonucuna varilir.

(iv)=(i) : Agk doniistim teoreminden y € (I —7)Z =Y icin (I —T)z = y ve
|zl < K||ly|| olacak sekilde bir z € Z ve K > 0 sabiti vardir [9, s.487]. Boylece,
M = sup,ey || T"]] < oo olmak tizere y € Y igin

i banjy
j=1

banZ + Z |bn,j+1 - bn]|

Jj=1

< KMyl <|bn1\ + ) Ibaj — bnj|>

=1

bulunur. B, kuvvetli regiiler matris oldugundan n — oo ve 7" nin Y’ ye kisitlamasi
olan S i¢in

lim =0

j=1
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oldugu kolayca goriiliir. (i)=-(ii) ispatindan (I — T), Y iizerinde terse sahiptir ve
(I-TYZ=Y=(I-8)Y ={-T)Y = (I—-T)>Z olur. Boylece z € Z igin
(I —T)z = (I — T)y olacak gekilde y € Y vardir. Bu yiizden z = (z —y) + y
ve Z ={2:Tz =2} ® (I —T)Z olur. Bu da bize (Z;; b T9,n € N) dizisinin
kuvvetli yakinsak oldugunu gosterir. E = lim,, Z;’il b T7, {z : Tz = z} alt
uzay1 iizerinde bir simirh izdiiglimdiir ve onun kapali olan sifir uzayr (I — 7') dir.

(I —T) nin, Y iizerinde tersi oldugundan (i) saglanir. O
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