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OZET
Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde; konunun tarihi gegmisi verilmistir.
Ikinci bolimde; bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii béliimde; istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilme kavramlari ince-

lenmistir.

Dordiincii boliimde; «v. dereceden istatistiksel yakinsaklik ile o. dereceden kuvvetli p-Cesaro

toplanabilme kavramlar1 verilmis, bu kavramlar karsilagtirilmistr.

Besinci boliimde; . dereceden istatistiksel degme noktalar1 ve sinirlilik ile . dereceden ista-

tistiksel iist ve alt limit kavramlar1 verilmis olup, bu boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir.

Anahtar Kelimeler : Istatistiksel Yakisaklik, Kuvvetli p-Cesaro Toplanabilme, «. Derece-

den Istatistiksel Yakimsaklik.

1A%



SUMMARY

Generalized Statistical Convergence

This study is prepared as five chapter.
In the first chapter; historical background of the subject is given.
In the second chapter; some fundamental definitions and theorems are given.

In the third chapter; the concepts of statistically convergence and strong p-Cesaro convergence

are examined.

In the fourth chapter; the ideas of statistical convergence and strong p-Cesaro convergence of

order «v are given and then this concepts are compared.

In the fifth chapter; the notions of statistical cluster points and boundedness of order a and
the concepts of statistical limit superior and limit inferior of order o are given. This chapter is an

original part of the thesis.

Key Words : Statistically Convergence, Strong p-Cesaro Convergence, Statistical Conver-

gence of order a.
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik diisiincesi ilk kez 1935 yilinda Zygmund’un [1] kendi monografisinin
Varsovada basilan ilk baskisinda verildi. Istatistiksel yakinsakligin tanimi Steinhaus [2] ve Fast
[3] tarafindan verildi ve sonra bagimsiz olarak Schoenberg [4] tarafindan yenilendi. Yillardir
farkl1 isimler altinda istatistiksel yakinsaklik Fourier Analiz teoresinde, ergodic teoride, sayilar
teorisinde, 6l¢iim teorisinde, trigonometrik serilerde ve Banach uzaylarinda kullanilmistir. Ista-
tistiksel yakinsaklik daha sonralar1 dizi uzay1 bakis agisindan arastirildi ve Fridy [5], Conner [6],
Savas [7], Mursaleen [8], Fridy ve Orhan [9], Méricz [10], Rath ve Tripathy [11], Salat [12],
Bhardwaj [13], Colak [14] ve daha birgok kisi tarafindan caligildi. Derece dahil edilerek, bir
dizinin «. dereceden istatistiksel yakinsakligi Gadjiev ve Orhan [15] tarafindan verildi. Daha
sonra bir dizinin «.. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirligi Colak [14] tarafindan tanimland:

ve a. dereceden istatistiksel yakinsaklik ile birlikte ¢alisildi.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tanim 2.1. X # ¢ bir cimle ve K kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+: X xX =X,

K x X =X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektdr uzay
(lineer uzay) adi verilir. Vz,y,z € X ve VA, u € K i¢in

Ll)z+y=y+=x

L2) (z+y)+z=a+ (y+ 2)

L3) x 4+ 0 = x olacak sekilde sifir vektorii adi verilen bir € X vardir.

L4) Herbir x € X i¢in x 4+ (—z) = 6 olacak sekilde bir (—z) € X vardur.
L) 1. x =
L6) Az +y) = Az + Ay

)
)
)
)
)
)
L7) A+ p)x = dv + px

L8) A\ (px) = (Ap) z dir [16].

Tanim 2.2. X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.

Il : X - R
z = [l

doniisimii agagidaki sartlart sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X ||.||) ikilisine de bir normlu
uzay denir. Vz,y € X i¢in
N1 JJef = 0
2) |z =0 x=146
N3) ||az|| = || . ||z|| (« skaler)
N4) [z +yll < ol + iyl die (171

Tamm 2.3. Vn € Nigin |z,| < K olacak sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa x = (z,)

dizisine sinirh dizi denir.

Tanmim 2.4. (X, ||.||) bir normlu uzay ve = = (z,,) da X uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0

i¢in Vm, n > n, iken

|tn — x| < e



olacak sekilde bir n, = n, (¢) € N sayisi1 varsa = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [17].

Tamim 2.5. (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (z,,) da X uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0

i¢in Vn > n, iken
|zn — || < e

olacak sekilde bir n, = n, (¢) € N sayisi varsa x = (z,,) dizisi 2’e yakinsaktir denir. z = (x,,)

dizisi z’e yakinsak ise lim,, x,, = = veya z,, — x seklinde ifade edilir [17].

Tanim 2.6. Bir (X, ||.||) normlu uzayinda alinan her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina

yakinstyorsa bu normlu uzaya Banach uzay1 denir [17].

Tanim 2.7. X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzay1 ve
T X — C, i (x) =2, (k=1,2,3...)
doniigiimii siirekli ise X ’e bir BK (Banach Coordinatewise)-uzay1 denir [18].

Tamim 2.8. Kompleks terimli tim = = (xy), (kK =1,2,3,...) dizilerinin climlesini w ile

gosterecegiz. w, x = (1), y = (yx) ve « bir skaler olmak tizere

r+y = (z) + ()
axr = (axy)

seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. w’nin her alt lineer uzayina bir dizi uzay1

denir.

Bu ¢alismamizda kullanacagimiz

lo = {:C = (xg) : sgp lzx| < oo}
sinirli,

c= {x = (xx) : lilgnxk mevcut}
yakinsak ve

Co = {:C = (xg) : liinxk = 0}
sifir diziler uzay1

]| = sup ||

k

normu ile birer Banach uzayidir.



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakinsaklik kavramu ilk kez 1935 yilinda Zygmund’un [1] kendi monografisinin
Varsovada basilan ilk baskisinda verildi. Daha sonra 1951 yilinda H. Fast tarafindan tanimlandi.
Glinlimiize kadar bir ¢ok matematikg¢i tarafindan istatistiksel yakinsaklik kavrami ¢alisilmis ve
halen de ¢aligmalar devam etmektedir.

Bu boliimde bir climlenin dogal yogunlugu kavrami agiklanip, bu kavram yardima ile istatistik-
sel yakinsaklik tanimlanacaktir. Aslinda istatistiksel yakinsaklik adi yakinsakligin bir genellesti-
rilmesi olarak diigiiniilebilir. Adi yakinsaklikta bir x = () reel say1 dizisi £’ye yakinsak ise £’nin
herbir € komsulugunun i¢inde dizinin sonsuz sayida ancak komsulugun disinda sonlu sayida ele-
man kalabilir. Istatistiksel yakinsaklikta ise; ¢ noktasimin herbir ¢ komsulugunun disinda kalan
terimlerin sayis1 sonsuz ¢oklukta olabilir, ancak bu terimlerin sayilarmin kiimesinin dogal yogun-

lugu sifirdir.
3.1. Istatistiksel Yakinsakhk

Tanim 3.1.1. N dogal sayilar ciimlesinin bir A alt climlesinin dogal yogunlugu,
{k <n:k e A} ifadesi n den biiyiik olmayan A C N ciimlesinin elemanlarinin sayisini goster-

mek lizere
1
0(A) = hmﬁ H{k <n:ke A}

ile tanimlanir. N dogal sayilar climlesinin herhangi bir sonlu alt climlesinin dogal yogunlugunun

sifir oldugu agiktir ve A = N — A olmak tizere §(A°) =1 — §(A) dir [5].

Bir ctimlenin dogal yogunlugu daha kolay bir yolla su sekilde bulunabilir. (a,) pozitif tam-
sayilarm artan bir dizisi olsun. A = {a, : n € N} olmak tizere A C N alt ciimlesinin dogal

yogunlugu mevcut ise

5(A) = lim —

n—oo an
dir [19]. Ornek olarak A = {n? : n € N} ciimlesinin dogal yogunlugu

§(A) = lim — =0

n—00 TL3

olarak elde edilir.



A; ={2n : n € N} ciimlesi i¢in 6 (A;) = 1 oldugu da ayni yolla hemen elde edilir.

Burada 6zellikle dogal yogunlugu sifir olan ctimleler ile ilgilenecegiz. Ayrica, eger z = (),
dogal yogunlugu sifir olan bir climle hari¢ her k i¢in P 6zelligini saglayacak sekilde olan bir dizi

ise, r; "hemen hemen her £" i¢in P’yi saglar deriz, ve bunu kisaca "h.h.k" seklinde yazariz.
Tamim 3.1.2. Eger her £ > 0 igin

1
lim —{k<n:|zxy—L| >} =0

n—oo M,

ise yani h.h.k i¢in
‘ZL‘k — L‘ <e

ise x = () dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda s — lim z;, = L yazilir.
Eger L = 0 ise yani, lim, .o = [{k < n;|x| > e}| = 0ise v = (x) dizisi istatistiksel sifir
dizisidir denir. Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi S ile ve tiim istatistiksel sifir dizilerinin

climlesi Sy ile gosterilir [5].

Ayrica Buck bir dizinin hemen hemen her n i¢in yakinsak olmasi kavramini asagidaki gibi
verdi:

Eger her¢ > O i¢cinn > N, n ¢ A oldugunda |z, — L| < ¢ olacak sekilde bir N € N
var olmak tizere §(A) = 0 sartin1 saglayan bir A C N, ciimlesi varsa, hemen hemen her 7 i¢in
x = (x,) dizisi L’ye yakinsaktir denir.

Eger bir dizi hemen hemen her n i¢in L’ye yakinsak ise o zaman dizi L’ye istatistiksel yakin-

saktir [20].

Ornek 3.1.3. v = (z;,) dizisi

1, k=m?isem=1,2,3,...

0, k#m2isem=1,2,3,...

T =

ile tammlansin. [{k < n : x; # 0}| < y/n oldugundan

1
lim —{k<n:z,#0} < lim —.v/n=0
n—oo N,

1
n—oo N
elde edilir. Acik¢a goriildiigii gibi s — lim x;, = 0 olur.
Ornek 3.1.4. v = (z,) dizisi

1, k=m?isem=1,2,3,...

4, k#m?isem=1,2,3,...

T =



ile tammlansmn. Yukarida Buck’m yaptigi tamima gore: 6({k < n : k = m?}) = 0 oldugundan

x = (xy) dizisi hemen hemen her n i¢in 4’¢ yakinsaktir. Bu durumda s — lim z;, = 4 olur.
Tamim 3.1.5. Eger her € > 0 igin

1
lim —|{k<n:|z,—azn| >} =0

n—oo n,

yani h.h.k igin
|z —zn| < e

olacak sekilde bir N = N(¢) dogal sayis1 varsa x = (z;,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir

[5].

Teorem 3.1.6. Asagidaki ifadeler denktir.
i) x = (xy) istatistiksel yakinsak dizidir,
i1) © = (xy,) istatistiksel Cauchy dizisidir,

i71) h.h.k i¢in x;, = yy, olacak sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi vardir [5].

Ispat. (i)™nin (i1)’yi gerektirdigini ispatlamak icin asina oldugumuz "yakmsak her dizi ayni
zamanda bir Cauchy dizisidir" teoreminin ispat metodunu kullanabiliriz. s — lim x; = L olsun ve
e > 0 verilsin. O zaman h.h.kigin |z, — L| < § ve eger N, [z — L| < § olacak sekilde segilirse

o zaman h.h.k i¢in

‘ZC}C—Z'N| S |(L‘k—L|+|L—(L‘N‘

e ¢
2 2
< €

elde ederiz. Bu x = (z},) dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi oldugunu verir.

(i7) saglansin, yani x = (xj) bir istatistiksel Cauchy dizisi olsun. N dogal sayisini Gyle
segelim ki / = (xy — 1,2y + 1) araligi h.h.k igin x;’y1 igersin. Ayni sekilde M dogal sayisini

dyle segelim ki I’ = (zpr — 3,2 + 3) arah@i h.hk igin 2’ y1 igersin. Iddia ediyoruz ki
L=InTr
h.h.k i¢in ;. y1 igerir; ¢iinkdi,

{k<n:azp¢InNl'}={k<n:z ¢ I}U{k<n:z,¢I}



ve dolayisiyla

1 1 1
lim —{k<n:zp,¢INI} < lim E|{k§n:mk¢[}]+lim E\{kﬁn:m%]'}]:()

n—oo 1,

dir.

Bu nedenle /1, uzunlugu kiiciik veya esit 1 olan ve h.h.k. i¢in x;’y1 igeren kapali bir araliktir.
Simdi I” = (zy(2) — 1, Tn2) + 1) araligih.hk icin zy, y1 igerecek bigimde N (2)’yi segerek devam
edelim. Yukaridaki tartisma I, = I; N [” araliginin h.h.k i¢in z; y1 i¢erdigini ve I, araliginin
uzunlugu kiiciik veya esit % oldugunu verir. Bu yolla devam ederek her m i¢in, I,, 2 I,.1,
I, ’nin uzunlugu 2'~"’den daha biiyiik olmayacak ve h.h.k i¢in z;, € I,, olacak sekilde kapal
araliklarin bir {1,,}°°_, dizisini elde ederiz. Igige Araliklar Teoremi geregince N°_, I, = {\}

olacak sekilde bir A sayist vardir. h.h.k i¢in x;, € I,,, ger¢egini kullanarak her n > T, igin

1

%|{k§n:xk¢lm}| <= (3.1.6)

olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {7,,, }°_, dizisini segebiliriz. Simdi z = (zy,) dizisinin,

k> T ve
T <k <Tphiiisexy ¢ I,
olacak sekildeki biitiin x;, terimlerinden olusan bir z = (z;) alt dizisini tanimlayalim.
Sonra y = (yi) dizisini

A, eger xg, z = (z) nin bir terimi ise,
Y =
xg, diger hallerde,

ile tanimlayalim. O zaman lim y;, = A dir; ¢iinkd, eger € > % > 0vek >1T,, iseyaxy, yp = A
demek olan z’nin bir terimidir ya da v, = z € I,, ve |yx — A| < I,,, nin uzunlugu < 2'=™ dir.
Ayrica h.h.k i¢in x;, = y, oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gostermek icin eger 7, < n < T),11
ise 0 zaman {k < n:yp # xr} C {k <n:xp ¢ I,} dolayisiyla (3.1.6) geregince
Lk <nip A < k<o g L) <
n n m

dir. Béylece n — oo igin limit 0 dir ve h.h.k i¢in z;, = yj, dir. Bu nedenle (i7), (ii7) i gerektirir.

(74i) Son olarak, (7i7)’tin saglandigini, h.h.k i¢in x = y, ve limy, = L oldugunu kabul

edelim. € > 0 varsayalim. Bu durumda her n i¢in

{k<n:|oxy— L >} C{k<n:zp Ay} U{k<n:|y.— L| >¢}

7



dir. Ciinkii lim y;, = L oldugundan, son ciimle belli bir sabit sayida dogal say1 igerir, bunu [ = [(¢)

ile gosterelim. Bu nedenle
.1 1 1
lim—{k<n:l|ey—L|>e}| <lim—|{k<n:zp#y}|+lim—=0
n n n n n

dir. Cinki h.hk i¢in x; = y; dir. Boylece h.hk icin |z, — L| < ¢ elde edilir, dolayisiyla (i)

saglanir ve ispat tamamlanmis olur.
3.2. Kuvvetli p-Cesaro Toplanabilme

Bir dizinin istatistiksel yakisaklig1 ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirliginin tanimlar liter-
atiirde birbirinden bagimsiz olarak verilmis ve onlarin ilk ifadelerinden beri birbirinden farkli
gelisme yolu izlemistir. Fakat yapilan arastirmalarda iki kavramin birbiriyle iliskili oldugu ve

siirl diziler i¢in bu kavramlarin denk oldugu sonucu ortaya ¢ikti.

Tamim 3.2.1. x = (x;) kompleks terimli bir dizi ve 0 < p < oo olsun. Eger
limn Z |z, — LI =0
" k=1
olacak sekilde kompleks bir L sayisi varsa x = (xy) dizisi L’ye kuvvetli p—Cesaro toplanabilir

denir. Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesi w,, ile gosterilir. O halde, p > 0 i¢in

w, = {x = (zg): JL € (C,limn’lz |z, — LIP = O}

k=1

dir [6].

Teorem 3.2.2. p € R, 0 < p < oo olsun. Eger bir dizi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirse
o zaman bu dizi L’ye istatistiksel yakinsaktir. Eger sinirh bir dizi L’ye istatistiksel yakinsak ise o

zaman bu dizi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir [6].

Ispat. Herhangi bir z = (z;) € w ve ¢ > 0 igin

> ok —LP = {k <n: o, — L] > e}] &P
k=1

yazilabilir. Buradan, eger x = () dizisi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirse o zaman z = (zy,)
dizisinin L’ye istatistiksel yakinsak oldugu ¢ikar.
Simdi = (x},) dizisinin sinirh ve L’ye istatistiksel yakinsak oldugunu varsayalim ve K =

|lz||, + |L| olsun. € > 0 alalim ve her n > N, i¢in
n{k<n:l|o— L] > (5/2)1/”}’ <e/2K?

8



olacak sekilde N. dogal sayisim segelim. L, = {k <n: |z, — L| > (¢/2)"/?} olsun. Simdi,

n > N, i¢in

IEN P 1 P P
S o= P = (Y L+ S fe— L)

k=1 kELn k¢L,

k<n

1 € 1 €

< —(n—)K? + — —

~ () K7 + — (n)(5)

2 2

elde ederiz. Buradan x = (x) dizisinin L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir oldugu hemen ¢ikar.
Asagidaki sonu¢ Maddox un bir sonucunun bir genellestirmesidir.

Sonu¢ 3.2.3. p,g € R, 0 < p < ¢ < oo olsun. O zaman w, 2 w, ve w, N ls = wy N ls dir

[6].

p ve ¢’nun pozitif degerleri i¢in, hem w, O w, kapsamasi, (H6lder Esitsizliginin dogrudan bir
sonucu olarak) hem de w, Nlo, = w, ML esitligi zaten kanitlanmustir. Teorem 3.2.2 bu sonuglari

p = 0 ve ¢ > 0 olmas1 durumunda genisletir.

Teorem 3.2.4. (Ayrisma Teoremi) Eger v = (x,) dizisi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir
veya istatistiksel yakinsak ise o zaman y = (yz) nin limiti L, 2 = y + z ve
lim, n~ [{k <n:z #0} = 0 olacak sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisi ve sifira istatis-
tiksel yakinsak bir z = (z;) dizisi vardir. Dahasi, eger = = () dizisi sinirli ise o zaman z = (zy,)

dizisi de simrhdir ve || z|| < ||z + |L| dir [6].

ispat. ik olarak z’in L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olmasi halinde z’in L’ye istatistiksel
yakinsak oldugunu gosterecegiz. Simdi Ny = 0 olsun ve N; < Ny < N3 < ... tamsayilarin

pozitif artan bir dizisini segelim oyle ki eger n > N ise
nt |{k; <n:l|z,—L|> jfl}} <!
elde ederiz. Asagidaki gibi y ve z ’yi tanimlayalim:

Eger Ny < K < Nyise 2z, = Ove y, = af olsun. Simdi j > 1ve N; < k < Ny
varsayalim. Eger |z, — L| < j7!ise 2z, = 0 ve y, = xy, elde ederiz ve eger |z, — L| > j~1 ise
yr = L ve z = xp — L elde ederiz. Bu yapimizdan agiktir ki z = y + 2 ve eger x siurh ise

2]l oo < llz|lo + |L] oldugu agiktur.

Iddia ediyoruz ki lim 3, = L dir. £ > 0 olsun ve ¢ > j ! olacak sekilde ;j’yi segelim. k& > N;

i¢in incelersek eger |z, — L| < j7'ise |yx — L| = |21, — L| oldugundan |y, — L| < ¢ elde ederiz
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1

ve eger |z — L| > j~lise |yx — L| = |L — L| = 0 elde ederiz. ¢ keyfi oldugundan iddiamiz

kanitlanmis olur.

Sonra, 2 nin istatistiksel sifir dizisi oldugunu iddia ediyoruz. Ilk olarak belirtelim ki iddiamiz1
ispatlamak igin lim, n=* [{k < n: z, # 0}| = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir
n dogal sayist ve ¢ > 0 igin [{k <n:zx # 0} > [{k < n:|z| > e} esitsizliginden istenilen

saglanir.

Simdi eger j~! < 0 olacak sekilde 6 > 0 ve j € N ise o zaman tim n > N, ler igin
{k <n:z, # 0} < ¢ oldugunu gosterelim. Yapidan hatirlarsak, N; < k < N;i; olmasi

durumunda sadece eger |, — L| > j!

{k<n:z,#£0} C{k <n:|ry— L| > ("} saglanir.

ise zx # 0 dir. Eger N, < k < Ny ise 0 zaman

Sonug olarak, eger N, < n < Ny,q ve £ > j ise 0 zaman
n {k<n:zm A0} <n ' [{k<n:i|lm - Ll >0t <0< <6
olur ki bu da iddiamiz1 ve boylece teoremi ispatlar.
Asagidaki sonug yukaridaki teoremden hemen ¢ikar.

Sonug¢ 3.2.5. v = (z;) € w olsun. Eger x = (x) dizisi, L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilir
veya L’ye istatistiksel yakinsak ise o zaman = = (z},) dizisinin L’ye yakinsayan bir alt dizisi

vardir [6].

Yukaridaki sonug istatistiksel yakinsak olmayan sinirli Cesaro toplanabilir bir dizinin varligim
gostermek igin kullamlabilir. Ornegin, (0,1,0,1,... ) dizisi 1/2’ye Cesaro toplanabilirdir, fakat
bu dizinin 1/2’ye yakinsayan herhangi bir alt dizisi yoktur ve boylece dizi istatistiksel yakinsak

olamaz.

Onerme 3.2.6. z = (z;) € w olsun. Eger liminfz, = L ve v = (x}) dizisi, L’ye Cesaro

toplanabilirse = = () dizisi, L’ye istatistiksel yakinsaktir [6].
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4. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik tanimina, Colak [14] tarafindan c¢alisilan, derece dahil
edilerek . dereceden istatistiksel yakinsaklik ve «. dereceden kuvvetli p-Cesaro kavramlari ve

iligkili sonuclar verilecektir.
4.1. .. Dereceden Istatistiksel Yakinsakhk

Tanmm 4.1.1. £ C Nve 0 < a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 « olsun. Limit
var olmak tizere ve |[{k < n:k € E}|, E kiimesinin n’den biiyiik olmayan biitiin elemanlarinin

sayisini gostermek tlizere

50(E) = lim — |{k <n: ke B}

n—oo M

sayisina F alt climlesinin o« — yogunlugu denir [14].

Simdi, asagidaki notasyonlari tanimlayalim: eger x = (x}), & — yogunlugu sifir olan ciimle
hari¢ her k i¢in P(k) 6zelligini saglayacak sekilde bir dizi ise o zaman z;, "a’ya gbre hemen

hemen her k" i¢in P (k) 6zelligini saglar denir ve bunu kisaca "h.h.k(«)" yazarak gosterecegiz.

N dogal sayilar kiimesinin herhangi bir sonlu alt climlesi sifir @« — yogunluga sahiptir.
da(E°) = 1 — 0,(F) esitligi genelde 0 < a < 1 i¢in saglanmaz, ancak eger o = 1 ise bu
esitlik saglanir. Herhangi bir £ C N climlesinin o — yogunlugu, o = 1 durumunda ctimlenin

dogal yogunluguna indirgenir.
Lemma 4.1.2. £ C Nolsun. Eger 0 < a < § < 1ise o zaman 03(E) < J,(F) dir [14].
ispat. 0 < a < 3 < 1olsun. Her n € Nicin n® < n® ve bu nedenle n% < n% oldugundan,
Lith<n:hem | <Z|h<n:kenr)
— n: — n:
nf it T —ne T
elde ederiz. Bu esitsizlikten dg(E) < §,(FE) elde ederiz.

Simdi 0 < o < 8 < 1 olsun. O zaman Lemma 4.1.2°den eger E sifir o« — yogunluguna
sahipse o zaman FE sifir 5 — yogunluguna sahiptir; ve eger en az bir 0 < a < 1 igin sifir

a — yogunluguna sahipse, o zaman sifir dogal yogunluga sahiptir.
Tanim 4.1.3. © = (1) € wolsun ve 0 < o < 1 verilsin. Eger

1
lim —[{k<n:|v;— (| >e}|=0

n—oo N,



olacak sekilde kompleks bir ¢ sayisi varsa x = (xy) dizisi £’ye «. dereceden istatistiksel
yakwnsaktir denir. Bir baska ifadeyle her ¢ > 0 ve h.h.k(a) igin |z, — ¢ < eise x = (xy)
dizisi £’ye «. dereceden istatistiksel yakinsaktir denir. Bunu s — lim z;, = ¢ seklinde yazariz

[14].

«. dereceden tlim istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesi S ile gosterilecektir. «v. dereceden
tiim istatistiksel sifir dizilerin climlesini gostermek igin S§ yazacagiz. Her 0 < a < 1 i¢in
S§ C Sy oldugu agiktir. . dereceden istatistiksel yakinsaklik o = 1 i¢in istatistiksel yakinsaklik
ile aynidir. 0 < @ < 1 i¢in «. dereceden istatistiksel yakinsaklik iyi tanimhidir. Fakat o > 1 i¢in

iyi tamml degildir. Bunun i¢in z = () dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

1, k=2n,n=1,23,..
0, k#2n,n=12,3,.

T =

Bu durumda hem

n
nh—>I§on_|{k<n |$k—1|>5}|<7}m010%:0

hem de

n
lim — |{k < > e} < lim o— =0
ng{}on [{k<n:foe] 2 e}l < lim o2

dir. Buna gére o > 1 igin = (xy) dizisi hem 0’a hem de 1’e «.. dereceden istatistiksel yakinsak,

yani s* — limx, = 1 ve s — lim x; = 0 dir. Fakat bu miimkiin degildir.

Teorem 4.1.4. 0 < o < 1vez = (xy), y = (yx) kompleks terimli iki say1 dizisi olsun.
i) Eger s* — limxy = x¢ ve ¢ € C ise 0 zaman s* — lim cxy, = cx, dir.
i1) Eger s* — lim xy, = xg ve s* — lim y; = vy, ise 0 zaman s* — lim (zy, + yx) = o + yo dir

[14].
Ispat. ¢ = 0 durumunda 7) agiktir. Varsayalim ki ¢ # 0 olsun. Bu durumda

1
lim —|{k<n lcxy — cxo| > e} < —'{kgn:|xk—x0| > i}‘
nOé

W e B
esitsizliginden 7)’nin ve
1
lim — [{k < 1 2 + g — (30 — )] > £}] < — k<o - 2 5}
n—oo N ne

+—‘{k<n lye — yo| > H

esitsizliginden i7) nin ispati ¢ikar.
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Her yakinsak dizinin «. dereceden istatistiksel yakinsak oldugunu gostermek kolaydir, yani

her 0 < a < 1igin ¢ C S dur. Fakat tersi dogru degildir. Ornegin

1, k=mndise
T = (4.1.4)
0, k+#n?ise

ile tanimlanan « = (zy,) dizisi igin @ > 3 iken s* — limz;, = 0 oldugundan . dereceden

istatistiksel yakinsaktir, fakat bu dizi yakinsak degildir.
Yukaridaki teoremden S climlesi bir vektor uzayidir.
4.2. a.. Dereceden Kuvvetli p-Cesaro Toplanabilme

Tanim 4.2.1. 0 < o < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 a ve p pozitif bir reel say1 olsun.

Eger

lim %Zn]xk—é\p:()

Byt
olacak sekilde kompleks bir ¢ sayisi varsa, © = (xy) dizisine «. dereceden kuvvetli p — Cesaro
toplanabilir denir. Bu durumda = = (zy) dizisine, £’ye «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplan-
abilir denir. @ = 1 i¢in .. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik, kuvvetli p-Cesaro toplan-
abilirlige indirgenir. «. dereceden tiim kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin ciimlesi wj’ ile

gosterecegiz. ¢ = 0 durumunda wyg, yazacagiz [14].

Simdi, av. dereceden istatistiksel yakinsaklik ve . dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik

arasindaki iligkiyi verelim.

Teorem 4.2.2. 0 < o < 3 < 1 olsun. Bu taktirde S* C S# dir ve kapsama o < 3 olacak

sekildeki bazi v ve (3 lar i¢in kesindir [14].
Ispat. Eger 0 < a < 3 < 1 ise 0 zaman her ¢ > 0 igin
Sk fo =02 e}l < ok <nc o — 0] 2 €]
— n:|rg — € — n:lrg — €
B S k = == S k =
saglanir ve buradan S C S¥ elde edilir. Kapsamanin kesin oldugunu géstermek igin

1, k=n?ise
T = 4.2.2)
0, k#n?ise

ile tanimlanan = = (z;) dizisini gdz dniine alalim. Bu durumda 1 < 3 < 1igin " — limz;, = 0,

yani z € SP dur, fakat 0 < o < 5 igin z ¢ S* dur.
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Eger Teorem 4.2.2°de = 1 alirsak o zaman asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.2.3. Eger bir dizi en az bir 0 < o < 1 igin £’ye «.. dereceden istatistiksel yakinsak

ise 0 zaman bu dizi ¢’ye istatistiksel yakinsaktir, yani S C .S dir ve kapsama kesindir [14].

Sonug 4.2.4.
i) S = SP olmas igin gerek ve yeter sart o = 3 olmasidur.

i1) S = S olmasi i¢in gerek ve yeter sart « = 1 olmasidir

[14].

Teorem 4.2.5. 0 < o < 1 olsun ve x = (), s* — limx, = ¢ olacak sekilde a. dereceden
istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Bu taktirde lim y;, = ¢ olacak sekilde x = (z},) dizisinin bir

y = (yy) alt dizisi vardir [14].

Teorem 4.2.6. 0 < o < 1 ve her k € K C Nigin 23 < yp < 2z olsun. Eger 6® (K) = 1 ve

s* —limx, = L = s* — lim 2z ise bu taktirde s* — lim g, = L dir.
Ispat. Eger
A={keN:|z,—L|>¢}
ve
B={keN:|z —L|>¢}
ise, 0 zaman
{keN:|y,—L| >} CAUBUK®
elde edilir.

Teorem 4.2.7. Her k €¢ K C Niginz;, > Oolsun. Hern € Niginzp #0ve 0 < a < 1
olacak sekilde 6” (K') = 1 olsun. Bu taktirde

s —limz, = 00 & 8% — limacgl =0
dir.
Ispat. Herhangi bir ¢ > 0 i¢gin

{keN:g, <e'}={keN:z;' >¢}
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oldugundan istenilen elde edilir.

Teorem 4.2.8. 0 < a < 3 < 1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bu taktirde wy C wg dir ve

a < 3 olacak sekildeki baz1 o ve [3 sayilari i¢in kapsama kesindir [14].

Ispat. z = (2;,) € wyy herhangi bir dizi, 0 < o < 3 < 1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bu

durumda
1 — 1 —
- _ P« P
— 2|z =4 Snag |z, — ]
k=1 k=1

yazabiliriz ki bu esitsizlikten wy C wﬁ oldugu hemen ¢ikar.

Kapsamanin kesin oldugunu gostermek igin (4.2.2) ile tanimlanan x = () dizisini gz 6niine

alalim.

nf . p-1

] — 1
i 2 1 TS
k=

oldugunu gostermek kolaydir. n — oo iken 5 < § < 1igin — 0 oldugundan w}} —lim ), =

1
n 2

0 dir, yani % <p<liginx € wg dir, fakat

vn—1 _ 1
< __-E o — O
n<  ne — |l’k |

Vn—1 1 ici a
— 5 i¢in = ¢ wy' olur. Bu da

VeO<a<%iginn—>ooiken

ispat1 tamamlar.
Asagidaki sonu¢ Teorem 4.2.8’nin bir sonucudur.

Sonu¢ 4.2.9. 0 < a < 8 < 1 olsun ve p pozitif reel say1 olsun. O zaman asagidaki ifadeler

saglanir.

i) wy = wg olmasi i¢in gerek ve yeter sart o = (3 olmasidir.
ii) Her o € (0,1] ve 0 < p < oo igin wy C w), dir

[14].

Asagidaki teorem Holder esitsizliginin, Maddox [21] tarafindan verilen bir sonucun

genellestirilmesi olan, basit bir sonucudur.
Teorem 4.2.10. 0 < o < 1ve 0 < p < ¢ < oo olsun. Bu durumda wy C wy dir [14].

Teorem 4.2.10°da o = 1 alarak Maddox tarafindan verilen bir sonucu elde ederiz: eger 0 <

p < q < ooisew,; C w,dr [21].
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Teorem 4.2.11. 0 < o < 3 < 1 sabit birer reel say1 ve 0 < p < oo olsun. Eger bir dizi £’ye
a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise o zaman bu dizi £’ye 3. dereceden istatistiksel

yakinsaktir [ 14].
Ispat. Herhangi bir z = () dizisi ve € > 0 igin,
S a7 = [{k <nc oy — (] > e} £
k=1
yazabiliriz. Bu esitsizlik ve n® < n” oldugu géz oniine alinirsa
B 1 e B e A
ne £~ - ne - - —nf - -

elde edilir. Bu esitsizlikten, eger = = () dizisi £’ye «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir

ise o zaman bu dizinin ¢’ye (3. dereceden istatistiksel yakinsak oldugu sonucu hemen elde edilir.
Eger Teorem 4.2.11°de 8 = « alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 4.2.12. 0 < p < oo ve a sayis1 0 < a < 1 olacak sekilde sabit bir reel say1 olsun. Eger
bir dizi £’ye «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise o zaman bu dizi £’ye «. dereceden

istatistiksel yakinsaktir [14].

Uyarn : Dikkat edelim ki Teorem 4.2.11’in tersi genelde gecerli degildir. Sinirh ve . derce-
den istatistiksel yakinsak bir dizinin 0 < o < 1 i¢in genelde «. derceden kuvvetli p-Cesaro

toplanabilir olmas1 gerekmez.

ﬁ, k # m? ise
1, k=m?ise

T =

ile tamimlanan x = () dizisi bu duruma bir 6rnektir. Her o (0 < e < 1) igin x € ¢, ve x € S*

oldugu agiktir. Tlk olarak her n > 2 pozitif tamsays1 icin saglanan
S
= vk

esitsizligini goz oniine alalm. H,, = {k <n:k # m? m =1,2,3,...} tanimlayalm ve p = 1

olsun.
n n
P e N Y e N o S N Fo
k=1 k=1 kEH, 1<k<n kgt Hn 1<k<n
= > 2 o1 zn: NN vn
keHn 1<k<n vk kgt Hy 1<k<n k=1 vk
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oldugundan p = 1 i¢in

] — ] — 1 — 1 1
—) == ||l >=) —>—Vn=

k=

=

nOé

1

yazilabilir. n — oo iken 0 < a < % igin —— — oo olacagindan, yukaridaki esitsizlik de goz
2

n

oniine alimrsa 0 < a < 3 i¢in z € S* — w? elde edilir.

Sonu¢ 4.2.13. 0 < a < 1 ve pozitif bir reel say1 p olsun. O zaman w; C S dir. Eger

0 < a < 1 ise kapsama kesindir [14].

ispat. Sonug 4.2.12 ve Sonug 4.2.3’den wy C S elde ederiz. Kapsamanin kesin oldugunu
gostermek icin (4.1.4)’de tamimlanan = = (zy) dizisini goz Oniine alalim. O zaman s —lim z; = 0

oldugu agiktir, yani z € S fakat 0 < a < & ve p = 1 igin 2 ¢ w*(p) dir. Gergekten

1 1 ¢ In—1
E : p_ } : P

In—1

no

oldugunu gérmek kolaydir. n — oo iken

— 00 oldugundan 0 zaman 0 < o < s ve p = 1

icinx ¢ w;, dir. Sonug olarak 0 < o < % vep=lig¢inz € S — wy dir. Bu ispati tamamlar.

Sonug 4.2.3, Sonug 4.2.13 ve Teorem 3.2.2°den her « igin S Nl C w, C S elde ederiz,

burada 0 < a < 1ve 0 < p < oo dir.
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5. a. DERECEDEN ISTATISTIKSEL LIMIT NOKTALARI

Bu boliimde Fridy and Orhan [22] tarafindan yapilan istatistiksel {ist limit ve alt limit kavram-
larina derece dahil edilerek «. dereceden istatistiksel limit noktalar: tanimlanacak ve bazi teorem-

ler verilecektir.
5.1. . Dereceden Istatistiksel Degme Noktas1 ve Stmrhlik

Tamm 5.1.1. 0 < o < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 o olsun. Eger her € > 0 i¢in
{k : |z, — | < €} cimlesinin o — yogunlugu sifirdan farkli ise 7y sayisina x = (x) dizisinin bir

a. dereceden istatistiksel degme noktasi diyecegiz.

Tamim 5.1.2. Eger 0 < o < 1igin §, {k : |zx] > B} = 0 olacak sekilde pozitif bir B sayisi
varsa = (xy) dizisi . dereceden istatistiksel sinirlidir diyecegiz.

0 < a < 1 sabit bir reel say1 ve © = () reel terimli bir say1 dizisi olmak {izere
B, ={beR:§,{k:xx>b} #0};
ve benzer olarak,
Ay ={aeR:§,{k:zx <a} #0}

climlelerini tanimlayalim. Dikkat edelim ki X' C R ciimlesi i¢in 6, { K'} # 0 olmasiyad, { K} >

O yada K, a — yogunluga sahip degildir anlamina gelir.
5.2. a.. Dereceden Istatistiksel Ust Limit ve Alt Limit

Tanim 5.2.1. 0 < a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 « olsun. Bu durumda reel

terimli © = () dizisinin «. dereceden istatistiksel iist limiti

) supB,, B, #
s* —limsupx =
—00 B, =10
ve «. dereceden istatistiksel alt limiti
o inf A,, A, #0
s —liminf x =
+00 A, =10

ile tanimlanir.



Burada reel terimli = () dizisinin « = 1 i¢in istatistiksel {ist limiti

. supB,, By #0
s — limsupzx =
—00, B, =10
ile ve alt limiti
o inf A,, A, #0
s —liminfz =
+oo, A,=10

ile tanimlanir [22].

Ornek 5.2.2. v = (z}) € w dizisi asagidaki gibi tanimlansin:

(

3, k tek kare ise,

—1, k cift kare ise,
T = (5.2.2)
0, k tek kare degilse,

\ 1, k ¢ift kare degilse.

Kareler ciimlesi o > % icin a—yogunlugu sifir oldugu i¢in z = () dizisi v. dereceden
istatistiksel simirhidir. Béylece a < 3 i¢in B, = (—o00,1) ve A, = (0, 400) olup, s —limsup z =
1 ve s* — liminfz = 0 olur. Ayrica x = (x) dizisi sirasiyla 1’e ve 0’a yakinsayan pozitif
a — yogunluga sahip iki alt diziye sahip oldugundan «. dereceden istatistiksel yakinsak degildir.
o < % i¢in z dizisinin a. dereceden istatistiksel degme noktalarinin ciimlesi {0, 1} dir ve s* —

lim sup x bu ciimlenin en biiyiik elemanina esitken, s“—lim inf x bu ciimlenin en kii¢iik elemanina

esittir.

Teorem 5.2.3. 0 < a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 a olsun. Eger § = s* —

lim sup x sonlu ise, her € > 0 i¢in
daf{k:ap>0—ct#0vedo{k:xp>0+e}=0 (5.2.3)
dir. Tersine, 0 < o < 1 olmak tizere her £ > 0 i¢in (5.2.3) saglanirsa § = s — lim sup x dir.

Teorem 5.2.4. 0 < o < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 a olsun. Eger n = s*—liminf x

sonlu ise, her € > 0 i¢in
daf{k:iar<nt+et#0vedo{k:xpr<n—e}=0 (5.2.4)
dir. Tersine, 0 < o < 1 olmak tizere her £ > 0 i¢in (5.2.4) saglanirsa n = s — liminf x dir.

Teorem 5.2.5. 0 < « < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 a olsun. Herhangi bir x = ()
dizisi i¢in
s* —liminfx < s* — limsupx
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dir.

Ispat. ilk olarak 0 < o < 1 olmak iizere s* — limsupz = —oo olsun. Bu B, = ) ol-
masini gerektirir. Boylece R’deki her b ve 0 < o < 1 igin 6, {k:xx > b} = 0 olur. Bu
0o {k : z, < b} = 1 olmasim gerektirir, bu yiizden R’deki her a igin 0, {k : xx < a} # 0 olur.
Boylece s* — liminf z = —oo olur.

0 < a < 1 olmak ilizere s* — limsupx = 400 oldugu durumda ispata gerek yoktur. Bu
nedenle 5 = s* — limsup z sayisin sonlu varsayalim ve n = s* — liminf x olsun. ¢ > 0
verilsin. 7 < 3 + € olacak sekilde 5 + ¢ € A, oldugunu gosterecegiz. Teorem 5.2.3’ten 5 =
sup B, oldugundan 0 < a < ligin 6, {k: x> B +¢/2} =0dir. o {k:x, < pf+¢/2} =1
gerektirmesi d,, {k : 2, < § + e} = 1’i gerektirir. Boylece, § + ¢ € A, olur. Tanim geregince
n = inf A, oldugundan, n < /3 + ¢ sonucuna variriz. ¢ > 0 keyfi oldugundan bu bize n < (8

sonucunu verir. Bu da ispati tamamlar.
Teorem 5.2.5 ve yukaridaki tanimdan asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 5.2.6. 0 < a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 « olsun. Sinirh z = (z;) € w
dizisi i¢in asagidaki 6nermeler saglanir.
(i) liminf z < s* —liminfx < s — liminf z

(17)s — limsupz < s* — limsupz < limsupz

Teorem 5.2.7. o, 0 < o < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 olsun. «. dereceden
istatistiksel simirli bir z = () dizisinin «. dereceden istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter sart
s* — liminf x = s* — limsup z
dir.
Teorem 5.2.8. 0 < o < 3 < 1 olsun. Bu taktirde
s —limsupz < s* — limsup z
dir.

Ispat. N dogal sayilar kiimesinin herhangi bir alt kiimesi E olsun. Bu taktirde [14] de verilen
Lemma 2.2 geregince 0 < a < [ < lise 63 (F) < 0, (F) dir. Simdi verilen bir = = () dizisi

icin 0 < o < 1 olmak tizere
B ={beR:6,{k:x >0b} #0}
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tammlayalim. 0 < o < 3 < 1i¢in B? C B® dir. Gergekten, b € B? olsun. o < f3 igin
li ! H{k < > b} <l ! H{k < > b}
im — n:x im — n:x
n nB - k T n n¢ - k

esitsizligi saglandigindan, lim,, = [{k < n: z), > b}| # 0 olmast lim,, = [{k < n: ), > b} #0

olmasin1 gerektirir ki buradan bn € B elde edilir. Yani B? C B dir. Bu taktirde sup B? <
sup B2 olup s® — limsup z < s® — lim sup x elde edilir.
Simdi ispat1 Teorem 5.2.8’in ispatina benzer olan asagidaki teoremi verelim.
Teorem 5.2.9. 0 < o < 3 < 1 olsun. Bu taktirde
s* —liminfz < % — liminf x

dir.

Teorem 5.2.10. 0 < a < 8 < 1 olsun. Bu durumda «. dereceden istatistiksel sinirli bir reel

terimli x = (xy) dizisi ayn1 zamanda 3. dereceden istatistiksel sinirli bir dizidir.
Ispat. o < 3 olmasi nedeniyle ispat
Sk < n ol > BY < —[{k < o] > B
— n: |z — n: |
B < k S < k

esitsizliginden hemen ¢ikar.
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6. SONUC

Bu tezde, istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli p-Cesaro toplanabilme, a. dereceden istatistiksel
yakinsaklik ve a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilme kavramlar1 verilmis ve «. derece-
den istatistiksel yakinsak diziler uzayi ile «. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin
uzay1 karsilagtirilmistir. Tezin orijinal kismini olusturan son bdliimde; bir dizinin, «. dereceden
istatistiksel degme noktalari, «. dereceden istatistiksel {ist ve istatistiksel alt limitleri kavramlari
verilmis ve «. dereceden istatistiksel sinirli dizi tanimlanmistir. Ayrica o. dereceden istatistiksel

limit noktalar1 arasindaki bazi bagintilar elde edilmistir.
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