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BAZI DOGRUSAL OLMAYAN PARABOLIK PROBLEMLERIN COZUMUNUN
PATLAMASI UZERINE BiR CALISMA

Nedim UCAR

o)/

Bu ¢aligmada, baz1 dogrusal olmayan parabolik denklemler i¢in baglangi¢c sinir deger
problemlerinin ¢oziimlerinin patlamasi incelenmistir. Birinci boliimde, inceledigimiz
problemler tanitilmig ve benzer tipteki problemler tizerine yapilmig ¢caligmalardan bah-
sedilmigtir. Tkinci boliimde, bu ¢aligmada kullanilan genel ve o6zel bilgiler verilmistir.

Ugtincii boliimde, a(z, t)u, — >0, 52 (|ua,

i1 Do me Uug,) = f(u) denklemi i¢in bir baglangig

sinir deger problemi ele alinmig ve ¢oziimiin patlamasi, baglangi¢ enerjisinin durumuna
gore iki alt boliimde incelenmigtir. Dordiinctt boliimde, u (z,¢) = [k (z,y,t) v’ (y,t) dy
nonlocal simir degerine sahip u; = Au + ¢ (z,t) u? denklemi igin %a@langlg sinir deger
problemi ele alinmig ve p > 0, [ > 0 sayilarinin durumuna global ¢oziimiin varlig1 ve
¢Oziimiin patlamasi ti¢ ayr: alt boliimde incelenmigtir.
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A STUDY ON BLOW UP OF SOLUTIONS OF SOME NON-LINEAR
PARABOLIC PROBLEMS
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ABSTRACT

This work is devoted to the blow up of solutions of the initial-boundary value prob-
lems for some nonlinear parabolic equations. In the first chapter, our problems are
defined and some studies done on the type of similar problems are mentioned. In the
second, general and specific informations for this work are given. In the third, an initial
"2 uy,) = f(u) is

considered and blow up of solution is analysed in two sections according to the initial

boundary value problem for the equation a(z,t)u; — Y i, 52 (|us,

energy of the problem. In the forth, an initial boundary value problem for the equa-
tion u; = Au+ ¢ (x,t) u? with nonlocal initial data u (z,t) = [k (z,y,t)u (y,t) dy is
considered, and global solution and blow up of solution are anglysed in three sections
with respect to the conditions of p > 0, [ > 0.
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1 GIRIS
Lineer olmayan parabolik denklemleri igeren basglangi¢ sinir deger problemlerinin global
¢oziimlerinin var olmamasi konusu iizerine gec¢migte pek cok caligma yapilmigtir ve
gliniimiizde de bu konu tizerinde etkin olarak ¢aligilmaktadir.

Kabaca, zaman sonlu bir 7" > 0 limitine yaklagtiginda ¢oztimiin sonsuza gitmesi
olay1 "blow up” olarak adlandirilir.

Blow up konusu 1940’larda ve 1950’lerde Semenov’un ”zincir reaksiyon teorisi” ile
ortaya ¢ikmigtir.

1960’1arda ozellikle S.Kaplan, H.Fujita ve A.Friedman tarafindan bu konuda daha
kapsamli ¢aligmalar yapilmistir. Bu caligmalarda temel olarak, f lineer olmayan bir

fonksiyon olmak iizere

up — Au = f(u)

yari lineer parabolik denklemi i¢in baglangi¢ sinir deger problemi ele alinmig ve bu
problemin global ¢coztimlerinin var olmadig1 durumlar i¢in yeter kogullar elde edilmigtir.
Sonuglar elde edilirken Kargilagtirma Teknigi (Comparison Principle), 6zdegerlerin po-
zitifligi, enerjetik yontem ve diferansiyel esitsizlikler kullanilmigtir.

1970’lerde ise H.A.Levine Konkavlik Yéntemi (Concavity Method) adz ile bilinen
bir yontem geligtirmis ve bu yontem genisg bir uygulama alani bulmustur. Levine bu

yontem ile ilk olarak

Puy = —Au+ f (u)

denklemini incelemis ve ¢ozlimiin patlamasi i¢in yeter kogullar elde etmistir. Burada P
ve A reel ya da kompleks Hilbert uzayimmin yogun alt bolgesinde tanimli pozitif, lineer
simetrik operator ve f belirli kogullari saglayan lineer olmayan bir operatordiir.

1980’lerden itibaren ”self-similar” ¢oztimler, incelenmesine 6nem verilen dallardan
biridir. Baz1 hallerde problemin daha iyi incelenmesi i¢in pozitif ¢oziimlere bakilms,
"localization” ve ”positivity” ozellikleri ayrica incelenmistir.

Yine 80’li yillardan sonra bircok fiziksel olay non-local matematiksel model olarak
formiile edilmistir. Ilk kez Bitsadze ve Samarskii tarafindan 6nemine dikkat cekilen

non-local tipli problemler bu yillardan sonra sik¢a incelenmistir.

Bu tez ¢aligmasi iki ana boliimden olugmaktadir.



Birinci boliimde, Y.Zhounun [44] makalesi incelenmigtir. Bu makalede Zhou, a(z,t) >

0 belirli kogullar1 saglayan bir fonksiyon olmak iizere

au; — div (|Vu|m_2 Vu) =f(u) z€Q, t>0
u(x,t) =0 xed, t>0 (1.1)
u(x,0) =wup(x) €
problemini ele almigtir. Burada, m > 2 ve f siirekli bir fonksiyondur. [28]’den, (1.1)
problemi L* (0, T Wolm(Q)) uzaynda local ¢oztime sahiptir ve p < nm/ (n —m) ol-
mak tizere |lu(x,t)||;, normu ¢ degiskenine gore siirekli olur. Daha 6nce, Z.Tan [37],

(1.1) problemini m = 2, a(z,t) = a(x) > 0 ve f(u) = |u|’ i¢in ele almig ve

auy — Au = uP reN, t>0
u(x,t) =0 xedd, t>0 (1.2)

u(x,0) =wuo(xr) €

problemini incelemistir. Burada, p = Z—fg dir. Tan bu makalesinde uy € Hj () baglangig

degeri
Vol do — 7 [ fuol?™ do < 15772
Q Q

(1.3)
[ ol da > S™/?
Q

kosullarimi sagliyorsa (1.2) probleminin ¢6ziimiiniin sonlu bir zamanda blow up oldugunu

gostermigtir. Burada
2
S: lnf ||Vu||L2

u€H; ||U||ip+1

dir. Zhou ise Tanin elde ettigi bu sonuclar1 genellegtirmisgtir. Birincisi, m > 2 ve
a(z,t) > 0 almg; ikincisi ise (1.3)’de ”<” yerine ”<” almigtir ve ¢Oziimiin yagam
stiresinin (lifespan) bir iist sinirmi vermistir. Zhou, blow up sonuglarin elde ederken

Konkavlik Yontemini kullanmigtar.

Tkinci boliimde A.Gladkov ve K.I.Kim’in [19] makalesi ele almmustir. Bu makalede
Gladkov ve Kim, nonlineer ve non-local sinir koguluna sahip bir yari lineer 1s1 denklemi
i¢in baglangi¢ sinir deger probleminin pozitif ¢oziimlerini incelemiglerdir. Daha 6nceleri,

A Friedman [15])’de, A diizgiin eliptik bir operator ve f stirekli bir fonksiyon olmak {izere

uy — Au =0 ref, t>0
u(z,t)= [ f(z,y)uly,t)dy x€dQ, t>0
Q

u(x,0) = ug () x €



problemini; K.Deng [10]'da, g (z,u) x’e gore C°, w’ya gore C'’den ve f siirekli bir

fonksiyon olmak tizere

u — Au = g (x,u) xr€eQ t>0
u(a,t)= [ f(z,y)uly,t)dy =€, t>0
0

u(z,0) = ug () ASRY)

problemini ve Y.Yin [42]’de, A diizgiin eliptik bir operatér ve g, f siirekli fonksiyonlar

olmak tizere
u — Au = g (x,t,u) r€eN, t>0

u(z,t)= [ flz,y)u(y,t)dy x€dQ, t>0
Q

u(x,0) = ug () xz €
problemini incelemigler ve Karsilagtirma teknigini de kullanarak c¢oziimiin local ve
global varlig: iizerine cesitli sonuglar elde etmiglerdir. Galaktionov ve Levine [17] ile
Laptev [26]’in ise non-local non-lineerlige sahip bir reaksiyon-difiizyon denklemi igin
Cauchy probleminin ¢ézliimiiniin patlamasi tizerine calismalar: vardir. Galaktionov ve
Levine, k(y) baz esitsizlikleri saglayan, R" de o6lgiilebilir bir fonksiyon ve p > 1, r > 0,
p+r>1,1<¢q< oo olmak tizere [17]'de

(r-1)/q

up = Au+ ™! / k(y)u’(y, t)dy

N

denklemini; Laptev ise k(y) baz esitsizlikleri saglayan, R de olciilebilir bir fonksiyon
ve p >0, ¢ > 1 olmak {izere [26]'da

p/q

up = Au+u /k‘(y)uq@,t)dy

N

denklemini incelemigler ve bazi blow up sonuglar1 elde etmiglerdir. Gladkov ve Kim

[19]’da

u = Au+ c(x,t) u? xreQ t>0

u(z,t) = [k(z,y,t)u' (y,t)dy €0, t>0 (1.4)
Q

u(z,0) = ug (z) x €}

problemini incelemiglerdir. Bu problemin local ¢6ziimiiniin varhgimni [20] makalesinde is-

pat eden Gladkov ve Kim; [19]’da, kargilagtirma teknigini kullanarak ¢ (z,t) ve k (x, y, t)



fonksiyonlari ile p ve [ katsayilar1 tizerine konulacak bazi kosullar altinda ¢Oziimiin

global varligi ve blow up ile ilgili sonuclar elde etmislerdir.

Bu tez galigmasinda, ele alinan [44] ve [19] makaleleri gerekli agiklamalar yapilarak

incelenmigtir.



2 ONBILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ileriki boliimlerde kullanilacak bazi tanimlar, teoremler, gosterimler, esit-

sizlikler ve sonuglar verilecektir.

Tanim 2.1 Q C R" agik, sinerly bir kiime ve k € {1,2,...} olsun. Eger her bir xy € 0S)

icin, (gerektiginde koordinat sistemi degistirilerek)
QN B(xg,7) ={x € B(xo,7) : Ty > g (1,29, ...;Tp_1)}

olacak sekilde r > 0 saysi ve g : R*! — R, g € C* fonksiyonu varsa 0Q sinars C*
siafindandwr denir. Eger her bir k = 1,2, ... i¢in 0Q C* simfindan ise 0Q simiry C™
simfindandur denir. [14]

Not 2.2 Eger 092 sinars Ct simfindan ise, 02 boyunca dis yonlii birim normal vektorii

n= " n%....n") tanmbdur.[14]

Tanim 2.3 u € C! (ﬁ) olsun. O zaman, n-Du ifadesine u’nun (dis yonli) normal

tirevi denir ve

ile isaret edilir.[14]

Teorem 2.4 (Gauss-Green Teoremi) Q2 C R™ agik, sinarly bir kime ve 02 sinar

C sumfindan olmak tizere u € C* (ﬁ) olsun. O zaman, i = 1,2,....n i¢cin

/uxidx = /unidS

Q 0N

esitligi saglanir. Burada n®, 92 sinariman dis yonli normal vektoriniin i. bilesenidir. [14]

Teorem 2.5 (Kismi Integrasyon Formiilii) Q C R" agk, sinarl bir kiime ve 99

simary Ct sinafindan olmak tizere u,v € C* (Q) olsun. O zaman, i =1, ...,n i¢in

/umivdzlr = — /uvxid$+ /uvnidS

Q Q [2/9]

esitligi saglanir. Burada n', 9 simariman dis yonli normal vektorinin i. bilesenidir.[14]

Teorem 2.6 (Green Formiilii) Q C R™ agik, sinarle ve 9 simarn C simafindan ol-

mak tizere u,v € C? (ﬁ) olsun. O zaman, asaqidaki egitlikler saglanur.[14]
5



(i) [Audr= [ g—’;dS
Q 80

(ii) [ Dv-Dudzr = — [ uAvde+ [ GLudS
Q Q Q

(i) [ (uAv —vAu)de = [ (ug—f] — v?—Z) dS
Q Q

Tanim 2.7 ¢ : R" — R fonksiyonu her z,y € R™ ve her bir 0 < a <1 i¢in

¢(ar+(1—-a)y) <ag(z)+(1—a)d(y)
esitsizligini saghyorsa ¢ fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.[41]

Teorem 2.8 (Jensen Esitsizligi') Q C R" sonlu dl¢iimli, olgilebilir bir kime olmak
tizere u : Q — R dl¢ilebilir ve integrallenebilir (u € Ly (2)) bir fonksiyon olsun ve

¢ : R — R fonksiyonu konveks olsun. Bu durumda,

1 1
¢ @/udx Sﬁgfd)(u)dx

Q

egitsizligi saglanur. [41]

Teorem 2.9 (Jensen Esitsizligi?) Q c R” dlciilebilir kiime olmak dizere f : Q — R
ol¢iilebilir fonksiyonu o < f (z) < B kosulunu saglasin ve f(x) # «, 3 hhy Q’da olsun
(a,ﬁ € @). p: Q — R fonksiyonu ise sinarl, pozitif ve p(x) > 0 hhy Q’da olsun.
Ayrica ¢ : R — R fonksiyonu konveks ve a < t < 3 igin ¢" (t) < 0o olsun. O zaman,

5 (fg fpdx) < Jo @ (f) pda

fQ pdx fQ pdx

esitsizligi saglanir. Burada, esitsizligin sag tarafindaki ifadenin sinarl oldugunu varsayi-

yoruz.[21]

Tanim 2.10 X ve Y normlu lineer uzaylar olsun. Bu durumda,
(i) X CY
(i) Her f € X icin || flly <cl|fllx olacak sekilde ¢ > 0 vardar.

kosullary saglanwyorsa X uzayr Y uzayina surekli gomiliur denir ve X — Y ile isaret

edilir.[1]



Tanim 2.11 € C R"™ bir bolge ve p > 0 bir reel say olmak tzere, Q) uzerinde
/]u(:r;)]p dr < oo
Q

kosulunu saglayan u dlgilebilir fonksiyonlarindan olusan uzaya LP () uzayr ady verilir.

LP () bir normlu lineer uzaydur ve bu uzay tzerindeki norm

1/p
il = | [ uo) do
Q
bigiminde tanwmlanar. [1]

Tanim 2.12 Q C R” bir bolge olmak tizere, Q) tuzerinde 6l¢ulebilir ve hemen hemen her
yerde sinirly fonksiyonlardan olusan uzaya L™ () uzayr ady verilir. L™ () bir normlu

lineer uzaydir ve bu uzay tzerindeki norm
[ull po () = €55 5up Ju ()]
€
bigiminde tanimlanar. [1]

Not 2.13 Yukarida verilen tanimlarda, fonksiyon ile kastedilen sifir olcumliu kiime

disinda esit olan fonksiyonlardan olusan denklik sinafidur.
Teorem 2.14 p € [1,00] i¢in LP (2) Banach uzayidr.[1]

Teorem 2.15 L2 (Q)) Hilbert uzaydar ve bu uzay tizerindeki i¢ carpim, f,g € L*(Q)

olmak tzere

(F.9) 2oy = | foda
/

bi¢iminde tansmlidr.[1]
Teorem 2.16 2 C R™ sinwrl bir bolge olsun. O zaman, 1 < p < q < 00 i¢in
L1(Q) C LP ()
olur . Ayrica u € L (Q) i¢in
Q7 Null oy < 1207 ull poge
esitsizligi saglanwr. Dolayisiyla
L1(Q) — LP(Q)

strekli gomilmesi gegerlidir.[1]



Tanim 2.17 u,v € L} () ve a bir multiindeks olsun. Eger her ¢ € C5° (Q) i¢in

loc
/uDangdx = (=) /vgbdx

Q Q
esitligi saglanwyorsa, v fonksiyonuna u’nun o ’inct zayf tirevi denir ve D*u = v ile

isaret edilir.[14]
Tanim 2.18 ) C R” bir bolge, 1 < p < oo ve k € N olmak tizere
Wh?(Q) = {f € P (Q) | D € L(Q), 0 < |a] < k}

biciminde tanimlanan uzaya Sobolev uzayr denir. WP (Q) bir normlu lineer uzaydir ve

bu uzay tzerindeki norm

1

Zf’Daf‘pdx  1<p<
[ fllwrny = \lel<k®

S esssup|Dof| i p=oo

|a‘§k xeN)

bigiminde tanimbidur.[14]
Teorem 2.19 W*? (Q) Banach uzaydar. [1/]

Teorem 2.20 W2 (Q) Hilbert uzayidir ve bu uzay tizerindeki i¢ carpim f,g € W2 (Q)

olmak tzere

(9w = Y [ DD%gds
l|<k

bigiminde tanimbidur.[14]

Tanmim 2.21 Cg° (Q) uzayinin WP (Q) uzayindaki kapanis: W(f” P(Q) ile isaret edilir.

Dolayisiyla, u € Wé“’p (Q) olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul
|t — uHWkaP(Q) — 0

olacak sekilde {uy,} -_, C C5° (Q) dizisinin var olmasidur.[14]

Not 2.22 Wi? (Q) uzay, her |a| < k — 1 igin

D% =0 (087da)

kosulunu saglayan u € WP (Q) fonksiyonlarindan olusan uzay olarak diigiindilebilir.[14]

8



Teorem 2.23 Wr* (Q) uzays [-[[yrs) normu ie bir Banach uzayidir.[14]
Teorem 2.24 W22 (Q) uzay: (., Dwreq ¢ carpuma ile bir Hilbert uzayidir. [14]

Not 2.25 Q C R” sunark olmak tizere, Wo? (Q) (1 < p < 00) uzaymdaki norm

RS

e D

lal=Fk ¢
bigiminde verilebilir ve bu norm ||.|[y s q) normuna denktir.[18]
Teorem 2.26 Q =R" ya da C sinifina ait agik sinarl bir bolge olsun. Bu durumda,
asagqrdaki strekli gomilmeler gecerlidir.[24]
(i) Eger 1 <p <n ise, WP (Q) — L"/("=P) (Q)
(ii) Eger p=mn ise, W' (Q) — L1(Q), ¢ € [n,00)

(iii) Eger p > n ise, WhP () — L ().

Tanim 2.27 X bir Banach uzay:, 1 < p < oo ve —oo < a < b < 0o olmak tizere

b
/mwﬂw<m

kosulunu saglayan u : (a,b) — X dl¢ilebilir fonksiyonlarmdan olusan uzaya LP (a, b; X)
uzayr denir. LP (a,b; X') bir normlu lineer uzaydir ve bu uzay tuzerindeki norm

P

b
Jullsoiy = | [ T (Ol
bi¢iminde tanimlidur.[38]

Tanim 2.28 X bir Banach uzay, p = 0o ve —oo < a < b < o0 olmak tizere olgilebilir
ve hemen hemen her yerde swmarl u : (a,b) — X fonksiyonlarindan olusan uzaya
L*> (a,b; X) uzayr denir. L™ (a,b; X) bir normlu lineer uzaydir ve bu uzay tzerindeki

norm

[l oo (a:x) = €58 sup |[lu (t)]|
te(a,b)

bi¢iminde tanimlidur.[38]



Teorem 2.29 p € [1,00] i¢in L (a,b; X)) Banach uzayidir.[38]

Tamim 2.30 X bir Banach uzay, —oco < a < b < oo olmak dzere u : [a,b] — X
bigimindeki strekli fonksiyonlardan olusan uzaya C ([a,b]; X) uzays denir. C ([a,b]; X)

bir normlu lineer uzaydir ve bu uzay uzerindeki norm
]l ¢ a,p15) = max lw () x
bi¢iminde tanimlidur.[38]
Teorem 2.31 C ([a,b]; X) Banach uzayidar. [38]
Tanim 2.32 X bir Banach uzay:, 1 < p < oo ve —oo < a < b < +o0o olmak tzere
WP (a,b; X) = {u € L” (a,b; X) | v’ € L” (a,b; X)}

bigiminde tanimlanan uzaya WP (a,b; X) uzayr denir. Bu uzay bir normlu lineer uzaydar

ve bu Uzerindeki norm

1
b »
(f\|u<t>r|§<+|\u’<t>r\§daz) ey en

esssup ([[u ()] x + v (Dllx) 5 p=o0

e

1l a,:x)

bi¢iminde tanimlidur. [38]

Q C R™ agik, siirh bir kiime olmak iizere

—Aw =Xl Q’da
w |aQ = O
ozdeger problemini géz oniine alalim.

Teorem 2.33 L? (Q) uzaymmn ortonormal bir tabani olan éyle {w,,} fonksiyonlar ile

m — o0 tken A\, — 00 kosulunu saglayan ve

biciminde olan dyle {\,,} saylars varder ki

—Aw,, = A, Q’da

W € W32 (Q) N C™ (Q)

saglanar. [24]
10



Not 2.34 Eger 092 sinary C*° sunafindan ise w,, € C'™ (ﬁ) olur.[24]

Teorem 2.35 v € Wy? (Q), v # 0 i¢in

ile isaret edelim. O zaman, m > 2 i¢cin

A= min R(v)=R(w)
veW 2 ()
v#£0

Am = R(wp,) = max R (v)

vEspan{wi,...,.wm }

v#0
Am = min R (v)

vl{wi,...,wm}
Am = min maxR (v)

Wcw 2 (@) veEW
dim W=m

egitlikleri saglanar.[24]

Lemma 2.36 w € VVOI’2 (Q), w # 0 fonksiyonu R (w) = A\ kosulunu saglyorsa, w
fonksiyonu Ay ozdegerine karsilik gelen dzfonksiyondur.[24]

Teorem 2.37 (2.1) probleminin ilk 6zdegeri A\ ’e karsilik gelen 6zfonksiyonlar bir sabit
carprma ile ayrilirlar ve bu ozfonksiyonlar €)’da isaret degistirmezler. Dolayisiyla, §2

baglantily olmak tizere wy fonksiyonu wy > 0 (§2°da) bigiminde secilebilir. [24]
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3 BIR QUASILINEER KISMI DIFERANSIYEL
DENKLEM ICIN BASLANGIC SINIR DEGER
PROBLEMI

Bu boliimde, agagidaki baslangi¢-sinir deger problemi incelenmistir:

a(@, thue — 3 a‘; (|
w(z,t) =0 €N t>0 (3.1)
u(z,0) = up(x) x €

Uy,) = f(u) z€Qt>0

Burada m > 2, Q C R” (n > 1) s diizgiin, simrli bir bolge ve 092, © bolgesinin
siridir. a(z,t) € WH™ (0, 00; L>(2)) pozitif bir fonksiyon, f ise siirekli bir fonksiyon-

dur.

3.1 BASLANGIC ENERJISI POZITiF OLDUGU DURUMDA
PROBLEMIN INCELENMESI

Bu alt bélimde, (3.1) probleminin ¢éziimiiniin sonlu bir zamanda patlamasi ile ilgili
agagidaki teorem incelenecektir.

Asagidaki teoremde, a,(x,t) < 0 ve baslangig enerjisi F(0) pozitif oldugu durumda
¢Oztimiin patladigin goriilecek ve 6zel bir halde ¢6ziimiin mevcut oldugu siire (lifespan)

yukaridan sinirlandirilacaktir.

Teorem 3.1 a(z,t) € W1 (0,00; L®(Q)) fonksiyonu hemen hemen her t > 0 igin

ai(x,t) <0 bigiminde pozitif bir fonksiyon olsun. Cy > 0, p > m > 2 ve

F(u) :/f(S)dS, n>m icin p< —22
n—m
0
olmak “zere
F@] < ColaP™,  pF(w) < uf(u) (3.11)
kosullar: saglansin. By sabiti
HUHLP < By HUHWOL’” ) (S Wolm(Q) (3.1.2)

Sobolev gomilmesinin en kiicik sabiti olmak tizere ug € Wolm(Q) fonksiyonu

ol » > Ao = (CoBy*) =
12

m (3.1.3)



ve

ME(O):%/ZZZ; ZZS " —/F(uo(:c))dx
< Ey= (% _ ]13) (CoBD) (3.1.4)

kosulunu saglasin. O zaman, uy % 0 igin (3.1) probleminin global ¢ézimi mevcut
degildir. Ayrica, eger E(0) < Ey ise, (3.1) probleminin ¢éziminin mevcut oldugu T*
stresi (lifespan)
. 8|vatue],

= 22 (B~ B(0))

bigiminde ustten simrlandvrilabilir. Burada a(z,0) fonksiyonu ag(z) ile isaret edilmigtir.

T

Not 3.2 Asagqidaki kosullar saglayan ug € VVO1 Q) fonksiyonlarindan olusan kimenin

bos kime oldugu gosterilebilir.

1ry

Q =1

dug
ox;

m = [ Pus(a))de < (% - 1) @By~

—1

uol| 1 = (CoBg*)r=

Gergekten, asagida Lemma 3.4 "in ispatinda dogrudan gérilecegi tizere ||ug|| ., = (CoB) =

Ly
w2

esitsizlig saglanar.

- ! dx — Q/ F(ug())dz > (l - %) (CoBI)p=m

aUO

8;1:Z-

m

Teorem 3.171 ispat etmek i¢in agagidaki lemmadan yararlanilacaktir.
Lemma 3.3 v(t) iki kez tiirevlenebilen ve o > 0 olmak tizere t > 0 i¢in
W= (1+a) () 20

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Eger 1)(0) > 0 ve ¢'(0) > 0 ise dyle

bir
"< 50
vardwr ki t — tq i¢in
Y — 00



Ispat. o(t) = ¢~*(t) fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda,

P(t) = —ayp™" (' (t)

P'(t) = —a(—a— 1Y (OY (Y (1) — ayp™ T ()Y (¢)
= —ay () [Y(t)v"(t) — (a+ 1)('(1)?]

esitlikleri elde edilir. Varsayimdan, 1(t) pozitif bir fonksiyon olduguna gore 1) =*"2(t) >

0 yazabiliriz. Bunu yukaridaki son egitlikte goz ontine alirsak ¢ > 0 icin
¥"(t) <0

bulunur, ¢iinkii varsayimdan ¢ > 0 icin "¢ — (1 + «)(¢')? > 0. Boylece, p(t) konkav
fonksiyondur. Ayrica ¢(t) kesin azalandir, ¢iinkii ¢ > 0 i¢in "9 — (1 + «)(¢')? > 0
olduguna gore

w/lw Z 0

olur ve 1 pozitif fonksiyon oldugundan
' >0
bulunur, yani )" artan fonksiyon olur. Dolayisiyla
Y'(t) > 4'(0) >0

olacagindan t > 0 igin
P(t) = —ap™ ()Y (1) <0

elde edilmig olur.

©(t) nin (0, ¢(0)) noktasindan gegen teget denklemi

y(t) — (0) = ¢ (0)(t = 0)

veya
y(t) = ¢(0) — ap=* " (0)2' (0)t
bicimindedir. Bu teget dogrusunun ¢ eksenini kestigi nokta

) ()
a1 (0)d(0) ~ av(0)

14
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dir. () konkav ve kesin azalan olduguna goére o(t) egrisinin ¢ = 0 daki teget dogrusu
y(t), her zaman o(t) egrisinin iistiinde kalir(veya ¢(t) ile gakigir). O halde, y(t) dogrusu

t = to noktasinda ¢ eksenini kestigine gore ¢(t) fonksiyonunun grafigi de bir t; < ¢y =

¥(0)
o’ (0)

noktasinda t eksenini kesecektir. Boylece,
t —t; iken @(t) —0

ve dolayisiyla

iken Y — o0

elde edilmis olur. m

(3.1) problemine karsilik gelen enerji

™ dx — /F(u(x,t)) dx (3.1.5)
bi¢imindedir ve

E(t) < E(0) (3.1.6)
esitsizligi saglanir. Gergekten, (3.1)’deki ilk denklem w; ile garpilip €2 iizerinden integrali

/autdx—Z/ [y, |

Q i=1q

aliirsa

ux)x utda::/f(u)utd:v

esitligi bulunur. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci terimde kismi integrasyon formiili

kullanilirsa
/autdx+2/|umz - umlum tdx—/f Juydx
=1 0
veya
2 . 1 a m
au;dr + Z o |ug, | de = [ f(u)updx
Q =10 Q

elde edilir. Son esitligin sag tarafindaki ifade, F'(u)nun tanimindan

jt F(u dx_/dt /f ds dx:/f(u)utdx
Q

olacagindan
10 d
2
=2 |F
/autdx+z_:/ 815’ I i o (u)dz
%) =19 9)
veya
d l/iy mg —/F()d ——/ 2g (3.1.7)
o\ | 2o e " d w)dr | = au;dx 1.
o =1 ) )



bulunur. Dolayisiyla

—E(t) <0
L E) <

elde edilmis olur.

Agagidaki lemma, (3.1) probleminin ¢éziimii i¢in bir degerlendirme vermektedir.

Lemma 3.4 (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) kosullar: saglanwyor olmak iizere E(0) < Ey ol-

sun. O zaman, her birt > 0 icin
=1
Ju(z, ) > Ao ve [u(z,t)|lyrm > (CoBy)r=m (3.1.8)
esitsizlikleri saglanar.

Ispat. Herhangi bir ¢ > 0 igin

m/me

— g~ [ Plutot)de (3.1.9

Q

dx—/ F(u(x,t))dx

(3.1.9)’un sag tarafindaki ikinci ifadeyi goz oniine alirsak, (3.1.1)’den

/()d:v<p/uf( dx<—/ lulP~" da

<—ﬂWd——m<m (3.1.10)

yazilabilir. Buradan, (3.1.10) ifadesini (3.1.9)’da yerine yazarsak

Co

E(t) = —[lu(., t)||"V;01,m—?|| (s )|

1
m
bulunur ve burada da (3.1.2) goz oniine alinarak

Co

1 m
B0) 2 e I = Sl O (31.11)
elde edilir. Simdi,
1
g(s) = mBgnsm - @sp s>0

diyelim. O zaman, agagidakiler dogrudur:
(i) g(s) fonksiyonu [0, Ag) araliginda kesin artandir.

(ii) g(s) fonksiyonu (\g, 00) araliginda kesin azalandir.

16



(iii) g(s) fonksiyonu s = Ay noktasinda Ey maksimum degerini alir.
Bunlar1 gostermek i¢in once

sml C'OB(’}”‘:S‘Z’*1
m
By

g'(s) =

tiirevini hesaplayalim.
(i) (0, A\o) araliginda ¢'(s) > 0 oldugunu gérmeliyiz: Herhangi bir s € (0, o) alalim.

O zaman, \y'in degerini dikkate alarak
0<s< (CoBl)rm
yazabiliriz. Buradan, m — p < 0 oldugundan
s > CoBy'
esitsizligini ve s > 0 oldugunu goz oniine alarak
s" > CyByst !

esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla

elde etmis oluruz.
(ii) (Ao, 00) araliginda ¢'(s) < 0 oldugunu gormeliyiz: Herhangi bir s € (Ag, 00)

alalim. O zaman, A\g'in degerini dikkate alip

s > (O()Bgn>p:1"
yazarsak (7)’dekine benzer gekilde
sl < CoBrsP!

ve dolayisiyla

elde ederiz.

17



(iii) g(s) fonksiyonu [0, o) araliginda kesin artan, (Ao, 00) araliginda kesin azalan

olduguna gore s = Ay noktasinda maksimum degerini alir ve bu deger

1 Co
Ao) = Ayt — — b
9(Xo) mBy p 0
_ (GoBp) Co(CoBy) 7
mbBg* p
—m —7m2_m —p —mp
- = .
_ G Bgt Gt BT
m p
1 1 m
- (=) @B)i= = E
(m p) (CoB%) ’

olur. Diger yandan, 6nce Ey > E(0) varsayimi, sonra da sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.11)’i

g6z Ontine aliirsa her bir ¢ > 0 igin
Eo > E(0) = E(t) = g ([[u(, 1)l .»)
ve dolayisiyla

Eo > g ([lul, )l »)

elde edilmis olur. O zaman, hicbir ¢ > 0 zamani igin g (||u(.,t)||;,) fonksiyonu Ey degerini
alamaz. Ancak g(s) fonksiyonu s = Xy noktasinda g(\g) = Ey maksimum degerini
aldigma gore |u(.,t*)||;, = Ao olacak gekilde ¢t* zamam yoktur. Buradan |ju(.,?)||,,

normu ¢ degiskenine gore siirekli olduguna gore her bir ¢ > 0 icin
”u(xat)HLP > Ao ya da Hu(x?t)“Lp < Ao
olur. Ancak, varsayimdan ||u(z,0)||;, = ||wo||;» > Ao olduguna gére her bir ¢t > 0 igin

luz, )]l L» > Ao = (CoBg") 7=

dir. Boylece

1 )\0 —1
)l = - 1)l > 7 = (CoBE)=

elde edilir. m

Yukarida yapilan hazirliklardan sonra, artik Teorem 3.1’in ispatini verebiliriz.
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Ispat (Teorem 3.1). Iki durumda inceleyecegiz.
1.Durum: E(0) < Ey. Lemma 3.3%in kogullarimi saglayan uygun ¢ fonksiyonu bu-

lacagiz. [32] ve [45] dikkate alimirsa uygun ¢ fonksiyonunun
t t
Y(t) = //a(m,T)UQ(x,T)dde—l— //(7’ — t)ay(x, T)u?(z, T)dwdT
0 Q 0 Q

+(To —t) /ao(x)u%(a:)dx + B(t +€)?, t<Tp, (3.1.12)

bi¢iminde olacag1 goriiliir. Burada ¢, Ty ve 3 daha sonra belirleyecegimiz pozitif sabitlerdir.

O zaman, t’ye bagh kismi integrasyon kullanilarak

V' (t) :/&(:B,t)u2($,t)dx+/t/%(7‘—t)at($,7')u2(:lf,7')d{£d7'—|—

Q

d

+ /(t — t)ay(x, T)u(x, T)dx %t — /(0 —t)ay(z, 7)u* (2, T)dx %0

- /ao(x)ug(x)dx +206(t+¢)
Q

t

_ / o, ) (z, 1) dz — / / oz, )2z, 7)dadr — / a0 (2)2(z)da+

Q 0 Q Q

+206(t + ¢)
t

:/ a(x, t)u?(z,t) — ao(z)ud(z) — /at(l‘,T)UQ(ZE,T)dT dx +206(t + ¢)
Q

0

/ a(ZL',T)U2(l‘,T)|6—/at(ZE,T)u2(I,T>dT dr +26(t +¢€)

t

= / /2a(:c, Tu(x, T)u(x, 7)dr | de+20(t + €)

Q 0

=2 0/ Q/ a(x, T)u(z, T)uy(z, 7)dxdr + 26(t + €) (3.1.13)

elde edilir. Son esitligin t’ye gore tiirevi alimip, (3.1)’deki ilk denklem gbz 6ntinde bu-
lundurulursa
P (t) = Z/Q(x, u(x, t)uy(x, t)dt + 20

Q
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(Z(’“mm Uy, ), + f(u )) udx + 23

") ude + 2 / fu)udx + 2

bulunur. Son esitligin sag tarafinda 6énce kismi integrasyon formiilii sonra (3.1.1) kogulu

kullanilirsa

=2 [l
Q =1

2 U U, AT+ 2 / f(w)udx + 2
Q

—_9 Z g, | dx +2 [ f(u)udz + 20
Q/ i=1 Q/
2 [ "o+ 2p [ Fluyds +20

o =1 Q

esitsizligi elde edilir. Bu esitsiligin sag tarafina 22 f Z |ug,|™ dz ifadesi eklenip gikarilirsa

// ) > 2/Z|uz| dx—l—Qp/ w)dx + 20+

d——/Z\zz

2 n
eI
Q =

"dr + 20

—2/i|uxmdx+@/i]ux
G =1 mJia

veya

vtz ~2E@) +2(2 - 1) [ Y jefmdo+ 20
Q =1

elde edilir. Simdi, (3.1.7) esitliginin her iki tarafinin 0’dan #’ye integralini alarak elde

edecegimiz
t

Et) — E(0) = / 2 / / adzdr

0

esitliginden E(t) cekilip en son esitsizlikte yerine yazilirsa ve VVO1 " (Q) uzaymin normu

dikkate alinirsa

Y"(t) > —2p | E(O //aufd:cch +2 /me ™ dx + 203

20



Q

t
p m
:2(E_1)/Z‘u$i| dx—2pE(O)+2p//aufd:ch+2ﬂ
=1 0 Q
t

p m
=2 (E - 1) ||u(., t)||WO1,m —2pE(0) + 2p /aufd:vdT + 20
0 Q
yazilabilir. Boylece, son esitsizligin sag tarafindaki ilk ifadede 6nce Lemma 3.4 kullanilip

sonra (3.1.4) goz 6ntine alimirsa

t
W(t) > 2 (% - 1) (CoBP) 7 — 2pE(0) + 2p / / auldzdr + 28
0 Q

t
=2p(Ey — E(0)) + 2p//aufdxd7’ + 20
00

elde edilir. Simdi, 8 = 2(Ey — £(0)) > 0 diyelim. O zaman,

t
'(t) > pB+ 2p/ / avidrdr + 23
0 Q

t
>(p+2)+(p+2) //aufdxdT (3.1.14)
0 Q
yazabiliriz. Sonug olarak (3.1.12)’den

»(0) = To/ao(x)ug(x)dx +pe2 >0

Q
(3.1.13)’den

Y'(0) =208 >0
(3.1.14)’den her bir ¢ > 0 igin

P(t) = (p+2)8>0

elde edilir. Boylece, 1 ve ¢’ pozitiftir diyebiliriz. Gergekten, ¢”(t) > 0 oldugundan
Y'(t) artandir. Buradan, ¢ > 0 i¢in

P(t) > ¢'(0) >0
bulunur. ¢’(t) > 0 oldugundan (¢) artandir. Buradan da, ¢ > 0 i¢in

w(t) > (0) >0
21



elde edilir. Varsayimdan, her bir z € Q ve t > 0 i¢in a;(z,t) < 0 oldugundan 1 (t) nin

tanimindan .
> //a(x, u?(z, 7)dzdr + B(t +¢)? (3.1.15)
Q
yazabiliriz. O halde (3.1.12), (3.1.13), (3.1.14) ve (3.1.15)’i gbz Oniine alirsak, herhangi
(€m) € R? igin

1
OIS
p+2

> ( (x, T)dzdr + B(t +€) ) 24
+ (2/ w(z, ) (x, 7)drdr + 20(t —I—s)) En+
+ (ﬁ+//a(:c,7)uf(w,7)dxd7) n?

= ¢£2 a(x, 7)u?(x, 7)dwdr + 26N a(x, T)u(z, T)u(x, T)drdr+
[] /]

t

+n? / / a(x, T (x, 7)drdr + E26(t +¢)* + 26nB(t + ) + n*p
0 Q

()&% + ' (t)&n +

’o\

= // fu T 7')) + 2§u(x,r)nut(x77—) + (UUt(ﬁ,T))ﬂ dedr
FB[(E(t + ) + 26n(t + &) + ]

//aa:T (Eu(z, 7) + nuy(z, 7)) dedr + B (E(t + €) +n)°
>0

yani
Pr(t)
p+2

bulunmus olur. n sabit tutularak, esitsizligin sol tarafi £ degiskenine gore ikinci derece-

V() + 'O+ ——=n> >0

den bir denklem gibi diigiiniiliirse

/lb,/( )

A= @) —avn) S
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p+2

o (<¢’<t>>2 ()

<0

@D”(t))

olacagindan

(0
w02 - (52) =0

yazilabilir. Son esitsizligin her iki yan1 p 4+ 2 > 0 ile carpilarak

w08 (1) - T2 (@) 2 0

bulunur ve boylece

olmak iizere ¥ (t) fonksiyonu Lemma 3.3"in kosullarini saglar. Dolayisiyla
T; S(x)dx + [e?
) 5(0) ) ogao(:c)uo(x) x + fe
a’(0) (’%2)255
2Ty [ ao(x)uf(z)dx + 25
. Q
(p—2)pe

2 (To | V/asuol[;.. + 562)
a (p—2)Be

ta

olmak tzere

t—>t1§t2iken¢—>oo

elde edilmig olur. Simdi, () fonksiyonunu tanimlarken kullandigimiz uygun e ve Tj
sabitlerini belirleyelim. ¢ sayis1
2
lv/aouol| -
(p —2)(Eo — E(0))

bigiminde herhangi bir say1 olsun. € sayisini sabit tutalim ve 7§ sayisini

2 (1, |l + 52
fo= (p—2)pe

bi¢iminde secelim. O zaman,

>

To(p — 2)8= = 2 (To ||y /aouolly. + B2

veya

T (0 - 2)8e - 2 |aguol}2 ) = 20¢2
23



olacagindan
23> _ 2(Ey — E(0)e?
(p—2)8e = 2||V/aouoll,.  (p—2) (Eo — E(0) e = ||y/aouo|;

bigiminde olur. Boylece, u(z,t) ¢dziimiiniin mevecut oldugu siire (lifespan)

S 2 (Eo — B(0)) < __ 8llvasl.

T2 (p—2) (B — B(0) e — || aouo| ;. (P —2)* (Eo — E(0))

To

biciminde smirlandirilabilir.
2. Durum: F(0) = Ey. Bu durum i¢in agagidaki iddiay1 géz ontine alacagiz.
Iddia: E(f) < E, olacak sekilde £ > 0 vardur.
Farzedelim ki iddia yanligtir, yani her ¢ > 0 igin E(t) > E(0) = Ey olsun.
O zaman, (3.1.5)’den
E(t)=E, (t>0) (3.1.16)

elde edilir. Ayrica, ||u(.,t)||,, normu ¢t degiskenine gore siirekli olduguna gore, (3.1.3)

gbz Oniine alinirsa, her bir ¢ € [0, ¢ ] icin
JuC )l e > Ao (3.1.17)

olacak sekilde yeterince kiigiik bir ¢, vardir. Simdi, (3.1) probleminin [0, .| araligindaki
u(z,t) ¢ozimiind diigiinelim. O zaman, (3.1.16) ve (3.1.7)’den

te

0= E(t.) — Ey = B(t.) — E(0) = / %E(T)m

te
= —//a(m,T)uf(x,T)dxdT
0 ©

bulunur ve buradan h.h. her ¢ € [0,¢] i¢in

/a(x, u(x, t)u(z,t)de =0

Q
elde edilir. Son esitlikte, (3.1)’deki ilk denklem g6z éniine alinirsa ve kismi integrasyon

formiiliini kullanihirsa, h.h. her ¢ € [0, ¢] i¢in

0= /a(a:,t)u(a:,t)ut(x,t)dx

Q

(Z (" ), + f(u)> u(z, t)dz

=1

g

Q

24



n

:/Z(|ux,-|m_2 Us,) U(x,t)d:p+/f(u)u(x7t)d$

o =t Q
mdx—i—/uf(u)da:

n
- [ >
o =1 Q

bulunur. Boylece, sirasiyla (3.1.5), (3.1.1) ve (3.1.18) goz 6niine alinirsa

B(0) = B(t) %/immdx - /F(u)dx

Q

1 - 1 -

— | mde — = md
m/zml x p/z|ul x
szl szl

1 1 u .
:<E‘ﬁ/§]% dz
Qizl

elde edilir. (3.1.19) esitsizliginin sag tarafindaki ifadede (3.1.2), (3.1.3) v

dikkate alinirsa

1 1 m 1 1 -m m
(5= 2) el > (5 = 3) B fate. 01

3= 3-
| |

g

— F,

RN, D[~ B

I
A~
3=
I

bulunur ve (3.1.20) esitsizligi (3.1.19)’da yerine yazilirsa

E(0) > E, = E(0)

(3.1.18)

(3.1.19)

e (3.1.17)

(3.1.20)

geligkisi elde edilir. Boylece, iddia dogrudur. Simdi, 1. durumda yaptigimiz iglemleri,

t'nin orijinini ¢ alarak tekrar edersek Teorem 3.1’1 ispatlamig oluruz. m
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3.2 BASLANGIC ENERJISI POZITiF OLMADIGI DURUMDA
PROBLEMIN INCELENMESI

Eger a;(z,t) > 0 ise ve (3.1) probleminin baglangi¢ enerjisi pozitif degilse, (3.1.3)
kisitlamasi olmadan problemin ¢6ziimi sonlu bir zamanda patlar. Bununla ilgili asagidaki

teoremin dogru oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.5 a(x,t) € WH*(0,00; L®(Q)) fonksiyonu hemen hemen her t > 0 icin

a(z,t) > 0 bigiminde pozitif bir fonksiyon olsun. p > m > 2 i¢in

nm

n—im

Flu) = /f(S)ds, n>m i¢in p<
0

olmak tzere
pF(u) <uf(u)

kosulu saglansin. O zaman, sifirdan farkl uy € I/VO1 () baslangig degeri i¢in

E0)<0

saglanwyorsa, bu kosullara uygun (3.1) probleminin ¢ézimi sonlu bir zamanda patlar.

ispat. Dy sayisi
[llpm < Do llollyim (v € Wy™()) (3.2.1)
esitsizliginin en kii¢iik sabiti olsun. Herhangi bir u(z,t) ¢éziimii i¢in
o(t) = %/a(m,t)uQ(x,t)dx
Q

fonksiyonunu tammlayalim. Bu egitligin her iki yaninin ¢’ye gore tiirevi alimp (3.1)’deki

ilk denklem dikkate alinirsa

() = li 2 _ 1 i 2
plt) =57 /a<w,t)u (w, t)de = 5 / (@, e (x, t)dx
Q Q

1 1
=5 / (atu2 + 2auut) dr = /auutdx + é/atuzdm

Q Q

Q
:/ (i (|u%’m_2 u$1)$, + f(u)) udx""%/atqux
Q

Q
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esitligi bulunur. Varsayimdan h.h. her ¢ > 0 i¢in a; > 0 olduguna gore yukaridaki
esitlikten

a =1 Q

esitsizligi elde edilir. Son egitsizligin sag tarafindaki ilk ifadede kismi integrasyon formiilii,

ikinci ifadede ise (3.1.1) kullanilirsa

n
[k
Q =1

mdm—l—p/F(u)dm
0

> e

=1

m P [~
d F(u)d - -
l‘+p/ (U)$+m/§1|uz

Q Q =

d:z: ifadesi eklenip ¢ikarilirsa

mo PN,
dr — .
T == / E [t | dx
Q 1=1

bulunur ve bu esitsizligin sag tarafina £ [
Q

n
[
o =1

esitsizligi bulunur. Burada (3.1.6) ve (3.1.7) ifadeleri goz oniine alinirsa

¢'(t) > —pF(0) ——1 /Z|uxl dx
z(%—l)/iwmlmdw’

veya
p m
P02 (£ 1) ful. Dl fam

bulunur ve burada da (3.2.1) kullanilirsa

(1) = (£ =1) Dg™ llu( &)} (3:22)
esitsizligi elde edilir. Simdi, m > 2 ve  C R" sonlu 6lgtimlii olduguna gore u € L™()
icin

907 Jlull 2 < 1917 Nl
esitsizligi gegerlidir. Dolaywsiyla, M sayist M > a(z,t) olacak sekilde pozitif bir sabit

olmak tlizere

2

(o )7 > 121 F ul, )5 = [0 F / wde
Q
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V
2
T
m‘g
@\
SE
gl\')
QU
S
I
2
T
|
O
—_
S
SE

w27
—01 () F

(3.2.3)
yazabiliriz ve (3.2.3) esitsizligi (3.2.2)’de yerine yazilirsa
P _ 1_m 2 B m
()= (£ -1) Dyt (= t
d0 = (2 1) priop® (2) 7 w20
veya

/ t m 2
p2 (t) m M
bulunur ve bu esitsizligin sol tarafi diizenlenirse

w[3

2 \d | m p w2\ 7
_ - 1= > (2 m
(575) @20z (5 -y mimier ()

M
elde edilir. Son esitsizligin her iki yaninin 0’dan t’ye integrali alinirsa
2 1 - p ooz (212
— 2 (t) — 0>>(——1>DmQ =) t
(52) (20 -0 ) = (2 -1) oo % (o
bulunur ve bu esitsizlik diizenlenirse

_m 2_m p _ 1—-m 2 % 1—
2 < (22 (2 1) pymiert (2)
@ ()_( 5 ) - o 19| + ¢

M

1-%
2—m p—m _ 1_@2%
= D-™IQT 2 [ —
() () e () o+

1
T §/a0ugdx
Q
2—m p—m mtelem 2 7 m=2 2-m
- (352 (B2) omiar® () o 27 Iaml
veya
w 1
v (t)z 2—m\ (p—m —-m -2 2\ %
(52) (50 Do el 2 (3)

(2
yazilabilir. Buradan,

2—m —m m m(2)\7 m—2 —m
(552 (52 e (3) =

veya

m—2 2—m
—2"7 || V/aouol|
t—

(55m) (75

~ mDp|QF T ME
=) Dol ()

(m —2)(p —m) || aouol|7s *
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iken

elde edilmis olur. Burada

oldugundan

iken

elde edilmis olur. m

mDr Q2 ME

T = 2)(p—m) |[yavu|[ls

[uls )]l 2 — o0
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4 NONLINEER VE NONLOCAL SINIR KOSULUNA
SAHIP BIR YARI LINEER KISMIi DIFERANSIYEL
DENKLEM ICIN BASLANGIC SINIR DEGER
PROBLEMI

Bu boliimde, nonlineer ve nonlocal sinir kosulu ile verilen asagidaki baglangic-sinir

deger problemi incelenmigtir:

up = Au + c(x,t) u? x€e t>0

u(@,t) = [k(z,y,t)u (y,t)dy €I t>0 (4.1)
Q

u(x,0) = ug () xz €

Burada Q@ C R™ (n > 1) s diizgiin, siurh bir bolge ve p > 0, [ > 0’dir. ¢ (z,1)
(z € Q, ¢t > 0) negatif olmayan local Holder siirekli bir fonksiyon ve k (z,y,t) (z € 09,
y € Q,t > 0) negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur. u (x) ise smir kosulunu

saglayan, negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur.

Qr = Q2 x (0,7) ile igaret ederek, alt¢éziim (subsolution) ve iist¢oziim (supersolu-

tion) kavramlarini agagidaki gibi tamimlayacagiz.

Tamm 4.1 (i) Negatif olmayan bir u € C*' (Q7) N C (Qr) fonksiyonu

u < Au+c(x,t)uP reQ, 0<t<T

u(z,t) < [k(z,y,t)u (y,t)dy 2€0Q 0<t<T (4.2)
Q

u(z,0) <wug(x) x €}

kosullarini saghyorsa u fonksiyonuna Qr’de (4.1) probleminin alt¢ozimi; eger negatif
olmayanu € C** (Qr)NC (@T) fonksiyonu (4.2) deki egitsizlikleri ters yonden saghyorsa
u fonksiyonuna Qr’de (4.1) probleminin tst¢cézimi denir.

(17) Eger u fonksiyonu Qr de (4.1) probleminin hem alt¢cézimii hem de dist¢ozima ise
u fonksiyonuna Qr’de (4.1) probleminin ¢ézimi denir.

(1ii) Eger herhangi bir T > 0 i¢in u fonksiyonu Qr 'de (4.1) probleminin bir ¢ézimii ise

u fonksiyonuna (4.1) probleminin global ¢ozimii denir.
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Tanim 4.2 (i) u fonksiyonu Qr’de (4.1) probleminin bir alt¢ézimii ise ve (4.2) deki
tkinci esitsizlik
wot) < [kGgtyul (1) dy
Q

bigiminde saglaniyorsa u fonksiyonuna Qr ’de (4.1) probleminin mutlak alt¢ézimi denir.
(17) Eger u fonksiyonu Qr’de (4.1) probleminin bir tst¢ozimi ise ve (4.2)°deki
tkinci esitsizlik
u(z,t) > /k (z,y,t)u' (y,t) dy
Q

bigiminde saglanwyorsa u fonksiyonuna Qr ’'de (4.1) probleminin mutlak tist¢ézimii denir.

Global ¢Oziimiin varhg ve ¢oziimiin sonlu zamanda patlamasi (blow up) ile ilgili
sonuclar elde ederken, ¢oziimiin pozitif olmasi ozelligi ve karsilagtirma teknigi kul-

lanilacaktar.

Lemma 4.3 uqg fonksiyonu §2’°da trivial olmayan bir fonksiyon ve herhangi bir

x €I ve <t <T igin
k(x,.,t) Z0 (4.3)

olsun. Bu durumda, eger u fonksiyonu Qr’de (4.1) probleminin bir ¢ézimi ise
reQ, 0<t<T icin

u(x,t) >0

saglanar.

Teorem 4.4 Negatif olmayan v ve u fonksiyonlars Qr’de (4.1) probleminin siraswyla

bir distcoziimii ve bir altcozimi olsun ve x € Q icin
v (z,0) > u(x,0)

saglansin. Bu durumda, eger (4.3) saglanwyorsa veya v bir mutlak ist¢ozim ise (z,t) €
Qr icin
v (z,t) > u(z,t)

saglanar.
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4.1 max(p,l) < 1 DURUMUNDA PROBLEMIN INCELENMESI

Bu alt boliimde, (4.1) probleminin global ¢éziimiiniin varligi, problemin iist¢éziimii

olusturulup karsilagtirma teknigi kullanilarak gosterilecektir.

Teorem 4.5 max (p,1) < 1 ise herhangi bir baslangic degeri icin (4.1) probleminin

global ¢ozimi mevcuttur.

ispat. T herhangi bir pozitif say1 olsun. Q)7’de (4.1) probleminin bir mutlak tist¢dziimiinii

olugturacagiz. c(x,t) ve k(z,y,t) fonksiyonlar: {izerine konulan kogullardan, Qr’de
¢z, t) <M (4.1.1)

ve 002 x Qr’de
k(z,y,t) <M (4.1.2)

olacak gekilde M > 0 sayisini bulabiliriz. Simdi,

B>M ve c > max{supﬁuo (z), (M|Q)YED 1} (4.1.3)

olmak lzere

v (t) = Ce (4.1.4)

bigiminde tanimlanan v (¢) fonksiyonu Q7'de (4.1) probleminin bir mutlak iist¢6ztimii olur.

Gergekten; herhangi x € Qve 0 <t < T igin (4.1.1), (4.1.3) ve (4.1.4) gz 6niine alinirsa
Av+c(z,t)vP =0+ c(z,t) (C’eﬁt)p < BCPePPt (4.1.5)

elde edilir. C' > 1 ve 0 < p < 1 oldugundan C? < C gecerlidir. O zaman, yukaridaki

esitsizligin sag tarafin
ﬁcpepﬁt < ﬁC’epﬁt _ (BCeﬁt) e(P=1)At
biciminde biiyiitebiliriz. Burada (p — 1) 8t < 0 ve dolayisiyla e~D% < 1 olacagindan
BCPePPt < BCe (4.1.6)
bulunur. Béylece, (4.1.6) ifadesi (4.1.5)’de gbz 6niine alinirsa
Av + c(z,t) P < O = v,
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elde edilmis olur. Herhangi = € 02 ve 0 < t < T igin, (4.1.2) ve (4.1.4)’den

/k (z,y,t)v" (t)dy = (Ceﬂt)l/k(x,y,t) dy < C'ePM Q| (4.1.7)
Q Q

yazilabilir. Varsayimdan, 0 < [ < 1 ve C' > (M \Q\)l/(kl) oldugundan C1~! > M |Q|

olur ve bunu (4.1.7) esitsizliginin sag tarafinda géz 6ntine alirsak
C'e™M Q| < ClePt O = Ot < CePt (4.1.8)
esitsizligi bulunur. O halde, (4.1.8) ifadesi (4.1.7)’de yerine yazilirsa

/k (z,y,t)v" () dy < v (t)

Q

elde edilir. Son olarak, herhangi « € Q i¢in, (4.1.3) ve (4.1.4)’den
up (x) < supgug (z) < C =v(0)

bulunur. Sonug olarak, v (t) fonksiyonu Q)7’de (4.1) probleminin bir mutlak tist¢oziimiidiir.

Ayrica, x € 082 igin

v<o>z/k<x,y,o>vl<o>dy>/k<x,y,o>ué<y>dy

Q Q
— [ o0 .0/ dy = u(2,0)
Q
yazilabilir ve dolayisiyla = € Q icin
v (0) > u(x,0)
elde edilmis olur. Boylece, Teorem 4.4’den, Q,'de
v (t) > u(z,t)

elde edilir. Bu egitsizlik herhangi bir T° > 0 i¢in gegerli olup, T keyfi biiyiik segilebilir.
Yine de v(t) < oo olacagindan, herhangi bir 7" > 0 igin u (x,t) < oo olur. Yani, (4.1)

probleminin global ¢oziimii mevcuttur. m
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4.2 max(p,1) > 1 DURUMUNDA PROBLEMIN INCELENMESI

Bu alt boliimde, (4.1) problemin ¢oziimiiniin sonlu zamanda patlamas: ile ilgili baz
sonuglar elde edilecektir. Ayrica, yeterince kiiciik baglangi¢ degerine sahip (4.1) prob-

leminin global ¢oziimiiniin var oldugunu gosterilecektir.

 fonksiyonu
A =—-X\p Vda
v v (4.2.1)
plon =0
probleminin ilk 6zdegeri Ay ’e karsihik gelen 6zfonksiyon olsun ve [, ¢ () dz = 1 kogulunu

saglayacak sekilde secilsin. Simdi,
s = supg ¢ (z) (4.2.2)

diyelim ve

w(t) = /u(x,t)go(as) dx (4.2.3)

V() = —A\v + ¢ (E) VP p>1 0<l<1
v (t) = =\ + ko (8) 0! O<p<l, I>1
P+ ko (t)v p>11=1 (4.2.4)
v+ ko (t) 0! p=11>1

~—" ~—

ko ()t p>1,1>1

\

denklemlerinden birisi ve

v@:w@:/%@m@mx (4.2.5)

Q

baslangic degeri ile verilen Cauchy problemini g6z 6niine alalim. Burada
co (t) = infg e (z,1) (4.2.6)

ve

A
Linf,o, gk (z,y,t) (4.2.7)

s

ko (t) =

ile igaret edilmigtir.
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Teorem 4.6 max (p,l) > 1 olsun ve (4.2.4), (4.2.5) Cauchy problemi global ¢éziime

sahip olmasin. O zaman, (4.1) probleminin ¢ézimi sonlu zamanda patlar.

ispat. p>1ve0 <[ < 1olsun. (Diger durumlarda da ispat benzer gekildedir) u
fonksiyonu Q)7’de (4.1) probleminin ¢6ziimii olsun. (4.1)’deki ilk esitligin her iki yanin

¢ (z) ile garpip Q tizerinden integralini alalim. O zaman, (4.2.3)’den, 0 < ¢t < T i¢in

(1) = / (Au+ (o, t)u?) o (2) da

elde edilir. Bu esitlikte Green formiilii, (4.2.1) ve (4.1)’deki ikinci esitlik kullanilirsa

() = / (z) Audz + / ¢ () wP (x) dx

Q
B dp ou )
—/ x)dx /(uan goan)d +/c(x,t)u ¢ (r)dx
Q
i
:/ —Mu+c(z,t)uP) o (x) de — ua—ds
Q m

Q/ — M+ c(z, t)uP) ¢ (x)dx—/g—(’; /k(m,y,t)ul(y,t)dy ds

o0 Q

yazilabilir. Burada (4.2.6), (4.2.7) ve [, g—“;ds = —)\; goz Oniine alinirsa

W' (t) > [ (=Mu+uPinfge(x,t)) ¢ (x)de

it et (350 (00

= f (=Mu+co (t) u p)@<x)dx+%ko(t)g{ ul (y,t) dy

2/ (—=Au+ co () uP + ko (t) u') ¢ (2) d

veya
W) > =)\ / x)dr + ¢ (t /upcp ) dx + ko ( )/ulgo (x)dx (4.2.8)
Q Q

bulunur. p > 1 olduguna gore (4.2.8)’in sag tarafinda Jensen esitsizligi kullanilir ve
(4.2.3) gbz 6ntine alinirsa

W (t) > = w + ¢ (t) WP
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elde edilir. Boylece
w’(t) > —)\100 + ¢ (t) wP

o) = [uow) () 429)

elde edilmis olur. Diger yandan, (4.2.4), (4.2.5) Cauchy probleminin ¢6ziimii v ile igaret

edilirse
V' (t) = —=Av+c(t)vP

v (0) zg{uo () o (z)dx (4:2.10)

yazilabilir. Boylece, adi diferansiyel denklemler i¢in kargilagtirma prensibini g6z 6niine
alimirsa, (4.2.9) ve (4.2.10)’dan
w(t) = v (t)

elde edilir. Varsayimdan v (t) sonlu zamanda patladigina gore w (t) ve dolayisiyla u (z, )

sonlu zamanda patlar. m

Not 4.7 (i) Teorem 4.6 gz oniine alinirsa, yeterince biyik baslangig degeri icin (4.1)

probleminin global ¢oziiminin mevcut olmadigu séylenebilir. Ornedin, p > 1 igin

w(0)> [(p— 1)/00 (t) el=PMt gy (4.2.11)
0
kosulu saglanwyorsa; I > 1 i¢cin
o0 =
W) > |(1=1) / ko (£) PNt gy (4.2.12)
0

kosulu saglanwyorsa (4.1) probleminin global ¢ozimi yoktur. Gergekten; p > 1 i¢in

V' (t) = =M (t) + ¢ () VP (2)

At

denkleminin her iki tarafi e™* ile ¢arpilirsa

d

pr (v (t)eM) =co (t) v () M

veya
d
dt

bulunur. Son esitligin her iki tarafinin 0’°dan t'ye integrali alinirsa

(1} (t) @Mt) l=p _ (1 . p) Co (t) e(1=p)Ait

t

(v (t) eklt)l—p —ir 0)—(p-1) /Co (7) e(I=P)NiT g
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elde edilir. Stmdi, sadelik i¢in

ile isaret edilirse, son esitlik

1

v(t)eMt = [o'P(0) — o (t)] 7 (4.2.13)

bi¢iminde olur. ¢ (t) strekli, 1) (0) = 0 ve v (0) > 0 olduguna gére, oyle bir T* > 0
varder kit € (0,17%) igin
¥ (t) <v'7P(0)
saglanr. Ancak, (4.2.11)’den t — oo iken 1 (t) > v'™?(0) olduguna gore, t — T* iken
¥ (t) = v 77 (0)
yakinsamasy gegerlidir. Béylece, 1 —p < 0 goz onine alimirsa, (4.2.13)°den
: At
tl_lg} v (t) e = oo
yazilabilir. Dolayiswyla, t — T i¢in

v (t) — o0

elde edilmis olur. Yani, baslangi¢ degeri yeterince biiyiik secilirse (4.2.4),(4.2.5) Cauchy
problemi global ¢ézime sahip degildir. Dolayiswyla, Teorem 4.6°dan, (4.1) probleminin
¢oziimi sonlu zamanda patlar. (I > 1 i¢in de benzer islemler yapilir)

(ii) Ozel olarak; p > 1 igin

co (1) e PN = o0 (4.2.14)

kosulu altinda ve | > 1 i¢in

ko (t) el PNt — oo (4.2.15)

kosulu altinda (4.1) probleminin trivial olmayan global ¢ozimi yoktur. Gergekten; p >
1 d¢in (i)’de yapilan islemlerin aymisy yapilarak (4.2.13) ifadesi elde edilir. Béylece,
(4.2.14)den, dyle bir T* > 0 vardwr kit — T i¢in

t
P (0) — (p—1) /co (1) el PN7gr 0
0
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yazilabilir ve dolayisiyla t — T™ i¢in
v (t) — o0

elde edilmis olur. Sonug¢ olarak, Teorem 4.6°dan, (4.1) probleminin ¢ozimi sonlu za-
manda patlar. (I > 1 igin de benzer islemler yapilir) Teorem 4.9’da gorilecegi gibi, baz

durumlarda (4.2.14) ve (4.2.15) ‘kesin’ kosullardar.

Agagidaki teorem, ¢ (z,t) ve k(x,y,t) katsayilar {izerine konulacak baz kosgullar
altinda trivial olmayan her bir baglangi¢ degeri i¢in (4.1) probleminin global ¢éziimiiniin

mevcut olmadigini ifade etmektedir. Sadelik igin,
P (u,t) = —M\u+co (8) uP + ko () o' (4.2.16)

ile igaret edecegiz. § (t) fonksiyonu ise

o0

/(5 (t)dt = 00 (4.2.17)

0

kosulunu saglayan ve negatif olmayan herhangi bir fonksiyonu igaret etmektedir.

Teorem 4.8 max (p,l) > 1 ve her bir u > 0 ve t > 0 icin P (u,t) > 0 (t) u™>®D
olsun. Bu durumda, trivial olmayan baslangi¢ kosulu ile verilen (4.1) probleminin her

bir ¢ozumi sonlu zamanda patlar.

Ispat. u fonksiyonu Q’de (4.1) probleminin ¢dziimii olsun. (4.1)’deki ilk esitligin her
iki yanimi ¢ (x) ile garpip € iizerinden integralini alalim. O zaman, Teorem 4.6'nin

ispatinda oldugu gibi, 0 < t < T i¢in

W(t) > /P(u,t)gp(x) dx (4.2.18)

elde edilir (w(t) (4.2.3)’deki gibi tanimh bir fonksiyondur). Simdi, max (p,l) = p
oldugunu farzedelim (Aksi halde p yerine [ alinarak benzer iglemler yapilir). Bu du-

rumda, varsayimdan

P(u,t) >0 (t)u?

bulunur. Bu esitsizlik (4.2.18)’de yerine yazilirsa ve Jensen Esitsizligi kullanmlirsa

W (t) > (t) WP
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veya
d

SWTW) = (1 -ps)

elde edilir. Son egitsizligin her iki yaninin 0’dan t’ye integrali alinarak

=1
t p—1

w(t)> WP 0)—(p— 1)/5(7) dr

0

bulunur. Buradan, (4.2.17) ifadesi géz ontine alimirsa, w (0) > 0 igin w (¢) sonlu bir

zamanda patlar diyebiliriz. Gergekten, sadelik i¢in

t
=1 [5()r
0
ile igaret edilirse, son esitsizlik

w(t) = [ (0) —v )]
bigiminde olur. ¥ (¢) siirekli, 1 (0) = 0 ve w (0) > 0 olduguna goére Gyle bir 7% > 0
vardir ki ¢ € (0,7%) i¢in
Y (t) <w' 7 (0)
saglanir. Ancak, (4.2.17)’den, t — oo iken ¢ (t) — oo olduguna gore t — T iken

Y (t) = w7 (0)

veya t — T™ iken
WP (0) = (t) = 0

elde edilir. Dolayisiyla, p — 1 > 0 oldugundan
Jip () =oc

elde edilmis olur ve buradan w (z,t) sonlu bir zamanda patlar diyebiliriz. m

Simdi, yeterince kiigiik baglangi¢ degeri i¢in (4.1) probleminin global ¢ziimlerinin

mevcut oldugu gosterilecektir. Bunun icin
c1 (t) = supg e (zx,t) (4.2.19)
ile igaret edelim. Ayrica, 7 < (p — 1) A\; bi¢imindeki bazi v sayilar1 igin
/01 (t) e Mdt < oo (4.2.20)
0
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oldugunu ve z € 09, t > 0 olmak iizere A > 0 ve 0 < (I — 1) \; bigimindeki baz1 A ve

o sayilari i¢in

/k: (z,9,t)dy < Ae" (4.2.21)
Q

oldugunu varsayalim. Burada A; sayis1 (4.2.1) probleminin ilk 6zdegerini isaret etmek-

tedir.

Teorem 4.9 min (p,l) > 1 olsun ve (4.2.20), (4.2.21) kosullar: saglansin. Bu du-
rumda, yeterince kii¢iik baslangic degeri ile verilen (4.1) probleminin global sinurl

¢cOzimi vardar.

Ispat. O bolgesi 2 CC Q kogulunu saglayan R"™’de sinirli bir bolge olsun ve

Ap =-Xp (Vda
v v (4.2.22)
#log =0
probleminin ilk 6zdegeri X,
O’ ~

kogulunu saglasim. ¢(x) ise X 6zdegerine karsilik gelen bir zfonksiyon olsun. O zaman,

supg ¢ (z)

< 4.2.24
infg ¢ () ¢ ( )
olacak sekilde a > 1 sayis1 bulunabilir. Simdi,

—1

0<e< (Ad)™ (4.2.25)

kosulunu saglayan herhangi bir e sayisini segelim. Ayrica, A ozdegerine karsilik gelen

¢ (x) dzfonksiyonunu

supg ¢ (v) = ae (4.2.26)

olacak sekilde alalim. Bu durumda

infsn ) (33) > € (4227)
yazilabilir. Simdi,
B=1+(p—1)(ae)’" /01 (1) e~ v=DAgr (4.2.28)
0
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olmak tzere

=1
t p—1

fH) = e | B = (p—1) (ae)" / 1 (7) e~ g7 (4.2.20)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda, yukaridaki gibi belirledigimiz ¢ (z) ve f (t)

fonksiyonlar1 araciligiyla olugturulan

v(z,t) =@ (z) f(t) (4.2.30)

fonksiyonu, herhangi bir T > 0 igin Q7’de (4.1) probleminin bir mutlak tist¢dziimii olur.

Gergekten; herhangi x € Q ve 0 < t < T igin, (4.2.30) ve (4.2.22) goz dniine alinirsa
Av+c(x,t)v” = fAp +c(z,t) " fP

= —Xof +c(x,t) QPP (4.2.31)

bulunur. (4.2.19) ve (4.2.26) kullanilarak, yukaridaki esitligin sag tarafi
—Xpf +el(z,t) " f = ¢ (—Xf +e(z,t) sop‘lfp>

<y (—Xf + ¢ (t) (ae)” fp> (4.2.32)

bi¢iminde biiyiitiilebilir. Diger yandan, (4.2.28) ve (4.2.29) bigiminde tamimlanan f
fonksiyonunun

PN —(ae) e (8) fF =0 (4.2.33)

denkleminin bir ¢6ztimii oldugu goriilebilir. Boylece, (4.2.32) ve (4.2.33) ifadeleri (4.2.31)’de
yerlerine yazilirsa

Av+c(z,t)P < of =,

bulunur. Herhangi z € 09, 0 < t < T igin, (4.2.30), (4.2.26) ve (4.2.21) gbz Ontine

aliirsa

/ k(x,y,t) o' (y, 1) dy < (ae)' f*(t) / k(x,y,t) dy

Q

< (a€)' f(t) Ae” (4.2.34)

bulunur. (4.2.25) ifadesinden A(ae)’ < e yazilabileceginden, bunu (4.2.34) esitsizliginde

kullanirsak, esitsizligin sag tarafi
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(ae)’ f'(t) Ae™ < ef*(t)e”

= e |14 (p— 1) (a0 / ¢ (r) eIV ar
0

-

p—1

t
—(p—1) (ae)”! / o) (7) =Dy (4.2.35)
0
bigiminde biiyiitiilebilir. (4.2.20) varsayimi g6z 6ntine alinirsa

/01 (t)e_(p_l):\tdt < 00
Q

olacagindan (4.2.35) esitsizliginin sag tarafinda parantez icindeki ifade 1’den biiyiik

olur. O zaman, sadelik i¢in

[e%s} t
k=(p—1) (ae)pi1 /cl (1) e~ (=DM (p—1) (ae)pi1 /cl (1) e~ (=D,
0 0
dersek
(1+r)7T < (1+r)pT (4.2.36)

esitsizligi gegerli olur. Ayrica (4.2.23)’den, o < Py (I — 1) olacagindan
eTte Mt < oM (4.2.37)

bulunur. Boylece (4.2.35), (4.2.36) ve (4.2.37) ifadeleri (4.2.34)’de yerlerine yazilirsa ve

sonra (4.2.27) gbz 6ntine alinirsa

Q

< @) f(t) = vzt
elde edilir. Son olarak, herhangi z € 2 i¢in, v ve f fonksiyonlarinin tanimindan
v(,0) = ¢ (2) f (0) = ¢ (z) B
elde edilir. Boylece, baslangic degeri
ug < B p%ll@ (x)
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biciminde yeterince kiigiik secilirse
up () < v (z,0)

bulunur. Sonug olarak, v (z, t) fonksiyonu Q7’de (4.1) probleminin bir mutlak iist¢éztimii

olur. Ayrica, x € 052 igin

U(l‘,O)Z/k(w,yao)ul(y,())dyz/k(x,y,())%(y)dy

Q Q

< /k(x,y,())vl (y,0)dy < v (z,0)

bulunur ve dolayisiyla = € € icin
u(x,0) <wv(x,0)
elde edilmis olur. Boylece, Teorem 4.4’den, (Q,'de

u(x,t) <wv(zt)

elde edilir. Bu egitsizlik herhangi bir 7' > 0 icin gecerli olup, T" keyfi biiyiik secilebilir.
Yine de v (x,t) < 0o olacagindan, herhangi bir T > 0 i¢in u (x, t) < oo olur. Yani, (4.1)

probleminin global ¢oziimii mevcuttur. m
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4.3 p=1VEYA!=1DURUMUNDA PROBLEMIN INCELENMESI

Siradaki teorem p = 1 ve [ > 1 durumu ile ilgilidir ve § > 0, M > 0 ve v > 0 olmak

uzere

/ ko (t) DBt g — o0 (4.3.1)
0
ve x € 0€), t > 0 i¢in
/k: (z,y,t)dy < Me~ =DMt (4.3.2)

Q

varsayimlarina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Teorem 4.10 p =1 vel > 1 olsun.

(i) c(x,t) > Giseve k (x,y,t) (4.3.1) kosulunu saglyor ise trivial olmayan baslangic
degeri ile verilen (4.1) probleminin her ¢ézimi sonlu bir zamanda patlar.

(ii) Baz ¢ sabitleri i¢in

c(zt) <ec<n (4.3.3)

ve (4.3.2) kosulu saglaniyor ise yeterince ki¢ik baslangi¢ degerine sahip (4.1) problemi-

nin global sinarly ¢ozumai vardar.

Ispat. (i) u fonksiyonu Q7’de (4.1) probleminin ¢oziimii olsun. (4.1)’deki ilk esitligin
her iki yanini ¢ () ile carpip €2 iizerinden integralini alalim. O zaman, Teorem 4.6'nin

ispatinda oldugu gibi, 0 < ¢t < T icin

() > / (=M +co (t)u+ko (t)u) ¢ (z) d
0

= ) +eow 0+ ko) o) ds
Q

elde edilir (w (t) (4.2.3)’deki gibi tanimh bir fonksiyondur). Buradan, ¢ (z,t) > 8 ve

Jensen esitsizligi kullanilirsa
W (t) > (B— M) w+ ko (t) W' (4.3.4)

bulunur. Simdi,

v (t) = e~ B2ty (1) (4.3.5)

diyelim. Bu durumda, (4.3.4) egitsizliginden

v () > ko () 0! (t) e
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veya
d
dt

yazilabilir. Son esitsizligin her iki yaninin 0’dan ¢’ye integrali alinarak

(V') = (1= 1) ko (2) el DE—

—1
t -1
v(t)> |v7H0) = (1 —1) /k’o (1) et VBT g
0

bulunur. Boylece, d (t) olarak kg (t) eV~ ) fonksiyonu alinir ve (4.3.1) ifadesi de
g6z oniine bulundurulursa Teorem 4.8’in ispatindaki iglemlerin aymis1 yapilarak v (t)
fonksiyonunun sonlu bir zamanda patladigi elde edilir. Buradan, w (t) ve dolayisiyla
u (x,t) fonksiyonu sonlu zamanda patlar diyebiliriz.

(ii) Q bolgesi 2 CC Q kogulunu saglayan R"’de sinirh bir bélge olsun ve (4.2.22)
probleminin ilk 6zdegeri hy

M—(r—c) <A<\ (4.3.6)

kosulunu saglasin. ¢(x) ise Py ozdegerine kargilik gelen bir 6zfonksiyon olsun. O zaman,

(4.2.24) gecerli olacak sekilde a > 1 sayis1 vardir. Simdi,

1

1 -1

kogulunu saglayan herhangi bir e sayisini segelim. Ayrica, (4.2.26) ve (4.2.27) kogullar
saglansin. Bu durumda, yukaridaki gibi belirledigimiz ¢ (x) fonksiyonu ve c, P\ sayilari
araciligiyla olusturulan

(2, t) = o (2) el (4.3.8)

fonksiyonu herhangi bir 7' > 0 i¢in )7’de (4.1) probleminin bir mutlak tist¢6ziimii olur.
Gergekten; herhangi @ € 2 ve 0 < ¢t < T i¢in (4.3.8), (4.3.3) ve (4.2.22) gbz oOniine

alinirsa

Nite(mt)u = el 'Ap+c(o,b) el

S —Xgpe<c_x>t+cgpe(c_)‘)t

veya

At +c(z,t)u < (c - A) goe(cfx)t = Uy
elde edilir. Herhangi « € 092, 0 <t < T i¢in, (4.3.8) ve (4.2.26) gbz Oniine almirsa
[rew 0 @tydy =D [yt ) dy

Q Q
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< (ae)lel(‘:_x)t/k(m,y,t} dy (4.3.9)
Q
yazilabilir. Simdi, (4.3.5) ifadesi diizenlenirse

€

!
< — 4.3.10
(0} < < (4310)
bulunur ve (4.3.2), (4.3.6) ve (4.3.10) ifadeleri (4.3.9) ifadesinin sag tarafinda goz 6niine
alinirsa
(ae) elle=2)t / k(z,y,t)dy < eel (e N)te1=D0=0)t — co(e=)t (4.3.11)
Q

elde edilir. Boylece (4.3.11) ifadesi (4.3.9)’da yerine yazilir ve sonra (4.2.27) goz ontine

alinirsa

[ reu 0@ @) dy < ) D~ a )
Q
bulunur. Son olarak, herhangi x € Q i¢in, @ (z,¢) nin tanimindan

u(z,0) = ¢ (z)
bulunur. Boylece baglangi¢c degeri
ug () < ¢ ()
bi¢iminde yeterince kiiciik secilirse
up (z) < u(x,0)
elde edilir. Ayrica, x € 02 igin

u(x,o>:/k<x,y,o>ul<y,o>dy:/k<x,y,o>ue<y>dy

Q Q

< /k(fv,yﬂ)ﬂl (y,0)dy < @ (x,0)
Q
bulunur ve dolayisiyla = € € icin

u(x,0) < u(z,0)
elde edilmis olur. Boylece, Teorem 4.4’den,Q;’de
u(z,t) < u(x,t)

elde edilir. Bu esitsizlik herhangi bir 7' > 0 icin gecerli olup, T" keyfi biiyiik secilebilir.
Yine de @ (z,t) < 0o olacagindan, herhangi bir 7' > 0 i¢in u (z,t) < oo olur. Yani, (4.1)

probleminin global ¢oziimii mevcuttur. m
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Not 4.11 Teorem 4.10°un ikinci kisminda, (4.3.3)°deki ¢ sayisinan varlige énemli bir
kosuldur. Gergekten, 6(t) fonksiyonu 0 < §(t) < Ay ve [0 (t)dt < oo kosullarin

saglayan bir fonksiyon olmak tzere
k(z,y,t) =My >0, c(x,t)=X\ —0(t)

oldugunu farzedelim ve v = Ay, M > My|QQ| olarak alalvm. u fonksiyonu (4.1) prob-
leminin herhangi bir ¢ozimi ve o (x) (4.2.1) probleminden elde edilen ilk dzdeger A\, ’e
karsilik gelen ézfonksiyon olsun. O zaman, (4.1)°deki ilk esitligin her iki yanine ¢ (z)
ile carpip Q) uzerinden integralini alirsak, Teorem 4.6 man ispatindaki iglemlerin benzer:
yapilarak

W (t) > =8 () w(t) + M (1)

elde edilir. Burada, My = M\ My/ps ve w(t) fonksiyonu (4.2.3)deki gibi tanvmlidar.
Simdi
() =—=6(t)g(t)+ Mg (t
g () (t) g (t) + Mg (t) (4.3.12)
g(0) =a>0

Cauchy problemini 9oz onine alalim. Bu problemin ¢ozimi

=1
-1

t
g(t)= al~lel=1) Jo 8(r)dr _ (I—1)M /6(1—1)fj 8(s)ds .-
0

bigiminde yazlabilir ve buradan, herhangi bir o > 0 i¢in g (t) fonksiyonunun sonlu
zamanda patladige gorilebilir. Boylece, w (0) > « ise, (4.8.12) problemi goz dniine

alinar ve adi diferansiyel denklemler i¢in karsilastirma problemi kullanilirsa

w(t) = g()

elde edilir. Dolaysiyla, her bir w (0) > 0 i¢in w(t) sonlu zamanda patlar ve buradan,
trivial olmayan baslangi¢ degerine sahip (4.1) probleminin her ¢ézimi sonlu zamanda
patlar. Boylece, (4.3.2) kosulu ve c(x,t) < 7y esitsizligi saglanwyorsa (4.1) probleminin

trivial olmayan global ¢ozimi mevcut degildir.

Asagidaki teorem p > 1 ve [ = 1 durumu ile ilgilidir ve

/CO (t) dt = o0, /k (x,y,t)dy > 1 (x €09, t>0) (4.3.13)
0 Q
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kogullar1 altinda (4.1) probleminin ¢éziimiintin blow up olacagini; tersine yeterince

kiigiik baglangi¢ kogulu ve

cxz,t) <M reQ, t>0

4.3.14
Jk(zyt)dy< K <1 2€dQ,t>0 ( )
Q

kosullar1 altinda (4.1) probleminin global ¢6ziimiiniin mevcut oldugunu ifade etmekte-

dir.

Teorem 4.12 p > 1 vel =1 olsun.

(i) c(x,t) ve k(x,y,t) fonksiyonlar (4.3.13) kosullarini saglyorsa trivial olmayan
baslangi¢ degeri ile verilen (4.1) probleminin her ¢ozimi sonlu zamanda patlar.

(i) (4.3.14) kosullari saglanwyor ise yeterince kiicik baslangi¢ kosuluna sahip (4.1)

probleminin global sinarly ¢ozumi vardr.

Ispat. (i) u fonksiyonu (4.1) probleminin bir ¢6ziimii ise, Lemma 4.3’den her bir ¢, > 0
i¢in

u(x,ty) > € (z€Q) (4.3.15)
olacak gekilde ¢ > 0 vardir. Jimdi, 7, < oo sayist

T
1

/ 0 (7)dr = o (4.3.16)

to

esitligi ile belirli bir say1 olmak iizere

t p—1

h(t)= |e @D —(p—1) /CO (1)dr (4.3.17)

to
bigiminde olugturulan A(t) fonksiyonu ¢ty < T < T, olacak gekilde her ¢, ve T i¢in
Qr N {t > tp}’'da (4.1) probleminin bir alt¢oziimii olur. Gergekten, herhangi = € Q ve

to <t < T igin, (4.3.17)'den

t p—1
Ah+c(z,t)h? =c(z,t) [e PV —(p—1) /co (1)dr (4.3.18)
to
yazilabilir. Son egitlikte parantez igindeki ifade goz oniine alinirsa

t T

/ T)dr < /Tco dT</ (T)dT:m
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veya
t

(p—1) / co (1)dr < ¢~ (=1
to

olacagindan
t

e _(p—1) /co (1)dT >0

to

bulunur. Yani, (4.3.18)’de parantez igindeki ifade negatif olamaz ve dolayisiyla

Ah+c(z,t)h? = c(x,t) |e @D —(p—l)/co (1)dr

v
@)
(=)
—~
~
~—
™
I
I
=
I
—
i)
I
—_
N
o)
o
—~
\]
~—
IS
\“

elde edilir. Herhangi « € 92 ve tq <t < T igin, (4.3.13) gbz Oniine alimirsa

/k<x,y,t>h<t>dy=h(t)/k(x,y,wdyzh(t)

Q Q

bulunur. Son olarak, herhangi = € 2 igin, (4.3.15) ve (4.3.17) kullanilirsa
h(ty) =€ <u(z,ty)

elde edilir. Sonug olarak, h(t) fonksiyonu QrN{t > ty}’da (4.1) probleminin bir alt¢éziimiidiir.

Ayrica, x € 0f) i¢in

bito) < [ kgt h(to)dy < [ Koyt ulto) dy = u (o)
Q Q

bulunur ve dolayisiyla = € Q icin
h(ty) < u(z,to)

elde edilmis olur. Boylece, Teorem 4.4’den, M’da
h(t) <u(z,t)

elde edilir. Diger yandan, ¢ — T i¢in h (t) — oo olacagindan, yani & (¢) sonlu zamanda

patlayacagindan, u (x,t) fonksiyonu da sonlu zamanda patlar.
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(ii) Q bolgesi Q cC Q kosulunu saglayan R™'de smirh bir bolge olsun ve (4.2.22)
probleminin ilk 6zdegerini X ile isaret edelim. p(z) ise by ozdegerine karsilik gelen bir
ozfonksiyon olsun. O zaman, (4.2.24) gegerli olacak sekilde a > 1 sayis1 vardir. Q

bolgesi, a < 1/K olacak sekilde se¢ilmis olsun. Simdi,

1/ x\""!
D<e<-=— (H) (4.3.19)

a

kosulunu saglayan herhangi bir e sayis1 segelim. Ayrica, (4.2.26) ve (4.2.27) kogullar
saglansin. Bu durumda,

v(z,t) = go(a:)e(M(“e)pfl_xﬁ (4.3.20)

fonksiyonu herhangi 7' > 0 igin Q7’'de (4.1) probleminin mutlak tist¢oziimii olur.

Gergekten; herhangi x € Q ve 0 <t < T igin, (4.3.20), (4.2.22) ve (4.3.14)’den
Av+c(z, ty? = MO NN 4 ¢ () pre(M@ A
< —Xgoe(M(“)pfl—Xﬁ + Mgopep(M(aE)p’l—j\)t
— (M ) (X Mgl D (MR (g 3.91)

elde edilir. (4.2.26) kullanilarak, yukaridaki esitsizligin sag tarafinda parantez i¢indeki
ifade
M(ppfle(p—l)(M(ae)pfl—X)t <M (ae)p_l e(p—l)(M(ae)Pfl—X)t (4'3'22>

bigiminde biiyiitiilebilir. Ayrica, (4.3.19) ifadesi diizenlenirse M (ae)” ~1_X < 0 bulunur
ve buradan e~V (M(@9” ™ =Xt < 1 yazlabilir. Dolayisiyla, (4.3.21) esitsizliginden

Av + c(x, t)? < goe(M(“€)p71_X)t <—X + M (ae)pfl) = v

elde edilmisg olur. Herhangi x € 02 ve 0 < ¢t < T igin sirasiyla (4.3.20), (4.2.26) ve
(4.3.14)’den

/’f(%y,t)v(y,t)dy = /k(x,y,t)w(y)e(M(“)p1‘X)tdy

Q Q
< (ag)elMO ) / k(x,y,t)dy
Q
< (ae)e(M@" ™ )t g (4.3.23)

bulunur. Burada, a < 1/K esitsizligi goz oniine alinirsa (4.3.23) esitsizliginin sag tarafi

(G/e)e(M(ae)p*le)tK < 66<M(ae)p717X)t
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bi¢iminde biiyiitiilebilir. Boylece, son esitsizlik (4.3.23)’de yerine yazilir ve (4.2.27) gbz

ontne alinirsa

/Mx%ww%w@<¢@wwmw“xﬁzwmw
Q

elde edilmis olur. Son olarak herhangi x € € i¢in (4.3.20)’den
v(z,0) = ¢(z)

yazilabilir ve baglangig degeri ug(z) < () bigiminde yeterince kiigiik segilirse
up(z) < wv(z,0)

elde edilir. Ayrica, x € 92 icin

u(z,0) :/k(x,y,())u(y,())dy:/k(a:,y,())ug(y)dy

Q Q
< [ hp0) 000y < (a0
Q
bulunur ve dolaysiyla = € € icin
u(z,0) <wv(x,0)
elde edilmis olur. Boylece, Teorem 4.4’den,Q’de
u(z,t) <v(z,t)

elde edilir. Bu egitsizlik herhangi bir T° > 0 i¢in gegerli olup, T keyfi biiyiik segilebilir.
Yine de v (z,t) < oo olacagindan, herhangi bir 7" > 0 i¢in u (z,t) < oo olur. Yani, (4.1)

probleminin global ¢oziimii mevcuttur. m

Not 4.13 Teorem 4.12'nin ilk kismanda, (4.3.13) deki integralin wraksak olmasy énemli

bir kosuldur. Gercekten

clzt)=co(t),  [eo(t)dt <oo
0 (4.3.24)
[k(z,y,t)dy=1 (x€d, t>0)
Q
olacak sekilde c(x,t) ve k(x,y,t) fonksiyonlarini alirsak, yeterince kiigik baslangi¢

degeri ile verilen (4.1) probleminin global ¢ézimi vardvr. Bunu gérmek i¢in

up () < foeld<pf<

(p—1) /OOO ¢o (1) dt] o (4.3.25)
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olmak vzere
t p—1

y(t)= 6"~ (p- 1)/CO (r)dr (4.3.26)
0
fonksiyonunu tanwmlarsak, y (t) fonksiyonu (4.1) probleminin tst¢ozimi olur. Ayrica

(4.8.24), (4.3.25) ve (4.8.26) goz dniine alinarsa keyfi t > 0 igin y(t) < oo olur.

Dolayswyla, Teorem 4.4 °den, (4.1) probleminin global ¢ézimi mevcuttur.

Agagidaki teorem de p > 1 ve [ = 1 durumu ile ilgilidir ve

o0

/co (t)dt = 00 ve 0< /k‘ (r,y,t)dy <1 (x €0, t>0) (4.3.27)

0 Q
kogullarimi saglayan bazi ¢ (x,t) ve k (x,y,t) fonksiyonlar: igin trivial olmayan baglan-
gi¢ kogulu ile verilen (4.1) probleminin her bir ¢éziimiintin sonlu zamanda patladig

ifade edilmektedir.

Teorem 4.14 p > 1 vel =1 olsun. O zaman, (4.53.27) kosulunu saglayan dyle c (x,t)
ve k(x,y,t) fonksiyonlar: vardir ki trivial olmayan baglangi¢ kosulu ile verilen (4.1)

probleminin her cozimi sonlu zamanda patlar.

ispat. Teoremi ispatlamak icin (4.1) probleminin sonlu zamanda patlayan bir alt¢o-
ziimiini olugturacagiz. u (z,t) fonksiyonu (4.1) probleminin bir ¢éziimii ise, Lemma

4.3’den, her bir 5 > 0 i¢in
u(x,to) > € (z€Q) (4.3.28)

olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir. Simdi, ¢ (4.2.2)’deki gibi tanimli olmak tizere, a(t)

fonksiyonu
a(0)=—, a(t)>0, o ({)<0 ve /a (t)dt < oo (4.3.29)

0

kosullarini saglayan yeterince diizgiin bir fonksiyon olsun. Ayrica,

1

OS] (4.3.30)

k(z,y,t) =k(t) =
diyelim. O zaman,
/k: (x,y,t)dy <1 ve t— oo iken /k: (z,y,t)dy — 1 (4.3.31)
Q Q
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bulunur. f(¢) fonksiyonu

") = —Mpsa (B) F () +co () FP(E) t>t
PO = -Npaal) 0+ a() f0) 1>t .
f(t) =3
probleminin ¢éztiimii olsun. Bu durumda, f(¢) fonksiyonu agik olarak
-1
t p—1

ft) = (Q/E)pfl e P~DA10s iy a®)dt (p—1) /Co (1) e(P—DX1es [ als)ds g

to

bigiminde yazilabilir ve buradan oyle bir T, < oo sayis1 vardir ki ¢ — T icin

f(t) = o0

olur. Boylece, (4.2.1)’deki kosullan saglayan, [, ¢ (z)dx = 1 bi¢imindeki ¢ (z) fonksi-

yonu ile yukaridaki gibi belirledigimiz « (t) ve f (¢) fonksiyonlari araciligiyla olugturulan

v(z,t)=f(t)(a(t)p(x)+1) (4.3.33)

fonksiyonu ¢ty < T < T, olacak sekilde her ¢y ve T" i¢in Q7N{t > to}’da (4.1) probleminin
bir alt¢oziimiidiir. Gergekten; herhangi x € 2 ve to < t < T i¢in (4.3.33), (4.2.1) ve
(4.2.6)’dan
vy — Av —c(z,t) 0P < f'(ap+ 1) + fa'o+
+ Mpfa—co(t) fP (ap +1)° (4.3.34)

bulunur. Bu esitsizligin sag tarafindaki ifadeleri ayr1 ayr1 degerlendirelim. O zaman,

(4.3.32) ve (4.2.2)’den

frlap+1) < (=Mpsaf +c(t) fP) (ap+1)

= —Mppsaf — Mgsaf + ¢ (t) paf? +co (t) fP

< = \ppsaf — Apsaf + co () esafP + co (t) fP (4.3.35)
(4.3.29)’den
falp <0 (4.3.36)
(4.2.2)’den
Mpaf —co(t) fP (ap + 1) < Mpsaf —co(t) fP (aps +1)° (4.3.37)
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elde edilir. Boylece (4.3.35), (4.3.36), (4.3.37) ifadeleri (4.3.34)’de goz 6ntine alinarak

v — Av —c(z,t) " < —Nepsaf — Mpsaf + co (t) esaff +co (t) [P+

+Mpsaf — co (t) f7 (s + 1)F

IN

—Mppsaf +co (1) [P lops +1 = (aps + 1)1

< 0
elde edilir. Herhangi « € 02 ve to <t < T igin, (4.3.33) ve (4.3.30) gbz 6ntine alinirsa

[repnowny - [ mm) o (1) o () + 1dy

f)al(t) f(t)

a<t>+|ﬁ|Q/“”(y>d“a<t>+|9|9/dy

F (1) (o () + 2]
o () + 19

= f(t)

bulunur. Bu esitlikten, ¢ |sgo= 0 oldugu gbz oniine alimarak

[ry 0@y = 70 (@) (@) + 1) = o1

Q

yazilabilir. Son olarak, herhangi = € Q i¢in, sirasiyla (4.3.33), (4.3.32) ve (4.2.2)’den

v(z,tg) = f(to)[a(to)p(z)+1]
= Slalt)e (@) +1]
< S la(to) o, +1] (4.3.38)

bulunur. Burada, o/(t) < 0 olduguna gore a(t) azalandir ve dolayisiyla

Oé(to)SOé(O):E

yazilabilir. Bu ifade (4.3.38)’de yerine yazilir ve (4.3.28) gbz 6niine alinirsa
v(z,to) < e<u(zx,to) (4.3.39)

elde edilir. Sonug olarak, v (z,t) fonksiyonu Q1 N {t > to}’da (4.1) probleminin bir alt

¢oztimidiir. Ayrica x € 0f igin, (4.3.39) goz Oniine alinarak

v(x,ty) = /k:(x,y,to)v(y,to) dy < /k(%y,to)u(%to)dyZU(%L‘O)
Q )
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bulunur ve dolayisiyla, = € € icin
v(x,ty) < u(z,ty)

elde edilmis olur. Boylece, Teorem 4.4’den M’da
u(x,t) > v (z,t)

elde edilir. Sonug olarak, v (x,t) fonksiyonu 7, < co zamaninda patladigina gore u (z, t)

fonksiyonu da sonlu bir zamanda patlar diyebiliriz. m
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