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OZET

Quantum analizin olugmasi, temel olarak klasik tiirev tanimindaki x yerine gx,
almip limitin kaldirilmasiyla tanimlanan g-tiirevle baglar. Bu tanim yardimiyla
analizdeki baz1 kavramlar yeniden iiretilmistir. Buradaki esas, yeni kavramlarin belli
kosullar altinda analizdeki kavramlara yakinsamasidir.

Bu tezde, oncelikle ortogonallik, ayrik degiskene gore ortogonallik ve sifirlarina
gore ortogonallik tanimlar1 verilmistir. Sonra, ilk iki ortogonallik tanimini incelemek
amaciyla sirasiyla Jacobi polinomlari, ultrakiiresel polinomlar ve Hermite
polinomlart ile bu polinomlarin g-benzerleri tanimlanip bazi 6zellikleri, lreteg
fonksiyonlar1 ve sagladiklar1 bazi denklemler kanitlariyla birlikte anlatilmistir.
Bunun yam sira, farkli g-ortogonal polinomlarin birbirinden gerek tanim gerekse
limit yardimiyla tiiretilisine ornekler verilmistir. Daha sonra, sifirlarina gore
ortogonallik i¢in bu 6zellige sahip tek fonksiyon tiirii olan Bessel fonksiyonu ve g-
benzeri tanimlanip ortogonallik kullanilarak sifirlarin 6zelliklerinin gosterilebilecegi
tizerinde durulmustur.

Boylece, ortogonalligin klasik analizden g¢-analize neredeyse tiimiiyle
tagsinabilen oOzelliklerden biri oldugu ve ortogonal polinom dizileri arasindaki

iliskilerin daha da ¢esitlenerek q-ortogonal dizilerde de bulundugu gozlemlenmistir.

Haziran, 2010 Cagan KORKMAZ

111



ABSTRACT

The construction of g-analysis is based on the definition of g-derivative by
substitution of x by gxo in classical derivative. By the help of this definition, many
concepts in analysis are translated to g-analysis. This translation depends on the idea
that the new concepts converge to classical ones.

In this study, firstly the concepts of orthogonality, orthogonality with respect to
discrete variable and orthogonality with respect to zeros are defined. Secondly,
Jacobi, ultraspherical and Hermite polynomials and their g-analogues are defined
respectively as an example of the first two of these definitions. Main properties,
generating functions and some equations due to these polynomials are given with
proofs. Throughout this process, the dervation of different g-orthogonal polynomials
from each other by definition or by the help of limit procedures are exampled. After
that, Bessel and g-Bessel functions, which are the only orthogonal functions with
respect to their own zeros, are studied. It is mentioned that many properties of zeros
of the Bessel functions can be obtained by this orthogonality relation.

Thus, it is observed that orthogonality is one of the properties which can almost
completely be translated from classical analysis to g-analysis. Another observation is
that not only the relations between the classical orthogonal polynomials, but also

more specific ones exist between g-orthogonal polynomials.

June, 2010 Cagan KORKMAZ
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SEMBOLLER

(a:9),

F (a,,..,a.;b,..b;z)
Lo.(a,...,a;b,...b.;q,2) :
v (a,....a.;b,...b ;q,2):

d,x

P, (x)
P, (x;a,b;q)
B, (x;a,b;9)
¢, (x)
C,(x;81q)
H,(x)
H,(x]q)

J, (%)

J, (x;9)

: g-Tirev

: nsayisinin g-benzeri

: Pochammer sembolii

: g-Pochammer sembolii

: Gauss hipergeometrik serisi

Heine g-hipergeometrik serisi

Ramanujan iki tarafli g-hipergeometrik serisi
: g-Diferansiyeli

: g-Gamma fonksiyonu
: ¢-Beta fonksiyonu

: Kronecker deltasi

: Jacobi polinomu

: Kiigtik g- Jacobi polinomu
: Biiyiik g- Jacobi polinomu
: Ultrakiiresel polinom

: ¢- Ultrakiiresel polinom

: Hermite polinomu

: ¢- Hermite polinomu

: Bessel fonksiyonu

: Hahn-Exton ¢- Bessel fonksiyonu
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I GIRIS VE AMAC

I.1 GIRIS

Quantum analizin olugmasi, temel olarak klasik tiirev tanimindaki

i F@) = 1 (@)

z—10 T — X
ifadesinde x yerine gxg alinip limitin kaldirilmasiyla tanimlanan g¢-tiirevle baglar.

Yani f fonksiyonunun xy noktasindaki ¢-tiirevi, ¢ 1’den farkl olmak iizere

[ (gzo) = f (x0)

qTo — To

(Dyf) (w0) =

ile verilir. ¢ 1’e yaklagirken ¢-Tiirev, f fonksiyonunun siirekli olmasi kosuluyla klasik
tiireve yakinsar. Bu tanim yardimiyla analizdeki bazi kavramlar yeniden tanimlan-
migtir. Bu tanimlamalardaki esas, yeni kavramlarin ¢ 1’e yaklagirken belli kogullar
altinda analizdeki kavramlarla ortiigmesidir.

Klasik analizde hipergeometrik seriler ve bunlara karsilik gelen fonksiyonlar énemli
bir yer tutmaktadir. Bu fonksiyonlar yardimiyla bir¢ok bagka fonksiyonun seri agilim-
lar1 yazilabilmektedir. Quantum analizde de bu serilere karsilik gelen ¢-hipergeometrik
seriler tanimlanmig ve yakinsaklik yardimiyla bir¢ok fonksiyonun g-benzeri olusturul-
mustur. Boylece klasik analizdeki fonksiyonlarin tasidigi 6zellikler ve sagladigi teorem-
ler g-analize aktarilabilmektedir. Bu tez ¢alismasinin gergevesini, bu ozelliklerden biri
olan ortogonallik 6zelligi olusturmaktadir.

Bu tezde, oncelikle fonksiyonlarda ortogonallik ve sifirlara gore ortogonallik tanim-
lanip ortogonal polinomlara ait bazi 6zellikler siralanmigtir. Daha sonra sirasiyla Jacobi
polinomlari, ultrakiiresel polinomlar, Hermite polinomlar1 ve Bessel fonksiyonu ve bun-
larin g-benzerleri tanimlanip tagidiklar: 6zelliklerin kanitlar: verilmistir. Bu ¢alismanin
en temel amaci, analiz ve ¢g-analiz disiplinleri arasinda ortogonallik 6zelligi ile kurulan

kopriiyii ana hatlariyla ¢izmektir.



II GENEL BILGILER

I1.1 ¢-ANALIiZDEKi ON KAVRAMLAR

ve GOSTERIMLER
f (95) —f (370)

T — 2o

Analizde f (z) fonksiyonunun zq’daki tiirevi, lim,_,, = ile tanim-

lanir. Tiirevin varligi, bu limitin varligina baghdir. ¢— Analizde ise, bu ifadedeki limit

f(x) = f (wo)

r — Tg

kavrami ortadan kalkar ve tiirev oraninda 0 < ¢ < 1 olmak tizere x = qxg

yazilarak, limitten bagimsiz bir tiirev tanimi elde edilir. Bu yolla elde edilen

f (qzo) — f (o)
zo(q—1)

(Dyf) (x0) =

degerine, f (x)’in xy daki g-tiirevi denir. Bu tanim

lim (D, f) (w0) = f' (20)

q—1-
esitliginden dolayi, tiirevin g-analizdeki karsiligi olarak kabul edilmistir. Bu kavram
yardimiyla analizdeki bir cok olgu tekrar olusturularak, kuantum analize gecis yapilir.
Ozel olarak, z"'nin ¢-tiirevi bize, bircok gerekli kavramm g¢-benzerini saglar.
Tanim yardimiyla bu tiirevi bulalim. x # 0 igin,

n_ ,.n 1—g"
z(g—1) 1—g¢
elde edilir. lim —— =n oldugundan —
¢—1- 1—gq 1—¢q
denir ve bu benzerlikten dolay1 [n] ile gosterilir. Dolayisiyla, analizdeki tiirev ifadesine

n—1

ifadesine n dogal sayisinin g-benzeri

benzer olarak

elde edilir. Boylece g-analizin "dogal sayilar1" olusturulur. Bu tanim, tiim sayilara
genellestirilebilir. o herhangi bir say1 olmak iizere

1—qg”
li = II.1
qir{l_ 1 —(q @ ( )
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1—qg”
l—gq

kisaca [a] ile gosterilir. Ayrica [n] tanimi kullanilarak, faktoriyel kavraminin ¢g-benzeri

esitligi kullanilarak, yukaridaki gibi ifadesine o nin g-benzeri denir ve bu ifade

1 n =20
| = I1.2
) {[n]x[n—l}x...xl n=1,2,... (IL.2)
ile verilir. Bu tanim yardimiyla k£ =0,1,...,n icin, (Z) binom katsayisinin g-benzeri

n] )} 1—q¢)(1—¢*...(1—q")
M T A== - (-gl-@). g
ifadesiyle verilir.

Analizdeki 6telenmig faktoriyel tanimi veya diger adiyla Pochhammer sembolii, her

a sayis1 ve n dogal sayisi igin

(a)g = 1 ve (a), = (a)(a+1)...(a+n —1),n = 1,2,... seklinde tanimlanir.

n

Pochammer semboliiniin g-benzeri

1 n=>0

(@:0), = {(1—@)(1 —qa)...(1—¢"'a) n=12... (IL4)

ile verilir. Buna ¢-Pochammer sembolii adi1 verilir. Burada ¢-benzerligin ¢ikis noktasi,

a yerine ¢* alinip (II.1) kullanilarak elde edilen

a. 1—0ag% (1 — a+1 (1= a+n—1 "
—1- (¢;q), a1~ 1—q¢)(1—=¢?)...(1—qgm) n!
esitligidir.
Bu tamimdan gelen bircok 6zellik icinde en sik rastlanani,
(@3 D = (@59); (ad"; ), (IL.6)

esitligidir. (I1.4) tanmimimin genellestirilmis hali

[e.9]

(4;9)oo = lim (a59), = ]I[O (1-q*a) lal <1

ile verilir.



Bu tezde ¢-hipergeometrik serileri incelerken siklikla karsilagilacak bu tanim, birgok

fonksiyon ve seride kullamlmaktadir. Ornegin, analizdeki |z| < 1 icin yakinsak olan

= (a Lk 1
> kk = (IL7)

k=0

serisinde, a = —n ve z = —x/y yazldiginda, n’inci kuvvetin binom agcilimi formiiliine

ulagilir:

(z+y)" = (Z) atyn
k=0

Bu formiil, analizdei binom teoremidir. Buradan, (II.7)’deki seri ve fonksiyonun ¢-
benzerini insa ederek, g-binom teoremini elde edebiliriz.

Bunun i¢in, 6ncelikle |¢| < 1 alalm. |z| < 1 igin yakinsak olan

(I1.8)
k=0
serisinde a yerine ¢* yaziip ¢ — 1~ limiti alindiginda, (I1.5)’ten,
lim f(q%2) iakk L (I1.9)
q—1— — k 1 — Z) ’

k=0
esitligi ortaya ¢ikar. Simdi, f (a; z) fonksiyonunu bulalim. (I1.8)’de (I1.6)’y1 n kez arka

arkaya uygularsak,

f(a;z>:(aZ;Q>nf<aqn§Z)=n:1727"‘

elde ederiz. Bu ifadenin n — oo limitini aldigimizda, |¢| < 1 oldugundan ¢™ — 0 ve,

f(a;2) = (az;q) f(0;2)

olarak bulunur. a = ¢ alinirsa,




bulunur. Bunu yerine yazdigimizda, ¢g-binom teoremi adi verilen

flasz) =2

Er "

Y o0 0

esitligi elde edilir. Ters taraftan,

o) = (a2;9) o _ - i
9(%2) E. ;b

(a5 9); bulunur. Béylece, (I1.10) ile

tanimlarsak, gerekli hesaplamalar sonucunda b; = (@0
q;q);

verilen ¢g-binom teoremi kanitlanmig olur [2].
Bu teoremin bir uygulamasi, analizdeki (1 — z)"* (1 — 2) " = (1 — 2) """ esitliginin
g-benzerinin bulunmasidir. Bunun i¢in (I1.10) kullanilarak |z| < 1 igin,

(023 0) o (021 0)o (i (a; ‘-’)izi) (i (b3 9),, (az)k> _ f: (a6 9),,_n _ (3b2;4),

(200 (210) — (¢;9), “—~ (q:q)

e

esitligindeki seriler, ¢ = n — k alinarak carpildiginda,

z": (59) i (050 . _ (abig), (IL11)

(¢ Dy (@), (¢39).,

| —~

formiilii gikar. Bu formiilii bir 6énceki egitlikte yerine yazarsak,

o)

(a2;9) o (b239) o
(2305 (%50

(ab; @)y n _ (ab230)o
“ (¢:9),, (2@) o

n=

ifadesi bize istenen ¢-benzeri verir [2].
Ayrica, analizde (I1.7) binom formiiliiniin tiiretiligine benzer sekilde, (II.11)’de her

iki taraf (q; q), ile carpilarak

(abs q),, = k; m (a5 9),_ (b59),, a*

ile verilen ¢-binom formiilii elde edilir.

Bu formiil yalnizca |g| < 1 igin gegerlidir. g-Pochammer semboliiniin

(a;q), = (@ %q7Y) (—a)"q®) (IL.12)

5



ozelligi yardimiyla |g| > 1 i¢in ¢g-binom formiilii

i (400 o _ (/047
—~ (¢;9), (az/q;q7") o
seklindedir ve bu seri |az/q| < 1 igin yakinsaktir.
(I1.10) esitliginin bir bagka uygulamasi da, iistel fonksiyon e*’nin iki tane g-
benzerini verir. Bunlar olusturmak igin, (I1.10)’da @ = 0 alinarak elde edilen
: 1 Z z

%0 = (9),

n

2zl <1 (I1.13)
fonksiyonunda z yerine z/a yazilip a — oo limiti alinarak,

> n n(n—1) Zn
(Z;Q)oo = Z (_1) q 2 W’ |Z| < 0 (1114)

n=0

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonlardan (II.13)te z = (1 — q)z ve (II.14)’te z =

(¢ — 1) x yazarsak, sirasiyla

ve

oldugundan bu serilere iistel fonksiyonun g-benzerleri denir ve sirayla e,(z) ve E, (x)
ile gosterilir [2].

(I1.13) ve (II.14) esitliklerinden kolayca goriiliir ki

(@) = 7
eq (ax) = B, (1)
dir. (I1.6) esitliginde n — oo limit alindiginda,
(a5 9)
aq), = ———~— I1.15
(0 (09" q) o (1)

esitligi ve buradan da



formiilii elde edilir.
Analizdekine benzer sekilde, g-iistel fonksiyonlar: yardimiyla g-trigonometrik ve ¢-

hiperbolik fonksiyonlar soyle tanimlanir [2]:

: eq (lax) — eq —iax) o )2n+1
sing ax = Z ( ) Jaz| < 1
n—0 4 9)on+1
) ; o 2n
cosyar = LT 52 O <1
2 n=0 (q; q)2n
Sinhq ar = eq ((lx) _26‘1 (_G/.T) |ax| < 1
coshyaz = LD 1oy o
) ; i 2n+1
Sinq ar = Eq (Z(I.ﬁlf) B Eq (_Za’x) _ Z (_1)n qn(2n+1) (ax)
2 =0 (45 @)2p41
°° 2i
COSq ar = E (ZCZ.CE) + E _Zal. Z 2 z (2i—1) (aa:)
pn (4: )

g-trigonometrik fonksiyonlarin ¢-tiirevleri, g-tiirev tanimi yardimiyla hesaplandiginda

su formiiller elde edilir:

a

D,e, (ax) = e, (ax)
—q
. a a .
D,singar = —— COSg ax ve D, cosqar = — T sing ax
D, sinh, ax = cosh, ax ve D, coshy ax = sinh, ax
a
D,E, (azx) = TlEq (aqz)
a
D, Sin, ax = 1——q Cos, aqr ve D, Cosy axr = — Sing agx



I1.2 ¢-HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR ve
¢—IKI TARAFLI HIPERGEOMETRIK

FONKSIiYONLAR

kuvvet serisi i¢in, ardigik katsayilarin orani1 n’e baglh bir rasyonel fonksiyon ise, yani

A(n) ve B(n) iki polinom ve B(n) # 0 olmak iizere

Qny1 A(n) B
a, B(n)’ao =1

esitligi saglaniyorsa, bu seriye hipergeometrik seri denir. Bu serinin yakinsak oldugu

durumlarda,
(0.0
= g o 2"
n=0

fonksiyonuna hipergeometrik fonksiyon denir.
Bu tiir serilere ilk ornek, Gauss’un 1813’te tanimladig:

l
cnn

F(a,b;c; z) i C(L) (I1.16)

n=0
serisidir. Burada, payday: sifirlamamak agisindan ¢ ¢ Z~ U {0} alimir. Gauss, bu
serinin |z| < 1 i¢in mutlak yakinsak, |z| = 1 iginse Re(c—a —b) > 0 koguluyla yakinsak
oldugunu kanmitlamigtir. Yakinsak oldugu durumlarda, seri toplaminmi veren fonksiyon
da F(a,b;c; z) ile gosterilir.

Hipergeometrik serilere bu isim, a = 1, b = ¢ alindiginda,

o0

F(1,b;b; 2) ZZ”

n=0

formiiliinde goriilen geometrik seriler elde edildigi i¢in verilmistir.



Gauss serisinin yakinsakligi kullanilarak, bir¢ok fonksiyon bu seriyle ifade edilebilir.

Ornegin, |z| < 1 i¢in yakinsak olan
(14 2)"* = F(a,b;b; —2),

log(1+2)=F(1,1;2; —=2)

ve her z i¢in yakinsak olan

e = lim F(a,b;b;z/a)

a—00

bu formiillerden bazilardir [2].
Gauss serisinin ve fonksiyonunun genellestirilmig hali, 1 < i < r ve 1 < j < s,

a; # b; ve b; ¢ Z~ U {0} icin tanimlanan ve katsayilar

a, = (a1), (a2),---(ar), 1

(b1),, (b2),, .- (bs), n!n!

ifadesiyle verilen

a,...,a, = (@), ... (a)
o (ags by, be2) = o F, | = n n_n (1117
(a1, ar by ?) [bl,...,bs Z] Z(bl)n...(bs)nnlz (IL.17)

hipergeometrik serisidir. Oran kriterinden, ,.Fs(aq,...,a,;b1,...,bs;2) serileri igin
yakinsaklik kogullar1 su sekildedir:

1) r < s ise her z i¢in mutlak yakinsaktir.

2) r = s+ 1ise |z] < 1 igin yakinsak, ayn1 zamanda Raabe kriteriyle r = s + 1 ve
Re(by +...+bs— (a1 + ...+ a,)) > 0ise |z| = 1 i¢in mutlak yakinsaktir.

3) r > s+ 1 ise sadece z = 0 igin yakinsaktir.

Yakinsaklik durumunda seri toplamini veren fonksiyon da . Fs (ay, ..., a,; b1, ..., bs; 2)
ile gosterilir.

Bu serilerde katsayida pay yoksa, yani r = 0 ise, ya da payda yoksa, yani s = 0 ise,

bunu ifade etmek icin tire kullanilir.



Genellegtirilmis Gauss serisi ile birgok 6zel fonksiyon ifade edilebilir. Bunlara 6rnek
olarak, iistel fonksiyon

e* =g Fo(—;—; 2),

trigonometrik fonksiyonlar

3 22 1 2
sinz = 2.0l (—; 5;—%) ve cosz =g F} (—; 5; —%) ,

Bessel Fonksiyonu

Ja(z) = : (I1.18)

Hermite Polinomlar:

Hy(z) = (22)" 5 Fy (—ﬁ (1=n)._. —i> : (IL.19)

ve Laguerre Polinomlari

1 n
- M Py (—n, 0+ 1;2) (I1.20)
n
verilebilir [3].

Gauss serisinin ¢- benzeri Heine tarafindan

o(a,b;¢;q, 2) i )

n:0 ”

\_/
3

seklinde ile tanimlanmigtir. Burada,

n=m+1,m+2,...i¢n (¢7"¢n=0

olacagindan, Heine serisi m € N olmak iizere ¢ # ¢~ kosuluyla tanimlanmigtir. Bu
seri |z| < 1 ve |¢| < 1 i¢in mutlak yakinsaktir. Yakisaklik durumunda seri toplamin
veren fonksiyon da ¢(a,b;c;q, z) ile gosterilir. Ayrica (II.1)’den dolay:r her terimi ¢
1’e yaklagirken Gauss serisinin terimlerine yakinsar. Bu nedenle Heine serisine, ¢-

hipergeometrik seri ya da temel hipergeometrik seri de denir.
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Heine serileri de, Gauss serileri gibi genellestirilebilir. 1 <7 <r ve 1 < j < s olmak

uzere,

— (a1;9), - (ar; q),, n (] n
r¥s PRI r;ba"wbs; 5 = -1 2 11.21
b, (a1, ... ap; by ) n§0: OO [( )q } 2 (IL21)

ifadesi ile verilir. Heine’'nin ¢ serisi bu tanima gore ¢, ile gosterilir. Genellegtirilmis
Heine serileri, katsayilarin hepsini sifirlamamak ic¢in ¢ # 0 ve payday1 sifirlayan deger
olmamasi igin, m € N olmak iizere by # ¢, 1 < k < s kosullariyla tanimlanir.

lg| < 1 igin yakimsaklik kogullari, oran kriteriyle su gekilde belirlenir:

1) r < s ise her z i¢in mutlak yakinsaktir.

2) r = s+ 1ise |z| <1 i¢in mutlak yakinsaktir.

3) r > s+ 1 ise sadece z = 0 igin yakinsaktir.

Yakinsaklik durumunda, daha énce oldugu gibi, seri toplamini veren fonksiyon da
rs (a1, ... a0y, ..., bs; q, 2) ile gosterilir [2].

g-hipergeometrik serileri simdiye kadar |¢| < 1 igin inceledik. Ancak, |g| > 1 igin de
(I1.12) formiilii yardimiyla yakinsaklik kogullar1 bulunabilir. Bu yiizden genel olarak,
lg| < 1 alacagz.

Iki tarafli g-hipergeometrik serileri tanimlayabilmek icin, éncelikle Pochammer sem-
bolii ve g-Pochammer semboliiniin negatif altindisler i¢in de tamimlamak gerekir. Bu

tanim, n € N igin sirasiyla

_ 1 1 (=1a)
@ = @ =2)  a=n)  a—n.  (—a). (11.22)
Q) — 1 1 (=g/ayg¥)
D) = a0 —ar®) A —ar™  @rmdn - (@fag.

formiilleriyle verilir. (II.23) formiilii, (I1.15) 6zelligi herhangi bir a sayis1 igin genellestir-

ilerek
(a;¢)s
a;q)a =
(%) (ag*; @)oo
seklinde verilmis genel g-Pochammer semboliinde n € N icin @« = —n alarak bulunur.
(I1.23)’ten

11



1
(q™;q),

formiiliine ulasilir. Bu bilgilerle, ¢g-hipergeometrik seriler iki tarafli hale getirilebilir.
Bunun igin, 0 < |¢| < 1,0 < |z2| < 1ven =0,1,2,... alahm. (I1.10) egitliginde
verilen ¢g-binom teoremine negatif indisli katsayilar eklenip (I1.24) uygulanirsa,

[e.e]
azq

(230) o

Mg

—~ (49 (@ q),

bulunur. Burada k = j +n — 1 alip (I1.6) kullamildiginda,

(az; q) i (@:0); i = (@91 i
S /X pry yAE— Z —Z'] n
p: oy | .

(23 9) g

0 n—1
) a 1q). .
_ (a9) 1212(61 q);

esitligi elde edilir. Bu esitlikte a yerine aq'™" yazilirsa,

3 (a:9); (a¢'""20) (G@)na 1

(g™ q); (:9)  (ag*™™;q),_; 271
J

(I—aq""2)...(1 —aq'2) (az;,9) o, (;4)s 1
(1—ag™)...(1—ag % q) (2:0)0 (@"q)s 2" 1
(a259) o (:0) 0o (1 —q/az) ... (1 —¢" " /az)
(2100 (€% 0)se (1 —q/a)...(1—q"!/a)

(a2, 9) o (60 o (9/02;0) 5 (4"/050) o

(20 (0 @) 5o (2/050) 5 (q"/a250)

esitligi elde edilir. Burada

(a159) 0 (a25 Q) o - - - (a3 @)oo = (a1, a2, ..., Q13 @) o

gosterimi kullanilip ¢" yerine b yazilarak,

00 (GQQ)]‘ i (g,b/a,az,q/az;q).,
Z (b;q>jx N (b,q/a,z,b/az;q)oo (1125)

j=—o00
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formiilii elde edilir. Esitligi yalniz ¢ icin gosterdik. Tiim b sayilarina genellestirmek
i¢in oncelikle soldaki serinin negatif ve pozitif indisli terimlerini ayirdigimizda,

i": a;q); i
2 T,

(a;
(b q
; J(;) f: ! (I11.26)

]:0 ’ J

1

(GQQ)j i c
Z ), ZOO
= (g
= 2;(

elde edilir. FEsitligin sag tarafindaki birinci seri, 0 < |b/az| < 1 igin, ikinci seri ise

0 < |z| < 1 i¢in yakinsaktir. Buradan (I1.26)’daki seriyi b nin bir fonksiyonu olarak
diisiindiigiimiizde, seri |z| < 1 ve |b| < min {1, |az|} igin yakinsaktir ve b'nin analitik
bir fonksiyonudur. O zaman, ¢" igin gegerliligini kanitladigimiz seri toplaminin, her
b sayisi icin analitik devamim alabiliriz. Buradan da (I1.25) elde edilir. Oyleyse, g-

binom teoreminin genellestirilmis hali

= (CL;CI)j - (¢,b/a,az,q/az;q)
= =2 b/al < 2] < 1,]g] < 1 I1.27
2 Ta,” T e nbjang M < FI< Ll (1L.21)
formiilii ile verilir [2].
(I1.25) insa yoluyla, yani
_(0%,0/0%0)0 Nk
9(2) = (z,b/az;q) _kZ_OOCkZ

fonksiyonunda c¢;, katsayilarini bulunarak kantilanabilir. ¢ fonksiyonu, ¢-Pochammer

semboliiniin 6zelliklerinden dolay1,

q(1—=2)g(2)=(b—agz)g(qz)

esitligini saglar. Bu esitlik g(z) ve g(qz) icin yerine yazilirsa,

o0

> a[(=0d"") = (1-ag") ] st = 0
i ¢[(1=0d"") e — (1 —ad" )] ¥ = 0
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bulunur. Bu serinin her katsayisi sifir olmalidir, yani,

1 —aght

G, = —————Cp

k = b o1
l—ag"'1—ag"? 1-a

T—bg11—bg2 1-0"
(a; )k

C
(b;q),,

buradan da

o0

-0 £

elde edilir. Geriye yalnizca ¢y katsayist bulmak kaldi. Bunun igin,

(0210)e (0/02%9)s _ (S (6D &) (N~ @50 (b :
(20 (b/az10)s <,§ (4:9) ) (Z (4 9)y (a2> >

k=0

k=—o00

carpimi yapilirsa,

- °:° Ezfq)k (a/b;9); (9)'“_ v (aag/b;%b/a)

=0 7Q>k <Q;Q>k a

elde edilir. Ek I'deki (3) doniigiim formiilii ve (II1.10) binom teoremi yardimuyla,

(q,0/a;q)

Cop =

olarak bulunur. Bu katsayilar g(z) taniminda yerine yazilarak (I1.25) formiiliine ulagilir.

Bu seri genellestirilerek, Ramanujan serisi olarak adlandirilan

Aty ..., 0 = (a1,..-,a,;,q), ( i (k))(S—T’) .
U 1q, 2| = —1 2 z I1.28
[ i = 2 i (o s

iki tarafli g-hipergeometrik serileri tanimlanir. (I1.27)’ye bu gosterimden dolay1 Ra-
manujan ; WUy serisi de denir. Bu serinin yakinsaklik kogullari, ;¥ icin (I1.27)’de verilen
yakinsaklik kogullar: genellegtirilerek elde edilir. Bunun igin 6ncelikle, (I1.28)’in pozitif

ve negatif indisli terimleri ayrilirsa,

0.2 = f: (q/b1,...,q/bs; @), <(_1)kq(g)>(sr) < by...bs )k

k=1 (Q/al7"'7q/ar;Q)k ay...arz

(ai,...,a;q), kN
+ (=1)"q¢\2 z
k=0 <b17"‘7bs;q)k ( )
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esitligi bulunur.

Bu iki seri icin yakinsaklik kogullar: su sekildedir:

...b
1) r < sise |— ® | < |2| igin yakinsaktir.
ai...ap
b
2) r = s ise | ———| < |z| < 1 i¢in yakimsaktir.
ai...aq

3) r > s ise hicbir z i¢in yakinsak degildir.
Baz1 temel fonksiyonlarin g-hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden yaziliglar: ise
su sekildedir:
eq (az) = 16, (05— ¢, az)
Eq(az) = o0¢o (= —3¢,02).
Ayrica
(@ @)or, = (7 q2)k (q;q2)k

esitligi yardimiyla,

az
sing az = T2 o (O, 0:¢% ¢°, —a2z2)
—q

COSq a2 = 9@ (0, 0: q; ¢°, —a222)

az
1—g¢q

0b1 (= ¢ 4%, —¢°a®2?)

Singaz =
Cosqaz = opy (—;q; 4% —qa®2?)

ifadeleri elde edilir [2].

I1.3 ¢-INTEGRAL

Tanim II.1 Bir [ fonksiyonunun g-kargit tirevi, D F (z) = f (x) kosulunu saglayan

F(z) fonksiyonu olarak tanimlanir ve

/ f(z) dg (I1.29)

ile gosterilir.
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Klasik analizdeki belirsiz integral sabiti kuantum analizde de vardir. Bunu gérmek

igin, bir g(z) fonksiyonu igin D,g (z) = 0 olsun. ¢ (z) = 3 a;2" formel kuvvet serisi
i=0

yazilip ¢-tiirevi almirsa, ¢‘a; = a;,% = 0,1, ... bulunur. Bu durumda a1 = ay = ... = 0

ve g(x) = ag elde edilir. Oyleyse (I1.29)’da

/f(x) dyr = F(z) + ¢

yazilabilir.

Teorem I1.1 (Jackson Integrali)

/f () dyr=(1—¢q)x Z q¢f (qzaz) (11.30)

Ispat. f(z) fonksiyonunun g-kargit tiirevi F (x) olsun. M,g (z) = g(gz) lineer
operatoriinii tanimlayalim. g¢-tiirev tanimindan

1 B x:F(qa:)—F(a:)
—(q—l)x(Mq 1) F(x) -z

= DoF(z) = f (x)
esitligi ilde edilir.Bu esitlikte F'(x)’i yalmz birakirsak,

F) = = (0= 0rf @)

— 00> M f @)
= (1—q)(af (x) +qzf (gz) + @z f (¢Pz) +- )

= (1- Q)ﬂqu’}f (¢'z)

buradan da,
/ f@) da=(1-q)z> ¢f(¢') (11.31)
i=0
bulunur. =
(IL.31)’formiiliine f fonksiyonunun Jackson integrali denir [1]. Jackson integralinin

bu teoremdeki tanimi formel bir tanimdir. (I1.30)’daki serinin hangi kogullarda bir ¢-

ters tiireve yakinsadigini gostermek gerekir.
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Teorem I1.2 0 < ¢ < 1 olsun. 0 < a < 1 igin |f (x)x®|, (0, A] aralge tzerinde
sirlysa, (I1.31) ile tanwmlanan Jackson integrali, (0, A] dzerinde f fonksiyonunun
q-karsit tirevi olan bir F fonksiyonuna yakinsar. Ayrica, F(0) = 0 olmak tzere F

fonksiyonu x = 0 da stireklidir.

Ispat. (0, A] tizerinde |f (z) 2°| < M olsun. Herhangi 0 <z < A vei = 1,2, ...
i¢in ’(qix)a f (q’x)‘ < M esitsizliginden |f (¢'z)| < M (¢‘x)” " olmahdir. Esitsizligi ¢’
ile genigleterek, 0 < x < A i¢in

|d'f (¢'2)| < Mq' (¢'x) ™ = M= (¢")’
bulunur. 1—a > 0 ve 0 < ¢ < 1 oldugundan, bu esitsizlige gore (I1.31)’deki seri, yakin-
sak bir geometrik seri ile tistten simirhdir ve bu yiizden bir F' fonksiyonuna noktasal

olarak yakmsar. (II.31)’de x = 0 yazarak F' (0) = 0 bulunur.

Keyfi bir € > 0 i¢in § < (/M (1 — ¢)*)"/*~* secildiginde, her |z| < § i¢in
[F(z) = F(0) = [F(2)|=|(1-qz) df(q)
i=0

< (L—aq)la] 3o M (g

M§' ™" (1 —q)
1 — qlfa

<€

saglanir. Yani, F' fonksiyonun z = 0 da siireklidir. Ayrica 0 < gz < A oldugundan
F fonksiyonu g¢-tiirevlenebilirdir. (II.31)’deki serinin ¢-tiirevini aldigimizda, D, F(z) =
f(x) elde ederiz. Boylece F' fonksiyonunun f’nin g-karsit tiirevi oldugu da kanitlanmig

olur. m

Tanim I1.2 0 < a < b olsun. Belirli q-integral,

/ f(x) dyx=b(1—q) Z q'f (q'd) (I1.32)

olmak tizere
a

/ @) dox = /b @) dy— / @) de (11.33)

a 0
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egitligiyle tanimlanar.

Bu tanimin g-analiz agisindan énemi, (I1.32)’deki seri toplaminin [0, b] araliginin
r; = ¢'b parcalamsi alindiginda ortaya cikan Riemann toplami olmasidir. Burada
q — ligin b(1 — q) ¢ — 0 dir ve ve seri toplam, [¢'D, b] {izerinde Riemann integraline
yakinsar. Bu argiimanla, f fonksiyonunun [0, b] kapali araliginda siirekli oldugu goriiliir

ve buradan da

lim/bf(x) dqx:/bf(x) da

q—1
esitligi elde edilir. Boylece Jackson integralinin Riemann integralinin ¢-benzeri oldugu

kanitlanmis olur.

Tanim I1.3  f fonksiyonunun RT U {0} daki genellestirilmis q-integrali,

1
0o q

]Of(:v) d,r = Z /f(a:) d,

iz*ooqiﬂ

toplamwyla tanmamlanar. _

q

/ f(2) dyz = (1—q)q'f (¢)

oldugundan
[t do=1-0) 3 ¢t (@) (11.34)
0 1=—00

formiili elde edilir.

Teorem I1.3 z°f (z), o < 1 iken x = 0 noktasin bir komsulugunda ve o > 1 iken

yeterince biiyiik x ler i¢in stmrhysa genellestirilmis q-integrali yakinsaktar.

Ispat. (I1.34)’te sagdaki serinin pozitif ve negatif indisli terimleri ayrilarak

i ¢f(d)= iqif (¢7%) + iqif (¢)

seklinde yazilabilir. Bu iki toplamin yakinsakligimi ayr1 ayr1 gosterecegiz. Ikinci toplam,

(0,1] arahgindaki g-integralidir. Teorem II.2°deki iglemler, verilen kosullardan ilki
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gozoniine alimarak yapildiginda toplamin yakinsakligi kanitlanir. Birinci toplam ise,
ikinci kogullarda, yani z’in yeterince biiyiik olmasi ve bir > 1 i¢in |2°f (z)| < M

kogullar1 altinda ¢ ler i¢in

‘q—lf (q—z>| — qi(a—l) |q—aif (q—z) ‘ < Mqi(oc—l)

esitligi ve Teorem II.2’deki argiiman uygulanarak bulunur. Buna gore birinci seri,

yakinsak bir geometrik seri ile iistten sinirlandigindan mutlak yakinsaktir. m

Teorem I1.4 (q-Integralin Temel Teoremi): 0 < a < b < oo ve F, f fonksi-

yonunun bir kargit tirevi olsun. F, x = 0 da stirekliyse,

saglanar.

Ispat. F fonksiyonu, z = 0 da siirekli oldugundan, bir sabit farkiyla Jackson

formiiliinden

Flr)=(1—-qz)Y ¢f(¢z)+F(0).

=0

esitligiyle verilir. Buradan
a b
/f(x) dyv = F (a) — F(0) ve b € R igin /f(m) dgov = F (b) — F (0)
0 0
ifadeleri birbirinden gikarilarak istenen formiil elde edilir. m

Sonug IL.1 = = 0 noktasinin bir komsulugunda f' (z) (f 'nin klasik tirevi ) taniml ve

x =0 da strekliyse
b
[Duf @) da=10)- 1@ (11.35)

saglanar.

19



Ispat. L'Hospital kuraliyla

tig D, (a) = ting LD =L )

=0 z(¢—1)

elde edilir. D,f (0) = f'(0) tamumlanarak, D, f (x) fonksiyonu z = 0 da siirekli hale
getirildiginde, teorem uygulanarak istenen esitlik elde edilir. m

Kismi integralin ¢g-benzerini tanimlamak i¢in, 6éncelikle iki fonksiyonun ¢arpiminin
g-tiirevi,

Dy (f () - g(2)) = [ (x) - Dag () + g (qr) - Do f ()

olarak hesaplanir. Bu egitlige (I1.35) uygulanirsa, g-analizdeki kismi integral formiilii

[ 1@ D@ = 0)50) - f@g@) - [l Dif @dr (1130

seklinde elde edilir.

1.4 ¢-GAMMA VE ¢—BETA FONKSiYONLAR

Gamma fonksiyonunun g¢-benzeri:

o9}

T, (z) = / £ B, (1= q) qt) dot > 0 (IL37)

integraliyle tanimlamir. (I1.34) ile verilen Jackson integrali yardimiyla x > 0 igin,

I, () = / 1B, (1 g) qt) dyt

1 - q 1=—00
(30 ~— "
(1—¢q)"" ZZ:; (¢;9),
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egitligi bulunur ve buradaki g-gamma fonksiyonu, kutuplari hari¢ genisletilirse

(@9 1 e
Fq (LIZ') - (qm;q>oo (1 Q) (1138)

formiiliiyle verilir.

Klasik analizdeki gamma fonksiyonu

I'(z+1) =2l (x)

ve

I'(n+1)=nl,neN

fonksiyonel egitliklerini saglar. Bu esitliklerin ¢-benzerleri,

@D 4 1w
Fq (LE) - <q$; Q)Oo (1 Q)
_ (459 o RN e
o Iy A
l1—gq

ve

Pont1) = LDoo g yon - GDn

("5 9) o0 (I-¢q)"
olarak elde edilir.
Beta fonksiyonunun ¢-benzeri:
Ly (z)Ty (y)
JY) = ————== 11.39
B, (e) = TS (1139
olarak tamimlamr. Tanimdan
I, (‘T ) I, (y)
8, (a) = ot = 5, (0,2

simetri 6zelligi kolayca goriiliir.

(I1.38) ile verilen g-gamma tanimu (I1.39)’da yerine yazilirsa,

PPN )
/Bq (x7y> - (1 Q) (qxaqy;Q)oo
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bulunur. > 0 i¢in g-binom teoreminden,

q’ oo q qoo (EZ
ﬁq(x7y> = (1_ Z
q qOOZO )

= (1-9)), (C]H—Z)""q (IL.40)

i+

elde edilir. ¢-beta fonksiyonunun simetri 6zelligi ve g-binom teoremi kullanilarak y > 0
icin,
o0 z—l—l
B, (z, (1—g¢ Z m— (I1.41)
=0
oldugu goriiliir.

(I1.40)’ta ¢' = = degisimi yapildiginda,

=~ (q73q);
1_ m
By (=, q) E )

1=

esitligi elde edilir. Bu esitlikte belirli g-integral tanimi uygulandiginda, ¢-beta fonksi-

yonunun integral tanimi

1

B, (2,y) = /tx_lﬁd t z,y >0 (I1.42)

formiiliiyle elde edilir. Bu formiil, klasik gamma ve beta fonksiyonlar: i¢in saglanan

1

B(z,y) = /tx—l(l — ) ldt = % (11.43)

esitliginin ¢- benzeridir.
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IIT CALISMALAR

Bu boslimde ilk olarak ortogonal fonksiyonlarin tanimi yapilacaktir. Daha sonra
sirasiyla Jacobi polinomlari, ultrakiiresel polinomlar, Hermite polinomlari: ve bu poli-
nomlarin g-benzerleri ele alinip her birinin ortogonalligi gosterilecektir. Her boliimde,
incelenen fonksiyonlarin ortogonal olmalarindan dolay: sagladiklari ii¢ terimli indirgeme

bagintilar1 ve iirete¢ fonksiyonlar1 da ayrica verilecektir.

II1.1 ORTOGONAL ve g-ORTOGONAL FONKSIiYONLAR

Tanim III.1 Bir fo(x), fi(x), ... fonksiyon dizisi, n ve m’den bagimsiz ve negatif ol-

mayan bir w(x) fonksiyonu igin

/fm(a:)fn(a:) w(x)de =0 m#n (III.1)

kosulunu saghyorsa, w(x)’e agurlik fonksiyonu, { f.(x)} dizisine [a,b] araliginda w(zx)’e

gore ortogonal dizi denir.

Ornegin, f,(z) = cos(nx) , n = 0,1,2,... dizisini alahm. Bu dizi icin w(z) = 1

alirsak,
™

] o)1) () = [ cos(oma) cos(na)de =0 m £

kosulu saglandigindan, [0, 7] arahiginda agirhigi 1 olan bir ortogonal dizi elde ederiz.
Eger w(x), x = z;’deki basamag w; olan bir basamak fonksiyonu ise, (IIL.1) orto

gonallik bagintis

Z fm(@j) fulzj) wj =0,  m#n (I11.2)
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toplamina doniigiir. Bu tanima gore ortogonal olan { f,,(x)} dizilerine ayrik degiskene
gore ortogonal dizi denir [3].
Burada sozii gecen ortogonallik disinda, fonksiyonlarin sifirlarina gére verilen bir

ortogonallik tanimi daha vardir.

Tanim II1.2 A\, Ao, ... sayilare f(x) fonksiyonunun sifirlar, u(x) pozitif tanimle bir

olcii olmak tizere,
/f()\mf)f()\nx) du(z) =0 m#n
0

egitligini saglayan f(x) fonksiyonlarina sifirlarina gore ortogonal fonksiyon denir.

Bu tanimdaki 6l¢iiniin 6zel segimiyle bu integral Jackson g-integraline doniistiiriilebilir.

Boylece sifirlarina gore ortogonalligin

/f()\mx)f()\nx)dqx =0 m#n
0

g-benzeri elde edilir.

Ortogonal fonksiyon dizileri arasinda en sik rastlanan ve tizerinde en ¢ok caligilan,
polinom dizileridir. Ortogonal polinom dizilerinin [4]'te verilen bazi 6zelliklerini in-
celeyecegiz. Burada, deg Py(x) = k koguluyla olusturulan {P(z)} polinom dizileri ele

alinir. Bu polinom dizilerinde kullanilmak {izere ortogonallik tanim

/ Po(2) Pa(z) w(x)dz = hodonn (I1L.3)

a

b
seklinde yazilabilir. Burada tamm geregi h,, = [ P?(z) w(z)dz tir ve §,,, Kronecker

deltasimi temsil eder.

Yar.Teorem II1.1 {P(z)} bir ortogonal polinom dizisi ise, derecesin olan her P(z)

polinomu, Py, Py, ..., P, polinomlarinin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.
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Ispat. P(z) = 3 apPy(z) olacak sekilde ay, k = 0,1,...,n sabitlerinin varligim
k=0

gosterecegiz. P(x) = > cpa® olsun. k, sayis1 P,(x)’in bagkatsayis1 olmak tizere, o, =
k=0
Cn/kKn alinirsa, 2 teriminin katsayisi egitlenmis olur. Aymi iglemi P(z) — a, Py, (2)

polinomuna uygulayarak «,_1, ve boylece tiimevarimla tiim o ’lar elde edilir. m

Yar.Teorem II1.2 {P,(z)} bir ortogonal polinom dizisi ise, bu dizinin her terimi,

derecesi daha kiigiik olan her P(x) polinomu ile ortogonaldir.

Ispat. Derecesi n olan bir P(z) polinomu verilsin. Bu polinom, Yardimci1 Teo-
rem III.1’den dolay1 Py, P, ..., P, polinomlariin bir lineer kombinasyonu olarak yazila-
bilir. m > n olmak iizere her P,,(x) polinomu, Py, Py, ..., P, polinomlar ile ortogonal

oldugundan,

S

/ P(2)Po(z) w(z)dz — (Zakpk >  (2) wlz)da

3

b
= ak/Pk w(z)dz =0

0

>
Il

esitligi elde edilir. m

Teorem III.1 {Py(x)} bir ortogonal polinom dizisi ise, bu dizi i¢in P_1(x) = 0,n € N,

Ay, By, C, reel sayilary i¢in A, 1 A,Cri1 > 0 kosullaryla
Poi1(z) = (Apx + B,) Py (z) — CPyq(2) (II1.4)

ile verilen g terimli indirgeme bagintisy saglanar. Ayrica, P,(x)’in baskatsayisi k,, ise,

Rn+1 Anhn
A, =il o Lnlln 115
Ko, Ap_1hnq ( )

Ispat. P,.i(z) — A,2zP,(x) polinomunun derecesini n yapacak sekilde uygun bir

A, secilirse, bu polinom Yardimci Teorem II1.1°den, lineer kombinasyonla

Pn+1( ) Ay, $P ZakPk
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seklinde yazlabilir. Bu egitligin her iki tarafin1 & < n — 1 olmak {izere Py(z) ile carpip
iki tarafin da integrali alindiginda, Yardimci Teorem II1.2’den, £ < n — 1 igin ay, = 0

bulunur. Oyleyse iistteki esitlik
P,ii(x) — AP, (2) = Py () + a1 P ()

esitligine doniigiir. «,, = B, ve a,_1 = C, tammlamrsa, (II[.4) elde edilir. (II1.5)’
kanitlamak icin iistteki esitlikte bagkatsayilar esitlenirse, k,y1 — Ak, = 0 ve bu-
radan da A, igin verilen formiil elde edilir. C,’i bulmak i¢in (I11.4)’te her iki tarafi

P, 1(x)w(z) ile garpip integral aldigimizda Yardimer Teorem I11.2den,

b
0 = /Pn 1(2) Pyy1 (z)w(x)da
b

b

— /pnl(@ A,z + B,)P, /Pn 1(2)Cp P (z)w () d

= An/aan1(x)Pn(x)w(x)dx—C’nhn1 (I11.6)

a

elde edilir. Kamtin bagindaki lineer kombinasyonu P, _1(z) i¢in yazilarak

ijn,l(.%') = Fon— 1 "—Zﬂkpk

esitligi bulunur. (II1.6)’da yerine yazarsak,

Cnhnfl = A n
n—1

bulunur, bu da (IIL.5)’i verir. m

Teorem III1.2 Bir {Py(x)} ortogonal polinom dizisindeki her P,(z) polinomunun n
tane reel, birbirinden farkly ve ortogonalligin tanimlandige [a,b] aralginan i¢inde kalan

sifiry vardar.

Ispat. [a,b] araliginda P,(z) polinomunun isaret degistirdigi noktalarm sayisi m

olsun. Bu noktalar zq,...,x,, olsun. Bu noktalarin her biri polinomun sifiridir ve

26



Cebirin Temel Teoremi geregince, m < n olmalidir. m = n oldugunu gosterecegiz.

(x — xy)

B
S
I
—.

polinomunun derecesi m ve igaret degistirdigi noktalar xi,...,z,, dir. Bu durumda,
P(x)P,(x) polnomu, z;ler disinda her yerde ya tamamen pozitif ya da tamamen

negatiftir. w(z) > 0 oldugundan,

b b
/P(x)Pn(a:)w(x)dx > ( veya /P(x)Pn(x)w(x)da: <0

a a

esitsizliklerinden biri saglanmalidir. Eger m < n olsaydi, P’'nin derecesi P, ’nin dere-
cesinden kiiciik olurdu ve Yardimci Teorem II1.2’den dolayr bu integralin sifir olmasi

gerekirdi. Oyleyse m < n olamaz. Buradan da n = m sonucuna ulagilir. m

Yar.Teorem II1.3 Bir {P,(x)} ortogonal polinom dizisinde her x ve hern = 0,1,2, ...
¢cin
By () Pa(x) > Poga(2) By (2)

egitsizligt saglanar.

Ispat. Sifirlar etkilemeyecegi icin, polinomlar gerektiginde -1 ile carpilarak bagkat-
sayilar1 pozitif olacak sekilde diizenlenebilir. Kanit1 tiimevarimla yapacagiz.

n =0 igin P{(x) > 0, Py(x) > 0 ve Pj(x) = 0 oldugundan, istenen esitlik saglanir.
Tiimevarim varsayiminda P, (x)P,_1(z) > P,(x)P_,(x) olsun. Teorem III.1’deki tiglii
indirgeme bagmtisinda A = k,/kpi1, B = K, /kp — K, 11 /knt1 Ve C = Kp_1hn/Knhnq
alindiginda A > 0 ve C' > 0 ve a = 1/A olmak tizere,

Fria(x) = al(z — B)Pu(z) — CF, ()]
esitlgi yazilir. Tiirev aldigimizda
Py (2) =a[(x = B)P,(2) + Pu(x) — CP,_y(w)]

27



ve buradan da

P . P,— P, 1P, = a [(m — B)P,+ P, — CPé_l] P,—al(x — B)P, — CP, 4] P,

= a [P+ C(P,_1P, — P,P,_))] > aC(P,_1P, — P,P,_,)

Tiimevarim varsayimindan gelen P, 1P, — P,P!_; > 0 esitsizligi yukarida yerine

yazilirsa, P/

1 Pn — Py Py > 0 elde edilir. m

Teorem II1.3 Bir {Py(z)} ortogonal polinom dizisindeki P,(x) polinomunun her bir

sifir, Pyy1(x) polinomunun ardigik iki sifirinan arasinda kalor.

Ispat. Burada da polinomlar: bagkatsayilar pozitif olacak sekilde diizenleyelim. x;

ve Zji1, Ppyi’in ardigik iki sifirn olsun. Yardimei Teorem II.3’ten,
P (@j) Pa(y) > Pria(z)) Py () =0

Oyleyse, P! 11(z;) ile P,(x;) nin isaretleri aymdir. z;’den x;41’e gecerken, P, isaret
degistirir. Yukaridaki esitsizlik x;,; icin de saglanacagindan, P, de isaret degistirme-
lidir. Buna gore P,’in, z; ile x4, arasinda bir sifir1 olmahdir. m

Ortogonal polinomlar, aym zamanda en ¢ok ikinci dereceden bir @(z) polinomu ve

birinci dereceden bir L(x) polinomu ile tanimlanan
Qx)f"+ L(x)f'+ \f=0 (I11.7)

diferansiyel denkleminin ¢oziimleridir. Bu denklem Sturm-Liouville tipi diferansiyel
denklemdir. Buna gore, bu denklemin \y < A\; < Ay < ... olmak {izere, her \; 6zdegeri

i¢in bir Py ¢oziimii vardir ve bu ¢oziimler i¢in (III1.1) denklemi saglanir.

I11.2 JACOBI VE ¢-JACOBI POLINOMLARI

Jacobi polinomlari, o > —1 ve 8 > —1 reel sabitler ve n € N olmak {izere

a+1),

1 —
Pga@(x):( , gFl(—n,n+a+6+1;a+1;Tx) (IL.8)
n.
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seklinde tanimlamir. Bu polinomlarin ortogonalligini kanitlamak igin, (I1.16)’daki seri
toplamu ile tamimlanan Gauss hipergeometrik fonksiyonun [4]’te bulunan bazi 6zellik-
lerini kanitlamaliyiz.

Gauss hipergeometrik fonksiyonu i¢in (II1.7)’de tanimlanan diferansiyel denklem
z(l—2)y" 4+ [c— (a+ b+ 1)z]y —aby =0 (I11.9)

formiiliiyle verilen denklemdir. Buna Euler hipergeometrik diferansiyel denklemi adi

verilir. Bu denklemin her iki tarafini M = x¢71(1 — 2)%=¢ ile carparak,
2°(1 — )=y 4 (e — (a + b+ Da]a® (1 — )% = aba® 1 (1 — )"0~y
esitligi elde edilir. Esitligin sol tarafi (1 — x) My’ ifadesinin tiirevi oldugundan,

C%[x(l — 2)My'] = abMy

elde edilir.

d b
Iz 2 F1(a,b;c;w) = “° 2F1(a+ 1,0+ ¢+ 1;2)
x c

esitliginden goriildiigii tizere, Gauss fonksiyonunun tiirevi de bir sabit farkiyla Gauss
fonksiyonu oldugundan, a, b ve ¢ yerine sirasiyla a+1, b+1 ve c+1 yazilarak olugsan Euler
diferansiyel denklemini saglar. Ayni iglemler, M ifadesi yeni Gauss fonksiyonlarina gore
yeniden tanmimlanmak suretiyle y'nin tiirevleri icin tekrarlanip £ kere tiirev alinirsa,

tiimevarimdan

dk

Tl (U= ) My ) = (a k= D0+ k= )My = (a)u(b)iMy

esitligi elde edilir.

W — Y B b ) = Fila+kb+kictk
Yy d{Ek 2 1(@, ;G .I') (C>k 2 1(& ) ; C ,iL')

esitligini denklemde yerine koyarak,

dk

@[xk(l — :v)kM oFi(a+k,b+kic+ k;x)] = (¢)y M 2Fy(a,b;c;x)
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ifadesine ulagilir. Eger n € N olmak iizere b = —n alinirsa, k = n igin

331_0(1 _ x)c+n—a ar
(¢)n dan

2F1(—n,a5¢0) = [z (1 — @)

formiilii elde edilir. Jacobi formiiliine ulagmak i¢in x = (1 —y)/2, a =n+a+ [+ 1,

c = a+ 1 yazilirsa,

[(1—y)" T (14y)™ 7]

(I11.10)

1—_y> _(CDML—y) (L) f

Fil - 1; 1;
2 1< n7n+05+5+ ,Oé—|- ) 92 (a+1)n2n dyn

elde edilir. Buradan, Jacobi polinomlarinin baska bir ifadesi olan ve Rodrigues formiilii
olarak da bilinen

P () = %(1 —x)7 (1 + x)‘?%[(l — 2)" (1 4 )] (ITL.11)

esitligi elde edilir. Bu bilgilerle, Jacobi polinomlarinin ortogonalligine dair [5]’teki

verilerden derlenen agagidaki teoremi kanitlayabiliriz:
Teorem II1.4 Jacobi polinomlar: w(x) = (1 — x)*(1 + 2)? fonksiyonuna gére ortogo-

naldir ve

2979 M (n 4+ a+ 1)I'(n+ B+ 1)

1
[P @) P @)1 - )1+ 2) e =
-1

2n+a+B8+1)(n+a+p+1)n! ™
(I11.12)
ile verilen ortogonallik bagintisiniy saglar.
Ispat. Yazimmn kisalmas icin oncelikle
n+ao n+8 —a —B d"
fol) =1 —2)"™(1 +2) ve go(z)=(1—-2)""(1+x) %fn(x)
tanmimlayalim. Bu durumda (II1.11) Rodrigues formiiliinden
)
27!
olmak {izere
P () = cpgn(x) (IIL.13)
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olur. Oyleyse yeni yazimla

/ PD(2) PP (w)w(z)de = cucn / (@) gn (@) (1 — 2)*(1 + 2)°der (IL14)

-1 -1
1
Jomla) o)
= culm | gm(2)—fn(z)dx
g dz™
-1
esitligi elde edilir. Genelligi bozmadan m < n alalim.

1

I= /gm(x)%fn(x)dm (III.15)

integralini kismi integrasyonla hesaplamak icin

dn
u = gm(x) dv = %fn(x)dx

dn—l
du = g (v)dx v=——[n(2)

dl‘n_l

alalim.
1

I =uvlt, — /vdu

-1

ifadesinde k£ < n igin f,sk) (x) = Cz:—kk fn(z) fonksiyonu, ¢arpim tiirevi tanimindan
(1 . l,)oﬂrnfk(l + m)6+nfk

carpanini igerir. a+n—k>a+1>0ve f+n—k >3+ 1> 0 oldugundan, r = £+1
icin f,s,k)(x) = 0 olur.

Buradan,
1

I=—[gn(a)f" V(a)de
/

elde edilir. Aym kismi integrasyon islemini m kez uygularsak,

1

I=(-1)m / ) () fn=m) (1) dix (I11.16)

-1

esitligi elde edilir.
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Durum 1: m < nigin (II1.16)’da bir kismi integral daha alirsak, g,,(z) = (.8 )( )/Cm

polinomu derecesi m olan bir polinom oldugundan gm H)( ) = 0 ve buradan da
1

I= (-1 [ gl (e f D)o = 0

olur. Bunu (II1.14)’de yerine yazilirsa,

1
/ PED (@) PO (2)(1 — 2)°(1 + 2)°de =0,  n#m
%1

elde edilir.

Durum 2: m = n igin (II1.16) esitligi
1

I=(-1)" / 90 (@) f () da

seklini alir. g,(z) polinomunda bagkatsayina a, denise,

I =a, n!(— /fn Ydx = a, n!(—1)" /(1 —)"T(1 + 2)"Pdx
elde edilir. Burada, (I1.43) ile verilen beta integralinde t = (1+x)/2,y — 1 =n+a ve
r —1=n+ (3 alindiginda

1
n+ao n+p
I = a, n!(—l)"/QZ”“‘*ﬂ“ (—1 ; I) (1 —2F x) dx
1

22ntetBHIDP(n + o+ 1)I'(n+ B+ 1)
F'2n+a+5+2)

= a, n!(-1)" (II1.17)

denklemi elde edilir. Integrali hesaplamak icin geriye sadece a,,’yi bulmak kaldi. Bunun

i¢in g, (x) polinomu = > 1 alinip agldiginda,

g(2) = (“1)"z =1+ 1) [(z = 1)""(z + 1)""]

5 d"
dam
e () (10 2) e (1227 (21
= (=1)rg P (1 - —) ( > (4 B 4mn+ 1),z .. ]

+
= (—1)”(1+%+---) (1—§ -~)[(a+ﬁ+n+1)nm”+---]

= (D" (a+pB+n+1)z"+---
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hesabindan

T2n+a+6+1)

%zpﬂwm+a+6+nn:@qrFm+a+6+n

olarak bulunur. Bu ve (I11.17)’daki bulgular n = m i¢in (I11.14)’te yerine yazilip gerekli

sadelestirmeler yapildiginda,

/ [P,(LO"B)(x)}2 (1—2)*(1 +2)de = A1 =

-1

20MPH P (n+ a+ 1)I(n+ B+ 1)
Cn+a+p+1DI'(n+a+5+1)n!

elde edilir. Durum 1 ve Durum 2’deki sonuglar birlestirildiginde teoremdeki (II1.12)

formiilii olusur. m

1/2

Jacobi polinomlarimin iireteg fonksiyonu, R = (1 — 2xr + r?)/? olmak tizere

go+s
F(x,r)= 7 (1—7“—|—R)_°‘(1+T+R)_5

ile verilir. Yani, F(x,r)nin seri agihminda 7" teriminin katsayisi pieP (x) polino-
mudur. Bunu

F(z,r)=> P (z)r" (IIL.18)
n=0

seklinde yazabiliriz. [4] 'teki boliim 6.42’de bunun kanit1 verilmigtir. Jacobi polinom-

larinim bu tanimi kullanilarak ortogonalligin bir kaniti daha verilebilir [4].

Teorem IIL.5 (II1.18) ile tanamlanan Jacobi polinomlar, w(z) = (1 — x)%(1 + x)?

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Ispat. Genelligi bozmadan 0 < m < n almabilir.

1
- / PO (@) PO (2) (1 2)°(1 + 2)°da
“1
integralinde pled (x) polinomunu agip terimleri ¢arptigimizda bu integral, k = 0,1,--- ,m
icin
1
/kaéO‘”B)(:E)(l —2)%(1 +2)Pdx

-1
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terimlerinin bir lineer kombinasyonu geklinde yazilir. Bu integralin degerini hesaplamak

i¢in (II1.18) tanimindan,

I, = ir"/azkﬂga’ﬁ)(:p)(l —2)*(1 + 2)°da (I11.19)
= /xk’F(x, r) (1 —2)*(1 + x)°dx (II1.20)

-1

esitligi yazihr. R = (1 — 2xr 4 12)'/2

= 1 — ry degisken doniistimii yapildiginda,
r
T=y+ 5(1 )
ve

1 1
de=(1—ry)dy, 1 —z=5(1-y)2-r—ry), 1+z=5(1+y)2+r—ry)

esitlikleri elde edilir. Bu bilgiler (II1.20)’de yerine yazildiginda,

20+5
I — /xk (L= R) (L R) (1 - ) (1 2)
el
1

r k 2a+5
- _1_2]
/{y+2( y°) =1y *

-1

(Bu-yp@e-r—ry)" Ga+yE+r—ry))’

2—=r+ry)2+r+ry)s

(1 —ry)dy

= [lp+3a-2] a-pras’ay

-1

elde edilir. Bu ifadede goriildiigii iizere, [, integrali, r’nin derecesi k olan bir polino-
mudur. Bu bilgi igiginda (I11.19) ifadesindeki katsayilara bakildiginda, n = k + 1,k +

2, ... i¢cin
1

/mkqua’ﬂ)(x)(l —2)*(1+2)%dz =0
Z1

oldugunu goriiriiz. Oyleyse, tekrar I integraline doniildiigiinde, 0 < k < m < n icin

tiim terimler sifirlanacagindan,
1

/f“Wmaﬁwwa—xwu+@%x=a n#m

m

-1
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elde edilir. Bu da ortogonallik tanimi oldugundan teorem kanitlanmig olur. m
¢-JACOBI POLINOMLARI

Jacobi polinomlarinin iki tane g-benzeri tanimlanmigtir. Kiigiik ¢-Jacobi polinom-

lar
q—n’ abqn—i-l
pa(T30,0;q) = 204 1 q; Tq (II1.21)
aq
ile, biiyiik g-Jacobi polinomlar: ise
¢ " abg"t, x
Pn(a:;a,b, G Q) = 3¢2 14,4 (11122)
aqg, cq

ile tanimlanir. Kiigiik ¢g-Jacobi polinomlarinin, Jacobi polinomlarinin ¢-benzeri oldugu

1—z q ", gt

lim p,(——; ¢%, ¢°; = lim 1 q,
limpn(—5=36¢% ¢ ¢) = lim 26, o ¢

1—2z

q

1—
= LB (—n,n+0z+ﬂ+1;a+1; 236)

_ " plas)y) =

GRS ZERI

esitliklerinden goriiliir. Biiyiik ¢-Jacobi polinomlar: i¢in benzer sekilde,

-n

n+a+p+1 (a,8)
. N . a4 T P
lim P, (z;¢% ¢°, —q"; q) = lim 3¢, 4| = —aE :
g1 q—1 qa+1 _qu+1 Py (1)

esitligi saglandigindan ¢-benzerligi gosterilmis olur.
g-Jacobi polinomlari, (II1.2)’de verilen ayrik degiskene gére ortogonallik tanimin

saglar [3].

Teorem II1.6 Kiiciik q-Jacobi polinomlar:, 0 < q ,aq < 1 ve

(1 — abg® 1) (abg; q)n(aq; @)n(ag; @)oo
(1 — abq)(q; 9)n(bg; @)n(abq*; @)oo

hn(a,b;q) = (aq)™ (II1.23)
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olmak tizere

. S
§ aqpmq a,b;q)pn(q'a,b;q) = —— I11.24
i=0 49 Z ( ) ( ) hn(aab; Q) ( )

esitligi ile verilen ortogonallik bagintising saglar.
Ispat. (II1.24) ifadesinde genelligi bozmadan 0 < m < n almip p, aclarak

bq; q)i i i i
( )) (aq)'pm(q";a,b;q)pn(q'; a, b; q)

Mg

T =

A

« (¢;
(bq (™™, abg™™; @)
(aq; q)r(g; CI)

(@) pu(d’s a,b59)

Mg

Q)i
< (:9)i H(a)

(g™, ab ”“,
(ag; @)k

I
.Mg

o

=0

b ’ 7.1 i
: kZ L9 ) g™ (5 0. b5 0) (TT1.25)

(2

'Q

[
[M]8

q)k

i

0

elde edilir. (II1.25) ifadesinde i¢ kisimdaki toplami hesaplamak igin 6nce p,, agilip ¢-

binom teoremi uygulandiginda,

i aq)'¢*pm(q'ia,bjq) = i (bg; q aq )i sz bg"™ " q); (qurl)j
= (@49 B ~ (q;:9) (aq,q; ),
S q’m7aqu“;q' < <
= Z( : )]qj 100 (bg; —; q, aq' )
— (gag9);
_ Zm: (¢ abg™ 1 q); 5 (abg™7 % q)oc
— (gag9); (ag"*7+; q)oo
_ Zm:(qm,aqu“;q)jqj (abg" ;@)oo (g5 q);
= (g049); (ag"5 @)oo (abg™*2; q);
(abq"*2; ¢) oo g™, abg™ ™, ag" .
= W 302 1454
1o aq, abg"+?

elde edilir. Burada 3¢, ifadesi Ek I'deki formiil (5) ile agldiginda, 0 < k < m igin

> (bg; q); Ny (¢, bq; @)m (abg?; @)oo ()
aq)'q*pm(q’; a, by q) = —aq)™q\2/ 0pm
; (¢;9): ( ( ) (abq?; @)am (aq; q)oo ( ) k

bulunur. Bu egitlik (II1.25)’te yerine yazilarak,

o0 ,n n+1 2. m
Z 7Q)k k;((L bq Q) ((lbq 7Q>OO (—CLQ)mq<2)5k,m

T = q
(aq; k(g3 @)k~ (abg?; q)am(ag; ¢)so

k=0
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elde edilir. Toplam i¢indeki terimler k # m i¢in sifirlanacagindan, yalnizca k =n =m
durumu igin sifirdan farkli sonug elde edilir. Gerekli diizenleme ve sadelestirmeler

yapildiginda, (II1.24) bulunur. =

Teorem II1.7 Biiyiik q-Jacobi polinomlar: i¢in,

_1 (1 = abg® ™) (abg; q),(aq, cq; @)

hn(a,b,c;q) = M
( ) (1 — abq)(q; q)n(bg, abg/c; q)y,

(—ac)"q ()

ve
bq
. 1 _ b 2.
M — /(I/CL, LL'/C, Q)OO dql' — GQ( Q>(q> C/a7 G'Q/Q a q aQ)oo (11126)
(z,br/c; @)oo (aq, bq, cq, abq/c; )
cq
olmak tizere
/ (2/a,3/6,9) 5
R L TR o el w v UL

cq

egitligi ile verilen ortogonallik bagintist saglanar.

Ispat. (II1.27)’deki integralde P,, Ek I’deki formiil (9) ile, P, ise (II1.22) tanimi ile

acilirsa,
b (z/a,x/c;q)
r/a,T/Cq)xo
I = /Pm(x; a,b,c; q) Pu(w;a,b, ¢; q) mdqaj
cq
bq(bq abg/c; q) g™, abg™ "t b/
/ “ageg g V"0 e
% q; Q7q m bqyabQ/C
q7n7 abqn+17 T €T 0/7 €T C; q [e'e)
30, 14,9 %dql‘
aq7 Cq 3 aq oo

elde edilir. Bu integralde

(w/a,v/c;q)00 ve (bg, abq/c; @)m o/bY™ —
(z,bx/¢;q) o0 =4 (aq, cq; @)m (e/P)

denip 3¢, fonksiyonlarinin seri acilimlari yazilirsa,

_m m+ n+1 . '
/AXBXZZ bJZ/C q)< abq 7xaQ)qu+k:

== bq,abQ/C 0);(a: 0);(; Q)elag, cq; Or

cq
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elde edilir. Bu ifadede x igeren terimler bir araya toplanip integral seri toplaminin icine

aliirsa,
/ (/a,2/c:q) ? (@fa,z/csq)
r/a,2/¢q)o0 r/a,2/¢q)o0
b —— = .
/( 7/ 4);(5 D (0, b2/¢ @) " /(:I:q’“,bxqj/cs Do
cq cq
_ gy \ba,abg/ciq); (aq,cq Dk
(abg* q)j+
integral hesabindan,
m.on — m+1 n n+1
_[ — M(bQ7 abQ/C q /b m Z 7q)j (q abq Q)kq]+k (111.28)

(aq, cg; q)m == (q Q) (45 Dr(abg?; q)j+x

bulunur. Genelligi bozmadan 0 < m < n alalim. Ek - I’deki formiil (7)’den elde edilen

m—+1. 1+k— m )

"abg™ i)y 5 (g m I
—_ bm m
Gabd ), L (g, )

Ms

7=0
esitligi, (I11.28)’deki serileri toplamak igin kullanilirsa,

n

Em: q " abg™ " q) (g7 abg™ S Ok g

q
== (@69)i(ga)k(abg? q)
(4~

n+1

— ) aqu+2 mnzén

(abq Q)2m o

bqn+1 Q)
’ ! abq" ™)™ 5,0
((Ibq ) Q)Qn ( 1 ) 7

,abg™ "t )

(g, abg®™+2; q)y

mn

—-n

(q

elde edilir. Bu sonug (I11.28)’de yerine yazildiginda, (II1.27)’'nin sag tarafina ulagilir.
|
Kiigiik g-Jacobi polinomlari, ortogonal polinom dizileri olarak, (I11.4) ile verilen bir

ii¢ terimli indirgeme bagintisini saglarlar. Bu baginti, Teorem III.1’deki hesaplamalar,

1
Ay=— 0= ve  B,=241

Qn Qn Qn

olmak tizere yapildiginda,

(A =abg"H(A —ag™)
an—( 1 — abg2 (1 —abq2”+2)( q") (I11.29)

38



ve

(1—¢")(1 —bg") (
(1 — abg®¥)(1 — abg®*1)

Cp =

—aq") (II1.30)

olmak {izere
TP () = an [Py 1(T) — pu()] — ¢4 [pu(®) — pro1(2)] (I11.31)

formiiliiyle verilir. Teorem III.1’deki A,,C,, 11 > 0 kogulunun saglanmasi i¢in 0 < ¢ < 1,
0 <aq <1 vebg <1 olmahdir.
g-Jacobi polinomlari, i¢in ileride gesitli uygulamalarin1 yapacagimiz daha genel bir

ortogonallik bagimitisi [6]’da verilmigtir. Bu bagintiy1 bir teorem altinda inceleyelim:

Teorem III.8 Kiiciik q-Jacobi polinomlar: i¢in ortogonallik bagintist,

1/b,1/abeq, abeq?, q; q) oo

P (
(ag, cq,1/abq, 1/bc; q) oo

(111.32)

olmak tizere

- : : (beq; @)i, i
pmlcq’;a,b;Q)pnlcq’;a, b;q) ~———=(aq)’ 1I1.33
E ( )Pn( ) (cg; q)i( ) (- )

i=—00

(¢, D)n(bg; @)n(1 — abg)(agq)"
(aq; @)n(abg; q)n(1 — abg?»+1) ™"

Ispat. (II1.33) ifadesine kisaca S denip kiiciik g-Jacobi polinomlarini yerine yazildiginda,

(o ¢] b ZOO (o]
5= 3 (Y3

i=—00 r=0 s=

n n+1. m-+1

;q)r (g™, abg
(aq,q;q)r (aq,q;q)s

;(J)(

cqz+1)r+s

ifadesi elde edilir. Burada ¢’den bagimsiz kisimlar digar1 alinip

S SO

r=0

771 n+1. m+1

;q)r (@™, abgq
(agq,q;q)r (aq,q;q)s

;q)s(

)rJrs

cq
yazildiginda, (I1.27) ile verilen Ramanujan ¥, formiiliinden

1+7“+s)i _ N X \If qu . 14+r+s
- 1¥1 14, aq

cq

> bcq
S = Nx 4
2 Teara
(q,1/b,abcq®T 5 1/ abeq™ %5 q) oo
(cq,1/bc,agt*+s,1/abg!+m+5; q) oo
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esitlikleri elde edilir. Bu formiilde g-Pochammer sembollerini (II.15)’in degigik versi-

yonlarimi kullanarak gereken sekillerde acip sadelestirmeler yapildiginda,

. 1+r+s.
S — N x (K . (aq, q)r-i—s(l/a'bcq aQ)r+s >

(abcqz; q)r+s(1/abq2+r+s; Q)T—I—s

bulunur. N yerine yazildiktan sonra, bu formiildeki kesirli ifade (I1.6) ve (II.12) esit-
likleriyle acilip sadelestirmeler yapildiginda

= (¢, abg" " q), = (g™, abg™ ", agt T q)s
S:K'(Z( )q)x<2< ),

—~  (abg? ¢;q), —~  (aq,q,abg*'"; q)s

o] _ —m m—+1 1+r
(7", abg""™; q), q ", abg™", aq
= K- L I :
( > g, 1) P2 14,9

r=0 aq, abg**"

elde edilir. Buradaki 3¢, ifadesi Ek I’de (5) ile verilen g-Saalchiitz toplam formiiliiyle

acilirsa,

S K. f: (" abg™ 5 q)r o (071G 075 @)
—~ (abg? ¢;q); * (ag,abg"tm™t7iq)s

elde edilir. Genelligi bozmadan n < m alabiliriz. Bu durumda, son formiildeki kat-

-n -r

sayllara bakildiginda n < r i¢in (¢7™;¢), = 0 ve r < m i¢in (¢°"; ¢)m = 0 olacagindan,

n # m i¢in katsayilar sifirlanir. Dolayisiyla,
S=0, n#m

bulunur. n = m i¢in ise, son formiil (I1.12) kullanarak agilip sadelestirmeler yapildiginda,

(¢; )n(bg; ¢)n (1 — abg)(ag)”
(aq; q)n(abg; ¢)n (1 — abg® 1)

formiilii elde edilir. Boylece (II1.33) kanitlanmig olur. m

S=K

Bu teoremde ¢ = 1 alindiginda Teorem III.6 elde edilir. Bu yiizden bu teoreme

Teorem II1.6'nin genellestirilmis versiyonu denebilir.
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I11.3 ULTRAKURESEL VE ¢-ULTRAKURESEL

POLINOMLAR

Jacobi polinomlar1 kullanilarak baska polinomlar tanimlanabilir. Bunlardan biri

ultrakiiresel polinomlardir [4].

Tanmim ITL.3 \ > —1 bir reel say: olmak tizere

—)"pT(LA—(l/Q))\—(l/?))(x) (111_34)

(A +3),

seklinde tanimlanan polinomlara ultrakiiresel polinom denir.

M) = 2

N[

Ultrakiiresel polinomlar, tanimlar1 geregi Jacobi polinomlarinin o« = 3 i¢in 6zel du-
rumudur. Ultrakiiresel polinomlarin iirete¢ fonksiyonu, Jacobi polinomlar: yardimiyla

bulunabilir [4].
Teorem II1.9 (111.3}) ile verilen ultrakiiresel polinomlar

Uz, r) = (1 - 2zr +r?)~ (II1.35)
fonksiyonu tarafindan tretilirler.

Ispat. Oncelikle, Jacobi polinomlar1 icin (IT1.18)’de verilenden farkli bir iireteg

fonksiyonunu bulmak gerekir. Bunun igin Teorem II1.4’ten o, 5 > —1 ve

1
= / P @) (1 -2 (14 )
-1
20Dk + a+ )I'(k+ B+ 1)
k+a+B8+1D)(k+a+ B+ 1)k!

olmak {izere Jacobi polinomlarinda "Poisson ¢ekirdegi" adi verilen

> B @) P ()t
k=0

o0
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toplami yazilir. Bu ifadede y = 1 alindiginda P,ga”g )(1) = (a + 1) /k! yerine yazilip

gamma fonksiyonlar1 da agilarak

I'a+p4+1)
2008+ N+ 1)I(B + 1)

2k +a+B+1)(a+B+1)

(a.B) k
0 (B+ 1)k B e

M8

e
Il

Buradaki seri,

a+6+1)/2 Oé—f—ﬁ—l— (a B) )"

serisinde tiirev almarak elde edilmis bir seridir. Bu seride P\*” () polinomunun

(ITL.8) ile verilen hipergeometrik agilimi, (1 + x)/2nin kuvvetleri i¢in yapilip yerine

yazildiginda
(@ B D pasyn N &+B+1n+k((1+x)/2>k_ -
nz Gy, @ ;ZO BIICES

K
(a+ 8+ 1)n+2k(1 +az)"

__1\n,.n+k
R e A

M8~§M

i 2k+@+5+ Doy, @B+ Do (L +2)"

KB + 1),2F

=
Il
o

n=0
elde edilir. Binom teoremi ve (a)or = 2%(a/2)i((a + 1)/2); esitligini kullamlarak

sondaki ifade

i’: (a+ B+ D)gp (1 + )"
kl 5_|_ 1 kgk 1+r>2k+a+[3+1

k=0

B Z ((+ B +1)/2)u((+ 8 +2)/2)k2% (1 + x)" ¥
(L) a+ﬁ+1 ENB 4+ 1)p(1 4 r)2k

seklinde yazilir. Bu seri hipergeometrik seri seklinde yazildiginda tiim bu islemlerin

sonucu olarak

i a+5+1) P (@) 1 (a+5+1)/2,(a+B+2)/2 2r(1+a)
T +1), (1+p)atprn 27 541 (1)
(I11.36)
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elde edilir. Boylece basta ihtiyag duyulan iireteg fonksiyonu olugturulmusg oldu. Ultra-

kiiresel polinomlara gegis yapmak i¢in (II11.36)’da o = 5 alindiginda,

20+ D ey ovm 1 Ra+1)/2,a+1 2r(1 4 2)
2 s, o @ = gy oh TETE
n=0 " a+1

1 ( 2r(l+x

) e 2\ —a—1
(14 r)2ett = (1= 2zr4r7)7

(=

elde edilir. Burada A = a + 3 almarak (IIL.35) esitligi elde edilir. =

Teorem II1.10 Ultrakiiresel polinomlar, A > —1, A # 0 olmak tizere (1—x*)*~(/2) agurhk

fonksiyonuna gére ortogonaldir. Bu ortogonallik,

(2\)n
A+

3)
2/n

[aweiwa -0 = VS,

(

bagintisiyla verilir.

Ispat. Teorem IT1.4te o = = \ — %ahmrsa

/C’;l\(:zc)Cﬁl(a:)(l — x2)’\_(1/2)dx

-1
1

2N (2N - - - - B
— / EER ey PO-(/2A=0/2) (1) pO=(/2A=(/2) (1) (1 — g2 A-(1/D g
2/n 2/ m
2
(2M\), 222 (T(n+ A+ 1)) 5
(A+1) | @n+2XT(n+2)\)n! ™"

(20)n T (A +3)
VT (n+X) () ™

-1

esitlikleri elde edilir. m
Bu kanittakine benzer gekilde, Jacobi polinomlar: i¢in Boliim II1.2’deki formiiller
kullanilarak ultrakiiresel polinomlarin ézellikleri gikarilir. (II1.11) ile verilen Rodrigues

formiilii ultrakiiresel polinomlar icin

(=2)"(A)n_ "

1 — 2 (/2 oA () —
(1=2%) Ch(@) nl(n + 2\), dz™

(1 —2?)ntA=(/2) (I11.37)
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seklini alir. Ug terimli indirgeme bagntist ise, n > 2, C3'(x) = 1 ve C}(x) = 2z olmak
uzere

nCMxz) =2(n+ A —1)zC (2) — (n + 2\ = 2)C_,(z) (I11.38)

formiiliiyle verilir [4].

Ultrakiiresel polinomlar hipergeometrik serilerle ifade edilebilirler.

Teorem II1.11 Ultrakiiresel polinomlar i¢in

Mn gy B /2= 2 (I11.39)

1—n—2A

) = |

egitligi saglanar.

Ispat. Ureteg fonksiyonu U (xz,r) ile baglayarak

- - 20 \ 7N (N (2ar)k
(1 —2zr+r%) (1477) (1 1+T2) % K (14 r2)kt

Z % <)\ ‘;'k)n (_l)n(Qm)krk—i-Qn _ Z ()]\{3];+'n (_1)71(21,7‘)197"271

n,k n,k

< (A, —n/2,(1—n)/2
= Z ( )' (2$)n7’n 2F1 / ( )/ ;5572
n=0 n: 1—n—2A

esitlikleri elde edilir. Buradan da teoremde istenen esitlik ¢cikar. m

Jacobi polinomlarinin bir 6zel durumu olmasinin yanisira, ultrakiiresel polinomlar
kendilerine 6zgii kullanigh ve giizel 6zellikleri de tagirlar. Bunlara bir 6rnek olarak,

(ITI1.35) ile verilen iireteg fonksiyonunda = = cos § yazlirsa,
(1—2xr+7%) = (1-2rcosf +7%) = (1 —re?) M1 —re )
elde edilir. Binom teoremine gore bu ifadeler acilarak

A — (A A)n— i(n—2k)0 — (A A)n—
Cn(cose):;%e( ) :;%cos(n—%)ﬁ

=0
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formiilii ¢ikarilir.

g—ULTRAKURESEL POLINOMLAR:

Tanmim IT1.4 Strekli q-ultrakiiresel polinomlar, x = cos 6 olmak tizere,

Culz; Blg) = Z (5 ;ZE?’;)):_: cos(n — 2k)6

q
= (@49

ile tanimlanar.

Bu tanimin ¢-hipergeometrik serilerle yazilisi

(B Dn_ino "B

Cu(w;Bla) = e 20y ¢, q/Be*”
(q’ q)n qlfn/ﬁ
2, . 7na676 2i0
— ((ﬁa Q))ne—zm? 3¢2 q € 2q,q
q:4)n 6270

seklindedir [3]. ¢-Benzerligi limit hesabiyla agagidaki gibi gosterilir:

— (85 0)n (55 Q)

lim C,, (z; ¢* = lim cos(n — 2k)0
et ale = i — (43 Q)k(@ Dt ( )
—~ (Vr(Nnk

Z H(n— k)] cos(n — 2k)0
k=0
= C(2)

Teorem II1.12 ¢-Ultrakiiresel polinomlar

: 2
(€% q) oo

(Be2?; q) s

wg(cosh) = '

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Ortogonallik bagintis:
/C’m(cos 8; Blq)Cy(cos 0; 5|q)ws(cos 0)do
0
21(1 = B) (5% O)n (85 9)oo (86 @)
(1= 8¢") (@ Dn (8% @)oo(; D)oo

5m,n
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Ispat. (I11.40) kullamlarak C,,(cos6; 8|q) yerine yazildiginda,

/Cm(cos 6; Blq)Ch,(cos 0; B|q)wgs(cos 0)do

k )nk

— /(Zm: k -~ cos(m—2k)0) Ch(cos 0; 5|q)wgs(cos 0)do

Z (5, 9)(5; Q)n—k/cos(m — 2k)0C,,(cos 0; B|q)ws(cos 0)db

(@3 Drl(d Dn—r J

elde edilir. Buradaki toplamin i¢indeki integrale J denirse, integralin i¢indeki ifade

yerine —0 alindiginda degismediginden,
J = /cos(m — 2k)0C,,(cos 0; 5|q)wps(cos 0)db
0

_ zm QkQZ B7QI67 n—l 1(n 21)9&15(C089>d9
q;QlQa

—Tr

yazilir. Bu integral i0’nin tek katsayilar icin sifirlanacagindan, bir s tamsayisi icin

m —n — 2k = —2s, yani m — 2k = n — 2s olmalidir. Bu durumda bir iistteki ifade

T

J— li (B; 0)u(5; Q)nl/em‘(n_l_s)ewﬁ(cos 6)do

2 = (4, 0)u(a; O)n—

—T

seklinde yazilabilir. Bu toplamin i¢indeki integrale I denirse,

™

o 2i0. —2i0
J = /eikew cos6)dh = /eike (6 : 7Q)°O( aQ) do
pleosf) (8% q)oc(Be™%; q) oo

—T —T

bulunur. Buradan, |3] < 1 i¢in ¢g-binom teoreminden

_ s (1/850)n on = (/850 m m ﬂ-ei(k+2n72m)9
- (Z_: G ) <Z GO )/ w

n=0 m=0
-7

integrali gelir. k tek oldugunda bu integral sifirlanacagindan, k = 2/ alinirsa,

— 1/57 1/ﬁ? )l+n 2+l
b ,Z nqq)z+n P

) 1 l
2”%&2% /5#]/5;%52
(g;9)

I+1
q
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sonucu bulunur. Buradaki Heine serisi Ek I'deki formiil (3) ile agildiginda,

; 1/B.4'/8 0 | = P40 (505 ) 1/4,4'/8 0. 84
A WP CEPNUESTI Ml BV

bulunur. Bu 3¢, yalmzca iki terim icerdigi icin, bunlar /’da yerine yazilirsa,

208 (18001 + ¢) (845 @)oo (53 @)oe

! (Bg; 9): (6% @)oo (45 4) oo

sonucu bulunur. Teoremde verilen integrale doniis yapmak icin I i¢in bulunan sonug
J’de yerine yazilip gerekli sadelestirme ve doniigiimler uygulandiginda, s = 1,2, ...,n—1

icin J =0 ve
7 — P8 9)oo (5 Qoo (8% @)n
(6% 4)oo (@ @)oo (B @)

bulunur. Bastaki integrale doniiliip J yerine yazildiginda,

s=0,n

T

/C’n(cos 0; B1q)Cin(cos 0; B|q)ws(cos 0)do

esitlikleri yazilarak (II1.44) elde edilir. m

g-ultrakiiresel polinomlarin iirete¢ fonksiyonu, 0 < r < 1 i¢in,

N (Bre™; @)oo (Bre™"; )oo
Ch 0; "= . . I11.45
ile verilen fonksiyondur. Ug terimli indirgeme bagintisi,
2(1 = Bq")aCu(z; Blg) = (1—¢""")Cori(; Bla) (IT1.46)

+(1 = B%¢" ") Crr (x5 8]q)

ifadesiyle verilir [4].
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I11.4 HERMITE VE ¢-HERMITE POLINOMLARI

Hermite polinomlar: e~**/2fonksiyonunun tiirevlerinden ortaya ¢ikmustir [5]. w(z) =

.2 . .
e~*"/2 olsun. Birkag kez tiirev almirsa:

W(r) = —ze 1 W(2)= (22— De ™2 Wz) = (—2® +32)e 2, .

—J:2/27

Tiirev almaya devam edilirse, n’inci tiirevde e nin yanindaki carpanin, x’in derecesi

n olan bir polinomu oldugu goriiliir. Bu polinoma H,,(z) denirse

H,(z) = (—1)"e"2w™ (z)
ve buradan

W (@) = (1) Hy ()
oldugu goriiliir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa,

W () = (<1)" [~wHy (@) + Hy(z)] e /2
elde edilir. Ayn1 zamanda
W () = (~1)" e H o (1)

oldugundan, bu iki ifade estilenerek

H,1(z) =2H,(z) — H, () (I11.47)

elde edilir. Bu formiille, Hy(x) = 1’den baglanarak hesaplanirsa, H,(z) polinomunun

derecesi n ve bagkatsayisi 1 olan bir polinom oldugu goriiliir. Bu iglemlerle elde edilen

dn
H,(z) = (—1)"ex2/2d—e—f2/2 (I11.48)
xTL

polinomlarina Hermite polinomlar1 denir.
Hermite polinomlarinin agik yazilisi, e v’/2 fonksiyonunun formel kuvvet serisi agilimi

yazilarak

H,(z) =) m@xw% (I11.49)



seklinde verilir [7]. (Burada, [.| gosterimi tamdeger fonksiyonunu ifade eder.)
Hermite polinomlari, en temel ortogonal polinomlardan biridir. Ortogonalligi agagi-

daki teoremle kanitlayalim:

—z2

Teorem II1.13 Hermite polinomlari, (—oo, 00) aralijinda w(x) = e~ /2 agurhk fonksiy-

onuna gore ortogonaldir. Ortogonallik bagintis:
me(:c)Hn(x)emQ/de = n!(27) %6, (I11.50)
seklindedir. N
Ispat. Hermite polinomlarmm tanimidan,
I= 7Hm(x)Hn(x)e_$2/2dx = (—1)"7Hm(x)w(")(rv)dm

seklinde yazilir. Genelligi bozmadan m < n alinabilir. Kismi integral almak i¢in

u = Hy(x) dv = w™ (z)dx
du = H, (x)dx v=w V()
denirse,
I =uv|™ — /vdu

—x2/2

integralinde wv ifadesi e ile bir polinomun g¢arpimi oldugundan, z = +oo igin

sifirlanir. Aymi kismi integrali m defa uygulayarak

m

I=(-1)~m / H™ (2)w™™) (2)da (I11.51)

elde edilir.
n—m > 0 durumunda bir kere daha ayni kismi integral uygulandiginda H (m+1) (x) =
0 olacagindan, I = 0 sonucuna ulasilir. Boylece Hermite polinomlarinin ortogonalligi

kanitlanmig olur.
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n = m durumunda ise (II1.51) integrali

[ m@rera = 1 [ B @
= n!/em2/2<1l9(::n!(27r)1/2

bulunur ve boylece (II1.50) degeri hesaplanmig olur. =
Hermite polinomlari, her ortogonal polinom dizisi gibi (II1.4) ile verilen bir ii¢ terimli

indirgeme bagintisini saglarlar. Bu bagimntiy1 bulmak i¢in ¢ncelikle
W'(x) + aw(z) =0
denklemine bakilir. Bu denklemin n defa tiirevi alindiginda
WD (1) 4+ 20™(2) + nw D (z) = 0
elde edilir. Hermite polinomlar1 cinsinden ifade edilirse,
e [(—1)"  Hyr (2) + 2(—1)" Hy(2) + n(=1)"" H, 1 (z)] = 0
ve buradan da

Hyi1(z) —aHy(x) +nH,—1(z) =0 (I11.52)

ile verilen ti¢ terimli indirgeme bagintis1 bulunur.

Hermite polinomlarimin, ortogonal polinom dizileri i¢in verilen (II1.7) tiirtindeki
diferansiyel denklemini bulmak icin (II1.47) ifadesi (I11.52) ile karsilagtirihp n yerine
n + 1 alinirsa

H,, 1 (2) = (n+ 1) Hy(z)

bulunur. H;_,(x)’in bu denklemdeki ve (IIL.47)’in tiirevindeki ifadeleri esitlenirse,

Hermite polinomlarinin diferansiyel denklemi i¢in

H) (x) —zH,(z) + nH,(z) =0 (II1.53)
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ifadesi elde edilmis olur.

Hermite polinomlarinin iireteg fonksiyonu
H(z,t) = "~/ (I1L.54)

seklinde tamimlanir. Bu fonksiyonun Hermite polinomlarini iirettigini gormek igin,

H(x,t)'nin t i¢in kuvvet serisi agihmina bakmak gerekir.

H(z,t) =) fn(a:)%t”
n=0 ’

olsun. (II1.54)’ten gelen OH /0t = (z — t)H egitliginde bu seri agillimin yerine yazip

katsayilar esitledigimizde,

1 T 1

EfnJrl(x) = Efn(a:) - !fn71<x)

(n—1)

egitligi bulunur. Esitlik n! ile carpildiginda

fn—&-l(x) - C(]fn(l’) + nfn—1<x) =0

denklemi elde edilir. Bu da (II1.52) ile verilen indirgeme bagintisidir. (II1.54) ile yapilan
hesaplamayla fo(z) = 1 = Ho(x), fi(z) = 2 = Hi(z) bulunacagindan, tiimevarimla

her n € N i¢in fy(z) = Ho(x) oldugu goriiliir. Elde edilen

ifadesinden, (I11.54) ile verilen H(x,t) fonksiyonunun, Hermite polinomlarinin iireteg
fonksiyonu oldugu kanitlanmig olur [5].
Hermite polinomlar1 hipergeometrik fonksiyonlarla (I1.19)’da verilen sekilde ifade

edilebillir. (II1.48) tanimu seri agihmiyla yazilirsa,

dr _,»
H, — (—1)" x2/2 Y x2/2
(@) = (el

= = (Z 21’1¢!x2i) (.ZO(—l)jWﬂﬂ

=0
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Bu carpimi yapip gereken katsayilar hesaplandiginda,

[n/2]

D (=D (m)ar(20)" % = (22)" s Fy(—n/2, (1= n) /23— —2 %) (IL.55)
k=0

elde edilir .
¢-HERMITE POLINOMLARI:
Siirekli g-Hermite polinomlari, (siirekli) g-ultrakiiresel polinomlarin 5 = 0 alinarak

yazilan 6zel durumudur [4].
Tanmim II1.5 C), g-ultrakiiresel polinom olmak tizere,
H,,(x]q) = (¢, ¢)aCn(x;0]q) (ITL.56)

ile verilen polinomlara q-Hermite polinomlar: denir.

Bu tanimda, ultrakiiresel polinomlarda oldugu gibi x = cosf alinirsa, ¢-Hermite

polinomlar icin esdeger bir tanim,

H,(cosf|q) = (q;q)nCn(cosb;0]q)

— Z (cos(n —2k)0

(4 0)k(@; Dt

n i(n—2k)0

(¢ @)ne

= I1.57
= (@ i@ Dk (HL57)
Bu tamimdaki polinomlarin Hermite polinomlar: ile ¢-benzerligi
N 1/2
H, (= (459" la)
lim 5 = H,(z)
g—1- (L)
2
esitliginden cikarilir.
Teorem II1.14 ¢-Hermite polinomlari, wo(cosf) = |(e2i9;q)oo‘2 agirlik fonksiyonuna
gore ortogonaldir. Ortogonallik bagintis:
f 2
/Hn(cos 0)q) H, (cos 0] q)wo(cos 0)do = ﬁdm,n (IIL.58)
7" q)00
0

ile verilir.
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Ispat. ¢-Hermite polinomlarmmn (IIL.56) tanimi yerine yazildigimda

™ ™

/Hn(cos¢9|q)Hm(cos9|q)w0(cos9)d9 = /(q;q)nCn(:p;0|q)(q;q)m0m(a:;0|q)w0(cosﬁ)d0

0 0
™

= (D@ Do / O (3 01g) Cin 2 O]} (cos 6)d0

seklinde yazilir. Bu ifadedeki integral (I11.44) formiiliinde § = 0 alarak hesaplanirsa

(@ @n(¢; D27 s 2w

H, (cos0|q)H,,(cos 0|q)wy(cos 8)dh = mn = ————0mmn
0/ (c0581a) Him{cosBlg)eva(cos ) (¢ @)n(a Do (@Y @)oo

elde edilir. m

g-Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu, = = cos # olmak iizere,

. H,(z|q) n__ 1
2 @D (€% q)m(re P q)n (HL59)

n=0

ile, i¢ terimli indirgeme bagintisi ise
20H,(x|q) = Hya1(z|q) + (1 — ¢")Hpo1(x|q) (II1.60)

ifadesiyle verilir.

¢-HERMITE TiPi POLINOMLAR:

[6]'da, kiigiik g-Jacobi polinomlar1 kullanilarak tanimlanan g-Hermite tipi bir poli-
nom dizisi tanimlanip Teorem III.8’den bu yeni polinomlarin ortogonalligi ve iireteg

fonksiyonlar: bulunmustur. Bu bulgular1 agmak igin

(77" ) kool
Hy(z;¢q) = Z (% ¢k (—cx)tqthtnrz (1IL.61)
k=0 !

polinomlarini ele alalim. Bu polinomlar, ¢ = 1 i¢in Hermite polinomlarinin ¢g-benzeridir.

Ayni zamanda, kiigiik g-Jacobi polinomlari ile de ifade edilebilirler. Bunu gérmek igin

: cx : -n n
hmpn(—@;—l,b;q) = Jlim 59, (g7, —bg"*"; —q; —cx /bq)

b—oo
— im @@k (=bg" g

—C.ZUk
b—oo = (; (= )k (bg)* =)

Z (CI:; 2C])k (—ca)qbttD/2
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esitlikleri hesaplanir.
Bu limit ile H,(z; ¢; ) polinomlarinin ortogonalligini hesaplamak i¢in, Teorem I11.8’de

c yerine —c/bg?, a yerine —1 yazildiktan sonra b — oo limiti alinirsa,

(o)

> (—¢/q:0)i(—q) Hald's ;) H(d'; 5 ) (IIL62)
: (—c/a:a)i , i, cd cq’
= Jm D b O Py T L b a)p (= 5 =1 big)

b—oo L= (—c/bg; q);

esitligi yazilir. Teorem II1.8’in sonucu kullanilarak, (I11.32)’de verilen K igin bu ifade

lim K (45 0)n(bg; q)n (1 — abq)(;m)l .
b—oo  (aq; q)n(abgq; q)n (1 — abg?+1)

olarak yazilir. Limit hesab1 yapildiginda,

o0

) (—aV (g o i) = 466G D0 (@ Dn
> (—¢/q;0)i(=q) Halg'; ¢; ) Hin(q'; ¢; ) E—TE (—q;q)nqném’n (111.63)

i=—00

ile verilen ayrik ortogonallik bagintisi bulunur.

Ayrica, H,(x;c; q) polinomlarimin iireteg fonksiyonu

i z

“— (¢;q)n

n —c22;¢%) oo

da [6]’da verilmistir.
g-Hermite polinomlar1 kullanilarak olugturulan bir diger ortogonal polinom dizisi

de [8)'de verilen ve Al-Salam Chihara polinomlar: olarak da bilinen polinom dizisidir.

II1.5 BESSEL VE ¢-BESSEL FONKSiYONLARI

Ortogonallik sadece polinomlar i¢in degil, genel olarak fonksiyonlar i¢in tanimlanir.
Bu fonksiyonlar arasinda en bilineni, hipergeometrik fonksiyonlarla yazilimi (I1.18) ile
verilen Bessel fonksiyonlaridir. Bessel fonksiyonlar: i¢in (III.7)’de tanimlanan difer-
ansiyel denklem, z bir kompleks degisken ve v reel ya da kompleks degerler alan bir

parametre olmak iizere
2

1
W+~ + <1 . ”—) u=0 (IIL64)
z

~2
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ile verilen ikinci dereceden diferansiyel denklemdir. Bu denkleme ikinci dereceden v
mertebeli Bessel denklemi denir.

Bu denklemin ¢oziimlerinden biri, v = n € N alindiginda bulunan

_ Zk' Hk ( )””k 2] < 00 (IIL.65)

k=0

ile verilmig birinci tiirde n mertebeli Bessel fonksiyonlaridir. Oran kriterinden, bu
serinin tiim kompleks diizlemde yakinsak oldugu ve dolayisiyla z’nin bir tam fonksiyonu
oldugu goriiliir. Bu serinin (II1.64) denkleminin bir ¢dziimii oldugunu gérmek igin

oncelikle katsayilar:

(="
on 2kl (n + k)]

A =

ile gosterilip (II1.64)%in sag tarafina v = u; = J,, yazldiginda

Z [(n+2k)(n + 2k — 1) + (n + 2k) — n®] g2 2 + Z o2 T
k=0 k=0
= Z dagk(n + k)" T2 4 Z 2"k

= [Aap(b+ 1) (n+k+1) +ap) 2"+
k=1

elde edilir. Son serideki katsay1 sifirlanacagindan, sondaki seri toplami sifir olur ve
(IT1.64) saglanir.
Birinci tiirde dogal say1 mertebeli Bessel fonksiyonlarinin ti¢ terimli indirgeme bagin-

tisin1 bulmak igin, (II1.65)’in her iki tarafi 2™ ile garpilip tiirevi alinirsa,

d ., _ S 2”+2k) 2n+2k—1
& = z:: n+2kk' n—l—k) ©
b 2\ n+2k—1
- s 6)
—~ El(n + /{: El(n+k—1)! \2
= z” In—1(2)

elde edilir. Bagtaki tiirev carpim tiirevi formiiliiyle alinip elde edilen ifadenin her iki

tarafl 2" ile boliinerek

)+ () = T (2)
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formiilii elde edilir. Ayni iglemleri z~" i¢in yaparak

Ta(2) = ZIul2) = =T (2)

bulunur. Bu iki formiil birbirinden ¢ikarilarak
2n
Ini1(2) = —Jn(2) — Jpoa(2),n = 1,2,3, ... (I11.66)
z

ile verilen ti¢ terimli indirgeme bagintisi bulunmus olur.

Bessel fonksiyonlarinin iirete¢ fonksiyonu
w(z,t) =20 < |t < 0 (IIL.67)

ile verilen fonksiyondur. ¢'nin bir fonksiyonu olarak goriildiigiinde 0 < § <t < A < oo

i¢in analitik oldugundan, Laurent acilimi

o

w(z,t) = Z cn(2)t"
olarak yazilabilir. c,(z) katsayilari, e*/? ve e=*/? fonksiyonlarinin ¢ degiskenine gore

kuvvet serileri yazilip birbiriyle carpildiginda katsayilar esitlenerek
cn(2) = Ju(z2),n=0,1,2,...
cn(2) = (—1)"J_p(2),n=—-1,-2,...
bulunur. Bunlar Laurent aciliminda yerine yazildiginda, iirete¢ fonksiyonu icin
w(z,t) = Jo(z) + i Ju(2) [t + (=1)"t7"],0 < [t] < o0
n=1

esitligi elde edilir.
(I11.64) Bessel denkleminin genel ¢oziimii i¢in, J,, ile lineer bagimsiz bir ¢6ziim daha
bulunur. Bu ¢oziim [7)’de verilen, v Euler sabiti ve (1) = —v, ¢¥(m+1) = —y+>_1/i
i=1

olmak {izere

Yu(z) = %Jn(z) log = — liw (E>2kzn

2 7 k! 2
k=0
1L () 2k-+n
-2 —k;'(<n+)k:)' (g) k4 1) (k0 + 1)
-0 :
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ile verilen ikinci tiirde Bessel fonksiyonudur. Bu fonksiyon [—o0, 0] hari¢ analitiktir.

Dogal say1 mertebeli Bessel denkleminin genel ¢oziimleri, A ve B sabit olmak iizere
u=AJ,(z) + BY,(2)

seklindedir.
Kompleks mertebeli birinci tiirde Bessel fonksiyonlari [—oo, 0] boyunca kesilen komp

leks diizlemde

e (—1)k 2\ v+2k
(z) = il , , I1L.
Ju(2) EQNk+UHu+k+U<J |2 < 0o, fargz| <7 (IIL.G8)

seklinde tanimlanir. Tamimdaki seri her 2z ve v igin yakinsaktir. Ayni zamanda, yeter-
ince biiyiik R ve N igin |z| < R ve |v| < N alindiginda, oran kriterine gore diizgiin
yakinsaktir. Serinin her terimi [—o0, 0] boyunca kesilen kompleks diizlemde analitik
oldugundan, bu fonksiyon da ayni bolgede analitiktir.

(II1.68) ile verilen fonksiyonun, (II1.64) Bessel denklemini sagladigini gostermek

i¢in, dogalsay1 mertebeli durum igin yapilan kanitin aynisi

_ (1)
R T(k4+ DD (v + k+ 1)

(093

aliarak tekrarlanir [7].
Bessel fonksiyonlari, sifirlarina gore ortogonaldir [7]. Bunu agagidaki teoremle kanit-

layalim:

Teorem III1.15 v > —% icin J,(z) birinci tirde reel mertebeli Bessel fonksiyonlar:
1¢in,

0<jf<J§ < <jn<-
sayilary J,(z) 'nin pozitif reel sifirlary olmak tizere,

1
» » 1 » v? »
[ertina s = 3 {00+ (1= = ) GG (1L60)
0 m
sifirlarina gore ortogonallik bagintisy saglanar.
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Ispat. a ve § sifirdan ve birbirinden farkli reel sayilar olmak iizere, ¢oziimleri

swrasiyla u, = J,(az) ve ug = J,(8z) olan
1 1 V2
ug+;u’a~|— <a2—;)ua:0, ve ug+;u'ﬁ+ (62—5)%:0
diferansiyel denklemleri yazilsin. Bu denklemlerden ikincisi zu,, ile carpilip ilkinden

¢ikarildiktan sonra sonucun integrali alindiginda

1
(@2 = ) [ 2noatz = = vty )
0

ve buradan da v > —1 igin
1

/sz(az)Jy(ﬂz)dz =

0

B (@) S (B) — af) (@) ], (B)

a? — 2

(I11.70)

elde edilir. Burada o = 37 ve 8 = j alindiginda,
1
[ i =0, mn
0
bulunur. (II1.70)in 8 — « limiti L’Hospital kuraliyla alimip (I11.64) diferansiyel

denklemi yardimiyla J! iceren terimler yok edilerek sifirlar yerine yazilirsa

0/1 AL = 5 |G+ (1= 2 ) (L

esitligi elde edilir ve boylece Bessel fonksiyonlarmin w(z) = z agirlik fonksiyonuyla

sifirlarina gore ortogonal oldugu gosterilmis olur. m

¢-BESSEL FONKSIYONLARI:
Bessel fonksiyonlari i¢in bir¢ok g-benzer tammmlanmistir. Burada, kompleks = deger-

leri igin Hahn-Exton ¢-Bessel fonksiyonlarinin [9]’de verilen 6zelliklerini inceleyecegiz.

Tamim II1.6 Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonu, z € C — {0} olmak tizere

@S9 ZOO (~1)kq(2) "
M5 = (@)oo =5 (2 Dk D (¢") ()
y(qVJrl;fl)oo v+, 52
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seklinde tanimlanar.

Burada, 27" J,(z; ¢

) fonksiyonu sifira denk olmayan analitik bir fonksiyon oldugun-

dan, J,(z;q) fonksiyonu C — {0}’da analitiktir.

q-Benzerligi,

lim J,((1 —

qg—1-

esitliklerinden kanitlanir.

geio) = U

L2k (k1) /2

— 1 q)k (q k+u+1 ) oo - Q)iyik

1 — 1)k yr 2k ok(k+1)/2
— lim Z( ) (=1)F2""*q

q

q—1— —0 ( N )kr (7/ + ]f + ].)
1)V v+2k
= RTw+k+1) = J,(22)

Bu fonksiyonunun g-tiirevine ait iki formiil agagidaki teoremle verilmistir.

Teorem II1.16 Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonunun q-tirevi

D[] () = 2 _Zq o1 (24; %)

ozelliklering saglar.

Sl 7*) (111.73)

1-v ,—v

: (I11.7})

Ispat. 1) (I11.73) formiiliinii bulmak icin, J,(z,¢?) ifadesi (IIL.71) ile acildiktan

sonra Boliim I1.1’de g-tiirev igin verilen D,(2") = [v]z*~! tammindan

Dy [()"1(54%)] (2)

( 2V+2 a> oo )qu » ok
D, |z"2" 2
q i kzg 21/+2’q2)k ) ( )
[ oo JeghE=1 g2k (2042, 2
D, Z g_l 2V+27q2)oo 2k
— ( oo @ )k (@15 %)k
°° k k(k 1) 2k v.
Z q2 (¢ ,(12)002 e
k:o %)k (1= 0)(¢®; 4%k
2V 00 SV <q ”;qz)oo (_1)qu(k—1) ( ) N
qz
l—g4= (%) (6% P
ZV
J, ;
1— 1(2 q )



esitlikleri yazilarak kanit yapilir.
2) (II1.74) formiilii de benzer sekilde kanitlanir. m

(II1.64) ile verilen Bessel denkleminin g-benzeri, (II1.73) ve (II1.74) kullamldiktan

sonra ¢ — 1~ limiti alinarak bulunan
Iz + (P =1 —¢*)(qz;6%) + J,(2;¢°) =0 (IIL.75)

ifadesiyle verilmig ¢-fark denklemidir.
Bu denklem yardimiyla, Hahn-Exton ¢-Bessel fonksiyonunun

1_q21/
z

—~ z> J(z¢?) = Joa(z¢%) (I11.76)

1_q2u

) =

J(qz¢%) = ¢! (

J(2.4%) = Joa(z; q2)> (IIL.77)

ifadeleriyle verilen iki 6zelligi ¢ikarilir.
Bessel fonksiyonunun sifirlarina gore ortogonal olmasini g-analize tagimak icin ¢-
Bessel fonksiyonunun sifirlar ile ilgili 6zelliklerine bakmak gerekir.

Onerme III.1 Re(v) > —1, 2 > 0 ve a,b € C — {0} icin

z

(a® - b2)/:cJa(aqa:; ¢*)Ja(ba; ¢*)dgw
0
= (1—q)¢" " [adas1(aqz; ¢*) Ja(bz; %) — bJay1(bgz; ¢°) Ju(az; ¢%)] (II1.78)

egitligi saglanar.

Ispat. Verilen integrale I deyip 2”2z~ ile carpildiktan sonra (I1.36) ile verilen

g-kismi integral taniminda

flgz) = 27" J,(aqz; ¢*) ve (Dgg)(x) = 2"+ J, (bgz; ¢°),

yazilirsa

aqx™"

fa) = q'a"J,(aw:q?) ve (ILT3)'ten (D, f)(x) = —=— (b 7*),

1 —
(IIL.74)’ten g(z) = qu”ﬂJyﬂ(qu;f)
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bulunur. Bu bilgiler ¢g-integral taniminda yerine yazilip integral hesaplandiginda, gerekli

sadelestirmeler sonucunda

I 1—q ,_
@—w - b ¢ 2 g (bgz; ) Ju(az; ¢%)
a 4

+g/le,+1 (agz; ¢*)Jy41(bgx; ¢*)dyx
0

bulunur. a ve b’nin yerini degistip ayni islemleri uygulayarak elde edilen esitlik yukari-
daki egitlikten gikarldiginda I (II1.78)’de istenen sekilde elde edilir.

Teoremdeki Re(v) > —1 kisitlamasinin gerekliligini gostermek igin J, (x; ¢*) fonksiy-
onunun 0 civarindaki x’ler icin, bir sabitle carpilmig x® fonksiyonu gibi davrandigini

gozlemek gerekir. Bu gozleme gore A ve B sabitler olmak iizere

z

~ X AxVBJJqux = AB/;U2V+1quC — AB(l _ C])Z Z<qkz)2u+lqk

0 k=0

_
(=)

esitligi, (I1.32) kullanilarak bulunur. Bu serinin yakinsak olmast igin ise oran testinden

(2k+2)(v+1)
4 _ | 2(v+1)| __ 2Re(v+1
‘W—W =g <

olmalidir. Bu durum da ancak ve ancak 2Re(r + 1) > 0 yani Re(r) > —1 oldugunda

gerceklegir. m
Sonug IIL.1 v reel sayr ve v > —1 kosuluyla J,(z;¢*) fonksiyonunun sifirlar reeldir.

Ispat. Oncelikle v reel oldugunda sifirlarin varhgmi gostermek gerekir. Bunun igin
(L.75)te t = ¢~ '\/1 + ¢? ahmrsa J,(¢%t; ¢*) = —J,(t; ¢*) bulunur. J, fonksiyonu reel
eksende pozitif reel degerli ve siirekli oldugundan, (¢%t;t) araliginda bir sifir1 olmahdir.
Sifirlarin reel oldugunu kanitlamak igin @ # 0 sayis1 J,'min bir sifir1 olsun. v reel
oldugundan,

Jo(@ q*) = J,(a;¢%) = 0

olur. Onerme’de z = 1 ve b = @ alimirsa (I11.78)’in sag tarafi sifirlanacagindan,

1

(@ @) [o]faga: ) dyw =0
0

61



olur. Eger a # @ olursa,

1
/93 | T(agz; )| dgr = (1— @)Y [Ju(ag™ 5 ¢*)|* = 0

0 k=0

esitliginden her k igin J,(ag**!; ¢*) = 0 olmaldir. Fakat o zaman C — {0}’da analitik
olan x7"J,(z;¢*) = 0 ve dolaysiyla J,(z;¢*) = 0 oldugundan, geligki elde ederiz.
Oyleyse a = @, yani a € R veya a € iR olmahdir. Fakat, c € R olmak iizere x = ic

alinirsa,

w42, g2 k(k+1) .2k

T (ic; ¢*) = (ic)”

(0% ¢%) oo ; (@2 ?)r(a? ¢
ifadesinde v > —1 oldugundan, her terim pozitif reel say1 olur. Bu durumda sag taraf
asla sifir olamayacagindan, a € iR olamaz. Oyleyse a € R, yani biitiin sifirlar reel
olmahdir. m

Eger a € R J,’nin sifir1 ise, —a da sifindir. Oyleyse, sifirlar1 calisirken yalnizca

pozitif olanlara ¢ahgilabilir. a # 0 bir pozitif sifir olmak {izere,

1

]' !
/x (J(agz; ¢*)* dyr = —5 (1= )¢ osi(ag; ¢) T (a; ¢*) (LIL.79)
0

esitligi saglanir. Bu esitlik, Jackson integrali ile klasik tiirevi iligkilendirmesi bakimin-

dan onemlidir.
Yar.Teorem II1.4 v > —1 olmak tizere J, 'niin herhangi bir a # 0 sifurt basit sifirdar.

Ispat. Teoremdeki kosullarla Sonug 1’in kanitinda kullanilan celiski yaratan argii-

man uygulanarak

1

1
/:Jc ’Jy(aqm; q2)|2 dyx = /x (J,,(aqx; q2))2 dgx >0
0 0

olmas1 gerektigi goriiliir. Bu bilgi ile (II1.79)’a bakildiginda, J!(a;q?) # 0 olmasi

gerektigi, yani a’nin basit sifir oldugu goriiliir. =

Teorem III.17 v > —1 olmak tizere Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonu J, ‘niin sayla-

bilir sonsuz ¢oklukta pozitif basit sifirt vardar.
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Ispat. Sonuc 1 ve Yardimc Teorem 1’den dolay: tiim sifirlar reel ve basit oldugu

i¢in yalnizca sonsuz ¢oklukta sifir oladugunu kantilamak yeterli olacaktir. Celigki elde

etmek icin sonlu sayida sifir oldugunu varsayalim. En biiyiik sifir a olsun.

2,2 _q

x°q —¢* >0 ve ¢Fr>a

esitliklerini saglayan pozitif bir x sabitlenirse,
T(dx;:4%), Ju(gz;¢°) ve J,(x;¢%)

ifadelerinin sifirdan farkli ve ayni isaretli oldugu goriiliir. Oyleyse, (IIL.75) ile verilen

g-fark denklemi yazildiginda
J(@e; %) + a7 (@2 = 1= ¢*) (g3 %) + o (2:6%)

ifadesi sifirdan farkli olur. Bu durum da (II1.75) denklemi ile celigki yaratir. Oyleyse
en biiyiik sifir olamaz, dolayisiyla sonlu sayida sifir olamaz. =
Bu teoreme gore, v > —1 olmak iizere Hahn-Exton ¢-Bessel fonksiyonu J,(z; ¢*) nin

sifirlar1 j¥(¢%) veya kisaca ji ile gosterilip

O<n<ge<- - <Jp <Jpg1<---

seklinde sirayla yazilabilir.
Simdiye kadar elde ettigimiz bulgularla, Hahn-Exton ¢-Bessel fonksiyonunun sifir-

larina gore ortogonal oldugunu kanitlayabiliriz.

Teorem II1.18 v > —1 ve 0 < j; < jo < - - - sayilar J,(z;¢*) fonksiyonunun pozitif

63



sifirlary olsun. Asagqidaki esitlikler saglanur:

1
/ 2]y (@2 ¢*) Ja(@jm; ¢°)dz (II1.80)
0
1 . . .
= 5= D¢ To1(@jns )T (n; ) (II1.81)
1 — . .
= (=00 (Dgu(:0%) () 1L (Gni 6°)Ormn (111.82)
1 o . . .
= —5(1=0)¢" 5 Ju(4dn; ) T (53 ) mn (I11.83)
1 _ . .
= =5 (1= 0¢ o1 (i 67 (s 4V (IT1.84)

Ispat. i) (II1.80)=(II1.81) : n # m icin Onerme 1’den (IT1.80) integrali 0 olur.
n = m oldugunda ise, bu integral (II11.79)’daki integrale doniigiir ve degerler yerine
yazildiginda (II1.81)’e ulagilir.

i) (IIL.81)=(IIL.82) : f(z) = J,(z;¢*) ve g(z) = 2z almp Boliim II'de tammlanan
carpma g¢-tiirevi ve (II1.74) uygulandiginda,

—q 1—4q"
(D (:6%)) (2) = quJu+1(qZ§ ¢°)+ -

formiilii elde edilir. Bu formiilde z yerine j, yazilirsa

. —q .9 1—4q" .2
Dy, (56%) Gn) = +——=dor1(@hn; ) + ———= 1. (n; ¢
(Do (54%)) (Gn) S (@i @) ) (n: 4°)
= TunH(QJn;qQ)

bulunur. Bu sonug (II1.81)’de yerine yazilarak (II1.82) elde edilir.

iii) (I11.82)=(II1.83) : ¢-Tiirev tanmimindan

(Dqu,(.;q2)) <]n> _ (JV(.;(] ) B ‘]V(Q‘;q )) (]n)

(1—2)
Jo(@Jn; 4*)
(1—2)

bulunur. Bu deger (I11.82)’de yerine yazildiginda (I11.80)’e ulagilir.
w) (I1.80)=(I11.84) : (IIL.77) esitligini —¢" ™! ile garpip (IIL.76) esitligi ile taraf
tarafa toplayarak
Jorr(2:6°) = " (a2 6%) = 20, (2:6°)
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egitligi bulunur. Bu esitlikte z yerine j, yazilirsa sag taraf sifirlanir ve

Joi1(Un; @) = ¢ Toi1(qin; 6°)

esitligi elde edilir. Bu bilgi (II1.80)’de yerine yazilarak (II11.84) elde edilir. m
Bu teoremle verilen egitliklere Fourier-Bessel ortogonallik bagmtilar: adi verilir [9].
Bu bagintilar, Hahn-Exton ¢-Bessel fonksiyonunun sifirlarinin ortogonallikteki 6nemini

aciklamaktadir. Bu teorem yardimiyla bu fonksiyonun sifirlari ile ilgili baz1 bilgileri elde

ederiz.

Yar.Teorem IIL.5 v > —1 olmak iizere J,(z;q?) fonksiyonunun iki ardisik suferimin
arasinda J,_1(z;¢*) ve J,41(2; %) fonksiyonlarinan her ikisinin de en az birer tane sifirt

vardar.

Ispat. (IT1.73) kullanarak tanimlanan

9(2) = lx_quy_l(z; ¢*) = Dy [()" I (54%)] (2)

fonksiyonuna bakildiginda, a sayis1 J,(z; ¢*) fonksiyonunun bir sifir1 ise ¢-tiirev tanimin-

dan
(aq)”J,(ag; ¢%)
(1—q)a

esitligi elde edilir. Buna gore, eger 0 < a < b sayilar1 J,(z;¢*) fonksiyonunun ardisik

g(a) = —

sifirlar1 ise, Yardimer Teorem II1.4 ve Teorem IT1.8’den g(a)g(b) < 0 esitsizligi goriiliir.
Buna gore, g(z)'nin tanmimmindan, J,_ ;(a;¢?) ile J,_1(b;¢*) degerleri ters isaretlidir.
Boylece teorem J,_;(z; ¢*) igin kamitlanmig olur.

(II1.76) esitligine bakildiginda, J,_1(a;q¢?) = —J,41(a;¢%) esitligi bulunur. bir

onceki kamti uygulayarak, teorem J,1(2;¢%) igin kamtlanir. m

Teorem I11.19 J,(z;¢?) ile J,41(2; %) fonksiyonlarimn pozitif sifirlar arasinda
0<jy <yt <igy<jgtt<jy--

egitsizlikleriye verilen bir iliski vardar.
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Ispat. Yardimc Teorem III.5ten dolay1 yalmzca Jv < jvT esitsizligini goster-
mek yeterli olacaktir. Tanim III.6’daki ;¢; fonksiyonunda z = 2z = 0 alindiginda 1
degeri bulunur. Siireklilikten, z € (0, 7%) icin J,(z;¢*) > 0 olmas gerekir. Dolayisiyla
J,(2;¢%) bu arahikta azalan bir fonksiyondur, yani J/(j¥;¢*) < 0. Oyleyse, Yardimci
Teorem I11.4 ve Teorem II1.18%e gore J,.1(j%;q?) > 0 olmahdir. Oyleyse, J,1(z;¢%)
fonksiyonunun (0, j1) arahiginda ¢ift sayida sifir1 olmasi gerekir. j} en kiigiik pozitif sifir
oldugundan ve Yardimci1 Teorem III.5’ten dolayi, hig sifir olmadigi sonucuna varilir. =

Bu bilgilerin bir uygulamas: olarak, ji i¢in bir iist sinir elde edilebilir. [9]’te tarif

edilen iglemler agilirsa, (II1.75) ¢- fark denkleminde z = j} icin,
T3 d") + a7 (@01 = 1= ¢™) Ju(aif;4°) = 0

egitligi bulunur. z € (0, 7%) igin J,(2; ¢*) > 0 oldugundan J,(¢*j%; ¢*) > 0 ve J,(qj%; ¢*) >
0 olur. Dolayisiyla
¢ (7)) —1—¢") <0

olmalidir. Buradan da

esitsizligi elde edilir.
Teorem IT1.19’un bir bagka sonucu da, J,(z; ¢?) ile J,,1(z; ¢*) fonksiyonlarimin 0’dan

farkli ortak sifirinin olmamasidir.

Onerme II1.2 v > 0 i¢in D, J,(.; %) fonksiyonunun 0°dan farkl kékleri reel ve basit-

tir.

Ispat. Sonuc ITI.1’in kanitindaki argiimanlar: yeri geldiginde v > 0 ifadesi eklenerek
uygulandiginda koklerin reel oldugu ayni sekilde kanmitlanir. Basit kokler oldugunu

kantilamak icin ise oncelikle bir integral hesabi yapmak gerekir. Onerme IIL.1’de z = 1
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yazilip Teorem II1.18’deki esitlikler kullanilirsa

1

(a® — bz)/a:Jl,(aqa:; q*)J, (bqr; ¢*)d,x
0
= (1—q)¢" " [advs1(ag; ) (b; ¢%) — bToi1(bg; %) T (a5 ¢2)]

= (1=9)%¢" 2 [b(DgJu(¢%) (0)(a; 6*) = a (DyJu(54%)) (a)J,(b; ¢*NIIL85)

elde edilir. Bagtaki ifadeyi énce (a® — b?)’ye boliip b — a limitini L’Hospital kuraliyla
alip a’y1 D, J,(.; ¢*) fonksiyonunun 0’dan farkli bir sifir1 olarak kabul edersek, islemler

sonucunda
/ 1
/w |, (agz; %)) dya = —5(1- 020”27, (a;¢*) (DyJu (5 ¢%) ()
0

elde edilir. Esitligin sol tarafi sifir olamayacagindan, sag taraf da sifir olamaz. Dolayisiyla

(DyJ,(56%)) (a) # 0, yani a basit sifirdir.
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IV SONUCLAR VE TARTISMA

Bu galigmada 6ncelikle, negatif olmayan w(x) agirhik fonksiyonu yardimiyla

b
/fm(x)fn(x)w(m)dx =0, m#n

[a,b] araliginda w(x)’e gore ortogonal dizi tammi ve \,, f(x) fonksiyonunun n. sifir

olmak {izere

[ FOua)f Ot = 0, m £

sifirlarina gore ortogonallik tanimi verildi. Ayrica, Jackson integrali yardimiyla

/f(Am:c)f(Anx)dqx =0, m#n
0

sifirlarina gore g-ortogonallik tanimi verildi.
Sonra, ortogonal polinom dizileri ¢aligildi. {Py(x)} dizisinde deg Py (z) = k olmak

iizere ortogonallik :
/Pm(x)Pn(a:)w(x)dx =hmn, M#*n
ile yazildi. Burada ' .
ho, :/(Pn(x))2w(3:)dx
Herhangi bir P(z) polinomunun {Pk(:(;)} ortogonal dizisinin lineer kombinasyonu olarak
yazilabileceginin ve deg P(x) < n olan her polinomun bu dizi ile ortogonal oldugunun

kanit1 verildi. {Py(z)} ortogonal dizisinin P_;(z) = 0,n € N, A,, B,, C, reel sayilar

icin A,,_1A,Cp41 > 0 kosullariyla
Poii(z) = (Apx + B,) Py (z) — C Pyq(2)

ile verilen bir ii¢ terimli indirgeme bagintisim sagladigi ve buradaki katsayilarin, P, (z)’in
bagkatsayisi x,, olmak {izere,

Rn+1 Anhn
An = ;o Opn=—o—7—
Rn Anflhnfl




oldugu gosterildi. {Py(x)} ortogonal dizisindeki her Py(x)’in [a,b] arahginda k tane
reel ve farkli sifirmin oldugu goriildii. Yine bu diziden Py(z)’in sifirlarimin Py (2)’in
sifirlarimin arasinda oldugu anlagildi. Ayrica bu dizinin elemanlarimin Sturm-Liouville
diferansiyel denkleminin ¢oziimleri oldugu ifade edildi.

Daha sonra agagidaki bazi 6zel ortogonal polinom aileleri, g-benzerleriyle birlikte
tanitild:

1) a) a > —1 ve B > —1 reel sabitler ve n € N olmak {izere

1), 1
Péa’ﬂ)(m):w2F1(—n,n+oz+6+1;oz+1; &
n:

)

seklinde tanmimlan Jacobi polinomlarmin w(z) = (1 — 2)*(1 + x)? agirlik fonksiyonuna

gore ortogonal oldugu ve ortogonallik bagintisinin

/PT(LC“’B) ()PP (2)(1 — 2)*(1 + z)Pdx =

-1

20PN (n + a+ 1)I'(n+ B+ 1)
Cn+a+pf+1)In+a+p+1)n!

mn

oldugu gosterildi. Jacobi polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunun R = (1 — 2xr + 72)1/2
olmak {izere
gats

F(z,r) = 7

(1—-r+R)™“1+r+R)"

oldugu ifade edildi.

b) Kiigiik g-Jacobi polinomlar:

q—n abqn—i-l
pn(T50,b;q) = 20, $q; g
aq
ile, biiyiik ¢-Jacobi polinomlari
q ", abg" T x
Pn(x;a7bac;Q): 3¢2 4,4
aqg, cq

olmak tiizere Jacobi polinomlarinin iki tane g-benzerinin tanimi verildi. Bu iki polinom

dizisinin Jacobi polinomlarinin g-benzeri oldugu gosterildi.
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Kiiciik ¢-Jacobi polinomlar i¢in 0 < ¢ ,aq < 1 ve

(1 — abg® 1) (abg; ¢)n(agq; @)nlag; ¢)oo

ho(a,b;q) = aq) "
(a.59) (1 — abq)(q; @)n(bg; 0)n(abg?; q)oo (o)
olmak tizere
= : ; (b @)i, O,
Pm(q'; 0,05 0)pn(q'; a, b5 q aq)’ = ’
> JPu V@Y T b

1=0

esitligi ile, biiyiik ¢-Jacobi polinomlar: icin,

_1 (1 — abg® ) (abg; q)n(ag, cg; ¢)n (—ac)ig~()

hp(a,b,c;q) = M 2
( 7 (1 — abq)(q; q)n(bg, abg/c; q)n

ve
bq

M= /(fc/a,fc/C; Voo ; . 941 = a)(g: ¢/a,ag/c, abg®; 4)os
(2, b/ q)oe " (aq, bg, cq, abq/c; q)oo

cq
olmak iizere

bg

/Pm(x;a,b, ¢;q)Pu(w;a,b,¢;q)

cq

(x/a,x/¢;q) o0 . Om.n
(z,b2/¢;¢)00 = hnla,b,c;q)

esitligi ile ortogonallik bagintilar: verildi.

2) a) A > —1 bir reel say1 olmak iizere, Jacobi polinomlar1 yardimiyla

\) = A PO-/2A-01/2) ()
" (A+3)" "

ultrakiiresel polinomlar tanimlandi. Ultrakiiresel polinomlarin tirete¢ fonksiyonu

Ux,r) = (1 —2xr +r3)>

ile verildi. A > —1, A # 0 olmak iizere ultrakiiresel polinomlarin ortogonalligi, (1 —

12 = (1/Dagirhik fonksiyonuna gore
1

/ CA(w)C () (1 — a2)* 2y =

-1

7l(n + 2X)2172
(TN)* (n+ Al ™"

bagmtisiyla verildi. Bu polinomlarin {i¢ terimli indirgeme bagmtisi, n > 2, Cj(z) = 1

ve O} (z) = 2x olmak {izere

nOMz) = 2(n+ X — 1)xC> () — (n+2X —2)C) ()
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formiiliiyle, hipergeometrik serilerle temsili de

%(2@” P —n/2,(1—n)/2 -

1—n—A

Co(x) =

esitligiyle ifade edildi. x = cos 6 yazilarak,
~ NNk in- —~ (N)r(Nn—s
C’A 0) = ( i(n—2k)0 _ _9
pleost) = Kl(n— k) © R — g1 28t = 2k)0

k=0 k=0
bagka bir yazilig elde edildi.

b) Siirekli g-ultrakiiresel polinomlarin tanimi, 2 = cos @ olmak iizere,

Cali ) = ,; (@ el @y 2R

ile verildi [4]. Bu tanimin g-hipergeometrik serilerle yazilisi

q)n q—n’ 6 ;
Colaifla) = (02 o, a.4/5
4;4)n ql_”/ﬂ
2, n ; q—n’ 676627;0
— ((ﬁ? q)) e—zn@ 3¢2 "¢, q
C.Z7 q n /827 O

ifade edildi [3]. ¢-Ultrakiiresel polinomlarin

: 2
(€% q) oo

(Be2; q) s

wg(cosh) = '

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal oldugu ve ortogonallik bagintisinin

™

/C’n(cos 8; B1q)Cin(cos 0; B|q)ws(cos )do

0

2m(1 = ) (8% On (85 0) oo (BT @)oo

- 5m,n

(1=8¢") (&0)n (8% 9)0(q;9)oo

oldugu kanitiyla yazildi. Bu polinomlarin iireteg fonksiyonunun, 0 < r < 1 igin,

N o (B ) (Brei?; )
2_ Calcost: Bla)r™ = (ret?; @)oo (re=; ¢) oo

n=0
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ve 1i¢ terimli indirgeme bagintisinin,

2(1 — B¢")zCp(z; Blg) = (1 —¢""")Crpala; Blg)
+(1 = 3%¢" ) Cpi(x; Blq)

oldugu gozlendi.

3) a) Hermite polinomlar i¢in

dx™
tanimi ve
[n/2] k
(—=1)*n! 2k
H, = 2x)"
(@) gk:!(n—%)'( )

seri tanimi yapildi. Hermite polinomlarinim (—oo, oo) araligmda w(z) = e **/? agirhk

fonksiyonuna gore ortogonal oldugu ortogonallik bagintisinin
?Hm(x)Hn(:c)emQ/de = n!(2m) %6,
oldugu gosterildi. Bu p_olinomlarm ii¢ terimli indirgeme bagintisinin
Hy1(z) —aHy(x) +nH,—1(z) =0

ve iirete¢ fonksiyonunun

H(x,t) = et (2/2)

oldugu kanitiyla yazildi.

b) C,,, g-ultrakiiresel polinom olmak iizere,

H,(x|q) = (¢;¢)nCn(z;0|q)

egitligi ile g-Hermite polinomlarinin tanimi yazildi. = cos ¢ alinarak bu tanim

n i(n—2k)6

H(cosflg) == > (4;0)ne"l

— (@ )1 Dnr
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2i0.

diizenlendi. Bu polinomlar igin agirlik fonksiyonu wg(cosf) = !(e ,q)oo}2 ve ortogo-

nallik bagintisi

™

/Hn(cos 0)q)H,,(cos 0] q)wo(cos 0)db =

0

2
—5m n
(")

ile verildi. g-Hermite polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu, x = cos ) olmak iizere,

o0

Hn(x|q)rn _ 1

= (q;q)n (re?; @)oo (re™; q)oo

ile, ii¢ terimli indirgeme bagintisi da,

20H,(x|q) = Hpa(2]q) + (1 — ¢")Hy—1(]q)

ilebelirtildi. Boylece, bir ortogonal polinom dizisinden bir bagka ortogonal polinom
dizisinin tiiretilisine 6érnek verilmis oldu.
c) [6]'da, kiiciik g-Jacobi polinomlar: kullamlarak tammlanan g¢-Hermite tipi bir

polinom dizisi

— (77" Dk knk+k(k—1)/2
Hy(w36,q) = ) —o—g(—ca) gt/

,; (4% 4*)x
seklinde tamimlandi ve ortogonallik bagintis1 verildi. Boylece, limit yardimiyla ortog-
onal polinomlarin birinden digerinin elde edilisine ve 6zelliklerin birbirine aktariligina
ornek verilmis oldu.

Son olarak, z bir kompleks degisken ve v reel ya da kompleks degerler alan bir

parametre olmak iizere

" 1/ V2
vwt-u+|l-—=5]u=0
z z

ile verilen ikinci dereceden v mertebeli Bessel denklemi verildi ve bu denklemin v =

n € N igin ¢ozlimii olan

L=y U (g)"”k 12| < o0

— kl(n + k)!

ile verilmis birinci tiirde n mertebeli Bessel fonksiyonlar: tanimlandi.
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Birinci tiirde dogal say1 mertebeli Bessel fonksiyonlarinin ii¢ terimli indirgeme bagin-
tisim1 veren

2
Top1(2) = 2 00(2) = Jua(2),n =1,2,3, ...
z
esitliginin kanit1 verildi.
Bessel fonksiyonlarinin iireteg fonksiyonu

w(z,t) =20 < |t < 0

ile verildi.
Bessel denkleminin genel ¢oziimii icin, J,, ile lineer bagimsiz bir ¢oziim olan ikinci

tiirde Bessel fonksiyonunun,

Yo(z) = %Jn(z) 1Og% _ %Z (n —Z!— 1! @)%n
3 ot (3w 0wtk 1)

tanimi verildi.
Bessel fonksiyonlariin v > —% i¢in J,(2) birinci tiirde reel mertebeli Bessel fonksiy-
onlari i¢in,
O<jV<jl< < jl <

sayilar1 J,(z) 'nin pozitif reel sifirlar1 olmak {izere,

szV(JZz)Ju(JZz)dz = % {(J,j(j;’l))? + (1 — %) (Jy(j;’l))Q] S

sifirlarina gore ortogonallik bagintisim sagladigi gosterildi.
Bessel fonksiyonlarinin ¢-benzerlerinden biri olan Hahn-Exton ¢-Bessel fonksiy-
onunun, z € C — {0} olmak {izere

@ (1)) N
Mzig) = @ (@0 = (@5 0)r(a: O (a27)

(@ @)oo

r¥ 22 10,05 ¢V g, g2
(4 @)oo il )
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tanimlar1 yazildi. Bu fonksiyonunun ¢-tiirevine ait su iki formiiliin

Dy [()" 1 (54%)] (x) = un—l(fc; )

D[R] @) =~ e

kanitlar: aktarildi. Bessel denkleminin g-benzeri olan

Iz @) + ¢ (P2” — 1 — ¢*) . (qz; ) + Ju(2;6°) = 0

g-fark denklemi ve bu denklemden ¢ikan

N 1— g N )
Ju($7q ) - x +x Ju(x)q ) Ju—l(xaq )

e 1_q21/
L(qz;6°) = ¢ 1< " Ju(x;q2)—Ju—1(w;q2))

ozellikleri belirtildi. Bessel fonksiyonlarinin Re(v) > —1, 2 > 0 ve a,b € C — {0} igin

(a® — b%) /xJV aqz; ¢°)J,(bgz; ¢*)dyx
0
= (1—q)¢" " [advs1(aqz; ¢) (b2, ¢*) — bTys1(bgz; ¢°) T (az; ¢%))

esitligi gosterildi. v reel say1 ve v > —1 koguluyla J,(x;¢?) fonksiyonunun sifirlarinin
reel, 0’dan farkli ise basit ve sayilabilir sonsuz g¢oklukta oldugunun kanit1 aktarildi.

v>—-1ve0 < j; < jp < ---sayllann J,(x;q?) fonksiyonunun pozitif sifirlar ise,

Fourier-Bessel ortogonallik bagintilar: adi verilen

1

/ 2, (qjn; ) I (Qimz; ¢*)d

0

1 B _ .
= —5(—a)¢" Y1 (@hns )T, (Gns @)

1 b . .
= (- 0)°¢" 2 (Dgdu(5:6%)) (n) ), (Gins €)0mn
1 . . )
= —5(1-a9¢ 25 0 @Gns @)L (Gns @) 0mm
1 - . .
= —5(1 — )¢ 2 Tys1(Gn; ) I (Gn; 62 Srmm
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esitlikleri kanitlariyle birlikte verildi. Bu bagintilar yardimiyla, v > —1 olmak {izere
J,(z; ¢*) fonksiyonunun iki ardigik sifirmin arasinda J,_1(z; ¢*) ve J,.1(x; ¢*) fonksiy-
onlarinin her ikisinin de en az birer tane sifirmin varhg ve J,(z;¢?) ile J,.1(x;¢%)

fonksiyonlarinin pozitif sifirlar ile ilgili
0<jy <gi™ <jy <t <ig--

esitsizlikleri gosterildi. Bu bilgilerin bir uygulamasi olarak, j} icin bir {ist sinir veren

'1/< /1+q2u

j
! q

esitsizligi aktarildi [9]. Sifirlarla ilgili son olarak v > 0 igin D,J,(.; ¢*) fonksiyonunun
0’dan farkl koklerinin reel ve basit oldugu belirtildi. Boylece, ortogonal polinomlar

ile sifirlarina gére ortogonal fonksiyonlarin bir yoniiyle ortak olan ozellikleri derlenmis

oldu.
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V SON DEGERLENDIRMELER ve ONERILER

Bu ¢alismada baz1 ortogonal polinom dizilerinin ve sifirlarina gore ortogonal fonksiy-
onlarin ¢- benzerleri iizerine calisilmistir. Calisma sirasinda ii¢ ayr1 ortogonallik tanimini
irdelemek icin ayr1 ayr1 fonksiyonlar ele alinmig, 6zellikle ortogonal ve g-ortogonal poli-
nomlarin iireteg fonksiyonlar1 ve sagladigi baz1 denklemler agiklanmigtir. Bunun yani
sira, farkli ¢- ortogonal polinomlarin birbirinden gerek tanim gerekse limit yardimiyla
tiiretilisine ornekler verilmistir. Ayrica, sifirlarina gore ortogonallik incelenirken elde
edilen verilerle, fonksiyonun sifirlarin sayisi, birbirine gore durumlar: ve bir iist sinir1
tizerinde durulmusgtur. Boylece, ortogonalligin klasik analizden g¢-analize neredeyse
tiumiiyle taginabilen ozelliklerden biri oldugu ve ortogonal polinom dizileri arasindaki
iligkilerin daha da cegitlenerek g-ortogonal dizilerde de bulundugu gozlemlenmistir.

¢-Ortogonal polinomlar oldukca zengin bir konudur. Bu tezde yalnizca birkag igle-
nen baginti ve iligkiler, [10] kaynaginda etraflica listelenmigtir. Bu listeden en temel bazi
elemanlar, konunun zenginligine 151k tutmas: bakimindan Ek II'de verilmistir. Ileriki
calismalar, yeni ve daha genel ortogonallik bagintilar1 bulmak ve bu bagintilar1 6zel
kosullarda var olan bagintilara indirgemek iizerine olabilecegi gibi, g-hipergeometrik
ifadeleri heniiz bulunmayan ya da ¢ok karmasik olan bazi ortogonal polinom dizilerinin
hipergeometrik ifadesi ile ilgilenilebilir. Ayrica, g-ortogonal bir polinom dizisinin bir
digeri cinsinden ifadesi yoluyla, ¢zelliklerin birinden digerine taginmasini kapsayan bir

calisma da ele alinabilir.
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EKLER

Ek I g-Hipergeometrik Serilerinin Bazi1 Doniistim
Formiilleri

Bu béliimde [4] ve [2] da verilen baz egitlikleri ve doniigiim formiillerini kanitlayacagiz.

1) (I1.10) ile verilen g-binom teoremi, Heine serileri ile

az;q)oso
20, (a,c;c;q,2) =1 cbo(a;—;q,Z):( : )

seklinde gosterilir.

2) |zl <1,b>0vec—b#0,—1,-2, ... kosuluyla,
1

(t2q",1q; @)oo

a b, c b—1 4

Q5 = t dgt
2¢1(q 454 7QJZ) C—b / tZ tqc b,Q) q

0

Ispat. ¢-Beta fonksiyonunun (I1.39) ve (I1.42) ile verilen tammlarinda x = b+ n

ve y = ¢ — b alirsak,

1
L (tg; ) Lg(b+n)Tq(c—0)
b+,—b:/tb+”1( ©_dt =1 2
Gabtme=t) Gt " Tlcrn)

0

olarak yazilir. ¢-Gama fonksiyonunun n € N i¢in
Fy(z+n)=-—%

ozelligi kullanildiginda, n € N;¢ — b # 0, —1, —2, ... i¢in,

@0)n  Tal© e (g
(qC;Q)n_Fq(b)Fq(c—b)O/t (tq°~; q) ot

esitligi elde edilir. Buradan da, |z| < 1 kogulu eklenerek

1
I'y(c) tq
a b, c. — q thrn 1 4 oo d t
2¢1<q 454 ?Q7'Z) Fq(b)rq(C—b) 4.q / )

1
I'y(c) / b1 (tq;q)
= ————— | T 1 p,(q%; —;q, t2)d,t
0 (tqc_b;q)oo ' 0( ) !



Buradan da formiil (1)’deki ;¢, toplamin yazdigimizda, istenen esitlik elde edilir. m

3)
(b,a2;q)oo

2¢1(a7b;C;Qa Z) = (C P q)

201 (c/b, z;a2;¢,b)

Ispat. g-Integral tammm [0, 1] araliginda yazilirsa,

/ Ftdgt = (1— )3 F(g™a

0
esitligi elde edilir. Bunu formiil (2)’deki integrale uyguladigimizda gerekli iglemler
yapilarak

(4", 4"2; @)oo

c—b a b
201(¢°77,2,4%%;4,q")
(¢% 2 q)00 "

201(¢% 4% 4% 4,2) =
esitligi, bu esitlikte ¢* = a, ¢ = b, ¢° = c yazarak istenen esitlik elde edilir. m

4) Formiil (3) ii¢ kez arka arkaya uygulandiginda

(abz/c; q)oo

2¢1(a7b; G 4q, Z) = (Z' q)

20, (¢c/a, c/b; c;q,abz/c)

esitligine ulagilir.

5) (g-Saalschiitz toplam formiilii)

(c/a,c/b;q)n

b fn, 1 n b
3¢2(a’7 4 ;€ a /C q, Q> (07 c/ab; q)n

Ispat. Formiil (4)’teki ifadeler g-binom teoremi ve 5¢,; tanimiyla agilirsa,

S nn L T e ()

= (O k=0 k=0 D
esitligine ulagilir. Esitligin her iki tarafinda z™ teriminin katsayilar: egitlenip (a;q), =

(a; @)x(aq; q)n_r esitligi kullamlirsa,

—~

G Onbi)n = (¢/a;Qil(e/bi)i (ab\® (ab/e; q)ni

(¢ @)a(q; Dn ,; (e @)k (a; ) (c) (@3 @
(ab/c; @)n <~ (¢/a: @)i(c/b; )wla ™ @k
(@ 0)n = (ckla'"c/abjq)x

—~
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elde edilir. Burada a yerine c/a, b yerine ¢/b yazilirsa

i (@ 9)e(0; )e(a™ Dk i (¢/a;0)n(c/b; Q)n

“— (c;q)i(q'"ab/c; DL (@ a)n(c/ab;q).

esitligi elde edilir. Bu da formiil (5)’in acik yazihsidir. =

6)
c/a,c/b;q)s
204 (a, b; c; q, c/ab) = %, lc/ab] < 1
Ispat. Formiil (3)'te z = ¢/ab almirsa,
(b, c/b; q)oo (b, ¢/b; q)oo
b: ¢ b) = b . . _ ..
2¢1 (G,, ;G 4, C/(I ) (C, c/ab; q)oo 2¢1 (C/ ) C/ab7 C/b7 q, b) (C, c/ab; Q)oo 1¢0(C/ab7 y 4, b)

elde edilir. Formiil (1) ile 1¢, yerine yazildiginda analitik devamla istenen egitlik

lc/ab] < 1 igin saglanir. m

7)Formiil (6)’da b = ¢~" alinarak,
(¢/a; @)n

201 (a,q "5 ¢q,q"c/a) = ——=—

(¢;Q)n
formiilii elde edilir.
8)
_ (c/a;q)n
¢1(a,q " ¢q,q) = ——— a"
201 ) (¢ q)n

Ispat. Formiil (3)'te z = ¢, b = ¢~ " yazilip (I1.12) uygulanirsa,

n

- ) a, 7n; n—i n—i
201 (0,47 ¢10,9) = Z—(a’q ’q)lq’zz—( L) q

i=0 (Ca q7 Q)z i=0 (Ca Q7 Q)n,,L
(@:9), (45 ), 2": (¢ ¢ "), (@) 1
(€D, (¢q), = (@'¢d"qgq; \ o

(a;0),, (7" q), » 1 i-m —n -1 1-n .
T RCT 20y (¢ 'g " g a7 g g, 0" a)

esitligi elde edilir. Bu egitlikte, formiil (7) yerine yazilarak istenen sonuca ulagiir. m

9) [3, s.61]

q_n7a) C/b
3¢2 4,4 | = WCL 3¢2 14,4
' Dn c,aq™"/d



Ek I1 Baz1 ¢-Ortogonal Polinomlar ve Limit Bagintilar:

Bu béliimde g-ortogonal polinomlar tanimlanip farkli polinomlar arasindaki [10]’da
verilen bazi bagimitlar siralayacagiz.

1) Askey-Wilson Polinomlar::

Tanim:
anpn(gj; a,b,c, d|q> q ", abcdqn—l, aeie’ ae—if
(ab, ac, ad; q) - 4 i¢;q |, x=-cosf
GG D ab, ac, ad

Ortogonallik:

1

1

%/\/%pm(m, a, b7 ) d|Q)pn<xa a, b7 ¢, d|q>dl’ = hnam,n
-1

Burada
; 2
(€*: @)oo

(ae® bet ce det?; q) o

w(r) =

ve

T2, @) = (e, ae™; ).

Limit Bagintilari:

a) Askey-Wilson Polinomlarinda z yerine x/2a, b = aq/a, ¢ = vq/a ve d = aff/~y
alindiktan sonra elde edilen polinomun ¢ — 0 limiti alindiginda P, (z; «, 3, 7; q) biiyiik
g-Jacobi polinomu elde edilir.

b) Askey-Wilson Polinomlarinda a = 2, b = Y2¢'/2, ¢ =, %2 ve d = —1/%¢"/2

alindiginda C,,(x; 5|q) g-ultrakiiresel polinomu elde edilir.

2) Al Salam-Chihara Polinomlari:

Tanim:

(ab; q)n q

@n(;0,blq) = ~—27= 30, (q;q |, x=cosd
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Ortogonallik: a ve b kompleks eglenikler ve max(|a|, |b|) < 1 olmak iizere

1)
m(;a,b|q)Qn(z; a,blg)dr = o
( )@ @) (g™, abg™; @)oo

1
1 / w(x) Q
2 ) V1 — 22
—1
ortogonallik bagintis1 saglanir. Burada agirlik fonksiyonu,

; 2
(627'9; )oo

wiz) = (ae®, be?; q) o

ile verilmigtir.
Limit Bagintilari:
Al Salam-Chihara Polinomlarinda b — 0 limit alindiginda H,,(z;al|q) g-Hermite

polinomu elde edilir.

3) ¢-Laguerre Polinomlar:

Tanim:
(¢°+1: q) g, et/ o(2at1)/4,—i0
Pﬁ($|Q):.—’n3¢2 ;q;q |, x=cost
(q, Q)n qa+1 0
Ortogonallik:
; +1
1 [ wlzlg) (¢“ "5 q)n 1 Ja+1/ng

(z]q) Py (z]q)dx =

m,n

2r) 1 =22 ™
21

(@ Dn (@ 400
ortogonallik bagintis1 saglanir. Burada agirlik fonksiyonu,

(621‘9. q) 2
(q(zoﬁL1)/4€i97 q20+3)/4¢ib @)oo

w(zr) =

ile verilmigtir.
Limit Bagintilari:
g-Jacobi polinomlarinda S — oo limiti alindiginda, ¢-Laguerre polinomlar: elde

edilir.

83



OZGECMIS

Cagan Korkmaz, 1980 yilinda Malatya’da diinyaya gelmistir. Ilk ve ortasgreni-
mini Sivas’ta, lisans egitimini Ankara Bilkent Universitesi Matematik Boliimiinde tam
burslu olarak tamamlanmistir. Yiiksek lisans egitimine Marmara Universitesi Matem-
atik Bolimii Teorik Matematik Programinda devam etmektedir. 2004 - 2008 yillar
arasinda Istanbul Bilgi Universitesi biinyesinde arastirma gorevlisi olarak calismis, 2008
- 2010 yillan arasinda TED Ankara Koleji Vakfi Ozel Lisesinde lise matematik ogret-

meni olarak gorev yapmigtir.

84



