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GECIS SARTLI SUREKS iZ SINIR DE GER PROBLEMIiNiN OZDEGERLERI
VE OZFONKSIYONLARI ICIN ASIMPTOTIK ACILIM FORMULLER 1

OZET

Bu calsmada, ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel kiemler icin bir
sureksiz sinir dger problemi incelenmgtir. Diferansiyel denklem, sureksiz katsayi ve
sureksizlik noktasindaki gecisartlarini icerir. Ayrica Ozdger parametre hem
diferansiyel denklemde hem de sinir ve gegartlarinda bulunmasi bakimindan
farkhliklar gostermektedir.

Bu tezde, ardirdigimiz sinir dger problemine uygun olarak 6zel bir Hilbert
uzayl ve bu uzayda tanimlgdniz problem ile ayni 6zgere sahip olan bir operator
tanimlanmgtir. Boylece sinir deger problemi operatér denklegeklinde ifade edilmitir.
Daha sonra diferansiyel denkleme ait Gigteve 6zfonksiyonlarin bazi temel 6zellikleri
verilmis ve de bu Ozdeer ve 6zfonksiyonlarin asimptotik acilim formillegide
edilmigtir.

Anahtar kelimeler: Siureksiz sinir deer problemi, 6zdger ve 6zfonksiyon,

asimptotik acilim, gegisart



ASYMPTOTIC EXPANSION FORMULAS FOR EIGENVALUES AND
EIGENFUNCTIONS OF THE DISCONTINIOUS BOUNDARY VALUE
PROBLEM WITH TRANSMISSION CONDITION

ABSTRACT

In this study, consideration is given to the secamder linear differential
equation for boundary value transmission problenffeintial equations include,
discontinuous coefficients and discontinuity pantthe transmission conditions. Also,
the eigenvalue parameter shows differencies in gesiboth differential equation,
boundary and transmission conditions.

In this thesis, we investigate the boundary valwblems according to a special
Hilbert space and define an operator which has#mee eigenvalue with the problem
defined in this Hilbert space. Therefore the baugd/alue problem is expressed in the
form of operator equation. After than some basiopprties of the eigenvalues and
eigenfunctions of differential equations are giagra asymptotic expansion formulas of

eigenvalues and eigenfunctions are obtained.

Key words: Discontinious boundary value problem, eigenvalued an

eigenfunction, asimptotic expansion, transmissmamdition
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1.GiRIS

IIk defa 1836 yilinda Charles Sturm ve Joseph Libeivarafindan 1si iletimi ile
ilgili olarak argtirilan sinir-dger problemleri ve bu problemlerin daha da
genellgtiriimesinden ortaya cikan benzer problemler yr®tLiouville problemleri
olarak adlandirilir.

Baslangici itibari ile, 1s1 iletim problemlerine uygulan Sturm-Liouville teorisi
guinimuizde birgcok fiziksel problemlerin ghalmasinda etkin bir yontem

olusturmaktadir. Genel olarak bu teori,

Uy tUy, =0 (1.1)
u, =c’u, (1.2)
u, =c’u, (1.3)

bicimindeki kismi diferansiyel denklemlerin farldinir ve bglangic sartlari altindaki
cbzumlerinin incelenmesinde uygulanmaktadir.

(1.1) denklemi sicakli zamanla dg@smeyen yani kararkais sicaklgl gosteren
denklemdir. (1.2) denklemi homojen cubuktaki kuctikresimlerle ilgili dalga
denklemidir. (1.3) denklemi ise IsI izalosyonu Y&y homojen metal cubuktaki isi
akisi denklemidir. Burada c, cugun olusturdusu maddenin 1si tutumuna, anluguna
ve 1IsI iletkenlgine bali sabit bir sayidir. u(x,t) ise t zamaninda x noktasinda sin
sicakliktir.

Sturm-Liouville teorisinin esas amaci diferansiggnklemi ve sinigartlarini
sglayan ¢ozumua asairmaktir.

Sturm-Liouville teorisinin teorik ve pratik 6nenniraciklamak igin (1.3)
denkleminde wuzungu ¢ olan homojen metal cuBun bglangic ve bitim
noktalarindaki sicakdin sifir oldigu,

u(0,t)=0,u(r,t)=0, t>0 (1.4)

t =0 aninda her noktadaki sicakin f(x) oldugu,

u(x0)=f(x) , 0<x</ (1.5)
matematik fizik problemini inceleyelim.

Bu problem bir bglangi¢ sinir dger problemidir. Bu (1.3) - (1.5) problemine

matematik fizikte 1si iletim problemi denir.



Problemin u(x,t) ¢6ziimii,
u(x,t)=Y(x)T(t) (1.6)
seklinde aranir. ( d@skenlere aygtirma yontemi )

(1.6) denklemi (1.3) denkleminde yerine yazilirsa,
Y ()T (t) = 2y (x)T(t) (1.7)
esitli gi elde edilir. (1.7) gtli ginden

Yv((xx>): : 1((5) (8

esitlikleri elde edilir. ( Buradao ayirma sabitidir. )

Birinci esitlikten,

Y'(x)-oY (x)=0 (1.9)
adi diferansiyel denklemi bulunur. g#r taraftan (1.6) ifadesinde (1.4) sinartlar
yazilirsa,

Y(O)T(t)=0 , Y()T(t)=0
olur. Buradan,

Y(0)=0 . Y(0)=0
esitlikleri elde edilir. O halde 1si1 iletimi problemden ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklemler icin

Y (x)-oY(x)=0 (1.10)
Y(0)=0 (1.11)
Y(/)=0 (1.12)

seklinde sinir dger problemi elde edilir. (1.11) ve (1.12) sigartlarina Dirichlet
sartlar denir. (1.10) - (1.12) sinir gler probleminin ancako <0 olmasi durumunda
asikar olmayan Y(x) ¢6zUmuU vardir.A >00zdeer parametre olmak Uzere =-A

gosterimini kullanirsak (1.10) diferansiyel denkiam genel ¢6zimu

Y(x)= Clcos\/Xx+C2 sinvAx (1.13)
seklindedir. (C ,C_keyfi sabitlerdir. )Y(x) goziimii (1.11) singartini sgladigindan

C1 =0elde edilir. Bu nedenle (1.13) ifadesi



Y(x):Czsin\/Xx 13)
bicimine dongur. Sinirsartindan,

C,sinVAr=0 @)1
ifadesi elde edilir. C = 0durumunda (1.14) denY(x)=0 asikar ¢ozimii elde

edilecginden 02 # Okabul edilmelidir. O halde (1.15) den

sin\/ﬁ =0

esitli gi bulunur. Buradan,
nmt)”
)\n :(TJ ) n:1,2,3,...

Ozdeserleri elde edilir. Bu Ozdeerlere kagilik gelen (1.10) - (1.12) sinir der

probleminin 6zfonksiyonlari

Y,(x)=C, sin(%j, n=1,2,3,.. (1.16)
bicimindedir.

(1.8) ifadesinin 2. gtli ginden,

T'(t)-oc’T(t)=0
denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢b6zimd,

T, (t)=D,e €t (1.17)
seklindedir. (1.16) ve (1.17) ifadeleri (1.6) daiyeryazilirsa elde edilen

—(2 .
u, (x,t)=C,D,e CPnt sm\/ﬂx ,n=1,23,... (1.18)

¢6zim fonksiyonlari (1.10) denklemi ve (1.11) -1@). sinirsartlarini sglar. Ancak bu
cbzimler genel olarak (1.5) gyangi¢ sartini sglamaz. Hem (1.3) denklemi hem de
(1.4) sinirsartlari homojen olduklarindan (1.18) ifadesininlsosayida toplami da (1.3)
denklemini ve (1.4) singartlarini sg@lar. ( Stperpozisyon prensibi gére. Ayrica bazi

gerekli eksartlar altinda,
- & _CZ)\nt :
u(x,t) YAqe S|n\/7x . (c,D,=A,) (1.19)

serisinin toplami da (1.3) denklemi ve (1.4) sgamtlarini sglar. (1.5) balangig¢sartini

salamasi igin f(x) fonksiyonu,



f(x)= élAn sin(%j (1.20)

olacaksekilde A ,sabiti bulunmalidir. Fourier serileri teorisindeitirtali gi tUzere (1.20)

esitli ginin sglanabilmesi iginA , katsayilarinin

2 . (nTé
=2 l f(E)sm(TjdE (1.21)
biciminde secilmelidir. (1.21) ifadesi (1.19) daipe yazilirsa, (1.3) - (1.5) probleminin
¢Ozumu
o —C? LU 2t !
u(x,t)= e () (ij(é)sin(ﬂjdijsin(@j
n=1 Lo l /

serisi biciminde bulunur.

Gunumizde hem matematik fim ortaya koydgu yeni somut problemlerin
argtinimast hem de teorik matemgt gelisme ihtiyact klasik sinir dger
problemlerinin yaninda standart olmayan sinigedeproblemlerinin de incelenmesini
gerektirmektedir. Buna, agrdigimiz gecs sarth sireksiz sinir dger problemi érnek
olarak gosterilebilir.

Bu problem; sureksiz katsayili ve gegartl olmasi, 6zdger parametrenin hem
denklemde hem de sinir ve gekosullarinda olmasi bakimindan klasik problemlerden
farkhliklar gostermektedir. Boyle problemlerin d@gdr ve 6zfonksiyonlarinin
bulunmasi matematiksel fizik problemlerinin ¢ézuméretkin bir yontemdir. Orrggn
kuantum fizginde L|J(X,t) dalga fonksiyonu olmak Uzere tek boyutlu zamandan

bagimsiz

h2 2
—%37”2’ FV(X) = EY (1.2

Schrédinger denklemi yazilabilir.

h? d?
H=- +V 1.23
2m dx? (X) ( )

Hamiltonien operatdri olmak Gzere

Hy = Ey (1.24)



O0zdeser denklemgeklinde yazilir. Burada E kuantum fimnde pargcag@in enerjisini, h
Planck sabitini, m parcagn kutlesini gostermektedir. E, (1.24) 62de probleminin

6zdegeri , W(x) ise dzfonksiyonudur. (1.22) Schrédinger denklelmiatdgimiz

denklemine benzemektedir. Yine (1.3) denkleminizigiinde ortaya c¢ikan (1.10)-
(1.12) sinir dger problemi de incelegimiz problemin 6zel haline benzemektedir. Bu
nedenle bu tip denklemleri igeren sinir gee problemlerinin 0zdger ve

0zfonksiyonlarinin incelenmesi uygulama acisindaytiik 6nem arzetmektedir.



2.LITERATUR OZET i

Ik olarak 19. yizyilin ortalarinda C. Sturm ve Jouville, literatirde Sturm-
Liouville olarak adlandirilan 0Ozger parametrsine & ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklemler icin sinir ger problemini argtirmiglardir.

Matematik fizgin ortaya koydgu yeni somut problemlerin agtariimasi ihtiyaci
klasik Sturm-Liouville teorisini daha da ggirmek ihtiyacini dgurmustur.

Bu alandaki ilk ciddi sonuglar Birkhoff ( 1908)' uncalsmalarindan elde
edilmistir. Birkhoff calismalarinda reguler sinigartlarini tanimlayarak, o6zder
parametresine I§h lineer diferansiyel operatorler icin temel ¢oz&mtemini olgturan
¢cbzumlerin asimptotik davragtarini incelemgtir.

Tamarkin (1928), caimasinda guclu regulerlik kavramini tanimlginn Guglu
reguler sinir sartlari altinda 6zfonksiyonlar ve 6zfonksiyonlaraaglanms
fonksiyonlarin seriye acilim 6zelliklerini incelegtit. Sonraki yillarda bu tip problemler
bircok matematik¢i tarafindan atailmis ve bu alanda cok sayida makale ve kitap
yazilmstir.

Walter (1973), hem ikinci mertebeden adi diferaesigenklemde hem de sinir
kosullarinin her ikisinde Ozdgr parametre bulunduran sinir gée problemini

incelemitir. Bu problem icin yeni birpdlcimi tanimlanngi ve bu probleme uygun
(Lz[ab],u) Hilbert uzayinda probleme uygun operatér taninmalyaproblemin

operatdr teorik yorumunu verstir.

Schneider (1974), camasinda 6zfonksiyonlar tzerine seri acilimini dizgé
mutlak yakinsakfii icin yeter kgullar belirlemitir. Ancak acilim teoremini sadece
dizgun fonksiyonlar icin ispatlagtir.

Fulton (1977), cajmasinda fonksiyonel analiz ydntemlerinin yani sira
Titchmarsh’ In klasik yontemlerinden yararlanarakirs sartlarinda da Ozger
parametre bulunduran problemin 6gedderi ve 06zfonksiyonlarl igin asimptotik
formuller bulmytur. Ayrica cagmasinda rezolvent operatdrii ve Green fonksiyonunu
incelems, 6zfonksiyonlar Gzerine acilim teoremlerini ispatk ve de Fourier serileri

ile es yakinsaklik teoremini verrstir.



Russakovskiy (1975), farkli olarak simgartlari polinom bigciminde O6zger

parametresi iceren problemlerin operator teorikugmunu vermitir. Bu durumda uygun
Hilbert uzayi olaraKL ,[a,b],u) 0 Cyerine (L,[a,b],n) 0 C" uzay almgtir.

Kerimov ve Mamedov (1999),

—u +q(x)u=A2u, 0<x<1 (2.1)
(ar +aA +a,3?)u(0)+u'(0)=0 (2.2)
B, +BA+B,AJul)+u()=1 (2.3)

(Bo +BA+BN)ulD)+u' (1)

problemine uygun

AN +BAN+C(A)=0
biciminde operatér demetini kurarak (2.1) — (2.3pblggemine farkli bir yaklgmla
operator-teorik yorum getirglerdir. Bu calgmada Ozdger ve 06zfonksiyonlarin
asimptotik davraglari incelenmg ve ayrica 6zfonksiyonlarin sifir yerleri hakkinda
klasik sorulara benzer sonuclar bukiaudir.

Daha sonraki yillarda bu konuda yapgmen 6nemli cabmalar Shkalikov
(1983), Yakubov (1994), Yakubov ve ark. (1999, 2008inton (1979), Kobayashi
(1989)seklinde siralanabilir.

Tez konumuza en yakin gahalar ise Muhtarov (1990, 1994, 1998), Aliki
(1998) , Altingik ve ark. (2004), Kadakal (2000), Tun¢ (2001) veraH(2009)
tarafindan arguriimistir. Bu yapilan cadmalarda sureksiz katsayili diferansiyel
denklem ve gegisartlarini iceren sureksiz sinir g problemi incelenngiir. Ancak bu
calismalarda 6zdger parametresi denklemde ve sigartlarinda bulunmasina gaen
geck sartlarinda bulunmamaktadir.

Bu yuksek lisans tez catnasinda Ozdger parametre gegisartlarinda da

bulunmaktadir.



3. GENEL BILGILER

3.1 Regduler Sinir Dger Problemi

A bir parametre olmak Uze{a, b] aralginda

al(x)z—:g+a2(x)?—di+(a3(x)+/1)y:O (3.1.1)

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleminzginine alalim. Bu denklemdges
o 20 j _a() _ P
X)=exp| |==dt |, q(X)=—=—=p(X), S(X)=——= 3.1.2

P(X) p[j a0 & J G0 =20 p09, s =2 (312)
desisimleri yapilirsa (3.1.1) denklemi

d d

&(p(x)d—i}(q(x)Ms(x))y:o A3)

denklemine indirgenmgiolur. Bu denklem

] ::ﬁp(x)%}q(x)

operatort yardimiyla

L(y)+As(x)y=0 (3.1.4)
olarak yazilabilir. (3.1.4) denklemine Sturm-Liollwi denklemi denir. Buradep(x),
q(x) ve s(x) reel deerli fonksiyonlardir. [a,b] aralginda q(x) ve s(x)
fonksiyonlarinin strekli,p(x) fonksiyonunun turevlenebilir olmasi durumunda (@)1
denkleminin ¢cozumu vardir.

Eger p(x) ve s(x) fonksiyonlari [a,b] aralginda pozitif iseler (3.1.3)
denklemine[a,b] aralginda regiilerdir veya diizgiindiir denir.

3.1.1. Tamim:Verilen [a,b] aralginda tanimli
L(y)+As(x)y=0 (3.1.5)
denklemi

ay(@)+a,y'(a) = 0} (3.1.6)

by(b) +b,y'(b) =0



olarak verilen sinir kallari ile birlikte bir regiler sinir dger problemi tanimlar. Bir
baska deysle (3.1.9) denkleminin (3.1.10) sinir kdlarini s&layan ¢ozumlerinin

arastirlmasi problemine reguler sinir @& problemi denir. Burada,a,,b,,b, reel
sabitler olupa’ +a’ #0 ve b7 +b? # 0 dir.

3.1.1. Teorem:Eger g(x) fonksiyonu[a, b] aralginda surekli ise

—u"+q(Xu=Au, xO[a,b]
diferansiyel denklemi ve
u(a) =sina , u'(a)=-cosa (u(a) =f(4),u(a)= g(/l))

homojen olmayan singartlarindan olgan sinir dger problemininu =u(x,A) ¢6zimu
bulunur ve her bir xD[a,b] icin u(x,A) fonksiyonu A parametresinin tam

fonksiyonudur. (Titchmarsh , 1939)
3.2. Hilbert Uzayi ve Simetrik Operator

H kompleks lineer uzay! verilsin. HeryOH elemanlari ¢iftine

1. (xy)=(y.x)
2. (% +%,Y)= (%, Y) +(Xny) (%, %,yOH)
3. (Axy)=A(xy) A0C
4.(x,x)=0
5. (xx)=0= x=0
kosullarini gercekleyen ve(x,y) ile gosterecgimiz kompleks sayisinin kghk

getirildigini kabul edelim. Bu haldeéx, y) kompleks sayisinx ve y elemanlarinin ig

carpimi; H lineer uzayina ise i¢ carpim uzay! dddirg carpim uzayinda

[XI=(xx)
formalG bir norm tanimlagh icin i¢ ¢garpim uzayina bu norma gore lineer nornay
denir.

Eger bu lineer normlu uzay tam ve sonsuz boyutluHsgzayina Hilbert uzayi

denir.
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3.2.1.Tanim: H Hilbert uzayinda tanim bolgesiD(A)0OH olan

A:D(A)OH - H lineer operatoru verilsin.ger herx, ydD(A) igin

(Ay), =(xAY),
esitli gi sgglaniyorsa A operatdriine simetrik operator denirrﬁa( : >H H uzayinda

bir i¢ carpimdir.

H, ve H Hilbert uzaylari verilsin.
HyxH,={(x y) [xOH, yOH }
kimesi algilmis yontemle lineer uzaya dostirtlebilir. Bu lineer uzayda

X =(x,¥),Y =(%,Y,) OH,xH elemanlari icin
(XY ) o, = (XX + (Vo Yoy,
esitli gi bir ic carpim tanimlar ve bu i¢c carpima gore
H, OH, ::(Hlx H 2’< ’ >H1DH2)
bir Hilbert uzayidir. (Marcenko, 1972 )

3.3. L,(a,b)uzay

Verilmis [a,b] aralginda tanimli ve Lebesque anlaminda élgiilebilir ofafx)
fonksiyonu igin| f (x)|2 fonksiyonu bu aralikta Lebesque anlaminda intégrabilir

ise f (x) fonksiyonuna[a, b] aralginda karesi integrallenebilir fonksiyon denir.

Karesi integrallenebilir fonksiyonlarin lineer uzaga
b
(f,g):f f (x) g(x)dx
formall bir i¢c carpim tanimlar. Bgekilde tanimlanan i¢ ¢arpim uzayinin bir Hilbert

uzay! oldgu agiktir. Bu uzayl, (a,b) ile gosterilir.

3.4. Lineer Operatorlerin Ozdeser ve Ozfonksiyonlari

H kompleks Hilbert uzayindaA:H - H lineer operatéri ved kompleks

parametresi verilsin. ger herhangi birA =4, icin Au=Au operatér denkleminin
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U, 0 ¢ozUmu varsal, sayisinaA operatorinun ozgeri; u, JD(A) elemanina ise
A, 6zdeserine uygun 6zfonksiyonu (6zelemant) denir.

3.4.1. Ornek:
[1-x?)y —2xy +Ay =0 (3.4.1)
Legendre diferansiyel denklemi

d

N _
dx(a x)dxj+Ay—O (3.4.2)

seklinde yazilir.
A=n(n+1) (3.4.3)

Ozdeserleri icin (3.4.1) Legendre diferansiyel denklemin

1 d
Py(0)= 5 b -] (3.45)

seklinde polinom ¢ézimi vardir. Buradg,(x) Legendre polinomlariz =n(n+1)
Ozdeserlerine kagilik gelen dzfonksiyonlardir.

3.4.2. Ornek:
= -k’ (3.4.6)
diferansiyel denklemi ve

¥(0)=0, y'(0)=0, y{)=0, y@® =0 (3.4.7)
sinir sartlari verilsin. (3.4.6) denkleminik # 0 icin genel ¢cozimi, A, B, C, D keyfi
sabitler olmak tzere

y(x) = A + Bx + Ccogkx) + Dsin(kx) (3.4.8)
dir. (3.4.8) in (3.4.7) singartlarini sg§lamasindanA =C= e

tank =k (2%

denklemi elde edilir. (3.4.9) denkleminin kokletao k deerleri (3.4.6), (3.4.7) sinir
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deger probleminin Ozdeerleridir. Bu 6zdgerler y =tarx, y=x fonksiyonlarinin
grafiklerinin kesgtigi noktalarin apsisleridir ve basittirler. Bu 62@elere kagilik gelen
0zfonksiyonlar

y(x,k) =sin(kx) - xsink
olur. k=0 i¢cin (3.4.6) denkleminin genel ¢6zimu ise,

y(x)=A +Bx +Cx? +Dx® (3.4.10)
dir. (3.4.7) sinirsartlarindan A=B=C=D= 0 olur. Yani, k=0 icin (3.4.6)
denkleminin (3.4.7) sartini sglayan ¢oziimii sadecey(x)=0 asikar ¢dzimi
oldugundank = Oproblemin 6zdgeri dezildir.

Eger (3.4.7) sinigartlar yerine

y (0)=y"(0)=y)=y@®=0
sinir sartlari alinirsa, bu durumd& = @in (3.4.10) da vek# i@in (3.4.8) de
A =B =C=D =0 oldugundan bu sinir der problemin 6zdgeri yoktur.

Eger (3.4.7) sinir dger sartlar yerine

y(0)=y(0)=y(0)=y(1)=0 (3.4.11)
alinirsa, bu durumda da= @in 6zdger yoktur. Ancakk # Oicin (3.4.11) sinir
sartlarindan k 6zdegerleri icin

sink = k
denklemi elde edilir. Bu denklemin sifirdanska reel koki yoktur. Yani, bu sinir gk
problem sifir hari¢ reel olmayan 6zgge sahiptir.

3.5. Rouche Teoremi

Biitiin kompleks diizlemde analitik olan fonksiyoamtfonksiyon denirf (z)

tam fonksiyonu verildiinde
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f(z)=f"(z)=...=1f(z)=0f"(z)# 0
ise z= 2z, noktasinaf (z) fonksiyonunun k-kath sifir yeri denir. Tam fonksnlarin

sifir yerlerinin sonlu veya sayilabilir sayida aidu(veya hic olmagy) kompleks

analizden iyi bilinmektedir.

3.5.1. Teorem (Rouche Teoremi)Kabul edelim ki f (z) ve g(z) kompleks
fonksiyonlari herhangi biy kapali diizgin Jordorgesinin icinde ve tzerinde analitik
olsun ve herzUyicin | f(z)P|g(2) | ssitsizligi saglansin. Bu durumdg/ egrisinin
icinde f (z)+g(z) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayisi ilé(z) fonksiyonunun sifir

yerlerinin sayisi gttir (her bir sifir yeri mertebesi sayida hesapian
3.6. Asimptotik Esitsizlikler

xO[ab], AOC olmak tizere f(x,A)fonksiyonunun A - cicin davrangi
g(x,)\) fonksiyonununA - o icin davrangindan yararlanilarak ifade edilebilir. Béyle
durumlarda f(x,A)ve g(x,A) fonksiyonlarinin A - wigin davrang yakinlig

incelenirken “0”, “O”, “~" gibi simgelerden yaranhalir.

3.6.1.Tanim ( “O” Asimptotik Simgesi ):

xO[ab], AOC degiskenlerine bal g(x,A)fonksiyonu verilsin. f(x,A)

fonksiyonu icin 6yle M > 0 ve R > 0 sabitleri ici fEX’;\\; <M esitsizligi  butun
a\x,

x O[a,b]ve [A| > R gegerli oluyorsa, o halde
f(x,A)=0O(g(x,A)), A - o

veya kisaca
f(x,A)=0(g(x,A))

seklinde gosterilir.
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3.6.2.Tanim ( “0” Asimptotik Simgesi ):

Eger [a,b] aralginda diizgtin olarak|jm

— 00

f(x,A)
——— = 0oluyorsa o halde
g(xJ\)‘ )

f(x,A)=olg(x,A)),A - w

seklinde gosterilir.
3.6.3 Tanim (Asimptotik Yaklasim):

f(x,\)

Eger [ab] aralginda dizgin olarakm W‘:l oluyorsa, o halde

}\—)00

A - wigin f(x,A) fonksiyonu asimptotik olaralg(x,\) ya yaklgiyor denir. Ve bu

durum f(x,A) ~g(x,A),A - oo bigiminde gésterilir.
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4 MATERYAL VE METOT

Bu tez camasinda incelenen sinirgbs problemi klasik Sturm-Liouville sinir-
deger probleminden farkliliklar icermektedir. Bu fatktlar 0zdeer parametrenin
sadece diferansiyel denklemde gille ayni zamanda sinir ve gegckartlarinda da
bulunmasi, diferansiyel denklemin katsayi fonksiyomn bir noktada sireksiz olmasi,
buna bgl olarak sureksizlik noktasinda iki gggartinin eklenmy olmasidir.

Bu calsmada materyal olarak kaynaklar kisminda verileagkite makalelerden
yararlaniimgtir. Bu kaynaklardaki uygulanan yontemler inceleketez konumuzdaki
probleme uygulanabilir hale dagtiralmistar. Ayrica klasik Sturm-Liouville teoremi
ve yontemleri, 6zdger problemin ¢dzim yontemleri, fonksiyonel ve reelalizden
bilinen yontemler, tam fonksiyonlarin Rezidi teone Rouche teoremi, diferansiyel
denklemlerde integral denklemleri teorisi, ¢ézUnmkigiyonlarinin asimptotik seriye

acthm yontemleri uygulanrstr.
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5. BULGULAR VE TARTI SMA

5.1. Sinir D&er Probleminin Ifadesi

Bu bolimde x = 0 noktasi hari[;— ll] aralginda tanimh

Tu=-u +q(x)u=Au (5.1.1)
Sturm-Liouville denkleminden,

L,(u):=u(-D+u(-1)=0 (5.1.2)

L, (u):=Aau@+\-Bu@®=0 (5.1.3)
sinirsartlarindan ve

L,(u):=u(0+)-u©-)=0 (5.1.49)

L,(U):= you (0-) —you (0+) = (A3, + 8, )u(0) (5.1.5)

geck sartlarindan olgan sinir-dger probleminin 6zdeerleri ve 6zfonksiyonlari

incelenecektir. Burada q(pnksiyonu [— lO)ve (0,1] araliklarinda surekli ve x = 0
noktasindag (0x) sonlu limit dgerlerine sahip olan fonksiyonduer, 3,y;,d,(i=1,2)

katsayilari reeldirh kompleks 6zdger parametresidiaf3 > dr.
5.2. Problemin Operator-Teorik Yorumu

Bundan sonra her yerdg,, v,, 8,,8, >0 kabul edilecektir. Ug bikenli

f(x)
H=1lf, OO0 L[-1.4 vef;, f,0C
f2

biciminde olan elemanlarin lineer uzayinda vyani LI21[=1,]]DCDC direkt

toplaminda,
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f(x) g(x)
F=|f, ve G=|g, [JH elemanlari igin
f 9,
<FG>=y, j f ()g(x)x+Y, j f (g +—- 0.+ Y t,q, (5.2.1)

ap

esitli gi ile taniml ifade H da bir i¢ carpim tanimlar. Bui¢ carpim uzayinin bir Hilbert
uzay! oldgu aciktir. Verilmg (5.1.1) — (5.1.5) sinir-geer problemine uygun olan,

A:H - H lineer operatorinin tanim kimesi

f ve fl fonksiyordin [-1,0) ve (0,1] da mutlak

f(x)
sureklidir ve f(0x), f (@) sonlu limitleri mevcuttur.

D(A)= f, . (5.2.2)

tf OL,[-1,1], f(-1)+f (-1)= 0, f(0+) =f(0-) =f(0)

2 f,=5f(0), f,= af(1)+f (1)

olmak tizere A operatorin&D(A)igin

F))  [(fx) ~f" +q(x)f
AF:=Alf, |=A| 5f(0) =| yof (0-)=v,f (0+)=5,f(0) (5.2.3)
fa af +f @) |Bf @

biciminde tanimlayalim. O halde, AR olmak Uzere (5.2.3%#li ginden,
—f +q(x)f =\ f
yif (0-) —y,f (0+) -3,f (0)=15,f (0)

B M=Maf@+f (1)

elde edilir.

f(x)
Ayrica F=|f; DD(A) oldugu icin,
fa
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L,(f)=f(-D)+f (-1)=0
L,(f)=f(0+)-f(0-)=0
esitlikleri saglanir. O halde agairdigimiz (5.1.1) — (5.1.5) sinir-ger gecs problemi

u(x)
U =|93,u(0) OD(A)  olmak iizere
af @ +f ()

AU =)\U

biciminde yazilabilir. Bu yazilimdan (5.1.1) - (5]} sinir dger probleminin 6zdgeri

ile A operatdriintin 6zgerinin ayni oldgu goéruldr.
5.3. A Operatorunin Simetrikligi

5.3.1.Teorem:Yukarida (5.2.2), (5.2.3eklinde tanimlananA: H - H lineer
operatoru icin, <AF,G>=<F,AG> (FJBD(A)) bagintisi s@lanir. Yani A operatori

simetriktir.
F(x) g(x)
Ispat: Keyfi F=|f, , G5 g, |UD(A) elemanlar verilsin. D(A) nin
fs 9,
tanimi geregi,
f, =0,f(0) 9, =6,000)
fo=af@+f @ 9, =ag®+g'M

dir. (5.2.1) i¢c carpimini kullanirsak,

<AFG>—-V1If X)o(x) dx VZIf _(_)dX+vlf

-1
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+v21q () e+ vt () + Y21 (1) )

+(ut (0-)-v.f (0+)-v.1(0))d0)

olur. f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin wronskiyeni

(5B.1

W(f,g;x):=f(x)g'(x)-f'(x)g(x) seklinde gosteriimek iizere yukaridaki

integrale iki kez kismi integrasyon uygularsak,
<AF,G>=y,W(f,g:0-) -y, W(f,gi=1) + v, W(f g

0

-, 50+)- . (0 ko . (9l

-1

-VZI X)dx+sz

+y,f ©g®) + 12 f 0 O

4 (ylf (0-)-v,f (0+)-3,1 (o))g@

elde edilir. Dger taraftan (5.2.1) deki i¢c carpimdan
0 — 0
<FAG>=-y [ f(x)g (xpx+y, [f(x)a(x)a(x)x
-1 -1

1

—vzj (x)g (X)dX+v2I (Xl + v £ g @

+%f'(1)ﬁ+[vlg'<0—)—vzg'<0+)—62@jf(0)

(5.3.2)

(5.3.3)
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elde edilir.

(5.3.2) ve (5.3.3)gtlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,

<AF,G >-<F,AG >= y,W (f,g,0-) -y, W (f,g;~1) +y, W (f ,g21)

~Y, W (f,g:0+) + Vz(f (o - f Wy (1)j

+v,[f' 0-)90) - F(0)g )

+v,(f @g (00 - (0+)9(0)) (5.3.4)
elde edilir. F,GLID(A) oldugundan,
F(-D)+f(-D=0 , g(-D+g(-D)=0
f(0-)=f(0+)=1f(©0) , 9(0-)=9(0+) = 9(0)

esitlikleri saglanir. Buna gore yukaridaki (5.3.49ité ginin sg tarafi sifira gt olur.

Dolayisiyla her  F,GID(A) icin, <AF,G>=<FAG> di. Yani A operatori

simetriktir.

5.3.1.Sonug¢¥Verilmis (5.1.1) — (5.1.5) sinir ger probleminin buttin 6zgerleri
reeldir.
Ispat : A bir 6zdeer ve ® de bu 6zdgere kagilik gelen 6zeleman olsun. A

operatoru simetrik oldiundan,

(AD,®) =(D,AD)
(AP, ®) = (D \D)
M@, @) = N D, D)
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ve (®,®) # 0 oldugundan
A=A

bulunur. O halde A operatérinin dolayisiyla (5.2.1%.1.5) sinir dger probleminin

butinA 6zdeserleri reeldir.

5.3.2. Sonug A operatorunun farkh ozgerlerine kagilik gelen 6zelemanlari
ortogonaldir.

Ispat : A operatorininA, ve A, gibi iki farkli 6zdeserine kagilik gelen

6zelemanlari sirasiyle®, ve ®, olsun. Buna gore

AD, =\ D, ,AD, =)\, D,

esitlikleri saglanir. A operatdrinin simetrik oldu kullanilirsa,

(AD,,®,) = (D, AD,)
<}\1(D1,(D2> =<q)1’)\2q)2>

()‘1 _)‘2)<CD1’CD2> =0

A, ZA, oldusundan
(®,,®,)=0

bulunur. Béyleced, ve ®, dzelemanlarinin ortogonalligdsterilmg olur.

o (x)
A operatdrunin 6zelemanidh =| §;¢, (0) seklinde gdsterebiliriz.

ag, M)+ @, (@)
5.3.3 Sonug: Verilmis (5.1.1) — (5.1.5) probleminin iki farklh ve p

O0zdeserlerine uygun 6zfonksiyonlarg (x, A) ve Y (x, pn) arasinda sgidaki bainti

mevcuttur.
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Ve @ AW, )+, [ @x, A (x, W)y = {%cp(mwa ) +%(cp(mw' L) +GANWAR)

B

Ispat : Fonksiyonel analizden c¢ok iyi bilinen teorem déresimetrik A

+Z—2¢(lh)w'(lu)+51¢(0,A)w(0,u)} (5.3.5)

operatorinum # L 6zdeserlerine uygun olan

O(X,\) P(x, 1)
® =| 5,0(0,7) , W=| 3,y u)
aQ@LA) +@ (LA) o L p) +Y @ p)

O0zelemanlari H Hilbert uzayinda ortogonal olacaqiy
<dO,WY>=0 (5.3.6)

H uzayindaki i¢ carpiminin (5.2.1) tanimindan yarafirsa, (5.3.6) gtli ginin
(5.3.5) aitli gi ile esdeger oldugu goruldr.

5.4. Temel C6zimler ve Wronskiyen Fonksiyonlari

@, (X):= @, (x,\) ile (5.1.1) denkleminifi- 10] aralginda
u(-1) =1 : u(-)=-1 (5.4.1)
sartlarini sglayan ¢ézimund, bu ¢ozime ghaolarak @,, (X):=@, (xA) ile (5.1.1)

denkleminin[o,l] aralginda

u@©) =@ OA) (5.4.2)

U =Yg ) 1010

2 2

¢ (O,A) (5.4.3)

sartlarini sglayan ¢ozimuanu gosterelim, dyle ki bu ¢6ziim teoBeinl e gore vardir.
Boylece @, (x) := @ (XA ¥onksiyonu

@, (), x0[-10)

®) :{cpm (),x0 0]
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olmak uzere (5.1.1) denkleminin[—lO)D (0,1] aralgindaki (5.1.2) sinirsarti ile
birlikte (5.1.4) ve (5.1.5) gegkartlarini sglayan ¢c6zimu olur.

Benzersekilde (5.1.1) denkleminil[uo,l] aralgindaki

u@® =p-A , u@=\a (5.4.4)
sartlarini sglayan ¢oziminu x,, (X) =X, (A i), bu ¢6zime bai olarak (5.1.1)
denkleminin[— lO] aralgindaki

u(0) =x2(0,1) (5.4.5)

e %xﬂ%hmxz(@m (5.4.6)
1

1
sartlarini sglayan ¢cozumuand ise(, (X) =X, (X, i)e gosterelim. Boylece

X, (X) :=X(x,A) fonksiyonu

Xn (), x 0[-10)
Xar (X),x 0 (0]

olmak tzere (5.1.1) denklemin[ﬁ ],O) 0 (0,1] aralgindaki (5.1.3) sinisarti ile birlikte

X (X):{

(5.1.4) ve (5.1.5) gegisartlarini da sglayan ¢oziimii olur. Bup, (x) ve X, (x)g6ziim
fonksiyonlarlxD[— 10) LI (0,1]igin A parametresinin tam fonksiyonudurlar.

5.4.1. Sonug: Tanimlanan @, (x) ve x,(x) ¢ozim fonksiyonlari uygun
xD[—lO] ve xD[O,l] degiskenlerinin her bir dgeri icin A parametresinin tam
fonksiyonudurlar. Buna I olarak, W(cpn,xn;x) wronskiyen fonksiyonu dah

parametresinin tam fonksiyonudur.

5.4.1. Lemmax D[— ],O)D (0,1] icin @, (x) ve X, (x) (j=212)fonksiyonlarinin
wronskiyeni x dgiskeninden baimsizdir.

ispat: W(g,,, X;u: x)= @, (), (x) - 6, (<)x,, (x)
esitli ginde turev alinirsa

D)=, (9.1, (9 + 0, (X000

=@, (X) X3 (%) =4 () x5 (%)
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=@, (X) X33 (x) =g, (%) x12 (X)
ve g, (x) ve x,,(x) fonksiyonlarinin (5.1.1) denkleminin ¢éziimu aidikullanilirsa

Sufan

elde edilir. Bu iseg, (x) ve x;,(x) fonksiyonlarinin wronskiyeninirx degiskeninden

bagimsiz oldgunu verir.

Buna gore
w(A) = W((pj)\ 1 Xjns X) =0 (X)X'p\ (X) - (p'p\ (X)Xj)\ (X)
seklinde gdosterilebilir.

5.4.2. Lemma:Her A OC icin y,0,(A) = y,w,(A) esitli gi saglanir.
ispat: w,(A\) = w(@y Xn:X)

= (@ X 0)

=@ 0. X0 0 =@ O)Xnr O)
(5.4.2), (5.4.3), (5.4.5), (5.4.63idiKkleri kullanilirsa,

::/_zw((szaXZA ;O)

1

=Y203,(\)

1

olur. O halde,
Y0 (A) =Y,0,(A)
w(A) = y,0,(A) =y,w,(A) ssitligi ile tanimh w Q) fonksiyonuna (5.1.1) -

(5.1.5) sinir-dger probleminin karakteristik fonksiyonu denilecekti
5.4.1 Sonuc:w, (A) vew, (A) fonksiyonlarinin sifir yerleri cafiktir.
5.4.1. Teorem:(5.1.1) - (5.1.5) sinir-der probleminin 6zdgerleri ancak ve

ancakw A ve w(A) + ()\61 +62)cp(0,)\ )X (O,A) fonksiyonlarinin sifir yerlerinden ibarettir.
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Ispat: Kabul edelim kiA =\, (5.1.1)-(5.1.5) sinir dr probleminin 6zdeeri
ve w(Ag) = Oolsun. O halde,

W) =Y, A) =0 = (@, . X;,:x)=0 dir.(=1,2)

Buna goreg,,  (x)ile X;,, (x) lineer bgimli olacgindan,

@, (X,A0) =KX (X,Ap) (5.4.7)
esitli gini saglayacaksekilde k; # 0 sabit sayisi vardir.

X; (X,A,) fonksiyonu (5.1.1) denkleminin (5.1.3), (5.1.4),1(5), sinir ve gegi
sartini sgladigl aciktir. (5.4.7) gtli i gerezi x;(x,A,) fonksiyonu (5.1.2) singartini
da sglar. Dolayisiylax;(x,A, Jonksiyonu (5.1.1) - (5.1.5) sinir ger probleminin
¢Ozumu olur. Bu isel = A, sayisinin 6zdger oldwunu gosterir.

W(Ag) #0olsun. Bu taktirdep, (X,A, Jle X;(X,Ay) ve @,(X,A,)ile X,(X,A,)

fonksiyonlari lineer beimsizdirlar.

Bu fonksiyonlarln[— 1,1] aralgina sifirla devamlarini uygun olarak(x,)\) ve

X; (x.A)ile gosterilirse (i=1,2) yani,

-2 @ (x), xO[-10)
%(X)_{gﬂ , x0(0/]

o ()= 0, x0[-10)
P 0, (x), x0 01

- (2 X (x), xO[-10)
X“(X)_{o , x00/]

)= 0, x0[-10)
X2 % (%), x 0 ]

olur. Buna gore (5.1.1) diferansiyel denkleminimglec6zimu
u(x,A) = Cl(p.l.(x’)\) +C, Xl(x’)\) +C, (pz(x’)‘) + C4X2(X’)‘)

seklindedir. DolayisiylaA , 0zdeerine uygun olan her bir u (Xgfonksiyonu icin,

UO(X) = CCLO (p.l.(x’)\O) + CZ,O Xl(x’)\O) + CS,O (pZ(X’)\O) + C4,0 XZ(X’)\O)
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olacaksekilde en az biri sifirdan farkl olag, , ,C,,,C,,,C,, sayilari bulunur.
Diger taraftanu, (xpzfonksiyon oldgundan (5.1.2) - (5.1.5) kallarini s&lar.
Yani, Lv(uo(x)): 0 (v:1_,4) dir. C, (i =ﬂ) katsayilarinin en az biri sifirdan farkl

oldugu i¢in buradan,

Ly (@ (%A Ly (s (6 A Ly (0 (X A L, (X (X, A )
Lo(@ (6 AL o (X (X A Lo (@ (X A L, (X (X))
L3(@ (XA L0 (R A L5 (@, (A L5(X, (X A,))
Lo (@ADL 0 (X AN L (@ (X AL, (X2 (X, Ao))

A(N,) = =0 (5.4.8)

elde edilir. ;pl(x,)\) ve )~(1(x,)\) fonksiyonlarinin tanimi ve (5.1.2) sinirskitu gerei,
L{@(eha)| =0+ 6 (-120) = @200 v (-,) =0

ve
Ll()~(1(x’)‘o)j = )~(1(_1')\0)+)~(1‘(_l)‘0) = Xl(_l)\o)+X1‘(_l)\o)

olur. Diger taraftan,

@ (A o) =@ (. A0) X, (A ) =@, (XA o)X, (X, A,)  wronskiyeni x O[-10)dan

bagimsiz oldgundanx = -1igin,
0 (Ao) =@ (=120 )Xs (- 1A0) =01 (=12 ) X, (- 12,)
=X (=120) = (2)x: (-22)
= X1 (-1 A0) * X2(=120)

elde edilir. Dolayisliyla,

L lere) = ho)= o)

bulunur. (~p2A (x) )~(2A (x) fonksiyonlarinin tanimi gege

Ll[Epz(x,Ao)}cpz(—uo):o
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L xalko) = xal-20)=0
olur. Yine, (5.1.3) sinir kwlu gerei,

L) @(X,Ao)}ipl(mo)m

—
N

il(x’)\o)j = )zl(l Aog)=0

L (Pz(XJ\o)j =Aa ;Pz(l)\o)J’ (A —B)ézv(l)\o):)\mpz(l)\o%()\ —B)p; (LAo)

olur. Diger taraftan,

('02()\0) = (pz(X’Ao)Xz‘(X')\o)_(pz'(X’Ao)Xz(X')\o)

wronskiyeninix =1 degeri icin hesaplarsak,
wz()‘o):(pz(l)‘o)X2'(l)‘o)_(pzl(l)‘o)XZ(l)‘o)
= (LA M=z (LAo)(B-2)

=A@, (LAg)+ (A ~B)e; (LAo)

bulunur. Buna goére
- 1
Lo ko) =)= L )

elde edilir. Benzegekilde

Lz(kz(x.m)j =M X, (LAo) + (A = B)X, (LA,) = Aax,(LA,) + (A = B)x, (LA,)

=Aa(B-A)+(A-BAa =0

L @)= @(0n20)-3(0-10) = -0 (0-2)

LS(;(l(X’)\O)j = )~(1(0+’)‘o)_)~(1(0_’)‘o) = _Xl(o_’)‘o)

L] @) | =0,000.) -0, (0-20) = 0,000
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L Xal00) | 207 20)o(0-20) = (04,0

L @60 | =10 (0-20) -1, (04.20) - (3, 5. Jo 01
= 1@(0-20)- (3, +8,) 2 0.0o)

L0 | 21X (0-20) -, (04.20) - (13, + 3, (0)
=V X (0= 2) = (A8, +8,)x,(0A,)

L @000) |2 10 (0-20) -1, 0700) - (15, + ) 01
==Y,9, (0+.10) = (A 3, +8,)0, (0.1, )

L el |2 1 0-20) - (0000) - (08, + 8. (00)

= _V2X2'(O+’)‘o) - ()‘061 + 52))(2(0’)‘0)

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler (5.4.8) de yerikonulursa,

1
0 —wlA 0 0
Lo
0 0 iw()\o) 0
Y2
=0
-, (0A) —X1(OA0) @, (OA,) X2 (OA,)
a,(A,) a,(A,) a5(A,) a,(A,)
olur. Burada,

al()\o) = Vl(Pll(O_:}\o) - ()\051 +90,) P, (0,A¢)
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a () =7, 0= )= (o3,+5,)x 01 )
a3()\0) = _YZCPI2 (O+’)\o) - ()\051 +0,) 9, (0,A,)
a,(A )= —yzx'2(0+,)\0) — (N 3,+3,)X2(0.A0)
dir.Yukaridaki determinant ikinci satira gbre acd,

A()‘o)= 1 (.02(7\0) '(P1(0,7\O) Xz(oi)\o)

YiY yl(pl'(o_')\o)_()\06l+62)(p1(0’)\0) 'y2X2‘(0+’)\o)_()\061+62)X2(0’)\o)
BN e N e R o or)
YiYs y1(pll (0_1)‘0) - V2X2.(0+!)\o) - ()‘ O+ 62)(91(0’)‘0) - ()‘ o0t 62))(2(0’)‘0)

bulunur.A(Ay) =0 ve w(\y)#0 oldusundan, buradan

-,(0A) X2(0.Xo) -@,(0,2,) XZ(O,)\O)

. , =0 (54.9)
Vi@ (0=20)  -VaXo (0+.2) (pl(o’)‘o) Xz(oa)‘o)

_(}‘051 +52)

elde edilir.Simdi (5.4.9) ifadesindeki determinantlar ayri aggagidaki bicimde ifade

edilsin. Birinci determinant igin(ij(x) ve )(M(x) fonksiyonlarinin tanimlarindan

yararlanilirsa,

'(pl(o’)‘o) Xz(oi)‘o)
V1(91‘(0_’)‘o) _V1X1‘(O_’)‘o)+()‘061 +62) 2(01)‘0)

‘ _(pl(o’)‘o) Xz(oJ‘o)
Vl(p1'(0_’)‘o) _szzl(o’)‘o)

:‘ —(pl(o,)\o) Xz(O,)\o) _ ()\0514_62)([)1(0,)\0))(2(0,)\0)

V1(p1'(0_’)‘0) _V1X1‘(0_’)‘0)
= Vlwl()‘o)_()‘oél +62)(p1(0’)\0)xl(0’)\0)

ifadesi bulunurikinci determinant igin ise,
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A i

ifadesi bulunur. Bunlar (5.4.9) de yerin yazilirga w(Agy) In tanimi kullanilirsa,
W(A) + (A B, +8,) @ (OA,)X: (OA,) =0denklemi bulunur. Demek ki, w(A))#0
oldugu durumda\ =A,0lmasi icin gerek ve yetegart

WA g) + (N3, +5,) @ (0A,)X, (OA,) =0 olmasidir.
5.5. Temel Cozlimler iginintegral Denklemler

Burada kesim 5.4. de tanimlanang (x,A) ve X;(x,A) fonksiyonlarinin

|)\| - oo i¢in asimptotik davraglari incelenecektir.

5.5.1.Lemma =s*,s=0 +it olmak {izere (5.1.1)denkleminig, (x) = @;(X,A)

(j=12) ¢dziimii icin gagidaki integraller denklemleri (k = 0 ve k = 1 igiggcerlidir.
@, () = (cods(x +9])* =2 (sinstx + 1)+ [ sirlstx ) a(v) )y

(5.5.1)

(pz)\(k) (x):%(O)(cos$x))(k) + yis (Vl% (O)_(5251+62)%(O))(sin(sx))(m

2

1
+=
S

(sinls(x - )] a(y) e, (y)dy (5.5.2)

O Gy X

Ispat:@, (x) fonksiyonu [—10] aralginda (5.1.1) denkleminin ¢6zimi

oldugundan,

AP (¥) = o (V) + S°n (¥)
esitli gi saglanir. Buradan

[ sinlsx = y)lay)gy, (y)dy =* [ sinls(x = y)]e, (y)dy + [ sinfs(x - )]y, (y)dy

(5.5.3)
yazilabilir. Sg taraftaki ikinci integral icin iki kez kismi integsyon uygulanirsa,
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Jsinlstx =yl (v:A)dy ={sinfstx =y, (v-A)gf| " +s] codstx -yl (v

= =sinfs(x +D]e; (- 1A )+ {cods(x - y)]ca(y,x)}| - j sins(x ~ y) |, (y.A)dy
=sinfs(x +1)] + s{g, (x,A) ~cods(x + D], (-1 M)} - jsm[s(x y)le: (v A)dy

= sinfs(x +1)] + @y (x, A) ~ cods(x + D]} - &° j sinfs(x = y) . (. )dy
-1

olur. Sonuncu gtlik (5.5.3)' de yerine yazilirsa,

_flsin[s(x = y)laly)e, (v.A)dy = sinfs(x + )] + (@, (x,A) - cos[s(x +1)])
esitli gi bulunur. Duzenlenirse,

@, (x) = (cods(x +1)]) - (sm[s(x+1)]) J (sin[se<=y)])a(y) @y (y)dy

olur. Benzersekilde @,, (x)de hesaplanir. Elde edilegitéklerde x desiskenine gore
turev alinirsa turev denklemleri de elde edilir.

55.2.Lemma: A=s’, s=o+itolmak (zere (5.1.1) denkleminin
X (X) =X, (x,A) (j=12) ¢ozimii igin gagidaki integraller denklemleri (k = 0 ve k = 1

icin) gegerlidir.
X (X) = X (0)(cosgx)) ™ + % [vzx;x ) +(5%8, + 8, ) (@](sin(sx))(“
1T

+éz(sin[S(x -V a()xu (v)dy (5.5.3)
% () = su(sinfs(x-1)])" +(cosls(x-1)])* (8 -5°)
- éj (sin[sex = y)])™ a(y)X (v)dly (5.5.4)

Ispat:x,, (x) fonksiyonu [—lO] aralginda (5.1.1) denkleminin ¢6zUmu

oldugundan,

aY)Xn (Y) = X () + X ()
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esitli gi saglanir. Buradan
0 0 0 "
[sin[s(x = Y)la(y)Xu (y)dy = [sin[s(x = y)[Xz (y)dy + [sin[s(x = y) X (y)dy

(5.5.5)
yazilabilir. Sg taraftaki ikinci integral icin iki kez kismi integsyon uygulanirsa ve
(5.4.5)- (5.4.6) gtlikleri kullanilirsa,

[sinlstx = y)ls, ()dy =sinlsx=y)x ) : +sf cods(x ~y)xy (y)dy

. 0
= sin®Xx, (©) +slcods(x ~y)u W] 2 =s"[sin[s(x -y)|x , (y)dy

X

= sin(sx){ﬁxn' ) + KSM))(2A (0)} + S[COSSX)X1A O -Xx,, (X)]
\ Y

1

0
- [sin[s(x -y)Jx , (y)dy

X

elde edilir.Sonucustlik (5.5.5) de yerine yazilirsa,

0 ' 2
fsinfsoc - y)la(y)x,, (v)dy= sin(sx){%xa 0+ FBrE)y (0)}

X 1 1
+slcodsx)x (0)-x_, (¥)]

esitli gi bulunur. Duzenlenirse,

Xn (X) = X2 (0)(cos6X)) + yis[ylezx ©) + (5251 + 62))(2)\ (0)] (sin(sx))
1

+§Z(sin[s(x -y axu (v)dy

bulunur. Benzerekilde X,, (x)de hesaplanir. Elde edilenitéklerde x desiskenine
gore turev alinirsa tirev denklemleri de elde edili

5.5.3. Lemma: Kabul edelim ki A =s?, s=g+itolsun. xd[-10)0(01] ve
|)\| — oo oldugundag,, (x) (j = 12) fonksiyonlari icin gagidaki asimptotik ifadeler
gecerlidir. (k=0ve k=11ic¢in)

9, (x) = Ol ) (5.5.5)
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0, (%) = (cods(x +1)])* + OQS| Hét‘(m’) (5.5.6)
9, (x) = Ol &1 (5.5.7)
0, (x) = —s%coss(sin(sx))(k) + qu_ké“(“l)) (5.5.8)

Ispat: Burada sadece (5.5.7) ve (5.5.8) asimptotik ifaifge ispatlari
verilecektir:

(5.5.6)ifadesinden,

@, 0) = coss+0(|SI J (5.5.9)

¢ (0) = -ssins+0le") (5.5.10)
yazilabilir. Bu denklemler (5.5.2) de yerine yazd,

2
() (X) = COSSCOS(SX)~ RES sinssin(sx)- (M cosssin(sx)} + 1 )j(sin[s(x - y)] a(y)e,, (y)dy
Y2 YoS SO

+cos(sx)0(| # J Yy sm(sx)O(é ) KSZ61—J;6)sm(sx)o(| # J

2

elde edilir.
P (x) =57 Vg,, (x)

dersek ve kompleks analizden iyi bilinen
sin(sx) = O(ét‘x) cosbx) = O(é“x)

asimptotik gitliklerden yararlanilirsa,

2
F, (x):ée_””l){cosscos(sx) Y1 sinssin(sx) - (%cosssin(sx))}
2

2

f sis(x - y)|q(y)e"* R, (y)dy+0(§]

olur.

simdi F,(\) = g<1a>1<|FU (¥)| dersek,
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8.5 1 1 h M
RO+ 2+ % = [Jay)RM)dy +
1l T T R
elde edilir. Burada M > 0 olan bir sabittir. Buradg, (A\) = O() olur. Dolayisiyla,
@, (x) =031 (5.5.11)

asimptotik ifadesi elde edilir.

Simdi (5.5.8 ) ifadesini ispatlayalim:

(5.5.2) formulunun ga tarafindaki terimler ayri ayri gerlendirilecektir. ilk
terim icin (5.5.9) formulinden yararlanilarajagdaki ifade bulunur.

@, (O)cos(sxF (coss+ O[ q Dcos(sx)

o) Jo

_ O(e‘ | (x+1) )

Ikinci terim igin (5.5.9)- (5.5.10) formiillerindeyararlanilarak gagidaki ifade

i

bulunur.

Ve (Vl%\ ) - (s 5, +d )fpb\ (0)sm(sx)) [yl( ssirs+ C{é )) s 75, +5 Xcos+ C{é ))}sm(sx)

2

5 t(x+1
= —s—L cosssin(sx) + O(e O ))
Y2

(5.5.11) asimptotik gtli ginden,
|(p2}\ (X)| < M| érét\(ml)

olacaksekilde x veA dan b&msiz M > 0 sabiti mevcuttur. O halde,
1% . h .
~[sinlstx=y)la(y)e, (y)dy{ < {Mjlq(y)ldy}é“ Y
0 0
esitsizligi bulunur. Buradan,
L Jsirfsx - y)law)e, (v)y = o)
< [sinlstx = y)Jay) e, (ydy =
0

oldugu gorular,

Asimptotik ifadeler (5.5.2) integral denklemindk € O icin ) yerine yazilirsa,



35

P (X) = —SS—i cosssin(sx) + O(é t(“l)]

esitligi bulunur. Boylece (5.5.8) ifadesinin glolugu gosterilmg olur. Digerleri de
benzerekilde ispatlanir.
5.5.4. Lemma: L =s®, Ims=tolmak Uzere 1 (XA ve y,(X,A) ¢bzim

fonksiyonlari i¢in @agidaki asimptotik formuller gegerlidir.

X (x) = Ofg 6" (5.5.12)
X (x) = —§%cos(s)(sin(sx))(k) + oﬂq 2l ) (5.5.13)
X (x) = Ol 21 (5.5.14)
X0 (X) = —s%(coss(x —1))* + O(H il (H)) (5.5.15)

Ispat: Burada sadece(5.5.14) ve (5.5.15) ifadelerinin ispatlari vergddr.

(5.5.4) ifadesinden,

1
Xon () = stsinfs(x ~1)] + cosBl(x ~D](B=52) = sinl(x =y )Ja)¥ar (Y)y

(5.5.16)
dir.
G, (x) =52 1y (x) dersek,
G () =5 21 ssinfs(x ~1)] + cosb(x ~D)I(B~5")}
-2 } sinf(x - y)la)e" 6, (y)dy
olur.

G,(\) = 59[33]‘|G2A (x)| alirsak,

G,(A)<

+—+1+ 4“q

elde ediIir.BuradanGz()\) = O(1) olur. Dolayistyla,

X (X)= quzét‘(“)) asimptotik ifadesi elde edilir. (5.5.17)
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Simdi (5.5.15) ifadesini ispatlayalim:
(5.5.16) denklemindeki integral ifadesigdelendirilecektir. (5.5.17) asimptotik
esitli ginden,

Xar (x) < RHZeJt‘(l_X) olacak sekilde x ve A dan bgmsiz R > 0 sabiti

mevcuttur. O halde,

Ssin[s(x ~y)laly )X (y)dy{ < Rﬁhq(y] dye ™™ esitsizligi bulunur. Buradan,

1jsilﬂ[S(x ~ylaly)xe (Y)dy = dse") oldugu goraiar

Asimptotik ifadeler (5.5.16) ifadesinde dikkatenatsa,
xzx(x)=—sz(coss(x—1))+Oﬂ$ét‘(l_x))asitligi bulunur. Bu ise (5.5.15) in

ispatidir. Dgerleri de benzegekilde ispatlanabilir.

5.6. w()\) ve A(A) Fonksiyonlari icin Asimptotik Acilimlar

5.6.1. Teorem:w()\) ve A (\)fonksiyonlari icin @agidaki asimptotik ifadeler

gecerlidir.
w(A) = —s', cos s+ O(ﬁsez‘t‘ ) A| - o (5.6.1)
AQ\) = -2, cog s+ O ), | - oo (5.6.2)

Burada\ = &%, Ims=t gosterilmgtir.

Ispat: W((pm,xm;x) wronskiyeni x den Gamsizoldugu icin,

(V) = 360, (\) = Ya (@ 00X (09) =@ (0Xir (%)

= V2 0 (DX (D) = @y (-DXor (-D) (5.6.3)
esitli gi saglanir. @, (x)fonksiyonu (5.4.1) bdangicsartini sgladigi icin
o (D=1, @, (-D=0 (5.6.4)

olur.

Ayrica (5.5.13) formilinde x = -1 yazmakla
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Xp (-1) = 53%005$ins+ quzezm) (5.6.5)
1
)(m'(—l):—s“%cos2 s+ OsteZ“‘) (5.6.6)
1

asimptotik gitlikleri elde edilir..

(5.6.4) , (5.6.5) ve (5.6.6)sidikleri (5.6.3) ifadesinde yerine yazilirsa
w(A) fonksiyonu igin

w(\) =-s'5,cos+ O([sfez“‘ ) A| - oo
formult elde edilir.

Simdi ise A(A) icin (5.6.2) asimptotik ifadesinin goulugunu gosterelim.

(5.4.2) ve (5.4.5) Bbdangic sartlan dikkate alinir, (5.5.6) ve (5.5.15)

formullerinden yararlanilirsa

o (0}, (0) = @ (0)x 1 (0)

e

s
= -s?cos’ s+ O(Hsem) (5.6.7)

asimptotik gitli gi elde edilir.
(5.6.1) ve (5.6.7) asimptotiksidikleri A(A) = w(A)+(Ad, +d, p(OA)X(O,A)

ifadesinde yerine yazilirsa
AO) = -8, cod s+ Of[§°e ) | — o

formdlu elde edilir.

5.7. Ozdaerlerin Asimptotik Acilimlari
5.7.1. Teorem:(5.1.1) - (5.1.5) probleminii , ()\n :Sﬁ) Ozdeserleri igin

n - o oldugunda aagidaki asimptotik ifadeler gecerlidir.
. 1 1
S =nn+—=-|+0 —— 5.7.1
" r( 2) (Jﬁ j o7

S, =n(n—%j+o(%j (5.7.2)
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Ispat: A =s?, s=o+it olmak lizere
w(\) = -s'5, cod s+ O[g’e”!) ifadesinin ilk terimini w,(A) = -s*3, co¢ s ile
ikinci terimini ise w,(A) = Oquezm) ile gosterelim.
Kompleks duzlemde,
c,={soc |l§|=(mn +1)f
egrisi Uzerinde yeteri kadar buyik nggeleri igin
[ )[>[e,(M)
oldugu gorulur. Buna gbre Rouche teoremi @ér@'n egrisi icinde

W) = (A) +w,(A)

fonksiyonunun sifir yerlerinin sayiso (A) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayisina, her
sifir yeri kati sayida hesaplamak kaydiylgiitie. Diger taraftanC'n egrisi icerisinde

wy(A) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayisinin 4n + 6dwdu aglktlr.( Bu sifir

2 2 2 2 2 2 2

halde C'n+1egrisi C'negrisi arasindawy(A) fonksiyonunun tam 4 tane (4(n+1)+6-

yerleri{ 0,0,0,0,—-

NS

(4n+6)=4) sifir yeri mevcuttur. Bunlardan 2 tanasireel pozitif eksen Uzerinde,ggir
2 sinin ise reel negatif eksen lzerinde yige aciktir. O haldew X )fonksiyonunda
Rouche teoremi gege C'n+1 egrisi ile C'n egrisi arasinda 2 si reel pozitif eksengeli 2
si ise negatif reel eksen Uzerinde olmak kaydita 4 tane sifir yeri mevcuttur.

w, (A) fonksiyonu s dgskeninin ¢ift fonksiyonu oldgundan sadece pozitif reel eksen

uzerinde yerlgen sifir yerlerini incelemek yeterlidit (A) fonksiyonunC._, egrisi ile

C'n egrisi arasinda kalan pozitif sifir yerleringagidaki gibi numaralandiralim. ( iki

dizi biciminde )

S, = r(n+%j 'n=01.2,...
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Rouche teoremi gege «w (M) fonksiyonununC, ., egrisi ile C,, egrisi arasinda kalan
pozitif sifir yerler{ S, } ve {S,"} ibi éyle iki dizi bigiminde siralanabilir.

S -&<n s -8

<g olur. (5.7.3)

Sn' —én' =6n', Sn" -S. =3,

n

(5.7.4)

seklinde gosterirsek

s, :r(n +1j+6n', s :n(n—ljmn" 5.7.5)
2 2

formulleri elde edilir.
Ayrica (5.7.3) ve (5.7.4) den

< (5.7.6)

2

n
<_)

2
esitsizlikleri saglanir.

5, 5,

S, ve S, , w(\) fonksiyonunun sifir yerleri oldiundan, (5.7.5) ifadelerioA) da

yerine yazilirsa, buradan

'8, cosz(r(n +1j + 6,]'} + O(
2

'8, co§(r(n +1j +6n"J + O(
2

esitlikleri bulunur. (5.7.7) gitligi dizenlenirse,

co§(r(n+1j+6n'j - o{i} (5.7.9)
2 s,

elde edilir. Ayrica,

co§(r(n +%) + 6”} =sin’§,

~

n

S,

3) =0 &y
ve

S, S,

3) =0 (BY.

ve
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esitliklerinden yararlanilirsa, (5.7.9) ifadesinden

sin®3, = o(lj (5.7.10)
n
asimptotik gitli gi bulunur.Buradan (5.7.6)#ksizlikleri geresi
: 1
0, =0 — 57.11
& 5.7.10)
esitli gi elde edilir. Benzegekilde (5.7.8) gitli ginden
5 = o(ij (5.7.12)
N N 7.
esitli gi bulunur.

O halde (5.7.11) ve (5.7.1Xitkkleri , (5.7.5) ifadesinde yerine konulursa

s, = n(n +%j +o(%j 'S, = n(n—%j o(%j (5.7.13)

asimptotik formulleri elde edilir. Benzer bicimdé€\) fonksiyonunun sifir yerleri icinde
ayni asimptotik gtliklerin  saglandig gorular. (A(A) fonksiyonu ile « Q)

fonksiyonunun esas terimleri birbirinden sadecetgabarpani ile farkl oldgu icin )

5.8. Ozfonksiyonlaricin Asimptotik Formuiller

5.8.1. Teorem: S'n O0zdeserlerine kagillk gelen bzfonksiyonlancpﬁ(x)ile
S'r']('jzdegerlerine kagihk gelen 0zfonksiyonlar (pﬁ(x)ile g(‘jsterirsek,(p},(x) ve

cpﬁ (x) 6zfonksiyonlarininn - oo igin asimptotik davraglari

(-1 +1sin(n(n +%)x} +o(%} ,x0[-1,0)

oL(x) = o(%j oo (5.8.1)
oo (—1)”sin(r(n—%jxj+o(%j , x0[-1,0) .

O(%j x0(0]]
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biciminde ifade edilebilir. Bu asimptotiksidikler xD[-l,O)D (0,1] icin diizguin olarak
gecerlidir.
Ispat: Kesim 5.5. de bulunan (5.5.6) ve (5.5.8) formiilidg A vyerine

(S'n)zyazmrsa, sirasiyla

n

@ (x):= cpl(x,(S'n )2) = cos[S'n (x +1)]+ O{Si] (58.3

ve

@, (x)=0, (x,(S'n )2)= -S, %cossn sin(S,x )+ O(1) (5.8.4)

formilleri elde edilir.

5.7.1 teoremindeki (5.7.1) formUli géren — o igin

1= o[ij (5.8.5)
S, n
asimptotik eitli gi saglanir.

(5.8.3) ifadesindekicos|S, (x +1)| teriminin asimptotik acilimini hesaplayalim.

Bunun icin (5.7.1) ifadesi gege

o)
o e o)
=910 o )

= (-1 + O(%j (5.8.6)

bulunur. Benzesgekilde

oL
CosS, _O(\/ﬁj (5.8.7)

olur.



sl s+ Yoo L)
o3 e )l o 2

el el

asimptotik ifadeleri kullanilirsa ,

sin( 'x) = sin[r(n +%)xj + O(%j (5.8.8)

asimptotik formalt elde edilir.[@er taraftan

N———

{
{

cos[S' (x +1)} = cos(S' X+S ) = codS, x)cosS, - sin(S,x)sins,
n n n
ifadesinde (5.7.1), (5.8.6), (5.8.7) ve (5.8.8)rgsotik formulleri kullanilirsa

cos[Sn'(x +1)] = (—1)”+1sin(r(n +%)xj + O(%j (5.8.9)

asimptotik ifadesi elde edilir. (5.8.5) ve (5.8f@)ymdulleri (5.8.3) de yerine yazilir ve

dizenlenirse

0. "(x)= (- 1)”+1S|n(r( ;jx}o%j 450)

asimptotik gitligi elde edilir. (5.7.1), (5.8.7) ve (5.8.8) ifadefer(5.8.4) de yerine
yazarsak,

0,,(x) = O(—= \/— (5.8.11)

asimptotik ifadesi bulunur.O halde (5.8.10) ve8(b1) formuilleri gergi istenen

(-2) +1sin(n(n +%)xj +o(%j ,x0[-1,0)

O(%j x0(01]

asimptotik formilu elde edilir. Benzgekilde (5.8.2) formulu de ispatlanabilir.

e (x) =
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6. SONUC VE ONERILER

Bu yiksek lisans tez camamizda diferansiyel denklemi Sturm-Liouville
denklemine benzeyen yeni bir sinigde problemi argtiriimistir.
ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemdsx) fonksiyonu sifir

noktasinda sureksiz olgundan sinigartlarina ek olarak sureksizlik noktasinda geci
sartlarina ihtiya¢ vardir. Bu ylzden iki gggarti eklenmgtir.

Arastirdigimiz  sinir dger probleminin esas farkh oOzdii A 06zdeer
parametresinin denklem ve sinirskhariyla birlikte geg sartlarinda da bulunmasidir.
Bu tip problemler bircok matematik ve fizik problernde ortaya ¢ikmaktadir.

Bu calsmamizda elde efiimiz tim sonuglar orjinaldir ve sureksiz katsayili
reguler Sturm-Liouville teorisine 6nemli katkilaagtamaktadir.

Inceledgimiz sinir dger probleminde sifir siireksizlik noktasi olmak iézer

[—1,1]aralg|n| almamiz, higbirsekilde genellgi bozmamaktadir. Cunkd uygun bir
desisken deistirme ile bu arallk[a,b] kapall araigina dongtarulebilir. Ayrica birden

fazla sonlu sayida sureksizlik noktasi olan prolbdenicin de benzer yontemler
uygulanabilir.

Bu tez camamizda argirdigimiz sinir dger probleminin Ozdger ve
0zfonksiyonlarinin asimptotik formullerinde ilk teder bulunmytur. Bu problem
bircok yonden gettirilebilir. Ornegin, ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklami
en ylksek teriminin katsayisi sireksiz bir fonksiyalinabilir, &irlik fonksiyonu
eklenebilir, sinir ve gegisartlarinin hepsinde 6zger parametre olabilir. Agardigimiz
problemde buldgumuz sonuglara ek olarak problemin Green fonksiyemiRezolvent

operatort incelenebilir ve 6zfonksiyonlar sistemagdim teoremleri verilebilir.
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