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OZET
MODAL LOJIK ILE KLASIK LOJIK ARASINDAKI iLISKi

OZDEMIR, Zafer
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yéneticisi: Yrd. Dog. Dr. Tahsin ONER
Agustos 2010, 45 sayfa

Modal lojik formiilleri Kripke gatilar {izerinde ikinci mertebeden monadic
ozellikler ifade etmektedir. Pek ¢ok durumda modal lojik formiillerine Karsilik
gelen Dbirinci mertebeden lojik formiilleri etkili algoritmalar yardimi ile
hesaplanmaktadir. Konuyla ilgili ilk ¢alisma H. Sahlqvist’ in “Correspondence
and completeness in the first and second order semantics for modal logic” isimli
makalesidir. Sahlqvist 1973 tarihli makalesinde Sahlqvist formiilleri olarak
adlandirilan modal lojik formiillerinin belirli bir sinifin1 tanimlayarak, bu sinifin
catilar tlizerinde birinci mertebeden kosullar tanimladigmmi ve bu kosullarin
Sahlqvist teknigi yardimi ile modal lojik formiillerinden etkili bir bigimde

hesaplanabilecegini kanitlamistir.

Bir modal lojik formiiliine karsilik gelen birinci mertebeden lojik formiilii
her zaman bulunmayabilir. Bazi durumlarda bir modal lojik formiilii ikinci
mertebeden lojik formiiliine karsilik gelebilir. Bu tip durumlarda Sahlqvist
teknigi etkinligini kaybetmektedir. Bir modal lojik formiiliine karsilik gelen
birinci ve ikinci mertebeden lojik formiiliinii hesaplamaya yarayan farkli
algoritmalar ve teknikler gelistirilmistir. Bu algoritmalar i¢inde 6ne c¢ikan iki
calisma bulunmaktadir. H. J. Ohlbach ve D. Gabbay tarafindan gelistirilen, temeli
constraint resolution ve teknigine dayanan SCAN algoritmasi ve W. Condradie,
V. Goranko ve D. Vakarelov tarafindan gelistirilen, modal formiiller {izerinde

direkt olarak calisan SQEMA algoritmasidir.



Bu tez girig boliimii dahil alt1 ana boliimden olusmaktadir.

Ikinci béliimde 6nermeler lojiginin ve modal lojigin temel kavramlari

tanimlanmastir.

Ucgiincii boliimde Sahlqvist formiiller sinifi tanitilarak Sahlqvist Teoremi
verilmis ve Sahlqvist tekniginin modal formiiller {tzerindeki etkinligi

agiklanmustir.

Dordiincii boliimde SCAN algoritmasinin temelini olusturan resolution ve
Skolemizasyon teknigi ile ilgili temel tanimlar verilmis, SCAN algoritmasinin
adimlar ayrintili olarak sekilde incelenmis ve algoritma orneklerle agiklanmistir.
Bolimiin sonunda ise algoritmanin Sahlqvist formiilleri iizerindeki tamligi

ispatlanmustir.

Besinci bolimde SQEMA algoritmasinin isleyisinde kullanilan temel
kavramlar tanimlarla verilmis, algoritmanin adimlar1 ayrintili olarak incelenmis ve
orneklerle agiklanmistir; boliim sonunda ise algoritmanin Sahlqvist formiilleri

tizerindeki tamlig1 ispatlanmistir.

Altinct bolimde Sahlqvist teknigi, SCAN ve SQEMA algoritmalari

etkinliklerine gore karsilagtirilmigtir.

Anahtar sozciikler: Sahlqvist Formiilleri, SCAN Algoritmasi, SQEMA

Algoritmasi.



ABSTRACT

RELATIONSHIP BETWEEN MODAL LOGIC AND CLASSICAL
LOGIC

OZDEMIR, Zafer
Master Thesis in Mathematic Department
Supervisor: Asst. Prof. Tahsin ONER
August 2010, 45 pages

Modal formulae express monadic second-order properties on Kripke
frames. In many cases modal formulas correspond to first-order formulas
computed by influential algorithms. The first research of this area was
“Correspondence and completeness in the first and second order semantics for
modal logic” which was written by H. Sahlqvist in 1973. He defined a class of
modal formulas which are determined first order conditions on Kripke frames and

those conditions can be effectively computed from the modal formulas.

Sometimes a first order equivalent of a modal formula doesn’t exist. In
some cases a modal formulae can be correspond to a second-order formulae.
Under the circumstances Sahlgvist technique loses its effectiveness. Some
algorithms and techniques have been developed for computing a first-order or a
second-order equivalent of a modal formula. Several algorithms and techniques
are introduced but two of them come forward in these algorithms. SCAN, based
on constraint resolution technique and SQEMA, works directly on modal

formulae.



\

In addition to Introduction Chapter, the thesis consists essentially of The
thesis consists of six chapters.

Chapter two starts with basic definitions and notions of proposition logic

and modal logic.

In the chapter three, class of Sahlqvist formulae and Sahlqvist theorem are
introduced. Then the effectiveness of Sahlqvist technique is explained on modal

formulae.

In the chapter four, definitions of resolution and Skolemization technique
are introduced which are basis for SCAN algorithm. Then SCAN algorithm is
described in great detail, algorithm is illustrated by examples. In the end of this
chapter, the completeness of SCAN algorithm is proved with respect to class of

Sahlqvist formulae.

In the chapter five, basic definitions and notions of SQEMA algorithm are
introduced which are used process of this algorithm. The steps of SQEMA
algorithm are examined in detail and are explained with examples. In the end of
this chapter, the completeness of SQEMA algorithm is proved with respect to

class of Sahlqgvist algorithm.

In the chapter six, Sahlqgvist technique, SCAN and SQEMA algorithms are

compared with respect to their effectiveness.

Key words: Sahlgvist Formulae, SCAN Algorithm, SQEMA Algorithm.
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1. GIRIS

Modal lojik, ¢ok basit bir ifadeyle, birinci mertebeden lojige bir ya da daha
fazla operator eklenerek olusturulan lojik olarak tanimlanabilir. Birinci
mertebeden lojigin dili ifade giicliniin yeterli olmamasi nedeni ile Kkuvvetli
matematiksel yapilarin olusturulmasina engel olur. Modal lojik birinci mertebeden
lojikle karsilastirildiginda sahip oldugu operatorler sayesinde daha etkili bir ifade

giiciine sahiptir.

Modal lojik ve birinci mertebeden lojik arasindaki iligkiyi inceleyen ve
bilinen en iyi sentaktik yaklasim Sahlqvist formiiller siifidir. Bu smifin birinci
mertebeden karsiligi Sahlqvist teknigi kullanilarak hesaplanmaktadir. Her modal
formiil catilar lizerinde ikinci mertebeden bir kosul tanimlar. Cogu zaman ikinci
mertebeden niceleyicilerin elenmesi ile birinci mertebeden lojige karsilik gelen bir
kosula indirgenebilir. Ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesi ile ilgili olarak

gelistirilen ¢esitli algoritmalar bulunmaktadir.

Bu tezde Sahlqvist formiilleri ve teoremi verilerek Sahlqvist teoremi
ayrintili olarak ispatlanmig. Ardindan ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesi
ile ilgili olarak gelistirilen iki 6dnemli algoritma SCAN ve SQEMA incelenerek,
algoritmalarin Sahlqvist formiillerine gore tamlig1 ispatlanmistir. Tezde ele alinan

teknik ve algoritmalar tezin sonu¢ kisminda karsilagtirilmstir.



2. ON BIiLGILER

Bu bolimde tezin okunabilirliini kolaylastirmak amaciyla bazi temel

tanim ve kavramlar verilmistir.
2. 1 Onermeler Mantig

Onermeler mantigi her muhakemenin ya dogru ya da yanhs oldugu
varsayimina dayali en basit muhakeme modelini temsil eden bir lojiktir. Diger
lojiklerin ¢ogu bu lojik tarafindan kapsanir ya da dili yeni baglaglarla

zenginlestirilerek onun iizerine insa edilir.

Tamm 2.1.1 L, 6nermeler mantigimin dili asagidaki sembollerden olusan

belirli bir dnermesel dildir:

(@) Onerme degiskenleri: Py, Py, -
(b) Onerme baglaglart: /,V, —,—, &=, 1,

(¢) Yardimci semboller: ().

L, dilinin formiilleri veya L y-formiiller asagidaki gibi tanimlanir:

(@) Lgdakitim degiskenler ve L sabiti birer L 5-formiildiir.

(b) @ vey Ly-formiiller ise @, @V, @ — 1P, =@ lerde L -
formiillerdir.

(c) Ly daki sembollerin bir dizisi bir formiildiir eger ve yalniz eger bu

dizi (a) ve (b) nin sonlu kez uygulanmasinin bir sonucudur.

Onerme degiskenleri p,q, ... (veya indislileri) ve formiiller @,, ... ile
gosterilecektir. Ly dilindeki tiim degiskenlerin kiimesi VarL, ve L, daki tim

formiillerin kiimesi de ForlL, ile gosterilir.



Tiiretim Kurallar:

Modus Ponens @ ve g — 1 formiillerinden 10 tiiretilebilirdir.

Substitution (ikame) ¢ den bir g, tiiretilebilirdir; burada bir s ikamesi
VarL, dan ForL, a bir doniisiimdiir ve ., ¢ nin insasi lizerine tiimevarimla

asagidaki gibi tanimlanir:

Her p € VarL, icin p, :=s(p);

Lo=1;

S

Oe {"J'"r .I"'-Ir — } 1Q1n (¢0V/) = qDSHl/IS

ve (—p), = —p,

dir.

L, dilindeki bir lojik Modus Ponens ve substitution tiiretim kurallarina

kapali herhangi bir Ly € ForL, kiimesidir.

2. 2 Modal Lojik

Modal lojik Aristonun “olasidir” ve “gereklidir” kelimelerini iceren durum
analizleri ile baslamistir. Bu kavramlar dogal ve teknik dillerde genis c¢alisma
alanlar1 bulmugtur. Modal lojigin bir matematik disiplini olarak kabul edilmesi C.
I. Lewis’in 1918 tarihinde yaptig1 “Survey of Symbolic Logic” adli ¢caligmasiyla

gerceklesmistir. Lewis Onermeler lojigine “olanaksizdir” anlamindaki birli [
operatoriinii ve “kesin gerektirir’ anlamin1 ifade eden ikili operatér =

operatoriinii ekleyerek yeni bir aksiyom sistemi gelistirmistir. 1932 yilinda
Lewis’in diisiincelerinden hareketle Lewis ve C. H. Langford modal lojigin

modern anlamdaki ilk aksiyomatik sistemlerini tanimlamiglardir.



Modal lojik 1918 den giiniimiize yalnizca bir matematik disiplini olmaktan
cikarak gerek dil bilimcilerin gerekse bilgisayar bilimcilerin iizerinde galistigi

Onemli bir bilim dal1 olmustur.

Tamm 2.2.1 @ bostan farkli bir kiime ve p: @ — M bir fonksiyon olmak
tizere bir modal benzerlik tipi z(@,p) ikilisidir; burada @ nun elemanlar1 sonlu

ariteli modal operatdrlerdir.

Tamm 2.2.2 Bir modal dil ML onerme harflerinin kiimesi & ve modal

benzerlik tipi 7(@,p) kullanilarak insa edilir.

T Ve & lizerindeki modal formiillerin kiimesi For(t, ®) asagida verilen

kurallarla tanimlanir:

p=plTlm@le g, | 0e

Modal Catilar ve Modeller

W bostan farkli bir kiime ve R, W {izerinde bir ikili bagint1 olmak iizere
bir modal Kripke ¢ati F = (W,R) ikilisinden olusur. xRy ise ¥ ye x den
ulasilabilirdir veya x, ¥ yi goriir denir. ML belirli bir 6nermesel dil olsun. ML nin
F = (W,R) deki bir V valuasyonu (deger atamasi) VarML den 2V ya bir

doniigiimdiir.
ML nin bir Kripke modeli bir M = (F, V") ikilisidir.

Tammm 2.2.3 x,M = (F,V) Kripke modelinde bir nokta olsun. Bir
(M,x) F @ dogruluk bagmtisi, @ nin olusumu iizerinde tiimevarimla, asagidaki

gibi tanimlanabilir:



(MX)= p < Herp eVar igin x € V(p]),

(M,x) =L,

(M,x) E—p<= (M,x) ¥ ¢,

(M,x) E /= (M,x) Egp ve (M, x) Ey,

(M,x) F0 & 3y € W,Rxyve (M, x) F g,

(M,x) E0p & Yy EW,Rxvise (M, x) E .

(M,x) F ¢ yerine daha yalm olarak x & ¢ yazilabilir.

Tanimm 2.2.4 Bir ¢ formiilii F catis1 tizerindeki her M modelinin her x

noktasinda dogru ise o zaman bu x noktasina F ¢atisinda gegerlidir denir.

Bir ¢ formiiliiniin bir F ¢atilar sinifinda gegerli olmasi igin gerek ve yeter

kosul bu ¢ formiiliiniin F sinifinin her F ¢atisinda gegerli olmasidir.

2. 3 K Lojigi

Kripke semantigine gore saglam ve tam olan modal lojigin minimal K

PERORY

Aksiyomlari
(A1) Onermeler lojiginin tiim totolojileri,

(A2) o (Po /1'p1) (BP0 [ OP1) -



Tiiretim Kurallari:
(T1) Modiis Ponens,
(T2) Substitution,

(T3) Gereklilik Kurali: Bir ¢ formiiliinden o¢ formiili tiretilebilirdir.

Boylece modal lojik Modus Ponens ve substitution kullarina altinda kapali

ve tiim klasik totolojileri i¢eren herhangi bir modal formiiller kiimesidir.

Tanim 2.3.1 ¢ bir modal formiil, x birinci mertebeden lojigin degiskeni ve
P birli yiiklem sembolii olmak tizere, standart ¢eviri ST (), modal formiiliiniin

olusumu tiizerinde tiimevarimla asagidaki gibi birinci mertebeden lojigin diline

gevirir.

ST.(p) = Px,
ST(T)=x=x,

ST (=) = =5T, (@),

ST, (/) = ST, (@) "ST,. (),
ST.(0¢) = 3y (Rxy ST, (@)

Ornek 2.3.2 ¢ (p — gq) formiiliiniin standart cevirisi asagidaki sekilde

yapilir:
STx[‘:’ (p — ﬂﬂ) =3y (Rx}r.-*-.ST}_(:p — q])

= H}r[Rx}r."‘-.ST}_[::p:] — ST}-(QJ)



= 3y(Rxy/ Vz(Ryz — Qz) — Qv)

Tanmim 2.3.3 Bir ¢ formiilinde bir p 6nermesel harfinin degillemelerinin
sayis1 ¢ift ise p nin gegisleri pozitif ve tek ise p nin gegisleri negatif olarak

adlandirilir.

Bir ¢ formiiliinde p nin tiim gegisleri pozitif ise ¢ formiilii p de pozitif ve
tim gecisleri negatif ise ¢ formilii negatiftir. Bir ¢ formiilii tim Onermesel

harflerine gore pozitif ise ¢ formiilii pozitif ve negatif ise ¢ formiilii negatiftir.

Tamm 2.3.4 (Bir Formiiliin Monotonlugu) Her § ¢atisi, her w € &
durumu ve § tizerindeki tim v,V deger atamalari igin her g € AT, p # g igin
V(p) € V'(pj ve V(g) = V'(q) ise ¢ formiilii yukar: dogru monotondur denir.
Eger (§,V),w I @ise (F,V),w IF ¢ dir veyadenk olarak [¢] 5 ) € [l v

dir; burada [[CP]].:&V}, Kripke model (i, V) de @ nin genislemesidir.

Benzer olarak, her & catis1 i¢in, her w € i durumu ve % tizerindeki her V',
V' deger atamalari her g € AT, p # q igin V (p) S V(p) ve V(g) = V'(q) ise ¢
formiilii asagiya dogru monotondur denir. Eger &,V IF @ ise §,V I+ @ veya denk

olarak [[cp]],:w} c [[g:]],:w-} dir.

Bir pozitif (yukari dogru monoton) formiiliin degillemesi negatif (asagiya
dogru monoton) formiildiir.

p de ki her pozitif formiil  de yukar1 dogru monotondur.

Keyfi yukart dogru monoton (6zellikle pozitif) formiilde degiskenler igin
yukar1 dogru (asagiya dogru) monoton formiiliin ikamesi sonucu yukari dogru
(asagiya dogru) monoton formiil elde edilir. Ozellikle @(p),  de yukar1 dogru
(asagiya dogru) monotondur (eye) @(—p), p de asagiya dogru (yukari dogru)

monotondur.



3. SAHLQVIST FORMULLERI ve TEKNiGi

Modal lojikte birinci mertebeden tanimlanabilirlik ve tamligin en genel
sonuglarindan biri Sahlqvist teoremidir. Sahlqvist, 1970 tarihli makalesinde,
Sahlqvist formiilleri olarak adlandirilan modal formiillerin belirli bir sinifini
tanimlayarak, bu smifin Kripke catilar {izerinde birinci mertebeden kosullari
tanimladigini  ve bu kosullarin modal formiillerden etkili bir bigimde
hesaplanabildigini gostermistir. Ayrica tiim Sahlqvist formiillerinin kanonik
formiiller oldugunu ve Sahlqvist formiillerinin kanonik ¢atilar sinifina gore gegerli
oldugunu ispatlamistir. Sahlqvist formiiller smifi alternatif ispatlar1 ve

genellestirilmeleri kapsamli bir sekilde incelenmistir.

Bu boliimde Sahlqvist formiilii tanitilarak Sahlqvist teoremi verilecek ve

Sahlqvist tekniginin modal formiiller lizerindeki etkinligi agiklanacaktir.
3.1. On Bilgiler

Tanmim 3.1.1 Bir ¢ formiilinde bir p Onerme harfinin degillemelerinin

sayisi ¢ift (tek) ise p nin gegislerine pozitif (negatif) tir denir.

Bir ¢ formiiliinde p nin tiim gegisleri pozitif (negatif) ise 0 zaman ¢
formiili p de pozitif (negatif) tir.

Bir ¢ formiilii tiim 6nerme harflerine gore pozitif (negatif) ise @ formiili
pozitif (negatif) tir.

Tanmim 3.1.2 p bir 6nerme harfi olmak {izere OO ... Op bi¢imli bir formiile

box-I1 formiil denir. oo...o zinciri bos olabilir.



3.2 Sahlqvist Formiilleri ve Teoremi

Tamm 3.2.1 Bir ¢ formiilii, T, L, negatif formiiller ve o It atomlara, .,

Onerme baglaclar1 ve { operatorii uygulanarak elde edilen bir formil ise ¢

formiiliine bir Sahlgvist onciilii denir.

Tamim 3.2.2 @ bir Sahlqvist Onciilii ve ¢ bir pozitif formiil olmak {izere

@ — ¢ seklindeki bir formiile Sahlqvist gerektirmesi denir.

Tanmim 3.2.3 Bir ¢ formilii Sahlqvist gerektirmelerine o operatori,

onerme baglaci ve higbir ortak 6nerme harfi igermeyen iki formiilin v baglaci

uygulanmasiyla elde edilen bir formiil ise ¢ formiiliine bir Sahlgvist formiilii

denir.

Sahlqvist onciillerine asagidaki islemler uygulanmaz:

. Veya baglaci lizerine box operatorii:
O(pVg)
J Diamond operatorii iizerine box operatorii:

Od¢p —q
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Teorem 3.2.4 (Sahlgvist Teoremi, 1975) 1, bir modal benzerlik tipi ve ¥, t
tizerinde bir Sahlqvist formiilii olsun. O zaman y, catilar iizerinde birinci

mertebeden bir ¢, () formiiliine yerel olarak karsilik gelir.

Kamt (Taslak) y, ¢ — ¢ Sahlqvist formiilii formunda olsun; burada ¢, bir

Sahlqvist onciilii ve g ise pozitif bir formiildiir.

Adim 1 y formiiliinlin ikinci mertebeden standart cevirisi yapilir. Elde

edilen formiil

VP .. VE,(ST.(¢) — ST.(¢))

bi¢imindedir. Eger formiiliin onciiliinde varliksal niceleyici mevcut ise o
zaman asagidaki mantiksal denklikler yardimiyla niceleyici parantezin digina

alinir.

Fx;alx ) M = 3x;(alx )N B),

(Fx;a(x) — B) = Vx,(a(x;) — B).

Adim 2 Birinci adim sonunda elde edilen formiil {i¢ formda olabilir:

(i) vP;..VB¥x,..Vx, (Bag'At — Poz),

(ii) VP, ...VBP,V¥x, ..Wx_ (Bag"Box — At — Poz),
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(iif) VP, .VP ¥x, ..¥Vx, (Bag At Neg — Poz).

(iif) deki form

a’ Neg — f=a— [fV-Neg

denkligi yardimiyla birinci forma doniistiiriilebilir.
Adim 3 (Minimal atama)

() ve (iif) formundaki formiiller i¢in

VP = (u=x,V..Vu=1x,)

atamasi yapilir. (if) formundaki

VP, .VB¥x,..Vx, (Bag/Box— At — Poz)

formtil box-I1 atomlarin ¢evirisi

Vy(Rg x;y — Py)

seklindedir. Bu formiiller i¢in

V(P,) = Vx; (Rgx; uV .. VRg x; u)

atamast yapilir.
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3.Adim sonunda elde edilen formiiliin sadelestirilmesiyle verilen ¥
Sahlqvist formiiliine karsilik gelen birinci mertebeden formiil c.(x) i elde

ederiz.[]

3.3 Ornekler

Ornek 3.3.1. (p" ¢ =p) —0 p Sahlqvist formiiliine karsilik gelen birinci

mertebeden formiili bulalim.
Formiiliin ikinci mertebeden standart ¢evirisi

VP(Px/3y(Rxy"—Py) — 3z(Rxz/ Pz))

dir. Varliksal niceleyiciyi parantezin digina alinirsa

VPYy(Px/(Rxy/ —Py) — Jz(Rxz/\Pz))

Box-At Bag Neg Poz

elde edilir. =P yi — baglacinin sagina alinirsa

VPVy(Px"Rxy — PyV3z(Rxz/ Pz))

bulunur. Px i dogru yapan minimal atama u = x dir. Atamadan sonra

Vy(Rxy — y = xV3z(Rxz/z = x))

elde edilir. ifadeyi sadelestirirsek, (p/ ¢ =p) —{ p Sahlqvist formiiliine

karsilik gelen birinci mertebeden
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Vy(Rxy/x #y — Rxx)

formil elde edilir.

Ornek 3.3.2. Op —»o0p Sahlqvist formiiliine karsilik gelen birinci

mertebeden formiil asagidaki gibi elde edilebilir.
Formiiliin ikinci mertebeden ¢evirisi yapilirsa

VP(3y(Rxy Py) — Vz(Rxz — 3y(Rzv/Py)))

elde edilir. Formiildeki varliksal niceleyici parantezin digina alinirsa

VPHP[(E_‘X}L*.P}F) —_— Hz(sz N 31:1[:.{-321:1.-"-. P}Fjj

REL Box-At

bulunur. Py yi dogru yapan minimal atama

Vip)=y=y

dir. Atamadan sonra elde edilen formul

vy ((Rxy/y = y) — Vz(Rxz — Fv(Rzviv = y)))

olur. Formiil sadelestirilirse verilen Sahlqvist formiiliine karsilik gelen

birinci mertebeden formiil elde edilir:

VxVyvz(Rxz/Rxz — Rzy).

Bu formiil birinci mertebe lojikte Euclidean bagintisina karsilik gelir.
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4. SCAN

Bir modal formiiliin her zaman birinci mertebeden bir ¢ati kosulu
tanimlamadig bir 6nceki boliimde gosterilmistir. Bir modal formiile karsilik gelen
birinci mertebeden formiil hesaplanirken evrensel monadic ikinci mertebeden
niceleyicilerin elenmesi o formiiliin bir catida gecerliligini, varliksal monadic
niceleyicilerin elenmesi formiiliin saglanabilirligini ifade eder. Varliksal monadic
ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesi yontemi ile ilgili en bilinen algoritma
SCAN algoritmasidir. H. J. Ohlbach ve D. Gabbay tarafindan gelistirilen SCAN

algoritmasinin ana fikri W. Ackermann’imn makalelerinde goriinmektedir.

Bu boliimde SCAN algoritmasinda kullanilan temel tanimlar ve kavramlar
verilecek. SCAN algoritmasimin adimlart ayrintili  bir sekilde sunularak,
algoritmanin etkililigi Orneklerle agilanacaktir. Bolim sonunda algoritmanin
siirlar1 verilecek ve SCAN algoritmasinin Sahlqvist formiillerine gore tamligi

kanitlanacaktir.

4.1. On Bilgiler

Tamm 4.1.1 L,,...,L, 6nerme degiskenleri olmak iizere {L,, ..., L, } sonlu

kiimesine clause denir.

Tammm 4.1.2 C ve D clause ve P bir 6nerme degiskeni olmak {izere

resolution kural

P(sy,...,5,)VC
—|P[f1, ey tnj VD
C"f"D"f"..S'l + tl VoL "f".S'n + tn

dir. Burada iki clause P iizerinden silinmistir ve %D resolvent (¢oziicii)

olarak adlandirilir.

Ornek 4.1.3 {—P, @}, {—=Q, =R, 5} {P}, {R},{=5] clause kiimeleri iizerinde

resolution tiiretimi ile bos clause elde edilir.
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1.{=5}

2.{—-Q,—R,5}

3.{=Q. R} (resolution 1,2)
4.(R)

5.{-@} (resolution 3,4)
6.{=P,Q}

7.{-F} (resolution 5,6)
8.{P)

9.-{} (resolution 7,8)

Tanim 4.1.4 C bir clause ve P bir 6nerme degisken olmak iizere

faktorizasyon kurali

P(Syg, eeey S, ) VP(ty s £, )V C
P(5y, ., 5,)VC Vs, # 6,V .. Vs, #t,

dir.

Faktorizasyon kurali yalnizca farkli clauselar arasinda yapilabilir.
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Skolemizasyon Teknigi

Tamm 4.1.5 Prenex formdaki birinci mertebeden bir formiildeki varliksal
niceleyiciler sistematik olarak elenerek yerlerine yeni sabit sembolleri ve
fonksiyon sembolleri atanmasi islemine Skolemizasyon (Skolemlestirme) adi
verilir. Yeni sabit sembollerine ve fonksiyon sembollerine sirasiyla Skolem

sabitleri ve Skolem fonksiyonlar: ad1 verilir.

3xVy¥zA birinci mertebeden lojigin bir formiili ve ¢ Skolem

sabiti olmak iizere birinci mertebeden formiiliin Skolemizasyon sonucu

vyvzA[c/x]

dir.

Wy3zP(y,z) birinci mertebeden lojigin bir formiilii ve f Skolem

fonksiyonu olmak iizere formiiliin Skolemizasyon sonucu

YyP(y, f(¥))

dir.

4.2 SCAN Algoritmasi

Tamm 4.2.1 (SCAN Algoritmasi)

SCAN algoritmasinda girdi: a =3P,.., B seklinde bir a
formiilidiir; burada P;,..., B, yiikklem sembolleri ve 1y keyfi birinci mertebeden

lojigin bir formiildiir.

SCAN algoritmasinda cikti: P,,..., B, yiiklem degiskenlerini icermeyen

ve a formiiliine mantiksal denk olan ¢, formiiliidiir.
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SCAN algoritmasi asagidaki ii¢ adimdan olugsmaktadir:

1. Verilen formiiliin degillemesi alinir ve ikinci mertebeden standart
cevirisi yapilarak 3P,,..., B3 bicimine indirgenir. ' formiiliine ikinci
mertebeden Skolemizasyon kurali uygulanarak clause forma dontstirdlir.

Islem sonucunda f; ler Skolem fonksiyonlari, ¥’ clause larin bir kiimesi

olmak tizere i formuli

3P, ..., B, 3f,, ., f'
bicimli formiile indirgenir.

2. C4,...,C, ler clause olmak lizere resolution, faktorizasyon kurallari

uygulanarak clause’ lar silinir. Eger tiim clause’ lar silinmis ise bunun anlami

celigkidir.

3. Eger bir onceki adimda algoritma sonlanirsa ve kalan clause varsa,

ters Skolemizasyon uygulanir ve elde edilen formiiliin degillemesi alinir.

Bir 6rnekle SCAN algoritmasinin farkli adimlarini detayli olarak

gosterelim.

Algoritmada girdi olarak
3P Vx,y 3z(=P(a)VQ(x)) A (P(y)VQ(a)) P(z)
formiiliinii alalim.

Birinci adimda ikinci mertebeden skolemizasyon kurali kullanilarak clause

formlar hesaplanir.

f bir skolem fonksiyonu, ikinci mertebeden degiskenler ve niceleyicileri

3P, 3fVx,y olmak iizere elde edilen clause form asagidaki sekildedir:
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C;  —P(a),Q(x)

CZ F(}F],Q[ﬂ]

Ca P(f(xy))

Algoritmanin ikinci adiminda —P(a) segilerek ¢oziimlemeye baslanir.

C, ve C, arasindaki ¢oziicii

€y = Q(x).Q(a)

dir. Burada x degiskeni yerine o atamasi yapilirsa C,, @ (a) ya denk olur.

C, ve Cy arasindaki ¢oziicli

CE =a¥ f[x,y],@[x]

diir. =P(a) ile daha fazla ¢oziicii kalmadi. Boylece C, clause silindi.

Geriye kalan clause’ lar:

]
b

P(v).Q(a)

C; P(f(xy))

Cy Q(a)

C: a#f(xy),Q(x)

Diger iki P 6nerme degiskenini ¢ézecek yeni ¢oziiciiler yoktur. Bu

nedenle C, ve C5 kolayca silinebilir. Tim niceleyicileri yeniden diizenlersek

vx3zQ(a) M (a # zVQ(x))
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elde ederiz.

Teorem 4.2.2 SCAN algoritmas: ikinci mertebeden lojigin bir «

formiiliinii sonug¢landiriyorsa ¢, SCAN(a) ya mantiksal denktir.

4.3 Ornekler
Ornek 4.3.1 K4 Aksiyomu:

YPOFP — OOP

VPVa(DOP — a F OOP)

O in Semantigi: VPYw(w F OP) < (YvRwy — v E P)

Aksiyomun Degili: 3P3a—(a = OP " {{ —F)

Standart Ceviri: 3P 3a((vvRav — P(x))"3bRab/3cRbc/—P(c)

Clause Form: —Rav, P(v)

Rab

Rac

—P(c)

P resolved away: —Rac

Rab

Rbc
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Unskolemizasyon: 3a, b, c mRac/Rab/Rbc

Degillemesi: ¥a, b, c Rbc/Rab — Rac

Ornek 4.3.2 McKinsey Aksiyomu :

VP(@{ P —{OP)
Formiiliin Dogrulugu VPva(a E0O¢P —{ OP)

Sematik: YPYw OP F w & (VvRwr — OP E v)
Aksiyomun Degillemesi: 3P3a (a EO¢ PAO{ —P)

Standart Ceviri:

JaVx(Rax — Iy(Rxy/ P(y)))\VxRax — Iy(Rxy/ —=P(y))

Clause Form: —Rax, R(x,f(x))
—Ray, R(y.g(¥))

—Rax, P(f(x))
—Ray, =P(g(y))

P Resolved Away: —Rax, R(x,f (x)})
—Ray, R(y,g(¥))
—Rax, —Ray, f(x) #g(v)

Ikinci Mertebeden Niceleyiciler icin Unskolemizasyon:

383 o) (Rax — Ref()) A (Ray—Rye(y)

(—RaxV—RayVf(x) # g(¥))
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Degillemesi:

va (:; gi) (Ray — Rxf(x))A(Ray — Ryg(y)) —

(Rax/\Ray/f(x) = g(¥))

Ornek 4.3.3 Euclidean
YPOP —O0P

Formiiliin Dogrulugu vPva(a F0 OP — O ¢ P)

Semantik: YPYww E{ P < (3vRwv/\ (v E P))

Aksiyomun Degillemesi: 3P3a(a ¥{oP/ { O-P)

Standart Ceviri: 3P 3a(3xRax/P(x))"(IyRay VzRyz — —P(z))

Clause Form: Rax
P(x)
Ray

—Ryz, —P(z)

P Resolved Away : Rax
Ray

—Ryx

Unskolemizasyon: 3a, x, ¥ (Rax/Ray/ —Ryx)
Degillemesi: Va, v,x —(Rax/Ray)VRyx
Sadelestirirsek

Va,x, v(Rax"Ray — Ryx)

elde ederiz.
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4.4 SCAN Algoritmasimin Sirlari

Modal lojik bilindigi gibi Hilbert aksiyomlarinin sahip oldugu semantik
ozellikler nedeniyle yalnizca ikinci mertebeden aksiyomatize edilebilirler. ilave
edilen aksiyomlarla birlikte verilen bir formiilin denk oldugu formiil,
ulagilabilirlik bagintisinin  birinci mertebeden aksiyomatizasyonu sayesinde
bulunabilir. Ornek olarak VP(O¢ P —¢ OPF) McKinsey aksiyomunun denk
oldugu formiil yalnizca ulasilabilirlik bagmtisinin ikinci mertebeden o6zelligi
kullanilarak bulunabilir (SCAN algoritmasi ters Skolemizasyon sirasinda ikinci
mertebeden Henkin niceleyicilerine ihtiya¢ duyar). Gegisme aksiyomu ile
birlestirilirse, bu iki tanim atomik olarak ¥x3y(Rxy) A\VzRyz — z = ¥) denktir.
Acikca goriilmektedir ki bu birinci mertebeden tanimlanabilen bir 6zelliktir.

McKinsey aksiyomunun uygulanmasinda, eger kritik clause ters
Skolemizasyona engel olsaydi onun factorleri normal yolla yeniden yerlestirilirdi.
Gegisme 6zelliginin belirli durumlarda neden bu operasyona olanak verdigine dair
baz1 fikirler olmasina ragmen, konu hakkinda genel bir teoriye sahip
olunmamaktadir. Aslinda McKinsey aksiyomu gecisme aksiyomu ile birlikte
atomik olarak se¢cme aksiyomuna karsilik gelmektedir. Beklenildigi {lizere bu
problemin basit bir ¢dziimii bulunmamaktadir.

SCAN algoritmas1 tam degildir, birinci mertebeden denk formiilii her
zaman hesaplayamaz. ikinci mertebeden iki formiiliin veya lamasi alindiginda, bu
formiillerden birinin denk oldugu birinci mertebeden formiil bulunmasa bile
formiillerden birine ya da her ikisine denk olan birinci mertebeden formiiliin

bulunabilir oldugu agiktir.
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4.5 Shalqvist Formiiller i¢cin SCAN Algoritmasinin Tamhg:

Bu boliimde SCAN algoritmasinin Sahlqvist formiillere gore tamligi
gosterilecektir. Verilen bir Sahlqvist formiil ¢ ye Onislemler uygulanarak elde
edilen ikinci mertebeden keyfi ¥ formiiliiniin, birinci mertebeden mantiksal denk
oldugu formiiliin SCAN tarafindan hesaplanabildigi kanitlanmalidir. Bu nedenle

asagidaki iki 6zelligin varligi bilinmelidir.

1. C resolventler ve C faktorlerinin hesaplanmasi ¥ ile ilgili
clauselarin kiimesi Cls(y) uygulandiginda sonlanir. Ornegin SCAN, islemde

yalnizca sonlu sayida yeni clause oldugunda calisir.

2. Sonugta olusan birinci mertebeden formiil ( genel olarak Skolem

fonksiyonlarini igerir ) basaril bir sekilde ters Skolemizasyon edilebilir.

Her Sahlqvist formiil temel Sahlqvist formiiliin V baglaciyla baglanmis

formuna denk oldugu i¢in her temel Sahlqvist formiil ¢ i¢in ispatlamak yeterlidir.

[lk olarak ¢ nin bir Sahlqvist gerektirmesi oldugu goz Oniinde

bulundurulmalidir. Ispatin kdse tas1 zincir notasyonudur.

(ty,....t,) ayrk terimlerin swrali dizisi olsun. Bir C zinciri,
(ty, ... t,) flizerinde bir clause’ dir; (=)R, st, (=)@;(uw) formundaki énermesel

degiskenleri igerir ve asagidaki li¢c kosulu saglar:

(2) Her (=)R, uv € Ciginu =t; vebaz1j, 1= j=n—1lerigin
v= t_;l'+1;

(3) Her (—)Qur ECvebaz1j, 1 =j=n—1lerigin u =t dir.
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Lemma 4.5.1 C (t,,..,t,) tlzerinde bir zincir ise (t;, ..., t, ) lerden ayrik

bir (54, ..., 5, ) siral1 dizisi yoktur 6yle ki C, (54, ..., 5,,) lizerinde de bir zincirdir.

Bir € zincirinin (ty, ..., t,;) tizerindeki uzunlugu = dir.

Lemma 4.5.1 de C zinciri tek bir sekilde (t4, ..., t, ) i belirler. Bu nedenle

bir zincirin uzunlugu iyi tanimlanmig notasyondur.

Lemma 4.5.2 E, ikili ve birli yiiklem sembollerinin, sabit sembollerin ve

birli fonksiyon sembollerinin bir sonlu kelimesi olsun. Eger bir zincirin iizerinde

bir 7, siir1 ve terimlerin derinlikleri tizerinde bir d, smir1 varsa I iizerinde

zincirlerin ~ sayist ayrik modulo degiskenleridir ki bu sonlu olarak

sinirlandirilmastir.

Teorem 4.5.3 (Sahlqvist formiillere gore tamhik) SCAN, keyfi bir

Sahlqvist gerektirmesi ¢ nin birinci mertebeden mantiksal denk oldugu formiil &,

yi hesaplar.

Kanmit N, 5T(—,a) nmin clause formu olsun. Tim clauselar N den
tiiretilebilir 6yle ki N, N nin kelimeleri lizerindeki zincirlerden meydana gelir.

Zincirlerin uzunlugu, N deki zincirlerin uzunlugu tarafindan sinirlandirilir.

Gostermeliyiz ki her ne zaman bir clause ¢ok sayida zincir ile tiiretilirse bu
clause yogunlasir. Burada ¢ok sayida clause oldugunun belirtilmesi Lemma 4.5.2

deki sinirh kelimesini vurgulamak igindir.

Ters Skolemizasyona durumunda tiimevarimsal argiimanlar kullanilarak
esitsizlikler ve terimlerde meydana gelen tiiretilmis clauselarin basarilt bir sekilde
unskolemize edilebildigi gosterilebilir. Sonu¢ olarak niceleyicilerin  ters

Skolemizasyon sirasinda her zaman basari ile diizenlenebilecegi gosterilir.
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Son olarak temel bir Sahlqvist formiil ¢, box operatorleri ve hicbir ortak

onerme harfi icermeyen iki formiile veya baglaci uygulanarak elde edilir.

Teorem 4.54 SCAN, keyfi bir Sahlqvist formiilii ¢ nin, birinci

mertebeden mantiksal denk oldugu formiil e, yi etkili bir bigimde hesaplar.
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5. SQEMA

SQEMA ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesine yonelik gelistirilen
en yeni algoritmadir. SQEMA algoritmasi Ackermann lemmasinin modal
versiyonunu kullanarak diger algoritmalarin aksine modal formiiller iizerinde
direkt olarak ¢aligir. Bu nedenden dolay: diger algoritmalardan ¢ok daha etkili ve
yalin bir algoritmadir. Bu boliimde SQEMA algoritmasinin temel kavramlarina ve
tanimlara deginilecektir. Ardindan algoritmanin isleyisi ayrintili olarak
sunularak modal formiiller iizerindeki etkinli§i Orneklerle agiklanacaktir.
Boliimiin sonunda ise SQEMA algoritmasinin Sahlqvist formiillere gore tamligi

ispatlanacaktir.
5.1 On Bilgiler

Algoritmanin isleyisini giiclendirmek i¢in asagidakiler modal dile eklenir:

e Ters modalite o™ %:

M,u I+ 0 g (eve) her w € M icin R™luw
Ters modalite i¢in standart ¢eviri :
ST(o %, @) = ¥y(Ryx — ST(o,v))

dir. o™t in duali 9! olarak tanimlanir.

e Nominaller, 6zel bir tiir nermesel degiskenler Nom = {i,,i,, ..}
in deger atamalarmin singleton-lara kisitlanisidir. Nominallerin dogruluk

tanimlar1 ve standart ¢evirileri asagidaki sekilde verilmistir:

(w, V), u Ik i (eyve) V(i) = {u}.

ST(i,x) = x =1y, dyle ki burada ¥, ¥y, .. ler iy iy, ... nominalleri ile

ilgili korunmus degiskenlerdir.

Modal dilin bu genislemesi ML™ ile gosterilir.
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M bir model ve @, ML™ nin bir formiilii olsun. [el,,.bir M modelinde ¢

formiiliiniin genislemesidir ve [¢l,; = {m € M: M, m I ¢} bi¢iminde tanimlanir.

ML da bir saf formiil nermesel degiskenleri icermeyen fakat nominalleri
icerebilen bir formiildiir. Her saf formiil ¥, ¥#5T(y,x) formili tarafindan yerel
birinci mertebeden tanimlanabilirdir; burada ¥,y da meydana gelen tim

¥; degiskenlerinin tuple-larina karsilik gelen i; nominalleridir.

A,B(p), ML*da bir formiil olsun. B(A/p), p nin tiim gegisleri i¢in 4 nin

ayn1 ikameleri tarafindan B(p) den elde edilen formiildiir.

ML* bicimsel olarak algoritmanin calismasi igin yeterli olsa da bazen

evrensel modalite [U] ile dili giiglendirmek gerekli olabilir.

Evrensel modalite [U] nun semantigi:

Mulr[Ule (eve)herwe M icin M,w I+ @

(eve)M I+ @

(U}, [U] nun duali olarak tanimlanir:

M,ul-{U)p (eve)baziw € M icin M,u I+ ¢

(eve)M,u I+ =[U]—p

(U}, [U] standart cevirileri:

ST([Ule,x) = vxST (@,x) ve ST({U)p,x) := 3xST(¢p,x)

Ozellikle bir sonraki alt bolimde Ackermann lemmasinin modal

versiyonun tekrarlanma asamasinda evrensel modalite kullanilacaktir.
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Ackermann Lemmasinin Modal Versiyonu

Bu boliimde aksi belirtilmedigi takdirde ML da calisilacaktir. Ayrica
PROP o6nerme degiskenlerinin ve NOM nominallerin kiimesi olmak iizere bu iki
kiimesinin birlesimi yerine kisaca AT kisaltmasi1 kullanilacaktir.

Not: Pozitif ve negatif formiil tanimlarinda nominaller goz Oniinde

bulundurulmayacaktir. . Ayrica bir saf formiil ¢ i, hem pozitif hem de negatif

kabul edilir.

Modal Ackermann Lemmas1 4,B(p), ML* da bir formil, 4,p vyi
icermeyen keyfi bir modal formiil ve B(p), p ye gore pozitif bir modal formiil
olsun. Keyfi bir M modeli i¢in M I+ B{A) olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul

M" IF (A = p) A B(p) olmasidir.

Lemmayi pozitif formiillere gore uyarlamak miimkiindiir.

Ackermann Lemmasi ve ikame Metodu

Ackermann lemmasinin devrik formu:

A, p yi icermeyen keyfi bir modal formiil ve B, p ye gore pozitif bir

modal formul olmak tizere
vp ([UI(A— p) = B(p)) = B(A/p)

Ifadeleri denktir.

Denklikten de goriildiigii gibi bir M modelinde [U](A — p) formiilii

dogrudur ancak ve ancak [Al,, € [pl,, dir.

Yukaridaki denklik asagidaki sekilde yorumlanabilir:

Bir & catisinda , ¥p ([U](A— p) = B(p)) gecerlidir ancak ve ancak

B(p) onciilii A nin saglandidi minimal model i¢in dogrudur.
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5.2 SQEMA Algoritmasi

Bu boliimde bi¢imsel olarak SQEMA algoritmasi temel modal dil i¢in
sunulacaktir. Fakat SQEMA, keyfi polyadic ve hybrid multi modal dillere

genisletilebilir.

Temel Algoritma

Bir modal formiil ¢ girdi olarak verildiginde degili alinarak degil normal

forma c¢evirilir. Daha sonra yerel cati denkligini koruyan dontisim kurallar

uygulanarak verilen formiil & — f formlu formiile doniistiriiliir. Burada « ve 8

degil normal formdadir. Elde edilen formiil denklem olarak adlandirilir.

Tim denklemler global durumlarda yorumlanir ve tiim modellerde
gecerlidirler.

Algoritma denklem sistemleri ile ¢alismaktadir. Her bir donilisiim kurali
denklemi bir veya daha ¢ok yeni denklem igine doniistiiriir.

Ackermann kurali, Ackermann lemmay1 temel almaktadir ve tim denklem
sistemlerine uygulanabilir.

Algoritmanin bu asamadaki adiminda bir 6nermesel degisken elenmek i¢in
secilir. Elde edilen denklem sistemleri doniisiim kurallart ve Ackermann kurali
uygulanarak yeni denklem sistemleri igine doniistiiriiliir. Bu islemler sirasinda
secilen Onermesel degisken elenir. Tiim Onermesel degiskenler ayni islemler
uygulanarak sirayla elenirler. Algoritmanin basarist Onermesel degiskenlerin
eleme siralarina baglhdir.

Artik algoritmanin daha bi¢imsel bir tanimi verilebilir. Algoritma girdi

olarak bir ¢ modal formiiliinii alir ve asagida islemleri sirasiyla uygular:

Adim 1 @ nin degillemesi alinir ve degil normal formdaki formiil —, <
baglaclar1 ve igeride bulunan tiim degil isaretleri kaybolana kadar Onermese
degiskenlerinin Oniine siiriliir.

Elde edilen formiilii V' &, formlu formiile indirgemek igin

‘vl =(eviy)velpvyl A8 =(pAB) V(Y AE)
denklikleri kullanilir.



-30-

Artik algoritma her bir evetleme iizerinde @, y1 ayirarak calismaya devam

edebilir.

Adim 2 e, i = a, olarak yeniden yazilir. Burada i, &, da gegmeyen ve

yalnizca o anki baslangi¢c durumunda kullanilan sabit, korunmus nominaldir. Bu

baslangig sistemi i¢gindeki tek denklemdir.

Adim 3 Her 6nermesel degiskeni elemek i¢in sistemdeki negatif ve pozitif

onermesel degiskenler yerine sirasiyla T ve L yerlestirilir.

Adim 4 Eger sistemin denklemleri icinde elenmemis Onermesel
degiskenler kaldiysa, elenmek icin segilir. Aksi takdirde Adim 5 e gegilir. Eger
kalan degiskenlerin tamami elendi ve Adim 5 basarisiz olduysa elemenin Sirasi
degistirilerek degiskenler tekrar elenir. Eger elemenin tiim siralamalar1 kalan
degiskenlere uygulandiktan sonra Adim 5 yine basarisiz olursa, rapor basarisizdir.

Eger sistemdeki tiim 6nermesel degiskenler elendi ise Adim 6 ya gegilebilir.

Adim 5 Bu adimin amac1 listedeki doniisiim kurallarin1 uygulayarak segili

degisken p ye gore Ackermann kuralini uygulamak ve p yi elemek igin

denklemlerin sistemini yeniden yazmaktir.

Boylece her denklem ya negatif ya da @ —p formunun igine
doniistiiriilmeye ¢alisilir. Buradaki amag p yi denklemden eleyerek denklemi
¢ozmektir. Eger bu adim basarisiz olursa geri doniiliir ve p yerine —p atamasi ile
ayni adim tekrarlanir. Tekrar bagarisiz olursa ya da bir Onceki adimda
tamamlanirsa Adim 4 e doniiliir.

Adim 6 Eger tiim adimlar uygulanarak Adim 6 ya ulasilirsa, girdi
formiiliindeki tiim Onermesel degiskenler, sistemlerin sonuc¢landirilmasiyla

basarili bir sekilde elenmis demektir.
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Son olarak her bir sistemdeki tiim denklemlerin evetlemeleri alinarak bir

saf formiill ya da ¥vy3x,ST(—pure,x,) bicimli bir formiil elde edilir ve girdi

formiilii ¢ ye karsilik gelen yerel birinci mertebeden bir formiil elde edilir.

Doniisiim Kurallar

SQEMA tarafinda kullanilan doniisiim kullar1 asagida verilmistir.

I. Mantiksal Baglaclar icin Kurallar

Kuralin Adi Formiil
B —=yAG
M- Kural : U
B—y.B—§
B—=yvid
Sola Oteleme V-Kural: U
(a: A —|}"] — &
(ﬁ M —|‘}f:]| — r:?
Saga Oteleme v-Kurah: 3

f—=yvéd
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Kuralin Adi Formiil
y-%ljﬁ
Sola Oteleme O-Kural: U
ﬂ_ljr—aﬁ
0ty =8
Saga Oteleme O-Kural: U
y — aé
j—=0y
{-Kuralr: U
=2tk k—j

burada j keyfi bir nominal ve k yeni bir nominaldir. Kisaltma olarak

j =0 k yerine Rjk kullanilabilir.
Il. Ackermann Kurah
Bu kural Ackermann lemmasindaki denklige dayanmaktadir. Ackermann

Kurali sadece tek bir denklem iizerinde calismaz, asagidaki gibi doniisiim

kurallari ile elde edilen yeni denklem kiimeleri tizerinde de ¢alisir.

a, > p,

P Byllay v ..va,)/pl
= -

B1(p), B..[(a,v..va)/pl.

B..(2),
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Burada;

1) P, &y, ..., &, lerde gegcmeyen bir dnermesel degiskendir.
2) B1. .. B, lerin her biri p de negatiftir.
3) P yi igeren sistemde bagka bir denklem yoktur.

Bundan sonra Ackermann kuralinin uygulanisinda ey, ..., c, ve By, ..., [,

formiilleri sirasiyla @ — formiil ve § — formiil olarak adlandirilacaktir.

1. Kutup Degistirme Kurah
O anki sistemin i¢inden segilen p degiskeninin her gecisinde kutup

degistirilir, yani p yerine —p ve —p yerine p yazilir.

1V.Yardimci Kurallar

Bu kurallar baz1 6nermesel sonuglarin kapasitelerini ve modal operatorler

arasindaki dualitenin etkisini arttirmaya yoneliktir.

1) A ve WV baglaclarinin dagilma ve birlesme 6zelligi.
2) YV-ay =T, YAy =1

3) YyVT =T, yVi=y

4) yAT=y, yAL=L

5) y=2l=—y, y=T=T

6) 1=y =T, Toy=y

7) o= a, —O—=4

Kutup degistirme kuralinin disinda onermesel degiskenin keyfi gecisinin

kutupsalligini degistiren doniisiim kurali yoktur.
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5.3 Ornekler

Ornek 5.3.1 ¢ Op — O ¢ p formiiliinii g6z dniine alinsin.

Adim 1 Formiiliin degillemesi alinir.

fopADOQ —p

Adim 2 Denklemin baslangi¢ sistemi:

li — (0 opA ¢ O-p)

Adim 3 Formil, p de ne negatif ne de pozitiftir. Formiil yalnizca

onermesel degiskenlerden olusmaktadir.

Adim 4 Elemek i¢in 6nerme degiskeni » segilir.

Adim S Sistem doniigiim kurallarini kullanarak Ackermann kuralina uygun
hale dontistiiriiliir.

A- Kurali uygulanirsa:

i —{p
I',—H:*I:Iﬁp

Ik olarak ¢-kurali ardindan O-Kuralin1 uygulanirsa sirasiyla asagidaki iki
denklemi elde edilir:
Rij

j— 0Op
I —{ O—p

Rij
07—
i —{0O-p
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Artik sisteme Ackermann lemmasi uygulanabilir.

Rij
i —0o-(071))

Tiim 6nermesel degiskenleri basariyla sistemden elendi, artik Adim 6 ya

gecilebilir.
Adim 6 Denklemlerin evetlemesi alinirsa
RijA(i—0 O=(07" /)
ve degillemesi alinirsa
Rij — (iroO 071 )
elde edilir. Denklemin g¢evirisini yapilirsa

vy, 3x,[Ryy; — (xp = ¥,) "Vy(Rxpy — Ju(RyutIv(Rvurv = y,)))]

elde edilir. Sadelestirilirse

vy;[Ry,y; — Vy(Ry;y — Ju(RyuRy;u))]

Church-Rosser 6zelligi elde edilir.

v; degiskeni serbest ve i nominaline uygundur dyle ki o anki durum olarak
yorumlanir. Bundan dolayr yerel ozellik gosterir. Ayrica Rij yerine Ry;y; Vi

kullanarak direkt olarak standart gevirisi yapilirsa asagidaki denklik elde edilir.

ST(i —0j,x,) =x5 =y, — 3z(Rx,zz=y,)

Ornek 532 p/O(0p — DOg) —000p formilini goéz Oniinde

bulundurulsun. Verilen formiil bir Sahlqvist formiiliine denk degildir.
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Adim 1 Formiiliin degillemesi alinirsa

phO[0p — q) 000 ~q]

elde edilir.

Adm?2 i — [p A0 (I:I—rp "f"l:lqj MO g —|q]

Adim 3 Sistem p ya da g da ne pozitif ne de negatiftir.

Adim 4 Onermesel degisken p yi elemek icin secilir.

Adim 5 A- Kurali iki kere uygulanirsa

I—p
i — O(O-pY0Og)
I —0O¢) g

elde edilir. Sistem artik Ackermann kurallinin uygulanmasi igin p izole

edildi ve i — O(O—-p"0Og) formiil p’de negatiftir.

i — 0O(0O—ivog)
i —oO¢d g

Ackermann kuralinin uygulanmasindan sonra sistemden p 6nerme
degiskeni elenmistir. Sistemdeki diger onerme degiskeni q” yu elemek i¢in Adim

4 e gecilir.

Adim 4 Onerme degiskeni g elemek i¢in segilir.
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Adim 5 o-kurali, Sola 6teleme V-kurali ve tekrar o-kuralint uygulanirsa

‘:’_1 i— El—|f,"f"E|q
i— 008 g
‘:*_1 iVv—=O-i — Og
i—0O¢) g
07 (07t iv—ao—i) — g
i— 040 g
Ha‘l (071iv i) —q
i— 04 g

bulunur.
Adim 6 i — 000 [0~} (O —=ivO-i)] degillemesi alinirsa
in 0 oof0 0TV 0 )]
elde edilir. Son olarak formiiliiniin ¢evirisi yapilirsa
dx,[xy = v,/ 3z, (Rxyz, "\Vz,(Rz 2, — Vz3(Rz,z5 —
Fuy [Ruyzz A Ju,y (Ruguy Ay = v A Jug (Rugus Aug = y,)1))))]

elde edilir.

Bu &rnekte dnermesel degiskenlerin elenme siras1 onemli degildir. Once q
onerme degiskeni ardindan p onerme degiskeni elenseydi algoritma ayni sekilde
calisacakti.

Ornek 5.3.3 O(Op < q) — p formiilii verilsin.

Admm 1 O((#—pVg)"(—gVp)) —p

Adim 2 |li — o((0 —pVq) A (=q"Vp)) —p

Adim 3 Biitlin degiskenler pozitif ve negatif olarak geciyor. Adim 4 e
gecilebilir.

Adim 4 Onermesel degisken p elenmek igin secilir.
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Adim 5 A-kurali ve O-kurali uygulanirsa

07 i — (—gqVp)

elde edilir. Sola 6teleme ' -kurali ilk denkleme uygulanirsa

(0tirnp) — g
07 i — (—qVp)

I',—}—@:I

elde edilir. Sistemde g ya gore Ackermann kurali uygulanirsa

[— —p
elde edilir. Birinci denklem totoloji oldugu i¢in sistemden silinir.
li = —p
p yerine L yerlestirilirse sonug sistemi olarak
T

elde edilir.

Adim 6 Degili alinirsa L elde edilir.
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Gozlem 1 Algoritmanin basarist bazi Onermesel sonuglarin temel

yeteneklerine baghdir.

Ozellikle 07 i — (=07t iv—oOpVoOp) denkleminde —Op yerine ¢ —p

-1

yazilmis olsaydi, elde edilen denklem ¢~'i — (= ¢~ iV ¢ —pVOp) olurdu. Bu

durumda totoloji durumu kolayca fark edilmeyebilirdi.

Bu durum p nin kutbu degistirildikten sonra monotonluk temelli

Ackermann kuralinin uygulanmasina izin verir.

Hﬂ_l i— (=071 iV 0 pVO—p)
i—p

Ackermann kurali uygulanirsa asagidaki denklem elde edilir:
o~ i — (= 07riv ¢ ivo—i)

Denklem sadelestirilirse
o™i — (O =iV ¢ iV 0i)

elde edilir. Bu denklemin birinci mertebeden dengi degillemeden sonra L
dir.

Gozlem 2 Sistemden ilk olarak p elenseydi,
lo™ri— (0pVa)
elde edilirdi.

Formiilinde ¢ altinda p nin gegislerini elde etmemek i¢in p nin

kutupsalligi degistirilirdi. Sistem dontstiirilmeye baslandiginda
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07— (0 -pVa)
07t (07 ing) —p

elde edilir. Ardindan sisteme Ackermann lemmasi uygulandiginda

elde edilirdi. Artik bu sistemde SQEMA nin takildigini gérmek degildir.

07— (0=(07t (07 iNg))Vg)
i — (07 (077 M)

Dayanak Elemenin sirasi 6nemli olmamasina ragmen algoritmanin geri
doniis secenegini icermesi teorikte adim sayisinin hizla artmasina yol acar fakat
uygun yol gostericiler ve ek kurallar yardimiyla elemenin dogru siralamasina
karar verilir. Bu nedenle uygulamada algoritmanin adim sayisinda hizli bir artig

meydana gelmez.

5.4 SQEMA’ min Sahlqvist Formiiller Uzerindeki Tamhig

Lemma 5.4.1 ¢ bir Sahlqvist formiil ve ¢',—¢@ den tiim baglaglar
lizerindeki degillerin iceri aktarilmasiyla elde edilmis bir formiil ise @’ bir

Sahlqvist onctliidiir.

Kanit ¢ nin uzunlugu tizerinde tiimevarim uygulayalim.

Eger @:a — Pos bir Sahlqvist gerektirme ise degili alinir ve yeniden
yazilirsa &\ —=Pos elde edilir ve Sahlqvist onciiliine dondisiir.

Eger ¢ = 0Oy formunda bir formil ise degil almmarak —g@ =0 -y
dontstiiriiliir. Boylece @ i¢in iddia gosterilmis olur. Ciinkii Sahlqvist Onciilil,
diamond operatorii tizerinde kapalidir.

Eger @ = 1, P, formunda ise degili alinarak —¢ = —py V—1fr, elde
edilir. Boylece w i¢in iddia saglanmis olur. Cilinkii Sahlqvist dnciilleri veyalamalar

tizerinde kapalidir.
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@ = 1, V1, durumu da benzer sekilde gosterilebilir.

Sonu¢ Teorem 5.4.2 Her Sahlqvist formiil, bir degil Sahlqvist dnciile ve

bir Sahlqvist gerektirmeye semantik denktir.

Lemma5.4.3 E, j— [ formlu SQEMA denklemlerinin bir sistemi ve £,

veya-lamalar kullanmadan olusturulmus, olasi negatif formiilleri kabul eden bir

Sahlqvist Onciilii olsun. p, E de negatif ve pozitif formiillerin gegtigi her hangi bir
onermesel degisken ise E, yalmizca A-kurali, V-kurali, O-kurali ve Ackermann
kurali kullamlarak j — £ formlu fakat p yi icermeyen bir E' sistemi igine

doniistiiriilebilir.

Kamit p nin tim pozitif gegisleri, evetlemelerin ve diamond

operatdrlerinin etkisi altinda kalan box-li formiillerin i¢indedir. Ilk olarak p yi

ayiralim baska bir ifadeyle E sistemini p nin pozitif oldugu ¥ — p formunda ki
denklemlere doniistiirelim. Burada p,¥ de meydana gelmesin. p nin box
uygulanmis atomlarin1 #-kurali ve #-kurali uygulayarak ayiralim. Elde edilen
sistemdeki denklemler hala j — £ formundadir. Burada j, bir nominal ve £ bir

Sahlqvist Onciiliidiir. Formiil bir pure formiil olarak adlandirilir ve hem pozitif
hem de negatif olarak kabul edilir. Olusan tiim denklemler p de pozitif meydana

gelir ve j— O"p formundadir. O-kurali uygulanirsa, (¢71)"j —p forma

doniistiiriiliir. Sistem, denklemleri Sahlqvist dnciilleri durumuna getiremez ve tiim

denklemlere Ackermann kurali uygulanarak p elenir. Saf formiiller p nin negatif

gecislerine ikame edilir, boylece ikameden sonra negatif formiil ve Sahlqvist

onctilleri kalir.

Teorem 5.4.4 SQEMA, her Sahlqvist formiiliin birinci mertebeden

mantiksal dengini hesaplar.

Kamit ¢ bir Sahlqvist formiil olsun. Birinci adimda ¢ nin degilini alalim
ve tim baglaglar lizerine dagitalim. Elde ettigimiz bu formiili ¢’ olarak

adlandiralim. Lemma 1 den ¢’ formiiliiniin bir Sahlqvist onciilii oldugunu
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biliyoruz. Artik ¢'yi , =1 a; forma donistiirebiliriz. Burada her bir a; Sahlqvist
onciilii, T, 1, O-Ih atomlar ve veya-lamalarin kullanilmadigi negatif formiillerden,
evetlemelerin ve {-larin veya-lamalar {izerine dagitilmasiyla elde edilen bir

formildiir. Olas1 bazi negatif formiiller disindaki tiim veya-lamalar1 dagitmak

miimkiindiir. Ciinkii ¢' de bu veya-lamalarin higbiri, box-larin etkisi altinda

kalmaz.

Artik algoritma her bir veya-lama iizerinde ayr1 olarak isler. Bunlardan biri

olan a; yi segerek ispata devam edelim. py,...p, ler @; de meydana gelen

degiskenlerin keyfi siralamasi olsun. Denklemlerin basglangi¢ sistemi

i —
||L a;

dir.

Bu sistem Lemma 5.4.3 {in gerektirdigi formdadir. Eger p; yalnizca pozitif
(negatif) ise SQEMA bunun pozitif (negatif) formiillerin yerine T(L) ikame
ederek p, i eler. Eger », hem pozitif hem de negatif ise Lemma 5.4.3 den
SQEMA, p, i eler. Onermesel degiskenler p,, ..., p,, benzer sekilde elenir. Islem
timevarimsal olarak her bir elemeden sonra kalanlara Lemma 5.4.3 iin
uygulanmasiyla devam eder. SQEMA tarafindan degillemeler ve doniisiim
kurallartyla elde edilen saf formiil, &; ye yerel birinci mertebeden catiya denktir,
1= j = n i¢in bu denklemlerin evetlemeleri alinirsa girdi Sahlqvist formiilii ¢

icin birinci mertebeden yerel ¢atiya denk olan formiil elde edilir.
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6. SONUC

Sahlqvist teknigi, konu ile baglantili ilk ¢aligma degildir. Gergekten,
Jonsson-Tarski (Jonsson et al., 1952) yansiyan ve gegisken catilarin birinci
mertebe dengini 6rneklemislerdir. Fitch (Fitch, 1973) in yazdig1 bir makale van
Benthem’i — Sahlqvist’ den habersiz- bugiin Sahlqvist Teoremi sonucunu

ispatlamaya yOneltmistir. Sahlqvist teknigi normal modal formiillerin yani1 sira

SCAN algoritmas1 konu ile ilgili ilk saf algoritmalardan biridir. SCAN
algoritmas1 modal formiillere karsilik gelen birinci ya da ikinci mertebeden
formiilleri hesaplayabilmektedir. Gelistirilen diger algoritmalar ve tekniklerde
oldugu gibi SCAN algoritmas1 modal formiillerin sinifina gore tam degildir. Yani
verilen her modal formiile karsilik gelen birinci ya da ikinci mertebeden formiilii
hesaplayamamaktadir. Algoritma ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesi
asamasinda ters skolemizasyon tekniginin dogast gere§i  sorunlarla

karsilagmaktadir. Sahlqvist tekniginde oldugu gibi SCAN algoritmasi1 da zaman

SQEMA algoritmasi igerdigi doniilisim kurallart nedeniyle modal
formiiller tizerinde direkt olarak calisabilmektedir. Bu 6zelligi sayesinde diger
algoritmalardan daha yalindir. SQEMA algoritmasini diger algoritmalar ve
tekniklerden ayiran bir baska ozellik ise normal modal lojigin formiilleriyle
birlikte zaman lojigi, hybrid lojik ve polyadic modal formiiller {izerinde de etkili
bir algoritma olmasidir. SCAN algoritmasinda oldugu gibi SQEMA
algoritmasinda modal formiller sinifina gore tam degildir. SCAN ve SQEMA
algoritmalart modal formiillere karsilik gelen ikinci mertebeden formiilleri
hesaplayabilmeleri ve algoritmalarin Sahlqvist formiillerine gére tam olmasi
Sahlgvist tekniginden ¢ok daha etkili olduklarinin kanitidir. SCAN ve SQEMA

algoritmalarinin uygulamalarina

http://www.mpi-inf.mpg.de/departments/rql/software/scan/index.html

ve


http://www.mpi-inf.mpg.de/departments/rg1/software/scan/index.html
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http://www.fmi.uni-sofia.bg/fmi/logic/sgema/sgema.jsp

internet adreslerinden ulasmak miimkiindiir.


http://www.fmi.uni-sofia.bg/fmi/logic/sqema/sqema.jsp
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