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Calismanin konusunu olusturan egri eksenli g¢ubuklar, miihendisligin pek ¢ok
alaninda yap1 elemani olarak kullanilmaktadir. Bu calismada, kesin ¢oziimden
uyarlanmig sonlu eleman formiilasyonunda kullanilmak {izere yeni bir ¢atlakli gubuk
eleman gelistirilmis olup; egri eksenli cubuklarda ¢atlagin eksen iizerindeki konumu
ve derinligi tespit edilmek istenmistir.
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YENI BIR CATLAKLI CUBUK ELEMAN iLE EGRI EKSENLI
CUBUKLARDA CATLAGIN KONUMUNUN VE DERINLIGININ TESPIiTI

OZET

Cubuklar, diger yap1 elemanlarina gore, basitliklerinin getirdigi kullanim yayginlig
sebebiyle miihendislik alaninda olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Genis kullanim
alanlar1 sebebiyle ¢ubuklar, yillar boyunca arastirmacilar arasinda 6nemli ve popiiler
bir konu olmus ve olmaya da devam etmektedir. Cubuklar diiz veya egri gibi farkli
formlara sahip olabilmekle birlikte, bu tez ¢alismasinda ele alinan egri eksenli
gubuklardir.

Bu ¢alismada, ekseni {izerindeki herhangi bir konumda ve derinlikte catlaga sahip
olan sabit egrilikli ve sabit kesitli egri eksenli gubuklar igin, yeni bir ¢atlakli ¢ubuk
sonlu eleman formiilasyonu gelistirilmis ve kesin ¢6ziimden uyarlanmis sonlu
eleman yontemi uygulanmistir. Ardindan bu yeni gelistirilmis catlakli gubuk eleman
ile kurgulanmis sonlu eleman yontemi, ters problem icin kullanilmis ve dogal frekans
degerleri bilinen catlakli bir ¢ubuk icin, ¢atlagin eksen iizerindeki konumu ve
derinligi tespit edilmistir. Ters problemin ¢ézlimiinde bir optimizasyon yontemi olan
genetik algoritma kullanilmistir.

Birinci boliimde, ¢ubuk teorisi hakkinda kisaca bilgi verilmis, ¢alismanin amaci ve
kapsami belirtilmisgtir. Cubuk iizerindeki catlaga yonelik yapilan calismalar
incelenmis. Ardindan ¢ubuk iizerindeki ¢atlagin tespiti i¢in kullanilan ters problemin
¢Oziimii i¢in, literatiirde kullanilan yontemler hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, degisken egrilikli ve degisken kesitli egri eksenli gubuklarin diizlem
ici genel denklemleri verilmistir. Ardindan ¢cember eksenli ve sabit kesitli egri
eksenli gubuklar igin diizlem ig¢i statik denklemlerin baslangi¢c degerleri problemi
yoluyla ¢6ziimii verilmistir. Asal matrisin terimleri elde edilmistir.

Ugiincii boliimde, bir dnceki boliimde elde edilen egri eksenli ¢ubuklarin statik
denkleminin analitik ¢6ziimii kullanilarak, sonlu eleman formiilasyonu uyarlanmistir.
Cember eksenli ve sabit kesitli, tizerinde ¢atlak ve benzeri herhangi bir hata
bulunmayan bir gubuk elemaninin rijitlik ve kiitle matrisleri elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde, kirilma mekanigi hakkinda kisaca bilgi verilmis, catlagin ¢ubuk
tizerindeki etkisinden bahsedilmis ve c¢atlagin yarattigi yerel esneklik matrisi elde
edilmistir. Ardindan gubuk ekseni iizerindeki herhangi bir konumda ve derinlikteki
catlaga sahip bir ¢ubuk i¢in, yeni bir ¢atlakli ¢ubuk eleman gelistirilmistir. Bu yeni
catlakli gubuk eleman i¢in rijitlik matrisi elde edilmistir.

Besinci boliimde, daha Onceki boliimlerde elde edilen ¢atlaksiz ve catlakli ¢ubuk
elemanlarin rijitlik ve kiitle matrisleri kullanilarak modellenmis ¢ember eksenli ve
sabit kesitli egri eksenli c¢ubuklarin 6zdeger problemleri ¢ozdiiriilmiis ve hem
catlaksiz hem de catlakli egri eksenli gubuklar i¢in dogal frekans degerleri elde
edilmistir. Elde edilen dogal frekanslar, hem literatiirdeki ¢alismalar ile
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karsilastirilmis; hem de Istanbul Teknik Universitesi Makina Fakiiltesi’ndeki
Mukavemet Birimi Laboratuvari’nda yapilan deneylerden elde edilen sonuglar ile
karsilastirilmistir.

Altinc1 boliimde, ters problem hakkinda kisaca bilgi verilmis, bir optimizasyon
yontemi olan genetik algoritma (GA) tamitilmistir. Ardindan bir 6nceki bolimde
verilen ¢atlaksiz ve catlakli gubuklarin dogal frekanslar kullanilarak, GA yardimiyla
catlagin eksen tlizerindeki konumu ve derinligi tespit edilmistir.

Yedinci bolimde, ¢alismanin kapsami kisaca ele alinmig, elde edilen sonuglar
yorumlanmis ve yeni 6nerilerde bulunulmustur.
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CRACK DETECTION IN CURVED BEAMS WITH USING A NEW
CRACKED BEAM ELEMENT

SUMMARY

Beams, comparing with any other structural elements, have a very important role in
engineering field considering their common usage due to their simplicity. This makes
them a very hot topic for researchers from past to present throughout the centuries.
Beams have a variety of forms according to their geometry such as straight, curved,
tapered. However, only the curved beams are considered in this study.

A structure has a design aim to fulfil during service. Beams are the main elements to
build the structure and every one of them is very important for that structure to meet
the design criteria. However, a notch or crack in the beam, dramatically reduces the
life span of the beam and this might create a catastrophic failure if it’s not detected
on time. There are some methods to detect the crack in the beam, however they can
be very expensive or very time consuming. This study aims to create a faster, easier
way to detect the crack by using finite element method.

In this study, a finite element formulation is derived from analytically solved static
problem considering a cracked beam with constant curvature and constant cross-
section. Since the basis of the formulation derived from the exact solution, it has no
simplification. This means that, shear deformation, axial deformation and rotatory
inertia is not neglected. Then, a new curved cracked beam element is introduced.
This new cracked curved beam element contains a crack on an arbitrary location and
arbitrary depth which can be defined by the user. Using this new cracked curved
beam element’s and also the intact beam element’s stiffness and mass matrices, intact
and cracked curved beams are modelled with the finite element formulation which is
derived from exact solution. Those modelled intact and cracked curved beams are
then used to solve the inverse problem in order to find the crack parameters such as
location and depth. During the inverse problem, genetic algorithm (GA) is
implemented as an optimization method. Main aim of this study is to detect the
crack’s location and depth with using a new cracked curved beam element.

A crack on the beam creates a local flexibility. In the light of this phenomena, a local
flexibility matrix is constructed and transfer matrices are used to define this local
flexibility on the intact curved beam element. By doing so, a hew cracked curved
beam element that contains a crack is then ready to be used to formulate the finite
element method. Since this new cracked curved beam element contains an inherent
crack, it can be used to model any number of crack in the beam. In this study, only
one crack is considered since the main focus is to prove that the new cracked curved
beam element is sufficient enough to model the curved cracked beam.

In the first chapter, a general view for curved beams, where they are used and their
importance is presented. After that, the presence of the crack and its effect on the
beam is given. A detailed review for the studies in the literature about cracks in the
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beam is stated. These studies contain the effect of the crack to the beam considering
vibration properties such as natural frequency and mod shapes. It is stated that the
crack induces a local flexibility and diminishes the natural frequencies of the beam.
It is seen from these studies that, there are many ways to model the crack, but
generally the crack is modeled as link or spring. After generic information about the
crack, the studies in the literature about inverse problem is given. It is declared that,
the inverse problem needs to be solved in order to detect the cracks in the beam.
Main idea of the inverse problem is the find the crack parameters such as location
and depth of the crack. The inverse problem is approached from many different ways
by researchers. Conventional hard computing methods are very time consuming
considering an inverse problem. It is observed that the overall consensus if to use an
optimization method to solve the inverse problem. That’s why, it is mainly solved by
the optimization methods such as genetic algorithm, neural networks, fuzzy logic.
Papers which uses those different optimization methods for the inverse problem to
detect the crack are documented. In this study, an optimization method called genetic
algorithm is used in order to perform inverse problem.

In the second chapter, in-plane governing equations of a curved beam are presented
for the static problem. After that, initial value boundary problem is used to solve
those in-plane equations. The resultant equations are given. These exact solutions are
valid for any curved beam, including those curved beams which have variable
curvature and variable cross-section. The solution also does not depend on the
loading and boundary condition. Then, considering a curved beam with a circular
curvature and constant cross section, analytical expressions of the fundamental
matrix is derived.

In the third chapter, finite element method is derived from the exact solution. Two-
node six degree of freedom beam element is presented for the flawless curved beam.
Using the fundamental matrix which was obtained in the previous chapter, the
stiffness matrix for the intact beam element is constructed. Also the generic kinetic
energy expression is used to obtain the mass matrix of the beam element.
Considering those matrices, the classic finite element assembly is sufficient to model
the flawless curved beam.

In the fourth chapter, a brief review about the fracture mechanics is given. Stress
intensity factors and the fracture modes are presented. Using the energy method
approach, the local flexibility induced by the crack is found. A local flexibility
matrix is constructed. With the help of the transfer matrices, a new cracked curved
beam element which has a crack on an arbitrary location and depth is obtained. Using
this new beam element, a curved beam with a crack can be easily modelled.

In the fifth chapter, previously found stiffness and mass matrices of intact and
cracked beam element are used to assemble the beam and then eigenvalue problem is
solved to obtain the natural frequencies. It needs to be stated that the mass matrix for
the intact and the cracked beam is the same. After that, studies in the literature which
calculates the natural frequencies analytically and experimentally are presented. A
comparison is made between the results of this study and the studies in the literature.
It is stated that the results of the studies in the literature and this thesis study are well
met.

In the sixth chapter, the importance of the detection of the crack is given. The inverse
problem is defined. It is stated that the any hard computing method is inadequate
when the problem is very complex and hard to solve. It would require a lot of time to
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solve those problems with hard computing methods. It is described that, the inverse
problem in this thesis study is the detecting the crack’s location and depth on a
curved beam with a circular curvature and constant cross-section. In order to detect
the crack, previously found natural frequencies are used. Those frequencies are the
product of a beam that is modeled with the new cracked beam element. Methods to
solve the inverse problem is then defined. Although there are many ways to solve the
inverse problem, an optimization method which is called genetic algorithm is chosen.
General review of the genetic algorithm is presented. The cost function of the
optimization problem is given. Relative error is used as the cost function. The
difference between intact and cracked beam regarding experimentally determined
natural frequencies is presented. After that, the difference between intact and cracked
beam, which are constructed with the method of finite element, considering natural
frequencies is found. These two sets of differences are then used on the cost function.
By doing so, it is wanted to diminish the errors of the experiment. Also the weighting
factor is determined. This factor is used to reduce the effect of the measurement
noise. Moreover, using the natural frequencies of an intact and the cracked beams as
an input, inverse problem is solved to detect the crack’s location and depth. At first,
arbitrary chosen crack parameters are tried to be found. Secondly, the natural
frequencies, which is presented in the study in the literature, is used to see the
efficiency of the new cracked beam element. Thirdly, an experiment in the laboratory
of Istanbul Technical University is made and the natural frequencies from that
experiment is used to solve the inverse problem to find the crack’s location and
depth. It is stated that the finite element formulation with a new cracked beam
element which is presented in this thesis study is giving coherent results with an
acceptable absolute error.

In the seventh chapter, the scope of the study is given with results and discussions.
Also some suggestions are made for the further studies.
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1. GIRIS

Bir boyutunun, diger iki boyuta gore ¢ok daha biiyiik oldugu ve her ii¢ eksende de
yiik tastyabilen cisimlere ¢ubuk denmektedir. Miihendisligin bir¢ok dalinda yaygin
kullanim alanina sahip olan ¢ubuklar, omiirleri boyunca cesitli kuvvetlere maruz
kalmakta ve deforme olmaktadir. Giiniimiiziin gelisen miihendislik teknolojisinin
yaninda, artan rekabet ve maliyet kaynakli yaklagimlar ile birlikte, geleneksel
tasarimdan ziyade daha diisiik emniyet katsayilari ile tasarim yapilmaktadir. Bu
durumda, yapilar1 olusturan ¢ubuklarin, tasarlandiklar1 dmiir boyunca islevselligini
devam ettirmesi daha da kritik hale gelmektedir. Dolayisiyla ¢ubuklarda asiri
yiikklemeden meydana gelecek hasarlarin yani sira, ¢atlak olusumu ve ilerlemesi de
o6nemli bir konu olmustur. Cubukta, mrii boyunca maruz kaldig: yiiklemeler sonucu,
akma degerinin altindaki tekrarli yiliklerde bile catlak baslangici olusabilir ve bu da
yapmin tasarlandigi Omiirden Once islevselligini kaybetmesine yol acabilir.
Dolayisiyla, ¢ubukta meydana gelebilecek olasi bir gatlagin, yapiya énlem alinamaz
bir hasar yaratmadan once tespit edilmesi ve onlem alinmasi gerekmektedir. Yillar
icinde bazi tahribatsiz muayene yoOntemleri gelistirilmis olmakla birlikte bunlar
olduk¢a maliyetli ve zahmetli yontemlerdir. Bu yiizden, yapidaki ¢atlagin tespiti i¢in

daha farkli yontemler gozlem altina alinmistir.

Sayisal ve deneysel c¢alismalar gostermektedir ki; yapilarda bulunan catlaklar,
yapinin rijitligini degistirerek, titresim 6zelliklerinde degisim meydana getirmektedir.
Bu sayede, zaman icerisinde yapmin dogal frekans ve mod sekilleri gibi titresim
ozelliklerindeki degisimi gozlemleyerek, yapidaki hasarlar degerlendirilebilir ve
yapinin geriye kalan omri i¢in tahminlerde bulunulabilir. Dolayisiyla, catlagin yap1
tizerindeki mekanik davranisini en dogru sekilde modellemek, catlak ve titresim

ozellikleri arasindaki iliskiyi kurabilmek ag¢isindan oldukg¢a 6nemlidir.



1.1 Tezin Amaci

Bu caligmada, diizlemsel egri eksenli ¢ubuklarin diizlem igerisindeki hareketini ifade
eden diferansiyel denklem takiminin kesin ¢oziimi sonlu eleman yontemi
formiilasyonuna uyarlanmistir. Yapinin daha dogru modellenmesi i¢in, diizlem igi
denklemler elde edilirken, kayma deformasyonu, eksenel deformasyon ve donmeye
kars1 gosterdigi direng ihmal edilmemistir. Catlak ise, yapinn rijitligini degistiren bir
yay olarak diisiniilmiistiir. Kullanilan bu yay benzesimi ile, herhangi bir noktasinda
catlak bulunan yeni bir catlaklt egri c¢ubuk elemani formiilasyonu ortaya
konulmustur. Bu yeni catlakli ¢ubuk eleman, sonlu eleman yontemi (SEY) ile
catlakli gubugu modellemek i¢in kullanildiktan sonra; bir optimizasyon yontemi olan
genetik algoritma (GA) yardimiyla ters problem ¢oziilmiistiir. Ters problemin bu tez
calismasi kapsamindaki tanimi; catlagin eksen iizerindeki konumu ve derinliginin
tespit edilmesidir. Bu caligmanin amaci, herhangi bir mesnetleme sartina sahip
cember eksenli sabit kesitli ¢ubukta bulunan catlagin eksen {lizerindeki konumu ve
derinligini tespit edebilmek igin, yeni bir gatlakli sonlu eleman formiilasyonu elde

etmektir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Catlak, sekil degistirme enerjisi yogunlasmasi Sebebiyle bulundugu bdolgenin
civarinda ¢ubukta yerel bir esneklige neden olmaktadir. Boylece yapinin rijitlik
matrisi degismekte, dolayisiyla yapmin dinamik cevabi etkilenmekte ve dogal
frekanslar1 degismektedir. Yapidaki ¢atlagin modellenmesindeki ilk girisimler adina;
Kirmsher [1] ve Thompson [2] , catlak olan bdolgeyi azaltilmis kesit alani
yaklagimiyla diistinmiistiir. Harrison [3] ise catlagi yerel bir kusur olarak diistiniip
‘link’ eleman olarak modellemistir. 1950’lerde ise, catlagin esdeger bir yay olarak
modellenmesi Irwin [4] ve Bueckner’in [5] calismalariyla ortaya ¢ikmistir. Ayni
zamanda catlagin yarattigi yerel esneklik, gerilme siddeti ¢arpani ile
iliskilendirilmistir. Esdeger yay ve gerilme siddeti ¢arpani yaklagimi akademik
ortamda biiyiik kabul gérmiis ve bir¢cok arastirmaci ¢atlagi bu sekilde modelleyerek
inceleme yapmuslardir [6-10]. Gerilme siddeti ¢arpani ile ilgili daha detayli bilgi ve
cesitli sinir kosullart ve yliklemelere karsilik gelen matematiksel ifadeler Tada ve

digerlerinin [11] ¢alismasinda goriilebilmektedir.



Catlagin cubuk {iizerindeki titresim cevabi etkisi, arastirmacilarin {izerinde durdugu
konulardan biri olmustur. Dimarogonas [12-13] o donem havacilik endiistrisinin
onde gelen sirketlerinden olan General Electric’te c¢alisirken yaptigi ¢alismalarda;
cubugun dogal frekansinin, ¢atlagin derinliginin karesi ile orantili olarak azaldiginm
gostermistir. Catlagin ¢ubuk iizerinde yarattig1 yerel esnekligin; kirilma mekanigi
yaklagimiyla birlikte Euler-Bernoulli gubugu teorisine analitik olarak uygulanmasi ve
¢ubugun dinamik cevabinin elde edilmesi ilk olarak Dimarogonas [14] tarafindan
yayinlanmistir. Esdeger yay yaklasimiyla yapilan ¢alismalarda, ¢ubugun yatay
titresimi Dimarogonas [14] ile Chondros ve Dimarogonas [15]; plaklarin yatay
titresimi ise Chondros ve Dimarogonas [16] tarafindan incelenmistir. Bu
calismalarda Euler-Bernoulli g¢ubuk titresim teorisi yaklagimi kullanimina devam
edilmis, dogal frekanslar ile titresim modlar lizerine analitik ve deneysel c¢alismalar
gerceklestirilmigtir. Isalik [17], Kumar ve Petroski [18] gibi arastirmacilar ise,
Kirmsher ve Thompson‘un ¢alismalarindaki gibi, ¢atlagi azalmis kesit alan1 olarak
modelleyerek hasarlanmis cubuklarin titresim problemlerinin ¢6ziimii {izerine

calismislardir.

Yillar boyunca, catlagin yapisal pargalar tizerindeki tespiti iizerine bir¢ok caligsma
yaptlmistir. En yaygin kullanilan yontemlerden biri; c¢atlagin, yapinin dogal
frekanslarina olan etkisinin incelenmesi tizerine olmustur. Pafelias [19] tiirbin
rotorlar1 iizerine caligmalar gerceklestirmis ve rotor iizerindeki c¢atlagin tespitini
yapabilecek bir cihazin gelistirilmesi {izerine ugrasmistir. Adams ve digerleri [20]
yapinin dogal frekanslarindaki degisimi sayesinde, ¢atlagin yerinin ve derinliginin
tespiti icin deneysel yontemler gelistirmistir. Yuen [21], ankastre ¢ubuk {izerine
yaptig1 c¢aligmalar ile ¢atlagin yeri ve biyiikligiine gore yapidaki O6zdeger ve
Ozvektor degisimlerini gostermistir. Rizos ve digerleri [22], dikdortgen kesitli
ankastre ¢ubugun ylizeyinde bulunan enine catlagin konumunun ve biiytikliigiiniin
tespiti i¢in birden fazla dogal frekansin degisimi iizerine ¢alismalar yaparak bir teshis
teknigi gelistirmislerdir. Daha bir¢cok arastirmaci, cubuklardaki catlagin teshisi

tizerine ¢aligmalarini gergeklestirmis ve akademiye katkida bulunmustur [23-28].

Bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle beraber, ¢ubugun dinamik probleminin
¢coziilmesinde analitik ve deneysel yontemlerin disinda farkli yOntemlerde
gelistirilmistir. Bunlardan bir tanesi de yapinin sonlu eleman yontemi yaklasim ile

modellenmesidir. Yapi, i¢indeki catlak ile beraber dogru bir sekilde sonlu eleman



yontemi yaklasimiyla modellendikten sonra; konu ters problemin ¢oziimii haline
gelmektedir. Ters problem burada catlakli bir g¢ubuktaki catlagin konumunun ve
derinliginin tespiti olarak diisliniilmelidir. Ters problemde karsilasilan optimizasyon
probleminin ¢6zliimii i¢in kullanilan analitik y&ntemler, problemin zorlugu ve
¢Ozlimiin alacag vakit agisindan yeteri kadar verimli degildir. Dolayisiyla geleneksel
yontemlerden ziyade, yapay zekaya dayali, belirli bir tolerans araligi icindeki
hassasiyete dayanan, yaklasimsal, esnek hesaplamali yontemler kullanilmaktadir. Bu
yontemlere 6rnek olarak, bulanik mantik, sinir aglari, genetik algoritma sdylenebilir.
Sinir aglar1 yontemiyle, ters problemin ¢atlak tespitinde bulunan g¢aligmalara
Mehrjoo ve digerleri [29], Suresh ve digerleri [30], Kamiri ve digerleri [31] 6rnek
olarak verilebilir. Genetik algoritma yaklasimiyla ters problemin ¢6ziimiine
yaklasanlardan Vakil-Baghmisheh ve digerleri [32] ise ¢ubuk dinamigini kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal ederek modellemistir. He ve
digerleri [33] rotor rulman sistemlerinde ¢atlak tespiti igin genetik algoritma ve sonlu
eleman yontemi yaklasiminda bulunmustur. Mehrjoo ve digerleri [34] ise yeni bir
sonlu eleman yaratarak bu elemani ilk once Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisinde,
ardindan yaptiklart yeni bir ¢aligmada [35] ise Timoshenko c¢ubuk teorisinde
uygulamis ve her iki uygulamada da ters problemi genetik algoritma ile
¢ozdirmistlir. Yaptiklar1 calismalarin ilkinde kayma deformasyonu ve donme
eylemsizligi etkilerini ithmal etmisler, ikincisinde ise sadece donme eylemsizligi
etkisi ihmal edilmistir. Ayni sekilde Horibe ve digerleri [36], plaklarda sonlu eleman
formiilasyonu ile yapiyr modelledikten sonra yapmnin igindeki ve koselerdeki
catlaklarin tespiti i¢in genetik algoritma yaklagimini kullanmigtir. Saridakis ve
digerleri [37] ise her ii¢ esnek hesaplama yontemi ile problemin ¢oziimiine
yaklasmistir. Hem genetik algoritmanin hem de sinir aglari yontemlerinin, cevabin
dogrulugunda pek bir kayip yaratmadan, hesaplama zamanini olduk¢a diisiirdiigiinii

gostermislerdir.



2. EGRi EKSENLI CUBUKLARIN STATiK DENKLEMLERI

2.1 Diizlem I¢i Statik Denklemler

Egri eksenli gubuklarin diizlem i¢i statik denklemleri, Tiifek¢i [38]’nin ¢alismasinda
eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri de gdz oniinde
bulundurularak incelenmistir. Cubuk malzemesinin elastik, homojen ve izotrop

oldugu kabul edilerek yapilan hesaplarin sonucu denklemler,

du w kR dF, F

—+—=0Q 0 —Lf+-Lt+p, =0
ds R, GA ds R,
w u R_ o dR.F,,_p 2.1)
ds R, EA ds R
dM
4, M, >+F, +m,=0
ds El, ds

olarak bulunur. Yay uzunlugu yerine ds =R, (¢)d¢ esitligi konarak diizenlenirse,

dw _

dg

du kn Ro(¢)
=—W+

dg  GA@p)

R,(#) ¢
EA(g)

u+

Fn + Ro (¢)Qb

49, _ R,0) (2.2)
dg  El(g) °

dM,

dg

= _Ro (¢) I:n - I:ao (¢) m,

dF, dF
PN S F _R n

=-F -R,(9)p,



seklinde elde edilirler. Burada; u ve w normal ve tegetsel yer degistirmeler; ¢
kiris agikligi, Q, binormal eksen iizerindeki donme agisi, R (@) sekil degistirmemis
cubugun eksen egrisinin egrilik yaricapi; F, ve F normal ve tegetsel tekil i¢
kuvvetler; M, binormal eksen tizerindeki tekil i¢ moment; P, ve p, normal ve

tegetsel eksen iizerindeki yayili dis kuvvet; m, binormal eksen iizerindeki yayili dis

moment seklinde tanimlanabilir.

2.2 Diizlem ici Statik Denklemlerin Céziimii

Elde edilen diizlemsel egri eksenli cubuga ait diizlem ici statik denklemlerin,
baslangi¢ deger yontemi ile kesin ¢oziimii yapilabilmektedir. Kesin ¢6ziim, degisken
egrilikli ve degisken kesitli ¢ubuklar igin de elde edilebilmesine ragmen, ¢oziimde
yer alan integraller yalnizca belirli geometriler i¢in sembolik olarak elde
edilebilmektedir. Bu denklemlerin ¢oziimii, bu tezin kapsami disindadir. Tiifekgi [38]
ile Tiifekgi ve Arpaci’nin [39] c¢alismalarinda denklemlerin ¢6ziimii ayrintili olarak

incelenmistir. Elde edilen denklemler:

F. ve F, tegetsel ve normal tekil i¢ kuvvetler,
F =F,sing+F, cos¢ F =F, cosg—F,sing (2.3)

M, binormal eksen iizerindeki tekil i¢ moment,
¢ ¢

M, =My, + [R(p)sinydyF, - [R(y)cosydyF, (2.4)
0 0

€2, binormal eksen iizerindeki donme agist,

¢ ¢ v
0y = Qo + [y, + [ R [Reeysin 20 2y R,
0 0

El, (v) o Elb () 25)

4 R(y) A
- R dédy F
E.)'Elb(‘//)'([ (§)cosédsdy Fyy



Normal ve tegetsel yer degistirmeler ise,

¢ ¢
u=—sin¢w0+cos¢uo{sinngIR(y/)sinwdw+cos¢IR(w)coswdw Q.+

bo

R() i R(E)
1) d&dy +cos ¢!R(z//) cosx//J' 1)

[ 2 v
+{—sin¢jR(y/){Cos v, Kasin Y _siny | R() jR(@)sinedeg}dy/

{sin ¢fR(z//)sin V’I d&dy

EA(w)  GAy) 2 EL(E) %

‘ sing_ k,sing 't R(&) | .
+cos¢J;R(w)cosw{EA(w) GAW) +£E|b(§)£R(9)sm0d9d§ dy ¢ F,

‘ siny k cos’y " R(E) §
+{COS¢'([R(W){EA(W)+ GAD) —cosw_([ £ (@) _([R(H)cos@d@dcf dy

o .| cosy k,cosy % R(E) ¢
S|n¢.([R(y/)S|ny/[EA(W) BA) +£E|b(§)£R(e)cosed9d§ dy \F,

(2.6)

ve

0 0
W=C0SgW, +Singu, +[sin¢JR(://)coswdc,u—cos¢jR(y/)sim//dw Q

0

El, (S)

‘ cos ksmy/ _ CR(E) o
+{COS¢IR( ){EA( " GAp) smy/! Elb(§)£R(0)Sm9d9d§ dy

+[SII’]¢IR cos T dfdz//—cos¢fR( )sm://j REE) dfdz//} (2.7)

8 sing_ ksing 't R() § .
+sm¢!R(w)cosy/{EA(W) GAW) +J;E|b(§)!R(0)sm9d9d§ dy o F,

v

‘ | cosy k cosy 't R(&) f
+{cos¢_([R(1//)smz/{EA(W)— GAW) +£ £l () .([R(H)cosedé?dg dy

o siny _k,cos’y % R(E)
+Sm¢'([R(W)|:EA(W)+ A cos:,y! EIb(g)!R(H)cost@dg dy +F

olarak elde edilirler.

Denklemlerdeki u,, w,, .., F ,F,, M,, biyiklikleri ¢=¢ baslangi¢ noktasina

ait bilinen degerlerdir.



Elde edilen (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) denklemleri, daha basit bir gosterimle ifade

edilebilir,
w = Y11Wo +Y12uo +Y139bo +Y14 Fto +Y15 Fno +Y16M bo
u = Y21Wo +Y22Uo +Y23Qbo +Y24 Fto +Y25 Fno +Y26M bo
Qb = Y31Wo +Y32u0 +Y33Qbo +Y34 Fto +Y35 Fno +Y36M bo

Ft = Y41Wo +Y42uo +Y43Qbo +Y44 Fto +Y45 Fno +Y46M bo
Fn =Y51W0 +Y52uo +YSSQbo +Y54 Fto +YssF +Y56Mbo

55" no

Mb :Y61W0 +Y62uo +Y63Qbo +Ye4 Fto +YesF +Y66M bo

65" no

(2.8)

boylece, egri eksenli gubuk igin kesit ve eksen egrisinden bagimsiz bir asal matris

elde edilmis olunur:

Yo Yo Yo Yy Yo Y
Ya Yu Y Yy Yi Yo
Y = Ya Yo Yi Yy Yy Yy
Yo Yo Yo Yu Y Y
Yoo Yo Ysg Ysuo Ygo Y
_YGl Yoo Yoo Yo Yo Ve i

(2.9)

Sembolik ¢oziim yapabilen herhangi bir paket program yardimiyla asal matrisin

terimleri elde edilebilir.

Cember eksenli ve sabit kesitli ¢gubuk i¢in ¢6ziimii ifade eden asal matrisin sifirdan

farkli elemanlar1 asagida verilmektedir:

Y,=cos¢; Y,=sing; Y,=R (1-cosg) ;

R | . (1 k 1k R? 3RS .
Y, =—=| Sing| =——= |[+¢CoSg| —+— | [+ ——¢(COSp+2)———Sing;
i} 2A\)|: ¢(E Gj¢ ¢£E G]:| 2Elbo¢( ¢+) 2Elbo ¢
Y. = R, ¢sin¢[£+k—”j+ R, (-2+2c0osp+gsing); Y, = R, (p—sing);
SN, E G) 2El, =T ’

Y,=-sing; Y,=cos¢; Y,=Rsing;

(2.10)



RO RO ’

: 1 K, _ IR
Y24:_2A,¢5m¢(g+aj+2Elbo (2—2cosg—gsing);

R 1k 1k R
Y, =—2| gcosg| —+—= |—sing| ———= | |+ —>—(4COSP—Sin @)
= 2A([¢ ¢(E G) ¢(E Gﬂ 2g, 0
R 2 R? R-
st:Eo (1-cosg); Y33:1;Y34:E|0 (p-sing); YBB:?(—].-I-COS@;
bo bo bo
R
Ysszﬁ;
El,,

Y, =cos¢;, Y, =sing; Yy, =—sing; Y; =COS¢;

Y., =R, (1-cosg); Y =—R,sing; Yo =1






3. EGRI EKSENLI CUBUKLARIN STATiK PROBLEMINIiN ANALITIiK
COZUMUNUN SONLU ELEMAN YONTEMINE UYARLANMASI

Egri eksenli ¢ubuklarin statik problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan analitik ve
sayisal yontemlerin igerisinde; sonlu eleman yontemi uygulamasi da oldukca 6nemli
bir yer etmektedir. Sonlu eleman yontemi, uygulamas: kolay, yiiksek yakinsaklik
karakteristigine sahip, hesaplama siiresi ise diger sayisal yontemlere gore oldukg¢a

hizl1 olan bir yontemdir.

Sonlu eleman yontemi, yer degistirmeler i¢in Onerilen sekil fonksiyonlarini temel
alarak yaklagik bir ¢oziim elde etmeyi amacglar. Dolayisiyla, bu sekil
fonksiyonlarindan elde edilen rijitlik matrisinin dogrulugu, kullanilan sekil

fonksiyonlarina dogrudan bagimlidir.

Bu boéliimde, diizlemsel egri eksenli ¢ubuklarin diizlem i¢i hareketlerini incelemek
icin, diferansiyel denklemlerin kesin ¢0ziimii esas alinarak bir sonlu eleman
formiilasyonu ortaya konulacaktir [40-41]. Esas alinacak kesin ¢oziimiin, eksenel
uzama ve kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal etmedigi ve
yiikkleme ve smir kosullarindan da bagimsiz oldugu tekrar hatirlatilmalidir. Ortaya
konulacak sonlu eleman yontemi ile bulunan ¢dziim, degisken kesitli ve degisken

egrilikli ¢ubuklar1 da modellemek i¢in kullanilabilecegini belirtmek gerekir.

3.1 Rijitlik Matrisi

Geleneksel sekil fonksiyonlari ile formiile edilen sonlu elemanlarin yaklasik sonuglar
dogurdugu bilinmektedir. Dolayisiyla, bu formiilasyonlarin dogrulugu; sekil
fonksiyonlarinin yer degistirme alanlarini ne kadar gercekei yansitabilmeleriyle
dogru orantilidir. Tam bu noktada, kesin ¢6ziimiin sonlu eleman yoOntemine
uyarlanmasinin avantaji ortaya ¢ikmaktadir. Kesin ¢oziimiin sonlu eleman y6ntemine
uyarlanmasi ile elde edilen rijitlik matrisi, geleneksel sekil fonksiyonlarmdan elde

edilen rijitlik matrisine gore ¢ok daha isabetli olacaktir.
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Onceki boliimde baslangi¢ degerleri yontemi ile ¢ubugun statik denklemlerinin

¢Oziimii verilmis ve asal matris elde edilmisti. Elde edilen ¢6ziimii asagidaki sekilde

gostermek miimkiindiir:

=
< <

'I'I:Oc
o

—_
iy

< T
=< < =< <

ey

YlZ Y13 Y14 Y15 YlG Wo

Y22 Y23 Y24 Y25 Y26 u 0

Y32 Y33 Y34 Y35 Y36 Qbo (3 . 1)
Y42 Y43 Y44 Y45 Y46 Fto

Y52 Y53 Y54 Y55 Y56 Fno

Y62 Y63 Y64 Y65 Y66 JL M bo _|

Bu denklemin, y(#)=Y(4,4,)Y, denkleminin matris gdsterimi olduguna dikkat

cekilmelidir.

¢, =0 olarak belirlenen dogrultu, referans dogrultusu olarak alinmaktadir. Burada

Yo =Y(4,), smir sartlarindan elde edilen baslangi¢ degerleri vektorii ve Y(4,d,)

referans koordinatina ait asal matristir. Dolayisiyla ¢ =¢, degeri igin baslangig

degerleri vektorii biliniyorsa, yer degistirmeler, donmeler, i¢ kuvvetler ve i¢

momentler hesaplanabilir.

(3.1) denklemindeki matris takimi, alt matrislere ayrilirsa,

w WO Ft Fto
u=|u |,u={u, |,F=|F |,F=|F, (3.2)
Qb Qbo M b M bo
Y11 Y12 Y13 Y14 Y15 Yl6
A(¢) = Y21 Y22 Y23 ) B(¢) = Y24 st Yze (3'3)
Y31 Y32 Y33 Y34 Y35 Yse
Y41 Y42 Y43 Y44 Y45 Y4e
S(¢) = Y51 Ysz Y53 ) D(¢) = Y54 Y55 Yse (3'4)
Y61 Yez Y63 Ye4 Yes Yee

denklemleri elde edilir. Sonucunda, (3.1) denklemi,
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[uHA(@ B(¢)}[uo} (35)
Fl s pwlF,

halini almis olur. Sonlu eleman formiilasyonun en temeli denklemi olan,
Fe =K ue (3.6)

g6z Oniinde bulunduruldugunda, (3.5) denkleminin matematiksel diizenleme ile
birlikte (3.6) denklemine benzetilebilecegi goriilmektedir. F dis yiik vektori, u yer
degistirme vektori ve K rijitlik matrisidir. e st indisi ise, yazilan biyiikliiklerin

cubuk elemana ait oldugunu gostermektedir.

Fakat bu diizenlemeyi yapmadan Once, ele alinmasi gereken Kkonu isaret
anlagsmasidir. Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de analitik ¢ozliim ile sonlu eleman ¢ozimii

arasindaki isaret kabulii farkliligr gériilmektedir.

Sekil 3.1 : Analitik ¢6ziimde kesit tesirleri i¢in kullanilan pozitif yon kabulii.

Analitik ¢ozlimde, ¢ubuk elemanina etki tepki prensibiyle konulan kuvvetler pozitif
kabul edilirken; sonlu eleman formiilasyonu i¢in bu durum gegerli degildir. Sonlu
eleman formiilasyonunda kuvvetlerin isareti kesitten bagimsizdir. Bunun yaninda yer
degistirme bilesenleri icin analitik ¢6ziim ve sonlu eleman formiilasyonu ayni yon
kabuliine sahiptir. Dolayisiyla, elde edilen (3.5) denklemi sonlu eleman

formiilasyonu i¢in,
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{uHA(m B(¢>}{uo} 37)
Fl s pw-F,

haline gelmektedir.

Sekil 3.2 : Sonlu eleman yonteminde kesit tesirleri i¢in kullanilan pozitif yon kabulii.

Sekil 3.2°deki gibi; baslangic noktasinda A nodu, bitis noktasinda B nodu olan ve
nodlar arasindaki a¢1 ¢, olan bir sonlu eleman digiiniilirse; ¢=¢, =@, =0 kabuli

ile birlikte (3.6) denklemi,
|:UB:|:|:A(¢e) B(¢e)j||: uA :| (38)
I:B S(¢e) D(¢e) _FA
halini almaktadir.

En sonunda bu denklemi (3.6) denklemine benzetilebilecek sekilde diizenlersek,
{Fﬂ _ {B(@) OHA@Q) _IHUA} (3.9)
Fs D(g,) | S(g) O |lu,

esitligi elde edilir.
Dolayisiyla analitik ¢éziimden elde edilen sonuglarla modellenen sabit Kkesitli ve

cember eksenli bir cubuk elemanina ait rijitlik matrisi elde edilmistir.
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KQ{B(@) OHA(@) —l} (3.10)
D(#) 1] [S@) O

Burada O ‘m 3x3’lik sifir matrisi; | ‘min 3x3°liik  birim matris  oldugu
hatirlatilmalidir. Elde edilen bu rijitlik matrisi, igerisinde yer alan alt matrislerin
ifadeleri degistirilerek hem diizlem i¢i hem diizlem dis1 problemlerde kullanilabilir.

Sonug olarak, ¢cubugun A ucuna ait yer degistirme ve kuvvet biiyiikliikleri, bu ¢ubuga

ait analitik ¢oziimden elde edilen K rijitlik matrisi ile carpilarak, B ucuna ait

biiyiikliikler elde edilmektedir. Boylece, her bir eleman icin F°* = K°®u® esitligi

olusturulur.

3.2 Kiitle Matrisi

Titresim problemlerinin ¢ozliimi i¢in, M kiitle matrisinin de elde edilmesi gerekir.
Sekil fonksiyonlarinin 6nemi, sonlu eleman formiilasyonunda kiitle matrisinin elde
edilmesi i¢in olduk¢a biiyiiktiir. Geleneksel sonlu eleman yontemlerinde sekil
degistirme ifadeleri i¢in yaklasik fonksiyonlar kullanilmaktadir. Egri ¢ubuklarin
karmagikligi g6z oniinde bulunduruldugunda; bu yaklasik fonksiyonlarin ¢ubugu
temsil edebilme yetenegi sliphelidir. Dolayisiyla kiitle matrisini elde ederken, rijitlik
matrisinde oldugu gibi yer degistirmeler i¢in elde edilen kesin ¢O6ziim esas
aliacaktir.

A(¢) ve B(¢)daha onceden elde edilen asal matrisin alt matrisleri olmak tizere;

(3.1) denklemi goz 6niinde bulunduruldugunda,
u(@) =[A(4) B(@)]y, =H(4)Y, (3.11)

esitligi yazilabilir. Cubuk elemanin A ve B uglarindaki yer degistirmeler U° vektorii

ile ifade edilirse,

H(4,)
e _ =G 3.12
’ {H@B)}y" Yo (3.12)

esitligi elde edilecektir.

Dolayisiyla baslangic deger vektorii igin,
y,=GU° (3.13)

gosterimi elde edilecek ve bu gosterimin (3.11) denkleminde yerine yazilmasiyla,
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u(g) = H(¢)G'u* (3.14)

denklemi bulunacaktir.

Egri eksenli gubuk elemani i¢in kinetik enerji ifadesi,

;L T u (@) o 0ua(t¢,t) R dg (3.15)

2, ot

ve P matrisi diizlem i¢i problem igin,

A

0
P=|0 A O (3.16)
0 0

Ibo

seklindedir. p g¢ubuk malzemesinin yogunlugudur.

(3.14)’te verilen yer degistirme vektorii , (3.15)’te yerine yazilirsa,

7
T =2 oR, [ (H@G 0 P(H()G u")dg (317)
o

ve elde edilen(3.17) denklemi diizenlenirse,
#a
T =2 R, [ (@) (G H (#P(H@)G 'u')dg (3.18)
P

elde edilir. G ve u°® vektorleri agisal koordinatin bir fonksiyonu olmadigindan

integralin disina ¢ikarilabilir:
23
T =2 (@) pR,G™ | H (HPH(#)dgG 0" (319)
P
Kinetik ener;ji ifadesi, asagidaki gibi yazilirsa;
1 -e\T er-e
T:E(u ) Meu (3.20)
her bir ¢ubuk eleman igin M® kiitle matrisi elde edilmis olunur:

)
M® = pR,(G™)" [ H" (#)PH(¢)d¢G (3.21)
[N
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4. CUBUK UZERINDEKi CATLAGIN MODELLENMESI

Kati bir cismin, g¢esitli zorlanmalar altinda iki veya daha fazla parcaya ayrilmasina

kirilma denmektedir.

Yapilarda hasarlar birgok farkli gesitte olabilmekle birlikte; malzemede meydana
gelen bir hasarin, onun olusturdugu yapiyr da hasara siiriikleyecegi agiktir. Iki temel
hasar sebeplerinden biri; malzemelerde kalici hasar meydana getiren plastisite, digeri
ise kirilmadir. Bilim adamlar, akma simirmin Ustiindeki malzeme davranisinm
plastisite teorisini ortaya koyarak uzun senclerdir incelemekle birlikte; kirilma
mekaniginin ortaya konmasi daha ileriki yillarda olmustur. Bu siirecte, yapilarin
dayanimi daha ¢ok test sonuglarina dayandirilmis ve hasarin olusumunu; yapiya
gelen zorlanmanin, testte elde edilen degerin {lizerinde olmasi ile olusacagi temeli
tizerinden hareket edilmistir. Fakat burada dikkat ¢ekilmesi gereken nokta, bu klasik
mukavemet teorisi yaklasiminin, yapiya gelen zorlanmalarin tiniform olarak dagildig
durumda gercegi yansitmasidir. Dolayisiyla, yap1 iizerindeki yiiksek gerilme
yigilmasina maruz kalan yerel bolgeler igin bu klasik mukavemet teorilerinin
uygulanmasi miimkiin degildir. iste bu noktada, kirilma mekanigi devreye girmekte
ve yapi1 lzerindeki gerilme yigilmasina maruz kalmis yerel bolgelerde olusabilecek
bir kusurun, yapinin yasam omriinii kisitlayabilecek derecede bir hasara sebep olup

olmayacagini incelemektedir.

Kirilma mekaniginin konu edindigi en 6nemli kusur olan ¢atlak, parcanin {iretimi
esnasindaki herhangi bir sebepten dolay1 baglangictan beri var olabilmekle birlikte;
parcaya operasyon sirasinda gelen tekrarli dinamik ytiklerin etkisi ile, akma simirinin
altinda da olusabilmektedir. Yapidaki bu ¢atlak, en temel yaklasimla bulundugu
bolgede kesit alanini azalttigi icin gerilme yigilmasi olusturmaktadir. Catlak ucunda
bulunan bu gerilme yi1gilmasi, catlagin giderek biiyiiyiip ilerlemesine ve en sonunda
pargay1 kirarak yikici hasarlara sebep olabilmektedir. Klasik mukavemet teorileri,
par¢anin kusursuz oldugunu kabul ettigi icin, ¢atlak ve benzeri kusurlar1 géz 6niinde

bulundurmamakta ve bu yiizden yetersiz kalmaktadir.
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Lineer elastik kirllma mekaniginde, iki farkli yaklasim bulunmaktadir. Gerilme
yaklasimi, c¢atlagin ilerlemesinden gerilme siddeti ¢arpami diye bir biiytikligi
sorumlu tutar. Enerji yaklasimi ise catlagin ilerlemesinden, catlagin ilerlemesi
halinde yapidaki elastik enerji azalmasini sorumlu tutar. Lineer elastik kirilma

mekaniginde bu iki yaklasim da ayn1 sonucu verir.

Bu bolimde, catlagin cubukta olusturdugu yerel esneklige deginilecek ve bu

durumun ¢ubugun rijitlik matrisini nasil degistirdigi gosterilecektir.

4.1 Yerel Esneklik Matrisi

Catlagin yarattig1 yerel esneklik, enerji yaklagimi ile ortaya konulmaktadir [11]:
Uu=|| Jd 4.1
Il s (4.1)

Burada A, ¢atlagin kirilma alani, J ise sekil degistirme enerjisi bosalim hizidur.

Sekil degistirme enerjisi bosalim hiz1 J “nin formiilasyonu ise,

HE i) e

seklindedir. Sekil 4.1°den goriilebilecegi tizere; K, , K,/ , K, kirllma mekaniginin
acilma, kayma ve yirtilma modlarinin gerilme siddeti ¢arpani faktorleridir. K;; olarak
gosterilirlerse, j indisi yiikleri ( J=F,F,,M,); i indisi ise gerilmelere karsilik gelen

kirilma modlarimi ifade etmektedir (i=1,11,111).

Sekil 4.1 : Kirilma mekaniginin modlar.

E' seklinde gosterilen elastiklik modiilii ise, diizlem sekil degistirme i¢in,
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(4.3)

diizlem gerilme i¢in,
E'=E 4.4

seklinde alinmalidir. Diizlem i¢i problemler igin m=3 alinmalidir. K, ise kayma

gerilmesinin ¢ubuk kesitine tiniform dagilmayisini ifade eden bir faktordiir.
Papaeconomou ve Dimarogonas [42] yaptiklari ¢alismada, gatlagin ¢ubuk iizerinde

meydana getirdigi yerel esneklik matrisini, Castigliano teoreminin bir sonucu olarak,

(jj}¥ JdA\:) (4.5)

2
C,=—2
) OPoP,

seklinde belirtmislerdir.

Burada P, yiik vektoriidiir:

Ft
P=<F (4.6)
Mb

Gerilme siddeti ¢arpanlari ise Tada ve digerleri [11] ayrintili bir sekilde incelenmis

ve fonksiyonlar seklinde yayinlamigtir:

5ol

KIZ =0
M. h
K, :( 2|b J\/;HFZ (%)
X 4.7
Klll:O
k F a
Kz :(%J\/EFII (H]
Kis =0

(4.7) denkleminde kullanilan F, F,, F, ise,
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za

2htan =— a ra 3
_2h 0.752+2.02+O.37(1—sinj
a wa h 2h
h COSL
2h
2htan7z—a a )
2h(0.923+0.199(1—sin) J 4.8)
a wa 2h
h COSL
2h

2 3
1.22—0.561a+0.085(aj +O.18(a)
a h h h

() e

olarak ifade edilir. Denklemlerde kullanilan a catlak derinligidir.

4.2 Cubuk Elemanin Herhangi Bir Noktasinda Bulunan Catlak i¢in Rijitlik ve
Kiitle Matrisleri

Rastgele konumlandirilmig bir C noktasindaki catlak, yerel bir esneklik yaratarak

cubuk elemanin rijitlik matrisini degistirecektir (Sekil 4.2).

Sekil 4.2 : Herhangi bir C noktasinda c¢atlagi bulunan ¢gubuk eleman.

Cubuk elemanin baglangi¢ nodu A, bitis nodu ise B’dir. Cubugun kalinligr h;

catlagin derinligi a olmak tizere; o ise ¢atlagin gubuk i¢indeki konumunu

tanimlayan, sifir ile bir arasinda bir degerdir. C ¢atlaktan hemen 6nceki , C"ise

catlaktan hemen sonraki noktadir.
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Onceki boliimde (3.10) denklemi ile i¢inde catlak olmayan bir ¢cubuk eleman igin
baslangi¢c nodu A’dan, bitis nodu B’ye bir rijitlik matrisi elde etmistik. Burada da
yine amacimiz A nodundan B noduna bir rijitlik matrisi elde etmektir. Fakat catlakli

¢ubuk eleman i¢in, ilk olarak A nodundan C noktasina; ardindan C noktasindan B
noduna gidilmesi gerekmektedir. Dolayisiyla izlenmesi gereken yol A > C, C™ >
C" ve ardindan C" 2> B seklinde olacaktir.

4.2.1 Baslangi¢c nodundan catlaktan hemen 6nceki noktaya transfer matrisi

A nodundan, C™ noktasina gecis i¢in (3.8) denklemi rahatlikla kullanilabilir. Bu

{uc‘} {A(aqﬁe) me[ﬂ (4.9)
F(37 S(O!¢e) D(a¢e) FA

olur. Elde edilen (4.9) denkleminin; heniiz eleman igindeki bir noktadan digerine

durumda,

transfer matrisi oldugu, dolayisiyla Boliim 3’te anlatilan igaret anlasmasina uymasina

gerek olmadigr belirtilmelidir. Bu yiizden F, teriminin oniinde eksi isareti

bulunmamaktadir.

Burada A, B, S, ve D matrislerinin, asal matrisin alt matrisleri oldugu

unutulmamalidir:
Yll YlZ Y13 Y14 Y15 Y16
Alad)=|Yn Yn Yul|, Blad)=|Yy Yx Yy
Y3l Y32 Y33 Y34 Y35 Y36
(4.10)
Y41 Y42 Y43 Y44 Y45 Y46
S(ag) =Y Ys Ysu| D(ad)=|Ys, Ys5 Y
YGl Y62 Y63 Y64 Y65 Y66

4.2.2 Catlaktan hemen dnceki noktadan hemen sonraki noktaya transfer matrisi

C noktasinda bulunan bir ¢atlak i¢in; ¢atlaktan hemen onceki kesit tesirleri, ¢atlaktan
hemen sonraki kesit tesitleri ile ayn1 olmakla birlikte; yer degistirmeler igin bu

durum gegcerli degildir:
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F.(4) F(¢")
F.(¢) (=1 R(¢") (4.11)
My(#7)]  [M,(87)

w(g") Ch Cp Cy || R(4) w(g")
U(@") r=[Cy Cy Cy |y Fi(@) (+4 u(g) (4.12)
Q,(¢") Cxy Cy Cy | (My(9) Q,(¢7)

C

(4.12) denklemi matris formatinda diizenlenirse;

w1 =

formatinda yazilabilmektedir. Burada C matrisi, (4.5) denkleminde elde edilmis yerel

esneklik matrisidir. I ise 3x3 birim matris, O ise 3x3 sifir matristir.

4.2.3 Catlaktan hemen sonraki noktadan bitis noduna transfer matrisi

Catlaktan hemen sonraki noktadan, bitis noduna transfer matrisi i¢in, (3.8) denklemi

kullanilabilir. Boylece,

[uBHA*(@—a@) B*(@—a@)}[u:} (4.14)
Fo] [S'(h-ag) D' -ap)][F

olur. Elde edilen (4.14) denkleminin; heniiz eleman igindeki bir noktadan digerine
transfer matrisi oldugu, dolayisiyla Bolim 3’te anlatilan isaret anlasmasina uymasina
gerek olmadigi belirtilmelidir. Bu yiizden Fc+ teriminin Oniinde eksi isareti
bulunmamaktadir.

Burada A", B", S, ve D  matrislerinin, asal matrisin alt matrisleri oldugu

unutulmamalidir:
Yo Yo Y Y Y5 Yy
A(d—ad)=|Yy Yy Yu| B(d-ad)=|Yy Y Yy (4.15)
Y Y3 Yo Yas Yas  Ya
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Yo Yo Y Yo Yis Y
S(@-ad)=Yy Yy, Y| D(d-ad)=|Ys Yes Yo
Yoo Yoo Y3 Yoo Yos Yo

4.2.4 Baslangic nodundan bitis noduna transfer matrisi

A nodu ile baslayan bir gubuk eclemanin, arada bir gatlaga sahip C noktasina
ugrayarak, bitis nodu olan B’ye transfer matrisi (4.9), (4.13), (4.14) denklemleriyle
elde etmekteyiz.

(4.13) denklemini (4.14) denkleminde yerine yazilirsa,

{EH? EM ﬂ[i } (4.16)

elde edilir. (4.16) denklemini, (4.9) denkleminde yerine yazilirsa,

Ei I e e el

eksen tizerindeki herhangi bir konumda ve derinlikte catlak bulunan bir ¢ubuk

eleman i¢in, A nodundan B noduna transfer matrisi elde edilmis oldu. Bolim 3’te
anlatilan isaret anlagmasi geregi, (4.17) denklemindeki FA teriminin basina eksi

isareti konulmustur. Bu denklemi matematiksel olarak diizenlersek,

[FA} {A*B+(A*C+B*)D O}TA*A+(A*C+B*)S _IMUA}
= (4.18)

F.| | SB+(SC+D)D 1| | STA+(S'C+D)S O || u,

Ke

B

bulunur. Dolayisiyla analitik ¢oziimden elde edilen sonuglarla modellenen egri
eksenli, ekseni tizerindeki herhangi bir konumda ve derinlikte ¢atlak bulunan yeni bir

catlakli gubuk eleman i¢in rijitlik matrisi elde edilmistir.

* * * _1 * * *
e _|ABH(AC+B)D O [A/A+(AC+B)S - (4.19)
SB+(S'C+D)D | S’A+(S'C+D)S O

Burada O‘in 3x3’liik sifir matrisi; 1‘nin 3x3°1ik birim matris oldugu hatirlatilmalidir.
Elde edilen bu yeni ¢atlakli gubuk elemana ait rijitlik matrisi, igerisinde yer alan alt
matrislerin ifadeleri degistirilerek hem diizlem i¢i hem diizlem dis1 problemlerde

kullanilabilir.
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Sonug olarak, catlakli bir ¢ubuk elemanin A ucuna ait yer degistirme ve kuvvet
biiyiikliikleri, bu ¢ubuga ait analitik ¢oziimden elde edilen K rijitlik matrisi ile
carpilarak, B ucuna ait biiyiikliikkler elde edilmektedir. Boylece, her bir catlakli
eleman igin F* =K°®X® esitligi olusturulur.

Yap1 icerisinde bulunan c¢atlak, yapmin kiitle matrisini degistirmeyecektir.
Dolayisiyla ister ¢atlakli, ister ¢atlaksiz bir ¢ubuk olsun, 6nceki bolimde (3.21)

denklemi ile bulunan kiitle matrisi kullanilabilmektedir.
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5. SONLU ELEMANLAR iLE MODELLENMIS CATLAKLI VE
CATLAKSIZ CUBUKLAR iCiN DOGAL FREKANSLARIN TESPIiTi

5.1 Ozdeger Problemi
Dogal frekanslarin tespiti i¢cin 6zdeger probleminden yararlanilmaktadir. Soniimsiiz
bir sistemde, serbest titresim hareketinin denklemi,

Mii+Ku =0 (5.1)

seklinde ifade edilir. Burada M kiitle matrisi, K ise rijitlik matrisi, u yer degistirme

vektori, ii ise ivme vektoriidiir. Basit harmonik hareket i¢in yer degistirmeler,
u(g,t) =u(g)e"” (5.2)
olmakla birlikte, e agisal frekans ve 1 ise zamandir. Dolayisiyla (5.1) denklemi,
(K-0’M)u=0 (5.3)

olarak yazilabilir. Yer degistirme vektoriiniin sifir olmadigr durumlarda; parantez
icindeki ifadenin sifir olmasi gerekmektedir. Determinantin sifira esit olmasi

yardimiyla dogal frekanslar elde edilir,

det\K—wZM\ =0 (5.4)

5.2 Analitik ve Sayisal Ornekler

Catlaksiz ¢ubuk elemanin rijitlik ve kiitle matrisleri, 4. boliimde elde edilmisti. Bu
matrisleri her bir ¢gubuk eleman igin kullanarak, sonlu eleman yontemiyle gubuk
modellenmistir. Bu modellemede matris hesaplamalar1 Matlab programinda
yapilmis, kiitle matrisi sayisal olarak hesaplanmigtir. Global rijitlik ve kiitle
matrisleri elde edildikten sonra sinir sartlari, eliminasyon yontemiyle uygulanmis ve
Ozdeger probleminin ¢oziimii i¢in (5.4) denklemi kullanilarak dogal frekanslar elde

edilmistir.
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Bu boéliimde, ilk olarak literatiirde yapilan g¢alismalarin sonuglari ile; bu tez
calismasinda elde edilen sonuclar karsilastirmali olarak verilecektir. Ardindan
Istanbul Teknik Universitesi Makina Fakiiltesi’'ndeki Mukavemet Birimi
Laboratuvari’nda egri eksenli ¢ubuklar ile yapilan ¢eki¢ testi sonucu elde edilen
dogal frekanslar ile; bu caligmadaki sonlu eleman ydntemi ile elde edilen dogal

frekanslar karsilastirilacaktir.

Ilk olarak Tiifek¢i ve Arpaci’ya [43] ait ¢alismanin sonuglari ile karsilastirma
yapilacaktir. Bahsi gegen calismada; eksenel uzama, kayma deformasyonu ve donme
eylemsizligi etkilerinin dogal frekanslara olan etkisi ayr1 ayr1 sunulmustur. Bu tez
caligmas1 kapsaminda ele alinacak olunan dogal frekanslar, her {i¢ etkinin hesaplara
dahil edilmesi durumunda elde edilmis degerlerdir. Tiifek¢i ve Arpact [43]
tarafindan, farklt eksen agikliklarina sahip cubuklarin dogal frekanslar

boyutsuzlastirilarak verilmistir. Boyutsuzlagtirma,

¢ =wR%$.%[pAlEl, (5.5)

denklemi yardimryla yapilmaktadir. Narinlik orani olan A ise su sekildedir:

J=—= (5.6)

R R
i JIL/A

Karsilastirmaya gegmeden Once bahsi edilmesi gereken bir konu; sonlu eleman
yonteminin temel kriterlerinden biri olan yakinsakliktir. Genel yaklagim olarak;
eleman sayisi arttikca, elde edilen sonug belli bir degere yakinsamalidir. Belirli bir
eleman sayisindan sonra, modelin verdigi sonuglarin de8isimi olduk¢a azalmakta,
yani sonuclar yakinsamakta; ve bu noktada modelin sayisal hesaplanmasi siiresi ile,
elde edilen sonucun kayda deger degisimi arasinda bir denge tutturulmaya
calisilmaktadir. Dolayisiyla 4. boliimde elde edilen matrislerle modellenen ¢ubugun,
eleman sayist ile olan degisimi incelenmistir.

Sekil 5.1°de, ankastre-serbest sinir sartlarinda, 180° eksen acikligina sahip, narinlik
orant A = 50 olan gubugun 5. boyutsuz dogal frekansinin eleman sayisiyla degisimi
verilmigstir. Sonug olarak, 80 elemanin yakinsama i¢in yeterli oldugu sdylenebilir.
Hassas sonuglar elde etmek icin, 100 eleman kullanilmaktadir. Ayrica dogal
frekansin eleman sayisiyla degisiminin, her problemde benzer karakterde oldugu

belirtilmelidir.
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5. Boyutsuz Dogal Frekans

178.1
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177.9
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0 20 40 60 80 100 1

Eleman Sayis1

20 140 160 180 200 220

Sekil 5.1 : Ankastre-serbest sinir sartli gubuk i¢in 5. boyutsuz dogal frekansin
eleman sayisi ile degisimi.

Cizelge 5.1 : Ankastre-ankastre sinir sartlarindaki catlaksiz cubuga ait boyutsuz
dogal frekans degerleri.

Mo 4 =90 4 =120 4 —180°
[43] Caﬁgma [43] Caﬁgma [43] Caﬁgma
100 1 553434 553436 5170454 5170466 4317091 4317091
100 2 1023868 1023881 101.9366 101.9374 9475567 94.75598
100 3 1884994 1885047 1857236 1857266 175.7111 1757112
100 4 219.1514 2191569 2602141 269.2192 268.4875 268.4889
100 5 2991958 209.1971 393.7767 393.7821 387.7377 387.7542
75 1 5597678 5497721 5150110 5150144 43.09223 43.09231
75 2 0850940 98.51195 100.6416 1006432 94.36575 94.36676
75 3 1749116 1749211 183.7216 183.7268 174.8113 174.8130
75 4 1851081 1851165 2535605 2535736 2659794 2659831
75 5 2847500 2847666 332.4988 3325327 3839120 383.8801
50 1 5396596 53.06746 5093224 50.93206 42.86968 42.86996
50 2 8619077 86.19913 96.85173 96.85578 93.26808 93.26952
50 3 1327272 1327447 1781998 1782107 1722951 172.3001
50 4 1758392 1758633 198.0480 198.0788 2584766 258.4950
50 5 265.8141 2658841 2829555 2829957 3727893 372.7898
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Bu ¢aligmada kullanilan kesin ¢oziimiin uyarlanmasi ile elde edilen sonlu eleman
yontemiyle modellenmis c¢atlaksiz egri eksenli cubuk i¢in hesaplanmis dogal
frekanslar; Tiifekgi ve Arpaci’nin [43] ¢alismasindaki analitik ¢6ztimden elde edilen
dogal frekanslar ile karsilastirmistir. Sonuglar Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2 ile
paylasilmistir. Goriilebilecegi lizere, ¢ubugun smir sartlart ne olursa olsun, elde
edilen sonlu eleman ¢6ziimii ile analitik ¢6ziim birbiri ile olduk¢a yakin sonuglar

vermektedir.

Cizelge 5.2 : Sabit-sabit sinir sartlarindaki ¢atlaksiz gubuga ait boyutsuz dogal
frekans degerleri.

p Mo 4 =90 4 =120° 4 =180°

[43] Caﬁsma [43] Caﬁgma [43] Caﬁgma
100 1 3383406 33.83412 30.31780 30.31781 22.34968 22.34969
100 2  78.72588 7872633 76.23734 76.23763 68.16436 68.16444
100 3 1500300 150.0328 146.9290 146.9306 137.4288 137.4291
100 4 2148133 2148189 2290762 220.9773 223.7427 223.7431
100 5 2597674 259.7724 339.1900 339.1646 3320705 332.0760
75 1 3373672 33.7368L 30.26647 30.26651 22.33250 22.33251
75 2 7770250 77.70333 7583052 75.83996 68.03600 68.03617
75 3 1484183 148.4227 1459973 146.0002 137.0236 137.0245
75 4 1739414 1739517 2253067 2253136 2225925 222.5032
75 5 2303448 230.3560 3219750 322.0071 329.9577 329.9300
50 1 3346323 3346360 3012124 30.12141 22.28359 22.28364
50 2 7434122 7434471 74.69487 7469620 67.67219 67.67275
50 3 1214958 1215141 1434124 1434196 135.8837 135.8862
50 4 1440231 1440358 197.2652 197.2919 219.2887 219.2849
50 5 2263381 2263800 242.4045 242.4277 323.9065 323.9022

Ikinci olarak ise, Cerri ve digerlerine [44] ait calismanin sonuglari ile karsilastirma
yapilacaktir. Bahsi gecen ¢alismada dikdortgen kesitli sabit-sabit sinir sartlarina
sahip egri eksenli cubuk kullanilmis olup; hem analitik hem deneysel sonuglar
paylasilmistir. Sekil 5.3’de genel olarak taslak ¢izimi goriilebilen gubuk igin; ilk

olarak ¢atlaksiz ¢cubugun ilk bes dogal frekanslari elde edilmistir. Hem ¢atlaksiz hem

28



de catlakli ¢cember egrilikli ve dikdortgen kesit alanina sahip olan g¢ubuklar, her iki
uclarindan sabit olarak mesnetlenmislerdir.

Calismada kullanilan gubuklarin parametreleri su sekildedir:

¢ =120°, E = 206000 MPa, G =80000 MPa

p =7850kg /m*, R =1000mm, h=15mm, b =45mm

Cizelge 5.3 : Sabit-sabit sinir sartlarindaki ¢atlaksiz gubuga ait dogal frekans
degerleri.

Mod

no. ¢ =120

[44] Bu [44]
Deneysel Calisma  Analitik
24.52 24.44 24.62

1

2 61.78 61.69 62.14
3 118.05 119.04 119.92
4
5

184.11 188.15 189.52
269.02 277.07 279.09

Ardindan yine ayni1 ¢calismada [44], eksen {lizerindeki konumlar1 ayn1 olan fakat farkli
derinlikteki ¢atlaga sahip ti¢ ¢gubugun dogal frekans degerleri hem analitik hem de
deneysel olarak elde edilmistir. Sonuglar, bu tez ¢alismasinda 6nerilen yeni ¢atlakli
cubuk eleman ile modellenmis ¢ubuklardan elde edilen dogal frekans degerleri ile

karsilastirilmistir.

Sekil 5.2 : Cerri ve digerleri [44] tarafindan kullanilan ¢ubuk.
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Cizelge 5.3 ve 5.4’ten goriilebilecegi iizere, bu ¢alismada elde edilen ilk 5 dogal
frekans hem catlakli hem c¢atlaksiz ¢ubuk igin Cerri ve digerlerinin [44] deneysel

sonuglari ile uyumludur. ¢, sol taraftaki mesnete gore catlagin ¢ubuk ekseni

tizerindeki konumudur. Bunun yaninda bu tez ¢alismasinda elde edilen tiim dogal
frekanslar; Cerri ve digerlerinin [44] elde ettigi analitik degerlere kiyasla, deneysel
sonuglara daha ¢ok uyumludur.

Bunun yaninda, bu tez calismasinda deneysel olarak ¢atlaksiz ve catlakli ¢ember
eksenli dikdortgen kesitli egri eksenli gubuklarin dogal frekanslari elde edilmistir.
Deney diizenegi Sekil 5.2 ve 5.4°te goriilmektedir. Cubuklart uyarmak igin
Briiel&Kjaer (BK) 8206 ¢ekici kullanilmistir. Cubugun titresim cevabi sinyalleri ise
CLV -2534 Compact Laser Vibrometer yardimiyla Olcililmiistiir. Elde edilen
sinyallerin toplanmast BK PULSE 3050-A-060 adli donanim ve BK —PULSE
LabShop yazilimi ile yapilmistir. Ardindan sinyallerin islenip, dogal frekanslarin

elde edilmesi ME’SCOPE 5.0 TM yazilim1 sayesinde olmugtur.

Cizelge 5.4 : Sabit-sabit sinir sartlarindaki gatlakli gubuga ait dogal frekans
degerleri.

Mod ¢, =765 ¢, =765 ¢, =765
"% Catlak Derinligi 2.5 mm | Catlak Derinligi 5 mm Catlak Derinligi 7.5 mm

[44] Bu [44] [44] Bu [44] [44] Bu [44]
Deneysel Calisma  Analitik | Deneysel Calisma Analitik Deneysel Calisma Analitik

1 2448 2441 2461 2440 24.34 24.54 2432 2416 24.29

2 6172 6168 6214 61.66 61.64 62.11 61.60 6156 62.01

3 11776 118.83 11981 117.11 11817 11924 11643 116.67 117.15

4 184.03 188.04 189.48 183.91 187.72 189.22 183.81 187.00 188.32

5 26824 27693 279.02 268.43 27649 278.64 267.94 275.53 277.23

Yapilan deneyde, toplamda 2 adet ¢ubuk, ilk Once iizerlerinde herhangi bir hasar

bulunmazken; ardindan iizerlerinde c¢atlak varken Ol¢iim alindi (Sekil 5.8). Sekil
5.5°te gubuk iizerindeki catlak gdsterilmistir. Cubuklar ¢ =180 eksen agikligina

sahip olup, ¢ubuk parametreleri;
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Sekil 5.3 : Deney diizenegi.

E =1.90x10"Pa, v=0.3 , h=10mm,
b =8mm, R=140mm, p=7850kg/m®, Kk, =6/5

alinmustir. Ankastre mesnetten referans alinirsa, ¢atlakli ¢ubuklarda ayri ayr1 ¢, = 54’

ve ¢ =144" “de ve sirastyla 2mm ve 3mm derinlige sahip gatlaklar bulunmaktadir.

Sekil 5.4 : Deney diizenegi 2.
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Sekil 5.5 : Bu ¢aligmadaki deneyde kullanilan ¢atlak.

Cubuklara uygulanan geki¢ testi sonucunda elde edilen frekans tepki fonksiyonu
(FRF) grafigi Sekil 5.6 ve Sekil 5.7°de gosterilmistir.  Sekil 5.6, catlaksiz 1.
numuneye ait FRF cevabidir. Sekil 5.7 ise gatlakli 2. numune ait FRF cevabidir.
Sekillerdeki siyah egriler, yapilan ¢ekig testi sonucu elde edilen egri; kirmizi egriler
ise kullanilan yazilimin modal parametreleri elde ederek olusturdugu frekans tepki

fonksiyonudur.
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Sekil 5.6 : Catlaksiz 1. numuneye ait deneyden elde edilen FRF cevab.
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Frekans siddeti (m/s)/N

Frekans (Hz)

Sekil 5.7 : Catlakli 2. numuneye ait deneyden elde edilen FRF cevabu.

Cizelge 5.5 : Ankastre-serbest sinir sartlarindaki ¢ubuklara ait dogal frekans

degerleri.
Mod 1. Numune 2. Numune
no.
¢, =54 ¢, =144
Catlaksiz Catlak Derinligi Catlaksiz Catlak Derinligi
2mm 3 mm

Deney SEY Deney SEY  Deney SEY Deney SEY
1 5030 5016 49.79 49.83 50.01 50.16 50.0 50.15
2 15511 158.05 154.86 157.75 153.35 158.05 15295 157.70
3 53456 538.44 529.15 53550 529.90 538.44 525.504 532.08
4 1189.10 1194.33 1184.97 1193.06 1179.43 1194.33 1155.38 1170.34
5 2077.34 2070.19 2063.56 2065.83 2060.02 2070.19 2028.65 2037.49

Cizelge 5.5°de verilen deneysel sonuglar, gubuk tizerinden farkli konumlarda alinan
3 Ol¢lim degerinin ortalamasi olarak verilmistir. Bu tez ¢alismasindaki deney sonucu
elde edilen frekanslar ile sonlu eleman yontemi (SEY) sonucu elde edilen frekanslar
arasinda %3.06 ‘dan az hata pay1 vardir. Bu ¢alismadaki yeni ¢atlakli ¢gubuk eleman
ile modellenmis sonlu eleman yontemi ile elde edilen sonuglar; [44]’in deney
caligmasinda elde edilen dogal frekans sonuclarina gore ise %2.6 ‘dan az hata payina
sahiptir. Ayrica bu calismadaki yeni ¢atlakli cubuk eleman ile modellenmis sonlu
eleman yontemi sonucu elde edilen dogal frekanslarin; Cerri ve digerlerinin [44]

kendi analitik yontemiyle buldugu dogal frekans sonuglarina kiyasla, deneysel
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sonuglara daha yakin oldugu goriilmektedir. Hem [44]’de hem de bu galismada

yapilan deneysel Ol¢timlerin, 6l¢iim hatalari igerdigi unutulmamalidir.

Catlakls Catlakls

Catlak 1. Numune 2. Npmune Catlak

Sekil 5.8 : Bu calismadaki deneyde kullanilan catlakli gubuklar.

Ayrica verilen teorik ¢ubuk parametrelerin, gercekteki degerlerden sapma yapacagi
da belirtilmelidir. [44]’de kesit alani Olgiileri igin 0.15 mm’ye kadar sapma

olabilecegi belirtilmistir.
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6. TERS PROBLEM YOLUYLA CUBUKLARDA CATLAK TESPIiTi

Cubuklar, tekrarli yiiklere maruz kalan yapilarda en ¢ok kullanilan yiik tasima
elemanlaridir. Catlak ise, c¢ubuklarin kirilmasina sebep olan O6nemli hata
kriterlerinden biridir. Cubuklarin bu sekilde kirilmasimi engellemek icin, catlagin

ilerlemesine izin vermeden; onu 6nceden tespit etmek oldukca 6nemlidir.

Bir yapida ¢atlagin bulunmasi; onun tasarim amacini yerine getirmesini risk altina
sokmaktadir. Yapmin kirilmasi i¢in en temel sebep, malzemenin tekrarli yiikler
altinda yorulmasi ve akabinde gelen catlak olusumu ile catlagin ilerlemesidir.
Dolayisiyla, yapidaki g¢atlagin konumunu ve derinligini tespit edebilen yontemler,

arastirmacilarin ilgi odagi halindedir.

Ters problem, diiz problemin aksine; cevaplardan hareket ederek, cevabi olusturan
nedeni bulma tizerine kurulu bir yaklasimdir. Ters problemin ¢6ziimii igin, analitik
yontemler, problemin zorlugu ve ¢6ziimiin alacagi vakit agisindan yeteri kadar
verimli degildir. Dolayisiyla hesaplamali yontemlerden ziyade; yapay zekaya dayali,
belirli bir tolerans aralig1 i¢indeki hassasiyete dayanan, yaklasimsal, esnek

hesaplamali yontemler kullanilmaktadir.

Bu tez c¢alismasinda, dogal frekanslardan yola ¢ikarak catlagin eksen iizerindeki
konumu ve derinligini tespit etmek, ters problem olarak adlandirilmaktadir. Ters
problemin ¢6ziimii igin, diizlemsel egri eksenli gubuklarin diizlem igerisindeki
hareketini ifade eden diferansiyel denklem takiminin kesin ¢6ziimii sonlu eleman
yontemi formiilasyonuna uyarlanmis; ardindan catlakli ve catlaksiz ¢ubuklarin dogal
frekanslar1 karsilastirilarak, bir optimizasyon yontemi olan genetik algoritma
yardimiyla ters problemin ¢oziimii gergeklestirilmistir. Bu boliimde verilecek

sonuglarda, sonlu eleman yonteminde kullanilan eleman sayis1 100’ diir.

6.1 Genetik Algoritma

Ters problemin ¢oziimii, en basit haliyle bir optimizasyon problemi olarak

diistiniilebilir. Optimizasyon ise en temel anlamiyla bir seyi daha iyi hale getirmek
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olarak tanimlanabilir. Matematiksel olarak diisiiniildiigiinde ise, bir fonksiyonu en
yiikksek biiyiiklige cikaracak ya da en disiik biiyiiklige indirecek degiskenleri
bulmak olarak tanimlanabilir. Genetik algoritma, Darwin’in evrim teorisi temeline
dayanan bir optimizasyon yontemidir. Bu yoOntem, poptlasyondaki bireyleri,
belirlenmis kurallar dahilinde evrime ugramasina izin vermekte ve bu sayede
sistemin performans oOlgiitiinii (uygunluk fonksiyonunu) saglamaktadir. Yontem ilk
olarak 1975 yilinda John Holland [45] tarafindan gelistirilmis; ardindan 6grencisi
David Goldberg sayesinde popiilerlesmistir. Goldberg, genetik algoritmay1
kullanarak yaptig1 tezi ve ardindan genetik algoritma ile ilgili yazdig: kitabi [46] ile
birlikte, GA’ya biiyiik katkilarda bulunmustur.

Popiilasyondaki birey sayis1 ve uygunluk fonksiyonu belirlendikten sonra; genetik
algoritma, bireyleri dogal segilim, ¢caprazlama ve mutasyon islemlerine sokup; en iyi
bireyi elde ettikten sonra i¢indeki parametreleri gostermektedir. En iyi bireyi bulmak
icin gececek olan siire, arzu edilen sekilde, iterasyon sayisina, uygunluk
fonksiyonundaki degisim oranina veya en iyi bireydeki parametrelerin degisim
oranina gore belirlenebilir. Genetik algoritma ile ilgili daha ayrintili bilgiler Haupt ve
Haupt [47]’un ¢alismasindan elde edilebilir. Bu tez calismasinda, MATLAB

yazilimindaki genetik algoritma paket programcigindan yararlanilmistir.

6.1.1 Baslangi¢ popiilasyonu

Genetik algoritmada, popiilasyonu olusturan her birey, optimize edilecek
degiskenlere sahiptir. Bu tez ¢alismasinda bu degiskenler, catlagin eksen tizerindeki
konumu ve catlagin derinligidir. Ik olarak popiilasyonu olusturacak birey sayisi
secilir. Fazla sayida bireye sahip popiilasyon se¢mek, daha yakinsak sonuglar elde
edilmesini saglayabilecek olsa da; hesaplama siiresini ¢ok uzatacaktir. En ideal say1,
genellikle deneme-yanilma yontemi ile bulunmaktadir. Bu tez c¢aligmasinda,

popiilasyondaki birey sayis1 100’diir.

6.1.2 Uygunluk fonksiyonu

Uygunluk fonksiyonu; gercekte olmasi gereken dogal frekans degerleri ile sonlu
eleman yontemi formiilasyonu sonucu elde edilen dogal frekanslarin farklarinin
minimize edilmesi seklindedir. Fonksiyonun parametreleri, ¢catlagin eksen tizerindeki
konumu ve catlagin derinligidir. Fakat deneysel yollarla elde edilen dogal frekanslar;

hem test hatalarina, hem de teorik olarak diisiiniilen malzeme sabitlerinin deneyde
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kullanilan malzeme ile birebir ortiismemesinden dogan hatalara sahiptir. Bu hatalari
olduk¢a diisiik seviyeye c¢ekebilmek icin bagil farklar minimize edilmistir.

Dolayistyla uygunluk fonksiyonu f ,

n A_deney _A_sey 2 (6 1)
NE==G -
i=1 i

seklindedir. Burada Aide"ey, i’inci dogal frekans modu i¢in, deneysel olarak elde

edilen catlaksiz ve gatlakli dogal frekanslarn farkidir. A *ise, bu tez galismasi ile

elde edilen yeni catlakli ¢ubuk eleman ile uygulanmis sonlu eleman formiilasyonu
sonucu elde edilen catlaksiz ve gatlakli i’inci dogal frekans modunun farkidir. n ise

hesaplamada kullanilan dogal frekans sayisidir. Bu tez ¢alismasinda ilk bes dogal

frekans dikkate almmistir. W, ise, Ozellikle yiiksek modlardaki frekanslar

etkileyebilecek olan, 6l¢iim limitlerinden kaynakli sonu¢ kirliligini ortadan

kaldirmak igin kullanilan bir parametredir. Bu tez ¢alismasinda, W, =1/i olarak

kullanilmistir. Hem uygunluk fonksiyonu f hem de W, parametresi Casciati’nin

[48] calismasina gore segilmistir. Fakat bahsi gegen calismada kullanilan dogal
frekanslarin  mutlak farklar1  yerine, yukarida belirtilen bagil farkliliklar
kullanmilmistir. Uygunluk fonksiyonunda bagil farkliliklarin kullanilma nedent,

deneysel 6lglimler sirasinda yapilan deney hatalarin1 minimize etmektir.

6.1.3 Dogal se¢ilim

Popiilasyondaki birey sayist ve uygunluk fonksiyonu belirlendikten sonra; genetik
algoritma her bireyin degiskenlerine rastgele baslangic degerleri atar. Ardindan
uygunluk fonksiyonunu minimize edebilenler sistem igerisinde kalmaya devam
ederken; fonksiyonu yeterince minimize edemeyenler genetik algoritma tarafindan
sistemin disinda birakilir, silinir. Elde kalan bireyler, bir sonraki adim olan

caprazlama iglemi i¢in kullanilacaktir.

6.1.4 Caprazlama

Caprazlama, dogal secilim asamasini gecebilmis, yani uygunluk fonksiyonunu

gorece diger bireylere gore daha minimize edebilmis bireyler arasinda uygulanir. Bu
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islemde, dogal sec¢ilim sonrasi hayatta kalmayi basarabilen iki birey rastgele

secilerek; sahip olduklari degiskenler birbiriyle yer degistirilir.

6.1.5 Mutasyon

Caprazlama islemi, popiilasyondaki bireyler i¢in yeni degiskenler olusturmamakta,
sadece bireylerin degiskenlerini birbirleri ile degistirmektedir. Sistem i¢inde yeni
degiskenler olusmadig1 i¢in, optimizasyon sonucu yeteri yakinsaklikta sonuglar elde
edememe riski dogmaktadir. Dolayisiyla, genetik algoritma mutasyon islemi
uygulamaktadir. Bu islemde, uygunluk fonksiyonunu en ¢ok minimize edebilen elit

bireyler harig; geri kalan bireylerin baz1 degiskenleri degisime ugratilmaktadir.

6.1.6 iterasyon

Mutasyon iglemi sonrasi, popiilasyondaki bireyler teker teker uygunluk fonksiyonuna
sokulur. Boylece bir bireyin uygunluk fonksiyonunu ne kadar minimize edebildigi
hesaplanmis olur. Her bir iterasyon sonundaki uygunluk degerlerinin jenerasyonlar
boyunca degisimi Sekil 6.1°de 6rnek olarak goriilebilir.

6.1.7 Durma kriteri

Iterasyon islemi sonrasi, her bir birey i¢in elde edilen uygunluk fonksiyonu sonuglari
degerlendirmeye alinir. Eger istenilen uygunluk degeri saglanmissa dongii durdurulur
ve en 1yl bireyin degiskenleri okunur. Bu tez calismasinda kullanilan dongiiyii

durdurma Kriterleri,
- en iyi bireyin uygunluk degerinin 10° degerine ulasmasi

- jenerasyon basina uygunluk degerindeki degisimin 107 “dan kiigiik olmast
- istenen uygunluk degerinin 300 jenerasyon ile dahi elde edilememesi

seklindedir.
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Sekil 6.1 : Genetik algoritmadaki yakinsaklik.
6.2 Keyfi Secilmis Cubuk Ve Uzerindeki Catlagin Tespiti

Bu boliimde, keyfi secilmis gubuk malzemesi ve geometrisine sahip ¢gember eksenli
ve dikdortgen kesitli cubuk ele alinmistir. Ardindan ¢ubuk ekseni tizerinde yine keyfi
bir konumda ve derinlikte catlak oldugu diisiiniilmiistiir. Hem catlaksiz hem de
catlakli egri eksenli gubuklar, bu tez ¢alismasindaki sonlu eleman formiilasyonu ile
modellenmistir. Diiz problem yoluyla sonlu eleman formiilasyonu ile dogal
frekanslar elde edilmistir. Ardindan elde edilen frekanslar sistemin bir cevabi olarak
kullanilarak; sonlu eleman formiilasyonuna genetik algoritma yardimiyla ters
problem uygulanmistir. Sonucunda ¢atlagin konumunun ve derinliginin bulunmasi
amaglanmistir. Sonuglar Cizelge 6.1 ile paylasilmistir. Kullanilan ¢ubuk malzemesi

ve geometrisinin 0zellikleri,
R=1m, ¢ =90, E=210" N/m?, k,=6/5,
vy=0.3, h=00lm, b=00lm, p=7800kg/m’
olarak alinmigtir. K, kayma gerilmesinin gubuk kesitine iiniform dagilmayigini ifade

eden bir faktordiir. v poisson orani, o yogunluk, ¢ eksen agikligi, E elastisite

modiilii, R ¢ubugun egriligidir. Dikdortgen kesitli olan gubuk i¢in h en, b boydur.

39



Cizelge 6.1 : Rastgele secilmis gatlak parametreleri ve ters problem yoluyla tespiti.

Catlak Degerleri Ters Problem Mutlak Hata
@, (derece) D(enr]'rrrl]l)'k @, (derece) Derinlik (mm) | @, (derece) Dfr:]'rr;ll;k
45 5 45 5 0 0
56.43 7 56.43 7 0 0
24.66 4 24.66 4 0 0

Cizelge 6.1’ten goriilebilecegi iizere; amaclanan catlak parametreleri, ters problem

yardimiyla hatasiz olarak bulunmustur.

6.3 Literatiirdeki Calismada Kullanilan Cubuklardaki Catlagin Tespiti

Bu boliimde, Cerri ve digerlerinin [44] ¢alismasinda verilen deneysel olarak elde
edilmis ile elde edilmis catlakli ve catlaksiz egri cubugun dogal frekans degerleri
kullanilarak; ters problem yoluyla catlagin eksen iizerindeki konumu ve derinligi
tespit edilmeye calisilmistir. Bahsi gecen calismada, ayni konumda fakat 3 farkli
derinlige sahip catlakli egri ¢ubuklar kullanilmis ve dogal frekanslar ¢ekic testi
yoluyla elde edilmistir. Bu dogal frekanslar degerleri 5. boliimde Cizelge 5.4 olarak
verilmigtir. Simdi ise bu dogal frekans degerleri modele giris bilgileri olarak
girilerek, ters problem yoluyla, dogal frekanslarini bildigimiz ¢ubuklar i¢in ¢atlagin
eksen tizerindeki konumu ve derinligi tespit edilmistir. Cizelge 6.2°de sonuglar

paylasilmistir.

Cizelge 6.2 : [44] te kullanilan ¢ubuklar i¢in ¢atlagin tespiti.

Catlak[?ﬁgeﬂen Ters Problem Mutlak Hata
Derinlik Derinlik Derinlik
@, (derece) (mm) @, (derece) (mm) @, (derece) (mm)
76.5 2.5 74.36 3.59 2.14 1.09
76.5 5 75.35 5.17 1.15 0.17
76.5 7.5 74.99 6.43 151 1.07

Cizelge 6.2°den goriilebilecegi lizere; amaclanan ¢atlak parametreleri, ters problem

yardimiyla oldukga diigiik mutlak hatalar ile bulunmustur.
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6.4 Deneyde Kullanilan Cubuklardaki Catlak Tespiti

Bu boliimde; 5. béliimde Cizelge 5.5 ile detaylar1 paylasilan, istanbul Teknik
Universitesi Makina Fakiiltesi’ndeki Mukavemet Birimi Laboratuvari’nda yapilan
test sonuglar1 ile elde edilen dogal frekanslar yardimiyla egri eksenli g¢ubuk
tizerindeki ¢atlagin eksen iizerindeki konumu ve derinligi tespit edilmeye

calisilmigtir.

Cizelge 6.3 : Deneyde kullanilan ¢ubuklar i¢in catlagin tespiti.

Catlak Degerleri Ters Problem Mutlak Hata
Derinlik - Derinlik
@, (derece) (mm) @, (derece) Derinlik (mm) | ¢, (derece) (mm)
54 2 50.72 2.44 3.28 0.44
144 3 136.79 2.62 7.21 0.38

Cizelge 6.3’den goriilebilecegi lizere; mevcut catlagin parametrelerine, ters problem
yardimiyla fiziksel manasi olduk¢a diisiik olan mutlak hatalar ile yaklasilabilmistir.
Dolayisiyla bu tez galismasinda elde edilen yeni bir ¢atlakli ¢ubuk eleman ile
modellenmis sonlu eleman formiilasyonundan elde edilen sonuglar oldukca

uyumludur.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve dénme eylemsizligi
etkileri goz Oniinde bulundurularak, egri eksenli ¢ubuklarin diizlem igi statik
denklemleri analitik olarak verilmistir. Ardindan bu statik denklemler, baslangic
degerleri problemi yardimiyla ¢6ziilmiistiir. Boylece egri eksenli ¢ubuklarin diizlem

i¢i statik problemlerinin kesin ¢6ziimii elde edilmistir.

Diizlem ig¢i statik problemler i¢in elde edilen kesin ¢oziim, ¢ember eksenli ve sabit
kesitli gubuklar i¢in sonlu eleman yontemine uyarlanmistir. Sonlu eleman yontemini
uygulamak icin ihtiya¢c olan rijitlik ve kiitle matrisleri; kesin ¢oziimden elde
edilmistir. Elde edilen rijitlik ve kiitle matrisi, kesin ¢éziimden elde edildigi igin,

geleneksel sonlu eleman yontemine gore oldukea iyi sonuglar vermektedir.

Cubugun icerisinde bulunan bir catlak, ¢ubugun rijitligini degistirerek, dogal frekans
ve titresim modlar1 gibi titresim Ozelliklerinde degisim meydana getirmektedir. Bu
sayede, zaman igerisinde yapinin titresim Ozelliklerindeki degisimi gozlemleyerek,
cubuktaki catlagin eksen iizerindeki konumu ve derinligi degerlendirilebilir. Bu
yaklagimdan yola ¢ikarak; bu tez ¢alismasinda, ¢ubuktaki herhangi bir konumda ve
derinlikte olan catlagin yarattigi yerel esneklik sonucu degisen dogal frekans
farkliliklar1 ortaya konarak, ters problem yaklasimiyla catlagin gubuk ekseni

tizerindeki konumu ve derinligi tespit edilmek istenmistir.

Bu tez c¢alismasinda, cubuk iizerindeki herhangi bir konumda bulunan catlagin
yarattig rijitlik degisimi, yerel esneklik matrisi ile tanimlanmis ve bu matrisin nasil
elde edildigi gosterilmistir. Elde edilen yerel esneklik matrisinin, gegis sartlari
yardimiyla catlaksiz ¢ubuk elemanin rijitlik matrisinin igerisine analitik olarak nasil
dahil edildigi ortaya konulmustur. Boylece, eksen iizerinde herhangi bir konumda ve
derinlikteki ¢atlaga sahip egri eksenli bir cubuk igin, sonlu eleman yontemi

formiilasyonunda kullanilabilecek yeni bir ¢atlakli cubuk eleman elde edilmistir.

Uzerinde herhangi bir kusur bulunmayan ¢ubuk eleman ve iizerinde catlak bulunan

cubuk eleman i¢in rijitlik ve kiitle matrisleri elde edildikten sonra; 6zdeger problemi
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yardimiyla dogal frekanslar elde edilmistir. Farkli mesnetleme sartlarma gore elde
edilmis dogal frekanslar, literatiirdeki sonuclarla ve analitik ¢oziimle
karsilastirilmistir. Yeni catlakli cubuk elemanin, kesin ¢oziimden uyarlanmis sonlu
eleman formiilasyonunda kullanilmasi sonucu, diizlemsel egri eksenli gubuklarin
serbest titresim hareketine ait dogal frekanslari olduk¢a hassas bir sekilde
belirleyebildigi acik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla, ¢ubuk ekseni iizerindeki herhangi
bir konumda ve derinlikteki gatlakli ¢gubugu modellemek igin; bu tez ¢alismasinda

elde edilen yeni bir c¢atlakli gubuk elemanin kullanilabilecegi oldukca agiktir.

Tiiretilen yeni ¢atlakli gubuk eleman ve catlaksiz gubuk eleman ile modellenen sonlu
eleman formiilasyonu sonucu; catlaksiz ve gatlakli ¢ubuklara ait dogal frekanslar,
ters problemin ¢oziimii i¢in kullanilmis ve catlak parametleri olan catlagin eksen
tizerindeki konumu ve derinligi tespit edilmeye calisilmistir. Ters problemin
¢Oziimiinde, bir optimizasyon yontemi olan genetik algoritma kullanilmistir. Bu tez
calismasinda elde edilen yeni gatlakli gubuk eleman kullanilarak uygulanmig sonlu
eleman formiilasyonuna; ters problem ile yaklagilarak elde edilen g¢atlak
parametreleri, literatiirde bulunan ¢alisma ile ve Istanbul Teknik Universitesi Makina
Fakiiltesi’ndeki Mukavemet Birimi Laboratuvari’nda yapilan deney sonucu elde
edilen degerler ile karsilagtirllmistir. Sonuglar agikca gostermektedir ki, bu tez
caligmasindaki yeni g¢atlakli ¢ubuk eleman ile modellenen sonlu eleman
formiilasyonuna ters problem ile yaklasilmasi sonucu elde edilen c¢atlak
parametreleri, gergek durum ile olduk¢a uyumludur. Dolayisiyla, ¢ubuk {izerindeki
catlagin eksen tizerindeki konumunun ve derinliginin modellenmesi ve ayni zamanda
tespiti i¢in, bu tez ¢aligmasinda elde edilen yeni ¢atlakli ¢ubuk eleman ileriki bilimsel

calismalarda kullanilabilir.

Bundan sonra yapilacak caligmalarda degisken egrilikli ve degisken kesitli egri
eksenli ¢ubuklar i¢in ayni ¢alismalar yapilabilir. Tek bir catlak yerine birden fazla
catlak kullanilarak ters problem yaklasimi gergeklestirilebilir. Kalin ¢ubuklar i¢in
gerilme siddeti carpanlari tespit edilebilir ve ayn1 ¢alismalar yapilabilir.
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