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ÖZET 

 

Bu tez kapsamında düzensiz integrallerin Cesàro ve Riesz integrallenebilirliği için 

yeterli Ģartları içeren bazı teoremlerin verilmesi amaçlanmıĢtır. Tez üç bölümden 

oluĢmaktadır. 

Ġlk bölümde gerekli tanım, eĢitlik ve gösterimler verilerek ilerleyen bölümlerdeki 

teoremlerin ispatlarında kullanılacak bir lemma ve ispatı verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde integrallenebilme çarpanlı düzensiz integrallerin Cesàro ve Riesz 

integrallenebilmesi için yeterli Ģartların olduğu bazı teoremler ispatları ile verilmiĢtir. 

Son bölümde ise bir integrallenebilme metodunun diğer bir integrallenebilme metodunu 

gerektirmesi için yeterli Ģartları içeren teoremler ve sonuçları ispatlarıyla birlikte 

verilmiĢtir. 

Anahtar Kelimeler: Düzensiz integraller; Cesàro ortalaması; Riesz ortalaması. 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, it is aimed to give some theorems including sufficient conditions for 

Cesàro and Riesz integrability of improper integrals. The thesis consists of three 

chapters. 

In the first chapter, necessary definitions, equations and notations are given. Later, a 

lemma to be used in the proofs of the following sections‟ theorems and its proof are 

given. 

In the second chapter, some theorems and their proofs including sufficient conditions 

for Cesàro and Riesz integrability of improper integrals with an integrability factor. 

In the last chapter, some theorems and their results including sufficient conditions that 

an integrability method implies another integrability method are given with their proofs. 

Keywords: Improper integrals; Cesàro mean; Riesz mean. 
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GĠRĠġ 

Toplanabilme teorisi, daha çok Analiz ve Uygulamalı Matematikte kullanılan bir 

teoridir. Toplanabilmenin önemli yükseliĢi 19. yüzyılın sonlarında baĢlamıĢtır. 

Sistematik olarak sonsuz serileri kullanan ilk matematikçiler Newton ve Leibniz‟dir. 

Serilerde yakınsaklık Teorisi ise, ilk defa 1821 yılında Cauchy tarafından yazılan 

“Algebric Analysis” isimli kitapta ortaya çıkmıĢtır. Daha sonra 1826 yılında Abel bu 

yakınsaklık teorisini daha da geliĢtirmiĢtir. Matematikçiler ıraksak serileri kullanmada 

istekli olmamalarına rağmen, Analiz geniĢledikçe bu konuya istekleri artmıĢ ve 

yaptıkları iĢlemler bağımsız elde edilebilecek birçok önemli sonuçlar doğurmuĢtur. 

Örneğin, ∑ (  )  
    Ģeklinde tanımlı Grandi serisini göz önüne alalım. 

                (         )      

olduğundan,   
 

 
  bulunur. Ayrıca, bu toplamı farklı gruplayarak, 

     (   )  (   )      

       (   )  (   )      

Ģeklinde iki faklı toplam elde edilir. Bu da, serinin yakınsak olmadığını gösterir. Kısmi 

toplamlar dizisinin de   ile   arasında salınım yaptığı söylenebilir.  

 O halde buradan iki sonuç çıkarılır. 

 1. Bu serinin toplamı 
 

 
 olmalıdır. 

 2. Bu serinin bir toplamı yoktur. 

Her iki ifade de ispatlanabilirdir. 

Toplanabilme teorisi, Bor [1], Bor ve Thorpe [2], Bor ve Thorpe [3], Bor ve Özarslan 

[4], Özarslan ve Öğdük [5], Özarslan [6], Özarslan [7] gibi birçok bilim insanı ile 

ilerlemiĢtir. 
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Toplanabilme Teorisinin temelleri seriler kullanılarak atılsa da benzer metotlar ıraksak 

integraller ile de tanımlanabilir. Örneğin   sonlu bir sayı olmak üzere, herhangi bir 

∑   
 
    serisi için Cesàro toplanabilme metodu, 

      ( )  
 

 
∑   

 
      

koĢuluyla tanımlı iken,  ( )  ∫  ( )  
 

 
 integrali için Cesàro toplanabilme metodu, 

     ( )  
 

 
∫  ( )    

 

 
  

koĢulu  ile tanımlıdır. Yani seriler ile integraller birbirine paralellik gösterir. 

Ġntegraller ile ilgili olarak, Landau [8], Boicun [9], Lal [10], Lal ve Ram [11], Lal ve 

Ram [12], Lal ve Singh [13], Lal ve Singh [14] gibi birçok bilim insanı çalıĢmalar 

yapmıĢtır. 

Son zamanlarda ise Çanak ve Totur [15], Çanak ve Totur [16], yavaĢ salınımlılığın 

Tauber tipi koĢul olduğu teoremler ile kontrol modülonun sınırlılığıyla ilgili bazı 

teoremler ve sonuçları ispatlarıyla birlikte vermiĢlerdir. Özgen [17], Özgen [18] de 

düzensiz integrallerin Cesàro ve Riesz integrallenebilirliği ile ilgili bazı teoremler ifade 

ve ispat etmiĢtir. 
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1. BÖLÜM 

GENEL BĠLGĠLER VE LĠTERATÜR ÇALIġMASI 

Bu bölümde, tez boyunca kullanılacak temel tanım ve gösterimlere yer verilecektir. 

1.1. Tanım ve Gösterimler 

Tanım 1.1.       ) aralığında sürekli ve reel değerli bir fonksiyon olmak üzere, 

 ( )  ∫ ( )  

 

 

 

Ģeklinde tanımlı olsun.  ( ) fonksiyonunun Cesàro ortalaması, 

 ( )  
 

 
∫  ( )  

 

 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

Eğer sonlu bir L sayısı için, 

           

                                                    
   

 ( )                                                                            (   )   

ise, 

∫  ( )  

 

 

 

integrali L değerine Cesàro integrallenebilirdir veya (C,1) yakınsaktır denir [19]. 

Not 1.1. Eğer 
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∫ ( )    

 

 

                                                                                        (   ) 

limiti sağlanıyorsa, (1.1) limiti de sağlanır. Fakat tersi her zaman doğru olmayabilir. 

Yani Cesàro integrallenebilir olup, yakınsak olmayan integraller de vardır. Bunu 

aĢağıdaki örnekle açıklayabiliriz. 

Örnek 1.1.       ∫          
 

 
      

limiti mevcut değildir. Fakat 
 

 
  değerine Cesàro integrallenebilirdir. Gerçekten, 

 ( )  
 

 
∫  ( )   

 

 
∫(∫       

 

 

)  

 

 

 

 

 

           
 

 
∫        ∫   

 

 
∫(   )        

 

 

 

 

 

 

 

Son integrale kısmi integrasyon metodu uygulanırsa, 

 ( )  
 

 
 [ (   )

     

 
  (   )

    

 
 

 

 
 ∫         

 

 

] 

 

           
 

 
[
 

 
      ]  

 

   
     (  )       ]  

 

 
 

   (  )

   
 

bulunur. Buradan da, 

                                     
   

 ( )     
   

(
 

 
 

   (  )

   
)  

 

 
 

olur. Yani; 

∫        

 

 

 

integralinin 
 

 
 „ya Cesàro integrallenebilir olduğu elde edilir. 

Yukarıdaki örnekten de görüleceği gibi, Cesàro integrallenebilme yakınsaklıktan daha 

genel bir kavramdır.  
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Tanım 1.2. Eğer 

∫|  ( )|                                                              (   )

 

 

 

integrali yakınsak ise,  

∫  ( )  

 

 

 

integrali |   | integrallenebilirdir denir. 

Tanım 1.3.     olmak üzere, eğer 

∫     |  ( )|                                                     (   )

 

 

 

integrali yakınsak ise,  

∫  ( )  

 

 

 

integrali |   |  integrallenebilirdir denir [17]. 

Özel olarak, (1.4)‟de     alırsak, |   | integrallenebilmeyi elde ederiz. 

EĢitlik 1.1.  ( )  ∫  ( )  
 

 
 ve  ( )  

 

 
∫    ( )  

 

 
 olmak üzere 

     ( )   ( )   ( ) 

eĢitliğine  ( ) fonksiyonu için Kronocker eĢitliği denir [16].  

Burada, v, s fonksiyonunun üreteç fonksiyonu olarak adlandırılır. 

Ġspat:  ( ) yerine eĢiti olan 
 

 
(∫    ( )  

 

 
)   ifadesi yazılırsa 

 

     ( )   ( )  
 

 
∫ (   ( ))

 
  

 

 
 

 

 
∫  ( )  

 

 
 

                
 

 
(∫  ( )  

 

 
    ( ))    

 

 
∫  ( )  

 

 
 

     
 

 
∫     ( )   

 

 
∫    ( )    ( )

 

 
  

 

 
 



6 

elde edilir.  

EĢitlik 1.2.              ( )  ∫  ( )  
 

 
 olmak üzere 

                  ( )   ( ) 

dir. 

Ġspat:                       ( )  
 

 
∫  ( )  

 

 
 olduğundan, 

   ( )   
 

  ∫  ( )   
 

 
 ( )

 

 
 

             
 

 
( 

 

 
∫  ( )    ( )

 

 
) 

             
 

 
( ( )   ( ))  

 

 
  ( ) 

                  Yani     ( )   ( ) dir. 

Not 1.2. EĢitlik 1.2 kullanılarak, (1.4) Ģartı 

∫
 

 
| ( )|                                                                                       (   )

 

 

 

Ģeklinde yazılabilir. 

Tanım 1.4. p, 

                               ( )  ∫  ( )         ( )     ( )                  
 

 
 

olacak Ģekilde     ) aralığında azalmayan, reel değerli bir fonksiyon olsun. s 

fonksiyonunun Riesz ortalaması  

                             

                                      ( )  
 

 ( )
∫  ( ) ( )                                                                  (   )

 

 
                           

Ģeklinde tanımlanır. Eğer 

                                                  ( )        

ise, 

∫  ( )  
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integrali s değerine (R,p) integrallenebilirdir denir. 

Tanım 1.5. Eğer                                                                                                                                                                                              

∫|   ( )|   

 

 

 

integrali yakınsak ise, 

∫  ( )  

 

 

  

integrali s değerine |   | integrallenebilirdir denir. 

Tanım 1.6.     olmak üzere, eğer 

∫     |   ( )|
 
                                                              (   )

 

 

 

integrali yakınsak ise, 

∫  ( )  

 

 

                                 

integrali s değerine |   |  integrallenebilirdir denir [18]. 

Özel olarak, (1.7)‟de     alırsak, |   | integrallenebilmeyi elde ederiz. 

Not 1.3. Özel olarak, her x değeri için  ( )    alınırsa, düzensiz integrallerin Riesz 

integrallenebilirliği, Cesàro integrallenebilmeye indirgenir. 

ġimdi, tez boyunca sık kullanılan bir sembolden bahsedelim. 

Tanım 1.7.  

                                            ( )   ( ( )) 

gösterimi 
 ( )

 ( )
 fonksiyonunun     ) aralığında sınırlı olması anlamına gelir. 

Tanım 1.8.  

  ( )  
 

 ( )
∫ ( ) ( )  

 

 

                                                                     (   ) 
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olmak üzere 

 

 ( )    ( )    ( )                                                                               (   ) 

ifadesine ağırlıklı Kronecker eĢitliği denir [18].  

Burada,   , s fonksiyonunun ağırlıklı üreteç fonksiyonu olarak adlandırılır. 

EĢitlik 1.3. 

  
 ( )  

 ( )

 ( )
  ( )                                                                                (    ) 

Ġspat:      ( )  
 

 ( )
∫  ( ) ( )  

 

 
 olduğundan, 

   
 ( )   

 ( )

  ( )
∫  ( ) ( )   

 

 ( )
  ( ) ( )

 

 
 

  
 ( )

 ( )
( 

 

 ( )
∫  ( ) ( )    ( )

 

 
) 

  
 ( )

 ( )
( ( )    ( )) 

 
 ( )

 ( )
   ( ) 

Yani   
 ( )  

 ( )

 ( )
   ( ) dir. 

Not 1.4. (1.10) Ģartından, (1.9) Ģartı 

 ( )    ( )  ∫
 ( )

 ( )
  

 

 

( )                                               (    ) 

Ģeklinde yazılabilir.  

Not 1.5. (1.10) Ģartını kullanarak, Tanım 1.6 aĢağıdaki Ģekilde de ifade edilebilir. 

    olmak üzere, eğer 

∫     (
 ( )

 ( )
)
 

|  ( )|
 
                                                                  (    )

 

 

 

integrali yakınsak ise, 

∫  ( )  
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integrali s değerine |   |  integrallenebilirdir denir [18]. 

Tanım 1.9. A ve B iki integrallenebilme metodu olsun. A integrallenebilen her 

fonksiyon aynı değere B integrallenebiliyorsa, A’ya B‟yi gerektiriyor denir ve     ile 

gösterilir. 

Eğer     ve     ise, A metodu B metoduna denktir denir [20]. 

Tanım 1.10. ∫  ( )  
 

 
 integrali verilmiĢ olsun. Eğer  

∫  ( ) ( )  

 

 

 

integrali bir B integrallenebilme metodu yardımıyla integrallenebiliyorsa,   

fonksiyonuna  

∫  ( )  

 

 

 

integralinin B metodu için bir integrallenebilme çarpanı denir [21]. 

Tanım 1.11. (Hölder EĢitsizliği) 

    
 

 
 

 

 
  ,   ve        ] aralığında sürekli ve pozitif reel değerli fonksiyonlar 

olsun. Bu durumda 

∫ ( ) ( )   (∫  ( )  

 

 

)

 
 ⁄

(∫  ( )  

 

 

)

 
 ⁄ 

 

 

dur [22]. 

Tanım 1.12. (Minkowski EĢitsizliği) 

      ve        ) aralığında sürekli ve pozitif reel değerli fonksiyonlar olsun. Bu 

durumda 

(∫(   ) ( )  

 

 

)

  ⁄

 (∫  ( )  

 

 

)

  ⁄

 (∫  ( )  

 

 

)

  ⁄

 

dir [22]. 
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1.2. Literatür çalıĢması 

Ġntegraller ile ilgili olarak, Landau [8], Boicun [9], Lal [10], Lal ve Ram [11] , Lal ve 

Ram [12], Lal ve Singh [13], Lal ve Singh [14] gibi birçok bilim insanı çalıĢmalar 

yapmıĢtır. 

Son zamanlarda ise Çanak ve Totur  [15], Çanak ve Totur [16] yavaĢ salınımlılığın 

Tauber tipi koĢul olduğu teoremler ile kontrol modülonun sınırlılığıyla ilgili bazı 

teoremler ve sonuçları ispatlarıyla birlikte vermiĢlerdir. Özgen [17], Özgen [18] de 

düzensiz integrallerin Cesàro ve Riesz integrallenebilirliği ile ilgili bazı teoremler ifade 

ve ispat etmiĢtir. 
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2. BÖLÜM 

ĠNTEGRALLERĠN MUTLAK CESÀRO VE RĠESZ 

ĠNTEGRALLENEBĠLĠRLĠĞĠ ĠÇĠN TEOREMLER 

Bu bölümde integrallenebilme çarpanlı düzensiz integrallerin Cesàro ve Riesz 

integrallenebilir olması için yeterli Ģartları içeren teoremler verilecektir. 

Teorem 2.1.     

| ( )| ( )   ( )                                                        (   ) 

∫  |   ( )| ( )    ( )                                                        (   )

 

 

 

∫
| ( )| 

 

 

 

     ( ( ))                                                 (   ) 

Ģartlarını sağlayan pozitif, azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda     olmak 

üzere ∫  ( ) ( )  
 

 
 integrali |   |  integrallenebilirdir [17]. 

Teorem 2.1 ve aĢağıda vereceğimiz teoremlerin ispatı için aĢağıdaki lemmaya 

ihtiyacımız vardır. 

Lemma 2.1. Teorem 2.1‟in Ģartları altında  

∫  ( )|  ( )|  

 

 

                                                      (   ) 

   ( )|  ( )|   ( )                                                         (   ) 

Ģartları sağlanır [17].
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Ġspat:   ( )  ∫    ( )  
 

 
 olduğundan, (2.2)‟den 

∫ ( )|  ( )|   ∫ ( ) |∫   ( )  

 

 

|   

 

 

 

 

 

                               ∫ ( )∫|   ( )|  

 

 

  

 

 

 

                              ∫|   ( )|  ∫ ( )  

 

 

 

 

 

                              ∫   ( )|   ( )|    ( )    

 

 

 

bulunur.  

Diğer taraftan,    ( ) azalmayan bir fonksiyon olduğundan, 

      ( )|  ( )|     ( ) |∫   ( )  

 

 

| 

                                 ( )∫|   ( )|  

 

 

 

                               ∫   ( )|   ( )|    ( )     

 

 

 

O halde ispat tamamlanır. 

Teorem 2.1’in ispatı:   ∫  ( ) ( )  
 

 
 integralinin (C,1) ortalama fonksiyonunu 

göstersin. Bu durumda, tanımdan, 

  ( )  
 

 
 ∫ ∫  ( ) ( )     

 

 

 

 
 

            
 

 
 ∫ ( ) ( )  ∫  
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 ∫(   ) ( ) ( )  

 

 

 

                    ∫(  
 

 
)   ( ) ( )  

 

 

 

                    ∫ ( ) ( )   

 

 

 

 
 ∫   ( ) ( )  

 

 

                                                         (   ) 

bulunur. Son ifadenin ürevini alıp kısmi integrasyon metodunu uygularsak, 

   ( )  
 

  
 ∫   ( ) ( )  

 

 

 

              
 

  
  ( )  ∫   ( )  

 

 

 
 

  
 ∫   ( )  ( )  

 

 

 

 

              
 ( ) ( )

 
 

 

  
 ∫   ( ) ( )  

 

 

 

                ( )    ( )                                                                                                          (   ) 

buluruz. Teoremin ispatını tamamlamak için, 

∫     |  ( )|      ( )                       

 

 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

Öncelikle,   sınırlı olduğundan, (2.1) Ģartından, 

∫     |  ( )|     ∫     
| ( )|  | ( )| 

  

 

 

 

 

    

                                       ∫
 

 

 

 

 | ( )|  | ( )|   | ( )|    
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                                         ∫
| ( )| 

 

 

 

 | ( )|    

dir. 

Kısmi integrasyon metodu uygulanırsa, (2.1), (2.3) ve (2.5) Ģartlarından, 

∫     |  ( )|     | ( )|∫
| ( )| 

 
    ∫|  ( )|  ∫

| ( )| 

 
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  | ( )|  ( )  ∫ |  ( )|  ( )  
 

 
  ( )        

bulunur. r=2 için, k>1 için 
 

 
 

 

  
   olmak üzere, Hölder eĢitsizliğini uygularsak, 

  

∫     |  ( )|     ∫     
  

   
 |∫     ( )  ( )  

 

 

|

  

 

   

 

 

 ∫
  

    

 

 

 (∫   |  ( ) || ( )|  

 

 

)

 

 

 ∫
  

  

 

 

 (∫|  ( )|     | ( )| 
 

 

   ) (
 

 
 ∫  

 

 

)

   

 

 ∫|    ( )|   |    ( )|| ( )|   ∫
  

  

 

 

 

 

 

  ( )∫|    ( )| | ( )| (
 

 
 

 

 
)    

 

 

 

  ( )∫|    ( )|  
| ( )| 

 
  

 

 

                                                       (   ) 

elde ederiz. Kısmi integrasyon metodu uygulanırsa, 

∫     |  ( )|      ( )   |  ( )| ∫
| ( )| 

 
    ∫(  |  ( )|) ∫

| ( )| 
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  ( )    ( )  ( )  ∫(  |  ( )|) 

 

 

 ( )    

                            ( )    ( )  ( )  ∫|  ( )|  ( )   ∫      ( ) ( )  

 

 

 

 

 

  ( )     

bulunur. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Sonker ve Munjal [23], Teorem 2.1 in daha zayıf Ģartlar altında olabileceğini 

ispatlamıĢtır. 

Teorem 2.2.  , azalmayan bir fonksiyon ve   ve  , (2.1), (2.3) ve 

 

|  ( )|   ( )       (2.9) 

 ( )            (2.10) 

∫   |  ( )|  ( )    
 

 
    (2.11) 

Ģartlarını sağlayan iki fonksiyon olsun. Bu durumda     olmak üzere ∫  ( ) ( )  
 

 
 

integrali |   |  integrallenebilirdir. 

Not 2.1.  

  ( )  |   ( )| 

olduğundan, 

∫   |  ( )|  ( )    

 

 

 

Ģartı  

∫   |   ( )|  ( )    

 

 

 

Ģartından daha zayıf bir Ģarttır. 
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Ġspat:  , ∫  ( ) ( )  
 

 
 integralinin (C,1) ortalamasını göstersin. Yani 

   ( )  ∫(  
 

 
)

 

 

  ( ) ( )   

dur. Her iki tarafının türevi alınırsa, 

  ( )   
 

  
∫ 

 

 

  ( ) ( )   

            
 ( ) ( )

 
 

 

   ∫    ( ) ( )  
 

 
 

              ( )    ( )                               

buluruz. Teoremin ispatını tamamlamak için, 

 

∫     |  ( )|      ( )                       

 

 

 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

Teorem 2.1 in ispatında olduğu gibi devam edilirse,  

∫     |  ( )|     ∫     
| ( )|  | ( )| 

  

 

 

 

 

    

  ∫
 

 

 

 

 | ( )|  | ( )|   | ( )|    

  ( )∫
| ( )| 

 

 

 

 | ( )|    

  ( )| ( )|∫
| ( )| 

 
     ( )∫|  ( )| ∫

| ( )| 

 

 

 

 

 

 

 

      

  ( )| ( )| ( )   ( )∫  ( ) ( )  
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  ( )   ( )∫|  ( )|    ∫ (

 

 

 )   

 

 

 

  ( )  ∫    ( ) |  ( )|   

 

 

 

  ( )           

bulunur.  

(2.8) eĢitliğinden, 

∫     |  ( )|      ( )∫|   ( )|  
| ( )| 

 
  

 

 

 

 

 

  ( )  |  ( )| ∫
| ( )| 

 
     ( )∫(  |  ( )|)

 

 

 ∫
| ( )| 

 

 

 

 

 

 

      

  ( ) |  ( )|  ( )   ( )∫| ( )|  ( )    ( )∫   |  ( )|  ( )  

 

 

 

 

 

  ( )          

elde ederiz. O halde       için 

∫     |  ( )|      ( )        

 

 

 

bulunur. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 2.3.    

 ( )  ∫ ( )       ( )        ( )    

 

 

 

 ( )   (   ( ))                                                                 (    ) 

ve 

   ( )   ( ( ))                                                                 (    ) 
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Ģartlarını sağlayan reel değerli ve [   ) aralığında azalmayan bir fonksiyon olsun.  

Eğer   da (2.1), (2.2) ve 

∫
 ( )

 ( )

 

 

 | ( )|      ( ( ))                                    (    ) 

Ģartlarını sağlıyor ise, bu durumda ∫  ( ) ( )  
 

 
 integrali |   |  integrallenebilirdir. 

Ġspat:  , ∫  ( ) ( )  
 

 
 integralinin (R,p) ortalaması olsun. Bu durumda, tanımdan, 

  ( )  
 

 ( )
∫ ( )

 

 

 ∫  ( ) ( )     

 

 

 

 
 

 ( )
∫ ( ) ( )   ∫ ( )  

 

 

 

 

 

 
 

 ( )
∫( ( )   ( ))  ( ) ( )  

 

 

 

 ∫(  
 ( )

 ( )
)   ( ) ( )  

 

 

 

dur.    fonksiyonunun türevi alınıp kısmi integrasyon metodu uygulanırsa, 

   ( )  
 ( )

  ( )
∫ ( )

 

 

  ( ) ( )   

 
 ( )

  ( )
∫

 ( ) ( )

 
    ( )

 

 

    

 
 ( )

 ( )
  ( ) ( )  

 ( )

  ( )
 ∫  

( ( ) ( )   ( )  ( ))    ( ) ( )

  

 

 

    ( )   

 
 ( )

 ( )
  ( ) ( )  

 ( )

  ( )
 ∫  ( ) ( ) ( )  

 

 

 

 
 ( )

  ( )
 ∫ ( )   ( )  ( )   

 ( )

  ( )
 ∫

 ( ) ( ) ( )

 
   

 

 

 

 

 



19 

     ( )      ( )      ( )      ( )                              

elde edilir.  

Teoremin ispatını tamamlamak için, 

∫     |    ( )|
 
     ( )                            

 

 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

  sınırlı ve (2.13) Ģartından    ( )   ( ( )) olduğundan, 

∫     |    ( )|
 
    ∫     (

 ( )

 ( )
)
 

 

 

 

 

| ( )|  | ( )|     

  ( )∫
 ( )

 ( )

 

 

 | ( )|  | ( )|   | ( )|    

  ( )∫
 ( )

 ( )

 

 

 | ( )|| ( )|     

dir. Kısmi integrasyon metodu uygularsak, Lemma 2.1„den 

∫     |    ( )|
 
     ( )|  |∫

 ( )

 ( )
 

 

 

 

 

 | ( )|    

  ( )∫|  ( )|    ∫
 ( )

 ( )
 | ( )|    

 

 

 

 

 

  ( )| ( )| ( )   ( )∫|  ( )|  ( )  

 

 

 

  ( )           

buluruz. 

    için, Hölder eĢitsizliği uygulanırsa, 

∫     |    ( )|
 
     ( )∫      

  ( )  

   ( )
 

 

 

 

 

 (∫ ( )| ( )| | ( )|   

 

 

)
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  ( ) ∫
 ( )  

    ( )
  

 

 

(∫ ( ) | ( )|

 

 

 | ( )|   )

 

 

  ( )∫
 ( )  

  ( )

 

 

 (∫ ( )| ( )|  | ( )|    

 

 

)(
 

 ( )
 ∫ ( )  

 

 

)

   

 

  ( ) ∫
 ( )  

  ( )

 

 

 (∫ ( )| ( )|  | ( )|    

 

 

) 

  ( )∫  ( )| ( )|  | ( )|     ∫
 ( )  

  ( )

 

 

 

 

 

bulunur.     ( ) deki gibi iĢlem devam ettirilirse, 

∫     |    ( )|
 
     ( )         

 

 

 

elde edilir.  

(2.12) ve (2.13) Ģartlarından, 

 

∫     |    ( )|
 
     ( )∫      

  ( )  

   ( )
 

 

 

 

 

 (∫ ( )|  ( )| | ( )|   

 

 

)

 

 

  ( ) ∫
 ( )  

    ( )
  

 

 

(∫   ( ) |  ( )|

 

 

 | ( )|   )

 

 

  ( )∫
 ( )  

  ( )

 

 

 (∫    ( )|  ( )|  | ( )|    

 

 

)(
 

 ( )
 ∫ ( )  

 

 

)

   

 

  ( ) ∫
 ( )  

  ( )

 

 

 (∫    ( )|  ( )|  | ( )|    

 

 

) 
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  ( )∫     ( )|  ( )|  | ( )|     ∫
 ( )  

  ( )

 

 

 

 

 

  ( )∫  
 ( )

 ( )
 (  |  ( )| )    (  |  ( )|) | ( )|     

 

 

 

  ( )∫  
 ( )

 ( )
  (  |  ( )|) | ( )|     

 

 

 

bulunur. Tekrar kısmi integrasyon metodu uygularsak, Lemma 2.1 den 

∫     |    ( )|
 
     ( )   |  ( )| 

 

 

 ∫
 ( )

 ( )
 | ( )| 

 

 

                        

  ( )∫(  |  ( )|)

 

 

  ∫
 ( )

 ( )
 | ( )|       

 

 

 

  ( )  |  ( )|  ( )  ∫|  ( )|  ( )   ∫   |   ( )|  ( )  

 

 

 

 

 

  ( )         

elde ederiz. 

Son olarak, 

∫     |    ( )|
 
     ( )∫      

  ( )  

   ( )
 

 

 

 

 

 (∫
 ( )| ( )| | ( )| 

 
  

 

 

)

 

 

  ( )∫
 ( )  

    ( )
 

 

 

(∫ ( ) | ( )|

 

 

 | ( )|   )

 

 

bulunur.     ( )‟deki gibi iĢleme devam edilirse, 

∫     |    ( )|
 
     ( )          

 

 

 

elde edilir. 
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O halde           için 

∫     |    ( )|
 
     ( )        

 

 

 

bulunur. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Not 2.2. Teorem 2.3 de, özel olarak her x değeri için  ( )    alırsak, Teorem 2.1 i 

elde ederiz. 
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3. BÖLÜM 

 ∫  ( )  
 

 
 ĠNTEGRALĠNĠN |   |  ĠNTEGRALLENEBĠLĠR ĠKEN 

|   |  ĠNTEGRALLENEBĠLĠR OLMASI ĠÇĠN YETERLĠ 

ġARTLAR 

Teorem 3.1. p ve q, 

   ( )   ( ( ))                                                             (   ) 

 ( )   (   ( ))                                                             (   ) 

 ( )   (   ( ))                                                            (   ) 

Ģartlarını sağlayacak Ģekilde reel değerli ve     ) aralığında azalmayan fonksiyonlar 

olsun. Eğer ∫  ( )  
 

 
 integrali |   |  integrallenebiliyor ise, bu durumda aynı 

zamanda |   |  integrallenebilirdir [18]. 

Not 3.1. (3.1) ve (3.2) Ģartlarından 

 ( )

 ( )
  (

 ( )

 ( )
)                                                             (   ) 

Ģartı sağlanır. 

Ġspat:   ( ) ve   ( ), sırasıyla, ∫  ( )  
 

 
 integralinin (R,p) ve (R,q) ortalamaları 

olsun.  

 ∫  ( )  
 

 
  |   |  integrallenebilir olduğundan, 

∫     (
 ( )

 ( )
)

 

|  ( )|
 

 

 

   

integrali yakınsaktır. 

Diğer taraftan, (1.11) eĢitliğinin her iki tarafının türevini alırsak, 

 



25 

 ( )    
 ( )  

 ( )

 ( )
  ( )                                                           (   ) 

buluruz. Riesz ortalama tanımından, 

  ( )  
 

 ( )
∫ ( ) ( )  

 

 

 

 
 

 ( )
∫ ( )(∫ ( )  

 

 

)    

 

 

 

 
 

 ( )
∫ ( )   ∫  ( )  

 

 

 

 

 

 
 

 ( )
∫( ( )   ( ))  ( )  

 

 

 

 ∫ ( )   
 

 ( )
∫ ( ) ( )  

 

 

 

 

 

elde ederiz. Bulduğumuz son eĢitliğin her iki tarafının türevi alınıp (3.5) eĢitliği 

kullanılırsa, 

  
 ( )   ( )  

 ( )

  ( )
∫ ( ) ( )   

 

 ( )
 ( ) ( )

 

 

 

 
 ( )

  ( )
∫ ( ) ( )  

 

 

 

 
 ( )

  ( )
∫ ( ) *  

 ( )  
 ( )

 ( )
  ( )+   

 

 

 

 
 ( )

  ( )
∫ ( )  

 ( )   
 ( )

  ( )
∫ ( )

 ( )

 ( )
  ( )  

 

 

 

 

 

bulunur. Sağdaki ilk ifadeye kısmi integrasyon metodu uygularsak, 
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 ( )  

 ( )

  ( )
[ ( )  ( )  ∫ ( )   ( )  

 

 

]  
 ( )

  ( )
∫ ( )

 ( )

 ( )
  ( )  

 

 

 

 
 ( )

 ( )
  ( )  

 ( )

  ( )
∫ ( )  ( )   

 ( )

  ( )
∫ ( )

 ( )

 ( )
  ( )  

 

 

 

 

 

     ( )      ( )      ( ) 

elde ederiz. 

Teoremin ispatını tamamlamak için, k>1 olmak üzere, Minkowski eĢitsizliğinden 

yararlanarak, r=1,2,3 için 

∫     |    ( )|
 
    ( )                                                                (   )

 

 

 

olduğunu göstermek yeterlidir. 

Ġlk olarak, (3.4) Ģartından, 

∫     |    ( )|
 

 

 

    ∫     |
 ( )

 ( )
  ( )|

  

 

   

 ∫     (
 ( )

 ( )
)
 

|  ( )|
 

 

 

   

  ( )∫     (
 ( )

 ( )
)
 

 

 

|  ( )|
 
   

dir. (1.10) Ģartından   
 ( )  

 ( )

 ( )
  ( ) olduğundan, 

∫     |    ( )|
 

 

 

     ( )∫     |  
 ( )|

 

 

 

    ( )            

bulunur. 

Diğer taraftan, k>1 için 
 

 
 

 

  
   olmak üzere Hölder eĢitsizliği uygulanırsa, 
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∫     |    ( )|
 
    ( )∫     (

 ( )

  ( )
)
 

(∫ ( ) |  ( )|

 

 

)

  

 

 

 

 

  ( )∫
 ( )  

  ( )
(∫ ( ) |  ( )|

 
  

 

 

)(
 

 ( )
∫ ( )  

 

 

)

    

 

 

bulunur. (3.1) ve (3.3) Ģartlarından    ( )   ( ( )) ve  ( )   (   ( )) 

olduğundan, 

∫     |    ( )|
 
    ( )∫  ( ) |  ( )|

 
  (∫

 ( )  

  ( )

 

 

)

    

 

 

 

 

  ( )∫
 ( )

 ( )
 |  ( )|

 
  

 

 

 

  ( )∫
 ( )

 ( )
(
 ( )

 ( )
)
 

|   ( )|
 
  

 

 

 

  ( )∫     

 

 

|   ( )|
 
   

  ( )           

elde ederiz. Son olarak, (3.1) Ģartından    ( )   ( ( )) olduğundan, 

∫     |    ( )|
 
    ( )∫     (

 ( )

 ( )
)
 

(∫
 ( ) ( )

 ( )

 

 

 |  ( )|   )

 

  

 

 

 

 

 

  ( ) ∫
 ( )  

    ( )
(∫

 ( ) ( )

 ( )

 

 

 |  ( )|   )

  

 

 

dir. Tekrar Hölder eĢitsizliği uygulanırsa, 

 

∫     |    ( )|
 
    ( )∫

 ( )  

  ( )
(∫(

 ( )

 ( )
)

 

 ( ) (
 ( )

 ( )
)
 

|  ( )|
 
  

 

 

)
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(
 

 ( )
∫ ( )  

 

 

)

   

 

elde edilir. 
 

 ( )
∫  ( )  

 

 
   olduğundan, 

∫     |    ( )|
 
    ( )∫

 ( )  

  ( )
(∫(

 ( )

 ( )
)

 

 ( ) (
 ( )

 ( )
)
 

|  ( )|
 
  

 

 

)

 

 

 

 

 

  ( ) ∫ (
 ( )

 ( )
)

 

 ( ) (
 ( )

 ( )
)

 

|  ( )|
 
  

 

 

∫
 ( )  

  ( )

 

 

 

buluruz.     ( ) deki gibi, 

∫     |    ( )|
 
    ( )∫   

 ( )

 ( )
(
 ( )

 ( )
)
 

|  ( )|
 
  

 

 

 

 

 

  ( )∫     (
 ( )

 ( )
)
 

|  ( )|
 

 

 

   

  ( )∫     |  
 ( )|

 

 

 

   

  ( )               

elde edilir. O halde r=1,2,3 için 

∫     |    ( )|
 

 

 

    ( )             

elde edilir ki bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Teorem 3.2. p ve q, (3.2), (3.3) ve 

                                               ( )   ( ( ))                                                                        (   ) 

Ģartlarını sağlayan reel değerli ve [   ) aralığında azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu 

durumda ∫  ( )   |   | 
 

 
 integrallenebiliyorsa, aynı zamanda |   |  

integrallenebilirdir. 
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Ġspat: Teorem 3.1 de p yerine q, q yerine p alınırsa, teoremin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

Teorem 3.3. p ve q, (3.1)-(3.3) ve (3.7) Ģartlarını sağlayan reel değerli ve [   ) 

aralığında azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda ∫  ( )  
 

 
 integralinin |   |  

integrallenebilirliği |   |  integrallenebilirliğine denktir. 

Ġspat: Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den elde edilir. 
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4. BÖLÜM 

TARTIġMA-SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu bölümde üçüncü bölümde ifade ve ispat edilen teoremlerle ilgili sonuçları vereceğiz. 

Sonuç 4.1.    (3.2) ve (3.7) Ģartlarını sağlayan reel değerli ve [   ) aralığında 

azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda ∫  ( )   |   | 
 

 
 integrallenebiliyorsa, 

aynı zamanda |   |  integrallenebilirdir. 

Ġspat: Teorem 3.1 de özel olarak her x değeri için  ( )    ve   yerine   alırsak, 

Sonuç 4.1 i elde ederiz. 

Sonuç 4.2.  , (3.2) Ģartını sağlayan reel değerli ve     ) aralığında azalmayan bir 

fonksiyon olsun. Eğer ∫  ( )  
 

 
 integrali |   |  integrallenebiliyor ise, bu durumda 

aynı zamanda |   |  integrallenebilirdir. 

Ġspat: Teorem 3.1 de özel olarak her x değeri için  ( )    alırsak, Sonuç 4.2 yi 

buluruz. 
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