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DUZENSIZ INTEGRALLERIN MUTLAK CESARO VE A(V}IRLIVKLI
ORTALAMA METODLARI ICiN INTEGRALLENEBILIRLIGI

Belkiz UCAR
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii

Yiiksek Lisans Tezi, Ocak 2“018
Damisman: Dog. Dr. H. Nedret OZGEN

OZET

Bu tez kapsaminda diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz integrallenebilirligi igin
yeterli sartlar1 iceren bazi teoremlerin verilmesi amaglanmistir. Tez ilic boliimden

olusmaktadir.

Ik boliimde gerekli tamim, esitlik ve gosterimler verilerek ilerleyen béliimlerdeki

teoremlerin ispatlarinda kullanilacak bir lemma ve ispati verilmistir.

Ikinci béliimde integrallenebilme carpanli diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz

integrallenebilmesi icin yeterli sartlarin oldugu bazi teoremler ispatlari ile verilmistir.

Son boliimde ise bir integrallenebilme metodunun diger bir integrallenebilme metodunu
gerektirmesi i¢in yeterli sartlar1 igeren teoremler ve sonuglari ispatlariyla birlikte

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diizensiz integraller; Cesaro ortalamasi; Riesz ortalamasi.
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INTEGRABILITY FOR ABSOLUTE CESARO AND WEIGHTED MEAN
METHODS OF IMPROPER INTEGRALS

Belkiz UCAR

Erciyes University, Graduate School of
Natural and Applied Sciences
M. Sci. Thesis, January 2018
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. H. Nedret OZGEN

ABSTRACT

In this thesis, it is aimed to give some theorems including sufficient conditions for
Cesaro and Riesz integrability of improper integrals. The thesis consists of three

chapters.

In the first chapter, necessary definitions, equations and notations are given. Later, a
lemma to be used in the proofs of the following sections’ theorems and its proof are

given.

In the second chapter, some theorems and their proofs including sufficient conditions

for Cesaro and Riesz integrability of improper integrals with an integrability factor.

In the last chapter, some theorems and their results including sufficient conditions that

an integrability method implies another integrability method are given with their proofs.

Keywords: Improper integrals; Cesaro mean; Riesz mean.
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GIRIS
Toplanabilme teorisi, daha ¢ok Analiz ve Uygulamali Matematikte kullanilan bir
teoridir. Toplanabilmenin Onemli yiikselisi 19. yiizyilin sonlarinda baglamistir.
Sistematik olarak sonsuz serileri kullanan ilk matematik¢iler Newton ve Leibniz’dir.
Serilerde yakinsaklik Teorisi ise, ilk defa 1821 yilinda Cauchy tarafindan yazilan
“Algebric Analysis” isimli kitapta ortaya ¢ikmistir. Daha sonra 1826 yilinda Abel bu
yakinsaklik teorisini daha da gelistirmistir. Matematikgiler 1raksak serileri kullanmada
istekli olmamalarina ragmen, Analiz genisledikge bu konuya istekleri artmis ve
yaptiklar1 islemler bagimsiz elde edilebilecek birgok Onemli sonuglar dogurmustur.

Ornegin, Y- o(—1)™ seklinde tanimli Grandi serisini géz dniine alalim.
s=1-1+1-14-+=1-(1-14+1-1+4+-)=1-5
oldugundan, s = % bulunur. Ayrica, bu toplamu farkli gruplayarak,
s=(1-D)+A-1D+--=0
s=1-1-)-1-1)—--=1

seklinde iki fakli toplam elde edilir. Bu da, serinin yakinsak olmadigini gosterir. Kismi

toplamlar dizisinin de 0 ile 1 arasinda salinim yaptig1 soylenebilir.

O halde buradan iki sonug ¢ikarilir.
1. Bu serinin toplami % olmalidir.

2. Bu serinin bir toplam1 yoktur.
Her iki ifade de ispatlanabilirdir.

Toplanabilme teorisi, Bor [1], Bor ve Thorpe [2], Bor ve Thorpe [3], Bor ve Ozarslan
[4], Ozarslan ve Ogdiik [5], Ozarslan [6], Ozarslan [7] gibi bircok bilim insan: ile

ilerlemistir.



Toplanabilme Teorisinin temelleri seriler kullanilarak atilsa da benzer metotlar iraksak
integraller ile de tanimlanabilir. Ornegin L sonlu bir say1 olmak iizere, herhangi bir

Yin=1 Qy serisi i¢in Cesaro toplanabilme metodu,

1
on(s) = n ?=lsi - L

kosuluyla tanimli iken, s(x) = | Ox f(t)dt integrali i¢in Cesaro toplanabilme metodu,
1 rx
o(x) = ;fo s(t)dt > L

kosulu ile tanimlidir. Yani seriler ile integraller birbirine paralellik gosterir.

Integraller ile ilgili olarak, Landau [8], Boicun [9], Lal [10], Lal ve Ram [11], Lal ve
Ram [12], Lal ve Singh [13], Lal ve Singh [14] gibi bir¢ok bilim insan1 ¢alismalar
yapmistir.

Son zamanlarda ise Canak ve Totur [15], Canak ve Totur [16], yavas salinimliligin
Tauber tipi kosul oldugu teoremler ile kontrol modiilonun sinirliligryla ilgili bazi
teoremler ve sonuclari ispatlartyla birlikte vermislerdir. Ozgen [17], Ozgen [18] de
diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz integrallenebilirligi ile ilgili bazi teoremler ifade

ve ispat etmistir.



1. BOLUM

GENEL BILGILER VE LITERATUR CALISMASI

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak temel tanim ve gosterimlere yer verilecektir.
1.1. Tamim ve Gosterimler

Tamim 1.1. £, [0, o) araliginda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak iizere,

s(x) = | f(t)dt
/

seklinde tanimli olsun. s(x) fonksiyonunun Cesaro ortalamasi,

X

o(x) = %f s(t)dt

0

seklinde tanimlanir.

Eger sonlu bir L sayist i¢in,

;1_r)£10 ox) =1L (1.1)
ise,
f f(tdt
0

integrali L degerine Cesaro integrallenebilirdir veya (C,1) yakinsaktir denir [19].

Not 1.1. Eger



ylci_rfioff(t)dt =1L (1.2)

limiti saglantyorsa, (1.1) limiti de saglanir. Fakat tersi her zaman dogru olmayabilir.
Yani Cesaro integrallenebilir olup, yakinsak olmayan integraller de vardir. Bunu

asagidaki ornekle agiklayabiliriz.

Ornek 1.1. lim, f(f sinatdt,a>0

limiti mevcut degildir. Fakat% degerine Cesaro integrallenebilirdir. Gergekten,

X X t

o(x) = %j s(t)dt = %j fsin asds |dt

0 0 \0
X X X
1 1
=—fsinasdsfdt=—f(x—s)sinasds
X x
0] s 0

Son integrale kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

1 cosax cosO 1 :
o(x)=—|—-(x—x) +(x—0) ——fcosasds
x a a a
0

111

1 _ . sin(ax)
== [Ex cos 0] - E[sm (ax) —sin0] = o

a’x

bulunur. Buradan da,

a

) ) 1 sin(ax) 1
lim o(x) =lim | - —— =
X—00 x—oo \ A a“x

olur. Yani;
(o]
f sin at dt
0

integralinin i ‘ya Cesaro integrallenebilir oldugu elde edilir.

Yukaridaki 6rnekten de goriilecegi gibi, Cesaro integrallenebilme yakinsakliktan daha

genel bir kavramdir.



Tanim 1.2. Eger

flff’(x)ldx

integrali yakinsak ise,

f f(Odt
0

integrali |C, 1| integrallenebilirdir denir.

Tanim 1.3. k > 1 olmak lizere, eger

(0]

J x* o' (x)|* dx

0

integrali yakinsak ise,

f f(Odt
0

integrali |C, 1|, integrallenebilirdir denir [17].

Ozel olarak, (1.4)’de k = 1 alirsak, |C, 1| integrallenebilmeyi elde ederiz.

Esitlik 1.1. s(x) = [ f(t)dt ve v(x) = % [t f(£)dt olmak iizere

s(x) —o(x) = v(x)

esitligine s(x) fonksiyonu i¢in Kronocker esitligi denir [16].
Burada, v, s fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir.

Ispat: s(x) yerine esiti olan % (J Ox t s(t)dt)' ifadesi yazilirsa

s@) —o(x) == [ (ts(®) dt — - [ s(t)dt

1

==(Jy s +ts'®) dt —= [ s®)dt

X

=~ [l ts'(®dt = - [7t f(O)dt = v(x)

(1.3)

(1.4)



elde edilir.

Esitlik 1.2. s(x) = [ f()dt olmak iizere
xo'(x) =v(x)

dir.

. 1 rx )

Ispat: o(x) == J, s(@®)dt oldugundan,

o' (x) = —xizf(fs(t)dt + %s(x)

1

= ;(—%foxs(t)dt + s(x))

== (s(0) — 0(x)) = v(x)
Yani x o'(x) = v(x) dir.

Not 1.2. Esitlik 1.2 kullanilarak, (1.4) sarti

[0}

1 K
f < lv(x)|*dx (1.5)

0

seklinde yazilabilir.
Tanim 1.4. p,
P(x) = [, p(©)dt, p(x)#0,p(0) =0

olacak sekilde [0,00) araliginda azalmayan, reel degerli bir fonksiyon olsun. S

fonksiyonunun Riesz ortalamast
1
0, (1) = 7= J, P(Ds ()t (1.6)
seklinde tanimlanir. Eger
lim,_,, 0, (x) =

ise,

wa(t)dt
0



integrali s degerine (R,p) integrallenebilirdir denir.

Tamm 1.5. Eger

f|ap’(x)| dx

integrali yakinsak ise,

Of f(t)dt

integrali s degerine |R, p| integrallenebilirdir denir.

Tanmm 1.6. k > 1 olmak lizere, eger

[0e]

j xk‘1|0p’(x)|k dx (1.7)

0

integrali yakinsak ise,

OJ f(t)dt

integrali s degerine |R, p|; integrallenebilirdir denir [18].
Ozel olarak, (1.7)’de k = 1 alirsak, |R, p| integrallenebilmeyi elde ederiz.

Not 1.3. Ozel olarak, her x degeri igin p(x) = 1 alinirsa, diizensiz integrallerin Riesz

integrallenebilirligi, Cesaro integrallenebilmeye indirgenir.

Simdi, tez boyunca sik kullanilan bir sembolden bahsedelim.

Tamm 1.7.

f(x) =0(g(x))
gosterimi % fonksiyonunun [0, ) araliginda sinirli olmasi anlamina gelir.
Tamm 1.8.

1 X
vp(x) = m! P(w)f(w)du (1.8)



olmak lizere

s(x) — o, (x) = v, (x)

ifadesine agirlikli Kronecker esitligi denir [18].

Burada, vy, s fonksiyonunun agirlikli iirete¢ fonksiyonu olarak adlandirilir.

Esitlik 1.3.
o) (x) = pi % 7, (x)

Ispat: o,(x) = f p(t)s(t)dt oldugundan,

P(x)

o' () = = B2 [ pOs(Ddt + 505 p(x)s(x)

=2 (_ = [ p@®s(Ode + ()

P(x)

— @ (s(x) oy (x))

P(x)

_r(x)
" P(x) vp(x)

Yani g, (x) = ig ; vy (x) dir.

Not 1.4. (1.10) sartindan, (1.9) sart1

s(x) = v, (x) +Jp(u)

@ Up (u) du
0

seklinde yazilabilir.

Not 1.5. (1.10) sartin1 kullanarak, Tanim 1.6 asagidaki sekilde de ifade edilebilir.

k > 1 olmak iizere, eger

integrali yakinsak ise,

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)



integrali s degerine |R, p|;, integrallenebilirdir denir [18].

Tammm 1.9. A ve B iki integrallenebilme metodu olsun. A integrallenebilen her
fonksiyon ayn1 degere B integrallenebiliyorsa, 4 'ya B’yi gerektiriyor denir ve A € B ile

gosterilir.

Eger A € B ve B € A ise, A metodu B metoduna denktir denir [20].

Tamm 1.10. | 000 f(t)dt integrali verilmis olsun. Eger

j fOA(t)dt
0

integrali  bir B integrallenebilme metodu yardimiyla integrallenebiliyorsa, A

fonksiyonuna

Of F(o)dt

integralinin B metodu i¢in bir integrallenebilme ¢arpani denir [21].

Tamm 1.11. (Holder Esitsizligi)

p > 1,% + % =1, f ve g, [0, ] aralifinda siirekli ve pozitif reel degerli fonksiyonlar
olsun. Bu durumda
x 1/P X 1/q

jx fogwdes| [ rr@d| | [gr@a
0

0 0
dur [22].
Tamm 1.12. (Minkowski Esitsizligi)

p=1,f ve g, [0,00) araliginda siirekli ve pozitif reel degerli fonksiyonlar olsun. Bu

durumda

1/p x 1/p x 1/p

f F+or®de| < j fr@de |+ j g (D)t
0

0 0

dir [22].
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1.2. Literatiir ¢calismasi

Integraller ile ilgili olarak, Landau [8], Boicun [9], Lal [10], Lal ve Ram [11] , Lal ve
Ram [12], Lal ve Singh [13], Lal ve Singh [14] gibi bir¢ok bilim insan g¢alismalar

yapmistir.

Son zamanlarda ise Canak ve Totur [15], Canak ve Totur [16] yavas salinimliligin
Tauber tipi kosul oldugu teoremler ile kontrol modiilonun sinirliligiyla ilgili bazi
teoremler ve sonuglar1 ispatlaryla birlikte vermislerdir. Ozgen [17], Ozgen [18] de
diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz integrallenebilirligi ile ilgili bazi teoremler ifade

ve ispat etmistir.



2. BOLUM

INTEGRALLERIN MUTLAK CESARO VE RIESZ
INTEGRALLENEBILIRLIGI iICIN TEOREMLER

Bu bolimde integrallenebilme carpanli diizensiz integrallerin Cesaro ve Riesz

integrallenebilir olmasi igin yeterli sartlar1 iceren teoremler verilecektir.

Teorem 2.1. vy,
MGy = 0(D), @.1)
j u | @y (Wdu = 0(1), 2.2)
0
x k
jlv(Z)l du =0(y(x)) (2.3)
0

sartlarint saglayan pozitif, azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda k > 1 olmak
lizere fooof(t)/l(t)dt integrali |C, 1|, integrallenebilirdir [17].

Teorem 2.1 ve asagida verecegimiz teoremlerin ispati i¢in asagidaki lemmaya

ithtiyactmiz vardir.

Lemma 2.1. Teorem 2.1’in sartlar altinda

o)

f YA (t)|dt integrali yakinsaktir, (2.4)
0

xy()IX(x)| =0(1),x > (2.5)

sartlart saglanir [17].



Ispat: 2'(¢t) = [ Ot A" (w)du oldugundan, (2.2)’den

fx y@®IA' (®)|dt = fx y(@) ft A (w)du| dt

< fy(t)flxl”(u)ldudt

0

P

< fll”(u)ldufy(t)dt
0

u

< fuy(u)l/l”(u)ldu =0(1),x > »
0

bulunur.

Diger taraftan, x y(x) azalmayan bir fonksiyon oldugundan,

X

f A (w)du

0

xy ()| (x)| = x y(x)

< xy(x)fl/l”(u)ldu
0

< fu y@)|A"(w)|du = 0(1),x - co.
0

O halde ispat tamamlanur.

Teorem 2.1’in ispati: o, fooof(t)l(t)dt integralinin (C,1) ortalama fonksiyonunu

gostersin. Bu durumda, tanimdan,

o(x) == [7 f3 fF@A(u)du dt

=% ijf(u))l(u)dufdt

12
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1 X
= - f (x — W) f (WA du

f (1-2) Favaaodu

X

- f FAwdu— [uf@iacod (2.6)

bulunur. Son ifadenin tirevini alip kismi integrasyon metodunu uygularsak,

X

o'(x) =— fuf(u)/l(u)du

0

X

1 1 ,
== A(x) x]uf(u)du 2 ju v(w)A' (u)du
0

0

= M — xiz f uv(u)A(u)du
0
= 01(x) + 05(x) (2.7)

buluruz. Teoremin ispatini tamamlamak igin,

m
f g, (0K dx = 0(1), m — o, =12 icin
0

oldugunu gostermek yeterlidir.

Oncelikle, A sinirl oldugundan, (2.1) sartindan,

[ [ A el
ijk |ol<x)|kdx=0j et S

m

1
= [ £ W@ AP0 dx

0
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m k
< | PO ) o) ax
g X

dir.

Kismi integrasyon metodu uygulanirsa, (2.1), (2.3) ve (2.5) sartlarindan,

m

J.x"_llal(x)lk dx < M(m)lf Iv(;c)l dx—fll’(x)ldxf |U(Z)| d
0 0 0

0

< 1Am)| y(m) — [, 1V ()] y(@)dx = 0(1), m > e

bulunur. r=2 i¢in, k>1 i¢in % + % = 1 olmak iizere, Holder esitsizligini uygularsak,

m m d X k
X

f x* oy (x)[* dxzka 1x ft/l’(t) v(t)dt

0 0 0

r dx
< | g f LI llu()lde
0

m k-1

X X
dx , 1
< f 2 fl/l ®1* t* lu(®)|* dt . fdt
0 0

0

m

- j X X1 x XG0l lv(o) [Fdx
0

X

= 0(1)jm|x Yl Gk (- =) dx
0

v (x)l"

—o<1)f| 20| 2.8)

elde ederiz. Kismi integrasyon metodu uygulanirsa,

m

f oy (0)* dx = 0(1) m |2'(m)| f '”(?' dt — f C IO f '”(Z)' du dt
0

0 0 0
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= 0(1)mA'(m) y(m) — f(t 'Oy (@) dt

X

=oummmMymo—fwaNﬂww—jtWQWQMt

0
= 0(1), m — o

bulunur. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Sonker ve Munjal [23], Teorem 2.1 in daha zayif sartlar altinda olabilecegini

ispatlamustir.

Teorem 2.2. y, azalmayan bir fonksiyon ve 8 ve 4, (2.1), (2.3) ve

1A' ()] < B(x), (2.9)
B(x) > 0,x - oo, (2.10)
Jy 1B’ )l y(Wdu < oo (2.11)

sartlarini saglayan iki fonksiyon olsun. Bu durumda k > 1 olmak iizere [ Ooo fOA(t)dt

integrali |C, 1|, integrallenebilirdir.

Not 2.1.
B'(x) < A" (x)]
oldugundan,
[ x 1By <o
0
sarti

o)

fﬂﬂ@ﬂﬂww<w

0

sartindan daha zay1f bir sarttir.



Ispat: o, fooof(t)/l(t)dt integralinin (C,1) ortalamasini gdstersin. Yani

X

o(x) = f (1—%) F)AW)du

0

dur. Her iki tarafinin tirevi alinirsa,

X

o'(x) = xlzfu fwA(u)du

0

_ Au(x) 1 rx
=== Jy wv@A(w)du

= 01(x) + 0, (%)

buluruz. Teoremin ispatin1 tamamlamak igin,

m
[ # ol dx = 0@, m- e
0

oldugunu gostermek yeterlidir.

Teorem 2.1 in ispatinda oldugu gibi devam edilirse,

jxk-1|al(x)|kdx=Jxk-1| (")'xl”(x)l dx
0 0

m

1
= [ £ WP @126 dx

0

mn k
= 0(1)[ @ [A(x)| dx
0

X

[ vk r r
= 0(D)|A(m))| dx —0(1) | 12 ()|
J Jwer |

r=12icin

t k
Iv(t)l dt dx

= 0y m) - 0(1) [ peIrGRIdx
0

16
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= 0(1) - 0(1) j 1B'()| dx j y () du

- 0(1) - f wy@) |B' (Wl du
0

=0(1), m-o oo
bulunur.
(2.8) esitliginden,
m m
jxk-1|az(x)|k dx = 0(1)j|x 1)) lv(;c)lkdx
0 0

— 0(D)ym |2 (m)| j v du—O(l)J(u |,1'(u)|)'J|v(t)| dt du
0 0 0

u t

= 0()m|A'(m)| y(m) — 0(1)j|ﬁ(u)| y(wdu — 0(1)f u |f' (| y(wdu
0 0

=0(1), m- o

elde ederiz. O halde r = 1,2 igin
m
[ ¥ ol dx =0, m oo
0

bulunur. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 2.3. p,
X
P(x) = fp(t)dt, p(x) #0, p(0) =0,
0

P(x) = O(x p(x)) (2.12)

ve

xp(x) = 0(P(x)) (2.13)
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sartlarini saglayan reel degerli ve [0, c0) araliginda azalmayan bir fonksiyon olsun.

Eger y da (2.1), (2.2) ve

ff)ig lv(@®)*dt = 0(y(x)), x >

(2.14)

sartlarin1 sagliyor ise, bu durumda f0°° f(®)A(t)dt integrali |R, p| integrallenebilirdir.

ispat:ap, ) 000 f(®)A(t)dt integralinin (R,p) ortalamasi olsun. Bu durumda, tanimdan,

X

0, () = 7ffmafﬂwﬂwwm

1 : A
=moff(u)/1(u)du Jp(t)dt

1 X
=ﬁ5!@a%ww»ﬂwﬂww

j f (wW)A(u)du
0
dur. o, fonksiyonunun tiirevi almip kismi integrasyon metodu uygulanirsa,
P [
o, (x) = Pz_(x) P(w) f(w)A(u)du
0
p() [PaAW)
= Pz(x) ) Uf(ll) du
PO i - PO [ (PGDAGY) + PEII() u— PG
P(x) P2(x) J u?
p(x) pe) [
=P A v(x) — P20 p(WAWv(w)du
0
P [, 0 A () v du + p(x) [PWAWv(u) du

T P2(x) J P2(x) J u

uv(u)du



= ap,l(x) + Up,z(x) + 0p3 (x) +Gp,4(x)
elde edilir.

Teoremin ispatin1 tamamlamak igin,

m

f xk_llo'pﬂ’(x)lk dx =0(1), m- o, r=1234 icin
0

oldugunu gostermek yeterlidir.

A sinirht ve (2.13) sartindan x p(x) = O(P(x)) oldugundan,

m m

k
f xk_1|o'p,1(x)|k dx = f xk=1 (%) |ACO)|* [u () |* dx
0 0

—o(1) Of % )1 A AG)] dx

— 0()) Of % G IOk dx

dir. Kismi integrasyon metodu uygularsak, Lemma 2.1‘den

m

f 2 2ay 1 ()| dx = 0(1)|/1m|f
0

0

p()

PO lu(x)|* dx

p(®)

P |A(D)|* dt

- 0(1)fu'(x)| dx f
0 0

= 0()|a(m)ly(m) — 0(1) f 1A' ()] ¥ (x)dx
0

=0(1), m-oow
buluruz.
r = 2 i¢in, Holder esitsizligi uygulanirsa,

m

jxk"1|ap,2(x)|k dx = 0(1)] x
0

0

poq PE(0)dx

e | [ P@IRG! v
0
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k
= o) f O < [ po 120 |v(u>|du>

x k-1
1
= 0(1) f U ( [ paoncor |v(u)|kdu> (P—x) Of p(u)du>

= 0(1) f plx)dx ([ p() AW ¥ |v(u)|kdu>

P2(x)

m FpGod
= 0(1) ] p(WIAW)I* Iv(u)"‘duj pp(f?xf
5 0

bulunur. g, ; (x) deki gibi islem devam ettirilirse,
m
j 2o, ()| dx = 0(1), m -
0

elde edilir.

(2.12) ve (2.13) sartlarindan,

m X k
dx

f “Hops (] dx—O(l)] . 1ppzk()) (fp(u)w(unwwndu)

0 0

k
= o) j o < [upto @) |v(u)|du>

m x x k-1
d 1
—o | pp(f()xf ( [ w peoror |v<u)|kdu> (P—x) | p(u)du>
0 0 0

d
= o(1) f plx)dx ( [ w izl |v<u)|kdu>

P2(x)
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m m d
- o) [ W pIR @I Il du [T

= 0(1)f % @@ @ @D lv@)|* du

o [ B @l @b vl du

bulunur. Tekrar kismi integrasyon metodu uygularsak, Lemma 2.1 den

[ #epscol* ax = 0@ mixam) [ 5 vl au
0 0

p(t)

0 lv(t)|* dt du

—mnfwmvm>f
0

=MDmMWMW@O—]W@Nﬂ@w—JuM%wwwwu
0 0

=0(1), m-o o
elde ederiz.

Son olarak,

m m X k
L L, PEdx [ (P@IAW)] [v(w)
6[ xk |0p.4(x)|k dx = 0(1)(! xk P2k (x) (J du)

u
k
0(1)j'Pff3() <jﬂp(u)|1(u)||v(u)|du>

bulunur. o, ,(x)’deki gibi isleme devam edilirse,

m
J xk‘1|ap,4(x)|k dx =0(1), m- o
0

elde edilir.
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O halde r = 1,2,3,4 i¢in

m
f xk‘1|ap’r(x)|k dx=0(1), m-

0

bulunur. Bylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Not 2.2. Teorem 2.3 de, 6zel olarak her X degeri i¢in p(x) = 1 alirsak, Teorem 2.1 i

elde ederiz.



3. BOLUM

f0°° f(t)dt INTEGRALININ |R, p|, INTEGRALLENEBILIR IKEN
IR, q|, INTEGRALLENEBILIR OLMASI ICIN YETERLI

SARTLAR
Teorem 3.1. pve g,
x q(x) = 0(Q(x)), (3.1
P(x) = 0(x p(x)), (3.2)
Q(x) = 0(x q(x)), (3.3)

sartlarin1 saglayacak sekilde reel degerli ve [0, 00) araliginda azalmayan fonksiyonlar
olsun. Eger fooo f(t)dt integrali |R,pl|; integrallenebiliyor ise, bu durumda aym

zamanda |R, q| integrallenebilirdir [18].

Not 3.1. (3.1) ve (3.2) sartlarindan

a0 _ (@> (3.4)

Q) \P(x)

sart1 saglanir.

Ispat: 0,(x) ve o,(x), sirasiyla, fooo f(t)dt integralinin (R,p) ve (R,q) ortalamalari

olsun.

) 000 f(®)dt, |R, |, integrallenebilir oldugundan,

f ey (PO Kk
X m |vp(x)| dx
0

integrali yakinsaktir.

Diger taraftan, (1.11) esitliginin her iki tarafinin tlirevini alirsak,



p(x)

F() = %0 + e

buluruz. Riesz ortalama tanimindan,
X
(0 = o= [ a®s@a
o,(x) =—— S
T 1

1 X t
=—— | q®| | f(wdu | dt
s 0 [ reos

X

1 X
-5 Of fadu [ ot

u

1 X
-0 Of Q) — Q(w) f(wdu

- Of fFdu = 5o f QW f(wdu

vy, (%)
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(3.5)

elde ederiz. Buldugumuz son esitligin her iki tarafinin tiirevi aliip (3.5) esitligi

kullanilirsa,
03(x) = f(x) +52(—2)f<?(“)f(”)d”_ Q(x)
d
_ ‘I( ) f QW wdu
q( ) “)

= fQ()[p<)+P()vp<

_9®) fQ(u)v, " q(x) fQ(u)p(

Qz(x)0 QZ(x)O

bulunur. Sagdaki ilk ifadeye kismi integrasyon metodu uygularsak,

e

Q()f (%)
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1G5 7 q( ) p(w)
oq(x) = 0 )[Q(x)vp(x) qu(u) vy (wdu| + )fQ( u) — vp(u)du
q(x) @ q() [ . pw
= TS~ o q(u)vp<u)du+Q2—(x)on( ) sy )
= Gq,l(x) + 0g,2 (x) + Gq,3(x)
elde ederiz.

Teoremin ispatin1 tamamlamak i¢in, k>1 olmak iizere, Minkowski esitsizliginden
yararlanarak, r=1,2,3 igin

m
f xk_1|aq,r(x)|kdx =0(1), m-oow (3.6)
0

oldugunu gostermek yeterlidir.

[lk olarak, (3.4) sartindan,

q(x)
Q(x)

K
v, (x) ‘ dx

m m

k
jxk"1|aq,1(x)| dx=Jxk"1
0 0

xkl q” | @)|* dx
o)

_ 0(1)J k= 1 I’;E % |2y ()| dac

dir. (1.10) sartindan o, (x) = p( )vp (x) oldugundan,

m

m
j xk_llaq,l(x)lk dx = 0(1)J xk_lldll,(x)lkdx =0(1), m-oow
0

0

bulunur.

Diger taraftan, k>1 i¢in % + % = 1 olmak iizere Holder esitsizligi uygulanirsa,
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m m k X k
J.x"_1|aq,2(x)|kdx = 0(1)f xk-1 (qu(—zcx))> <fq(t) |vp(t)|>
0 0 0
m x x k-1
_ q(x)dx Kk 1
= o(1) f i ( f a(® v, )| dt) (Q(x) f q(t)dt>

bulunur. (3.1) ve (3.3) sartlarindan x q(x) = 0(Q(x)) ve P(x) =0(xp(x))

oldugundan,

m m m k-1
B - e [ [ a@dx

Oka |02 ()| dx_0(1)0f q(@®) v, ()] dt(t Qz(x)>

( a®
_ 0(1)! % v, (®)|“dt

=0(1), m-ooo

elde ederiz. Son olarak, (3.1) sartindan x q(x) = O(Q(x)) oldugundan,

m X k
[ # o ax = 01 j 1 Q((’g) ( Q(;)(f)(t) va(t>|dt> dx
0 0

m X k
3 q()dx [ [ Q(®)p(t)
=0() OJ QF+1(x) (0 P(t) |vp(t)| dt)

dir. Tekrar Holder esitsizligi uygulanirsa,

m m d X
jxk—llaq’3(x)|kdx= 0(1)J qQ(fzx)x (f <2g))> 128) |v, ()] dt)
0 0 0
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x k-1
1
—— | q(®)dt
e

elde edilir. —f q(t)dt = 1 oldugundan,

m

i [ qCdx( [ (Q®)
[ tosoren=ow [ 5[ () w0 G ot

Q(t) P( ) q(x)dx
=0 f( (t)) P(t)> [ro@lde | 0555

buluruz. o, ; (x) deki gibi,

[ @ (b0
o, s (0| dx = 01) [ k12 v, (®)[ dt
Of @ f Q(t) P(t)> &
~ o) | 1 (B o, ] e
P(t)) P

= 0(1)] t"‘1|a,;(t)|kdt
0

=0(1), m-oo

elde edilir. O halde r=1,2,3 i¢in
m

f xk‘1|aq,r(x)|kdx =0(1), m-o
0

elde edilir ki bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.2. pve g, (3.2), (3.3) ve

xp(x) = 0(P(x)) 3.7)
sartlarin1 saglayan reel degerli ve [0, 00) araliginda azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu

durumda | Ooo f(t)dt,|R,ql, integrallenebiliyorsa, aym  zamanda |R,p|,

integrallenebilirdir.
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Ispat: Teorem 3.1 de p yerine g, q yerine p alinirsa, teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.3. p ve q, (3.1)-(3.3) ve (3.7) sartlarin1 saglayan reel degerli ve [0, o)
araliginda azalmayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda fooo f(t)dt integralinin |R,p|;

integrallenebilirligi |R, q|, integrallenebilirligine denktir.

Ispat: Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den elde edilir.



4. BOLUM

TARTISMA-SONUC VE ONERILER

Bu boliimde iiglincii boliimde ifade ve ispat edilen teoremlerle ilgili sonuglari verecegiz.

Sonu¢ 4.1. p, (3.2) ve (3.7) sartlari1 saglayan reel degerli ve [0,c0) araliginda
azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda fooof(t)dt, |C, 1], integrallenebiliyorsa,
ayn1 zamanda |R, p|, integrallenebilirdir.

Ispat: Teorem 3.1 de 6zel olarak her x degeri igin p(x) = 1 ve q yerine p alirsak,
Sonug 4.1 i elde ederiz.

Sonu¢ 4.2. p, (3.2) sartim1 saglayan reel degerli ve [0, o0) aralifinda azalmayan bir
fonksiyon olsun. Eger fooof(t)dt integrali |R, p|, integrallenebiliyor ise, bu durumda
ayni zamanda |C, 1|, integrallenebilirdir.

Ispat: Teorem 3.1 de 6zel olarak her x degeri i¢in q(x) = 1 alirsak, Sonug 4.2 yi

buluruz.
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