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KiNEMATIK YUZEYLERIN DIFERENSIYEL GEOMETRIiSI UZERINE
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OZET

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, dual sayilar, dual vektorler, kuaterniyonlar ve dual kuaterniyonlarla

ilgili temel kavramlara yer verilmistir.

Ikinci boliimde, tezin devaminda kullanilacak olan egriler ve yiizeyler teorisi ile ilgili

temel tanim ve teoremler ele alinmustir.

Ucgiincii boliimde ise, vida yiizeyinin tanimu ile temel formlar1, umbilik noktalari, egrilik
dogrultusu, Gauss ve ortalama egriligi verilmistir. Ayrica herhangi bir yiizey iizerindeki egrilerin
vida yiizeyi {izerindeki goriintiilerinin Darboux ve Frenet catilar1 elde edilmistir. Bu catilara gore
egrinin normal egriligi, geodezik egriligi ve geodezik burulmasi bulunmustur. Ardindan
k-kinematik ylizeyin tanimi verilmis ve k-kinematik ytizeyler i¢in asimptotik dogrultular, konjuge
tanjant vektorler, Euler teoremi ve Dupin gostergesi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Euler Teoremi, Frenet ve Darboux Catisi, k-Kinematik Yiizey, Paralel
Yiizey, Sabit Sirt Uzaklikli Yiizey, Vida Yiizeyi.
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ON DIFFERENTIAL GEOMETRY OF KINEMATIC SURFACES

Azat KULU
Department of Mathematics, M.S. Thesis, 2018
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Erhan ATA

SUMMARY

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, basic concepts about dual number, dual vectors, quaternions and dual

guaternions are given.

Basic definitions and theorems relavant with theory of curves and surfaces, which will be

used in the thesis later on, have been discussed in chapter second.

In the third chapter, definition of screw surface with fundametal forms, umbilical points,
directions of curvature, Gauss and mean curvature are given. In addition Darboux and Frenet
frames of images on a screw surface of curves on any surface are obtained. According to these
frames the normal curvature, geodesic curvature and geodesic torsion of the curve were found.
Then, the definition of the k-kinematic surface is given and it is obtained asymptotic directions,
conjugate tangent vectors, Euler theorem and Dupin indicatrix for k-kinematic surfaces.

Keywords: Euler Theorem, Frenet and Darboux Frame, k-Kinematic Surface, Parallel Surface,
Screw surface, Surface at a Constant Distance from the Edge of Regression.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

E3 Ug boyutlu Oklid uzay1

T, (M) M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorlerinin uzay1
x(M) M manifoldunun vektor alanlari uzayi
x Egrilik fonksiyonu

T Burulma fonksiyonu

K Gauss egriligi

H Ortalama egrilik

S Sekil operatorii

D, Dupin gostergesi

M Paralel yiizey

Mmr Sabit sirt uzaklikli yiizey

M9 Vida yiizeyi

MX k-kinematik yiizey

fe f doniistimiiniin tiirev dontigiimii

S9 Vida yiizeyinin sekil operatorii

K9 Vida yiizeyinin Gauss egriligi

HY Vida yiizeyinin ortalama egriligi

v9 Vida ylizeyinin birim normal vektor alam



1. D-MODUL VE KUATERNiYONLAR TEORISi

1.1. Dual Sayilar Halkasi

Reel sayilar kiimesi (+) toplama ve () islemlerine gore bir cisimdir. Buna reel sayilar

cismi denir ve R ile gosterilir.

Tammm 1.1.1. Herhangi a,a* € R olmak iizere A = (a,a”) ikilisine bir sirali ikili denir. Bu

sekilde tanimlanan R X R kiimesi D ile gosterilsin.
D ={(a,a*):a,a* € R}
tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamm 1.1.2. Herhangi A,B € D ve A = (a,a”) ve B = (b, b*) olmak lizere
@®©:DxD->D
i¢ islemi
A®B = (a,a”)®(b,b*) = (a+ b,a* + b")
seklinde tamimlanir ve bu isleme D tizerindeki toplama islemi denir.
@e:DXD-D
i¢ islemi
AeB = (a,a*)e(b,b*) = (ab,ab™ + a*b)
seklinde tanimlanir ve bu isleme D tizerindeki ¢apma islemi denir.

Eger a = b ve a* = b™* ise A ile B esittir denir ve A=B ile gosterilir (Hacisalihoglu,
1983a).

Tamim 1.1.3. R reel sayilar cismi olmak iizere
D=RxR

kiimesi {izerinde toplama, carpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmisg ise D kiimesine

dual sayilar sistemi denir ve V(a, a*) € D elemanina da bir dual say1 denir
(Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.1.1: (D, @, @) tgliisii birimli ve degismeli bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983a).



Teorem 1.1.2. (D, @, o) tgliisii bir cisim degildir. (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 1.1.4. A@X = A denkleminin ¢6ziimii olarak tanimlanan dual sayiya D nin sifir1 denir ve

0 = (0,0) ile gosterilir.

A # (0,a") ise AeX = B denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir. Tanim 1.1.2” de verilen D

deki carpma islemine gore
AeoX = AX = (ax,ax* +a*x) = (b,b*) =B

oldugundan

)

b ab*—a*b
X = (_ —2)
a a

elde edilir ve dolasiyla X € D olup X dual sayisina B nin A ya boliimii denir (Hacisalihoglu,
1983a).

Teorem 1.1.3. D dual sayilar halkasi, R reel sayilar cismine izomorf bir alt kiimeyi alt cisim
olarak kapsar.

Bu teoreme gore
f:D - R
(a,0) = f(a,0) =a

bigiminde tanimlanan f fonksiyonu bir izomorfizmdir. Buna gore (a,0) dual sayist izomorf

n_n

oldugu "a" reel sayisi ile gosterilebilir. Yani (a,0) = a alinacaktir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.1.5. Bir A = (a,a") € D dual sayisinda "a" reel sayisina A nin reel kismi, "a*" reel

sayisina da A nin dual kismi denir ReA = a ve DuA = a* seklinde yazilir. (Hacisalihoglu,
1983a).

Tamm 1.1.6. (1,0) = 1 sayisina D deki ¢arpma isleminin birim eleman1 veya D deki reel birim
denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.1.7. € = (0,1) dual sayisina D deki dual birim denir ve Tanim 1.1.2 geregince
goe =¢2=(0,0)=0
dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.1.8. A = (a,a”) € D dual sayisi A = a + €a” seklinde yazilabilir. Yani



(a,a”) =a+ea”
dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.1.4. iki dual sayinin carpimu sifir ise carpanlardan biri sifir olmak zorunda degildir
(Hacisalihoglu, 1983a).

Ispat: A, B € D iki dual say1 olsun. A = (0,a*) ve B = (0, b*) seklinde alirsak
AeB = (0,a")e(0,b*) = (0,0)

olur. Fakat A # O ve B # O dur.

Tamm 1.1.9. A = (a, a”) bir dual say1 ve A € R olmak iizere A ile A nin ¢arpim
RxD—-D
1L A) » LA=A(a,a") = (Aa,Aa")

seklinde bir dis islem olup bir dual saymin bir reel skaler ile c¢arpimi olarak tanimlanir

(Hacisalihoglu, 1983a).

Tamim 1.1.10. Herhangi bir Z = x + ex™ dual sayisinin mutlak degeri diye |x| reel sayisina denir

ve |Z| = |x + ex*| = |x| ile gosterilir. Bu tanim D de bir metrik vermez (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.1.5. Z = x + ex™ dual sayisi igin |[x + ex*| = 0 & x = 0 dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.1.6. iki dual saymnin ¢arpimimin mutlak degeri, mutlak degerleri carpimina esittir. Yani
1Z1. Z,| = 1211 |Z,]

dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.1.11. Z = x + ex* dual sayisiin eslenigi diye Z = x — ex* dual sayisina denir

(Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 1.1.7.
i.  Z € D ise Z nin dual eslenigi Z dir. Yani @ = Z dir.

ii. VZ,Z, €Di¢inZ; + Z, = Z, + Z, dir.
iii. VZ,,Z, €DiginZ,.Z, = Z;.Z, ve Z, # (0,x*) igin




iv. VZ€DicinZ.Z=|Z|?dir.
V. Z+Z=2ReZ Z—-Z=2eDuZ ve Z=7ZiseZ € R

dir (Hacisalihoglu, 1983a).
1.2. Dual Vektorler

Tamm 1.2.1. H, birimi 1 olan degisimli halka olsun. H {izerinde bir modiil diye S abel grubu ile

asagidaki 6zelliklere sahip olan S {izerindeki bir
HXS-S
(a,a) = aax
dis islemine denir. Ayrica bu dis islem asagidaki 6zelliklere sahiptir.
a,b € Hvea,f € S olmak lizere
My:a(a+B)=aa+af;
M,:(a+ b)a = aa + ba;
Ms: (ab)a = a(ba) ;
Myla=«a.
D birimi (1,0) = 1 olan degisimli bir halkadir. (D, +) bir abel grubudur ve
D xD3 - D3

dis islemi My, M,, M5, M, aksiyomlarim saglar. Dolayisiyla D X D x D = D3, D iizerinde bir

moduldir.

D3 ={(A,A,,43)|A,,A,, A; € D} kiimesinin her bir elemanini bir biiyiik harf ile
gosterilirse A3 € D i¢in A = (41,4,,43) ve A= (4;);(i =1,2,3) notasyonlarindan birisi
kullanilabilir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.2.2. Herhangi A = (4;),B = (B;) € D3 i¢gin
A=B oA, =B, (i=123)
dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamim 1.2.3. A = (44, 4,,43), B = (By, B,, B3) € D3 elemanlari igin,



i¢ (toplama) islemi
+: D3 x D3 - D3
(A,B) - A + B = (A]_ + Bl'AZ + Bz,A3 + B3)

seklinde tanimlanir. Burada A + B elemanina D3 kiimesinde A ve B elemanlarinin toplanm

denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamm 1.2.4. 1 € R skaleri ve A = (4;,4,,43) € D3 elaman1 olmak iizere,
dis (skalerle ¢arpma) islemi
<RxD3- D3
(A, A) = A4 = (141, 14,5, 2453)

seklinde tanimlanir. Burada A4 elamanma D3 kiimesinde A ile A skalerinin ¢arpimi denir
(Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem1.2.1. (D3, +) bir abel grubudur (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem1.2.2. (D3,+) abel grubu R reel sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzayi, D halkasi

tizerinde bir modiildiir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.2.5. D dual sayilar halkas: iizerinde modiil olan (D3, +,-) {i¢liisiine D-Modiil denir
(Hacisalihoglu, 1983a).

Tanmim 1.2.6. D-Modiil’iin elemanlar olan sirali dual {i¢liilere dual vektorler denir ve

A= (A4, A;, A3) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.2.3. Herhangi @, a* € R3 olmak iizere D-Modiil’de her bir A dual vektorii
A =a+ed’, e=(0,1)€ED

seklinde yazilabilir. Ayrica A dual vektérii A = (E), E?) biciminde R3 teki vektdrlerin bir sirali

ikilisi olarak da yazilabilir.

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 1.2.4.BirA =@ + ea* = (E?, ?) dual vektoriiniin A € R skaleri ile ¢arpimu

M = (1@, Aa¥)



dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.2.5. 4 = (E’, ?) veB = (F, ﬁ) € D-Modiil elemanlari i¢in

dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.2.7. D-Modiil’iin toplamaya gore birim elemamn 0=0+¢0 = (6), 6)) € D — Modiil
dual vektortdiir. Bu dual vektore sifir dual vektorii denir (Hacisalihoglu, 1983a).

_—

Tamm 1.2.8. Herhangi A =@ +¢ea",B =b +¢eb* € D — Modiil dual vektdrlerinin i¢ carpimi
f:D3xD3-D3

(A B) —>f(A B) = (@ + &a*, b+sb)

seklinde bir doniisiimdiir. Bu doniisiim vektor uzaylar1 {izerinde tanimlanan i¢ ¢arpim

fonksiyonunun aksiyomlarini saglar (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 1.2.9.

— N @, a) _
47| =‘/<A,A>=(||a|| s%),a £0

—

dual sayisma A = @ + ea* dual vektSriiniin normu denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.2.10. Normu reel birime karsilik gelen (1,0) dual sayisi olan dual vektore dual birim
vektor denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.2.6. 4 = @ + a* dual birim vektor ise
I2’ll=1 ve (@ a*)=0
dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.2.7. 4 # (0, @%) € D-Modiil olmak iizere

bir dual birim vektordiir (Hacisalihoglu, 1983a).



Tamm 1.2.11. {)7 =X 4 ex*: ||)7|| = (1,0); ¥ + ex* € R3} kiimesine D-Modiil’de dual

birim kiire denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teorem 1.2.8. (E.Study): 4 # (0, a*) € D-Modiil olmak iizere D-Modiil’de denklemi

147 = 1.0)

olan dual birim kiirenin dual noktalari, R3 deki yonli dogrulara birebir karsilik gelir

(Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.2.9. Orijin baslangi¢ noktas: yerine baska bir P noktas: secildiginde R3 deki yonlii

dogruyu belirten dual birim vektor
A =7 +¢e(0PAT +a¥)
dir (Hacisalihoglu, 1983a).

Teorem 1.2.10. Herhangi bir 4 = @ + ea* € D-Modiil elemant i¢in

dual birim vektoriine 4 dual vektdriiniin ekseni denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 1.2.12.

_(a,a*)
la’ll?

reel sayisina bir A =@ + ea’ dual vektoriiniin adinu veya yiikselisi denir.

Buna gore, A= a(l+ ek)F dual vektoriinli goz oniine alacak olursak. Eger

i.  k=sonlubirsayiise @ # 0 ve a* # 0 dir ve A dual vektdriine has dual vektdr veya

vida denir.
ii. k=0 =4 =aU dur.Buhalde 4 dual vektdrii U ekseni ile cakisik bir dogru
gosterir.
iii. k=oc=a =0 drve
(@, a*) ||E)||| a@*||cosd |E¥ cos@
I R T A T




ifadesinde k = oo olmasi i¢in
Icl=0ea=0
olmalidir. Bu halde A" dual vektorii bir sirf dual vektordiir. Yani A = (6: ?) seklindedir. Bu tip

dual vektorlere ¢ift (couple) denir. Cift dual vektorler igin a* baslangi¢ noktasinin secilisine bagl

degildir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamm 1.2.13. A've B iki dual birim vektdr olsunlar. 4'ile B dual birim vektdrlerinin i¢ garpimi
(A,B)=(a +ea”,b +¢b*) =(@,b)+e((@,b") +{(a”,b))

dir. E.Study teoremi geregince 4 ve B dual birim vektérleri R3 de iki yénlii dogru belirtirler. Bu
dogrular d, ve d, olsun. d; ile d, dogrular1 arasindaki ag1 ¢ ve d; ile d, dogrulari arasindaki en

kisa uzaklik @* ise

(A4,B)=(@,b)+ (@ b’)+(a,b))
i¢ carpiminin reel kismi

(@,b) = cosg, 0<¢p<m, @ ER
ve (4, B) i¢ garpiminin dual kismi

(@, b") + (a*,b) = —@*sing
olup

(A, B) = cosp — ep*sing = cos(¢ + £p*)
elde edilir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 1.2.14. ¢ = ¢ + €@* dual sayisina A'ile B dual birim vektérleri arasindaki dual ac1 denir
(Hacisalihoglu, 1983a).

Tamim 1.2.15. Herhangi A',B" € D-Modiil dual vektbrlerinin dis garpimi1
A:D3x D3 - D3
(Z,F) SAANB =aTAD + S(E’/\E’?+a_*)/\_l;)

seklindeki bir islemle tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983a).



Teorem 1.2.11. Herhangi 4, B € D-Modiil i¢in

—

A AB = |A)||B||singN’
dir (Hacisalihoglu, 1983a).
1.3. Kuaterniyonlar

Tanmm 1.3.1. R, reel sayilar kiimesi olmak iizere a,b,c,d € R i¢in ¢ = a + bi + ¢j + dk

ifadesine bir kuaterniyon denir. Kuaterniyonlar kiimesini

H={gq=a+bi+cj+dk;ab,c,d € R} ile gosterelim. Burada ij = k, jk =i, ki=j ve
i? =j2=k?%=ijk=—1dir.

Herhangi bir kuaterniyon iki kisimdan olusur. Bunlar; reel (skaler) kisim ve imajiner

(vektorel) kisimdir. Buradan

q=a+bi+cj+dk

q = Req +1Imq ; Req =a,Imq=bi+cj+dk
biciminde yazilabilir.

Eger Req = 0 ise ¢ = Imq = bi + ¢j + dk kuaterniyonuna vektor ya da kuaterniyonik

vektor denir.
Eger Imq = 0 ise ¢ = Req = a kuaterniyonuna skaler denir.
q = a+bi+cj+dk = Req + Imq kuaterniyonunun eslenigi
q = Req — Imq = a — bi — cj — dk bigiminde tanimlanir (Parker, 2009).
Tamim 1.3.2. g, p € H iki kuaterniyon olmak {izere
q =p © Req = Rep ve Imq = Imp
olmalidir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamim 1.3.3. Iki kuaterniyonun toplam ve farki asagidaki gibi tanimlanir.
q=a,+byi+cyj+dik,p=a,+ byi+ c,j+ dyk kuaterniyonunlari i¢in
q+p=(a;+az)+ (by+b)i+(c1+cz)j+ (dy+dr)k

= Re(q +p) +Im(q +p)
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q—p=(ay—az)+ (by —by)i+ (c1 — cz)j + (dy — dr)k
= Re(q —p) +Im(q —p)
dir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamm 1.3.4. Bir ¢ = a + bi + cj + dk kuaterniyonun ve 1 € R bir skaler ile ¢carpim islemi
o: RxH—->H
(4q) > Aeq=12q
= A(a + bi + ¢j + dk)
= Ala + Abi + Acj + Adk

seklinde tanimlanir. Ayrica skalerle ¢carpma isleminde degisme 6zelligi var olup Aq = g4 dir.

O halde {H, +, (R, +,),"} sistemi, baz1 {1, i, j, k} ve boyutu 4 olan bir reel vektor uzayidir.

C kompleks sayilar cismi ve zq,z, € C olmak iizere herhangi bir ¢ = a + bi + ¢j + dk

kuaterniyonunu z; = a + bi ve z, = ¢ + di alirsak
q=a+bi+cj+dk
= (a + bi) + (c + di)j
=21+ 2]

olacak bi¢imde iki kompleks saymin toplami olarak yazilabilir. Bu nedenle H kuaterniyonlarin

kiimesi € kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzayi olur.
<CxH-H
(A4,q) » Aq = Az, + z3))
= Az + Az,j

skalerle ¢arpma islemiyle birlikte {H,+, (C,+,"),} sistemi, baz1 {1,j} ve boyutu 2 olan bir
kompleks vektor uzayidir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.3.5. Herhangi iki q,p € H kuaterniyonlarinin kuaterniyon (kuaterniyonik) ¢arpimi
asagidaki gibidir.

q=a + bll + Clj + dlk ve p=a; + bzl + Czj + dzk alallm.
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e:HXH->H
(a.p) »qep=gq.p
= (ay + byi + ¢yj + dik)(ay + byi + cj +dyk)
= aqa, — (b1by + c1¢c3 +didy) + (a1b; + byay + cidy — dqcy)i
+(a ¢y + cray +diby — bidy)j + (a1dy + dia, + bicy — c1by)k
= ReqRep — (Imq, Imp) + Reqlmp + Replmq + Imq A Imp
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983a).
Tanim 1.3.6. VA, u € R ve Vp, q € H i¢in asagidaki 6zellikler saglanir (Parker, 2009).
L. Ap+uq =2p+uq
2. pg=qp
3. (p?) =p

Tamm 1.3.7. Bir ¢ = a + bi + cj + dk kuaterniyonun normu

lal = \/aq@ = \/(Req + Imq)(Req — Imq)

= /(Req)? + (Imq, Imq)

= J/(Req)? + || Imq|2

=+va? +b%+c?2+d? €R
olarak hesaplanir. |q| = 1 ise q ya birim kuaterniyon denir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.3.8. ¢ = a + bi + ¢j + dk birim kuaterniyon olsun. O halde |q|?> = a? + b? + c?+d?

olur.

cos® = a alirsak cos?6 + sin?6 = 1 oldugundan

sind = 1@ = /BT 1 T4

olup g = a + bi + ¢j + dk birim kuaterniyonunu

o bi + cj + dk
q=a+bi+cj+dk=a+—————+b?+ c?+d?
Vb? + c?2+d?

olur. Eger
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bi + ¢j + dk

bitgtdre =
ViE T e

alirsak

o bi + cj + dk
q=a+bi+cj+dk=a+—————+b?+ c?+d?
Vb? + c?+d?

= cosO + S sind

— —2 — = —_— — —
bigiminde yazilabilir. Burada |S | =1veS =5.5=—(5,S)=-1 dir. Yani S birim

kuaterniyonik vektordiir.

z € C birim kompleks say1 olsun. Euler 6zdesligi yardimiyla z = e'® = cos + isin@

yazilabilir. Bunu kuaterniyonlar igin genelleyebiliriz. Buna gére g birim kuaterniyonunu

q = cosf + S'sing = 59

bi¢cimde yazabiliriz. Eger g birim kuaterniyon degilse g, = 3 birim kuaterniyon olacagindan

lql

q = 19190 = |qlcosfy + S'sind, = |gleS %

olur (Hacisalihoglu, 1983a).
Tamm 1.3.9. Herhangi p, g € H igin asagidaki 6zellikler saglanir (Parker, 2009).

1. |[p|=0&qg=0
2. Ip+ql=<Ipl+lql
3. |pql = lqpl = lqllp| = Ipllql

Tamm 1.3.10. Herhangi g # 0 € H kuaterniyonu i¢in g nun tersi g~ ile gosterilir ve

_ _ q
gq=Iq*=>q'=—
lq]?

ile bulunur.

g=a+bitc+dk=>qt= q =a—(bi+cj+dk)
lql? a?+ b?%+ c?2+d?

olur. Herhangi bir q kuaterniyonu i¢in |q| = |q| oldugundan

lgl gl _ 1

ql2  lql> gl

_ q
lg~ =‘
lq1?



13

bulunur (Parker, 2009).
Tamim 1.3.11. Herhangi p, ¢ € H kuaterniyonlarinin tersi p~* ve g1 ise
)™ =q7'p7!
dir (Parker, 2009).
1.4. Dual Kuaterniyonlar
Tamm 1.4.1. Herhangi p, ¢ € H kuaterniyonlar1 ve € dual birim olmak tizere dual kuaterniyon
Q=q+tep
seklinde tamimlanir. Eger ¢ = a; + b1l + c1j + d1k, p = a, + byi + c5j + d,k alirsak
ReQ = Req + cRep = A = a4 + €a,,
ImQ = Bi + Cj + Dk = Imq + elmp
ifadelerini kullanarak
Q = ReQ +ImQ
yazabiliriz (Parker, 2009).
Tiim dual kuaterniyonlarin kiimesi Hp, ile gosterilir.

Tamm 1.4.2. Herhangi Q; = ReQ, + ImQ, ve Q, = ReQ, + ImQ, dual kuaterniyonlarinin

toplami ve farki
Q; £ Q, = (ReQ; + ReQ,) + (ImQ, £ ImQy,)
bigiminde tanimlanir (Parker, 2009).

Tammim 1.4.3. Herhangi Q; = ReQ + ImQ; ve Q, = ReQ, + ImQ@Q, dual kuaterniyonlarinin
carpimi Q; = q1 + €p; = ReQq + ImQ, ve Q; = q, + €p, = ReQ, + ImQ, olmak iizere

Q:1Q2 = (q1 + ep1)(q2 + €p2)
= 0192 + €(q1P2 + P192)
= ReQ.ReQ, — (ImQ,,ImQ,) + ReQ,ImQ, + ReQ,ImQ, + ImQ, A ImQ,
bi¢iminde tanimlanir (Yang ve Freudenstein, 1964).

Tamm 1.4.4. Herhangi bir Q = ReQ + ImQ = q + &p dual kuaterniyonun eslenigi
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Q=q+¢ep=ReQ —ImQ
seklinde tanimlanir (Parker, 2009).

Tanmm 1.4.5. A=a, +€a,, B=Db;+¢b,, C =c; +ecy, D=d;+ ed, dual sayilar olmak
tizere bir Q = A + Bi + Cj + Dk dual kuaterniyonunun normu

|.|: Hp » D

Q-+WI=J55=VM2+BZ+CZ+DZ

= \/alz + b2+ % 4+ dy % + 2e(agay + byby + cicp + dydy)

dir. Burada Q dual kuaterniyonunun normu |Q| bir dual sayidir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.4.6. Bir Q dual kuaterniyonun tersi(inversi) Q1! ile gosterilir ve asagidaki sekilde

tanimlanir
Q'1=%; Q =A+ Bi+Cj+ Dk i¢in
, A—-Bi—Cj—Dk _ A Bi+ Cj + Dk
O S IBIrciDr AT BIC21DE AP+ B+ CP4D2
olur. Buradan
A —(Bi+Cj + Dk
ReQ™1 = ImQ~1 = ( / )

A2+ B2+ (C%+D?’ A%+ B?%+ (2 + D?

bulunur (Hacisalihoglu, 1983a).

Tamm 1.4.7. Herhangi bir Qdual kuaterniyonun tersi Q~* olsun.

Q QQ QI

= = =1
Q17 1QI> 1el?

QQt=0Q

olacagindan

1
007 =120/l =1=2|Q7 Y =0t = ol

elde edilir (Hacisalihoglu, 1983a).

Tanim 1.4.8. Bir P dual kuaterniyonunu bir diger Q dual kuaterniyonuna bolmek i¢in



R Q=P=R,QQ'=PQ" =R, =PQ!
ifadesine P nin Q ile sagdan bolimii
QR =P=Q 'QR,=Q'P=R,=Q'P

ifadesine P nin Q ile soldan boliimii denir. Genel olarak R, ve R, farkli iki kuaterniyondur
(Hacisalihoglu, 1983a).

15
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2. EGRILER VE YUZEYLER TEORISi

2.1. R3 Uzayinda Egriler ve Yiizeyler
Tamm 2.1.1. Reel sayilarin bir [ agik araligi lizerinde tanimli
a:1-R3
t > a(t) = (ay(t), az (1), as(t))

diferensiyellenebilir fonksiyona R3 uzayinda bir egri denir (O’Neill, 2006).

Tamm 2.1.2. @, I c R araliginda tanimli R3 uzayinda bir egri olsun.
lla'll:1 >R
t = lla’ll(® = lla’ @)l

seklinde tanimli ||@’|| fonksiyonuna a egrisinin I agik arahigindaki skaler hiz fonksiyonu ve

[|a’(t) || reel sayisina da a nin I araligindaki skaler hiz1 denir (Hacisalihoglu,1993).
Tamim 2.1.3. «, I c R araliginda tanimli R3 uzayinda bir egri olsun. Vt € I igin
lla’ Ol =1

kosulunu saglayan a egrisine birim hizli bir egri denir. Bu durumda t € I yay parametresi olur
(Hacisalihoglu,1993).

Tamm 2.1.4. R? uzayinin acik bir alt kiimesi U olmak iizere R3 uzayinin S alt kiimesinin regiiler

parametrizasyonu
Pp:UcCR?>ScR PN, #0

bigiminde tanimli birebir ve diferensiyellenebilir fonksiyondur. Buradan ¢~1: ¢(U) — U siirekli
ters fonksiyonu S nin iginde her p € S noktasinin bir komsulugunu igeren uygun bir koordinat

pargasi varsa S alt kiimesine R3 te bir yiizey denir (O’Neill, 2006).

Tamim 2.1.5. S, R3 uzayinda bir yiizey olsun. S yiizeyi iizerinde v = v, sabit ve u degisken
alinarak elde edilen egriye u-parametre egrisi, u = u, sabit ve v degisken alinarak elde edilen

egriye v-parametre egrisi denir (Shifrin, 2011).
Tamm 2.1.6. R3 uzayindaki bir S yiizeyi icin p € S olsun

p:UcR*>ScR3
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regiiler parametrizasyonunu ile S yiizeyinin p noktasindaki teget (tanjant) diizlemi ¢, ve ¢,
vektorleri ile gerilen Ty, (S) alt uzayidir (Shifrin, 2011).

Tamim 2.1.7. S yiizeyinin bir p € S noktasindaki teget (tanjant) uzay T, (S) olsun. T, (S) uzayima

dik olan

o bty
lldu A @yl
birim vektoriine S ylizeyinin birim normali denir (Shifrin, 2011).

Tanmm 2.1.8. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir

(Hacisalihoglu,1993).

Tanim 2.1.9. ¢: R® - R™ doniisiimii , C* siifindan bir fonksiyon ve g € R™ olsun.

Pq: Ta(R™) = Ty (q)(R™)
lineer doniistimii birebir ise ¢ fonksiyonuna g noktasinda regiilerdir denir.

¢ fonksiyonu, R™ uzayinin her bir g noktasinda regiiler ise ¢, R" lstiinde regiilerdir denir
(Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.10. U, R? uzayinin irtibath acik alt kiimesi olmak iizere ¢: U —» R3, C* sinifindan ve
regiiler bir doniisiim olsun. ¢: U - ¢(U) doniisiimii bir homeomorfizm ise ¢(U) kiimesine R3

uzayinda bir basit ylizey denir.

M, R3 uzayinin bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi icin p € ¢(U) ve ¢(U) S M olacak
bigimde bir ¢(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine, R3 uzayinda bir yiizey denir
(Sabuncuoglu, 2010).

Tamim 2.1.11. R3 uzayinda birim hizli « : I - R3 egrisi igin
T(s) = a'(s)
esitligiyle belirli ?(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir.

T, I araliginin her bir s noktasinda a(s) noktasindaki T(s) teget vektortnii karsilik

getiren bir fonksiyondur. Buna gore T, a egrisi Ustiinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina,

a egrisinin birim teget vektdr alan1 denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamim 2.1.12. R3 uzayindaki birim hizli @ : I — R3 egrisi igin
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k: I >R
s - k(s) = ||T’(s)||
fonksiyonuna, a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki
egriligi denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamim 2.1.13. R3 uzayindaki birim hizli @ : I —» R3 egrisi igin

- T'

esitligiyle belirli N(s) vektdriine, a egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektérii, N vektor
alanina da a egrisinin asli normal vektdr alani denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tanmim 2.1.14. R3 uzayindaki birim hizli a : I —» R3 egrisi i¢in

B(s) = T(s) AN(s)

esitligiyle belirli B (s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektori, B vektor

alanina da a egrisinin binormal vektor alan1 denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tanm 2.1.15. T(s), N (s), ﬁ(s) vektorlerine @ : I —» R3 egrisinin a(s) noktasindaki Frenet
vektorleri denir. T,N,B vektor alanlarina, a egrisi iistiinde Frenet vektor alanlari denir. {7, N, E}

kiimesi R3 uzayinda bir ortonormal catis1 olusturur. Bu gatiya Frenet catis1 denir (Sabuncuoglu,

2010).
Tamm 2.1.16. Birimhizlia : [ - R3 egrisinin Frenet vektor alanlari ?,IV ,§ olmak tizere
t:1->R
s - 1(s) = —( §’(s),ﬁ(s))

fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. t(s) sayisina egrinin a(s) noktasindaki

burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2010).
Teorem 2.1.1. R3 uzayinda birim hizli olmayan bir
a: - R3

t—a(t)
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egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olsun. Buna gére

_ &' ()

T® = 1ZoT
a'yna’(t)

la' (&) Aa” @)l

B =

N(@) =B@®) AT(®)
dir. & egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 x(t) ve t(t) olmak {izere

lla'@®Aa” @l
&' @I

k(t) =

det(a'(6),a” (8), "' (1))
'O = @O A a O

dir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamim 2.1.17. E® uzayinda bir M yiizeyi iizerinde birim hizl1 bir a egrisi alalim. & nin birim teget
vektorii T ve a egrisi boyunca M yiizeyin birim normali U olmak iizere V(t) = U(t) AT(t)
olsun. Bu durumda {f, V,U } tigliisii bir dik ¢at1 olusturur. Bu ¢atiya Darboux ¢atisi ad1 verilir (Ru,
1999).

Tamm 2.1.18. E3 uzayinda bir M yiizeyi iizerinde birim hizl1 bir
a: 1 -M
t—-a(t)
egrisinin Darboux ¢atisi { T.V,U } olsun. Buna gore
ky () = (T'(0), V(©))
ifadesine a egrisinin a(t) noktasindaki geodezik egriligi ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2010).
Tamim 2.1.19. E3 uzayinda bir M yiizeyi iizerinde birim hizl bir
a:1-M
t—a(t)

egrisinin Darboux ¢atisi { T.V,U } olsun. Buna gore
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k(D) = (T7(0), U (D)
ifadesine a egrisinin a(t) noktasindaki normal egriligi denir (Sabuncuoglu, 2010).
Tamim 2.1.20. E3 uzayinda bir M yiizeyi iizerinde birim hizl bir
a:1->M
t - a(t)

egrisinin Darboux ¢atisi T,V,U } olsun. Buna gdre
g

7,() = (V' (), (@)

ifadesine a egrisinin a(t) noktasindaki geodezik burulma veya geodezik torsiyon denir
(Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 2.1.2. E3 uzayinda bir M yiizeyi {izerinde birim hizli olmayan bir
a: I -M
t - a(t)

egrisinin Darboux ¢atis1 { T.V,U } ve v = [|a’(t)]| olmak lizere

1 .
ky(0) = —(a" (), V(D))

v2

1 -
kn(t) = v_2<“"(t)' U()

1,5 -
7,(t) ==(V'(®), U(D))

1%

fonksiyonlari sirasiyla a egrisinin, geodezik egriligi, normal egriligi ve geodezik burulmasi olarak

tanimlanir (Sabuncuoglu, 2010).
Teorem 2.1.3. E3 uzayinda bir M yiizeyi iizerinde birim hizl bir
a:I->M
t - a(t)

egrisinin Darboux catisi {?, v, L_f} olsun, geodezik egriligi kg, normal egriligi k, ve geodezik

burulmasi T4 olmak lizere
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T/(8) = kg(V (1) + kn (DU (1)

V'(£) = —ky(OT () + 7, (OU(E)

U'(t) = —kn(OT(£) — 74DV (£)
dir (Sabuncuoglu, 2010).
Teorem 2.1.4. E3 uzayinda bir M yiizeyi {izerinde birim hizli olmayan bir

a:I-M

t - a(t)

egrisinin Darboux gatisi {7, 17,17} olsun Darboux c¢atis1 {7_"), V,ﬁ}, v = |la’(t)|l, geodezik
egriligi kg, normal egriligi k,, ve geodezik burulmasi 7, olmak lizere

Ti(6) = v (kg (OV (©) + k(DU (D))

V'(6) = v (~kg(OT(®) + 74 (OT (D))

U'(6) = v (—ka(OT () — 75V (1))
dir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamim 2.1.21. Bir egrinin yiizeydeki her noktasinda k,, = 0 ise bir asimptotik egri, kg, = 0 ise

bir geodezik egri ve 7, = 0 ise egrilik ¢izgisi olarak tanimlanir (Uras, 1992).

Tamm 2.1.22. E™ Oklid uzaymnin bir M hiperyiizeyinin birim normal vektdr alani U olsun. E™

deki Riemann koneksiyonu D olmak iizere
S x(M) = x(M)
X - S(X) =DxU

bigiminde tanimli S doniisiimiine M hiperylizeyinin sekil operatorii veya Weingarten doniistimii

denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.23. M, E™ uzayinda bir hiperyiizey ve p € M noktasinda M nin sekil operatorii S
olsun. Eger 31 € Rigin S, = Al,,_; ise p noktasina M nin bir umbilik noktasi denir
(Hacisalihoglu, 1994).
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Tamm 2.1.24. E™ uzayinin bir M hiperylizeyi iizerinde 1<q <n olmak lizere
11 x(M) X (M) =» ¢c*(M,R)
X,Y) - 19(X,Y) =(ST71(X),Y)
seklinde tanimlanan 19 fonksiyonuna M nin g — yuncu temel formu denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.25. M, E™ uzayinda bir hiperyiizey olsun. M nin p € M noktasindaki sekil operatorii

S(p) olmak iizere

K: M->R

p - K(p) = det(S(p))

seklinde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu K(p) degerine de M nin p
noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.26. M, E™ uzayinda bir hiperyiizey olsun. M nin p € M noktasindaki sekil operatorii

S(p) olmak iizere

H: M->R

p - H(p) =1z(S(p))

seklinde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu H(p) degerine de M nin p

noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.27. M, E™ uzayinda bir hiperylizey ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir p
noktasina karsilik gelen S(p) nin karakteristik degerlerine M nin bu noktasindaki asli egrilikleri
denir. Bu asli egriliklere karsilik gelen karakteristik vektorlere de M nin p noktasindaki asli egrilik
dogrultular1 ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.28. M, E™ uzayinda bir hiperylizey ve a, M {izerinde bir egri olsun. a nin teget vektor

alani T ve M nin sekil operatérii S olsun. Eger T vektér alani a egrisi boyunca S nin karakteristik
vektorlerine karsilik geliyorsa a egrisine M iizerinde bir egrilik ¢izgisidir denir (Hacisalihoglu,

1994).

Tamm 2.1.29. M, E3 uzayinda bir Oklid yiizey ve S, M nin sekil operatdrii olsun. Bir p € M

umbilik noktast i¢in
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k: T, (M) » R

1
—
1%

fonksiyonuna, p noktasinda M nin normal egrilik fonksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983D).

Xp — k(Xp) = <S(Xp)'Xp>

Teorem 2.1.5. (Euler Teoremi): E™*! Oklid uzayinim bir hiperyiizeyi M™ olsun. P € M™ ve P

noktasindaki tanjant uzay Tpm(P) olmak tizere
S:Tyn(P) = Tyn(P)

sekil operatoriiniin k;, 1 < i < n, karakteristik degerleri farkl1 olsun. O halde k; asli egrilikleri

birbirinden farklidirlar. X; herhangi bir asli egrilige karsilik gelen asli dogrultu ise
S(Xp) = kiX;

dir. Buna gore sekil operatoriiniin T (P) tanjant uzayinin uygun bir bazina gére matrisi

ky - 0
P [ D ]
0 - ky

bi¢ciminde yazilabilir.

X ve Y, E™ nin P noktasinda farkli asli egriliklere karsilik gelen asli egrilik dogrultular
ise X ile Y ortogonaldir. Buna gore Tyn(P) igin asli vektorlerden olusan ortonormal bir
X;, 1 < i < n bazna sahiptir. O halde {X;, ..., X,,} asli vektorlerden olusan ortonormal ¢ati olarak
alabiliriz. Herhangi bir X,, € Ty (P) tanjant vektoriinii alalim. Bu durumda X,, ile X1 |, ..., Xy |,

asli vektorleri arasindaki agilar sirasiyla 6, ..., 6,, ise
n
k(P) = k(X,) = Z k;(P)cos?0;
i=1

olur (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.30. M, E3uzayinda bir Oklid yiizey ve S, M nin sekil operatorii olsun. X, € T,(M)

i¢cin
<S(Xp)' Xp) =0

oluyorsa, o halde X,,, p € M noktasinda bir asimptotik dogrultudur denir (Sabuncuoglu, 2010).
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Tamm 2.1.31. M, E3uzayinda bir Oklid yiizey ve S, M nin sekil operatdrii olsun. X, Y, € T,,(M)
i¢in
(S(X,), Y,y =0

oluyorsa, o halde X, ve Y, vektorleri p € M noktasinda konjuge tanjant vektorlerdir denir
(Sabuncuoglu, 2010).

Tamim 2.1.33. M, E3 uzayinda bir Oklid yiizey ve S, M nin sekil operatdrii olsun. O halde p € M

nin Dupin gostergesi
Dy = { X, [(S(Xp), Xp) = F1,X,, € T,(M)}
dir (Hacisalihoglu, 1983b).

2.2. Paralel Yiizeyler

Tamm 2.2.1. M ve M" Oklid uzayinda iki hiperyiizey olsun. U, M yiizeyinin birim normal vektor

alani olsun ve r bir sabit say1 olsun. Eger M ve M" yiizeyleri arasinda
f:M->M"

p - f()=p+r0,

fonksiyonu varsa, M ve M" hiperyiizeylerine paralel hiperyiizeyler ve f, fonksiyonuna M ve M"

yiizeyleri arasindaki paralellestirme fonksiyonu denir (Hacisalihoglu, 1983D).

Teorem 2.2.1. M", E™ uzayinda M hiperyiizeyinin paralel hiperyiizeyi olsun. E™ uzayinin
{x1,%5, ..., x,} Oklid koordinat sistemine gére X € y(M), X € y(M") vektor alanlar,
Vp € M i¢in b;(p) = b;(f(p)), 1 <i < n olmak iizere

n n
X = Z b= X = zb_ 0
B - ¢ axi ’ B L ¢ 6xl-
=1 i=1
bi¢iminde verilsin. O halde
1. £(X)=X+715X)
2. S7(f.(X)) =5X)
dir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.2.2. E™ uzayinda f : M - M" olmak iizere M hiperyiizeyinin bir paralel hiperyiizeyi

MT" olsun. Bu durumda
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f, tgiincii temel form olma 6zelligini korur.
f, umbilik nokta olma 6zelligini korur.

f, asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.

M w Do

M nin temel formalari sirasiyla I, I1, 111 olmak iizere
VX,Y € y(M) ve Vp € M igin
(., O poy = 1(Xp, V) + 27 1(X,, Yy) + r211I(X, Yy)

dir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.2.3. E™ uzayinda bir M yiizeyinin paralel hiperyiizeyi M" olsun. p € M noktasinda M
yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K ve H olsun. O halde f(p) € M" noktasinda

MT" yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri K ve H” olsun. Bu durumda

K

K=o
1+7rH+71r%H

. H+2K
T 14+ 7rH+ 12K

dir (Hacisalihoglu, 2000).

2.3. Sabit Sirt Uzakhikh Yiizeyler

Tamm 2.3.1. M ve M/, E3 Oklid uzaymda iki yiizey ve l_jp, M ylizeyinin p € M noktasindaki

birim normal vekt6rii olsun. T, (M), p € M de tanjant yiizey ve {X_)p, Vp)}, T,, (M) nin bir ortonormal

bazi olsun.

Z, = d1 X, + dyY, + d3U, ,dy, dy, ds € R Syleki d? + d? + d? = 1 olacak sekilde bir

birim vektor olsun. Eger p € M ve r € R igin
M- Mr
p-f®) =p+71Z,

seklinde bir fonksiyon ise M/ yiizeyine M yiizeyi iizerinde sabit sirt uzaklikli yiizey denir
(Tarakg1 ve Hacisalihoglu, 2004).

Teorem 2.3.1. E3 uzayinda M ve M/ yiizeyleri verilsin. E3 uzayinin {x;, x,, x3} Oklid koordinat

sistemine gore W € y(M) igin

f.(W) =W +7D,Z
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dir. Burada Vp € M i¢in w;(p) = wi(f(p)), 1 < i < n olmak iizere

n
03
~ LMoy
=1

S

I
INgb

=
e

i=1
dir (Tarake1 ve Hacisalihoglu, 2004).
M ylizeyi i¢in bir parametrizasyon (¢, U) ve
p:UCE3 > M
(w,v) = pw,v)=p

olsun. Bu durumda T}, (M) nin bir baz1 {qbulp,qbvlp}, Up, M yiizeyinin p € M noktasindaki birim
normal vektorii, dy,dy, ds € R sabit sayilar, d? + d3 + d3 = 1 ve Z, = d; X, + d,Y, + d3U,

olmak tizere

M ={f(®):f() =p + 2}

olarak verildiginden M/ yiizeyi i¢in bir parametrizasyon
Y, v) =, v)+rZ(u,v)

olur. Boylece

M = {1/J(u, V): P, v) = ¢p(u,v) + r(dydy, (W, v) + da, (w, v) + d3U(u,v)),
dy, = sabit, d, = sabit, d3 = sabit,r = sabit }

olarak ifade edilebilir. Burada rd; = A,,rd, = A,,rd; = A3 alinirsa

MF = {p(w,v): P, v) = $(w,v) + Lidu (W, v) + A2y (W, v) + 43U W, v),
A1, Az, A3 = sabit, B4+ 2Z+2%=r2)

olur (Tarake¢1 ve Hacisalihoglu, 2004).

Teorem 2.3.2. (¢, U), E3 uzaymda bir M yiizeyi igin parametrizasyon, {¢,, ¢}, x(M) nin asli
egrilik dogrultularmdan olusan ortonormal bazi, k; ve k, M nin asli egrilikleri ve M/ yiizeyi M

nin sabit sirt uzaklikli yiizeyi olsun. y(M”) nin {1, 1,,} bazi

Yy, = (A + Azky)py, — A1k U

Yy, = (1 + A3ky) oy, — A2k, U
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alindiginda M/ yiizeyinin S/ sekil operatériine karsilik gelen matris, alinan baza gore

1+ A,k)A Ok, kP + k) + kA 61{112,11(1( 1+ 1.k
(+32)167(22(+32)+1) _Elzlz("'gz)
1
f
S = oky ok, , .
Ak kiky (14 Agk,) (U Ak )2y — % (kg + (14 Ak ) by )
174
dir. Burada

A= J22KZ(1 + A3k,)2 + 23k3(1 + A3k)? + (1 + A3k1)2(1 + A3k,)?
dir (Tarake1 ve Hacisalihoglu, 2004).

Teorem 2.3.3. E2 uzayinda bir M yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi M/, M yiizeyinin Gauss
ve ortalama egrilikleri sirastyla K ve H, M/ yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K/

ve Hf ise

A= \/A%klz(l + A3k2)2 + A%k%(l + A3k1)2 + (1 + /’13k1)2(1 + A3k2)2

= \/A{kf + A2K2 + 223 (A2ky + 22k)K + (A2 + A2)22K2 + (1 + A3H + 12K)?

olmak lizere

990052 + My G (35 + (1 + Aaky)?) + Aghy G2 (23 + (1 + Aghy)?)

(A2 + 23k2 + 225(A3ky + A3k)K + (A2 + 23)A3K? + B?)?

MA
K — B 142

K
'(A{k% + A%kZ + 225(A%ky + 23k,)K + (A2 + A3)A3K2 + BZ>

dir ve
ok, 21,2 2 ok, 27,2 2
u = Bh%(l + A3ky)(A5ks + (1 + Asky)?) + /12%(1 + A3k)(ATki + (1 + A3k1)%)
= 3
(A2k? + 23k2 + 225(A%ky + 23k,)K + (A2 + A3)A5K? + B2)2
N H + 22;K

1
(A2k2 + 2%k2 + 225(A%ky + A3k,)K + (A5 + A3)A5K? + B?)2

dir. Burada B = 1 + A3H + A3K dir (Tarakg1 ve Hacisalihoglu, 2004).
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3. KINEMATIK YUZEYLER

3.1. Vida Yiizeyleri
3.1.1. Vida yiizeyinin tanimi

M ve M9, E3 uzaymnda iki yiizey ve p € M olsun. ¥ = (¥, ,, ¥, ) birim vektdrii etrafinda

bir 6 radyan agilik donme

o6 0, .
r=cos—+ Slnz(vxl + vyj + k)

kuaterniyonu ve E3 teki bir £ = A% Gteleme vektorii (donme ekseni etrafinda) olmak iizere
f: M- M9

p—f(p)=rpr+t 3.1)

seklinde tanimlanan f fonksiyonu ile elde edilen MY yiizeyine M yiizeyinin vida yiizeyi denir.

p noktasinda M yiizeyinin birim normal vektoriinii, f fonksiyonunun dénme ekseni yani & = U

alalim. Bir vida yiizeyi fonksiyonu

e] o, o o, -
fp) = (cosE+sin—U)p(cos——sinEU) + AU

2 2
0 A 6, 6 0. —
_(cosip—smE(U,p)+sm§(U/\p))(cosz—ssz>+AU
— 29 — Q i Q((‘_f >_|_ i 2 2([__])/\ )_|_ 9 i g( ﬁ)
= cos®5p —cososino{U,p) + sin; cos 5 p) + cososino{p,

6 6 . 0, - 0 . -
—coszsinz(p AU) + sin? E(U,p)U — sin? E((p, U) AU

9 — — 9 — — —
+sin2§((U Ap),U) - sinZE(U Ap) AU + AU
0 0 0, 0, - 6, - - o
= coszzp + ZSiTlECOSE(U/\p) + sin2§<U,p)U — sinZE(U/\p) AU+ AU
— 9 — — —
f(p) = cosOp + sind(U Ap) + 25in2§<U,p)U + AU

olur. p € M noktasinin konum vektorii ile U birim normal vektériiniin paralel olmas1 halinde
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0 o
f(p) = cosbp + (upusinzz + A) U, (32)

halini alir. Bundan sonraki biitiin islemler vida yiizeyi fonksiyonun bu durumuna gore

yapilacaktir.

Sekil 3.1. Vida Yiizeyi.

3.1.2. Vida yiizeyinin baz o6zellikleri

Bir ylizeyin teget vektoriiniin vida ylizeyine nasil aktarildigini asagidaki teoremle
gosterelim.
Teorem 3.1.2.1. E3 uzayinda M yiizeyinin vida yiizeyi M9 olsun. E3 uzaymin {x;, x,, x5} Oklid

koordinat sistemine gore X € y(M), X € y(M9) vektor alanlari

X=)>)0b 9 X = 3 b 4
- iaxi' __1 iaxi

3
i=1 i
olmak tizere

Vp € Migin b;(p) = b;(f(p)), 1<i<3

ozelligiyle verilsin. O halde

1. f.(X,) = cos? gXp + (llpllsin2 g + /1) S(xp)

2. 59 (f*(Xp)) = S(Xp)

Ispat:
1) Bir M yiizeyinin M9 vida yiizeyinin noktalart
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fiM - M9

. 26 =
p— f(p) =cosOp + (Ilpllsng + /1) U,

fonksiyonu ile elde edilir. M iizerindeki vektorler ve
S

U= z a; a_xl , M nin birim normal vektor alanlart M9 yiizeyine
i=1

Oai] 1

0 0 0
f*peo cos? =I5 + (IIpIIsin2 —+ /1) —| +—sin®=[Paj]
2 dxid,  llpll 2

2

tiirev doniistimii ile aktarilir.

rda; da; 0da; ]
ox; 0x, 0x3
, 0 é 2 g +(” Isi 29+/1) da, 0da, da,
k. & —_ - JR— — i E—
frpe cos 20 0 1 plistn> 0x, 0x, O0x3
da; da; das
[0x; OJx, 0Jx; 1,
1 ) p1a; p2a; PpP3ag
+nsin2§ p1a; p2a; p3a;
p p1G3 Pp2a3 Pp3as

O halde VX, € T,,(M) igin
f *pt Tp(M) - Tp(Mg)

0 0 1 0 .
f *p (Xp) = COSZEXP + (”p”Sllez-l' A) S(Xp) + mSiTlZE(P,Xp)Up

6 6
= cos? EXI’ + (Ilpllsinzz + A)S(Xp)

3
o 0
2)U = Z a; P S, sirastyla M yiizeyinin birim normal vektor alani ve sekil operatorii
i=1 :

olsun. M9 yiizeyinin birim normal vekt6r alant U9 ve sekil operatorii SY ile gosterelim.

3 3
f(P)_. : p (')xi _. i\p axl- P
=1 14 i=1 14

dir.

Kabul edelim ki a: I — M egrisinin p € M noktasindaki birim teget vektori
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Z:b(p)axl

olsun. Bu durumda f o a : I = M9 egrisinin f(p) € MY noktasindaki teget vektori

f*(Xp) € TrpyM9 olur. Buna gore p = a(t) noktasinda

3 3
0 0
SO0 = DU = ) Xplado—| =D Xeglado—
i=1 Xilp = Xila(t)
3 3 _
_ Zd(aioa) _ Zd(aiofoa)
LT a,
l=

a(t) i=1
S 9
= z LX) o la;l a—|
c Xi
i=1 p

a(t)

bulunur. Diger taraftan

3
_. 0
SH0,) = = - F Oyl

i=1

dir.
Teorem 3.1.2.2. MY bir M yiizeyinin vida yiizeyi ve f : M — M9 olsun. Buna gore

1. f, iglincii temel form olma 6zelligini korur.

2. f, umbilik nokta olma 6zelligini korur.

3. f, asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.

4. M nin temel formalari sirasiyla I, I1, I1] olmak iizere

VX,Y € y(M) ve Vp € M igin

0 0 0
X, D f ) = cos4§1(xp, Y,) + 2cos? 2 (||p||sm2 >+ /1) 1(X,,Y,)

2

0
+ (||p||sin2 >+ /1) 11(X,,Yy)

dir.
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Ispat:
1) III ve 1119 sirastyla M ve MY nin Gigiincii temel formlart olmak {izere

VX,Y € y(M) ve Vp € M i¢in
s (f*po'f*pr) = <S“q(ﬁxp)'59(ﬁyp)>
= <5(Xp)'5(yp)) = I”(Xpiyp)
dir.
2) p € M, M nin bir umbilik noktas olsun. Bu durumda
VX, € T,(M) ve 3¢ € R dyleki S(X,) = cX,,

dir. Diger taraftan Teorem 3.1.2.1 geregince

7] 0
fo(Xp,) = cos? EXP + (Ilpllsin2 >+ /1) S(Xp)

£ 224 (|| i 29+/1) X
= | coSs 2 C pSln 2 p

yazilabilir. Boylece Vf, (Xp) € TrpyMY igin

59 (f*(Xp)) = S(Xp)

= cXp

1
= fi(Xp)
6 . 50 p
cosszp +c (||p||5m27 + /1)

elde edilir. Bu durumda p € M, M nin bir umbilik noktasi ise f(p) € M9 de M9 nin bir umbilik

noktasidir.

3) p € M noktasinda M nin asli egrilikleri k; ve k,, bunlara karsilik gelen asli dogrultulari da
sirastyla Xy, Ve X, olsun. Bu durumda S(le) = k1 Xqp Ve S(sz) = k, X, dir. Diger taraftan

Teorem 3.1.2.1 geregince

0 0
f(X1p) = cos? Ele + (llpllsin2 > + A)S(le)
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0 .8
= coszz+k1(llpllsm2§+l) Xip

ve

6 6
f(Xop) = cosszzp + (llpllsinzi + A)S(sz)

o 8
= cos? > + k4 (llpllsm2 3 + /1) X1p
yazilabilir. Buna gore

S9 (f« (le)) = S(Xl)p

= k1X1p
k
= ] ; 9 fi(X1p)
cos? 5+ kqy (Ilpllsinzi + /1)
ve
Sg(ﬁk(XZp)) = S(Xz)p
= kZXZp
k
= : f*(XZP)

6 . .0
cos? 5+ k, (||P||Sln2§ + /1)

elde edilir. Boylece (f*(le) ve (f*(sz) de MY vyiizeyinin f(p) € M noktasindaki asli

dogrultular ve

ky . k;
ile

6? . ,0 6? . ,0
cos» + ky (llpllsm2 5+ /1) cos» + k, (llpllsm2 5+ /1)

de sirasiyla bunlara karsilik gelen asli egrilikler olur.

4) VX,Y € y(M) ve Vp € M igin

29 50 20 50
(fX, £ f(py = cos EXP + (llpllsm §+ /1) S(Xp),cos EYI, + (llpllsm §+ /1) S(Yp)
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0 0 0 z
= <cos2 EX”’ cos? EYP> + (Ilpllsin2 2 + /1) (S(X,),5())

0 0 0 6
+ <COSZ EXP' (IIPlISiTlZ E + A)S(Yp)> + <(|Ip||sin2 E + ﬂ.) S(Xp), cos? EYp>
2

2] (7]
= cos* 2 (X, 1) + (Ipllsin® + 2) (52(%,), %)

6 8 0 8
+cos? > (llpllsm2 3 + A) (X, S(Y,)) + cos? 5 (llpllsm2 5 + A) (SC0), V)

0 0 6
(X N p) = COS‘*EI(Xp, Y,) + 2cos? 2 (||p||sin2 >+ ,1) 1(X,,Yy)

L0 N
+(||p||sm2§+)l) 1H1(Xp,Y,)

elde edilir.

Vida yiizeyi i¢in donme islemi goz ardi edilirse yani donme acis1 & = 0 alinirsa vida

yiizeyi paralel olur.

Bir ylizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri ve bu ylizeyin vida ylizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri arasindaki iligkiyi asagidaki teoremle verelim.

Teorem 3.1.2.3. E3 te M yiizeyinin vida yiizeyi M9 verilsin. p € M noktasinda M yiizeyinin
Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K ve H, f(p) € M9 noktasinda M9 vida yiizeyinin Gauss

ve ortalama egrilikleri sirasiyla K9 ve HY olsun. Bu durumda

K

Kg = 2 (33)

cos4% + coszg(llpllsin2 % + /1) H+ (llpllsin2 g + /1) K

] ]
2Y in2 2~
g cos® ~ H+2 (llpllsm > +/1)K

> (34)

6 6 . 50 . 50
COS47 + cos? 7(||p||sm2 5+ /1) H+ (llpllsm2 5+ l) K
dir.

Ispat: p € M noktasinda M nin asli egrilikleri k; ve k, olsun. Bu asli egriliklere karsilik gelen
asli dogrultular sirastyla X; ve X, olsun. Teorem 3.1.2.2. geregince M9 nin f(p) noktasindaki

asli dogrultulan f,X; ve f.X, olur. Ayrica
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59 (f* (le)) - f(Xp)

6 . 50
cos? 5+ ky (llpllsm2 5+ /1)

ve

ka

§9 (f*(XZP)) = f*(Xp)

6 . 50
cos? 5+ ko (llpllsm2 5+ /1)

dir. Dolayisiyla {f,(X;), f.(X2)} bazina gore S9 matrisi

kq 0
’ coszg+k1 (llpllsinzg+/1)
S9 =
k
| 0 9 ——
[ cos?5 +k, (Ilpllsin27+)l)J
olup
HY9 = iz(59)
k k
=— 9 g+ ——
cos? 5+ ki (llpllsin2 5+ /1) cos? 5+ k; (Ilpllsin2 5+ /1)
cos? %H + 2 (llpllsin2 % + /1) K
HY=—74 0
cos? > H+2 (Ilpllsin2 5+ /1) K
ve
K9 = det(59)

ky ka

6 . ,0 6 . .0
00527+k1 (||p||sm27+/1) 0052§+k2 (||p||sm27+/1)

kik,

2
cos* g + cos? g (llpllsinzg + /1) (k1+ky) (llpllSiTl2 % + /1) kik,

K

2
cos‘*% + (:oszg(llpllsin2 g + /1) H+ (llpllsinzg + /1) K

Teorem 3.1.2.3” iin sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

35
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Teorem 3.1.2.4. E3 te M yiizeyinin vida yiizeyi M9 olsun. p € M noktasinda M yiizeyinin Gauss
ve ortalama egrilikler sirasiyla K ve H , f(p) € MY noktasinda MY vida yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri sirasiyla K9 ve HY olsun. O halde

cos‘*gKg
K =
0 ] 2
1-— (IIpIIsin27 + /1) HI + (llpllsin27 + /1) K9
0 0 0
27 g9 _ 27 22V g
b cos 2H 2cos 2(llpllsm > +/1)K

1-— (Ilpllsin2 % + /1) HI + (Ilpllsin2 g + /1)2 K9
dir.
Ispat: Teorem 3.1.2.3. teki K9 ve HY ifadeleri oranlanirsa
K9 K

HI ~ 6 0
H cosziH + 2 (IIpIISln27 + /1) K

olur. Buradan
2 6 .2 0
cos EHKQ +2 (IIpllsm 3 + /1) KK9 = KHY
olup

cosngKg
0
_ in2 2

HI 2(||p||sm 2+/1)K9

(3.5)

yazilabilir. (3.5) esitligi (3.3) de kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

0 .8 6 8
005451(9 (Hg -2 (||P||Sm2§ + A) Kg) = coszz 1- (||p||sm2§+ /1) HY
0 6 2
+6052§ <||p||sm2§+/1) K9 |K9H

H= COSZ%(H‘Q—Z(IIPIISl'nzg+,1) Kg)

1 (llplisin? § + 2) H9 + (lIplisin? 5 + ,1)2 K9

elde edilir.



Benzer sekilde (3.5) denklemini (3.3) denkleminde kullanilirsa

cos‘*%Kg
K =

1~ (llplisin?§ + 2) H9 + (lplisin? § + ,1)2 K9

bulunur.
Simdi paralel yiizeyler ile vida yiizeyi arasindaki iligkiyi verelim.

Sonug¢ 3.1.2.1. Bir M yiizeyinin

0 0 -
M9 = {f @) = cos?=p + (Ipllsin® = +2) Up.p e M2 € R

vida yiizeyi i¢in donme agis1 #=0 alinirsa M9 yiizeyi M yiizeyinin paralel yiizeyi olur ve

- K
T 14 AH + 22K
ve
_ H+2K
T 14 AH + 22K
dir.
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Ispat: Eger § = 0 alinirsa f(p) =p + /1[710 olup M9 yiizeyi M yiizeyinin paralel yiizeyi olur.

Diger taraftan Teorem 3.2.3 teki sinf = 0 olacagindan

K
K= 9 0 0 \2
cos47 + cos? 5 (llpllsin2 5+ /1) H+ (Ilpllsin2 5+ /1) K
_ K
14 AH + 22K
ve
0 0
cos?=5H+2 sin?5+ 1)K

o _ 7 H +2(lIplisin5 + )

2
cos4g + cos? % (llpllsin2 g + /1) H+ (llpllsin2 % + /1) K

_ H+2K
T 1+ AH + 22K

elde edilir.
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3.1.3. Bir egrinin vida yiizeyi iizerindeki resminin Darboux ¢atisi
Tamm 3.1.3.1. M ylizeyinin vida yiizeyi M9 ve M yiizeyi tlizerindeki birim hizli a egrisinin MY
yiizeyi lizerindeki goriintiisii f = (f o @) olsun. Bu durumda B’ = f.(T) dir. B egrisi f(a(®))

noktasinda birim hizli olmadigindan v = ||£.(T) || olmak iizere egrinin Darboux ¢atisi

T =

£
v

V9 =TI ATY, U9

dir.

Teorem 3.1.3.1. M yiizeyinde bir a egrisinin Darboux ¢atisi { T.V,U } olsun. a egrisinin normal
egriligi k,, ve geodezik burulmasi 7, olsun. O halde {ﬁ, V9, W} , MY vida yiizeyi tizerindeki

goriintiisii B = (f ° @) olan egrinin f(p) = f(a(t)) noktasindaki Darboux catist olmak tizere

I 29k( 22 + 1) |7 2?1 2)7]
|f(p)—;_ cos? 5 = kn { lIpllsin® - + ) p—rg(llpllsm >+ >p_

o =2 ng( n22 1 2))7 2% 4 2) 7]
|f(p)—;_ cos? 5 — kn lIpllsin >+ ) p+rg<||p||sm >+ ) ?|

dir. Burada k,, ve 74, M yiizeyinin sirastyla normal egriligi ve geodezik burulmasidir.
Ispat: M yiizeyinin p = a(t) noktasinda birim normalinin tiirevi

Up = =knTp = 79V
oldugundan f egrisinin f(p) = (a(t)) noktasindaki teget vektérii

B(fm) = £.(T,)

9—) 9 —
= cos? ETp + (Ilpllsin2 >+ /1) S(T,)

29—) . 29 P— —>
= cos ETp + (Ilpllsm > + /1) (—knTp — Tgl/;,)

0 Y - 50 —
= (cos2 >~ k,llpllsin? >+ /1) T, — 14 (llpllsm2 >+ /1) v,
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olur. Bu durumda

2

2
v=|rm] =\/(COSZE—kn(llpllsin2§+a)> +Tg2<||p||5in2§+/1>
— * T
bulunur. 79 = A oldugundan
.|

r9 = - C()Sz——kn p S'1lz—+ﬂ Ip—lg p S'Ilz—+/1 [/p
|] ® 14 2 (” ” ! 2 ) (” ” ' 2 )
olarak elde edilir.

M9yiizeyi M yiizeyinin vida yiizeyi oldugundan U9|, == U, dir. O halde

f)

—

VI¢wy = (UIATI)f@ppy

1 , 0 50 - 0 -
= cos E—kn(llpllsm E+/1> V,+14 (Ilpllsm E+/1>Tp

olarak elde edilir. Béylece MY yiizeyinin f(p) = f(a(t)) noktasindaki Darboux gatist

(T9,v9,09}  elde edilmis oldu.

Tamim 3.1.3.2. M yiizeyi tizerindeki birim hizli a egrisinin M9 vida yiizeyi tizerindeki goriintiisi
B = (foa) ve B egrisinin f (a(t)) € MY noktasindaki Darboux gatisi {ﬁ, V9, W} olsun. O
halde

K (fla®)) = (1979)  =—(ve’79)

f(a@®) f(a@®)

ifadesine MY vida yiizeyinin geodezik egriligi denir.
Tamm 3.1.3.3. M yiizeyi tizerindeki birim hizli @ egrisinin M9 vida yiizeyi iizerindeki goriintiisi

B = (f °a) ve B egrisinin f(a(t)) € M9 noktasindaki Darboux catisi {ﬁ, V9, l_]_ﬁ} olsun. O

halde
K (faw)) = (1909)  =-(0s,79)

fa(®) f(a@®)

ifadesine M9 vida yiizeyinin normal egriligi denir.
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Tanmim 3.1.3.4. M yiizeyi tizerindeki birim hizli & egrisinin M9 vida yiizeyi tizerindeki goriintiisii
B = (feoa) ve B egrisinin f (a(t)) € MY noktasindaki Darboux ¢atis1 {ﬁ, V9, W} olsun. O
halde

o (Fla@)) = (v 09) = —(vs"79)

fla(®) fla(t)

ifadesine MY vida yiizeyinin geodezik torsiyon veya geodezik burulmasi denir.

Teorem 3.1.3.2. a, M ylizeyi tizerinde birim hizli bir egri ve @ nin MY vida yiizeyi tizerindeki
gortintiisii f = (f e a) olsun. O halde 8 = (f e ) nin f(p) = f(a(t)) noktasindaki geodezik

egriligi, normal egriligi ve geodezik burulmasi sirasiyla

s 1/, 0 2 ,0 0
kg =53|% ky (Ilpllsm E+/1> — cos E(Ilpllsm E+A)

&7 o 0 0\
—Tg<<p p>sin2—cosz—+k£(”P”Sinzz"‘/l) +kgv2)

lIpll 2 2
kg_ 1 k 29 k2 2 : 29 1 ? k 2
n =73 |kncos E_( 2+72) (lIpllsin Z+2A) +kgv
T 0
g_"g
T, —v—zcoszz

dir.

Ispat: B = (f o ) egrisi birim hizl1 bir egri olmadigindan Teorem 2.1.2°den yararlanilacaktir.

ri 20 20 T 20 %4
B (F@) = (cos?5 — knllpllsin® 5 = knd) T, = 7, (IIpllsin? = + 1) 7,

i 20 20 il 20 72
FI(f®) = (cos?5 = knllpllsin® 5 = end ) T3 = 4 (Ipllsin® 5+ 2) 5

(p, Tp)

-k
" lpll

_,0 , 50 _
sin §+kn (llpllsm §+/1) Ty

6 .T,) . ,0\-
=z ||sin2—+/1)+r sin?= |V,
<g< P 2 7 Ipll 2)F
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= kgrg(llpllsm E+/1)—kn

+ <k cos? o_ k2 (llpllsinzg + A) —12 (llpllsin2 i + A)) U,
" 2 " 2 g 2 P

(p. Tp) 29>

0 _)
<k cos? (k kg +Tg) (llpllsm —+/1) 9l sin®— |V,

B(s) = f(a(s)) egrisi birim hizl1 bir egri olmadigindan M9 yiizeyinin geodezik egriligi
1 —
T,

QR 6 0 6
:ﬁ<ﬁ ) (cos — ky,|Ipllsin® ——k A) + 17, (llpllsm E+/1> p>

2
2 : 29
+ 75 (Ilpllsm §+/1)

2
y .0 , 0 50
+ 74| kn | llpllsin §+/1 — cos 7 lIpl|sin E+/’l

2

2 9 2 9
kg (cos 5 k. llpllsin 5 kn/l)

T o 0 0 \?
7 <<I|)| |T>sm —cos §+k’ (llpllsin25+l) >

g 1 2 ! . 29 2 29 . 20
kg =3 kgve + 14| kn (Ilpllsm §+/1) — cos E(Ilpllsm E+/1>

T o 0 0\
-7 <<I|)| |T>sm —cos §+k’ (llpllsin2§+/1) >

olarak elde edilir. M9 yiizeyinin normal egriligi
11—
=—(B" U9
p2 <B U )f(p)
— 1 124 —>
—2<3 @ >

1 ,0 5 0
=ﬁkncos E_(k +Tg)<||p||SlTl —+A)

0 s
sin ——k,’l<||p||sin25+/1> Ty

41
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olarak elde edilir. Son olarak MY yiizeyinin geodezik burulmasi

8 = (19" 79)

g v f()
1 — _;
= __<Ug,Tg >
v )
1 , 0 ., 0 - 50 _> - o
= v—2<(cos i k. llpllsin 5 kn/l) V, + 14 (llpllsm 3 + A) Ty, —knT, — 14V} >

1 0 ,0 0
=2 —kntg (IIpIISln E+/1)—Tgcos E+knrg (IIpIIsm E+/1>

olarak elde edilir.

Sonug 3.1.3.1. Esas yiizey tizerinde geodezik olan bir egrinin M9 yiizeyi iizerindeki resminin de

geodezik olabilmesi igin esas yiizey lizerindeki egrinin bir egrilik ¢izgisi olmas1 gerekmektedir.

Ispat: Eger M esas yiizeyi iizerindeki egri bir geodezik egri ise, o halde bu egrinin geodezik
egriligi ky, = 0 dir. Eger bu egri bir egrilik ¢izgisi ise 7, = 0 dir. k; = 0 ve 75 = 0 oldugundan,

kg = 0 elde edilir.

Sonug 3.1.3.2. M esas ylizeyi lizerinde asimptotik egrinin M9 yiizeyi lizerindeki goriintii egriside

asimptotiktir ancak ve ancak M esas yiizeyi tizerindeki egri bir egrilik ¢izgisidir.

Ispat: M esas yiizeyi iizerindeki egri bir asimptotik egri ise normal egriligi k,, = 0 dir. Bu egri

bir egrilik ¢izgisi oldugundan t; = 0 dir. k, = 0 ve t; = 0 oldugundan, k?Z = 0 elde edilir.

Sonu¢ 3.1.3.3. M esas yiizeyi lizerinde egrilik ¢izgisi olan bir egrinin MY yiizeyi lizerindeki

goriintli egriside bir egrilik ¢izgisidir.
Ispat: M esas yiizeyi iizerinde egrilik izgisi olan bir egrinin geodezik burulmas1 7y = 0dir. O

halde 7/ = 0 elde edilir.
3.1.4. Bir egrinin vida yiizeyi iizerindeki resminin Frenet catisi

B = (f o @) MY vida yiizeyi lizerinde a egrisinin goriintiisii olsun ve { T.V,U }, anin M

yiizeyi iizerindeki Darboux ¢atist olsun. £ birim hizli bir egri olmadigindan
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— —s. 0 N -
! " — 21,9 . 2 3.9
(B"AB") ) =~V (Ilpllsm o+ A) T, +v3kJU,
0 0 -
—v2k) <cos2 5~ k, (llpllsin2 > + A)) v,
oldugundan

187 MBI, = v2 ()? + 2

dir. Buradan

ﬁl _ F;Aﬁ_”)
SN

v ’ kg) +(kg)2
] _,
— k7 (cos E_k (llpllsm E+/1)> Vp]

elde edilir. Diger taraftan

0
[ kgrg lIp||sin? —+/1)T +vkg

Ny = (BINTY) )

v / kg) +(kg)2

0 -
+kJky (cos ——ky (llpllsin2 > + A)) Vp]

9 — —
[kgrg (llpllsin2 > + /1) T, + vk Uy

olarak elde edilir.

Teorem 3.1.4.1. B = (f o a) MY vida yiizeyi iizerinde a egrisinin gdriintiisii olsun ve { T.V,U I3
a nin M yiizeyi iizerindeki Darboux gatist olsun. O halde f(p) = f(a(t)) noktasindaki
B = (f o a) Frenet catisi

- 22 n22 1 2))7 n22 1 2)7
L = | (0575 = kn (IIpllsin? =+ 2) ) T, = 1 (Iplisin® 5 + 2),
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k97, (|lpllsi 29+,1 T +vkIU
N9 = 9% (IPllsin® =+ 2) Ty + vien Uy
v/kg) + (kJ)?

9 —
kgk;‘f (cos E_k (||p||sin2§+/1)> Vp]

f(p)
v/ kg) +(k“q)2
g 0 _,
—ky, | cos E—k (llpllsm —+/1) |4

g Q 977
—ky 74 ||p||sm +A T + vkg Up

dir.

Teorem 3.1.4.2. M9 vida yiizeyi lizerinde a egrisinin goriintiisii olan S = (f o @) egrisinin
Frenet ¢atisi {ﬁ, N9, ﬁ} ve ¢9, B egrinin asli normali N9 ile M9 yiizeyinin birim normali U9

arasindaki a¢1 olsun. O halde f egrisinin egriligi k9 ise

7= 0" + 2

ve

g
g ="
cos¢ oy
dir
ispat:

IIB’/\B”II
[call

V3 (kS + (k)2

v3

= 2"+ Gy

bulunur. Diger taraftan

oldugundan

k9 =

cosgpd = (ﬁ, W’)
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cosp9 = vkI(U9,U9)

1
/ (k9)* + (k)2

elde edilir.
3.2. k-Kinematik Yiizeyler
3.2.1. k-kinematik yiizeyinin tanim

gﬁ, % birim vektorii

Tamm 3.2.1.1. M ve M, E3 te iki yiizey ve p € M olsun. r = COS§+ sin

etrafinda 6 radyan agilik dénme ve Steleme vektorii E3 Oklid uzayindaki keyfi Z_p) birim vektorii

olsun.
f:M- MK
p - f(p) =rpF +1Z,

seklinde tamml1 f fonksiyonu ile elde edilen M¥ yiizeyine M yiizeyinin k-kinematik yiizeyi denir.

Buradan
f(p) = cos6 + sinbk Ap + (1 — cos@){k,p)k + AZ,

olur.

Sekil 3.2. k-Kinematik Yiizey.
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Ornek 3211 M= {d)(u, v) | p(u,v) = (cosu, sinu,v),0 < u < g ,0<v < 2} yarim

silindirini diistinelim. Dénme agis1 7/2 ve 6teleme vektorii 7= (+/3/3,+/3/3,4/3/3) olsun. M

yiizeyinin her bir noktasi k dénme ekseni etrafinda n/2 agilik donme ve Z vektorii boyunca 6

birim 6telenerek
Mk = {yb(u, V[P, v) = (—sinu + 2v3,cosu + 2V3,v + 2v3),0 < u Sg ,0<v< 2}
k-kinematik yiizeyini elde edilir.
P = (0,1,2) € M noktasinin goriintiisii
P'=(-1+2V3,2v3,2 +2V3) € M*
olacaktir. VX, € T,,(M) igin
f*(Xp) = cos6 + sinfk ANXp, +(1— cosG)(E,Xp)l_c) + AZT;
olup M iizerindeki tanjant vektoriinii f, doniisiimii ile MX k-kinematik yiizeyine aktarabiliriz.
(¢, U), M yiizeyinin bir parametresi olsun. O halde bir
¢:U - E3
(w,v) - ¢(w,v) =p
yazilabilir. Bundan dolay1 {¢,,, ¢,,} kiimesi T,,(M) de bir bazdr.
UT,, p € M de bir birim normal vektor ve dq, d,, d; € R sabit reel sayilar olsun. O halde
Z—p) =diylp + dapylp + d3U—p)
yazabiliriz.
MX = {f(p)|f (p) = cosbp + sinfk A p+(1-— cosH)(l_c),p)l_c) + /17;}
oldugundan, MX yiizeyinin bir parametrik gosterimi
Y(u,v) = cosfp(u,v) + sinfk A ou,v) + (1 - cosB)(l_c),qb(u, v))E + /17;

dir ve
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M* = {p(u, v) [P (u, v) = {cosO¢(u, v) + sinfk A ¢(u,v)+ (1 - cos@)(E, ¢ (u, v))E
+A(d ¢y + dyp, + d3N(u,v)),dy, dy, ds, A sabit sayi}

veya

A = Adq, A, = Ad,, A3 = Ad5 alirsak

M* = {p(u, v) [P (u, v) = {cosOp(u, v) + sinfk A o(u,v)+ (1 - cosB)(I_c), o (u, v))l_c)
+A1¢y + 1,0, + 13N (u, v), A4, A,, A3 sabit say1}

dir.

M ylizeyinin ¢,, Ve ¢,, gibi asli dogrultmanlarini alalim. Asli egrilikleri arasindaki iligki

sirastyla k4 ve k, olsun. O halde

Wy = (cosO + Asky) Py + sind(k, N)p, — (A ky + sinb(k, p,)N + (1 — cosO)(k, ¢, )k
ve

W, = —sinB{k, N)py + (cos6 + A3k;)p, — (Azk, — sin®)(k, gy )N + (1 — cos6)(k, d,)k
dir. Bu nedenle M¥ yiizeyinin birim normal vektor alam

A=Yy Al

olarak alindiginda

v A
T Yu A Y,

olarak hesaplanabilir.

Teorem 3.2.1.1. E3 te (M, Mk) cifti verilsin. {¢,, ¢, } M lizerinde ortonormal ve asli vektor alani,

k, ve k,, M nin asli egrilikleri olsun. O halde M* nin S¥ sekil operatorii matrisi

si=lil 1)

dir. Burada
Uy = [(Nk: lpuvxlpu , 7701;) - (Nk: lpuuxl/)v ’ lpv)]
Uz = [(Nk: Yuu W, ) — (Nkr Y)Wy, lpu)]



48

Mz = [N o )XW, ) — (NS )by, )]
Ha = [(NY )b, ) — (NS Yo )iy, )]
dir.
3.2.2. k-kinematik yiizeyler icin asimptotik dogrultular ve konjuge tanjant vektorler

Teorem 3.2.2.1. MX bir M yiizeyinin bir k-kinematik yiizeyi olsun. {¢,, ¢}, M yiizeyi iizerinde
ortonormal ve asli vektdr alam, kq ve k, de M nin asli egrilikleri olsun. X;, € T,,(M) olsun. O
halde

f(Xp) € Trpy(M k), MX nin bir asimptotik dogrultusudur ancak ve ancak

Xt + ppxgx, + pzxs =0 (4.1)
olmalidir. Burada

X1 = (Xp, Py)

Xz = (Xp'd)v)

11 = pa (b, Yu) + 2 (hy, Pu)

Ho = 1y, y) + 1o (o, ) + s (W ) + pa(hu, Py)

13 = 3w, Yo) + talthy, )

dir.

ispat: Xp € T,(M) olsun. x; = (X, p,) Ve x; = (Xp,¢,) oldugundan X, = x1¢, + x, ¢,
yazilabilir. O halde

ﬂ(Xp) = xlﬁk(¢u) + xzf*(¢v)
= X1y + X2, 4.2)

yazilabilir. Diger yandan S* ( f. (Xp)) i hesaplarsak
S (£.(%)) = 1S (£ (@) + %25 (£.(8))
= (H121 + p3x2) Py + (p2xy + paX2) Yy (4.3)

olup (4.2) ile (4.3) iin i¢ carpiminin hesaplanmasi bize sonucu verir.
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Teorem 3.2.2.2. M¥, bir M yiizeyinin bir k-kinematik yiizeyi ve {¢b,, ¢,,} ortonormal baz olsun
oyleki ¢, ve ¢,, M de asli vektor alanlardir. k; ve k,, M nin asli egrilikleri olsun. 6, ve 6,

sirastyla X, birim vektori ile ¢, Ve ¢,, arasindaki agilar olsun. O halde
f*(Xp) € Trpy(M k), M¥ yiizeyinin bir asimptotik dogrultusudur, ancak ve ancak

Uicos?6; + u;cos0;cos6, + picos?6, =0 4.4)
olmalidir.
Ispat: 6,, X, ile ¢, arasindaki a1 ve 6,, X, ile ¢, arasindaki a1 olsun. O halde

cos8; = (Xp, dy) = x1 4.5)
olur. Benzer sekilde

cos8y = (Xp, Py) = x, (4.6)
elde edilir. (4.5) ve (4.6) denklemlerinin (4.1) denkleminde yerine yazarsak

Wi cos?0; + uycos6icosb, + picos?6, = 0
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2.3. MX, bir M yiizeyinin k-kinematik yiizeyi ve {¢b,, ¢, } ortonormal baz olsun dyleki
¢y Ve ¢, M de asli vektor alanlaridir. O halde

Xp, Yy € T, (M) igin f*(Xp) € Tr(p) (MX) ve f*(Xp) € Tf(p)(Mk) konjuge tanjant vektorlerdir

ancak ve ancak

HiX1y1 + UpX1Yy + U3X2Y1 + HaXeYs =0 4.7)
olmalidir. Burada

X1 = Xp, u)y X2 = (Xp, Pp)

V1= (Yp;d’u): V2 = (Yp:¢v)

1 = b, Yu) + 2, )

Hz = i (u, Yu) + 120y, Py)

1z = a3y, Yu) + by, )

e = pa3(u, Yu) + palhy, )
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dir.
Ispat: Xy, Yy € T,(M) olsun. O halde {¢,,, ¢, }, T, (M) de bir ortonormal baz oldugundan
x1 = (Xp, du), X2 = (Xp, bu) s Y1 = (Yp, du), ¥2 = (Yp, ¢y) olmak iizere
Xp = X1y + x20,
Yy = y10u + Y20y
olur. Boylece
fo(Xp) = x1fu(pu) + x2£. ()
= X1y + 221y
ve
f*(yp) = y1£:(Py) + y2f ()
= y1u Y2y (4.8)
dir. Diger taraftan
S¥(£.(%p)) = 1uSK(£.(b)) + 2:5*(£.())
= (p121 + pax2)hy + (Uox1 + paX2) Py (4.9)
elde edilir. (4.8) denklemi ile (4.9) denkleminin i¢ ¢arpimi
(Sk (f* (Xp)) 'f*(Yp)) = Uix1yy + paX1yo + H3Xoy1 t+ UaXaYs
sonucu verir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2.4. M¥, bir M yiizeyinin k-kinematik yiizeyi ve {¢,,, ¢, } ortonormal baz olsun Syleki
¢y V& ¢y, M de asli vektor alanlaridir. ky Ve ky, M nin asli egrilikleri olsun. 8; ve 8, sirasiyla X,,
birim vektorii ile ¢, ve ¢, arasindaki agilar ve ay, a, sirasiyla Y, birim vektorii ile ¢y, ve ¢,

arasindaki acilar olsun. O halde f*(Xp) ve f, (Yp) konjuge tanjant vektorlerdir ancak ve ancak
uicosBicosa; + uscosbicosa, + pzcosb,cosa; + pycosf,cosa, =0
olmalidir.

ispat: 6, X, ile ¢, arasindaki a1 ve 6, de X,, ile ¢, arasindaki a1 olsun. O halde
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cosfy = (Xp, du) = x4 (4.10)
cos8y = (Xp, Py) = X, (4.11)
olur. Benzer sekilde @, Y, ile ¢, arasindaki a1 ve a, de Y, ile ¢, arasindaki ag1 olsun. O halde
cosay = (Yp, du) =1 (4.12)
cosay =Yy, y) =¥ (4.13)
olur. (4.10), (4.11), (4.12) ve (4.13) denklemleri (4.7) denkleminde yerine yazilirsa
uicosbicosay + pycos6icosa, + pzcosb,cosay + pycosb,cosa, =0
elde edilir ve ispat tamamlanir.
3.2.3. k-kinematik yiizeyler i¢cin Euler teoremi ve Dupin gostergesi

Teorem 3.2.3.1. MX, bir M yiizeyinin k-kinematik yiizeyi ve {¢b,, ¢, } ortonormal baz olsun dyleki

¢y Ve ¢y, M de asli vektor alanlaridir. ky ve ky, M nin asli egrilikleri olsun. X, € T,,(M) ve

kX ( f *(Xp)), MX yiizeyinin f *(Xp) dogrultusundaki normal egriligi olsun. O halde

* 2 * * .2
_ MgXT Tt U XXy + U3X;

6 09) = T+ 2y + 253 @19
dir. Burada

X1 =(Xp, ), X2 = (Xp, dy)

11 = pa (Y, Yu) + 2 (W, Py)

Ha = (W, Yo) + o (P, ) + 3y, Yo ) + (b, Py)

tz = pa(u, Yo) + palhy, )

A = (Y, Pu), 2 = (Yu, o), 3 = (Yy, Py)
dir.

Ispat: X, € T,(M) olsun. x; = (X, ¢,) Ve x; = (X, ¢,) oldugundan

Xp = X100y + X3¢,

olur. Bu nedenle
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f(Xp) = x1fu(u) + x2f ()
= X1y + X1y
$*(£(%)) = 1S5 (£.(9) + %:55(£. (b))
= (U x1 + pzx2) Py + (HaXy + faX2) Py

dir. Ayrica

LI = 32 ) + 221200 (W ) + X2 Wy, 1)

= A5x2 + 225x,%, + 305
ve
(S*(£(Xp)) £-(Xp)) = (s o) + bz W 0 D)XF + (ks () + by )23
+ (W, Yo} + 2y, ) + 13w, Yu) + 1a Wy, Yo x1x;
= Wixf + pzxi X, + p3xg
olup

*x 2 * *x .2
P X1 + HpX1Xg + U3 X3

ki (fF(Xp)) =
m (f ( p)) Lix? + 205x0%, + A5x2

elde edilir.

Teorem 3.2.3.2. MX, bir M yiizeyinin k-kinematik yiizeyi ve {¢b,, ¢, } ortonormal baz olsun dyleki
¢y Ve ¢y, M de asli vektor alanlaridir. ky ve k, M nin asli egrilikleri olsun. X, € T,(M) ve
kX (f *(Xp)), MX yiizeyinin f *(Xp) dogrultusundaki normal egriligi olsun. Eger X, birim
vektorii ile ¢, arasindaki acty1 8, ile ve X, birim vektorii ile ¢, arasindaki aciy1 8, ile ifade

edersek

Lk (f*(X )) _ p3¢08%0; + p3c0501c0s6, + pzcos®H,
n P/} Xicos?0; + 225c0s6,cos0, + A5c0526,

olur.

Ispat: (4.5) ve (4.6) denklemlerinin (4.14) denkleminde yerine yazarsak
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* 2 * * 2
ok (f*(X )) _ Hcos 01 + uycos6,cosl, + uzcos=0,
n p Aicos20; + 225 cos0;,cos0, + Asc0s26,

elde edilir.

Teorem 3.2.3.3. MX, bir M yiizeyinin k-kinematik yiizeyi ve {¢b,, ¢, } ortonormal baz olsun dyleki

¢y Ve ¢, M de asli vektor alanlaridir. kq ve k,, M nin asli egrilikleri olsun. O halde

Dfy = (" (Xp) € Trepy (M¥)|cixf + 265212, + €325 = +1)

dir. Burada
£ (Xp) = x19pu + 21,
1 = (Y Yu) + 2y, P
¢z = WY Yu) + oWy, ) + (b, o) + 1a(Pu, Y)
c3 = Uz (Pu, Yy) + ey, )
dir.

Ispat: £*(X,) € Tr(p)(M*) olsun. O halde

Dfery = {F* ()| (£ (%)) £ (%)) = 1}
oldugundan ispat agiktir.

Sonuc¢ 3.2.3.1. M¥, bir M yiizeyinin k-kinematik yiizeyi olsun. O halde M¥ nin f(p) € MX

noktasindaki Dupin gostergesi

1. ¢ —4cic3 <0 ise bir elipstir.
2. ¢2 —4cyc3 > 0 ise bir hiperboldiir

3. ¢2 —4cyc3 = 0 ise bir paraboldiir.
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