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OzZET

GEC KALAN ARGUMENTLi STURM — LIOUVILLE SINIR DEGER PROBLEMININ

SPEKTRAL ANALIZi

Simeyye GICA

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danismani : Dog. Dr. Seda KIZILBUDAK CALISKAN

Bu ¢calismada [0,n1] araliginda t = g de stireksiz bir ¢6ziim fonksiyonuna sahip olan

y"(£) + pOAy () + p(®)y(t - A)) = 0

denklemi ile

y(0) cos a +yT(O)sina =0

y(@)cosB +y'(r)sinf =0
sinir kosullari ve
1 (-0)-0 (F+0) =0

0

v (5-0)-0y (5+0)



gecis kosullari ile olusturulan ge¢ kalan arglimanh Sturm-Liouville sinir deger probleminin

spektral analizi incelenmistir. Burada

aZ

0
p(t) = fis
2

IA

t

IA
SEENEE

1

IA

t

IA

olan surekli reel degerli bir fonksiyon p(t) [0, g) U (g,n] araliginda

,u(% + 0) = limt_gio u(t)  sonlu limitine sahip reel degerli bir fonksiyon, A(t) = 0 da

[O, %) U (g,n] araliginda A(gi O) = limt—%io A(t) sonlu limitine sahip reel degerli bir

fonksiyon ve

o

e o)

te (E,n]
2

Ayrica A bir spektral parametre, a,f3,81,8, # 0 keyfi reel sayilardir.

t—A(t) =

Anahtar kelimeler: Ozdeger, 6zfonksiyon, gecikmeli diferansiyel denklem.
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ABSTRACT

SPECTRAL ANALYSIS OF STURM-LIOUVILLE BOUNDARY VALUE PROBLEM

WITH RETARTED ARGUMENT

Simeyye GICA
Department of Mathematics

MSc. Thesis

Adviser : Assoc. Prof. Seda KIZILBUDAK CALISKAN

In this study , we examined the spectral analysis of Sturm-Liouville problem with retarded

argument formed by

y"(6) + p(OAy (@) + u@®)y(t — A®))

differential expression in [0,;t] which has a discontinuous solution at t = g , With

boundary conditions
y(0) cos a + yT(O)sina =0

y(m@)cosB +y'(m)sinf =0

Vi



and

$E-0)-6(E+0) =0

y'(5-0)-ey (5+0)=0

transmission conditions. Here
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is a continuous real valued function, u(t)is continuous in [0, g) ] (g,n]

and has a finite limit u (g + 0) = lim,_ =, u(t), the real-valued function A(t) = 0 is

E_

continuous in [0, g) U (g,n] and has a finite limit A (g + O) = limt_%irO A(t)

) = 0 te [o,g)

N |
~
m

—

N
)
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In addition, A is a real eigenparameter and a, 3,6, 8, # 0 are arbitrary real numbers.

Keywords: Eigenvalue, eigenfuction, delayed differantial equation.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

18.yy’da Euler probleminin ¢ozimleriyle ilgili olarak ge¢ kalan argimentli diferansiyel
denklemler ortaya ¢ikmistir. Ancak yakin zamanlara kadar geg kalan arglimentli diferansiyel
denklemlerin genel teorisinin temelleri yoktu. ilk olarak A.D. Myskis [12] calismasiyla ele

alinmistir.

2. mertebeden siirekli gecikmeli diferansiyel denklemler icin Sturm-Liouville sinir deger
problemleri Myskis, EL'SGOL’C [13], Norkin [6],[8], Nersesjan [14],[15], Mamedov,

Kerimov [4] tarafindan incelenmistir.

2. mertebeden sireksiz gecikmeli diferansiyel denklemler igin Sturm-Liouville sinir deger

problemi Bayramov ve Caliskan [1] tarafindan calisiimistir.

2.mertebeden silireksiz sinir kosulunda spektral parametre iceren gecikmeli diferansiyel
denklemler igin Sturm-Liouville sinir deger problemi Bayramov ve ark. [7],[9] tarafindan

calisilmustir.

Gahsmamizda Norkin’in [8] ¢alismasindan farkli olarak Sturm-Liouville probleminin ¢6zimi

olan fonksiyonu siireksiz olarak géz ontine aldik.

Gecikmeli diferansiyel denklem problemleri kontrol mihendisliginde ¢ok sik kullanilmaktadir.
Feedback kontrol iceren bitilin sistemlerde genellikle zaman gecikmesi vardir. Bu gecikme
alinan bilgi ile o bilginin uygulamaya konulmasi arasinda gecen sonlu bir zaman farkindan

kaynaklanmaktadir.



Ayrica ge¢ kalan argimentli diferansiyel denklemler trafik akis problemlerinde de ¢ok sik
karsimiza ¢ikmaktadir. Trafikteki tikaniklik toplumumuz igin 6nemli bir konudur. Bu
problemin basinda trafik isiklarinin ya da uyari levhalarinin yerlestirilecegi yerler, yeni bir
otoyol yapilirken kag seritli olmasi gerektigi ve alternatif tasimacilik gelistirmek icin faydal
fikirler Gretmektir. Yavas seyreden trafikte her ara¢ éniindeki araci oldukga yakin takip eder.
Bu yilizden araclarin hizlanmasi ve vyavaslamasinda dizensizlikler meydana gelir. Bu
dizensizlik aslinda yolculuk siiresince hizin korunmasi, yavaslama ve hizlanmada yasanan
diizensizliktir. Bu vyasanan dizensizlikler sonucu ginlik hayatta bircok trafik kazasi

yasanmaktadir.

1.2 Tezin Amaci

[0,m] araliginda t = g de bir sureksizligi olan y fonksiyonu ve

Y"(£) + p(O)Ay(t) + u@®)y(t — A®)) = 0 (1.1)
denklemiile

y(0) cos a +$sina =0 (1.2)
y(m)cosB +y'(m)sinf =0 (1.3)

sinir kosullari ve
E=0)-(E+0) 0 o
E=0)- (40) - 9

gecis kosullar1 ile olusturulan sinir deger probleminin 6z deger ve 06z fonksiyonlari
incelenerek asimtotik formdalleri bulunacaktir. Bu asimtotikler uygun olarak klasik Sturm
Liouville probleminin asimtotikleriyle ¢akisiktir. Ek sartlar dahilinde daha kesin asimtotik
formiller bulunmustur. Oz deger ve &z fonksiyonlarin bulunmasi; 1si probleminin
¢6ziiminde, kuantum mekanigi problemlerinde, bir ucu sabit tutulmus diger ucu serbest
birakilmis L uzunlugundaki cubuga F kuvveti etki ettirildiginde cubuktaki egilmenin
belirlenmesi gibi problemlerde karsimiza cikar. Dolayisiyla ilk 6z degerlerin bulunmasi

oldukc¢a 6nemlidir. Oz degerlerin hesaplanmasinda bir cok ydntem vardir;



1. Dizenliizi hesaplamak, Kurant in mini-max yontemi

2. Diferansiyel ifadeden integral denkleme gecip, sonra siirekli problem igin sadece sinir,
slireksiz problem icin de sinir ve gecis kosullarini kullanarak 6z deger ve 6z fonksiyonlar igin
asimtotik formdiller bulmak v.s.

Biz bu calismada degiskenimize bir gecikme ilave edip, ikinci yontemi kullanarak sireksiz bir

problemi ele aldik ve 6z deger ve 6z fonksiyonlarinin asimtotik davraniglarini inceledik.

Bir problem adi diferansiyel denklemlerle ifade edildiginde bagimsiz degisken zaman olarak
alinir ve bu sadece iginde bulundugumuz zamani gosterir. Gegmiste olan degisim miktarini
gostermez. Sonuglarin zamana bagli olarak geneli ifade etmesi igin yani ger¢cege daha yakin
olmasi igin problem olusturulurken tim durumlar (gecikme gibi) g6z 6niinde bulundurulmali

ve hesaplamaya katilmalidir.

Ayrica 0z deger ve 0z fonksiyonlar icin elde edilecek asimtotik formiller yardimiyla 6z

degerlerin dagiliminin ve 6z fonksiyonlarin saliniminin nasil oldugu belirlenebilecektir.

Boylece asimtotik formdiller ile fiziksel problemlerin ¢6ziimiine katki saglanacaktir.
1.3 Bulgular

Tez galismasinin temel ayrintilari su sekildedir:

w1 (t, A), gdz dniine aldigimiz (1.1) denkleminin [OE) araligindaki ¢6zimu olsun ve

sina

w1(0,1) =

w1(0,1) = —acosa (1.6)

a

baslangi¢ kosullarini saglasin. (1.6 ) kosullariile w4 (t, 4) (1.1) denkleminin tek bir ¢dzimi
olarak tanimlanir.(Norkin 1972) [8]

(1.1) denkleminin (g,n] aralugindaki, baslangic ve gecis kosullarini saglayan w, (t, 1)

¢6zimuni de w,(t, 1) ¢6ziml yardimiyla asagidaki gibi tanimladik :
w0, (3.2) = 67101 (5,2) , @5(3,2) = 657w} (5,2) (17)

w,(t,A) da (1.1) denkleminin (g,n] araliginda tek bir ¢c6zimuni tanimlar.

3



Sonug olarak, (1.1) denkleminin (1.2),(1.4) ve (1.5) sinir kosullarini saglayan [O, g) U (g,n]

araligindaki ¢6zimiini

ile ifade ettik. Sonrasinda da bu problemin spektral analizinde A 6z degerlerinin ve bu 6z

degerlere karsilik gelen w(t, 1) 6z fonksiyonlarinin asimtotik davranislarini bulduk.



BOLUM 2

ON BILGILER

Bu bélimde problemimizi ifade etmek igin gerekli bazi 6n bilgilere yer verilmistir.

Oz Deger ve Oz Vektor

Bir K cismi Gzerinde bir n — kare matris A olsun. Eger A9 = A9 (2.1) olacak sekilde
sifirdan farkli bir 9eK™ (kolon) vektori varsa A € K skaleri bir 6zdeger olarak adlandirilir.

(2.1)yi saglayan her vektore A nin A 6zdegerine ait 6z vektori denir.

(1.1) - (1.5) Sturm Liouville problemini gbz éniine alalim. Bu operatériin tersi L™! integral
operatorudur ve gekirdegine Green fonksiyonu denir. A, ler bu problemin 6z degerleri,

G (x,y) de Green fonksiyonu ise agiktir ki,

T

Zlg =OjG(x,y)dx
ZA;Z = fj G(x,y)G(y, x)dxdy (2.2)
0

2/1;3 = LUG(x,y)G(y,Z)G(z, x)dxdydz



dir. nin buyuk degerlerinde 6z degerleri yaklasik olarak hesap etmekle (2.2) den
yararlanarak ilk 6z degerler bulunabilir. Ters operatoriin bulunmasi kolay degildir. Agik
sekilde yazilamaz. Yani diferansiyel denklemin ¢ézlimlerini bilmek gerekir. Bu ise ancak bazi

basit hallerde mimkudnddar.

Simdi 6z degerlerin nasil hesaplanacagindan bahsedelim. Bunun igin birgok yontem vardir.
Bunlardan biri diferansiyel ifadeden integral denkleme gecip, sonra sinir kosullarini
kullanarak 6z deger ve 6z fonksiyonlar i¢in asimtotik formdller bulmaktir. Bu asimtotik

ifadelerde n in yeterince blylk degerlerinde 6z degerler yaklasik olarak belli olur.

KURAMSAL TEMELLER

Bir problem adi diferansiyel denklemlerle ifade edildiginde bagimsiz degisken zaman olarak
alinir ve bu sadece iginde bulundugumuz zamani goésterir. Gegmiste olan degisim miktarini
gostermez. Sonuglarin zamana bagh olarak geneli ifade etmesi icin yani gercege daha yakin
olmasi icin problem olusturulurken tim durumlar (gecikme gibi) g6z 6nlinde bulundurulmal

ve hesaplamaya katilmalidir.

Ayrica 0z deger ve 6z fonksiyonlar icin elde edilecek asimtotik formdiller yardimiyla 6z

degerlerin dagiliminin ve 6z fonksiyonlarin saliniminin nasil oldugu belirlenebilecektir.

Boylece asimtotik formiiller ile fiziksel problemlerin ¢coziimiine katki saglanacaktir.

ikinci mertebeden sapan argiimentli diferansiyel denklemler genel olarak

F ( £,y(@), .,y ™), y(t — A (1)), o , YT (t = AL (), o, y(t — B (D), oo , y™(2
- An(t))) =0 (2.3)

seklinde ifade edilirler. A;(t) = 0 (i=1,2...n) stirekli fonksiyonu denklemdeki sapmay

gosterir. maxg<j<,m; = 2 dir.
y(mi)(t gAY, (t)), t — A;(t) noktasindaki m;’ nci tiirevi gésterir.

Bir baslangi¢ noktasi segildiginde her sapma bu noktayi iceren bir baslangi¢ kiimesi tanimlar.
Baslangic kiimesi lzerinde r = max,<;<,m; olmak tzere r kez turetilebilen bir ¢ (t)

6



baslangi¢ fonksiyonu secelim. A baslangi¢c noktasi olmak lzere yjj) =W (4) (j=0,1...r)

olsun. r = 0 oldugunda (p(o) 4) = yjo) alalim. Eger baslangi¢ noktasi, baslangi¢ kimesinin
izole edilmis bir noktasi ise yjo) ve ylgl) keyfi olarak segilebilir.

B< oo olmak Uzere [4, B) araliginda (2.3) denklemi ve

y(A) =y, y'(4) = ;"

yO(t=8;(8) = 9P (t—2,(t)) t-/(E)<A
kosullari ile olusturulan problemi g6z éniine alalim.

A =my —r ise bu problem

A > 0 icin Gecikmeli,

A = 0 i¢in Notral

A < Oigin ileri tipli denklem adini alir.



BOLUM 3

GEC KALAN ARGUMENTLI BiR SINIR DEGER PROBLEMIiNiN Z DEGERLERININ
ve OZ FONKSIYONLARININ ASIMTOTIiK iFADELERI

Giris
Geg kalan argiimanli diferansiyel denklemler ; roket motorlarinda, yanma proseslerinin
ogrenilmesi problemlerinde, bazi ekonomik problemlerde, biyofizik problemlerinde ve baska

bazi alanlardaki problemlerde karsimiza gikar.

Bu calismada [0,rt] araliginda t = g de bir sureksizligi olan y fonksiyonu ve

Y"(£) + p(OAy(t) + u®)y(t — AE)) = 0 (3.1)
denklemi ile

y(0) cos a +%sina =0 (3.2)
y(m)cosB +y'(m)sinf =0 (3.3)

sinir kosullari ve

b E-0)-6(E+0) =0 s

rE-0)=0r (+0) -0 &



gecis kosullari ile olusturulan Sturm-Liouville tipli ge¢ kalan argiimanli sinir deger

probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlari incelenmistir. Burada

a? te [0, g)

POTl re(ma)

olan siirekli reel degerli bir fonksiyon p(t) [O, %) U (g,n] araliginda

U (g + 0) = limt—gio u(t) sonlu limitine sahip reel degerli bir fonksiyon, A(t) = 0 da

[O, g) U G,n] araliginda A (g + 0) = limt_)giro A(t) sonlu limitine sahip reel degerli bir

fonksiyon ve

0 te [o,g)

z te (E,n]
2 2

Ayrica A bir spektral parametre, «a, ,6;,5, # 0 keyfi reel sayilardir.

t—A(t) = dir.

Problemimiz goz 6niine aldigimiz [O, g) U (g,n] araliginda t = g noktasinda sireksizlige

sahip oldugundan ¢6zimuni

w,(t, 1) te [O, E)
w(t,A) = 2
w,(t,A) t e (E’ﬂ]
seklinde ifade ettik ki burada

w4(t, 1), [0, g) arahiginda

sina

w1(0,4) = w1(0,1) = —acosa (3.6)

baslangi¢ kosullarini saglayan (3.1) denkleminin tek bir ¢dzimi ve w, (t, 1) (g, n] de

araliginda



w,(3.2) =60, (3.2)  , wy(3.2) =654 (5.2) (3.7)

baslangi¢ kosullarini saglayan (3.1) denkleminin tek bir ¢ozimudur.(Norkin 1972). [7]

Daha sonra da 4 6zdegerinin ve bunlara karsilik gelen w(t, 1) 06z fonksiyonlarinin asimtotik

davraniglari inceledik.

Lemma 3.1: 1 > 0 olmak lizere w(t, 1), (1.1) denkleminin ¢6ziimi olsun. O halde

cos sat

w,(t,1) =sina

cosa

t
sinsat — %f u() sinsa(t — t)w,(r — A(r), Adr (3.8)
0

T (T
w,(t, 1) = w4 (671:1) cOSs(t_g) +%22’/1)sins(t _E)
_ % f u(®) sins(t — Dy — A(T), 2) (3.9)

dir.
Ispat: (3.8) ve (3.9) da sirasiyla ,u(r)wl(r — A(T))d’[ yerine —w7 (1,4) — pAw,(1,1) ve

u(w, (T - A(‘L’))d‘[ yerine —w5 (T,4) — Aw, (7, 1) yazarak iki kez kismi integrasyon

uygularsak
w1 (t,A) = —ssinasinsat
t
—acosacossat — f u(t) cossa(t — t)w,(t — A(r), A)dt
0
sina
w, (0,A) = w1(0,1) = —acosa

10



t

fu(r) sinsa(t — t)w,(t — A(1), D)dt

0
t
= f sinsa(t — v)[~wi (7, 1) — pAw,(t,A)]dr (3.10)
0
t t
= —f sinsa(t — t)wi(t,A)dt — f sinsa(t — 1) pAw, (1, A)dt
0 0
t t
f sina(t — 1) wy(r,A)dt = acosasinsat + saf w1 (1, 4) cossa(t — 1)dt (3.11)
0 0

t
f w1(t,A) cossa(t — t)dt

0
t

sina
= w,(t,A) — cos satT — saf w4 (t,A) sinsa(t — t)dt (3.12)
0

elde edilir. (3.11) ve (3.12) esitlikleri (3.10) da yerine yazilmak suretiyle (3.8) elde edilir.
Benzer sekilde (3.9) da elde edilir.

Teorem 3.1: (1.1)-(1.5) problemi sadece basit 6zdegerlere sahiptir.

ispat: A,, problemin bir 6zdegeri ve bu 6zdegere karsi gelen 6zfonksiyon ise

x1(t, A1), te [0, g)
x,(t, 1), te (gn]
olsun. O halde (1.2) ve (3.6) dan

sina

X1 (Or /11)

x1(0,1,) —acosa

W[xl(O, Al)' 0)1(0, Al)]: =0

elde edilir. Boylece Wronskian sifira esit oldugundan x; (t, A,) ve w;(t, 1,), [O, g) araliginda

lineer bagimhdir( Norkin 1972). [8]

11



Benzer sekilde x,(t,4,) ve w,(t,4,) ninde (g,n] araliginda lineer bagimli oldugu goérulur.

Bu yuzden bazi K; # 0 ve K, # 0 igin
xi(t,4) = Kwi(t,4) (@(=12) (3.13)
elde edilir.

K; = K, oldugunu gostermeliyiz. Varsayalim ki K; # K,. (3.4) ve (3.13) esitliklerinden

X (g ~0,4;) - 8yx (% +0,4)=x (g,/h) — 8% (g,/h)

= Ky, (%'/11) — 6, K,w, (gl;{l)

= K1 61w, (2'11) — 6, K0, (5;11) = 6,(K; — K3)w; (g'%) =0
bulunur.

8,(K; — K,) # 0 oldugundan

w, (g,,ll) ~0 (3.14)

elde edilir. Benzer islemler ile (3.5) den

) (g,ﬂl) ~0 (3.15)

elde edilir. w,(t, 4,), (g,n] arahginda (3.1) denkleminin (3.14) ve (3.15) baslangi¢ sartlarini

saglayan bir ¢ozimi oldugundan w,(t,A;) = 0 bulunur. Ayrica,

o (5:4) = 01 (5. 4) = 0
esitligi (3.2),(3.14) ve (3.15) kullanilarak elde edilir.

Elde edilen sonuglara gore de [O, g) araliginda w,(t,A) = 0 olarak bulunur.

O halde w(t, 1,) [0, g) U G,n] araliginda6zdes olarak sifirdir. Dolayisiyla geliski olusmustur.

Boylece ispat tamamlanir.m

w(t, 1), (3.1) denkleminin (3.2),(3.4) ve (3.5) kosullarini saglayan asikar olmayan bir

cozimudur. w(t, A)yi (3.3) sinir kosulunda yerine yazarsak elde edilen
F(A) = w,(m,A) cos B + wy(m,A) sinf =0 (3.16)

denklemine karakteristik denklem adi verilir.
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Teorem 3.1 e gore karakteristik denklemin kokleri ile gozonline aldigimiz sinir deger

probleminin kdkleri aynidir.

Lemma 3.2:
Vs
2 t
p= [lu@lde ve = (@l
0 3
2

olmak tzere,

4 2
(1) A > % olsun. O halde (3.3) denkleminin w;(t,A1) ¢6zimii icin asagidaki esitsizlik
dogrudur :
lw, (t, )] < L\/4,uzsin2a + a*cos?a t € [0 E) (3.17)
e ma ! "2

(2) A = max{4u3, 4u3} olsun. O halde (3.4) denkleminin w,(t, A) ¢6ziimii icin asagidaki

esitsizlik dogrudur :

4
t, ) <
lw, (t, )] 06

s
\/4ufsin2a + cos?a te (—,n] (3.18)
1014

Ispat: ispati [7] calismasina benzer sekilde yapabiliriz. By; = max[og) |lw,(t,A)| olsun. (3.3)
’2

den her A > 0 icin

B < sin2a+cosza+ lB
11 = a2 52 sa 1AM

esitsizliginin dogru oldugu gorildr.

o 2 .
Egers > % ise o halde

sinfa cos?a
(1—&) B,y s] +

sa a? s2

13



sina  cos?a 4p?sin?a + a*cos?a
By <2 <

a? 4] 4uza®

a?

Buradan da

1
lw, (t, V)] < —\/4ufsin2a + a*cos?a
Hia

elde edilir.

(3.3) G t ye gore tlretirsek

t

w1 (t,A) = —ssina sinsat — a cos a cos sat — f u(t) cossa(t — t)w,(t — A(r),A) dt
0

(3.19)

elde edilir.

|—s sin a sin sat — a cos a cos sat| < Vs2sina + a%cos?a

oldugunu gérmek kolaydir. Simdi w1 (t, A) nin integral kismini sinirlandiralim :

jty(r) cossa(t — )w,(t — A(1),A) dt| < flu(r)llcos sa(t — 1)||w, (T — A7), A)|dT
0
0

1
< —\/4,ufsin2a + a*cos?a
a

oldugu gorulir.

(3.17) ve (3.19) dan s > % icin asagidaki esitsizlik dogrudur :

1
|} (t, )| < +/s2sin?a + a?cos?a + E\/émfsinza + a*cos?a

Bundan dolayi s = zaﬂ ve t € [O, g) icin

1 1
lwy(t, )] < —\/4,ufsinza + a*cos?a + —\/4,ufsin2a + a*cos?a
a a

2 s
= —\/4ufsin2a + a*cos?a < —\/4y%sin2a + a*cos?a .
a H1

14



Buradan da

wi(t, A 1
loa(&, D] < —\/4,ufsin2a + a*cos?a (3.20)
S M1
elde edilir.

B,; = max(gln]Iwz(t, A)| olsun. (3.9) ve (3.20) den s = max{2u,, 2u,} igin

2

1 1
lw, (8, V)] < Byy < 5 a\/4,ufsin2a + a*cos?a + 5 \/4,ufsin2a + a*cos?a

141 2U1

+1B
& 2AH2

Uz g
1——=)B,yy, < 4u?sin?a + a*cos?a
( S) 2A 61#1(1\/ #1
t, )| < \/4 2sin2a + a‘cos?a
lw, (t, 1) 1.6,0 UqSt

elde edilir. Béylece 1 = max{4u3, 4u?} icin ispat tamamlanmistir.m
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Teorem 3.2: (1.1) — (1.5) problemi sonsuz sayida pozitif 6zdegerlere sahiptir.

Ispat:
i1 , (T
( /1)_“)1(7"1) n 0i(Z4)
w,(m, 1) = 5, cos s 55, sins >
1 T
— —f u(t)sins(t — )w,(t — A(r), A)dt
STL'
2
ve
, (T
) = —s 74) w ei(3A) o«
wy(m,A) = —s 5, sins 7 s, cos sz

- j u(t) coss(t — t)w,(t — A(1), Adrt

N

seklindedir. Bu ifadeleri sinir kosullarindan ikincisinde
F(1) = w,(m,A) cos B + wy(mw,A) sinf =0

yerine yazarsak:

@) @)

F(1) = 5, cossE+Tsins§
1 s
— ;f u(t) sins(t — t)w,(t — A(t),A)dt L cos B
z
, (TC
(0B e i)
S 5, sins - 5, cos s 7
s
— f u(t) coss(t — t)w,(t — A(t),A)dt{sinf =0
7
elde edilir.
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(3.21) duzenlenirse [1] calismasinda oldugu gibi burada da olasi dért durum vardir :

A nin yeterince biyuk degerlerini g6z 6nline alalim. Eger (3.21) i s ile bolduguimuzde

&, = ad; esitligini kullanmak suretiyle (3.21) diizenlenirse burada olasi dort durum vardir:

1)sina # 0,sinf8 # 0 —ssmsn( )+0(1)—0 (3.22)
2)sina #0,sinff =0 —scossn( )+0(1)—0 (3.23)
3)sina =0,sinf #0 —scossn( )+0(1)—0 (3.24)
4)sina =0,sinf =0 —ssmsn( )+0(1)—0 (3.25)

Boylece problemin sonsuz sayida ¢6ziime sahip oldugu bulunmus olur.m

Simdi (1.1) —(1.5) probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarinin asimtotik formdallerini

bulmaya calisacagiz. Bunun icin s’in yeterince biiylik oldugunu varsayalim.

w4 (t, 1) ve Lemma 3.2 (1) den [0,%) araliginda  w,(t,A1) = 0(1) (3.26)
w,(t,A) ve Lemma 3.2 (2) den (g,n] araliginda  w,(t,1) = 0(1) (3.27)
elde edilir.

[A] <0 ve 0t Sg icin wis(t,1); [ < oo ve %S t<m icin wy(t, 1)

trevlerinin varligi ve suirekliligi Norkin (1972) tarafindan gosterilmistir.
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Wl (t,2) = 0(1) telo, %) (3.28)
ve

whs(t, 1) = 0(1) t e (gn] (3.29)
dir.

2
Teorem 3.3 n € N olsun. Yeterince biiylk her nicin 1) durumunda her bir (%) nin

civarinda (1.1) — (1.5) probleminin tam olarak bir 6z degeri vardir.

ispat: (3.22) denkleminde O(1) ile gosterdigimiz ifadeyi gézéniine alirsak;

sina cos f8 (a+1) cosacosf . <a+1> cosasinf <a+1)
a3, cos st | — 53, sinsm|— 3, cos ST | —
B n
cos 2 T an
_ 255 ), u(t)coss (E + >~ ar) w,(t — A1), )dt
Y
sinf (2

u(t)coss (E + az_n — ar) w,(t — A(7), Ddrt

ad; J, 2

_ J:T'u(‘[) [Coj p sins(r — ) + sin B cos s(w — T)] w, (T — A(1),A)dt

seklindedir.

(3.26) — (3.29) formiillerine gore s’in buylk degerlerinde bu ifade sonlu tireve sahiptir.

(3.22) denkleminin kokleri s’in bliylik degerlerinde tam sayilarin yakin civarinda yer alir.

Yeterince buyik nicin (3.22) denkleminin % civarinda sadece bir koki vardir.

K(s) = —ssinsm (%1) +0(1) fonksiyonunu goz 6niine alahm. O halde

] a+1 a+1 a+1
K’(s)z—smsn( > )—sn( > )cossn( > )+0(1)

.2 . . e . " N
turevi a—fl komsulugunda yeterince buliyilk n icin mevcut oldugundan Rolle teoremi’ne gore

kokler tamsayilarin yakin civarinda yer alir.
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2
’- . o v . .f2n .
n’in yeterince buyulk degerleri igin problemimizin 6z degerini (m) civarinda 1,, = s?2

olarak gosterelim. s, = % + &, olarak tanimlayalim. O halde (3.22) den §,, = 0(1/n)

elde edilir. Sonug olarak

Sp =

2
- fl +0(Y/p) (3.30)

bulunur. (3.30) formli problemimizin 6zdegerinin asimptotik ifadesidir. Bu formdl
problemin 6z fonksiyonunun asimptotik ifadesini bulmamiza yardim eder. (3.8), (3.19) ve

(3.26) dan

sin a cos sat
wy(t,1) =—————+ 0(1/s) (3.31)

w1 (t,A) = —ssinasinsat + 0(1) (3.32)

bulunur. (3.9), (3.27),(3.31),(3.32) ve &, = ad; esitliginden

sin
6.a

cos S (E (a—1)+ t) + 0(1/5) (3.33)

(Uz (t, /1) == 2

seklinde belirlenir. (3.30) u (3.31) ve (3.33) de yerine yazarsak

2n

sina
cosa
a+

e+ o(V/n)

Uln(t) = wq (t, An) =

sin a m(a — 1)n + 2nt
Uan(©) = e 2) = 3 cos DI 1 o(17)

elde ederiz.
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Bundan dolay U,,(t) 6z fonksiyonlari asagidaki asimptotik ifadeye sahiptir:

0% o5 @ (22) ¢ + 0(1/p) tefo?),
Un(t) = S;rll: cos (n(a—;_):;*—znt) + 0(1/n) te (g,ﬂ] .

Ozdeger ve 6zfonksiyonlar icin bulunan bu formiiller uygun olarak klasik Sturm-Liouville
probleminin asimptotikleriyle cakisiktirlar. Ek sartlar dahilinde daha kesin asimptotik

formiiller elde edilebilir ki bu formiller gecikmeye bagh olacaklardir.

i) [0,%) U (g,n] araliginda u'(t) ve A"(t) turevlerisinirli, var ve de sirasiyla

(T T r
U (EJ_r 0) = hmtqgiou @® ,
n T T "
A" (5£0) =lim_z4"(0)
sonlu limitlerine sahip,
. T i ’ < _ 1i _
i) [0,5) U (E,n] de A'(1) <1,4(0)=0 ve lim,_r,,A(t) =0
kosullarini gézoniine alalim.
Bu durumda [0, g) U (g,n] araliginda

w,(t — A(1),A) =sina -0 Sa(Ta_ A@) + 0(1/5)

coss(%(a - 1D+7-— A(‘L’))

ad,

w, (T —A(1),A) =sina

+0(1/s)

elde edilir.
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Bu degerleri (3.21) de yerine yazarsak;

sina cos B (a+1> cosacosf . (a+1> ssinasinf . <a+1)
—————COS ST - sinsm - sin s
ad; 2 58, 2 ad;
cosasinf (a + 1)
5 cos st |{—

_cosf %H(T) Gins <(a +Dm ar) (sin acossa(t — A(T))) 0

sady J, 2 a

. n
sinfi (2

ad; J,

u(r) s ((a-}——l)n d ar) (sin acossa(t — A(T))) ir

2 a

sinacosﬂf” . (n( D+ A )d
sas, g,u(r)sms(n T)COSS > a T (v))dr

I

sinasinf ("
_a—(Slfg u(r)coss(n—r)coss<2

(a—1)+71— A(T)) dv + o(Y/s)

elde edilir.

fot,u(f) cos S\/E(ZT —A(7)) dr = 0(1/s))
Jy u(@) sins/p(2t — A(D)) dr = 0(1/s)
Jz u(z) cos s,/p(27 — A7) dz = 0(1/5)

Jz u(@) sins\fp(27 — A(®)) dr = 0(1/5) |

-~

(3.34)

oldugundanve 0<t S% , 0< s <o igin A(t, s,A(T)) , B(t, S,A(T))

ES t<m , 0<s <o igin C(t,s,A(r)) , D(t,S,A(T)) sinirh  fonksiyonlar olarak
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A(t,s,A(D)) = %fotu(r) cos saA(7)dr)
B(t,s,A(0)) = %fot,u(r) sin saA(7)dt

C(t,5,8(9) = 2 ff u(x) cos s A(Ddr | (3:35)
2
D(t,s,A(0)) = %fgt,u(r) sin sA(t)dr |
2
seklinde tanimlanmak suretiyle
2n 1 A (t,az—fl.A(T)) 2n 1
_ 2t _ A
Sp a+1+nn acota — cotf + - +C<t'a+1’ (T)) +0(/n2)
(3.36)

olarak 6z degerlerin karekoki igin bir asimptotik ifade elde edilmis olur. Béylece asagidaki

teorem ispatlanmistir.

Teorem 3.4: i) ve ii) sartlari saglaniyorsa, problemimizin A,, = s2 pozitif 6z degerleri n— oo

icin (3.27) asimptotik gosterimiyle ifade edilir.

cos sa(r - A(T))
a

+0(/s)

w,(t — A(1),A) =sina

esitligi (3.8) de yerine yazilirsa

cossat cosa

w,(t,A) =sina — sin sat
a S
. t
sina ]
~ f u(t) sinsa(t — 7) cos sa(r — A(r))dt + 0 (1/52) (3.37)
0
bulunur.
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1
sinsa(t — 1) cossa(t — A(x)) = > [sin sa(t —A(7)) + sinsa(t — (27 — A(T))]

1
=3 [sin sat cos saA(t) — cos sat sin saA(t) +

sin sat cos sa(2t — A(7)) — cos sat sinsa(27 — A(7))]
esitligi ile (3.35) ve (3.36) esitligi (3.37) de yerine yazilirsa
Uln (t) = C‘)1 (t, }{n)
(
sina 2nat a+1 2n
= cos( ) 1+ Alt, -
a+1 2na a+1
Znat Alt, Zn A7)
a+1’

- \acota—cotﬁ+ /at

a

B<t a+1’A( )>

+ | acota + /4

\
|
& +0(1/ 2) (3.38)

elde edilir. Benzer sekilde (3.19) , (3.34) ve (3.35) den

, (T

(4)1 (7,/1) . ) T A (2 'S, A(T))
—2 7 — _sinasinsa=| 1+ ———~

S 2 sa
/i
CoS Sa = ;
B > sina  (m 1
. (a cosa + " B (2 ,s,A(r))) +0 ( /52) (3.39)

bulunur. (3.36),(3.38) ve (3.39) esitlikleri (3.9) te yerine yazilirsa
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UZn (t) = w; (t, An)

T i3
cos<%+_17)> —sin(%) (%(acota —cotf +£+ C) (t—%)) (

T 2n
<2 a1 A(T)

acota —cotf +

Q
4
—_
—
| 9
N
S
Y
p——4
~_
~
|
L.
=
Nl —
SR
q1+|8
N
—
—
—
\__/

T T
sin (21161(1_17)) + cos (21161(1—17)) (nln (a cota — cotf + A + C) (t = %)) (
a {— sina| 1

8
\
T 2n
A<7'a—+1'A(T)> , (nan (nan 1 A c T
+ S sin a+1)+cos a+1) E(acota—cot[}+a+ ) a
a+1
nam . nam 1 A -
_cos(a+1)—sm(a+1)(%(acow—cotﬂ+a+6)az)(acm
2n
a+1

sin a ' 2n(t+%(a—1))
~ 2nad, st a+1
a+1
+ cos (—(acota—cotﬁ+—+C><t+—(a—1))) <t—A(r)>
nm a 2

a+1 +1

s <2n (t -:%-(;1 - 1)))

2n(t+£(a— 1))

. 2 1 A T 2n
+ sin 51 E(acota—cotﬁ+a+6><t+§(a—1)) (t? A(T))

0 (1/ nz) (3.40)

+
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elde edilir ve boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.5 : i) ve ii) kosullari saglandiginda (3.1)-(3.5) probleminin U,,(t) 6zfonksiyonlarinin

n — oo i¢in asimptotik ifadesi

U, (8), te [0, g)

Unlt) = Uy () t e (gn]

seklindedir. Burada U,,,(t) , (3.38) ve U,,(t), (3.40) formuilleriyle tanimhidir.
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BOLUM 4

Y"(£) + pAy () + p(®)y(t — A1) = 0
denklemiile
y'(0)

y(0) cos a +Tsina =0

y(m)cosB +y'(m)sinf =0

sinir kosullari ve

b E-0)-6(E+0) =0

Y (E-0)-50(F+0) =0

SONUC VE ONERILER

gecis kosullari ile olugturulan Sturm-Liouville tipli ge¢ kalan argiimanl sinir deger problemi

goz 6nine alinmis, bu problemin spektral analizi incelenmis yani 6zdeger ve 6z

fonksiyonlarinin asimptotik formilleri bulunmustur.

Bu ¢alismadan yararlanilarak problemin dizenli izi hesaplanacak sekilde yeni bir ¢alisma goz

onune alinabilir.
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