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denklemi ile (0)ݕ cos ߙ + ௬ᇲ(଴)௣ sin ߙ = (ߨ)ݕ                                                                                0 cos ߚ + (ߨ)ᇱݕ sin ߚ = 0                                                                               
sınır koşulları ve ݕ ቀగଶ − 0ቁ − ݕଵߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                                                                                           
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geçiş  koşulları  ile  oluşturulan  geç  kalan  argümanlı  Sturm‐Liouville  sınır  değer  probleminin 

spektral analizi incelenmiştir. Burada 

(ݐ)݌ = ൝ܽଶ											0 ≤ ݐ ≤ గଶ1												 గଶ ≤ ݐ ≤   ߨ
olan sürekli reel değerli bir fonksiyon  μ(t)   ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ , ߤ  ቃ aralığındaߨ ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴  (ݐ)ߤ     sonlu  limitine  sahip  reel  değerli  bir  fonksiyon,  (ݐ)∆ ≥ 0	da   ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ ,  [ߨ  aralığında ∆ ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴  (ݐ)∆      sonlu  limitine sahip  reel değerli bir 

fonksiyon  ve  

ݐ − (ݐ)∆ = ቐ ݐ													0 ∈ 	 ቂ0, గଶቁ						గଶ ݐ											 ∈ 		 ቀగଶ ,  .         dir					ቃߨ
Ayrıca λ bir spektral parametre ,  ߙ, ,ߚ ,ଵߜ ଶߜ ≠ 0  keyfi reel sayılardır. 
Anahtar kelimeler: Özdeğer, özfonksiyon, gecikmeli diferansiyel denklem. 
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                                                                                                                           ABSTRACT                        

 

SPECTRAL ANALYSIS OF STURM‐LIOUVILLE BOUNDARY VALUE PROBLEM 

WITH RETARTED ARGUMENT 

Sümeyye  GICA 

                                                 Department  of  Mathematics 

MSc. Thesis 

 

Adviser : Assoc. Prof. Seda KIZILBUDAK ÇALIŞKAN 

            

 In this study , we examined the spectral analysis of Sturm‐Liouville problem with retarded 

argument formed by   ݕᇳ(ݐ) + (ݐ)ݕߣ(ݐ)݌ + ݐ൫ݕ(ݐ)ߤ −                                                        ൯(ݐ)∆
 

differential expression  in [0,π]  which has a discontinuous solution at  ݐ = గଶ  , with  
boundary  conditions (0)ݕ cos ߙ + ௬ᇲ(଴)௣ sin ߙ = (ߨ)ݕ                                                                                   0 cos ߚ + (ߨ)ᇱݕ sin ߚ = 0                                                                            
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and ݕ ቀగଶ − 0ቁ − ݕଵߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                                                                      
ᇱݕ ቀగଶ − 0ቁ − ᇱݕଶߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0									                                                             
 

transmission conditions. Here 

(ݐ)݌ = ൝ܽଶ											0 ≤ ݐ ≤ గଶ1												 గଶ ≤ ݐ ≤   ߨ
 is a continuous real valued function,  μ(t) is  continuous in ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ ,  ቃߨ
 and has a finite limit  ߤ ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴ (ݐ)∆ the real‐valued function  , (ݐ)ߤ ≥ 0	 is   
continuous in    ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ , ∆ ቃ  and has a finite limitߨ ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴  (ݐ)∆
ݐ  − (ݐ)∆ = ቐ ݐ													0 ∈ 	 ቂ0, గଶቁ						గଶ ݐ											 ∈ 	 ቀగଶ ,  						ቃߨ
In addition, ߣ is a real eigenparameter and  ߙ, ,ߚ ,ଵߜ ଶߜ ≠ 0   are arbitrary real numbers. 

Keywords: Eigenvalue, eigenfuction, delayed differantial equation. 
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                                 BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

 

1.1 Literatür  Özeti 

18.yy’da  Euler  probleminin  çözümleriyle  ilgili  olarak  geç  kalan  argümentli  diferansiyel 

denklemler ortaya çıkmıştır. Ancak yakın zamanlara kadar geç kalan argümentli diferansiyel 

denklemlerin  genel  teorisinin  temelleri  yoktu.  İlk  olarak  A.D. Myskis  [12]  çalışmasıyla  ele 

alınmıştır. 

2.  mertebeden  sürekli  gecikmeli  diferansiyel  denklemler  için  Sturm‐Liouville  sınır  değer 

problemleri  Myskis,  EL’SGOL’C  [13],  Norkin  [6], [8],  Nersesjan  [14], [15],  Mamedov, 

Kerimov [4] tarafından incelenmiştir. 

2. mertebeden  süreksiz  gecikmeli  diferansiyel  denklemler  için  Sturm‐Liouville  sınır  değer 

problemi Bayramov ve Çalışkan [1] tarafından çalışılmıştır. 

2.mertebeden  süreksiz  sınır  koşulunda  spektral  parametre  içeren  gecikmeli  diferansiyel 

denklemler  için   Sturm‐Liouville  sınır değer problemi Bayramov ve ark.  [7], [9]    tarafından 
çalışılmıştır. 

Çalışmamızda Norkin’in  [8]  çalışmasından  farklı olarak Sturm‐Liouville probleminin  çözümü 

olan fonksiyonu süreksiz olarak göz önüne aldık. 

Gecikmeli diferansiyel denklem problemleri kontrol mühendisliğinde çok sık kullanılmaktadır. 

Feedback  kontrol  içeren bütün  sistemlerde  genellikle  zaman  gecikmesi  vardır. Bu  gecikme 

alınan bilgi  ile o bilginin uygulamaya  konulması  arasında geçen  sonlu bir  zaman  farkından 

kaynaklanmaktadır.  
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Ayrıca  geç  kalan  argümentli  diferansiyel  denklemler  trafik  akış  problemlerinde  de  çok  sık 

karşımıza  çıkmaktadır.  Trafikteki  tıkanıklık  toplumumuz  için  önemli  bir  konudur.  Bu 

problemin  başında  trafik  ışıklarının  ya  da  uyarı  levhalarının  yerleştirileceği  yerler,  yeni  bir 

otoyol yapılırken kaç  şeritli olması gerektiği ve alternatif  taşımacılık geliştirmek  için  faydalı 

fikirler üretmektir. Yavaş seyreden trafikte her araç önündeki aracı oldukça yakın takip eder. 

Bu  yüzden  araçların  hızlanması  ve  yavaşlamasında  düzensizlikler  meydana  gelir.  Bu 

düzensizlik  aslında  yolculuk  süresince  hızın  korunması,  yavaşlama  ve  hızlanmada  yaşanan 

düzensizliktir.  Bu  yaşanan  düzensizlikler  sonucu  günlük  hayatta  birçok  trafik  kazası 

yaşanmaktadır.  

1.2  Tezin  Amacı  

[0,π] aralığında ݐ = గଶ  de bir süreksizliği olan ݕ fonksiyonu ve ݕᇳ(ݐ) + (ݐ)ݕߣ(ݐ)݌ + ݐ൫ݕ(ݐ)ߤ − ൯(ݐ)∆ = 0                                                           (1.1)                                
denklemi ile (0)ݕ cos ߙ + ௬ᇲ(଴)௣ sin ߙ = 0                                                                                     (1.2)                                            (ߨ)ݕ       cos ߚ + (ߨ)ᇱݕ sin ߚ = 0			                                                                               (1.3)                                       
sınır koşulları ve ݕ ቀగଶ − 0ቁ − ݕଵߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                                                                                  (1.4)                                                   
ᇱݕ ቀగଶ − 0ቁ − ᇱݕଶߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                                                                               (1.5)                                                   
geçiş koşulları ile oluşturulan sınır  değer  probleminin  öz  değer  ve  öz  fonksiyonları 

incelenerek  asimtotik  formülleri  bulunacaktır.  Bu  asimtotikler  uygun  olarak  klasik  Sturm 

Liouville  probleminin  asimtotikleriyle  çakışıktır.  Ek  şartlar  dahilinde  daha  kesin  asimtotik 

formüller  bulunmuştur.  Öz  değer  ve  öz  fonksiyonların  bulunması;  ısı  probleminin 

çözümünde,  kuantum mekaniği problemlerinde, bir ucu  sabit  tutulmuş   diğer ucu  serbest 

bırakılmış    L  uzunluğundaki  çubuğa  F  kuvveti  etki  ettirildiğinde  çubuktaki  eğilmenin 

belirlenmesi  gibi  problemlerde  karşımıza  çıkar.  Dolayısıyla  ilk  öz  değerlerin  bulunması 

oldukça önemlidir. Öz değerlerin hesaplanmasında bir çok yöntem vardır;  
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1.  Düzenli izi hesaplamak, Kurant ın mini‐max yöntemi  

2. Diferansiyel  ifadeden  integral  denkleme  geçip,  sonra  sürekli  problem  için  sadece  sınır, 

süreksiz problem için de sınır ve geçiş koşullarını kullanarak öz değer ve öz fonksiyonlar için 

asimtotik formüller bulmak v.s. 

Biz bu çalışmada değişkenimize bir gecikme ilave edip, ikinci yöntemi kullanarak süreksiz bir 

problemi ele aldık ve öz değer ve öz fonksiyonlarının asimtotik davranışlarını inceledik.  

 

Bir problem adi diferansiyel denklemlerle  ifade edildiğinde bağımsız değişken zaman olarak 

alınır ve bu sadece  içinde bulunduğumuz  zamanı gösterir. Geçmişte olan değişim miktarını 

göstermez.  Sonuçların zamana bağlı olarak geneli ifade etmesi için yani gerçeğe daha yakın 

olması için problem oluşturulurken tüm durumlar (gecikme gibi) göz önünde bulundurulmalı 

ve hesaplamaya katılmalıdır.  

 

Ayrıca  öz  değer  ve  öz  fonksiyonlar  için  elde  edilecek  asimtotik  formüller  yardımıyla  öz 

değerlerin dağılımının ve öz fonksiyonların salınımının nasıl olduğu belirlenebilecektir.  

 

Böylece asimtotik formüller ile fiziksel problemlerin çözümüne katkı sağlanacaktır. 

1.3  Bulgular 

Tez çalışmasının temel ayrıntıları şu şekildedir: ߱ଵ(ݐ, ,göz önüne aldığımız (1.1) denkleminin ቂ0 , (ߣ గଶቁ aralığındaki çözümü olsun ve 

߱ଵ(0, (ߣ = ୱ୧୬ఈ௔ 																													߱ଵᇱ (0, (ߣ = −ܽ cos  (1.6)                                    										ߙ
başlangıç koşullarını sağlasın. (1.6 ) koşulları ile ߱ଵ(ݐ,  denkleminin tek bir çözümü (1.1) (ߣ

olarak tanımlanır.(Norkin 1972) [8]  

(1.1) denkleminin ቀగଶ , ,ݐ)aralıığındaki, başlangıç ve geçiş koşullarını sağlayan ߱ଶ	ቃߨ   (ߣ
çözümünü de  ߱ଵ(ݐ,  : çözümü yardımıyla aşağıdaki gibi tanımladık	(ߣ

   ߱ଶ ቀగଶ , ቁߣ = ଵିߜ ଵ߱ଵ ቀగଶ , ቁ   ,    ߱ଶᇱߣ ቀగଶ , ቁߣ = ଶିߜ ଵ߱ଵᇱ ቀగଶ ,                                      (1.7)	ቁߣ
߱ଶ(ݐ, da  (1.1) denkleminin  ቀగଶ	(ߣ ,  .ቃ  aralığında tek bir çözümünü tanımlarߨ
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Sonuç olarak,  (1.1) denkleminin (1.2),(1.4) ve (1.5) sınır koşullarını sağlayan ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ ,   ቃߨ
aralığındaki  çözümünü 

,ݐ)߱	 (ߣ = ቐ߱ଵ(ݐ, ݐ											(ߣ ∈ ቂ0, గଶቁ߱ଶ(ݐ, ݐ											(ߣ ∈ ቀగଶ ,   ቃߨ
ile ifade ettik. Sonrasında da bu problemin spektral analizinde   öz değerlerinin ve bu öz 

değerlere karşılık gelen	߱(ݐ,  .öz fonksiyonlarının asimtotik davranışlarını bulduk  (ߣ
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 BÖLÜM 2 

                                                                                                                                            ÖN BİLGİLER 

Bu bölümde problemimizi ifade etmek için gerekli bazı ön bilgilere yer verilmiştir. 

 

Öz Değer   ve   Öz Vektör 

Bir ܭ cismi üzerinde bir ݊ − ߴܣ     olsun. Eğer  ܣ	ݏ݅ݎݐܽ݉	݁ݎܽ݇ =  olacak şekilde  (2.1)    ߴߣ
sıfırdan farklı bir   ܭ߳ߴ௡ (kolon)  vektörü varsa ߣ ∈  .skaleri bir özdeğer olarak adlandırılır ܭ
(2.1)yi  sağlayan her vektöre		ܣ nın ߣ özdeğerine ait öz vektörü denir. 
 

(1.1) ‐ (1.5)  Sturm Liouville problemini göz önüne alalım. Bu operatörün tersi  ିܮଵ  integral 
operatörüdür ve çekirdeğine Green fonksiyonu denir. ߣ௡ ler bu problemin öz değerleri , ݔ)ܩ,  ,de Green fonksiyonu ise açıktır ki (ݕ
	෍ߣ௡ିଵ = නݔ)ܩ, గݔ݀(ݕ

଴ 																																																																																																																															 
෍ߣ௡ିଶ = ඵݔ)ܩ, ,ݕ)ܩ(ݕ గ						(2.2)																																																																																											ݕ݀ݔ݀(ݔ

଴  

	෍ߣ௡ିଷ =මݔ)ܩ, ,ݕ)ܩ(ݕ ,ݖ)ܩ(ݖ గݖ݀ݕ݀ݔ݀(ݔ
଴ 																																																																																							 

                                                           …  
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dir. n in büyük değerlerinde öz değerleri yaklaşık olarak hesap etmekle (2.2) den 
yararlanarak ilk öz değerler bulunabilir. Ters operatörün bulunması kolay değildir. Açık 

şekilde yazılamaz. Yani diferansiyel denklemin çözümlerini bilmek gerekir. Bu ise ancak bazı 

basit hallerde mümkündür. 

Şimdi öz değerlerin nasıl hesaplanacağından bahsedelim. Bunun için birçok yöntem vardır. 

Bunlardan biri diferansiyel ifadeden integral denkleme geçip, sonra sınır koşullarını 

kullanarak öz değer ve öz fonksiyonlar için asimtotik formüller bulmaktır. Bu asimtotik 

ifadelerde n in yeterince büyük değerlerinde öz değerler yaklaşık olarak belli olur.  

 

KURAMSAL TEMELLER 

 

Bir problem adi diferansiyel denklemlerle  ifade edildiğinde bağımsız değişken zaman olarak 

alınır ve bu sadece  içinde bulunduğumuz  zamanı gösterir. Geçmişte olan değişim miktarını 

göstermez.  Sonuçların zamana bağlı olarak geneli ifade etmesi için yani gerçeğe daha yakın 

olması için problem oluşturulurken tüm durumlar (gecikme gibi) göz önünde bulundurulmalı 

ve hesaplamaya katılmalıdır.  

 

Ayrıca  öz  değer  ve  öz  fonksiyonlar  için  elde  edilecek  asimtotik  formüller  yardımıyla  öz 

değerlerin dağılımının ve öz fonksiyonların salınımının nasıl olduğu belirlenebilecektir.  

 

Böylece asimtotik formüller ile fiziksel problemlerin çözümüne katkı sağlanacaktır. 

İkinci mertebeden sapan argümentli diferansiyel denklemler genel olarak 

ܨ ቀ	ݐ, ,(ݐ)ݕ …	, ,(ݐ)(௠బ)ݕ ݐ൫ݕ − ∆ଵ(ݐ)൯, …	, ݐ൫(௠భ)ݕ − ∆ଵ(ݐ)൯, …	, ݐ൫ݕ − ∆௡(ݐ)൯, …	, −ݐ൫(௠೙)ݕ ∆௡(ݐ)൯ቁ = 0																																																																														(2.3) 
şeklinde ifade edilirler. ∆௜(ݐ) ≥ 0  (i=1,2…n) sürekli fonksiyonu denklemdeki sapmayı 

gösterir. ݉ܽݔ଴ஸ௜ஸ௡݉௜ = 2 dir. ݕ(௠೔)൫ݐ − ∆௜(ݐ)൯, ݐ − ∆௜(ݐ) noktasındaki ݉௜′ nci türevi gösterir. 
Bir başlangıç noktası seçildiğinde her sapma bu noktayı içeren bir başlangıç kümesi tanımlar. 

Başlangıç kümesi üzerinde ݎ =  (ݐ)߮ ଴ஸ௜ஸ௡݉௜ olmak üzere r kez türetilebilen birݔܽ݉
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başlangıç fonksiyonu seçelim. A başlangıç noktası olmak üzere ݕ஺(௝) = ߮(௝)(ܣ) (j=0,1…r) 
olsun. ݎ = 0 olduğunda ߮(଴)(ܣ) =  ஺(଴) alalım. Eğer başlangıç noktası, başlangıç kümesininݕ

izole edilmiş bir noktası ise ݕ஺(଴) ve ݕ஺(ଵ) keyfi olarak seçilebilir. 
B≤ ∞ olmak üzere [ܣ,  aralığında (2.3) denklemi ve (ܤ

(ܣ)ݕ  = (ܣ)ᇱݕ , ஺(଴)ݕ = ݐ )(௝)ݕ ஺(ଵ)ݕ − ∆௜(ݐ)) ≡ 	߮(௝)( ݐ − ∆௜(ݐ))        ݐ − ∆௜(ݐ) <  ܣ
koşulları ile oluşturulan problemi göz önüne alalım. ߣ = ݉଴ − ߣ ise bu problem  ݎ > 0 için Gecikmeli, ߣ = 0 için Nötral ߣ < 0 için İleri tipli denklem adını alır. 
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                                                                                                                                                  BÖLÜM 3                        

 

GEÇ KALAN ARGÜMENTLİ BİR SINIR DEĞER PROBLEMİNİN ÖZ DEĞERLERİNİN  

                                              ve ÖZ FONKSİYONLARININ ASİMTOTİK İFADELERİ 

 

Giriş 

     Geç kalan argümanlı diferansiyel denklemler ; roket motorlarında, yanma proseslerinin 

öğrenilmesi problemlerinde, bazı ekonomik problemlerde, biyofizik problemlerinde ve başka 

bazı alanlardaki problemlerde karşımıza çıkar. 

 

    Bu çalışmada [0,π] aralığında ݐ = గଶ  de bir süreksizliği olan ݕ fonksiyonu ve  ݕᇳ(ݐ) + (ݐ)ݕߣ(ݐ)݌ + ݐ൫ݕ(ݐ)ߤ − ൯(ݐ)∆ = 0                                                    (3.1)      
denklemi ile 

(0)ݕ  cos ߙ + ௬ᇲ(଴)௣ sin ߙ = (ߨ)ݕ (3.2)                                                                               0 cos ߚ + (ߨ)ᇱݕ sin ߚ = 0                                                                            (3.3)   
sınır koşulları ve 

ݕ  ቀగଶ − 0ቁ − ݕଵߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                                                                             (3.4) 
ᇱݕ ቀగଶ − 0ቁ − ᇱݕଶߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                 																																																											(3.5)  
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geçiş koşulları ile oluşturulan Sturm‐Liouville tipli geç kalan argümanlı sınır değer 

probleminin öz değer ve öz fonksiyonları incelenmiştir. Burada 

 

(ݐ)݌ = ቐܽଶ											ݐ ∈ ቂ0, గଶቁ1													ݐ ∈ ቀగଶ ,   ቃߨ
 

olan sürekli reel değerli bir fonksiyon  μ(t)   ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ , ߤ  aralığında [ߨ ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴ (ݐ)∆ ,sonlu limitine sahip reel değerli bir fonksiyon   (ݐ)ߤ ≥ 0	da      ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ , ∆ ቃ  aralığındaߨ ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴  sonlu limitine sahip reel değerli bir    (ݐ)∆

fonksiyon  ve  

ݐ − (ݐ)∆ = ቐ0													ݐ ∈ ቂ0, గଶቁ							గଶ ݐ											 ∈ ቀగଶ ,  .         dir				ቃߨ
Ayrıca λ bir spektral parametre ,  ߙ, ,ߚ ,ଵߜ ଶߜ ≠ 0  keyfi reel sayılardır. 
Problemimiz göz önüne aldığımız ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ , ݐ ቃ aralığındaߨ = గଶ noktasında süreksizliğe 
sahip olduğundan çözümünü 

,ݐ)߱ (ߣ = ቐ߱ଵ(ݐ, ݐ												(ߣ ∈ ቂ0, గଶቁ߱ଶ(ݐ, ݐ										(ߣ ∈ ቀగଶ , ቃߨ   
şeklinde ifade ettik ki burada   ߱ଵ(ݐ, ,ቂ0 , (ߣ గଶቁ aralığında ߱ଵ(0, (ߣ = sin ܽߙ 																							߱ଵᇱ (0, (ߣ = −ܽ cos  (3.6)																																																																			ߙ
başlangıç koşullarını sağlayan (3.1) denkleminin tek bir çözümü ve ߱ଶ(ݐ, ቀగଶ  (ߣ ,  	ቃ deߨ
aralığında  
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 ߱ଶ ቀగଶ , ቁߣ = ଵିߜ ଵ߱ଵ ቀగଶ , ቁ         ,      ߱ଶᇱߣ ቀగଶ , ቁߣ = ଶିߜ ଵ߱ଵᇱ ቀగଶ ,  ቁ                                              (3.7)ߣ
başlangıç koşullarını sağlayan (3.1) denkleminin tek bir çözümüdür.(Norkin 1972).  [7] 
 

Daha sonra da   özdeğerinin ve bunlara karşılık gelen ߱(ݐ,  öz fonksiyonlarının asimtotik 		(ߣ

davranışları inceledik. 

Lemma 3.1: ߣ > 0 olmak üzere ߱(ݐ,   denkleminin çözümü olsun. O halde (1.1) ,(ߣ

߱ଵ(ݐ, (ߣ = sin ߙ cos ܽݐܽݏ
− cos ݏߙ sin ݐܽݏ − (߬)ߤනܽݏ1 sin ݐ)ܽݏ − ߬)߱ଵ(߬ − ∆(߬), ௧(3.8)																				߬݀(ߣ

଴  

   

߱ଶ(ݐ, (ߣ = ߱ଵ ቀ2ߨ , ଵߜቁߣ cos ݏ ቀݐ − 2ቁߨ +߱ଵᇱ ቀ2ߨ , ଶߜݏቁߣ sin ݏ ቀݐ − −				2ቁߨ ݏ1 නߤ(߬) sin ݐ)ݏ − ߬)߱ଶ(߬ − ∆(߬), ௧	(3.9)																																																							(ߣ
గଶ  

           dir.                                                                                                                                                               

İspat:  (3.8) ve (3.9) da sırasıyla 		ߤ(߬)߱ଵ൫߬ − ∆(߬)൯݀߬   yerine −߱ଵᇳ(߬, (ߣ − ,߬)ଵ߱ߣ݌ ଶ൫߬߱(߬)ߤ  ve   (ߣ − ∆(߬)൯݀߬   yerine −߱ଶᇳ(߬, (ߣ − ,߬)ଶ߱ߣ  yazarak iki kez kısmi integrasyon   (ߣ

uygularsak 

 ߱ଵᇱ ,ݐ) (ߣ = ݏ− sin ߙ sin −ݐܽݏ ܽ cos ߙ cos ݐܽݏ −නߤ(߬) cos ݐ)ܽݏ − ߬)߱ଵ(߬ − ∆(߬), ௧																																߬݀(ߣ
଴  

ωଵ	(0, λ) = sin ܽߙ 																																߱ଵᇱ (0, (ߣ = −ܽ cos  																																																																			ߙ
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නߤ(߬) sin ݐ)ܽݏ − ߬)߱ଵ(߬ − ∆(߬), ௧߬݀(ߣ
଴ = න sin ݐ)ܽݏ − ߬)[−߱ଵᇳ(߬, (ߣ − ,߬)ଵ߱ߣ݌ ௧(3.10)																																													߬݀[(ߣ

଴ 	 
 

					= −නsin ݐ)ܽݏ − ߬)߱ଵᇳ(߬, ߬݀(ߣ − නsin ݐ)ܽݏ − ߬)௧
଴

௧
଴ ,߬)ଵ߱ߣ݌  ߬݀(ߣ

 

නsin ݐ)ܽ − ߬)௧
଴ ߱ଵᇳ(߬, ߬݀(ߣ = ܽ cos ߙ sin ݐܽݏ + න߱ଵᇱܽݏ (߬, (ߣ cos ݐ)ܽݏ − ߬)݀߬													(3.11)௧

଴  

		 
න߱ଵᇱ (߬, (ߣ cos ݐ)ܽݏ − ߬)݀߬௧
଴ = ߱ଵ(ݐ, (ߣ − cos ݐܽݏ sin ܽߙ − ,߬)න߱ଵܽݏ (ߣ sin ݐ)ܽݏ − ߬)݀߬																		(3.12)௧

଴ 	 
 

elde edilir. (3.11) ve (3.12) eşitlikleri (3.10) da yerine yazılmak suretiyle (3.8) elde edilir. 
Benzer  şekilde (3.9) da elde edilir. 

 

 

Teorem 3.1: (1.1)‐(1.5) problemi sadece basit özdeğerlere sahiptir. 

İspat:  ߣଵ,	problemin bir özdeğeri ve bu	özdeğere	karşı	gelen	özfonksiyon ise	
,ݐ)ݔ (ߣ = ቐݔଵ(ݐ, ݐ													,(ଵߣ ∈ ቂ0, గଶቁݔଶ(ݐ, ݐ												,(ଵߣ ∈ ቀగଶ ,   ቃߨ
 olsun. O halde (1.2) ve (3.6) dan 

 

,ଵ(0ݔ]ܹ  ,(ଵߣ ߱ଵ(0, =[(ଵߣ ቤݔଵ(0, (ଵߣ ୱ୧୬ఈ௔ݔଵᇱ(0, (ଵߣ −ܽ cos ቤߙ = 0   
 elde edilir. Böylece Wronskian sıfıra eşit olduğundan ݔଵ(ݐ, ,ݐ)ଵ) ve ߱ଵߣ ,ቂ0	ଵ),ߣ గଶቁ aralığında 
lineer bağımlıdır( Norkin 1972). [8]  
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Benzer şekilde  ݔଶ(ݐ, ,ݐ)ଵ) ve ߱ଶߣ ଵ)  nin de ቀగଶߣ ,  .ቃ   aralığında lineer bağımlı olduğu görülürߨ

Bu yüzden bazı ܭଵ ≠ 0  ve  ܭଶ ≠ 0  için  
,ݐ)௜ݔ  (ଵߣ = ,ݐ)௜߱௜ܭ ݅)    (ଵߣ = 1,2)                                                                              (3.13)         
elde edilir.   ܭଵ = ଵܭ  ଶ    olduğunu göstermeliyiz. Varsayalım kiܭ ≠ ݔ ଶ. (3.4)  ve (3.13)  eşitliklerindenܭ ቀ2ߨ − 0, ଵቁߣ − ݔଵߜ ቀ2ߨ + 0, ଵቁߣ = ଵݔ ቀ2ߨ , ଵቁߣ − ଶݔଵߜ ቀ2ߨ , ଵቁߣ 																																																									= ଵ߱ଵܭ ቀ2ߨ , ଵቁߣ − ଶ߱ଶܭଵߜ ቀ2ߨ ,  																																								ଵቁߣ
                           = ଵ߱ଶߜଵܭ ቀగଶ , ଵቁߣ − ଶ߱ଶܭଵߜ ቀగଶ , ଵቁߣ = ଵܭ)ଵߜ − ଶ)߱ଶܭ ቀగଶ , ଵቁߣ = 0  
bulunur. ߜଵ(ܭଵ − (ଶܭ ≠ 0  olduğundan     ߱ଶ ቀగଶ , ଵቁߣ = 0                                                                                                                 (3.14) 
elde edilir. Benzer işlemler ile (3.5) den 

 ߱ଶᇱ ቀగଶ , ଵቁߣ = 0                                                                                                                (3.15)      
elde edilir.  ߱ଶ(ݐ, ଵ), ቀగଶߣ ,  ቃ aralığında (3.1) denkleminin  (3.14) ve (3.15) başlangıç şartlarınıߨ

sağlayan bir çözümü olduğundan ߱ଶ(ݐ, (ଵߣ = 0  bulunur. Ayrıca, 
  ߱ଵ ቀగଶ , ଵቁߣ = ߱ଵᇱ ቀగଶ , ଵቁߣ = 0 
eşitliği  (3.2),(3.14) ve (3.15) kullanılarak elde edilir. 

Elde edilen sonuçlara göre de  ቂ0, గଶቁ 	aralığında  ߱ଵ(ݐ, (ߣ = 0 olarak bulunur. 
O halde ߱(ݐ, ,ଵ)  ቂ0ߣ గଶቁ ∪ ቀగଶ ,  .ቃ aralığındaözdeş olarak sıfırdır. Dolayısıyla çelişki oluşmuşturߨ

Böylece ispat tamamlanır.∎ ߱(ݐ,  denkleminin (3.2),(3.4) ve (3.5)  koşullarını sağlayan aşikar olmayan bir (3.1) ,(ߣ

çözümüdür.	߱(ݐ,    yı (3.3) sınır koşulunda yerine yazarsak elde edilen(ߣ
(ߣ)ܨ  = ߱ଶ(ߨ, (ߣ cos ߚ + ߱ଶᇱ ,ߨ) (ߣ sin ߚ = 0                                                        (3.16) 
denklemine karakteristik denklem adı verilir.  
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Teorem 3.1 e göre karakteristik denklemin kökleri ile gözönüne aldığımız sınır değer 

probleminin kökleri aynıdır. 

Lemma 3.2:  	
ଵߤ = න|߬݀|(߬)ߤ														݁ݒ										ߤଶ = න|ߤ(߬)|݀߬	௧

గଶ 																																																																														గଶ
଴  

olmak üzere, 

ߣ   (1) ≥ ସఓభమ௔మ    olsun. O halde  (3.3) denkleminin ߱ଵ(ݐ,  çözümü için aşağıdaki eşitsizlik  (ߣ

doğrudur :  

 

|߱ଵ(ݐ, |(ߣ ≤ ߙଶ݊݅ݏଵଶߤଵܽට4ߤ1 + ܽସܿݏ݋ଶߙ																	ݐ ∈ ቂ0,  (3.17)																																														2ቁߨ
 

ߣ (2)  ≥ ,ଶଶߤሼ4ݔܽ݉ ,ݐ)ଵଶሽ  olsun. O halde (3.4) denkleminin  ߱ଶߤ4                   çözümü için aşağıdaki (ߣ

eşitsizlik doğrudur : 

         |߱ଶ(ݐ, |(ߣ ≤ ଵܽߜଵߤ4 ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ݐ																	ߙଶݏ݋ܿ ∈ ቀ2ߨ ,  (3.18)																																													ቃߨ
         

İspat: İspatı [7] çalışmasına benzer şekilde yapabiliriz.  ܤଵఒ = ,ݐ)ଵݓ|	ቂ଴,ഏమቁݔܽ݉  olsun. (3.3)   |(ߣ
den her ߣ > 0  için  
ଵఒܤ ≤ ඨ݊݅ݏଶܽߙଶ + ଶݏߙଶݏ݋ܿ + ܽݏ1  																																																																																																							ଵߤଵఒܤ
eşitsizliğinin doğru olduğu görülür. 

 

Eğer ݏ ≥ ଶఓభ௔   ise o halde                               

ቀ1 − ቁBଵ஛ܽݏଵߤ ≤ ඨ݊݅ݏ૛ܽߙଶ + ଶݏߙଶݏ݋ܿ 																																																																																																										 
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Bଵ஛ ≤ 2ඩ݊݅ݏ૛ܽߙଶ + ଵଶܽଶߤ4ߙଶݏ݋ܿ ≤ 2ඨ4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߤ4ߙଵଶܽଶ 																																																																						 
 

Buradan da      |߱ଵ(ݐ, |(ߣ ≤ ߙଶ݊݅ݏଵଶߤଵܽට4ߤ1 + ܽସܿݏ݋ଶߙ																																																																																																 
 

elde edilir. 

(3.3) ü ݐ ye göre türetirsek  
߱ଵᇱ ,ݐ) (ߣ = ݏ− sin ߙ sin ݐܽݏ − ܽ cos ߙ cos ݐܽݏ − න (߬)ߤ cos ݐ)ܽݏ − ߬)߱ଵ(߬ − ∆(߬), ௧(ߣ

଴ ݀߬						 
                                                                                                                                                         (3.19) 

elde edilir. 

ݏ−|    sin ߙ sin ݐܽݏ − ܽ cos ߙ cos |ݐܽݏ ≤ ߙଶ݊݅ݏଶݏ√ + ܽଶܿݏ݋ଶߙ																																											   
 

olduğunu görmek kolaydır. Şimdi ߱ଵᇱ ,ݐ)      : nin integral kısmını sınırlandıralım (ߣ

ቤන (߬)ߤ cos ݐ)ܽݏ − ߬)߱ଵ(߬ − ∆(߬), ௧(ߣ
଴ ݀߬ቤ ≤ න|ߤ(߬)||cos ݐ)ܽݏ − ߬)||߱ଵ(߬ − ∆(߬), ௧߬݀|(ߣ

଴  

  																																															≤ 1ܽ ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ 
 olduğu görülür. 

(3.17) ve (3.19) dan ݏ ≥ ଶఓభ௔   için aşağıdaki eşitsizlik doğrudur :  |߱ଵᇱ ,ݐ) |(ߣ ≤ ඥݏଶ݊݅ݏଶߙ + ܽଶܿݏ݋ଶߙ + 1ܽ ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ																																																			 
Bundan dolayı ݏ ≥ ଶఓభ௔   ve  ݐ ∈ ቂ0, గଶቁ  için 
 |߱ଵᇱ ,ݐ) |(ߣ ≤ 1ܽ ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ + 1ܽ ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ																																														 
  	= 2ܽ ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ ≤ ଵߤݏ ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ	.																										 
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Buradan da                          	|߱ଵᇱ ,ݐ) ݏ|(ߣ ≤ ଵߤ1 ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ																																																																																					(3.20) 
 

elde edilir. 

 

 

ଶఒܤ  = ,ݐ)ቀഏమ,గቃ|߱ଶݔܽ݉ ݏ olsun. (3.9) ve (3.20) den	|(ߣ ≥ ,ଶߤሼ2ݔܽ݉  ଵሽ  içinߤ2
 |߱ଶ(ݐ, |(ߣ ≤ ଶఒܤ ≤ ଵܽߤଵߜ1 ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ + ଵߤଶߜ1 ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ																			 
  ݏ1+  ଶߤଶఒܤ
 ቀ1 − ݏଶߤ ቁ Bଶ஛ ≤ ଵܽߤଵߜ2 ට4ߤଵଶ݊݅ݏଶߙ + ܽସܿݏ݋ଶߙ																																																																																			 
  |߱ଶ(ݐ, |(ߣ ≤ ߙଶ݊݅ݏଵଶߤଵܽට4ߜଵߤ4 + ܽସܿݏ݋ଶߙ																																																																																								 
 

elde edilir. Böylece  ߣ ≥ ,ଶଶߤሼ4ݔܽ݉  ∎.ଵଶሽ için ispat tamamlanmıştırߤ4
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Teorem 3.2 : (1.1) − (1.5) problemi sonsuz sayıda pozitif özdeğerlere sahiptir. 

İspat:  

߱ଶ(ߨ, (ߣ = ߱ଵ ቀ2ߨ , ଵߜቁߣ cos ݏ 2ߨ +߱ଵᇱ ቀ2ߨ , ଶߜݏቁߣ sin ݏ −2ߨ ݏ1 න (߬)ߤ sin ݐ)ݏ − ߬)߱ଶ(߬ − ∆(߬), గ																																																																		߬݀(ߣ
గଶ  

 ve      

߱ଶᇱ ,ߨ) (ߣ = ଵ߱ݏ− ቀ2ߨ , ଵߜቁߣ sin ݏ 2ߨ +߱ଵᇱ ቀ2ߨ , ଶߜቁߣ cos ݏ −2ߨ නߤ(߬) cos ݐ)ݏ − ߬)߱ଶ(߬ − ∆(߬), గ																																																																					߬݀(ߣ
గଶ  

şeklindedir. Bu ifadeleri sınır koşullarından ikincisinde  

(ߣ)ܨ  = ߱ଶ(ߨ, (ߣ cos ߚ + ߱ଶᇱ ,ߨ) (ߣ sin ߚ = 0																																																																																							 
 

yerine yazarsak: 

 

(ߣ)ܨ = ൞߱ଵ ቀ2ߨ , ଵߜቁߣ cos ݏ 2ߨ +߱ଵᇱ ቀ2ߨ , ଶߜݏቁߣ sin ݏ 2ߨ
− ݏ1 න (߬)ߤ sin ݐ)ݏ − ߬)߱ଶ(߬ − ∆(߬), గ߬݀(ߣ

గଶ ቑ cos  																																																		ߚ
+൞−߱ݏଵ ቀ2ߨ , ଵߜቁߣ sin ݏ 2ߨ +߱ଵᇱ ቀ2ߨ , ଶߜቁߣ cos ݏ 2ߨ 																			

− න (߬)ߤ cos ݐ)ݏ − ߬)߱ଶ(߬ − ∆(߬), గ߬݀(ߣ
గଶ ቑ sin ߚ = 0											(3.21) 

elde edilir. 
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(3.21) düzenlenirse [1] çalışmasında olduğu gibi burada da olası dört durum vardır : ߣ nın yeterince büyük değerlerini göz önüne alalım. Eğer (3.21) i s ile böldüğümüzde         ߜଶ =  :ଵ eşitliğini kullanmak suretiyle (3.21) düzenlenirse burada olası dört durum vardırߜܽ

1) sin ߙ ≠ 0	, sin ߚ ≠ 0																													 − ݏ sin ߨݏ ቀ௔ାଵଶ ቁ + ܱ(1) = 0																				(3.22)   
 

2)	sin ߙ ≠ 0	, sin ߚ = 0																												 − ݏ cos ߨݏ ቀ௔ାଵଶ ቁ + ܱ(1) = 0									            (3.23) 
 

3)	sin ߙ = 0	, sin ߚ ≠ 0																												 − ݏ cos ߨݏ ቀ௔ାଵଶ ቁ + ܱ(1) = 0                     (3.24) 
 

4)	sin ߙ = 0	, sin ߚ = 0																													 − ݏ sin ߨݏ ቀ௔ାଵଶ ቁ + ܱ(1) = 0                     (3.25) 
 

Böylece problemin sonsuz sayıda çözüme sahip olduğu bulunmuş olur.∎ 

 

Şimdi (1.1) –(1.5) probleminin öz değer ve öz fonksiyonlarının  asimtotik formüllerini 

bulmaya çalışacağız. Bunun için  s’in yeterince büyük olduğunu varsayalım. 

 ߱ଵ(ݐ, ,ve Lemma 3.2 (1)  den  ቂ0 (ߣ గଶቁ  aralığında       ߱ଵ(ݐ, (ߣ = ܱ(1)																			(3.26)                      
 ߱ଶ(ݐ, ve Lemma 3.2 (2)  den  ቀగଶ (ߣ , ,ݐ)ቃ  aralığında       ߱ଶߨ (ߣ = ܱ(1)																		(3.27) 
 

elde edilir. 

|ߣ|  < ∞   ve   0 ≤ ݐ ≤ గଶ			 için  ߱ଵ௦ᇱ ,ݐ) ;	(ߣ |ߣ|	 < ∞   ve   
గଶ ≤ ݐ ≤ için  ߱ଶ௦ᇱ 			ߨ ,ݐ)  	(ߣ

türevlerinin varlığı ve sürekliliği Norkin (1972)  tarafından gösterilmiştir. 



18 
 

߱ଵ௦ᇱ ,ݐ) (ߣ = ݐ																																											(1)ܱ ∈ ቂ0,  (3.28)																					2ቁߨ
ve  ߱ଶ௦ᇱ ,ݐ) (ߣ = ݐ																																											(1)ܱ ∈ ቀ2ߨ ,  (3.29)																			ቃߨ
dir. 

Teorem 3.3  ݊ ∈ ܰ olsun. Yeterince büyük her n için 1)  durumunda her bir ቀ ଶ௡௔ାଵቁଶ nin 
civarında  (1.1) − (1.5) probleminin tam olarak bir öz değeri vardır.  

İspat: (3.22) denkleminde ܱ(1) ile gösterdiğimiz ifadeyi gözönüne alırsak; 

  sin ߙ cos ଵߜܽߚ cos ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰ − cos ߙ cos ଵߜݏߚ sin ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰	− cos ߙ sin ଵߜߚ cos ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰										 
−cos ݏଵߜܽߚ න (߬)ߤ cos ݏ ቀ2ߨ + 2ߨܽ − ܽ߬ቁ߱ଵ(߬ − ∆(߬), గଶ଴߬݀(ߣ 																																																																	 
−sinߜܽߚଵ න (߬)ߤ cos ݏ ቀ2ߨ + 2ߨܽ − ܽ߬ቁ߱ଵ(߬ − ∆(߬), గଶ଴߬݀(ߣ 																																																																	 
−න (߬)ߤ ൤cos ݏߚ sin ߨ)ݏ − ߬) + sinߚ cos ߨ)ݏ − ߬)൨߱ଶ(߬ − ∆(߬), గగଶ߬݀(ߣ 																																				 

şeklindedir. (3.26) − (3.29) formüllerine göre s’in büyük değerlerinde bu ifade sonlu türeve sahiptir. (3.22) denkleminin kökleri s’in büyük değerlerinde tam sayıların yakın civarında yer alır. 

Yeterince büyük n için (3.22) denkleminin 
ଶ௡௔ାଵ civarında sadece bir kökü vardır. (ݏ)ܭ = ݏ− sin ߨݏ ቀ௔ାଵଶ ቁ + ܱ(1)			     fonksiyonunu göz önüne alalım. O halde 

(ݏ)ᇱܭ = −sin ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰ − ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰ cos ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰ + ܱ(1)																																																					 
türevi  

ଶ௡௔ାଵ  komşuluğunda yeterince büyük n için mevcut olduğundan Rolle teoremi’ne göre 

kökler tamsayıların yakın civarında yer alır. 
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n’in yeterince büyük değerleri için problemimizin öz değerini ቀ ଶ௡௔ାଵቁଶ civarında ߣ௡ =    ௡ଶݏ
olarak gösterelim.   ݏ௡ = ଶ௡௔ାଵ + ௡ߜ ௡   olarak tanımlayalım. O halde (3.22) denߜ = ܱ൫1 ݊ൗ ൯ 
elde edilir. Sonuç olarak  

௡ݏ	 = 2݊ܽ + 1 + ܱ൫1 ݊ൗ ൯																																																																																																																			(3.30) 
bulunur. (3.30) formülü problemimizin özdeğerinin asimptotik ifadesidir. Bu formül 

problemin öz fonksiyonunun asimptotik ifadesini bulmamıza yardım eder.  (3.8), (3.19) ve (3.26) dan 
	߱ଵ(ݐ, (ߣ = sin ߙ cos ܽݐܽݏ + ܱ൫1 ൗݏ ൯																																																																																														(3.31) 																																																												 ߱ଵᇱ ,ݐ) (ߣ = ݏ− sin ߙ sin ݐܽݏ + ܱ(1)																																																																																												(3.32) 
bulunur. (3.9), (3.27), (3.31), (3.32)   ve  ߜଶ =   ଵ  eşitliğindenߜܽ
 

߱ଶ(ݐ, (ߣ = sin ଵܽߜߙ cos ݏ ቀ2ߨ (ܽ − 1) + ቁݐ + ܱ൫1 ൗݏ ൯																																																																			(3.33) 
şeklinde belirlenir. (3.30) u (3.31) ve (3.33) de yerine yazarsak 
 

ଵܷ௡(ݐ) = ߱ଵ(ݐ, (௡ߣ = sin ܽߙ cos ܽ ൬ 2݊ܽ + 1൰ ݐ + ܱ൫1 ݊ൗ ൯																																																																				 
 

ܷଶ௡(ݐ) = ߱ଶ(ݐ, (௡ߣ = sin ଵܽߜߙ cos ቆߨ(ܽ − 1)݊ + ܽݐ2݊ + 1 ቇ + ܱ൫1 ݊ൗ ൯																																																		 
elde ederiz. 
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Bundan dolayı ܷ௡(ݐ) öz fonksiyonları aşağıdaki asimptotik ifadeye sahiptir: 

 

ܷ௡(ݐ) = ቐୱ୧୬ఈ௔ cos ܽ ቀ ଶ௡௔ାଵቁ ݐ + ܱ൫1 ݊ൗ ൯ ݐ																																					 ∈ ቂ0, గଶቁ ,	ୱ୧୬ఈఋభ௔ cos ቀగ(௔ିଵ)௡ାଶ௡௧௔ାଵ ቁ + ܱ൫1 ݊ൗ ൯ ݐ																						 ∈ ቀగଶ , ቃߨ .   
 

Özdeğer ve özfonksiyonlar için bulunan bu formüller uygun olarak klasik Sturm‐Liouville 

probleminin asimptotikleriyle çakışıktırlar. Ek şartlar dahilinde daha kesin asimptotik 

formüller elde edilebilir ki bu formüller gecikmeye bağlı olacaklardır. 

  i)  ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ ,  türevleri sınırlı, var ve de sırasıyla  (ݐ)ve   ∆ᇳ  (ݐ)ᇱߤ  ቃ     aralığındaߨ
 

ᇱߤ   ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴  ,   (ݐ)ᇱߤ
  ∆ᇳ ቀగଶ ± 0ቁ = lim௧→ഏమ±଴ ∆ᇳ(ݐ) 
sonlu limitlerine sahip , 

 ii) ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ , (ݐ)ቃ   de  ∆ᇱߨ ≤ 1  , ∆(0) = 0   ve   lim௧→ഏమା଴ (ݐ)∆ = 0 
koşullarını gözönüne alalım. 

Bu durumda   ቂ0, గଶቁ ∪ ቀగଶ ,    ቃ    aralığındaߨ
߱ଵ(߬ − ∆(߬), (ߣ = sin ߙ cos ߬)ܽݏ − ∆(߬))ܽ + ܱ൫1 ൗݏ ൯																																																																									 
 

߱ଶ(߬ − ∆(߬), (ߣ = sin ߙ cos ݏ ൬2ߨ (ܽ − 1) + ߬ − ∆(߬)൰ܽߜଵ + ܱ൫1 ൗݏ ൯																																																	 
elde edilir. 
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Bu değerleri (3.21) de yerine yazarsak; 
 sin ߙ cos ଵߜܽߚ cos ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰ − cos ߙ cos ଵߜݏߚ sin ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰ − ݏ sin ߙ sin ଵߜܽߚ sin ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰												 
 

−cos ߙ sin ଵߜߚ cos ߨݏ ൬ܽ + 12 ൰																																																																																																																					 
           

−cos ଵߜܽݏߚ න (߬)ߤ sin ݏ ቆ(ܽ + 2ߨ(1 − ܽ߬ቇ ቆsin ߙ cos ൫߬ܽݏ − ∆(߬)൯ܽ ቇ݀߬గଶ଴ 																																										 
 

			− sin ଵߜܽߚ න (߬)ߤ cos ݏ ቆ(ܽ + 2ߨ(1 − ܽ߬ቇ ቆsin ߙ cos ൫߬ܽݏ − ∆(߬)൯ܽ ቇ݀߬																																										గଶ଴  

 

−sinߙ cos ଵߜܽݏߚ න (߬)ߤ sin ߨ)ݏ − ߬) cos ݏ ቀ2ߨ (ܽ − 1) + ߬ − ∆(߬)ቁ ݀߬																																							గగଶ  

−sinߙ sin ଵߜܽߚ න (߬)ߤ cos ߨ)ݏ − ߬) cos ݏ ቆ2ߨ (ܽ − 1) + ߬ − ∆(߬)ቇ ݀߬			 + 			ܱ൫1 ൗݏ ൯											గగଶ 	 
elde edilir. 

   

 

׬ (߬)ߤ cos ൫2߬݌ඥݏ − ∆(߬)൯ ݀߬ = ܱ(1 ⁄ݏ )௧଴׬ (߬)ߤ sin ൫2߬݌ඥݏ − ∆(߬)൯ ݀߬ = ܱ(1 ⁄ݏ )௧଴׬ (߬)ߤ cos ൫2߬݌ඥݏ − ∆(߬)൯ ݀߬ = ܱ(1 ⁄ݏ )௧ഏమ׬ (߬)ߤ sin ൫2߬݌ඥݏ − ∆(߬)൯ ݀߬ = ܱ(1 ⁄ݏ )௧ഏమ ۙۘۖۖ
ۖۗۖ
                                                    (3.34) 

 

olduğundan ve    0 ≤ ݐ ≤ గଶ    ,  0< ݏ < ∞     için     ܣ൫ݐ, ,ݏ ∆(߬)൯				,				ܤ൫ݐ, ,ݏ ∆(߬)൯                                    గଶ ≤ ݐ ≤ >0			,			ߨ ݏ < ∞  için  ܥ൫ݐ, ,ݏ ∆(߬)൯				,				ܦ൫ݐ, ,ݏ ∆(߬)൯  sınırlı   fonksiyonlar  olarak    
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,ݐ൫ܣ ,ݏ ∆(τ)൯ = ଵଶ ׬ (߬)ߤ cos ,ݐ൫ܤ௧଴߬݀(߬)∆ܽݏ ,ݏ ∆(τ)൯ = ଵଶ ׬ (߬)ߤ sin ,ݐ൫ܥ௧଴߬݀(߬)∆ܽݏ ,ݏ ∆(τ)൯ = ଵଶ ׬ (߬)ߤ cos ௧ഏమݏ ,ݐ൫ܦ߬݀(߬)∆ ,ݏ ∆(τ)൯ = ଵଶ ׬ (߬)ߤ sin ௧ഏమ߬݀(߬)∆ݏ ۙۘۖۖ
ۖۗۖ 																																																																																(3.35)                               

şeklinde tanımlanmak suretiyle  

 

௡ݏ = 2݊ܽ + 1 + ߨ1݊ ቌܽ cot ߙ − cot ߚ + ܣ ቀݐ, 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቁܽ + ܥ ቆݐ, 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇቍ + ܱ ቀ1 ݊ଶൗ ቁ 
  																																																																																																																																																										(3.36) 
olarak öz değerlerin karekökü için bir asimptotik ifade elde edilmiş olur. Böylece aşağıdaki 

teorem ispatlanmıştır. 

Teorem 3.4: i) ve ii) şartları sağlanıyorsa, problemimizin ߣ௡ = → pozitif öz değerleri  n	௡ଶݏ ∞ 

için  (3.27)  asimptotik gösterimiyle ifade edilir. 

       

߱ଵ(߬ − ∆(߬), (ߣ = sin ߙ cos ൫߬ܽݏ − ∆(߬)൯ܽ + ܱ൫1 ൗݏ ൯																																																																										 
eşitliği (3.8) de yerine yazılırsa 

 

߱ଵ(ݐ, (ߣ = sin ߙ cos ܽݐܽݏ − cos ݏߙ sin 	ݐܽݏ
− sin ଶܽݏߙ නߤ(߬) sin ݐ)ܽݏ − ߬) cos ൫߬ܽݏ − ∆(߬)൯݀߬ + ܱ ቀ1 ଶൗݏ ቁ௧

଴ 														(3.37) 
bulunur. 
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sin ݐ)ܽݏ − ߬) cos ൫߬ܽݏ − ∆(߬)൯ = 12 ൣsin ݐ)ܽݏ −∆(߬)) + sin ݐ)ܽݏ − ൫2߬ − ∆(߬)൯൧																			 
																																																										= 12 [sin ݐܽݏ cos (߬)∆ܽݏ − cos ݐܽݏ sin (߬)∆ܽݏ + 

                                                    sin ݐܽݏ cos ൫2߬ܽݏ − ∆(߬)൯ − cos ݐܽݏ sin ൫2߬ܽݏ − ∆(߬)൯] 
 

eşitliği ile (3.35) ve (3.36) eşitliği (3.37) de yerine yazılırsa 

 

ଵܷ௡(ݐ) = ߱ଵ(ݐ, (௡ߣ
= sin ܽߙ ۔ۖەۖ

cosۓ ൬2݊ܽܽݐ + 1൰൭1 + ܽ + 12݊ܽ ܣ ቆݐ, 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇ൱
−	 sin ቀ2݊ܽܽݐ + 1ቁ2݊ܽߨ + 1 ێێۏ

ۍێ
ۈۉ
ܽۇ cot ߙ − cot ߚ + ,ݐቆܣ 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇܽ ۋی

ݐܽۊ
+ ۈۉ
ܽۇ cot ߙ + ܤ ቆݐ, 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇܽ ۋی

ۑۑےߨۊ
ېۑ
ۙۘۖ
ۖۗ + ܱ ቀ1 ݊ଶൗ ቁ																																	(3.38) 

 

elde edilir. Benzer şekilde (3.19) , (3.34) ve (3.35) den 

߱ଵᇱ ቀ2ߨ , ݏቁߣ = − sinߙ sin ܽݏ 2ߨ ൮1 + ܣ ൬2ߨ , ,ݏ ∆(߬)൰ܽݏ ൲
− cos ܽݏ ݏ2ߨ ቆܽ cos ߙ + sin ܽߙ ܤ ቆ2ߨ , ,ݏ ∆(߬)ቇቇ + ܱ ቀ1 ଶൗݏ ቁ																									(3.39) 

 

bulunur. (3.36),(3.38) ve (3.39) eşitlikleri (3.9) te yerine yazılırsa 
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																										ܷଶ௡(ݐ) = ߱ଶ(ݐ, (௡ߣ
= cosቌ2݊ ቀݐ − 2ቁܽߨ + 1 ቍ − sinቌ2݊ ቀݐ − 2ቁܽߨ + 1 ቍቆ ߨ1݊ ቀܽ cot ߙ − cot ߚ + ܣܽ + ቁܥ ቀݐ − ଵߜ2ቁቇߨ ۔ۖەۖ

sinۓ ܽߙ ێێۏ
cosۍێ ቀ ܽߨܽ݊ + 1ቁ൭1

+ ܽ + 12݊ܽ 2ߨቆܣ , 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇ൱ − sin ቀ ܽߨܽ݊ + 1ቁ2݊ܽߨ + 1 ۈۈۉ
ۇ
ۈۉ
ܽۇ cot ߙ − cot ߚ + 2ߨቆܣ , 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇܽ ۋی

ݐܽۊ
+ ۈۉ
ܽۇ cot ߙ + ܤ ቆ2ߨ , 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇܽ ۋی

ۋۋیߨۊ
ۊ
ۑۑے
ېۑ
ۙۘۖ
ۖۗ

+ sinቌ2݊ ቀݐ − 2ቁܽߨ + 1 ቍ + cosቌ2݊ ቀݐ − 2ቁܽߨ + 1 ቍቆ ߨ1݊ ቀܽ cot ߙ − cot ߚ + ܣܽ + ቁܥ ቀݐ − ଵߜ2ቁቇܽߨ ۔ۖەۖ
−ۓ sin ߙ ۈۉ

1ۇ
+ 2ߨቆܣ , 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇ2݊ܽܽ + 1 ൲ቆsin ቀ ܽߨܽ݊ + 1ቁ + cos ቀ ܽߨܽ݊ + 1ቁቆ ߨ1݊ ൬ܽ cot ߙ − cot ߚ + ܣܽ + ൰ቇܥ ܽ 2ቇߨ
− cos ቀ ܽߨܽ݊ + 1ቁ − sin ቀ ܽߨܽ݊ + 1ቁ ቀ ߨ1݊ ቀܽ cot ߙ − cot ߚ + ܣܽ + ቁܥ ܽ 2ቁ2݊ܽߨ + 1 ቆܽ cos ߙ
+ sin ܽߙ ܤ ቆ2ߨ , 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇቇۙۘۖ

ۖۗ
− sin ଵܽߜ2݊ܽߙ + 1 ൞൦sin൮2݊ ൬ݐ + 2ߨ (ܽ − 1)൰ܽ + 1 ൲
+ cos൮2݊ ൬ݐ + 2ߨ (ܽ − 1)൰ܽ + 1 ൲൭ ߨ1݊ ൬ܽ cot ߙ − cot ߚ + ܣܽ + ൰ܥ ቆݐ + 2ߨ (ܽ − 1)ቇ൱൪ ܥ ቆݐ, 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇ
+ ൦− cos൮2݊ ൬ݐ + 2ߨ (ܽ − 1)൰ܽ + 1 ൲
+ sin൮2݊ ൬ݐ + 2ߨ (ܽ − 1)൰ܽ + 1 ൲൭ ߨ1݊ ൬ܽ cot ߙ − cot ߚ + ܣܽ + ݐ൰ቆܥ + 2ߨ (ܽ − 1)ቇ൱൪ܦ ቆݐ, 2݊ܽ + 1 , ∆(߬)ቇൢ+ ܱ ቀ1 ݊ଶൗ ቁ																																																																																																																																																					(3.40) 
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elde edilir ve böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 3.5 : i) ve ii) koşulları sağlandığında (3.1)‐(3.5) probleminin ܷ௡(ݐ) özfonksiyonlarının ݊ → ∞ için asimptotik ifadesi 

 

ܷ௡(ݐ) = ቐ ଵܷ௡(ݐ),													ݐ ∈ ቂ0, గଶቁܷଶ௡(ݐ)														ݐ ∈ ቀగଶ ,   ቃߨ
 

şeklindedir. Burada  ଵܷ௡(ݐ) ,  (3.38) ve ܷଶ௡(ݐ) , (3.40)  formülleriyle tanımlıdır. 
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                                                                                                                                                 BÖLÜM 4 

 

 

                                                                                                                          SONUÇ VE ÖNERİLER 

(ݐ)ᇳݕ  + (ݐ)ݕߣ(ݐ)݌ + ݐ൫ݕ(ݐ)ߤ − ൯(ݐ)∆ = 0                                                     
denklemi ile 

(0)ݕ  cos ߙ + ௬ᇲ(଴)௣ sin ߙ = (ߨ)ݕ                                                                                0 cos ߚ + (ߨ)ᇱݕ sin ߚ = 0                                                                             
sınır koşulları ve 

ݕ  ቀగଶ − 0ቁ − ݕଵߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                                                                              
ᇱݕ ቀగଶ − 0ቁ − ᇱݕଶߜ ቀగଶ + 0ቁ = 0                 																																																												 
 

geçiş koşulları ile oluşturulan Sturm‐Liouville tipli geç kalan argümanlı sınır değer problemi 

göz önüne alınmış , bu problemin spektral analizi incelenmiş yani özdeğer ve öz 

fonksiyonlarının asimptotik formülleri bulunmuştur.  

Bu çalışmadan yararlanılarak problemin düzenli izi hesaplanacak şekilde yeni bir çalışma göz 

önüne alınabilir. 
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