T.C.
KIRIKKALE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZIi

GENELLESTIRILMIS SZASZ-MIRAKJAN OPERATORLERI

Cansu COR

Ekim 2017



Matematik Anabilim Dalinda Cansu COR tarafindan hazirlanan
GENELLESTIRILMIS SZASZ-MIRAKYAN OPERATORLERI adl Yiiksek Lisans

Tezinin Anabilim Dali standartlarina uygun oldugunu onaylarim.

Prof. Dr. Kerim KOCA
Anabilim Dal1 Baskani

Bu tezi okudugumu ve tezin Yiiksek Lisans Tezi olarak biitiin gereklilikleri yerine

getirdigini onaylarim.

Yrd. Do¢. Dr. Basar YILMAZ

Danigsman
Jiiri Uyeleri
Baskan : Prof. Dr. Giilen BASCANBAZ TUNCA
Uye : Prof. Dr. Ali ARAL
Uye (Danisman) : Yrd. Dog. Dr. Basar YILMAZ
20/10/2017

Bu tez ile Kirikkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek

Lisans derecesini onaylamistir.

Prof. Dr. Mustafa YIGITOGLU

Fen Bilimleri Enstitiisit Muduri



OZET

GENELLESTIRILMIS SZASZ-MIRAKJAN OPERATORLERI
COR, Cansu
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Basar YILMAZ
Ekim 2017, 64 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.

Ikinci béliimde bu tez ¢alismasinda kullanilan bazi temel kavramlara yer verilmistir.
Uciincii boliimde Klasik Szisz operatorii tanimlanarak sahip oldugu bazi 6zellikler
verilmistir.

Doériincii boliimde ise Szasz-Mirakjan operatoriiniin daha iyi sonug¢ veren bir
genellestirilmesi tanimlanmistir. Tanimlanan bu operatoriin bazi sekil koruma

ozelliklerini ve agirlikli uzaylarda yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Yakinsaklik, Korovkin teoremi, Voronovskaya teoremi,

Genellestirilmis Szasz-Mirakjan operatorii



ABSTRACT

ON THE GENERALIZED SZASZ-MIRAKYAN OPERATORS

COR, Cansu
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor:Asst. Prof. Dr. Basar YILMAZ
October 2017, 64 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is reserved for introduction. In
the second chapter, some fundamental definitions are explained which used in this
thesis. In the third part clasic Szasz operator has defined and then some of its
properties are explained. In the fourth chapter, Szasz-Mirakjan operators
generalization which gives better results are defined. Finally, it is shown that these
operators have some shape preserving properties and convergence properties on

weighted spaces.

Key Words: Approximation, Korovkin theorem, Voronovskaya theorem,

Generalized Szasz-Mirakjan Operators
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SIMGELER DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

[a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1

[0,00) tanimli siirekli fonksiyon uzay1

L lineer operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

Reel degerli agirlik fonksiyonu

B, (R*) uzayindaki siirekli fonksiyon kiimesi

{f € C, (RH): |9lci|r—r>loo% =k < oo} alt uzay1

Bernstein operatorii
Szasz-Mirakjan operatorii

Genellestirilmis Szasz-Mirakjan operatorii



1. GIRIS

Fonksiyonlar teorisinin en 6nemli alanlarindan biri de yaklasimlar teorisidir.
Yaklagim teorisinin amaci ise secilen herhangi bir fonksiyonun daha kullanigli ve

daha basit diger bir fonksiyon cinsinden bir gésterimini elde etmektir.

1885 yilinda Alman matematikgi Weierstarss " [a, b] kapali araliginda tanimlanan
her stirekli fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinomlarin dizisi karsilik gelir"
seklinde bir teorem ortaya siirmiistiir. Bunun iizerine 1912 yilinda Rus matematikgi

Bernstein [0,1] arahginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan polinomlari

n

B.(r 0= Y £ (D) (1) xea -

k=0

seklinde tanimlamistir. 1952 yilinda Bohmann toplam seklindeki lineer pozitif
operatorler dizisinin [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklagimini
incelemistir. 1953 yilinda ise Korovkin, Bohmann’in teoremini genellestirerek
‘Korovkin Teoremi’ olarak bilinen teoremi ispatlamistir. Bu teorem yaklagim
teorisine yeni bir boyut kazandirmistir [1]. Bernstein polinomlar dizisi lineer pozitif
operatorler dizisi olarak dikkate alinarak bir ¢gok genellemesi tanimlanip yaklagim

ozellikleri incelenmistir.

1950 yilinda Szasz Bernstein polinomunu sinirsiz araliklara tagimistir. f

fonksiyonunun [0,00) araliginda siirekli ve [0,00) araliginda sinirli olmasi durumunda

S (f,x) = e—nx§f<5> (nlf!)k

n
k=0

seklinde tanimlanan operatorler dizisini olusturmus ve Szasz operatorleri olarak
adlandirmistir. Bu operator ve onun c¢esitli genellestirmeleri asagidaki makalelerde

yogun olarak incelenmistir [4],[9],[10],[11],[12],[14].



Daha sonra sonlu aralikta Bernstein polinomlar dizisinin bilinen yakinsaklik
ozelliklerini [0,00) araliginda yukarida tanimlanan ve literatiirde Szasz-Mirakjan

operatorii olarak bilinen operatorler i¢in elde edilmistir.

Bu tez ¢alismasinda, Szasz-Mirakjan operatorlerini genellestirilmesini inceleyecegiz.
Bunun i¢in p fonksiyonuna bagli Szasz-Mirakjan operator dizisini olusturacagiz. p
fonksiyonu hem Sz4sz-Mirakjan hem de agirlikli uzaylarda {1, p, p?} test
fonksiyonu i¢in Korovkin Teoremini karakterize edecektir. Boylece daha kapsamli

bir sonug elde edilmistir.

R™* iizerinde siirekli fonksiyon uzaylarinin bir alt uzayinda p fonksiyonunu
kullanarak olusturulan operatorlerin agirlikli uzaylarda 6zdeslik operatoriine
yakinsamasini veren teoremler verilecektir. p fonksiyonunu kullanarak olusturulan
agirlikli siireklilik modiilii yardimryla agirlikli yaklasim derecesini elde etmek icin
quantitative tipli teoremler verilecektir. Ayrica operetoriin sekil koruma 6zelligi
verilmistir. Bunun sonucu olarak f, p -konveks olmak sartiyla operator dizisinin

fonksiyondan biiyiik oldugu gdosterilecektir.



1.1. Kaynak Ozeti

Temel kavramlar i¢in Hacisalihoglu. H. ve Haciyev, A. (1995) in ‘Lineer Pozitif
Operatorlerin Yakinsakligi’ adli kitabindan yararlanilmistir. Szasz operatorleri ve
yaklasim 6zellikleri i¢in Szasz (1950) ‘Generalized of S.Berstein’s Polynomials to
the infinite interval. Journ. of Resarch of the Nat. Bureau of Stand.” adli
makalesinden faydalanilmistir. Aral, Indoan ve Rasa tarfindan yayimlanan ‘On the
generalized Szasz- Mirakyan operators’ isimli makale tez ¢alismasinda temel

alimustir.

1.2. Cahismanin Amaci

Bu tez ¢aligmasi ile p fonksiyonunun karakterize ettigi modifiye Szasz-Mirakjan
operatorii ele alinmistir. Bununla beraber Korovkin teoreminin test fonksiyonlarini,
bazi sartlar1 saglayan p fonksiyonuna bagli kurarak Szasz- Mirakjan operatoriiniin

yaklagim 6zellikleri incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde dncelikle lineer pozitif operatorler tanimlanacak ve sahip oldugu temel
Ozellikler incelenecektir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi tanimlar

verilecek, bazi teoremler de ifade ve ispat edilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler Dizisi

Tamim 2.1. X veY fonksiyon uzay1 olmak iizere X kiimesinden Y kiimesine olan
bir L doniigiimiine operator denir. Bu durumda X uzayinda tanimli her f
fonksiyonuna Y uzayinda bir Lf fonksiyonu karsilik gelir. Bu Lf fonksiyonun x

noktasinda aldigi deger L(f; x) ile gosterilir.

Tanmm 2.2. X ve Y vektor uzay1 olmak iizere L: X — Y seklinde L operatoriinii goz

ontine alalim. Eger her a,8 € R ve her fi,f, € X igin

L(afi + Bf2) = aL(fi) + BL(f2)

kosulu saglaniyor ise L operatdriine Lineer operator denir.

Tamim 2.3. Eger bir L operatorii pozitif degerli bir fonksiyonu yine pozitif degerli bir

fonksiyona doniistiiriiyorsa yani;

f bir fonksiyon ve L bir operator olmak tizere

f=0iken L(f)=0

oluyorsa L operatoriine pozitif operator denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarin1 saglayan operatdrler lineer pozitif operator

denir.



2.1.1. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Lemma 2.1. Lineer pozitif operatérler monoton artandir. Yani

f =g iken L(f) = L(9)

esitligi saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki f < g olsun. Bu durumda 0 < g—f olacagindan ve L

operatoriiniin pozitifliginden,

0<L(g-1)

yazilabilir. Diger yandan L operatorii lineer oldugundan

L(g=f)=L(g) = L(f)

dir. O halde L(f) < L(g) esitligi saglanir.

Lemma 2.2. Lineer pozitif operator ise |L(f)| < L(|f]) esitsizligi saglanir.

Ispat: Her f fonksiyonu i¢in

—Ifl<f<Ifl

dir. L lineer pozitif operatér oldugundan monoton artandir. O halde L ’nin

lineerliginden

=L(fD = L(H < LASD

yazilabilir. Buradan da

ILOI < LASD



elde edilir.

Tamm 2.4. X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere L: X — Y seklindeki L operatorii

ve her n € N igin (L,,) operator dizisi verilsin.
L,(t—=x)™x), {m=0,12..}

ile tanimlanan ifadelere L,, operator dizisinin m — yinci merkezi momenti denir.

Tanmm 2.5. Bir (f,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C[a, b] normunda

diizgiin yakinsak olmasi her x € [a, b] igin
1im [1£,(0) = (g1 = 0

olmasidir. Yani

lim max |f,(x) — f(x)| =0

n—o asxs<b

esitliginin saglanmas1 demektir.

(fp) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakisamasi f,(x) 3 f(x)

seklinde gosterilir.
2.1.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Onemi
Yaklasim teorisi, secilen herhangi bir fonksiyonun daha kullanigl ve daha iyi

ozelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmesini

amaglamaktadir. 1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstarss [a, b] kapali



araliginda tanimlanan her siirekli fonksiyona diizgilin yakinsayan bir polinomlarin var

oldugunu gostermistir.

Teorem 2.1. ( Weierstrass Yaklasim Teoremi)

f fonksiyonu [a, b] aralig1 tizerinde stirekli olan fonksiyonlarin uzayinda olmak
tizere her € > 0 igin |f(x) — B,(x)| < € olacak sekilde n. dereceden bir B,(x)
polinom dizisi vardir. Bagka bir ifadeyle [a, b] kapali araliginda siirekli olan her f

fonksiyona diizgiin yakinsayan bir (B, (x)) polinomlar dizisi vardir.

Bu teoremin bir ¢ok ispati bulunmaktadir. Bu ispatlarin i¢inde en basit ve anlasilir

olani, Bernstein’ in 1912 yilinda verdigi, insaya dayali ispattir.

1952 yilinda Bohmann, toplam seklindeki seklinde ki lineer pozitif operatorler
dizisinin [0,1]  arahiginda siirekli f fonksiyonuna yaklasmasi problemini
incelemistir.

Teorem 2.2. (Korovkin teoremi)

f € Cla,b] ve tim reel eksende sirli olsun. Eger L, (f;x) lineer pozitif

operatorler dizisi [a, b] tizerinde

L,(;x)31 (2.1
Lo(t;x) 3 x (2.2)
L,(t%x) 3 x? (2.3)

kosullarini sagliyorsa L, (f; x) dizisi [a, b] araliginda f(x)’e diizgiin yakinsaktir.



Yani:
Lo(f;x) 3 f(x)
dir.

Ispat: Kabul edelim ki f € C[a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan dolay1

her pozitif € sayisina karsilik dyle bir § bulabiliriz ki:

|t — x|<6

oldugundan;

If@ - f)] <e

kalir. [t — x| > 6 oldugunda ise (2.4) den ve tiggen esitsizliginden dolay,

lf @ = f < [fOI +f ()] < 2M (2.4)

yazabiliriz. Diger taraftan eger;

. t—x|
|t — x| = & ise

olacagindan
(t —x)°
52

>1 (2.5)

saglanir. (2.4) ve (2.5) den;

A2
If () — fO) < 2M; < 2M; (¢ 62x)

yazabiliriz. O halde

|t —x| < &icin|f(t) —f(x)|<e



. (t — x)?
[t —x|>6icin|f(t) — f(x)| < ZMfT
elde ederiz. Dolayisiyla her teR ve her xe[a, b] igin

(t —x)?
62

If (&) — f)] <e+2M, (2.6)

dir. Eger (2.1), (2.2), (2.3) kosullarim saglayan (L,,) operator dizisinin,
Tim 1L (F) = fllciap) = 0

esitliginin sagladigmi gsterirsek ispat tamamlanir. Simdi bunu gdsterelim,

Lineerlikten:

ILn(f (8); %) = f O] = [Lp(f (£); %) = f (o) + L (f (x); ) — Ly (f (x); )|
= [Lpy(f (8); %) = Ly (f (x); %) + L (f (x); %) — f ()]
= [Lp((F(8) = f(x); ) + F ) (Ln(1;%) — 1)

dir. Burada iiggen esitsizliginin kullanilmasiyla

I (f (); ) = FCO| < [Ln((F(®) = f0); 0] + [f (N[ Ln (15 ) — 1]

yazilabilir. Diger taraftan lineer pozitif operatérler monotan artan ve

(fF@®) — f() < If (®) — f(0)
oldugundan:

L ((F(O) = f()); )] < L (If (@) = FCOL; 2



olur. Operatdr pozitif ve

If(&) = f) =0

oldugundan
ILo(1f (&) — FOOL )| = Lu(If(©) — f0)]; %)
dir. Boylece
ILn(f (£); ) = FCO| < Lu(1f (©) = FCO ) + 1f (L (15 0) — 1]
oldugunu gdstermis olduk. (2.4) den

Lo (f (8); ) = fFO) < L (I (8) = F QI %) + Mp|L (1) — 1] (2.7)

bulunur. Diger taraftan,
2 Mg .
Ln(£+—(t x)?; )=Ln(s;x)+Ln(7(t—x);x)

ZM
> e iy 2(t% = 2tx + x%;x)

=¢el,(1;x) + —- 5

=el,(1;x) + — s [L (t%x) — x% —x? + 2x% — 2xL,(t; x) + x%L,,(1; x)]

2Mg
> [ 2% x) — x? + 2x?% — 2xL,(t; x) + x%L,,(1; x) — x?]

=¢el,(1;x) + —- 5

ZM
=¢elL,(1;x) + — [(L (t%x) — x?) + 2x(x — L,,(t; x)) + x?(L,(1; x) — 1]

yazabiliriz. Son buldugumuz ifadenin (2.7) de kullanilmasiyla:

10



Ln(F(©50) = FEN| < eLn(13) + g [(Ln(t%) = x2) + 22(x — Ly (6:))
+2? (L (1) — D] + My |Ln (1) — 1] (2.8)
elde edilir. Daha sonra (2.1), (2.2), (2.3) kosullarinin (2.8) da kullanilmasiyla da

1Ly (f(8);x) = f(x)| <&

bulunur. O halde,

lim maXIL (f)x)—f(x)] =0

n—o0 asxs

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

2.2. Sureklilik Modiilii

Tanmm 2.6. f € C[a, b] olsun. Her § > 0 i¢in

w(f;6) = sup If(t) fl

x,t€[a,b
|t— x|<6

ile tanimlanan w(f; &) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

2.3. Agirhikh Uzaylar
Sz4sz operatorleri ile yaklasim problemleri, agirlikli uzaylarda da incelenmektedir.

Agirlikli uzaylarda diizgiin yakinsama i¢in Korovkin Tipli teoremler Gadjiev

tarafindan verilmistir [2], [3].

11



Tamim 2.7. p(x) reel eksende siirekli, monoton artan ve

p(0) =0, ier]}{+ p'(x) =1 kosullar altinda lim p(x) = co sartin1 saglayan bir
X X—00

fonksiyon olmak tizere

p(x) =1+ p*(x) (2.9)
seklinde ¢ (x) agirlik fonksiyonu tanimlansin.

Her x € R icin
lfCIl < Mpp(x),  M;>0

esitsizligini saglayan R* {izerinde taniml reel degerli f fonksiyonlarinin kiimesi
B, (R™) ile gosterilsin. Bu uzaydaki siirekli fonksiyonlarin kiimesi C,(R*) ile

gosterilsin. Yani;
B,(R) ={f:R* > R||[f(0)]| < Mrp(x), x>0}

ve

C,(RY) ={f € B,(R")| f siirekli}
seklinde ifade edilmektedir. Bu uzaylar iizerinde ki norm

B |f ()]
Iflly = s prony (2.10)

seklinde tammlamir. Bu norm ile B,(R*) ve C,(R") uzaylari, lineer normlu

uzaylardir. C,(R*) uzaymda

f(x)

|x}£>n°° o (x)

12



kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesi C(pk(]R*) ile gosterilir. C,(R*) ve

C(pk(]R{Jr), B,(R*) nin alt uzayidir. Ozel olarak, f € C,(R*) olmak iizere %

ifadesi diizgiin siirekli olan fonksiyonlarin kiimesini de U, (R*) ile gosterelim. O

halde
Cp“(R) € Uy(RY) € C,(RY) © B, (RY)
ifadesi agikca goriiliir.

C,(R™) den B, (R*) ye doniisiim yapan lineer pozitif operatérlerin 6zellikleri ve

Korovkin tipli Teoremleri [5] ve [6] da incelenmistir.

2.4. Boliinmiis Farklar

Tanmm 2.8. Kabul edelim ki, f sonlu bir [a, b] kapali araliginda tanimlanmis bir
fonksiyon x, < x; < x, <+ <x, olacak sekilde bu araligin keyfi noktalart
olsunlar. f fonksiyonunun keyfi bir x;; k = 0,1,2, ... noktasindaki degerini [x;; f]
ile gosterelim. Yani f(xy) = [xy; f] olsun. Buna f fonksiyonunun sifirinci

boliinmiis farki denir. Simdi bu ifadeleri tanimlayalim:

_ f(x1) = f(xo)

X1 — Xo

[x0, x1; f]

ifadesine f fonksiyonunun birinci boliinmiis farki,

[x0, 15 f1 — [x1, %25 f]

Xo — X2

[Xo,X1,X2;f] =

ifadesine f fonksiyonunun ikinci boliinmiis farki, bu sekilde devam edilirse;

13



[%1, oo, 205 1 — [X0) X1, ov) Xp—1;
[XOJxlr---;x‘n;f] = = ’ n’f] [ S - 1,f] ) n 2 1
Xn — Xo

ifadesine f fonksiyonunun n-yinci bolinmiis farki denir.

Bu durumda,
Xg = - VeX; =— 1¢In,
k+1 k
k k+1 f( 7 )_f(ﬁ)
o= k+1 K
n n
k+1 k
G -G
B 1
n
w (k+1) (k)
-n n f n
bulunur. Yani:
k k+1 k+1 k
5 f] = ”(f (T)—f(z» (211)
elde edilir.
Ayrica biliyoruz ki
[ k+1] [ k]_l [ kk+1] 212
fx'n fx'n_nfx'n'n (2.12)
esitligi gegerlidir.

14



3. SZASZ OPERATORLERI

Bu boliimde 6ncelikle Szasz-Mirakyan operatorleri tanitilarak Korovkin Teoremi

yardimiyla yaklasim 6zellikleri incelenecektir.

3.1. Szasz operatorlerinin ozellikleri

Tamm 3.1. Kabul edelim ki x € [0,00) ve f € C([0,00)) siurly, siirekli olsun.

oo

u(fim = e Y p (4 2 (3.1)

n
k=0

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz operatorleri denir.

Teorem 3.1. (3.1) ile verilen Szasz operatorleri A € R olmak tizere [0, A] kapali
araliginda siirekli ve tiim pozitif yar1 eksende de sinirlt olan fonksiyonuna bu aralikta

diizglin yakinsaktir. Yani f € C[0, A] ise

Su(f50) 3 f(x), x€[0,4]

dir.

Ispat: Szasz operatorlerinin lineerligi ve pozitifliginden yola ¢ikarak, Korovkin

Teoremi yardimiyla diizgiin yakinsakligini gosterelim.
Korovkin teoremi geregince;
) Sp(L,x) 31

i) Sa(t,x) 3 x

i) S,(t%,x) =3 x?

15



oldugunu gosterirsek [0, A] araliginda

(i), (ii) ve (iii) ifadelerini gosterelim.

i) S,(1,x) 31 oldugunu gosterelim.

® k
S, (1;x) = e‘"xz 1 (n:')
k=0 '

— e—nxenx

dir.

i) Sp(t,x) =3 x oldugunu gosterelim.

(0e]

k
S, (6:x) = e_nxz: k (nx)

n k!
k=0

(k—-k+1)

co
Z k + 1 nk+1xk+1
— g X

I
L (k+ 1)

16

S,(f:%) = f(x) elde edilir.

Simdi



— e—nxxe—nx

Il
=

i) S,,(t%, x) =3 x? oldugunu gosterelim.

o

k? (nx)* > ke nxk
2.0 — o * — o wmr
e =e ™) S =™ )
k=0 k=0
< kk  nxk
- ”"Z—zk k—1)!
£ n? k(k —1)!

_nx)i k  nx*
v 2 (k= 1)1
in (k—1)!

o0

A z k+1 (nx)k+t

nz = k!

k=1

k—1n2 k! k—1n2 k!
e Ok (n)nx x4 gy 1 (nx)*nx

k—1n2 k! k—1n2 k!

— —-nx Z E (nx)k —-nx + 1 e—nx (nx)k
n k! n k!

k=1 k=1

1
= x> +—x

n

bulunur ve

17



Sa(t?,x) 3 x? , (- )

yakinsamasini elde ederiz. Dolayisiyla (i), (ii) ve (iii) asamalar1 saglandigindan

Korovkin teoremi geregince her f € C[0, 4] i¢in

SF0)3fx) , (n— ™)

bulunur.

Teorem 3.2. Tanim 2.5 ile verilen merkezi momentleri Szasz-Mirakyan operatorleri

icin ilk besi;
Pnolx) =1 (3.2)
Qon,l(x) =0 (3.3)
X
(Pn,z(x) = E (3.4)
X
Pn,3 (x) = - (3.5)
n
x  3x?
Pnalx) = St (3.6)
seklindedir.

Ispat: Merkezi momentin ispatinda kullanilan Klasik Sz4sz-Mirakyan operatériiniin

momentleri,
. S,(Lx)=1 (3.7)
. S, (t;x)=x (3.8)

18



L S, (%5 x0) = x* +=

2
IV.  S,(t3%x)=x3 +3%+i

n2

X

4N _ o4, 6x3  7x%
V. S,(t%x)=x +T+?+

X

n3
Seklindedir.
m = 1 igin;
k 1 e — (k (nx)*
sl (r=x) )= (=2
k=0
4 _nxz<5) (nx)* nxz (nx)”
n/ k! k!
k=0 k=0
_ Z(E) (0 _ _nxzw)"
n/ k! k!
k=0 k=0
= S,(t;x) — xS, (1;x)
olur. O halde
Pna(x) =0
bulunur.
m = 2 i¢in,
R SV NI 9L
oma() =™ ) (D-x) T

k=0

19

3.9

(3.10)

(3.11)



) () e M ey

k!
k=0 k=0 k=0
= 5,(t%x) — 2x% + x25,,(1; x)

olup, (3.7), (3.8) ve (3.9) ten

x
P2 (x) = x? +o - 2x2 4 x?

oldugundan;

Pn2(x) = %
dir.
m = 3 igin;

s = (=) 0

k=0

sy () Oy ()

k=0 k=0

d k k
+3xze—anE(nx) _xSe—nxz (nx)
n k! k!

k=0 k=0
=S, (t3;x) — 3xS,,(t?%; x) + 3x2S,(t; x) — x35,,(1; x)
dir. (3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10) dan:

3x2  «x X
3 2 2 3
Pm3(x) =x° + +— Sx(x + )+3x X—x

20



yazilabilir. Yani,

X
Pn,3 (x) = ﬁ

dir.
m = 4 igin;
ook )k
Pmalx) = e "xkzo(—— ) ]
=e ™ Z (5)4 (nx)k — 4xe ™ Z (E>3 (nx)k
n k! n k!
k=0 k=0
> k\2 (nx)k = k (nx)* = (nx)k
2 ,—nx _ _ 3 ,—nx _ 4 ,—nx
prox”e Z(n) ke En kot Z Kl
k=0 k=0 k=0

= S,(t% x) — 4xS,,(t3; x) + 6x2S,,(t%; x) — 4x3S,,(t; x) + x*S,,(1; x)
yazilabilir. (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) ve (3.11) den,
6x3 7x? «x 3x2  «x x
_ 4 g T 3. 4 2 (42 4
Pma(0) =xt+—+ —+ = 4x<x = +n2>+6x (x2+7)

—4x3x + x*
dir. O halde

x  3x?
Pna(x) = 3 +—

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

21



3.2. Voronovskaya Teoremi

Bu kisimda Klasik Szasz-Mirakyan operatorii i¢in Voronovskaya teoremini ifade

edelim.

Teorem 3.3. f fonksiyonu [0, A] araliginda smirhi ve (0, A) araliginda bir x

noktasinda ikinci tiireve sahip ise:

1
lim nlS,(f32) = £(O) = 5/ ()

esitligi saglanir.

Ispat: Bir f fonksiyonunun x noktasindaki Taylor acilimi;
1 ! 1 " 2

fFO =f0C)+ O —x) + 5 f70)(E - 207 + Kn(t —x)

dir. Burada;
1 1
Kn(t = x) =2 f" ()(t = x)% + Ef(‘*)(x)(t —x)*+
olup buna kalan terim denir. (3.13) da t = S secilirse,
2
() =re+3r G =x) +3/ 0 G —x) +Ka(G-x)

elde edilir. Ayrica;
2

=) = (=) mG2)

22

(3.12)

(3.13)

(3.14)



yazilabilir. Burada K,, kalan terim ve n — oo i¢in limiti sifirdir. Dolayisiyla sinirlidir.

O halde, her h sayisi i¢in bir H > 0 vardir, 6yleki

IM(R)| < H

yazilabilir.

Bu durumda (3.14) esitligi,

2

(3.15)

()= r-s)edrron o) + o) (i

n

—nx 0k

seklinde yazilabilir. Her iki tarafi e V.

ile ¢arpip toplamini alirsak:

(nx)
!

Sp(f3x) = e‘”xif(x) - ‘s e‘"xif’(x) (S - x) ("I:)k
k=0 k=0

oS roft o S om St e

k=0

= f()e™ y +f'(x)e ™ i (% - X) et

k! k!
Zf xJe n x k! ¢ n x n

1
= f)Sn(L2) + f1 ()@ (1) + 5 7 () P2 (x)

e S o)

23
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? (nx)*
k!




elde ederiz. (3.7), (3.3) ve (3.4) kullanilmasiyla

[ee]

k

S50 = ) 45t e Y M (5 x) (S

n
k=0

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci ifadeyi:

e Sl e)

k=0

seklinde gosterelim. Bu durumda,

(3.16)

(3.17)

olur. |§ — x| < § iken |M (S — x)| < & dur. Bu ifade ve (3.15) ifadesini (3.17) de

kullanilirsa;

I <ege™ i (% - x)z (n:!)k + He™ Z (

v=0 ‘%—xhd

< e@pa(x) + He™

. |
——x|[28
|n

olur. (3.4) iin kullanilmasiyla;

24




n k!
|——x|26
bulunur. Simdi,
k 2 (nx)k
/= o4 (E B x) k!
——x|=6
diyelim ve
k 2
——X
——x| =4 ise u >1
n 62
oldugundan
2
J < (r-%) (5 _ )2 (nx)*
- 6% n k!
|——x|26

yazabiliriz. Yani;

(3.18)

dir. Buldugumuz bu ifadeyi {k y1 0 dan o’a} genisletip (3.18) da kullanirsak;

1< x+H —nxi(k )4(nx)k
_gn 628 4\ x k!
v=

x H
se-+ §<Pn,4(x)

25



elde edilir. (3.6) kullanilarak;

bulunur. x € [0, A] oldugundan bu araliktaki maksimum degeri A dir. O halde:
1< A+ ! [H (A+3A2)]
=& T nzlsz\n

y A 1TH b 34
< et ol 4+ 34%)

. . H :
seklinde yazilabilir. Burada B = - (4 + 342) ve C = max{A, B} dir.
&, = max {s, %} secilirse,

1

I =-0(¢s,)
n

elde edilir. Bu ifade (3.16) da yerine yazilirsa;

S (Fx) = 1x 10
W(fi3) = f() + 5= () +~0(en)

26



1 1
Salfi) = F(0) = 5= (0 + 5 0e)

RISu(fi) = FO] =5 () + 0(e)

bulunur. n - oo igin &, = 0 oldugundan, limit alinarak teorem ispatlanir.

27



4.GENELLESTIRILMIS SZASZ-MiRAKJAN OPERATORLERI

Szasz- Mirakjan operatdrleri, Bernstein operatorlerinin sinirsiz araliklara

genellestirilmisi olarak tanimlanmistir[13] .

Bu boliimde yeni bir yaklasim siirecinin ana 6zellikleri incelenecektir. p fonksiyonu
yardimiyla genisletilmis Chebyshev sistemi i¢in agirlikli Korovkin tipli teoremini
kullanarak, f fonksiyonunu C[0,0) uzayma ait olmas1 durumunda, S¥f =3 f icin
bir kriter olusturacaktir. C[0, ) deki fonksiyonlarin agirlikli yakinsaklik hizini elde
etmek i¢in [7] verilen agirlikli siireklilik modiilii kullanilacak ve Genellestirilmis
Szasz-Mirakjan operatorlerinin yakinsama orami elde edilecektir. Ardindan S¥(f)
icin asymptotic bir formiil elde edilecektir. Son olarak Genellesmis Szasz-Mirakjan
operatoriiniin sekil koruma 6zelligini ele alinacaktir. Sonrasinda genel bir konvekslik

kavrami olan p —konveks fonksiyonlar i¢in

Sp 2SN =f

oldugu gosterilecektir.

Tanmm 4.1. f fonksiyonu [0, o) sinirsiz araliginda tanimli olan siirekli ve smirli bir

fonksiyon ise Szasz-Mirakyan operatorii:

Sp(f.x) = e‘”fo (S) (n:!)k (4.1)

seklindedir.

Tamm 4.2. p, R* Tlizerinde siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
p(0) =0, inf,cg+ p'(x) = 1 olsun. f fonksiyonu [0, ) sinirsiz araliginda taniml

olmak tizere Genellestirilmis Szsaz-Mirakjan operatorii

28



SE(fi) = i(fmo‘l) (5) P (4.2)
k=0

seklinde tanimlanir. Burada

Cnpe MPGO)E

o , x € [0, ), k,neN, k>0 (4.3)

Pp,n,k(x) =e

seklinde secilmistir. Ornegin, p(X)=x+x? yukaridaki bu kosulu saglar. Eger p(x) =
x segilirse tanimlanan Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorii Klasik Szasz

operatdriine esittir. Yani p(x) = x i¢in S¥ = S,, dir.

Teorem 4.1. Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorleri C[0, c0) sinirsiz araliginda

ve p, R* fizerinde siirekli diferansiyallenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

Sp(f;x) 3 (), x€[0,00]

dir.

Ispat: Korovkin teoremi geregince;

i SP(1,x)=1 (4.4)
i) SL(p,x) = p(x) (4.5)
(i) S£(p%x) = p?(x) + 22 (4.6)

oldugunu gésterirsek Sk (f;x) 3 f(x) oldugu ispatlanmis olur.

29



(i) SP(1,x) =1 oldugunu gosterelim.

o -3 020

dir.

(i) SP(p,x) = p(x) oldugunu gosterelim.

S2(p,x) = e z ( ) ) W(x))"

(k= k +1 yazarsak)

- S (1) o

ol k+1 (np(x)) .np(x)
B “ )Z o (k+ D!

e kT (0p() np(x)
- ¢ "“Z TRL(k+ 1)

o) z (np (x)) p(x)

o) Z (np()” p(x)) |

30



= p(x)

dir.

(i) SE(p%x) = p?(x) + 22 oldugunu gosterelim.

k2 k
2o = o Y (G

k!
k=0
_ _np(x)zk_z (np(x))*
—° nz' k!
k=1

e Z k+1 | (np(x))

)k+1

k+1
_ e—np(x)z k (n,D(X)) o= 4 _np(x)z 1 (np(x)

_ —np(x>z k (”p(x))knp(x) =10()

_np(x)z 1 (np(x)) np(x)

_ om0 TR (G o) 4 Ly onot (p(x))
—e p();g— p(x) +e p()+_ p()z p(x)

= P+ p(x)
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bunur. Buda ispat1 tamamlar.

4.1. §% Agirhkh Uzaylarda Yakinsakhg

Bu kisimda, tanimlanan S’ operatériiniin Korovkin tipli Teoremi igin gerekli

kosullar1 saglandig1 gosterilmistir.

Lemma4.l. C, (R*) de tamiml bir (L,), n > 1 lineer pozitif operatdrii
L, (0, )| < K,p(x), x=0, n=>1

esitligini saglarsa C, (R*) den B (R*) ye doniisiim yapan bir operatordiir. Burada

K,, > 0 sabit bir sayidir.

Teorem 4.2. n > 1 olmak iizere L,:C,(R*) — B,(R*) lineer pozitif operator

dizisi i¢in
Ai_r)l;lo”l‘npv —p"ll, =0, v=0,1,2
ise her f € C5(R™) igin
Aijlc}olllnf —fllp=0

dir.
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(4.4), (4.5), (4.6) ve Lemma 4.1 den goriildiigii gibi S¥, C,(R*)dan B, (R*)
doniistimii yapan operatorlerdir. Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorleri igin

asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.3. Her f € C(R*) fonksiyonu i¢in

lim|ls2 ()~ £, =0

dir.

ispat:
Sh(f;x) < lIfllpSn(@; %)

< Ifll, (1 +p?(x) + %’O)

< 3lIflly

oldugundan S, Cy,(R) den B, (R) ye déniisiim yapan bir operatordiir.

Teorem 4.2 yardimiyla asagidaki {i¢ durumu dogrulamak ispati tamamlayacaktir.
lim ||S2(p*) —p¥|| =0, v=0,12 (4.7)
n—oo (Y

(i) v=0 i¢in,
Jim 6% = %, = Jimlsn () ~1ll, =0

dir.
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(i) v=ligin,
. p _ _
lim[[s7(0) = pl| , = 0

dir.
(iii) v=2 i¢in,

sup

ERLAET)
X€ER QO(X)

lim [|57(p*) = p?[| , = lim

n—-oo

= lim

n—-oo

sup

(s 52 =0")
X€ER 1+p2(x)

X
pz(x)+p$’l)_p2(x)|
= li S
oo\ ver L+ pi(x)

|M
n

= lim | sup————
n-oo xe]gl‘l'pz(x)

= lim <supL>
n-o \ xegr (14 p2(x)).n

S|

dir.
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4.2.Agirhkh Siireklilik Modiilii

Bu kisimda agirlikli siireklilik modiiliiniin yardimiyla yaklagim hizin1 veren teorem
ispatlayacagiz. Bunun i¢in |t —x| <  yerine |p(t) —p(x)| < 6 ifadesinin
supremumunu  almak daha uygun olacaktir. Dolayisiyla [5] de verilen,

kullanacagimiz agirlikli stireklilik modiilii asagida verilmistir.

Tamm 4.3. f € C,(R*) ve § > 0 igin

If (@) = f0I

xtert @) — (%)
lo(@®)-p(x)<8

W, (f;6) = w,(f;8)g+ = (4.8)

olarak tanimlanan w,(f; &) ya f nin agirlikli siireklilik modiilii denir. Agirlikh
siireklilik modiilii w,(f; &) fonksiyonu her f € C,(R") icin w,(f;0) =0 ve
w,(f; &) fonksiyonu & ya gore negatif olmayan ve azalmayandir.

w, (f; 8) bazi dzelliklerini verelim.

Lemma4.2. f € U,(R") igin (lsirré w,(f;6) = 0 dur.

Teorem4.4. L,: Co,(R*) - B, (R*) pozitif operatérler dizisi olmak iizere,

1L, (0%) = p°llyo = an (4.9)

1L, (o) — pll(p% = by (4.10)
IL.(p?) = p?lly = cn (4.11)
1L (p%) — p3||(p; =d, (4.12)
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Burada n - «icin a,, b,, c,ved, sifirdizisidir.
Her f € C,(R™) igin

1L (f) — fll(pg < (7 +4an + 2c)w, (5 6) + I fll pan

dir. Burada

8, = 2:/(an + 2b, + ¢,)(1 + a,) + ay, + 3b, + 3¢, + d,

dir.

Teorem 4.5. Her f € C,(R") i¢in

dir.

Ispat: Teorem 4.4 deki a,, by, c, ve d, sirasiyla hesaplarsak teoremi ispatlamis
oluruz. (4.4) ve (4.5) den bulunur ki,

17 (0% = p°| jo = @n =0

ve

”Srll)(p) _p”(p =b, =0

ayrica (4.7) den

1
= 1520~ pll, =

36



olur. Ayrica

p*(x) N p(?;)
n n

SH(p%x) =p3(x) +3
den dolay1

dn = 1S,P (p®) = p?ll =
(pZ

15,7 (p) — P3|
3

(pf

= SUPxer

P +320 4 Q) _ pacy

nZ
= SUPxer 3
(1+p?(x))2
2
pr(x) 1 p(x) 1
= SUpyer ] 3 =+ 5
(1+p%(x))2 (1+ p2(x))?
pP(x) 1 p(x) 1
= 3 SUPyer — 3. + Supxer 32
(1+p%(x))2 (1+ p2(x))?
4
S -
n

elde edilir. Boylece (4.9) ile (4.12) arasindaki kosullart saglayarak ispat

tamamlanmis olur.
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Lemma43. feU, (R*) olmak iizere Teorem 4.5 ve Onerme 4.2 kullanilarak
i ISEG) = 7] 3 =0

elde edilir.

4.3. Voronovskaya Tipli Teorem

Bu béliimde, Teorem 3.3 de tanimlanan Voronovskaya Teoremi S/ Szasz-Mirakjan
operatori i¢in ifade edilecek ve ispat i¢in Cardenas-Moorales, Garrancho and Rasa

nin [7] gelistirdigi teknik kullanilacaktr.
Oncelikle Voronovskaya Tipli Teoremi ispatinda kullanilacak bir takim ifadeleri

verilecektir.

Lemma 4.4. Tanim 2.5 de tanimladigimiz merkezi momentlerin ilk besini

Genellestirilmis Szasz- Mirakyan operatorleri i¢in esitleri;

Pno(x) = 1 (4.13)
Pn1(x) =0 (4.14)
Pn2(x) = # (4.15)
Pn3(x) = pr(lf) (4.16)

(4.17)

3 2
Pn,a (x) = pT(l;C) + pTE;C)
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seklindedir.

Ispat: Oncelikle merkezi momentin ispatinda kullanilacak

L SP(Lx)=1 (4.18)

. SP(p;x) = p(x) (4.19)

L SE(p%x) = p(x)? + 22 (4.20)

V. S5(p%0) = p(o)? + 32 4 20 (4.21)
6p(x)3 | 7px)* | p(x)

V. S,’Z(p‘*; x) = p(x)“‘ + —Aay + iz + e (4.22)

ifadeleri gosterelim. (4.18), (4.19) ve (4.20) esitliklerini Teorem 4.1 de gosterilmistir.
Simdi (4.21) ve (4.22) esitliklerini gosterelim.

SP(p%x) = e ) Z K’ (np(x))

= e~ np) Z K’ (np(x))

2 k 1
_p<x>e—np<x>z )

(k->k+1)

k!

— e 3 (K1) (@)
k=0
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= p(x)( ~np(x) Z ( ) (np(x)) R z k (np(x))
—‘np(x)z (np(x)) )

= p(x) <Sﬁ(p2;x) + %Sﬁ(p; x) + %(S,‘fl;x)>
bulunur. (3.7), (3.8) ve (3.9) dan;
67520 = o) (90?4224 25 +

o0 halde

3p(x)? i p(x)
n

Sh(p3x) = p(x)® + =

yazabiliriz.

SL(p*x) = e P z K (”P(x))

= () z K ("P(x))

k3 k-1
= p(x)e P Z (IEP_(’;)))l

(k->k+1)

k!

= p(x)e ") i (k : 1>3 (np(x))"
k=0
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3 0§ ()20 1§ (000)"
Fe 0 ) () e )

= () (s”(p 20 + 2 52(p%0) + 5 S8 0) + 2 SE (L x))

bulunur. (3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10) dan;

3 2
s£0%5 = p) (96 + 2 + 22042 (002 + 2020) 4 %00 + 5

n?

yazilir. Sonug olarak:

6p(x)3+7p(926)2+p(93€)
n n n

Sp(p%x) = p(x)* +
bulunur. Dolayisiyla,
Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorlerinin merkezi momentleri:

Pno = Sﬁ (1; x)

oldugundan (3.7) den;
(Pn,o(x) =1

dir.
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= Sh(p;x) — p(x)Sh (1; %)
olur. (3.7) ve (3.8) den

Pn1(x) = p(x) — p(x)

yazilabilir. O halde

Pn1 = 0

dir.

0o K 2( ( ))k
np(x
P2 (x) = e7PX) kz_o (; - P(x)> pT

_e_np<x)z( ) (np<x)) _ 2p(i)e-1 Zk(np(x))

+(p(0)) e Z (e (x))

= SE(p%x) — 2p(x)p(x) + p(x)2SH (1; %)
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olup, (3.7), (3.8) ve (3.9) ten

p(x)
Pn2(x) = p(0)* +——==2p(x)* + p(x)*
oldugundan;
p(x)
Pn,2 (X) = T
dir.

Pn3(x) =e” p(x)Z(__ (x )) (np(x))

il e—np(x)Z( ) (np(x)) —3p(x)e —np(x)Z( ) (np(x))
oo K
+3p(x)%e -np(x) Z k (np(x)) — p3(x)e P kZO (nplgf))
= SP(p%x) = 3p(x)SE (p% %) + 3p2(x)SE (p; x) — P2 (x)SE (1; %)

dir. (3.7), (3.8), (3.9) ve (3.10) dan;

ons) = 930 + L ) ()<p (x )+&)

+3p2(0)p(x) —p*(x)

yazilabilir. O halde,
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¢nxxr-@f)

dir.

s = e (g _ p(x))‘* (o)
k=0
_e_np(x)Z( ) (np(x)) — 4p(x)e —np(x)z< ) (np(x))

+6p2(x)e” np(x)Z( ) 2 (np(®))"

k!

e k@) O (np)
—4p* (e p()kZOET“’ (e ) S

k=0
= SP(t% p(x)) — 4p(x)SE (3 p(x)) + 6p2(x)SE (% p(x))
—4p3(x)SE (6 p(x)) + p*(x)SE (1;)p(x)

yazilabilir. (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) ve (3.11) den,

3 2
Pna(x) = p()* + 6,Dn(x) + 7p=(x) n p(x)

n2 n3

1009 200 + 22D v (470 + 20)

—4p*(x)p(x) + p*(x)

dir. O halde
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p(x) N 3p?(x)

(pn,4 (x) = n3 nz

dir. Buda ispat1 tamamlar.

Teorem 4.6. f € C(R"), x € Rt olsun fop~! in birici ve ikinci tiirevlerinin p
noktasinda var oldugunu kabul edelim. Eger fop~1 in ikinci tiirevi R* iizerinde

sinirli ise

tim n (2750 — £0) = 222 (Fop™y (o)

dir.

Ispat: Kabul edelimkix < & <t icin (fop~t) fonksiyonunun p(x) € R*

noktasindaki Taylor a¢ilimi;

f@® = (fop™)(p®) = (fop ™) (p(x)) + (fop™)' (p(x)) (p(t) — p(x))
+ (Fop™) " (p(0) (o) — p())’

+2, (O (p(®) — p(0)’ (4.18)

Burada,

(fop™)"(p(®)) = (fop™)"(p(x))
2

() = (4.19)

dir.
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(4.19) ifadesi, her t igin |4, (t)| < M esitligini saglar ve t — x i¢in sifira yakin bir

degerdir. Szsaz-Mirakjan operatoriine (4.18) teki Taylor agilimimni uygulayalim.

o

S0 =Y f <p_1 (%)) Ponic®)

k=0

ile ¢arpip

k
Bunun igin oncelikle (4.18) esitligin her iki tarafi e ~"°®) —(np:f))

toplamini alalim.

(o]

S e (2], )) (Fop™y (p(0) = emnveo 2L )) (Fop™Y ()

k=0 k=0

03 e D) ey () ) 00)
=0
1w _()(p()) - 2
+§Z 2 (fop™)"(p())(p(®) = p(x))
k=0

+ i o) (10C)) ( )) 4®)(p(®) ~ p())*
Tamm 4.1 geregince,
S (f32) — £ = (fop™ (p(0)SE(P(B) — p(x); )
+2 (Fop™) (p()SE ((o(0) — p())'5)

87 (A0 (p(®) = p() " x)
elde ederiz. (4.4), (4.5) ve (4.6) kullanilarak;
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mns?(p(6) = p(x);x) = 0

. 2
lim nS? ((p(®) = p())"ix) = p(x)
bulunur. Diger taraftan,

pe)

lim n (S2(F32) = F()) = == (Fop™)" (p())

+ limnst (2.0(p® - p)’; %)

bulunur. Simdi buldugumuz bu son esitligin sag tarafindaki son terimi

inceledigimizde;
Ip(t) — p()| < Sise |(p(t) = p())’| < e(p(t) = p())°

oldugu goriiliir. Eger

p(®) = p()| 2 8 ve |4, (D)] < Mise [4(D)(p(D) = p()"| < 5 2 (o0 - p)’
saglanir. O halde

58 (A (0(p(t) = p())5x) < eS8 (1 (p() = p())"; x)

+5350 (00 — p0)'s )

yazabiliriz. O halde
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Sy ((p(t) —p())" X) =0 (%)
esitliginden
Jdimns? (1.(0(p(0) = () sx) = 0

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

4.4, Sekil Koruma Ozellikleri

Bu boliimde [6] te kullanilan konvekslik kavramimi p ya gore tanimlanacaktir.
f fonksiyonu p ya gore konveks olmasi igin gerek ve yeter sart fop~! klasik

anlamda konveks olmasidir.

SP(f)'nin  diger ozelliklerini vermeden oOnce tanimlanan fonksiyonun bazi

ozellikleri verilecektir.

Lemma4.5. Kabul edelimki x € [0,), n € N, k = 0 olsun.
() Py () =np"(x)(Ppppe-1(x) = Ppnre(x))
(@) p()P’ p e (x) = p" (X)Pp e () (k — mp(x))

esitlikleri gegerlidir. Burada P,, _;(x) = 0 dir.
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Teorem 4.7. Kabul edelim ki f € C,(R*), n € N olmak lizere x € [0,00) ve

k
p(x) #+ o k =0,1,2,.. icin

N ko k+1
S0~ £ =22 (0p) [0 = ] )

dir.

ispat:
SP(1;x) =1 igin;

G0 F=) ((fop‘l) (5)- f(x)> o)
> (" - p(x)) (Fop™ [0 | P @)

IS k
= ;Z(k —np(x))(fop™) [p(X)';] Pone(X)
k=0

1\ k1p'
= = 0™ [0 2] S (k = 10 )P
k=0

Burada Lemma 4.5 deki (i) ve (ii) yi kullanirsak,

1 ko1
=D (or™) oG ] s ) P )
k=0

_1p()
np'(x)

S (ror™ [0 P
k=0
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= %5,((3;)) ; (fop™) [p(x),%] np'(x) (Pp,n,k—l(x) — Pp,n,k(x))

=00 Y. (109 00| (Pomics () = Po))
k=0

=00 Y. (Fop™ |00 ] Py ()
k=0

=00 Gor [0 Py 0
k=0

elde edilir. Buldugumuz bu esitligin sag tarafinin ilk ifade de k = k + 1 yazip (2.12)

esitligini kullanirsak

=00y Gor ) o0 by 0
k=0

0 (o) [0, Pae @
k=0

k+1]
n

~ (0™ [P, ) P )

= p(x) i ( (fop™) [p(x),
k=0

kk+1
- p(x)Z— (Fop™) [p00, = ] Py @)

elde edilir. Boylece;
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N ko k+1
S0 — £ =22 (0p) [0, = ] )

bulunur.

Sonuc 4.1. p fonksiyonu [0,00) araliginda konveks ise S?(f; x) = f(x) dir.

Teorem 4.4. x € [0,00) icin p(x) # % (k =0,1,2,...) olmak lizere eger

p — konveks ise

Sp(f;x) = SP,(f;x)
fop~!lineer ise

Sp(f;x) = Sppy(f;x)
dir.

ispat:

Pcr. p . — ,—np(x) N -1 k (np(x))k
SR = SEa (F5) = e ) (Fop™) () 2T
k=0

. k
k 1

—e e N (op1) (L) ((n+ k)!p(x))

k=0

e N gty () 2G0)
— -+ Dp() p()kzzo(fop )(£)T
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—e~(+Dp(x) E(f()p_l) ( ) ((n+ t{)lp(x))

— -+ 1)p() (Z(f —1)( )(npl(:'c))

z(f o0 () ) (419)

bulunur. Diger yandan buradaki

ep(x)Z(f —1)( )("P(X))

ifadesindeki e”™ yerine

o ()
eP(0) — ZT
k=0

esitini yazarsak

ep(x)z(f _1)< )(”P(X)) z(p(x)) Z(f _1)< )(np(X))

bulunur. Karsimiza ¢ikan iki sonsuz serinin ¢arpimi i¢cin Cauchy kuralini kullanirsak

eP(X)Z(f —1)( )(np(x)) Z(p( )) Z(f _1) (np(x))
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iz (. (np<x>) (p() ™"
v! (k —v)!

elde edilir. Buldugumuz bu ifadeyi (3.19) da kullanirsak,

—-(n+1)p(x U —n”p(x)k
SE(fix) =SB, (fix) = e )”“(Zz(ﬂ’ o=

k=0v=0

2 Z(ﬁp—l) (n i 1) ot 1k)!p(x))k>

14

L e Z (Z(fop m

k=0 \v=0

k
o 7)o’

bulunur. Eger,

v

k
k k!
(for™ (n + 1) S+ DF Zo(f()p_l) (E) v! (kn —)!

olduguna gosterirsek ispat tamamlanir. Bunun i¢in

k! n?

b = DE ooy ¢ Ty Osvsk

Si<

segersek,
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k k
S

v Xy = (n+ Dkv!(k—v)n
v=0 v=0

_ k! £ nv v
- (n+1)k2v! (k—v)'n
v=0
K

k! nv v
"+ mzm “Dik—v)n

v=0

k
k! n’ 1
“(n+t 1)k;(v— DIk—v)n

v—1

k
k! n
“ 1)";(17— DI (k —v)!

y 4 K (k—1)nv!
_(k—1)!(n+1)kv=0v!(k—1—v)!

k-1

(o )

v=0

= —(n n 1)k (n + 1)k_1

n+1

bulunur ve
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elde edilir. Yani

p — konveks oldugundan,

k k
(fop™) (z /’leu> < Z Ay (fop™) (1)
v=0

v=0
diir. Daha a¢ik olarak

k nv

fop‘( ) z n+1)kv'(k v)!(fop_l)(g)

dir. Buda ispat1 tamamlar.

fop~! lineer oldugunda ise

k

fop” ( ):Z n+1)kv'(kv V)!(f()p_l)(g)

olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda Aral, Inoan ve Rasa tarafindan litaretiire kazandirilan ‘On the
generalized Szasz-Mirakyan operators’ isimli calisma detayli bir sekilde

incelenmistir.

Yaklagimlar teorisinde yaygin olarak ¢alisilan Szasz-Mirakjan operatorii
genellestirilmistir. Bunun i¢in p fonksiyonuna bagli Szasz-Mirakjan operator
dizisini olusturulmus ve p fonksiyonu hem Szasz-Mirakjan hem de agirlikli
uzaylarda {1, p, p?} test fonksiyonu i¢in Korovkin Teoremini karakterize etmistir.
Boylece daha kapsamli bir sonug elde edilmistir. R* iizerinde siirekli fonksiyon
uzaylarinin bir alt uzayinda p fonksiyonunu kullanarak olusturulan operatorlerin
agirlikli uzaylarda 6zdeslik operatoriine yakinsamasini veren teoremler verilmistir. p
fonksiyonunu kullanarak olusturulan agirlikli siireklilik modiilii yardimiyla agirlikl
yaklagim derecesini elde etmek i¢in quantitative tipli teoremler verilmistir. Ayrica

operatoriin sekil koruma 6zelligi verilmistir.

Sonug olarak Szasz-Mirakjan operatorlerini genellestirilmesinin ana dzellikleri

incelenmis ve literatiire yeni bir yaklasim siireci kazandirilmustir.
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