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ASAL HALKALARDA TERS TUREVLER
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Bu tezde asal ve yariasal halkalar iizerinde tiirev, ters tiirev, genellestirilmis tiirev ve
genellestirilmis ters tiirev kavramlari arasindaki miimkiin olan iligkilerin detayl1 arastirildigi
baz1 makaleler incelenmistir.

Ayrica M.Samman ve N.Alyamani tarafindan 2007 yilinda yapilan "Yari-Asal
Halkalar Uzerinde Tiirevler ve Ters Tiirevler" adli ¢alismalarinda gosterilen sonuclar ele
alinmigtir. Bu sonuglarda tlirev ve ters tlirev yerine (a, 8)-ters tiirev ve genellestirilmis

(a, B)-ters tiirev alinarak genellestirmeler yapilmistir.

Anahtar sozcukler: Asal Halka, Yariasal Halka, (a, §)-Turev, (a, B)-Ters Tlrev,

Genellestirilmis (a, §)-Turev, Genellestirilmis (a, 8)-Ters TUrev
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ABSTRACT

REVERSE DERIVATION ON PRIME RINGS

Merve OZDEMIR
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Mathematics Science
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
26/01/2016, 61

In this thesis, the papers related to possible relations that might be occurred between
generalized derivations and generalized inverse derivations have been deeply investigated.

Furthermore results obtained by M. Samman and N. Alyamani in the paper "
Derivations and Reverse Derivations in Semiprime Rings " in 2007 are intensively studied.
Those results have been generalized by taking inverse (a, 8)-derivations and generalized

(a, B)-inverse derivations instead of derivations and inverse derivations.

Keywords: Prime Ring, Semiprime Rings, (a,f)-Derivations, (a,)-Reverse

Derivations, Generalized («, 8)-Derivations, Generalized (a, §)- Reverse Derivations
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BOLUM 1
GIRIS

Ters tiirev kavrami ilk defa 1957 yilinda Herstein tarafindan ortaya atilmistir. Ters
tirev kavrami ile ilgili sonuglar, ters tiirevler ve tiirevler arasindaki iliski pek ¢ok
matematikgi tarafindan gesitli kosullar altinda incelenerek genellestirilmeler yapilmis ve
yeni sonuglar elde edilmistir.

Bu tez calismasi bes bolimde ele alinmistir. Tezde kullanilan bazi tanimlar ve
kavramlara ikinci boliim olan genel bilgiler kisminda yer verilmistir.

Asal halkalarda turev ve ters tlrevin ayni oldugu, yariasal halkalarda ters tirev ve
tiirevin bazi kosullar altinda ayni oldugu gosterilmistir. Ters tiirevin daha genel olmadig:
lizerine ¢alismalar yapilmistir.

Tezin tglinct ve dordinc bolumlerinde asal ve yariasal halkalarda turev ve ters tlrev

ile ilgili elde edilen bazi sonuglar asagida verilmistir.

1) R bir asal halka ve 0 # d bir ters tlirev ise R c Z(R) ve d bir turevdir.

2) R bir yariasal halka ve 0 # d bir ters tiirev ise d(R) < Z(R) ve d bir tlrevdir

3) R bir asal halka ve d: R — R bir doniisiim olmak tizere a, b € R i¢in d(x) =
ax + xb seklinde tanimli bir tiirev var ise d = 0 dur.

4) R bir asal halka a,b € R veher x e Ricinax + xb =0ise a,b € Z(R) ve
b = —aolur.

5) R bir asal halka, I # (0) onun bir ideali, f ve g,f(x)y +yg(x) =0
kosulunu saglayan iki tiirev ise her x, y, u € I igin f (w)[x, y] = [x, y]g(w) = 0 olur. Ayrica
f(,g(l) c Z(R) drr.

Bu ¢alismanin besinci boliminin ilk kisminda R bir asal halka, a,8:R — R
otomorfizmalar olmak iizere, yukarida verilen bazi sonuglar ele alinmis, tiirev ve ters tirev
kavramlari yerine (a, 8) — ters tiirev alinarak genellestirmeler yapilmistir.

Bu baglamda asagidaki sonuglar elde edilmistir.

i- R asal halkas1 lizerinde tanimh bir D, (a, §) —ters turevnin, bir (a, B) —tirev ve
ayrica R € Z(R) oldugu gosterilmistir.

ii- R asal halkasi tizerinde tamimli bir D, d (a,f) —ters tirev ile belirlenen
genellestirilmis (a, B) — ters tlrevinin bir D, d (a, B) — tiireviyle belirlenen genellestirilmis

(a, B) — turev oldugu ve R c Z(R) oldugu gosterilmistir.



Besinci boliimiin ikinci kisminda ise R, 2 —burulmasiz bir yariasal halka, a,b,c € R
ve D, F, G doniisiimleri R halkasinin ti¢ (@, B) —ters tiirevleri olmak tizere asagida siralanan
ifadeler ispatlanmistir.

i- R halkasinda, a bir otomorfizma ve g bir epimorfizma olmak izere D doniistimiiniin
R halkasinda bir (a, 8) —ters tlirev olmasi i¢in gerek ve yeter kosul merkez tarafindan
kapsanan (8, @) — tiirev olmasidir.

ii-a ve B, R halkasinda birer epimorfizma olmak iizere, eger D doniisimii D(x) =
ca(x) + B(x)c seklinde tanimlanan (a, B) —ters tiirevise D = 0 ve ¢ = 0 dir.

Iii-R halkasinda, a bir epimorfizma ve f bir otomorfizma olmak tizere D, R halkasinin
D(x) = aa(x) + B(x)b kosulunu saglayan bir (a, ) — ters tlrevi ise D, a ile belirlenmis
bir (a, B) —ic turevdir.

iv- a, B otomorfizma, F ve G, R halkasinin her x,y € R icin F(x)a(y) + B(y)G(x) =
0 kosulunu saglayan iki (a, ) — ters turevleri ise her x,y,z € R i¢in F(y)a([z,x]) =
Bz, x])G(y) = 0ve G(R),F(R) c Z(R) dir.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Bu kisimda tezde kullanilan bazi temel kavramlar ve tanimlar verilmistir.

Tanmm 2.1. G bostan farkl1 bir kiime ve ¢ G lizerinde tanimli ikili islem olsun.

(DHerm,n,teGicinmo(not)=(mon)ot

(2) Herm € G iginm o e = e o m = m olacak sekilde bir e € G vardir

(3) Herm € G igina o m = m o a = e olacak sekilde a € G vardir

(4 HermneGicinmon=nomdir
G kumesi o ikili islemine gore ilk {i¢ 6zelligi sagliyorsa bir grup denir.G grubu dérdunci
ozelligi de sagliyorsa G ye o ikili islemi altinda degismeli grup denir.

Tanim 2.2. G bir grup ve H, G nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger H, G deki
ikili isleme gore kapali ve G den indirgenmis ikili islem ile bir grup ise, H kiimesine G nin bir
altgrubu denir.

Tamm 2.3. G bir grup, {e;} ve G grubunun kendsine asikar altgruplar: denir.

Tamm 2.4. G grubunun asikar olmayan altgrubuna 6z altgrup denir.

Uyan 2.5. (G,o) bir grup olsun. G nin bostan farkli bir alt kiimesi olan H bir altgrupdur
ancak ve ancak her x,y € H igin x ¢ y~1 € H olmasidur.

Lemma 2.6. (Brauer’s Trick). Bir toplamsal grup iki 6z altgrubunun birlesimi olarak
yazilamaz.

Ispat. X ile Y, G grubunun iki 6z altgrubu ve G = X U Y olsun. Kabul edelim ki X #
G olsun. G # X olmasindan dolay1 a € G ve a € X olacak bigimde bir a eleman: vardir.
Diger taraftan G = X U Y oldugundan a € Y dir. Burdan G c Y dir. Eger G ¢ Y olsaydi b ¢
Y ve b € G olan en az bir b elemani olurdu. G = X U Y den b € X bulunurdu. O halde a +
b € Y dir. Simdi kabul edelim ki a + b € Y olsaydi. a + b € X olurdu. X in toplamsal
olmasi kullanildiginda a € X elde edilir ve a € X olmamasziyla gelisir. Sonug olarak a + b €
Y dir. Y toplamsal oldugundan b € Y olur. Bu ise geligkidir. O halde G = Y oldugu agiktir.

Tamim 2.7. Bir cebirsel yapt (R,e,0) verilmis olsun. Asagidaki ii¢ 6zellik saglaniyorsa
(R,e,0) cebirsel yapisina halka denir.

(R1) (R,?) degismeli bir grupdur.

(R2) (R,0) nin birlesme 6zelligi var.

(R3) o isleminin ¢ islemi {izerinde soldan ve sagdan dagilma 6zellgi vardir.

Eger R halkasi



(R4) Her m,n € R igin m o n = n o m kosulunu saghyorsa degismeli halka,

(R5) Herm € Ricinm o 1; = 13 o m = m olacak sekilde bir 1, € R elemani var ise
birimli halka adin1 alir.

Aksi belirtilmedigi siirece bir R halkas1 denince (R, +,.) halkas1 anlagilacaktir.

Tamm 2.8. R halkasinda @ # X bir alt kiime olmak Uizere

CkR(X)={reR|r.c=c.rVceEX}

biciminde tanimlanan kiimeye X in R halkasindaki merkezlestiricisi denir.

Tamm 2.9. R bir halka olsun. Halkadaki biitiin elemanlarla degismeli olan elemanlarin
kiimesine R halkasimin merkezi denir ve Z(R) ile gosterilir.

Tamim 2.10. a, f: R = R doniisiimler olmak tizere

Cap =1{b €ER 1 ba(x) = B(x)b,Vx € R}

kiimesine R halkasinin (a, 8)-merkezi denir

Tamim 2.11. @ # S, R halkasinin bir altkiimesi olsun.Eger S,R halkasi {izerinde
tanimli igslemlere gore kendi basina bir halka oluyorsa, S altkimesine R halkasinin bir
althalkas: denir.

Uyar 2.12. Bir halkanin merkezi, o halkanin alt halkasidir.

Tamm 2.13. I, R halkasinin bos olmayan toplamsal bir altgrubu olsun.
Herm € Rven €l igcinm.n, n.m € [ ise I kimesine R halkasinin iKki tarafli ideali denir

ve I < R ile gosterilir.

Ornek 2.14. R={(x Y

0 O) | X,y € Z} kiimesi uzerinde tanimlanan matrisler

Uzerinde adi toplama ve ¢arpma islemiyle beraber bir halkadir. I = {(8 J(;) | X € Z}

bi¢iminde tanimlanan kiime de halkanin bir idealidir.
Uyar 2.15. Her ideal bir alt halkadir ancak her alt halka bir ideal degildir.
Uyan 2.16. Bir R halkasmin bostan farkli idealleri olan X ve Y nin ¢arpimi da

halkanin bir idealidir.

XYZ{Z xi.yilxiEX, yiEY

sonlu

Tamim 2.17. Bir R halkasinda her x € R i¢in n.x = 0 olacak bi¢cimde x den bagimsiz
n pozitif tamsayilar1 var ise bu sayilardan en kigik pozitif olan n sayisina R halkasinin
karakteristigi denir ve charR = n olarak gosterilir. BOyle bir pozitif say1 yok ise R

halkasinin karakteristigi sifir olarak tanimlanir.



Uyan 2.18. Bir R halkasinin karakteristigi ikiden farkli olsun. O halde a € R igin
2a € Z(R) iken a € Z(R) olur.

Ispat. 2a € Z(R) .olsun. Her y € R igin [2a,y] =0 dir.Yani 2[a,y] =0 dir.
charR # 2 oldugundan her y € R icin [a, y] = 0 bulunur. Bu da gosterir ki a € Z(R) dir.

Tanim 2.19. n, sifirdan farkli bir tamsay1 olmak iizere, R halkasinda nx = 0
oldugunda x = 0 oluyorsa R ye n-burulmasiz halka denir.

Tanim 2.20. P, R halkasindan farkli R nin bir ideali ve X ve Y, R halkasinin herhangi
iki ideali olmak Gizere XY < P iken X € P veyaY C P oluyorsa P idealine asal ideal denir.

Tamim 2.21. (0) ideali asal ideal ise halkaya asal halka denir.

Uyar 2.22. Bir R halkasinda her m,n € R i¢cin mRn = (0) oldugunda m = 0 veya
n = 0 olmasi1 durumunda R asal halkadir.

Tamim 2.23. R halkasinda bir X ideali igin, X™ = (0) durumunu saglayan bir pozitif
n tamsayisinin bulunuyorsa X idealine nilpotent ideal denir.

Tamim 2.24. Bir halka sifirdan farkli nilpotent ideal yok ise yarwasal halka denir.

Uyari 2.25. Bir R halkasi yariasal halka ise her g € R i¢in qRq = (0) oldugunda q =
Odur.

Uyari 2.26. Asal olan bir halka ayn1 zamanda bir yariasal halkadir ancak tersi yariasal
halka i¢in her zaman saglanmayabilir.

Tanmim 2.27. Bir R halkasinda [,]:RXR — R, [x,y] =xy —yx bigiminde
tamimlanan fonksiyona Lie komutator denir.

Lie komditator islemi, her m,n,t € R icin

L1) [m,m] =0

L2) [m,n] = —[n,m]

L3) [m+n,t] = [m,t] + [n,t]

L4) [m,n+t] = [m,n] + [m, t]

L5) [m, [n, ¢]] + [n, [t, m]] + [t, [m,n]] = 0 (Jacobi 6zdesligi)
oOzelliklerini saglar.

Uyan 2.28. R halkasiim bos olmayan X ve Y altkiimeleri icin [X,Y] komutator
Oilxyil | x; € X, y; €Y, n € N} seklinde tamimlanur.

Tamim 2.29. R halkasinin bir toplamsal altgrubu olan U, [U, R] c U sartin1 sagliyorsa
U altgrubuna R halkasinin bir Lie ideali denir.

Tamm 2.30. R bir halka, a,f: R — R iki doniisiim olsun. Her x, y € R i¢in

xa(y) — B(y)x elemam (a, B)-komutator olarak adlandilir ve [x,y] o g ile gosterilir.



Tamim 2.31. Bir R halkasinda d toplamsal doniisiim olmak tizere her m,n € R igin
d(m,n) = d(m)n + md(n)
kosulu saglandiginda d doéniisiimiine R halkasinin bir tlrevi denir.

m

Ornek 2.32. R = {(0

g) i m,n € Z} halkas1 verilsin. d:R - R, d ((73 g)) _

(8 g) bicimindeki déniisiim R halkasinda bir ttirevdir,

Tamim 2.33. R birhalkaa € Ricind,: R = R [a, x] = ax — xa kosulu saglandiginda
d, toplamsal doniisiimiine a ile belirli bir i¢ tlrev denir.

Uyar 2.34. R bir halka d, onun bir tiirevi olsun. m € Z(R) ise d(m) € Z(R) dir.

Ispat: d bir tiirev ve m € Z(R) ise her n € R icin d([m,n]) = 0 dir. Bu durumda her
n € R igin 0 = d([m,n]) = [d(m),n] + [m,d(n)] dir. m € Z(R) olmasi kullanilirsa her
n € R i¢in [d(m),n] = 0 elde edilir. Sonug olarak d(m) € Z(R) dir.

Tamm2.35. Bir R halkasinda d toplamsal déntisiim olmak iizere her m,n €
R i¢in

d(mn) = d(n)m + nd(m)

kosulu saglaniyorsa d doniisiimiine R halkasinin bir ters ttrevi denir.

Ornek 2.36. R = {(, o) |w v €2} halkas verilsin. d: R > R, fonksiyonu

(6 0))=( o)
ile tantmlansin. R halkast iizerinde bir ters tiirevdir. Ustelik tiirev degildir.
Tanm 2.37. d: R = R bir ters tlrev olmak lizere F: R — R toplamsal doniigiimii her
m,n € Rigin, F(mn) = F(n)m + nd(m) (F(mn) = d(n)m + nF(m)) kosulunu
sagliyorsa F ye d ile belirlenen sol(sag) genellestirilmis ters tiirev denir.
Tamm 2.38. d, R halkasimnin bir toplamsal doniistim0 ve a, 8: R — R iki donlisiim
olsun. Her m,n € R igin
d(mn) = d(m)a(n) + f(m)d(n)
seklinde tanimlanan d doniistimiine (e, B)-tlrev denir.
Tamim 2.39. R bir halka a € R igin d,: R — R toplamsal doniistimii her x € R igin
da(x) = [a,X] o
olarak tanimlansin. Bu d, doniisiimiine a ile belirli bir (e, B)-i¢ tlrev denir
Tamim 2.40. R bir halka ve d: R — R bir (a, 8)-turev olmak tzere D:R = R
toplamsal donisiimii her m,n € R igin
D(mn) = D(m)a(n) + B(m)d(n)



seklinde tanimlanan D doniisiimiine d ile belirlenmis genellestirilmis (a, B) tlrev denir.

Tamim 2.41. R bir halka, d:R — R toplamsal doniisiim, «, 8: R — R iki doniisiim

olmak lzere, her m,n € R igin
d(mn) = d(n)a(m) + f(n)d(m)
seklinde tanimlanan d doniisiimiine (a, 8)-ters trev denir.

Tamim 2.42. R bir halka, e € R olsun. e? = e ise e elemanima idempotent eleman
denir.

Tamim 2.43. R bir halka ve d: R = R bir (a, B)-ters tirev olmak Uzere D: R = R
toplamsal doniisiimii her m,n € R igin

D(mn) = D(n)a(m) + B(n)d(m)
biciminde tanimlanan D doniistimiine d ile belirlenmis genellestirilmis (a, ) ters tlrev
denir.

Onerme 2.44. (Herstein I1.N. 1976 Lemma 1.1.8) R bir yariasal halka ve a € R
eleman1 x, y € R olmak zere bitiin xy — yx elemanlari ile degismeli ise o zaman a €
Z(R) olur.

Tanim 2.45. R bir halkave S, R halkasinin bir alt kiimesi olmak tizere F : R — R bir
dontistim olsun. Her se S icin [s, F(s)]e Z(R), ([s, F(s)] = 0) oluyor ise F doniisiimiine,
S kimesi Uzerinde centralizing(commuting) doniisiim denir.

Tanim 2.46. R bir halka ve S, R halkasinin bir alt kiimesi olmak tizere F: R — R bir
dontisiim olsun. Her se S icin F(s)s + sF(s)eZ(R), (F(s)s + sF(s) = 0) oluyor ise F
doniistimiine, S kiimesi tzerinde skew-centralizing(skew-commuting) déniisiim denir.

Tamim 2.47. (4, +) bir degismeli grup olsun.

[[JAXA—> A
(m,n) - [m,n]

bi¢imde tanimlanan doniisiim her m, n, t € A igin

i. [mym]=0

ii. [m,n+t]=[m,n]+ [m,t]ve

[m+n,t] = [m,t] + [n,t]

iii. [m, [n, t]] + [n, [t, m]] + [t, [m, n]] = 0 (Jacobi ozdesligi)
kosullarini sagliyorsa A degismeli grubuna tizerinde tanimlanan [, | islemi ile birlikte bir Lie
halka denir.

Uyari 2.48. R bir halka olmak Uzere her r, s € R igin [r, s] = rs — sr olacak bicimde

tanimlanan islem ile bir Lie halka dir.






BOLUM 3
HALKALARDA TUREVLER

Bu béliimde tiirevli asal halkalarda halkanin hangi durumlarda degismeli oldugunu
arastiran makaleler incelenmistir.

3.1 Asal Halkalar Uzerinde Turevler

Posner’in (Posner E.C 1957) makalesi boyunca, R bir asal halka, d bir tirev olarak
alinmustir.

Lemma 3.1.1. R bir asal halka, d bir tirev ve ae R olsun. ad(R) = 0 oldugunda a =0
veya d =0 dir.

Ispat. Hipotezden her reR igin, ad(r) = 0 oldugundan r yerine rs, Se R alinirsa

0 =ad(rs) = a(d(r)s + rd(s)) = ad(r)s + ard(s)
olur. Yine hipotezden ad(r) = 0 oldugundan her r,seR i¢in, ard(s) = 0 bulunur. Buradan her
seR i¢cin aRd(s) = (0) elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda a = 0 veya her
seRi¢in, d(s) = 0 olur. Dolayisiyla a = 0 veya d = 0 bulunur.

Lemma 3.1.2. R bir asal halka ve p, g, r R olsun. Her xeR icin, pxgxr =0 ise p, q,
r den en az biri sifirdir.

Ispat. x,yeR icin X + yeR olduguna gore hipotezden p(x + y)q(x + y)r = 0 olur.
Dolayistyla

0=p(X+y)g(x +y)r =p(xq + yq)(xr + yr)

= p(Xgxr + xqyr + ygxr + yqgyr)
= PXQXr + pXqyr + pygxr + pyqyr
oldugundan ilk ve son terim hipotezden sifir olacagindan dolay1 her x,yeR igin,
pxqyr + pygxr =0

elde edilir.

px = 0 ise pxqyr = 0 ve buradan her yeR igin, pygxr = 0 yani pRgxr = 0 olur. R
halkasinin asal olmasi kullanildiginda her xeR igin, p = 0 veya gxr = 0 elde edilir.

px = 0 ise, her zeR i¢in, pxz = 0 dir. Buradan her zeR i¢in, p = 0 veya gxzr = 0 yani
p =0 veya gxRr =0 olur. R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda her xeR i¢in, p = 0 veya
gx =0 veyar =0 elde edilir.

px = 0 esitliginde x yerine xqxr alimirsa p(xgxr) = 0 bulunur. Buradan her xR igin,
p=0veyar=0 veya gxqxr = 0 olur. gx = 0 da x yerine xqxq alinirsa xeR i¢in, p = 0 veya

r =0 veya gxgxq = 0 elde edilir. Kabul edelim kip # 0ver # 0 olsun. gxgxq = 0 esitliginde



X yerine X + Y, yeR almnirsa;
0=q(x+y)g(x +y)q=q(xq +yq)(xq + yq)
= q(xaxq +xqyq + ygxq + yqyq)
= gxOxq + gxqyq + qygxq + qyayq
bulunur. Burada ilk ve son terim hipotezden sifir olacagindan dolay1 her x, yeR i¢in, gxqyq
+ qyqxq = 0 elde edilir. Burada y yerine xqy alinirsa
0 = gxa(xay)q + a(xay)axq
= (axaxqg)yq + gxqyqxq
olur. Burada ilk terim hipotezden sifir olacagindan her x, yeR icin, gxqygxq = 0 elde edilir.
Buradan her xeR i¢in (qxq)R(gxq) = 0 bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her
XeR i¢in, gxq = 0 yani qRq = 0 bulunur. Dolayisiyla q = 0 elde edilir.
Teorem 3.1.3. R, charR # 2 olan bir asal halka ve di, d2 R halkasinin tirevi olsun.
did> turev ise di ve dz den en az birisi sifirdir.
Ispat. did; tiirev oldugundan her x, yeR igin, didz(xy) = didz2(X)y + xdid(y) dir.
Bununla birlikte dy ve da tiirev oldugundan her x,yeR i¢in
did2(xy) = d1(d2(xy))
= d(d2(x)y + xdz(y))
= da(d2(x)y) + di(xdz(y))
= dad2(x)y + d2(x)da(y) + di(x)d2(y) + xd1d2(y)
elde edilir. Son esitlik ile birlikte diigtiniiliirse

d2(X)d1(y) + di(X)d2(y) = 0, VX,yeR (3.1)

bulunur. (3.1) esitliginde x yerine xd1(z), zeR alinirsa
0 = d2(xd1(z))d1(y) + di(xd1(z))d2(y)
= (d2(x)da(2) + xd20d1(2))da(y) + (da(x)da(2) + xc*(2))d(y)
= da(x)da(2)da(y) + xd2d1(2)da(y) + da(x)d(z)d2(y) + xci*(z)d2(y)
= da(x)d1(2)da(y) + da(x)da(2)d2(y) + X(d2d(2)da(y) + da*(2)d(y))
elde edilir. Burada tgtinct terim (3.1) esitliginde x yerine di(z) alindiginda sifira esit

olacagindan

d2(x)dw(z)d1(y) + di(x)d1(z)d2(y) =0, V X,Y, zeR (3.2)

10



olur. Tekrar (3.1) esitliginde x yerine z alinirsa, d2(z)d1(y) + d1(z)d2(y) = 0 yani her y, zeR
icin, di(z)d2(y) = —d2(2)d1(y) bulunur. Bu esitlik (3.2) esitliginde yerine yazilirsa her x, y,
zeR igin, d2(x)d1(z)d1(y) — d1(x)d2(z)d1(y) = 0 olur. Bulunan esitlik sagdan di(y) parantezine
alinirsa her x, y, zeR igin, (d2(x)d1(z) — d1(x)d2(z))d1(y) = 0 elde edilir. Burada Lemma 3.1.1
kullanilirsa d1 = 0 veya VX, zeR igin dz(x)d1(z) — di(x)d2(z) = 0 bulunur. Kabul edelim ki
her x, zeR i¢in, d2(X)d1(z) — di(X)d2(z) = 0 olsun. (3.1) esitliginde y yerine z alinirsa her x,
zeR igin, d2(x)d1(z) + di(x)d2(z) = 0 olur. Bu iki esitlik toplanirsa 2d2(x)d1(z) = 0 ve charR
# 2 oldugu kullanilirsa her x, zeR i¢in d2(x)di(z) = O elde edilir. Tekrar Lemma 3.1.1
kullanilarak di = O veya her xeR i¢in, d2(x) = 0 bulunur. Buradan d: = 0 veya d> = 0 elde
edilir.
Lemma 3.1.4. R bir asal halka ve d bir tiirev olsun. Her xeR i¢in xd(x) — d(x)x =0
ise R halkas1 komiitatif veya d = 0 dir.
Ispat. y<R icin, hipotezde x yerine x + y alinirsa
0=(x+y)dx+y)-dXx+y)x+y)
= (x+y)(d(x) +d(y)) = (d(x) +d(y))(x +)
= xd(x) + xd(y) + yd(x) + yd(y) — d(x)x -d(x)y — d(y)x —d(y)y
= xd(x) —d(x)x +yd(y) - d(y)y +xd(y) + yd(x) - d(x)y —d(y)x
olur. Hipotezden xd(x) — d(x)x = 0 ve yd(y) - d(y)y = 0 olacagindan her x, yeR i¢in, xd(y)
—d(x)y = d(y)x — yd(x) bulunur. d bir tiirev oldugundan her x, yeR igin, d(xy) = xd(y) +
d(x)y esitliginden

2xd(y) = d(y)x — yd(x) + d(xy), Vx,yeR (3.3)
elde edilir. (3.3) esitliginde y yerine xr, reR almirsa 2xd(xr) = d(xr)x — (xr)d(x) + d(x?r) yani

2x(d()r + xd(r)) = (@d)r + xd(r)x — xrd(x) + d(x?)r + x2d(r) olur. Burada hipotez
kullanildiginda

x2d(r) = d(x)rx + xd(r)x — xrd(x), Vvx, reR (3.4)

bulunur. (3.3) esitliginde y yerine reR i¢in, rx alinirsa 2xd(rx) = d(rx)x — (rx)d(x) + d(xrx)

ve buradan hipotez kullanildiginda

d(r)x? = xd(r)x + xrd(x) — d(X)rx, Vx, reR (3.5)
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Olur. (3.4) ve (3.5) esitlikleri toplanirsa

x2d(r) + d(r)x? = 2xd(r)x, Vx, reR (3.6)

bulunur. (3.6) esitligi yeniden diizenlenirse

X(d(r)x —xd(r)) = (d(r)x — xd(r))x, Vx,reR (3.7

olur. (3.7) esitliginde x yerine x + d(r) alinirsa, her x, reR i¢in d(r)(d(r)x — xd(r)) = (d(r)x —
xd(r))d(r) elde edilir. Burada la¢) (x)= [d(r),x] seklinde tanimlan d(r) ile belirlenen i¢ turev
diisiiniildiigiinde her X, reR igin 124¢(x) = 0 bulunur.

Kabul edelim ki charR = 2 olsun. Teorem 3.1.3 kullanilarak her x, reR igin lqg)(X)
= 0 olacagindan 0 = [d(r),x] = d(r)x — xd(r), VX, reR bulunur. Buradan her reR i¢in, d(r)
Z elde edilir.

D, x ile belirlenen ic tirevi D(r) = [X,r] seklinde ifade edilsin. Her reR igin, xd(r) —
d(r)x = 0 oldugundan D(d(r)) = 0 dir. Teorem 3.1.3 kullanilarak d = 0 veya D = 0 bulunur.
Yani d = 0 veya her reR igin, xr — rx = 0 ve buradan d = 0 veya R halkas1 komiitatiftir.

Eger charR = 2 ise (3.6) kullanilarak x2d(r) + d(r)x?> = 2xd(r)x=0 ve buradan her
x,reR igin, x?d(r) = d(r)x? bulunur. Yani d(r), R halkasmin her elemaninin karesi ile
komutatiftir.

R, charR = 2 olan bir asal halka ve eeR, R halkasmin her elemaninin karesi ile

komdtatif olsun.

x% = ex?, VxeR (3.8)

olur. (3.8) esitliginde x yerine x + y almirsa (x + y)%e = e(X + y)? ve buradan

(xy +yx)e = e(xy +yx), VX, yeR (3.9)

elde edilir. (3.9) esitliginde y yerine xe, e€R alinir ve (3.8) esitligi kullanilirsa

xexe = exex, VxeR (3.10)
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olur. (3.9) esitliginde y yerine e alinirsa

xe? = e?x, VxeR (3.11)

bulunur. Boylece her xeR igin,
(xe + ex)? = (xe + ex)(xe + ex)
= Xexe + XX + exe + exex
= Xexe + exex + xe’x + ex?x
olur. charR =2 oldugu ve (3.10) esitligi kullanilarak
(xe + ex)? = xe?x + ex?x
bulunur. (3.11) ve (3.8) esitlikleri kullanilarak

(xe + ex)?=0, VxeR (3.12)

elde edilir. Varsayalim Ki a,beR i¢in ab = 0 olsun. (3.9) esitliginden (ab + ba)e = e(ab + ba)

ve kabulimizden

bae = eba (3.13)

bulunur. ab = 0 ise 0 = aab = a?b oldugundan (3.13) esitliginden bae =eba? olur. Ayrica (3.8)
esitliginden ba%e = bea? elde edilir. Buna gore
(be + eb)a® = bea? + eba?
= ba’% + eba?
= eba? + eba?
= 2eba?

ve charR = 2 oldugu kullanilarak (be + eb)a? elde edilir. Yani ab=0 ise

(be +eb)a? =0 (3.14)
bulunur. Ayni sekilde ab = 0 ise her xeR igin (xa)b = 0 dir. (3.14) esitliginde a yerine xa
alinirsa (be + eb)(xa)? = 0 ve Lemma 3.1.2 kullanilarak be + eb = 0 veya a = 0 bulunur. be

+ eb = 0 ise charR = 2 oldugundan be = eb olur. (be + eb)(xa)? = 0 esitliginde b yerine bv,

veR alinirsa
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0 = (bve + ebv)(xa)?
= (bve + ebv)(xa)(xa)
olur. Lemma 3.1.2 kullanilarak bve + ebv = 0 veya a = 0 elde edilir.

bve + ebv = 0 ise be = eb oldugu kullanilir ve yeniden diizenlenirse b(ve + ev) = 0
bulunur. e ile belirlenen ig tiirev diisiiniiliirse Lemma 3.1.1 kullanilarak b = 0 veya ve + ev
=0 olur. ve + ev =0 ise charR = 2 oldugundan her veR icin ve = ev elde edilir. Yania =0,
b =0 veya ec Z(R) olur. (3.12) esitliginden 0 = (xe + ex)? = (xe + ex)(xe + ex) yazilir. a
yerine, Xe + ex, b yerine xe + ex, XxeR alinirsa xe + ex = 0 veya ee Z(R) olur. Yani ¢, R
halkasindaki her elemanin karesi ile degismeli oldugunda her xeR icin xe + ex =0 veya ee
Z(R) olur. Her X, reR icin x2d(r) = d(r)x? olduguna gére buradan her reR icin d(r) € Z(R)
elde edilir.

Varsayalim ki yeR igin, d(y) = 0 olsun. Buna gore d(xy) = d(X)y+xd(y)=d(x)y ve
d(xy) € Z(R) oldugundan d(x)ye Z(R) bulunur.

d # 0 olsun. O zaman d(x) # 0 olacak bigimde en az bir x € R vardir. d(x)yeZ(R)
oldugundan her aeR igin d(x)ya = ad(x)y dir. Buradan her aeR igin,

d(x)(ya + ay) = d(x)ya + d(x)ay
= ad(x)y + d(x)ay
= ad(x)y +ad(x)y
= 2ad(x)y
ve charR = 2 oldugundan her aeR igin, d(x)(ya + ay) = 0 dir. Yani, eger d(y) = 0 ise heraeR
icin d(x)(ya + ay) = 0 bulunur. d(x) # 0 oldugunda d(x) €Z(R) ve d(y) = 0 oldugunda
yeZ(R) elde edilir.

Her ceR igin, d(c?) = d(c)c + cd(c) dir. d(c) € Z(R) oldugundan her ceR icin, d(c?)
= 2d(c)c ve charR = 2 oldugundan d(c?) = 0 dir. Bir énceki paragraf kullanilarak her ceR
icin, c2eZ elde edilir. Yani her ¢, acR icin c?a = ac? dir. Oyleyse a eleman1 R halkasindaki
her elemanin karesi ile degigsmelidir. Bu durumda yukaridaki e yerine a elemani diisiiniiliirse
her aeR i¢in ae Z(R) olur. Dolayisiyla R halkasi komiitatiftir.

Lemma 3.1.5.: A bir Lie halkasi ve I, onun bir ideali olsun. de A ve her acl i¢in da.a
= 0 olsun. O zaman her xeA ve acl igin, (dx.a)a =0 dir.

Ispat. Ry, x tarfindan sag carpmay1 gostersin. Her xeA ve ael igin d(RxR%) = 0
oldugunu gosterecegiz. Lie halkasi i¢in Jacobi 6zdesligini Rxa = RxRa — RaRx olarak

yazilabilir. I” nin ideal olmasi kullanilarak her xeA igin, xael ve a + xael bulunur. da.a=0
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ise (dxa)xa =0 ve (d(a + xa))(a + xa) = 0 dir. Buradan

0 =d(a + xa)(a + xa) = (da + dxa)(a + xa) = (da)a + (da)(xa) + (dxa)a + d(xa)xa
yani (da)(xa) + (dxa)a = 0 ve buradan her xeA ve ael i¢in, d(RaRxa + RxaRa) = 0 bulunur.
Bu ifade yeniden diizenlenecek olursa 0 = d(RaRxa + RxaRa) = d(Ra(RxRa — RaRx) + (RxRa —
RaRx)Ra) = d(RaRxRa — R%Rx + RxR% — RaRxRa) yani her xeA ve ael igin, d(RxR%— R%Rx)
= 0 ve d(R%) = 0 oldugu kullanilacak olursa her xe A ve acl igin, d(RxR%) = 0 bulunur. Bu
ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.6. R bir asal halka ve d R Uzerinde bir tiirev ve her xeR igin xd(x) —
d(x)xe Z(R) olsun. Bu durumda d bir sifir tiirev degil ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat. A, R halkasmin tiirevlerinin bir Lie halkas1 ve I, A halkasmin xR igin, Ix =
[x,a] seklinde tanimlanan i¢ tiirevleri iceren bir ideali olsun. di, d2€A icin [d1,d2], A
halkasmdaki trevlerin carpimini ifade etsin. Kabul edelim ki [(d,Ix),Ix] = (0) olsun. Lemma
3.1.5 kullanilarak her aeR, lael, xeR i¢in [[[d,la]lx]lx] = (0) ve buradan he a,xeR igin
x(xd(a) — d(a)x) — (xd(a) — d(a)x)x = x?d(a) — xd(a)x — xd(a)x + d(a)x>cZ(R) yani

x?d(a) + d(a)x?— 2xd(a)xeZ, VX, acR (3.15)

elde edilir. xeR igin (3.15) esitligi kullamlirsa x(x2d(a) + d(a)x*— 2xd(a)x) = (x?d(a) + d(a)x>
— 2xd(a)x)x elde edilir. Bu ifade agilacak olursa x3d(a) + xd(a)x? — 2x2d(a)x = x%d(a)x +

d(a)x® — 2xd(a)x? ve buradan

3xd(a)x? + x3d(a) = 3x?d(a)x + d(a)x3, Vvx, aeR (3.16)

elde edilir. Kabul edelim ki charR = 3 olsun. Her xR igin, (3.16) esitliginden x3d(a) = d(a)x®
yani x3d(a) — d(a)x® = 0 ve buradan I,3d = (0) bulunur. Teorem 3.1.3 kullanilarak d = 0 veya
her xeR icin x3eZ(R) elde edilir. Eger her xeR icin x3eZ(R) ise her X, yeR igin (x +y)3 -
x3 —y*e Z(R) olur. Bu ifade acilirsa (x + y)3 —x3 —y3= (X + y) (X + Y)(X +y) —=x3 —y*= (X?
Xy +yX +Y)(X +Y) =X -y =)+ Xy + xyx + Xy? +yx Hyxy +yx Y - xE -y

ve buradan

X2y + XyX + xy? + yx% + yxy + y’xeZ(R), Vx,yeR (3.17)

elde edilir. (3.17) de x yerine —x alinirsa (-X)%y + (-X)y(-X) + (-X)y? + y(-X)? + y(-X)y + y? (-
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X) €Z(R), yani

X2y + XyX + yx?— (y>X + yxy + xy?) €Z(R), VX, yeR (3.18)

elde edilir. (3.17) ve (3.18) esitlikleri toplanirsa her x, yeR igin x?y + xyx + xy? eZ(R) elde
edilir. Bu ifadede y yerine xy alinirsa x>y + X2yx + xyx? = X(x?y + Xyx + yx?) € Z(R) bulunur.
Kabul edelim ki her x, yeR icin X2y + xyx + yx?>= 0 olsun. charR = 3 oldugu kullanilirsa
X(XY — YX) — (XY — YX)X =X2y — XyX — XyX + yX? = X2y + yx? — 2Xy = -Xy — 2Xy = -3xy = 0
bulunur. Yani her yeR icin, k2 = (0) dir. Teorem 3.1.3 kullanilarak R halkas1 komiitatif
bulunur. Bu ise ispati tamamlar. Simdi de charR # 3 olsun. (3.16) esitliginde a yerine xeR
alinir ve xR icin x3eZ(R) oldugu kullanilirsa 3xd(x)x? + x3d(x) = 3x2d(x)x + d(x)x® ve
buradan
x3d(x) — d(x)x® = 3x2d(x)x — 3xd(x)x?

= 3x(d(X)x — xd(x))x

= 3xd(x)x? — 3x2d(x)x

= 3xd(X)x%— 3d(x)x®

= 3(xd(x) — d(x)x)x?
yani

x3d(x) — d(x)x®= 3(xd(x) — d(X)x)x?, VxeR (3.19)

elde edilir. Ayrica

(xd(x) — d(X)x)x = xd(X)x — d(X)x? (3.20)

ve xd(x) — d(x)xeZ(R) oldugundan (xd(x) — d(x)x)x = x(xd(x) — d(x)x) dir. Buradan

(xd(x) — d(x)x)x = x2d(x) — xd(x)x (3.22)

olur. (3.20) ve (3.21) esitlikleri toplanirsa

2(xd(x) — d(x)x)x = x2d(x) — xd(x)x? (3.22)
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elde edilir. (3.16) esitliginde a yerine xd(a) alinirsa
0 = 3xd(xd(a))x? + x3d(xd(a)) — 3xd(xd(a))x — d(xd(a))x>

=3x(d(x)d(a) + xd(d(a)))x* + x*(d(x)d(a) + xd(d(a))) — 3x*(d(x)d(a) + xd(d(a)))x — (d(x)d(a)
+ xd(d(a)))x®

= 3xd(x)d(a)x? + 3x2d?(a)x? + x3d(x)d(a) + x*d?(a) — 3x2d(x)d(a)x — 3x3d?(x)x — d(x)d(a)x®
— xd?(a)x®

= 3x2d?(a)x? + x*d?(a) — 3x3d?(a)x — xd?(a)x3 + 3xd(x)d(a)x? + x3d(x)d(a) — 3x?d(x)d(a)x —
d(x)d(a)x®
olur. (3.16) esitliginden 3x2d?(a)x? + x*d?(a) — 3x3d?(a)x — xd?(a)x® = 0 olacagindan

3xd(x)d(a)x? + x3d(x)d(a) — 3x2d(x)d(a)x — d(x)d(a)x®= 0, Vx, acR (3.23)

elde edilir. (3.16) esitligi soldan d(X) ile carpilirsa

3d(x)xd(a)x? + d(x)x3d(a) — 3d(x)x?d(a)x — d(x)d(a)x®* =0, Vx, acR (3.24)

elde edilir. (3.23) esitliginden (3.24) esitligi ¢ikartilirsa ve (3.19) ile (3.22) esitlikleri
kullanilirsa her x,a€R igin (xd(x) —d(x)x)(d(a)x? + x?d(a) — 2xd(x)x) = 0 bulunur. Eger xeR

icin xd(x) —d(x)x # 0 ise asal halkanin merkezi tamlik bolgesi oldugundan

d(a)x? + x?d(a) — 2xd(x)x =0, VX, aeR (3.25)

elde edilir. (3.25) esitliginde a yerine xa alinir ve (3.25) esitligi kullanilirsa
0 = d(xa)x? + x2d(xa) — 2xd(x)x

= (d(x)a + xd(a))x? + x?(d(x)a + xd(a)) — 2x(d(x)a + xd(a))x

= d(x)ax? + xd(a)x? + x?d(x)a + x3d(a) — 2xd(x)ax — 2x2d(a)x

= xd(a)x? + x3d(a) — 2x2d(a)x

= x(d(a)x? + x?d(a) — 2xd(x)x)

yani
d(x)ax? + x?d(x)a— 2xd(x)ax = 0, VaeR (3.26)

bulunur. (3.25) esitliginde a yerine x alimirsa d(x)x? + x2d(x) — 2xd(x)x = 0 elde edilir. Bu

ifade sagdan a ile ¢arpilirsa
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d(x)x%a + x2d(x)a — 2xd(x)xa = 0, VaecR (3.27)

bulunur. (3.26) esitliginden (3.27) esitligi ¢ikartilirsa

d(x)(ax? — x%a) — 2xd(x)(ax — xa) = 0, VaeR (3.28)

elde edilir. (3.28) esitliginde xR i¢in, a yerine xa alinirsa

d(x)x(ax? — x%a) — 2xd(x)x(ax —xa) =0, VaeR (3.29)

bulunur. (3.28) esitligini xR i¢in, soldan x ile ¢arparsak

xd(x)(ax? — x%a) — 2x?d(x)(ax — xa) =0, VaeR (3.30)

elde edilir. (3.30) esitliginden (3.29) esitligi ¢ikartilir ve xd(x) — d(X)xeZ(R) oldugu
kullanilirsa

xd(x) — d(x)x(ax? — x?a — 2x(ax — xa)) = 0 bulunur. xd(x) — d(x)x = 0 ise

ax?—x?a—2x(ax —xa) =0, VaeR (3.31)

elde edilir. Boylece 0 = ax? — x?a — 2x(ax — xa) = ax? — x?a — 2xax + 2x%a = ax?+ x?a — xax
— xax bulunur. Yani x(xa — ax) = (xa — ax)x ve buradan 12 = (0) bulunur. Teorem 3.1.3
kullanilarak aeZ(R) veya charR # 2 oldugundan xd(x) = d(x)x elde edilir. Sonug¢ olarak
charR # 2 oldugunda da her xeR igin xd(x) = d(x)x bulunur ve Lemma 3.1.4 kullanilarak
ispat tamamlanur.

Simdi de charR =2 olsun. (3.31) esitliginden her x R i¢in xd(x) = d(X)x veya x> Z(R)
dir. Eger xeR i¢in, xd(x) # d(x)x ise x?eZ(R) veya x> # 0 dir. Eger x> = 0 ise 0 = d(x?) =
d(xx) = d(x)x + xd(x) bu ise xd(x) # d(x)x olmasi ¢elisir. Kabul edelim ki aeR olsun. xd(x)
nin a? ile komiitatif oldugunu gésterelim. x> Z(R) oldugundan (3.21) den (xax)?e Z(R) veya
(xax)d(xax) = d(xax)xax dir. Eger (xax)?eZ(R) ise (xax)(xax) = xax%ax = x?(xa’x) €Z(R) ve
buradan xa’xeZ(R) dir. x? # 0 ise x*xa’x = x?a?x?>cZ(R) olur. Eger a’¢Z(R) ise ad(a) =

d(a)a ve (xax)d(xax) = d(xax)(xax) dir. Buna gore (xax)d(xax) = (xax)(d(x)ax + xd(ax)) =
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(xax)(d(x)ax + xd(a)x + xad(x)) olur. O halde (xax)(d(x)ax + xd(a)x + xad(x)) = (d(x)ax +
xd(a)x + xad(x))xax ve buradan xaxd(x)ax + xax?d(a)x + xaxZad(x) = d(x)ax%ax + xd(a)xax
+ xad(x)xax bulunur. x> Z(R), ad(a) + d(a)a = 0 ve xd(x) + d(x)xeZ(R) oldugu kullanilirsa
0 = xa(xd(x) + d(x)x)ax + (x(ad(a) + d(a)a)x + xa2d(x) + d(x)a®x)x? = (xd(x) + d(X)x)xa?x +
(xa%d(x) + d(x)a®x)x? olur. Eger x sag sifir bolen degil ise xd(x) + d(x)xeZ(R) oldugu
kullanilarak 0 = ((xd(x) + d(x)x)xa? + (xa?d(x) + d(X)a?x)x)x = xa?(xd(x) + d(x)x) + (xa?d(X)
+d(x)a2x)x = xa?xd(x) + xa?d(X)x + xa?d(x)x + d(x)a?x? = xa?xd(x) + d(x)a’x?+ 2xa’d(x)x
elde edilir. charR =2 oldugu kullanilirsa xa?xd(x) + d(x)a?x? = 0 olur. x> Z(R) ve x, sol sifir
bolen degil ise 0 = xa?xd(x) + d(x)a?x? = xa’xd(x) + x2d(x)a? = x(a?xd(x) + xd(x)a?) ve
buradan aeR igin a®xd(x) + xd(x)a? = 0 bulunur. Boylece her xeR i¢in xd(x) = d(x)x olur.
Lemma 3.1.4 kullanilarak x*eZ(R) ve xd(x) €Z(R) veya xd(x) = d(x)x bulunur. x, sifir blen
olmadigindan her xR i¢in Lemma 3.1.4 kullanilarak R halkas1 degismeli olur.

Bu galismada (Herstein I.N 1978) R bir asal halka, 0 # d tiirev ve charR# 2 olsun.
Her X, yeR i¢in, d(x)d(y) = d(y)d(x) olmasi durumunda R halkasinin degismeli oldugu
gosterilmistir.

Teorem 3.1.7. R bir halka, d® # 0 olacak sekilde d, R halkasinin bir tiirevi olsun. Bu
durumda A, her reR igin, d(r) tarafindan iiretilen R halkasinin althalkasi, R halkasinin
stfirdan farkli bir idealini kapsar.

Ispat. d(R) = {d(r) | reR} dir. d®* # 0 ve d(R)c A oldugundan d*(A) # 0 dir. Ciinkii
her acR igin, d*(a) = 0 alinirsa d3(a) = d(d?(a)) = d(0) = 0 olur. Bu durum d® # 0 olmas1yla
celisir.

Kabul edelim ki yeA icin, d%(y) # 0 olsun. d(xy) € A ise d(xy) = d(X)y + xd(y) ve y,
d(x) € A olduklar1 kullanilirsa, A alt halka oldugundan her xeR igin, xd(y) € A olur. Yani
Rd(y)c A bulunur. Benzer sekilde d(yx) € A oldugundan her xeR i¢in d(y)xeA dir. Yani
d(y)RcA elde edilir. r,seR igin d(rd(y)s) € A olduguna gore

d(rd(y)s) = d(r)d(y)s + rd(d(y)s)
= d(r)d()s + r(d(d(y))s + d(y)d(s))
= d(r)d(y)s + rd?(y)s + rd(y)d(s)
esitliginde rd(y), d(y)seA oldugu kullanilirsa her r,seR igin rd*(y)seA elde edilir. Yani
Rd?(y)RcA bulunur. reR igin, rd(y) € R olduguna gore d(rd(y)) € A olur.

d(rd(y)) = d(r)d(y) + rd*(y) ve buradan d(r)d(y) € A ve A bir althalka oldugundan

her reR icin rd?(y) € A bulunur. Yani Rd?(y)c A elde edilir. Benzer sekilde d?(y)RcA olur.
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Rd?(y)RcA, d’(y)RcA ve Rd?(y)c A oldugundan R halkasmin ideali A da d?(y)
tarafindan tiretilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.1.8. R bir asal halka, 0 # d tiirev ve charR# 2 olsun. Her m,neR igin,
[d(m),d(n)] ise R halkas1 degismelidir.

Ispat. A kiimesi her meR igin d(m) ile Uretilen R halkasinin bir althalkasi olsun. Her
m,neR i¢in [d(m),d(n)] oldugundan A halkasi komiitatiftir. acA ve meR igin, ameR
oldugundan d(am) € A dir. Dolayisiyla d(am) = d(a)m + ad(m) oldugundan d(a)m + ad(m)
e A bulunur. beA ic¢in, 0 = bd(am) — d(am)b = d(a)(bm — mb) = d(a)[b,m] olur. Eger
AzZ(R) ise d(A) = (0) ve her meR icin, d(m) € A ise d(R)c A bulunur. O halde d?(R)c
d(A) = (0) oldugundan her meR icgin d?(m) = 0 elde edilir. Bu ifade de m yerine mn, neR
alinir ve her meR igin d(m) = 0 oldugu kullanilirsa 0 = d?(mn) = d(d(mn)) = d(d(m)n +
md(n)) = d(d(m)n) + d(md(n)) = d*(m)n + 2d(m)d(n) + md?(n) = 2d(m)d(n) bulunur. charR
# 2 oldugundan her m,neR i¢in d(m)d(n) = 0 elde edilir. Her meR igin d(m)d(R) = (0)
oldugundan Lemma 3.1.1 den her meR i¢in d(m) =0 veya d = 0 olur. Dolayisiyla d = 0 elde
edilir. Fakat bu d # 0 olmasi ile gelisir. O halde AcZ(R) dir. AcZ(R) ve d(R)c A
oldugundan d(R)c Z(R) olur. Boylece R halkasi degismelidir.

Bu ¢alismada (Herstein I.N. 1979) karakteristigi ikiden farkli asal halkada bir acR
icin, [d(R) ,a]=0 ise acZ(R) oldugu gosterilmistir.

Teorem 3.1.9. R bir asal halka ve 0 # d, R halkasinin tiirevi aeR ve her xeR i¢in
ad(x) = d(x)a olsun. Eger charR # 2 ise acZ(R) dir.

Ispat. Kabul edelim ki agZ(R) olsun. O halde hipotezden her x,y<R igin, ad(xy) =
d(xy)a olur. Buradan ad(xy) — d(xy)a = 0 yani her x,yeR icin, [a,d(xy)] = 0 elde edilir. d(xy)
= d(x)y + xd(y) oldugu kullanilirsa [a,d(xy)] = [a, d(X)y + xd(y)] = O bulunur. Buradan

0 =a(d(x)y + xd(y)) - (d(x)y + xd(y))a

= ad(x)y + axd(y) —d(x)ya —xd(y)a

= d(x)ay — d(x)ya + axd(y) — xad(y)

= d(x)(ay - ya) + (ax - xa)d(y)
yani

d(x)[ay] + [ax]d(y) =0, ¥x,yeR (3.32)

elde edilir. yeR igin, ay = ya olsun. Buradan ay — ya = 0 yani [a,y] = 0 olur. [a,y] = 0
oldugundan (3.32) esitliginden her xeR i¢in, [a,x]d(y) = 0 olur. Dolayisiyla reR igin
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[a,xr]d(y) = 0 bulunur. Boylece
0 = [a,xr]d(y) = x[a,r]d(y) + [a.x]rd(y)

ve buradan [a,r] = 0 oldugundan her x, reR igin, [a,x]rd(y) = 0 yani her xeR i¢in, [a,x]Rd(y)
= 0 bulunur. R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda her xeR i¢in, [a,x] = 0 veya yeR igin,
d(y) = 0 ve buradan acZ(R) veya yeR icin d(y) = 0 elde edilir. ag Z(R) oldugundan d(y) =
0 bulunur. Yani yeR i¢in ay = ya ise d(y) = 0 bulunur. Cr(a) ={yeR |ya=ay } olsun. Her
XeR i¢in ad(x) = d(x)a oldugundan d(x) € Cgr(a) dir. Buradan her xeR i¢in ad(x) = d(x)a
oldugundan d(d(x)) = 0 dir. Yani her xeR icin d?(x) = 0 ve buradan d? = 0 elde edilir.
Teorem 3.1.3 kullanilarak d = 0 bulunur. Bu ise d # 0 olmasiyla ¢eligir. Buradan acZ(R)

elde edilir.

3.2 Yanasal Halkalar Uzerinde Turevler

Bu calisgmada (Samman M.S. 2003) asal ve yariasal halkalarda tiirevlerin bazi
ozellikleri arastirillmistir. Elde edilen sonuglardan birisi ise su sekildedir. R bir yariasal
halka, I onun sifirdan farkli bir ideali ve f, g doniisiimleri R halkasi iizerinde iki tiirev olsun.
Bu durumda her x,y € Iicin f(x)y + yf(x) = 0 kosulu saglaniyorsa her x,y,u € I igin
f@)[x,y] = [x,ylg(u) = 0 oldugu da gésterilmistir.

Not-1. R bir yariasal halka ve I onun ideali olsun. O zaman Z(I) € Z(R) dur.

Ispat. a € Z(I), x € Ricin ax € I oldugundan, 0 = [a, ax] = a[a, x] elde edilir.
Bu esitlikte x yerine xr, r € R alinirsa a[a, xr] = ax[a,r] + a[a, x] bulunur. [a,x] =0

olmasi kullanilarak esitlik diizenlenirse her x € R icin a[a, xr] = ax[a, r] olur. Buradan

aR[a,r] = aR(ar —ra) =0, Vr € R (3.33)

bulunur. (3.33) esitligi soldan r ile garpilirsa

raR(ar —ra) =0, Vr €R (3.34)

elde edilir. Bu (3.34) esitliginde a € Z(R) olmas1 kullanilarak esitlik diizenlenir ve
a(rR)[a,r] € aR[a,r] = (0) oldugu da kullanilirsa

arR[a,r] =0, Vr €R (3.35)
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bulunur. Simdi (3.34) ve (3.35) esitlikleri taraf tarafa ¢ikartilirsa [a,7]R[a,r] = 0 elde
edilir. R yariasal halka oldugundan her r € R icin [a,r] = 0 olur. O halde a € Z(R) dir.

Lemma 3.2.1. R bir yariasal halka, I onun sifirdan farkli iki yanli ideali ve a € [
olsun. Bu durumda her x € I igin axa = 0 ise a = 0 dur.

Ispat. Hipotezde v € R olmak iizere x yerine vx € I almirsa avxa = 0 olur. Bu
esitlik soldan x carpilirsa her v € R igin xavxa = 0 elde edilir. Yani xaRxa = 0 olur. R
yariasal halka oldugundan her x € I igin xa = 0 elde edilir.

Ote yandan hipotezde v € R olmak iizere x yerine xv € I alinirsa axva = 0 olur.
Bu esitlik sagdan x garpilirsa her v € R igin axvax = 0 elde edilir. Yani axRax = 0 olur.
R yariasal halka oldugundan her x € I igin ax = 0 elde edilir.

Buradan her x € I icin ax = xa bulunur. Bu da ax — xa = 0 demektir. Yani a €
Z(I) dir. Not-1 kullanilarak a € Z(I) € Z(R) elde edilir. O zaman a € Z(R) dir.

Hipotezde x yerine a alinirsa a® = 0 olur. Bir yariasal halkanin merkezinde sifirdan
farkl nilpotent eleman bulunmadigindan a = 0 elde edilir.

Boylece Lemma 3.2.1 ile bir R halkasindaki yariasallik 6zelligi halkanin idealline
genellestirilmis olur.

Teorem 3.2.2. R bir yariasal halka, I # (0), R halkasinin bir ideali, f ve g,

fy+yg(x) =0,vx,y €1 (3.36)

kosulunu saglayan iki tiirev olsun. O zaman her x,y,u € I elemanlan i¢in f(u)[x,y] =
[x,ylg(w) =0ve f(I) c Z(R), g(I) € Z(R) dir.
Ispat. Hipotezde verilen (3.36) esitliginde x yerine yx, y € I almirsa
fOx)y +yg(yx) = fMxy +yf(0)y +yg()x +y*g(x)
= fWxy +yg()x +y(f )y + yg(x))

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

fxy +yg(y)x=0,Vx,y €1 (3.37)

elde edilir. (3.36) esitliginden yg(y) = —f (y)y olur. Bu durumda (3.37) esitliginden 0 =
fWxy = fyx = fWx, y] = =f )]y, x] ve boylece

fOy,x] =0,vx,y €l (3.38)
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elde edilir. (3.38) esitliginde x yerine wx, w € I yazalirsa f(y)[y,wx] = f(y)w[y, x] +
f () [y, w]x = 0 bulunur. Burada (3.38) esitligi kullanilarak bu esitlik diizenlenirse

fwly, x], vx,y,w €1 (3.39)

elde edilir. Simdi (3.38) esitliginde y yerine u+y, u €1 yazilirsa 0 = f(y +uw)[y +

wx] = () + f@) [y, x] + [wxD) = FOILy, %] + F@ly, x] + fF)[w, x] +
f)[u, x] elde edilir. (3.38) esitligi kullanildiginda

f@Wloyl+ fOMuwx] =0, vu,y,x €1 (3.40)

bulunur. (3.40) esitligi soldan f (u)[x, y]v, v € I eleman ile ¢arpilirsa

f@)x ylvf @lx, y] + f(w)[x, ylvf () [w.x] =0, Vx,y,u,v €] (3.41)
olur.w = [x, ylvf (y) € I ile gosterilerek bu son esitlik tekrar diizenlenir se her Vv € R igin

fwlx,yl = fW)[x, ylvf(w)[x,y] = 0bulunur. Yani f(u)[x,ylRf(u)[x,y] = 0olur.
R bir yariasal halka oldugundan

fWlx,yl =0, vx,y,u el (3.42)
elde edilir. Simdi (3.42) esitliginde x yerine xf (u) yazalirsa

0= fxf(w),yl = fx[fW,y] + fWIx, yIf (W)

bulunur. Bu son esitlik (3.42) esitliginden yararlanilarak tekrar diizenlenirse

f@x[f),y] =0, vx,y,u,€l (3.43)

olur. (3.43) esitliginde x yerine yx yazilirsa
f @yx[f(w),y] =0,Vx,y,u, €1 (3.44)

elde edilir. Simdi (3.43) esitligi soldan - y carpilarak
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—yf Wx[f(w),y] = 0,vx,y,u, €I (3.45)

bulunur. (3.44) ve (3.45) esitliklerini taraf tarafa toplanirsa

Fy —yfx[f),yl = [f W, ylx[f(w),y] =0,vx,y,u, €I (3.46)
olur. Lemma 3.2.1 den her y,u €I elemanlan igin [f(u),y] = 0elde edilir. Bdylece
fw) c Z() c Z(R) bulunur.

Ote yandan f(u) € Z(R) oldugundan (3.42) esitliginden 0 = f(uw)[x,y] =
[x,y]f(uw) olur. Bdylece (3.36) esitligi de dusiiniilerek 0 = [x,y]f(u) = xyf(u) —
yxf(u) = xf(Wy —yf(wx = —xyg(w) + yxg(w) = (yx —xy)g(w) = [y, x]g(w) elde

edilir. Buradan
[x,y]lg(w) =0, Vx,y,u,€ I (3.47)
bulunur. (3.47) esitliginde x yerine xg(u) almirsa 0= [xg(u),ylglu) =

x[gw),ylg(w) + [x,y]lg(w)g(w) olur. Burada (3.47) esitligi kullamldiginda
x[g(u), y]lg(u) = 0 bulunur. Elde edilen bu esitlik soldan [g(u), y]g(u) ile ¢arpilirsa

[g(w),ylgW)x[g(w),ylgtw) =0, Vx,y,u, €] (3.48)

olur. (3.48) esitliginde Lemma 3.2.1 uygulanirsa

[9(w),ylg(w) =0, Vy,uel (3.49)

elde edilir. (3.49) esitliginde y yerine yv, v €l yazilirsa 0= [g(w),yv]g(u) =
[gw),ylvg(w) + y[g(u), vlg(u) olur. Burada (3.49) esitligi kullanilirsa

[9(w),ylvg(u) =0, Vy,u,v €l (3.50)

elde edilir. (3.50) esitligi sagdan y € [ ile ¢arpilarak

[gw), ylvg(w)y =0,,Vy,u,v €1 (3.51)

24



bulunur. (3.50) esitliginde v yerine vy alinirsa

[g(wW),ylvyg(w) =0, Vy,u,v €l (3.52)

olur. (3.51) ve (3.52) esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

[gw), ylvlg(w),y] = 0,Vy,v,u €l (3.53)

elde edilir. Lemma 3.2.1 uygulanirsa her y,u € I icin [g(u),y] = 0 elde edilir. Boylece
g) c Z(I) olur. Uyar1 2.48 ile g(u) c Z(I) c Z(R) elde edilir. Bu ise ispat1 bitirir.

Teorem 3.2.2 ile her x € I icin f(x), g(x) € Z(R) dir. O halde f ve g tlrevleri I
ideali lizerinde merkezlestiren olduklart agiktir ve boylece (Bell H. E. & Martindale W. S.,
1987, Theorem 4) ¢alismalarinin sonucu olarak f = g = 0 olur. Boylece asagidaki sonug
verilebilir:

Sonug 3.2.3. R degismeli olmayan bir asal halka, I # (0) ideali ve f, g doniisiimleri

R Uzerinde taniml1 ve

fG)y+yg(x) =0,vx,y €1 (3.54)

kosulunu saglayan iki tiirev olsun. O zaman f = g = 0 dur.
Uyar13.2.4. a) lleride kullanilacak olan iyi bilinen baz1 sonuglar su sekildedir.

i R bir asal halka ise, sifirdan farkli I ideali de asal althalkadir.

Gunkd, I ideal ise ayn1 zamanda althalkadir. a, b € I ig¢in aRIb < alb = (0)
olur. R asal oldugundan a = 0 veya Ib = 0 bulunur. Buradan a = 0 veya
IRb = 0 diyebiliriz. Boylece a = 0 veya I = (0) veya b = 0 olur. I # (0)
oldugundan a = 0 veya b = 0 bulunur.

ii.  Degismeli olmayan bir R asal halkasinin sifirdan farkli degismeli ideali
yoktur. Ciinkii sifirdan farkli bir ideali degismeli olursa halka asal
oldugundan halka da degismeli olur.

b) R degismeli olmayan bir asal halka, I # (0) ideali olsun. Eger her x € I i¢in
f(x)x =0ise f =0 dir.
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ClUnkd Sonug 3.2.3 de (3.54) esitliginden g = 0 ve y = x alinirsa her x € I igin
f(x)x = 0 ve boylece f = 0 bulunur.
Teorem 3.2.5. R degismeli olmayan bir asal halka, I onun sifirdan farkli bir ideali

olsun. f ve g doniisiimleri R halkasinda
f)xy +yg(x)x =0, Vx,y €1 (3.55)

kosulunu saglayan iki tiirev olsun. O zaman f = g = 0 dur.
Ispat. (3.55) esitliginde x,y € I olmak (izere x yerine x + y yazilirsa
0=fx+n&+y)y+ygx+y)x+y)
= () +f)x+ )y +y(g(x) + g())(x + )
= (fO) +f)y +y») + (yg(x) + yg () (x + )
= (f()xy +yg()0) + Oy + ygy) + fy* + fF)xy

+yg(x)y +yg(y)x
elde edilir. Bu esitlik (3.55) esitligi kullanilarak tekrar diizenlenirse

fy+ o)y +y@xy+gQ)x) =0, vx,y €1 (3.56)

bulunur. (3.56) esitliginde x yerine xy yazilirsa
0= (fxy)y+ fMxy)y +y(gxy)y + g(y)xy)

= (f)y? +xf )y + fFxy)y + y(g)y* + xg(»)y + g(¥)xy)

= f)y® +xfy? + fF)xy? + yg()y? + yxg(»)y + yg(y)xy

= (f)y*> + fxy? + yg()y? + yg)xy) + (xf ()y? + yxg(y)y)

= (f)y? + fxy + yg()y + yg(»)x)y + (xf (y? + yxg(y)y

= (F@y + fx)y +y(g@)y + g()x)y + xf ()y? + yxg(y)y
elde edilir. Yani

(fFOy* + f)xy? + yg()y? + ygxy) + (xf )y* + yxg(¥)y) =0  (3.57)
bulunur. (3.56) ve (3.57) esitlikleri tekrar duizenlenirse

xf(V)y* +yxg(y)y =0,vx,y €1 (3.58)
esitligi elde edilir. (3.55) esitliginde de x = y alinirsa
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fOy* +yg(»)y=0,vy el (3.59)

olur. (3.59) esitligi soldan x ile ¢arpilarak

xfWy* +xyg(y)y =0,Vx,y €1 (3.60)

esitligi bulunur. (3.58) ve (3.60) esitlikleri taraf tarafa c¢ikarilip tekrar dizenlenirse

yxg()y —xyg(y = (yx —xy)g®@)y = [y, x]g(y)y = 0 olur. Yani

[x,¥19g(¥)y =0, Vx,y €1 (3.61)

elde edilir. (3.61) esitliginde x yerine xv, v € [ alinir ve yine (3.61) esitliginden yararlanarak

diizenlenirse 0 = [xv,y]g(¥)y = x[v,y]g(W)y + [x, ylvg)y = [x,y]vg(y)y  elde
edilir. Buradan

[x,ylvg(y)y =0, Vx,y,v €1 (3.62)

bulunur. Uyar1 3.2.4 (a) ile I ideali asal althalka oldugundan her x,y € I, icin [x,y] =0
veya g(y)y = 0 olur. Yani her y € I elemani i¢in y € Z(I) veya g(y)y = 0 elde edilir. I
ideali degismeli olmadigindan her y € I elemani igin g(y)y = 0 olur. Bu ise Uyari1 3.2.4 (b)
den R halkasi lizerinde g = 0 oldugunu goruldr.

Simdi de f = 0 oldugunu gosterelim. g = 0 oldugundan (3.55) numarali esitlikden
her x,y € I icin f(x)xy = 0 elde edilir. Burada y yerine vy, v € I yazilirsa her v € I
elemant igin f(x)xvy = 0 bulunur. I sifirdan farkl ideal ve R asal halka oldugundan her

x € licin f(x)x = 0 ve bdylece R Uzerinde f = 0 elde edilir.

Simdi asagidaki uyariy1 vererek makaleyi sonlandiralim.
Uyan 3.2.6. Sonu¢ 3.2.3 de swrasiyla y=x,9=f ve y=x,g = —f almirsa
asagidaki sonuglar elde edilir.
a. R degismeli olmayan bir asal halka,(0) # I bir ideali ve f doniistimi de I Uzerinde
skew-commuting tlrev ise o0 zaman R halkasi ilizerinde f = 0 olur.

b. R degismeli olmayan bir asal halka,(0) # I ideali f, R de semi-commuting turev ise
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f =0dr.
c. Burada (a) ve (b) den (Posner E. C., 1957 Lemma 3) sirasiyla skew-commuting ve

semi-commuting i¢in gosterilmis olur.
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BOLUM 4
HALKALARDA TERS TUREVLER

4.1 Asal Halkalarda Ters Turevler

Tezin bu boliminde Herstein tarafindan (Herstein I.N. 1957) bir asal halkada ters
tUrev bulunamayacagi gosterilmistir.

Lemma 4.1.1. A bir halka olmak Uzere a € Aigin T(a) ={r € A I r(ax — xa) =
0,Vx € A} kiimesi tanimlansin. O zaman T (a), A halkasinin iki yanli idealidir.

Ispat. A bir halka oldugundan 0, € A dir. Her x € A icin 04(ax — xa) = 04ax —
xa0, = 0,4 olur. Buradan 04 € T(a) olur. O halde T(a) # @ dur.

Simdi r,s € T(a) ve her x € A i¢in hipotezden r(ax —xa) =r[a,x] =0 ve
s(ax — xa) = s[a,x] = 0 dir. Bu durumda (r + s)(ax — xa) = (r + s)[a, x] = r[a,x] +
sla,x] = 0olur. Yanir +s € T(a) olur. r € T(a) ve u € Aiginur{a,x] = u(r[a, x]) =
0 dir. O halde ur € T(a) olur. Ote yandan r € T(a) ve ux € A igin 0 = r[a,ux] =
rula, x] + r{a, u]x dir. Hipotezden r[a, u]x = 0 oldugu goriiliir. O halde her x € A igin
rula, x] = 0 dir. Buradan ru € T(a) olur. Yani T (a) bir idealdir.

Lemma 4.1.2. A bir asal halkave a € A —Z(A) ise T(a) = (0) dir.

Ispat. Hipotezden a € A — Z(A) oldugundan ab — ba = [a, b] # 0 olacak sekilde
bir b € A vardir. Kabul edelim ki T'(a) # (0) olsun. r € T(a) alinirsa her x € A igin 0 =
rla, x] dir. Her r € T(a) igin yapilabileceginden

T(a)[a,x] = (0),vx € A 4.1)

olur. (4.1) esitliginde x yerine xr, r € A alinir ve yine (4.1) esitligi kullanilarak diizenlenirse
(0) =T(a)[a,xr] =T(a)[a,x]r + T(a)x[a,r] = T(a)x[a,r] bulunur. Yani her x,r €
Aigin T(a)x[a,r] = (0) dir. A bir asal halka oldugundan T (a) = (0) veya [a, ] = 0 olur.
T(a) # 0 oldugundan [a,r] = 0 olur. Budurumda a € Z(R) olur ki bu da ¢eligkidir. O halde
T(a) = 0 dir.

Calismanin bu kisminda asagidaki teorem ile bir asal halkada her ters turevin bir
tiirev oldugu gosterilmektedir. Dolayisiyla bir asal halkada ters tiirev ¢alismanin anlamli
olmadig1 gosteriliyor.

Teorem 4.1.3. A bir asal halka ve d + 0 bir ters tirev ise A halkasi degismeli ve d
bir tlrevdir.

Ispat. a, b, c € A olmak izere
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d(a(bc)) = d(bc)a + bed(a) = d(c)ba + cd(b)a + bed(a) (4.2)
olur. Ote yandan
d((ab)c) = d(c)ab + cd(ab) = d(c)ab + cd(b)a + chd(a) (4.3)

bulunur. Bu durumda a(bc) = (ab)c olmasi kullanilarak (4.2) ve (4.3) esitliklerinden
d(c)ba + bcd(a) = d(c)ab + cbd(a) bulunur. O halde

[b,c]d(a) = d(c)|a,b],Va,b,c € A (4.4)
elde edilir. (4.4) esitliginde ¢ = b secilirse
d(b)[a,b] =0,Va,b € A (4.5)

bulunur. Bu durumda

T(a)={reAlr(ax—xa) =0,Vx € A}
klimesi diisiiniiliirse d(b) € T'(b) oldugu goriiliir. Hipotezden 0 # d(b) € T(b) dir. T(b) #
0 oldugundan Lemma 4.1.2 den b € Z olur. Yani d(b) # 0 ise b € Z(A) dir.

Simdi kabul edelim ki b € A i¢cin d(b) = 0 olsun. d sifirdan farli bir tiirev
oldugundan en az bir a € A i¢in d(a) # 0 dir. O halde 6nceki paragraftan a € Z(A) dir.
Ayni zamanda

d(a+b)=d(a)+d(b) =d(a) #0
olur. O zaman a + b € Z(A) dir. Z(A) toplamaya kapali oldugundan a € Z(A) ve b € Z(A)
olur. O halde halka degismelidir. Bu durumda

d(ab) = d(b)a + bd(a) = d(a)b + ad(b)

olur. Yani d bir tirevdir.

Bu ¢alismada (lbraheem A.M., 2016) F, R halkasi {izerinde bir genellestirilmis ters
tlrev olmak Uzere F ters turevi R halkasinin bir sag idealini merkezliyor ise halkanin
degismeli oldugu gosterilmistir.

Lemma 4.1.4. R bir asal halka, d doniisiimii R Uzerinde bir ters tlirev olsun. Her r €

R vea€eRiginad(r) =0 isea=0veyad = 0 dir.
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Ispat. a € R olsun. Hipotezden

ad(r) =0Vr €R (4.6)

olur. (4.6) esitliginde r yerine sr s € R alarak elde edilen esitlik ters tiirev 6zellikleri ve

hipotez uygulanarak diizenlenirse 0 = ad(sr) = ad(r)s + ard(s) = ard(s) ve bdylece

ard(s) = 0,Vvr,s €R 4.7

elde edilir. R asal halka oldugundan a = 0 veya her s € R i¢in d(s) = 0 bulunur. Bdylece
istenen gosterilmis olur.

Lemma 4.1.5. I,R asal halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali olsun. Eger d,I
tizerinde bir sifir ters tiirevi ise R halkas1 tizerinde de bir sifir ters tiirevidir.

Ispat. I # (0), R halkasmin bir sag ideali olsun. Kabul edelim ki

d(I) = (0) (4.8)

olsun. I bir sag ideal oldugundan /R < I dir. O halde bu kapsama bagintis1 (4.8) esitliginde
uygulanirsa 0 = d(IR) = d(R)I + Rd(I) bulunur. Bu son esitlik (4.8) esitligi kullanilarak

diizenlenirse

d(R)I = (0) (4.9)

elde edilir. I # (0) bir sag ideal oldugundan Lemma 4.1.5 den d(R) = (0) bulunur.

Lemma 4.1.6. I, R asal halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali olsun. Eger I
degismeli ise R halkasi da degismelidir.

Ispat. Hipotezden x,y € I ve r € R icin 0 = [x, yr] = y[x, r] bulunur. Béylece her
x €1 ver€Ricin I[x,r] = (0) olur. Asal halkada sifirdan farkli bir idealin sag (sol)
sifirlayani sifir oldugundan her x € I ve r € R i¢in [x,7] = 0 elde edilir. Burada x €I
yerine s € R olmak Uizere xs yazilir ve bu esitlik kullanilirsa her r, s € R i¢in I[s,r] = (0)
bulunur. Halka asal oldugundan her r,s € R igin [s,r] = 0 elde edilir. Bdylece R halkasi

degismelidir.
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Teorem 4.1.7. R bir asal halka, I # (0) bir sag ideali ve d # 0, R halkasi iizerinde
bir ters tirev olsun. Her a € I icin [a,d(a)] € Z(R) ise R halkas1 degismelidir.
Ispat. Hipotezden

[a,d(a)] € Z(R), Va €I (4.10)
dir. (4.10) esitliginde a yerine a? yazilirsa ve (4.10) esitligi kullanilarak diizenlenirse
Z(R) 3 [a?,d(a*)] = [a?, d(a)a + ad(a)] = [a? d(a)a] + [a? ad(a)] =
ala,d(a)]a + [a,d(a)]a? + a?[a,d(a)] + ala, d(a)]a = 4a?[a,d(a)] olur. Bu durumda

4a?[a,d(a)] € Z(R) (4.11)

bulunur. O halde [4a?[a,d(a)],d(a)] = 0 dir. (4.10) ve (4.11) esitlikleri kullanilarak son
esitlik diizenlenirse
0 = [4a®[a,d(a)], d(a)] = 4[a? d(@)][a d(a)] = [a? d(a)]4la, d(a)]
= (ala, d(a)] + [a, d()]a)2(2[a, d(a)]) = 2ala, d(a)]2(2[a, d(a)])
elde edilir. Buradan

[a%,d(a)]=0,Va €l (4.12)

2[la,d(a)] =0,Va el (4.13)
bulunur. (4.10) ve (4.13) esitliklerinde her a,b €1 igin a yerine a+ b yazlirsa
[a+ b,d(a+ b)] =[a,d(a)] + [a,d(b)] + [b,d(a)] + [b,d(b)] olur. Bu son esitlik
(4.10) esitligi kullanilarak dtzenlenirse [a,d(b)] + [b,d(a)] € Z(R) bulunur. Benzer
sekilde 2[a + b,d(a + b)] = 2[a,d(b)] + [b,d(a)] € Z(R) bulunur. Buradan (4.12)
esitligi ile elde edilen bu sonuglar birlikte ele alinarak

[ab + ba,d(a)] + [a?,d(b)] =0,Va,b €I (4.14)

elde edilir. (4.14) esitliginde b yerine ba yazilirsa
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0 = [aba + ba?,d(a)] + [a?,d(ba)]
= [aba,d(a)] + [ba?,d(a)] + [a? d(a)b + ad(b)]
= a[ba,d(a)] + [ab,d(a)]a + b[a?, d(a)] + [b,d(a)]a® + [a? d(a)b]
+ [a?, ad(b)]
= abla,d(a)] + a[b,d(a)]a + a[b,d(a)]a + [a,d(a)]ba + b[a? d(a)]
+ [b,d(a)]a? + [a?,d(a)]b + d(a)[a?, b] + a[a?, d(b)]
olur. Bu son esitlik (4.13) ve (4.14) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse her a,b € I igin
[ab + ba,d(a)]a — alab + ba,d(a)] + d(a)[ a? b] = 0 bulunur. Buradan

[[b,d(a)],a?] + d(a)[a? b] =0,Va,b €] (4.15)
elde edilir. Simdi (4.15) esitliginde [b, d(a)] yerine a? yazilirsa
d(a)[ a? b] =0,Va,b €1 (4.16)

elde edilir. (4.16) esitliginde d(a) yerine d(a)r r € R yazilirsa her a,b € [ ve r € R igin
d(a)r[ a? b] = 0 olur. R asal halka oldugundan d(a) = 0 veya [ a2, b] = 0 bulunur. Eger
her a € I icin d(a) = 0 secilirse Lemma 4.1.5 den d(R) = 0 bulunur. Bu ise ¢eliskidir.
Buradan her a, b € I icin [ a?,b] = 0 olur. O halde I ideali degismelidir. Burada Lemma
4.1.7 kullanilarak R halkasinin degismeli oldugu bulunur.

Teorem 4.1.8. R bir asal halka ve I, R halkasinin bir sag ideali olsun. d doniisiimii R
halkasi tizerinde bir ters tiirev ve f, d ile belirlenmis bir genellestirilmis ters tiirev olmak
tizere; eger f, I Uzerinde merkezleyici ise her a € I U Z(R) igin f(a) € Z(R) olur.

Ispat. Hipotezden £, I iizerinde merkezleyici oldugundan

[a,f(a)] € Z,,Va €I (4.17)
olur. Her a, b € I igin (4.17) esitliginde a yerine a + b yazilir ve esitlik diizenlenirse

[a, f(b)] + [b, f(a)] € Z(R),Va,b eI (4.18)

elde edilir. Buradan a € Z(R) igin (4.18) esitligi diizenlenirse
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[b,f(a)] € Z(R),Va,b el (4.19)

bulunur. Simdi (4.19) esitliginde her a, b € I igin b yerine bf (a) yazilirsa [b, f(a)]f(a) €
Z(R) elde edilir. Buradan [b, f(a)] = 0 veya f(a) € Z(R) elde edilir.

Kabul edelim ki [b, f(a)] = 0 olsun. O halde f(a) € Cg(I) olur. Bdylece f(a) €
Z(R) elde edilir. Ote yandan[b, f (a)] # 0 olsun. Buradan [b, f(a)]f(a) € Z(R) dir. Uyari
2.23 kullanilirsa f (a) € Z(R) olur. Bu da ispati bitirir.

Teorem 4.1.9. R bir asal halka, I sifirdan farkl bir sag ideal ve F, sifirdan farkli bir
d ters tiirevi ile belirlenmis genellestirilmis ters tiirev olsun. Eger her a € I icin [a, f(a)] =
0 ise R halkas1 degismelidir.

Ispat. Hipotezden

la,f(a)] =0,Va €I (4.20)
olur. Simdi (4.20) esitliginde a yerine a + b yazilirsa ve (4.20) esitligi kullanilarak
diizenlenirse O=[a+bf(a+b)]=laf(@)]+I[afB)]+I[b f(a)]l+[b f(b)]=
[a, f(b)] + [b, f(a)] olur ve buradan

[a,f(D)] +[b,f(a)] =0,Va,b el (4.21)
elde edilir. Simdi (4.21) esitliginde b yerine ba almir ve (4.20) esitligi kullanilarak
dizenlenirse 0 =[a, f(ba)] + [ba, f(a)] =[a, f(a)b+ ad(b)] + bla, f(a)] +
[b,f(a)]a = [a, f(a)]b + f(a)|a,b] + ala,d(b)] + bla, f(a)] + [b, f(a)]a bulunur.
Burada son esitlik tekrar (4.20) esitligi kullanilarak diizenlenirse

f(@[a b] + ala, d(b)] + [b, f(@)]a = 0,Va,b € I (4.22)

elde edilir. (4.22) esitliginde a yerine b alinir ve (4.20) esitligi kullanilarak diizenlenirse
f(b)[b,b] + b[b,d(b)] + [b, f(b)]b = 0 bulunur. Yani,

b[b,d(b)] = 0,vb € I (4.23)

olur. Simdi (4.22) esitliginde d(b) yerine her r € R i¢in d(b)r alinirsa 0 = f(a)[a, b] +
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ala,d(b)r] + [b, f(a)]a = f(a)[a,b] + ala,d(b)]r + ad(b)[a,r] + [b, f(a)]a bulunur.

Bu son esitlikte a yerine b alinir ve (4.23) esitligi kullanilarak diizenlenirse

bd(b)[b,7] = 0,Vb € I,Vr € R (4.24)

esitligi elde edilir . (4.24) esitliginde r yerine s € R olmak Uzere rs € R alinir ve esitlik
dizenlenirse 0 = bd(b)[b,rs] = bd(b)[b,r]s + bd(b)r[b,s] bulunur. Burada tekrar
(4.24) esiligi kullanilarak diizenlenirse her r,s € R ve her b € I icin bd(b)r[b,s] =0
bulunur. R asal halka oldugundan her s € R ve her b € I icin bd(b) = 0 veya [b,s] =0
olur. Bdylece R bir asal halka ve bd(b) # 0 olacagindan [b, s] = 0 olur. O halde b € Z(R)
dir. Buda I € Z(R) demektir. Buradan lemma 4.1.4 kullanildiginda R halkasinin degismeli
oldugu goriiliir.

Teorem 4.1.10. R bir asal halka ve I, R halkasinin INZ(R) # (0) kosulunu saglayan
bir sag ideali olsun. f doniisiimii R lizerinde sifirdan farkl bir d ters tiirevi ile belirlenmis
genellestirilmis ters tiirev olsun. Eger her a € I'i¢in [a, f(a)] = 0 ise R halkas1 degismelidir.

Ispat. Z(R) # 0 olarak alalim. f, I ideali {izerinde merkezleyen oldugunda, R
halkasinin degismeli oldugu Teorem 4.1.9 de gosterildi. f, I ideali Gzerinde merkezleyen
dontisiim oldugundan [a, f(a)] € Z(R) dir. O halde (4.18) esitliginden her a,b € I igin
[a, f(b)] + [b,f(a)] € Z olur. Buradan 0 # r € Z(R) olmak tizere (4.18) esitliginde b
yerine ar alinir ve [a, f(a)] € Z olmasi kullanilarak diizenlenirse [a, f (ar)] + [ar, f(a)] =
[a,f(M)a +rd(@)] + [a, f(@]r +alr, f(a)] = [a, f(r)a] + [a,rd(@)] + [a, f(@)]r =
[a, f(r)]a+r[a,d(a)] + [a,r]d(a) + [a, f(a)]r olur. Yani

la, f(r)]a+r[a,d(a)]+ [a, f(a)lr€Z, VYVa€el,r €ER (4.25)

bulunur. (4.25) esitliginde Lemma 4.1.4 kullanilirsa f(r) € Z(R) bulunur ve f

dontisiimiiniin [ ideali Gzerinde merkezleyen doniisiim oldugundan
rla,d(a)] € Z(R), Vael,r €R (4.26)
elde edilir. Buradan Uyar1 2.23 den vyararlanarak ve 0 # r € Z(R), r[a,d(a)] € Z(R)

olmasi kullanilarak her a € I igin [a, d(a)] € Z(R) elde edilir. O halde d sifirdan farkli bir

ters tlrev ve I idealini merkezleyen oldugundan Teorem 4.1.7 kullanilarak R halkasinin
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degismeli oldugu elde edilir.

4.2 Yanasal Halkalar Uzerinde Ters Turevler
Asagidaki orneklerde ters tlirevler ve tiirevler arasindaki miimkiin olan biitln

iligkileri aragtiran (Samman M.S., ve Alyamani N. 2007) makalesi incelenmistir.

a b

Ornek 4.2.1 S degismeli bir halka ve S% # 0 olsun. R = { o .

] ta,b € S}
halkas1 tizerinde d:R - R, d ([g g ) = 8 g olarak tanimlanan doniisiim hem tiirev
hem de ters turevdir.

a b
0 0

S halka oldugundan a + ¢, b + d € S dir. Buradan

+y=[g ol +[g Gl=["5" "5 e

C6zim. a,b,c,d € Solmak tzere x = [ Y = [(C) g] € R elemanlarin1 alalim.

bulunur.

_[a bl [c d]_[ac ad
vy=[g ollg ol=1% Gler
elde edilir. O halde R bir halkadir.

Simdi x = y alirsak, yani ; x =y = [8 b] olmak lzere

aw=a([y =[]

bulunur. O halde Va € R igin S? # 0 secilmelidir. x = [8 ] y = [0 0] € R olmak
uzere d(x) = d([g g]) = [8 g , d(y) = ([O O]) [O g] olmasi kullanilarak

@y +xdo) =9 4[5 G+ 2 LR =10 +[9 “l=10 «]
bulunur. Ayrica

d(xy)zd(ac ad]) 0 ac]

oldugundan d(xy) = d(x)y + xd(y) elde edilir. Boylece d, R de bir tlrevdir.

Diger taraftan

d(y)x+yd(x)—[0 8” ] [0 0” [8 8]+[8 C§]=[g C(ﬂ

bulunur. S halkasinin degigmeli oldugu kullanilarak

d(xy) = d(y)x + yd(x)
oldugu goriiliir. Buradan d, R de ters tlrevdir.
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Ornek 4.2.2 Ornek 4.2.1 deki R matrisler halkasin ele alalim. R tizerinde
a b\ _ |0
d ([o 0 ) - [0
dontisiimii bir tiirevdir ancak ters tiirev degildir.
. _Ja b _Jc d " __Jac ad] .
Ispat. x = [0 O],y = [0 O] olmak lizere x.y = [ ] dir.

dontisimiinin tanimindan  d(xy) = [8 ad] olur. Ayrica d(x) = 0 O] d(y) =

g] oldugu kullanilarak

awy+xm =[5 (g ol+[5 olly oI=lo o+l T1=[ ]

bulunur. d(xy) = d(x)y + xd(y) olur. O halde d bir tirevdir. Benzer bicimde
aox+yd@ =[g G5 o+ [ ollo o=l oI+l TI=ls %]

oldugu gorilir. Burada d(xy) # d(y)x + yd(x) oldugundan ters tiirev degildir. Boylece

bu sekide tanimlanan doniisiim bir tiirev olmasina ragmen ters tiirev degildir.

Ornek 4.2.3. R, reel sayilar cismi olmak tiizere,

0 a b ¢
0 0 O ..
R = 00 0 — ; a,b,c € R} halkasi lizerinde ved:R —» R
0O 0 0 O
0 a b c 0O 0 0 -—c
d 0O 0 0 b _ 0O 0 0 b
0 0 0 —a 0 0 0 —a
0O 0 0 O 0O 0 0 O

biciminde tanimlansin. d doniisiim bir tiirev degil fakat bir ters tiirevdir.

0 a b c 0 e f g
_10 0 0 b 0 0 O .
Cozim: x = 0 0 0 —g 00 0 —e € R olmak lzere
0 0 0 O 0 0 O
0 0 0 —c [0 0 0 -—g]
oo 0 b oo o f )
d(x) = 0 0 0 _a,d(y)— 00 0 —e olur. Boylece
0 0 0 O 0 0 0 O
0 0 0 —g][0 a b ¢ 0 e f gl[0 0 0 —c
10 0 0 f1|0 O O b 0 0 0 f1|0 0O 0 b
dx+yd®D =150 o Zello 0 0 —alTfo 0 0 Ze|lo 0 0 -a
0O 00 ollO 0 0 O 0O 0 0o 0o1lO 0O O O
0 0 0 be—af
_loo o o0
0 0 O 0
0 0 O 0
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0 a b c
_10 0 0 b
bulunur.  Ayrica x.y = 00 0 —-a
0 0 0 O
oldugundan
0 0 0 af—be]
_ 0 0O 0
dw)=d{1y o o o
0 0O 0
elde edilir. Buradan d(xy) = d(y)x + xd(y)
Diger taraftan
0 0 0 —c][0 e f
_10 0 0 b||O O O
d@y+xdM =15 o o —allo 0 o
0 0 0 O0llo 0 O
0 0 0 af—be
_[0 0 0 0
0 0 O 0
0 0 O 0

olur. Bu durumda d(x).y + xd(y) # d(xy) oldugundan d bir tiirev degildir.

O halde yukarida tanimlanan d doniistimii bir ters tiirev fakat tiirev degildir.

coc oo

S o o ®
o O O™

0 0
0 0
0 0

0 0

0

o O O O

o O O O

be — af

0
0
0

o O O O

af — be

esitligi saglandigindan d bir ters tiirevdir.

g
f

—e
0

i

S O O Q

oo oo

S O O O

o O O O

oS O O O

Onerme 4.2.4. R bir halka ve d doniisiimii R halkas1 iizerinde tanimli bir ters tiirev

olsun. Bu durumda

i- charR = 2 ise d? bir tirevdir.

ii- e bir idempotent eleman ise ed(e)e = 0 dur.

iii- e bir idempotent eleman ve [e,d(e)] = 0 ise d(e) = 0 dir . Ote yandan, R bir yariasal

halka olmak tizere eger 0 # d ise e, R halkasinin birim elemanidir.

iv- 1z € Rise d(1z) = 0 dur.

V- R degismeli olmayan bir halka ise ;

aCoym = |

Ozel olarak;

d(x") = {

olur.

Ispat: (i) Ters tiirev tanim1 uygulanarak
d*(xy) = d(d(xy)) = d(d()x + yd(x)) = d(d()x) + d(yd(x))

y"d(x)

0

ngift

x"ld(x) n tek

n ¢ift

y* ld(yx) ntek i

=dx)d(y) + xd*(y) + d*(x)y + d(x)d(y)
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= d?(x)y + xd*(y) + 2d(x)d(y) = d?*(x)y + xd*(y)
elde edilir. Boylece d? bir tiirev olur.

(ii) e elemaninin idempotent eleman oldugu kullanilarak d(e) = d(e?) = d(e)e +
ed(e) bulunur. Bdylece d(e) = d(e)e + ed(e) esitligi elde edilir. Bu esitligi sagdan ve
soldan e ile garpalim.

ed(e)e = e(d(e)e + ed(e))e = ed(e)e? + e%d(e)e
Bulunur. Burada e? = e olmas1 kullanilarak;
ed(e)e = ed(e)e + ed(e)e = 2ed(e)e =0
elde edilir.

(iii) Hipotezden ed(e) = d(e)e dir. Buradan e elemaninin idempotent olmasi da
kullanilarak

d(e) = d(e?) = d(e)e + ed(e) = 2ed(e)
bulunur. Yani d(e) = 2ed(e) olur. Bu esitligin her iki tarafi soldan e ile ¢arpilir ve e? = e
olmasi kullanilirsa;
ed(e) = 2e?d(e) = 2ed(e)
elde edilir. O halde d(e)e = ed(e) = 0 bulunur. Bunun yardimiyla
d(e) =d(e?) =d(e)e+ed(e)=0+0=0
oldugu goriiliir.

(iv) Her x e Ricind(x) = d(x.13) = d(1g).x + 1zd(x) = d(1g)x + d(x) olur.
Buradan her x € R icin  d(1z)x = 0 bulunur. Ozel olarak x = 1, almnirsa,

0 =d(1g). 1z = d(1g)
elde edilir.

(V) Her x € Rigin d(x?) =d(x.x) = d(x)x + xd(x) = 0 olur. Eger n bir cift
tamsay1, yani bir k € Z tamsayisi i¢in n = 2k ise

d(xy™ = d(x(y)?) = d((Y)Dx + (v*)*d(x)
olur. Hipotezden d((y*)?) = 0 olmasi kullanilarak yukaridaki esitlik tekrar diizenlenirse;
d(xy™) = y"d(x) elde edilir. Simdi eger n tek ise, yani bir k € Z tamsayisi igin n = 2k +
1ise
dCey™) = d(xy.y*) = d(()(')?) = d(())xy + (¥*)?d(xy)
bulunur. Hipotezden d((y*)?) = 0 oldugundan d((y*)?)xy = 0 olur. Boylece d(xy™) =
y#d(xy) = y™" 1d(xy) elde edilir. Buradan d(xy™) = y™1d(xy) oldugu goriiliir.
Eger n tek ise, yani bir k € Z tamsayisi i¢in n = 2k + 1 ise
d(x™) = d(x(x)*) = d((x*))x + (x*)2d(x) = x**d(x) = x"1d(x)
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oldugu goriiliir. Benzer bigimde eger n bir ¢ift tamsayi, yani bir k € Z tamsayis1 i¢in n =
2k ise
d(x™) = d(x*.x*) = d(x*).x* + x*.d(x*) =0
elde edilir.
Onerme 4.2.5.R bir yariasal halka olsun ve d:R — R bir déniisiim olsun.d
dontisimii R halkasi ilizerinde bir ters tlirevdir ancak ve ancak d(R) < Z(R) olan bir
threvdir.

Ispat. d, R halkasi iizerinde bir ters tiirev olsun. Bu durumda her x,y € R igin ;

d(xy?) = d(y*)x + y*d(x) = (d(y)y + yd(¥)x + y*d(x) = d(y)yx + yd(y)x +

y2d(x) olmasindan
d(xy?) = d(y)yx + yd(y)x + y?d(x),Vx,y € R (4.27)

bulunur. Benzer bicimde xy2 = xy.y olmasi kullanilarak d(xy.y) = d(y)xy + yd(xy) =
d(y)xy + y(d(y)x + yd(x)) = d(y)xy + yd(y)x + y?d(x) olur.Buradan

d(xy?)=d(y)xy + yd(y)x + y*d(x),Vx,y € R (4.28)
bulunur. (4.27) ve (4.28) esitliklerinden yaralanarak
d(y)[y,x] =0,vx,y € R (4.29)
elde edilir. Simdi (4.29) esitliginde x yerine zx, z € R alinirsa
dW)ly, zx] = d(y)zly, x] + d¥)[y, z]x
olur. (4.29) esitliginden

d(y)z[y,x] =0,Vx,y,z €R (4.30)

bulunur. (4.29) esitliginde y yerine u € R olmak izere u + y, u € R alinirsa
0=du+yu+yxl=((dw+d®)(uwx]+[yx])
= dW[u,x] +d@W)[y, x] + d()[u, x] + d¥) [y, x]
elde edilir. Bu esitlikte d(u)[u,x] =0 ve d(y)[y,x] =0 olmasi kullanilirsa 0 =
dWw) [y, x] + d(y)[u, x] olur. Yani
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d)lw,x] = —dWy,x] =dW)x,y] , vx,y,u €R (4.31)
bulunur. (4.30) esitliginde z yerine [u, x]zd (u) alinirsa

0 =d[u xlzdW)ly, x] = dy)[u, x]z(=d(y)[u, x])
ve bdylece

d(y)[u,x]zd(y)[u,x] = 0,Vx,y,z,u € R (4.32)
elde edilir. R bir yariasal halka oldugundan

diy)[u,x] =0, Vx,y,u €R (4.33)
bulunur. Simdi (4.33) esitliginde u yerine ud(y), d(y) € R alinirsa

0= d(y)[ud(y),x] = dy)uld(y),x] + d(¥)[u,x]d(y)

elde edilir. (4.33) esitliginden

dy)uld(y),x] =0, Vu,x,y €ER (4.34)
bulunur. (4.34) esitliginde u yerine xu, x € R alinirsa

d(y)xuld(y),x] =0, Vx,y,u € R (4.35)
olur. (4.34) esitligini soldan - x ile caparsak

—xd(y)uld(y),x] =0, Vx,y,u €R (4.36)
esitligi elde edilir. Simdi (4.35) ve (4.36) esitliklerini taraf tarafa toplanirsa

0= (dO)x = xd)uld(),x] = [dW), xJuld(),x],  Vx,y,u€R

esitligi bulunur. R bir yariasal halka oldugundan
[d(y),x] =0, Vx,y ER
olur. Buise her y € R icin d(y) € Z demektir. Buradan d(R) < Z(R) elde edilir. O halde
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d(xy) =d)x +yd(x) = xd(y) + d(x)y

oldugu goriiliir. Boylece d bir tirevdir.

Sonug 4.2.6. R bir asal halka olsun. R Uzerinde sifirdan farkli bir ters tlirev var ise R
degismelidir.

Ispat. R bir asal halka oldugundan ayn1 zamanda bir yariasal halkadir. Onerme 4.2.5
den d bir ters tiirev ise d(R) < Z(R) ve d bir turevdir. Yani her m € R igin, d(m) € Z(R)
dir. Her m,n,t € R i¢in t[m,n] € R dir. Buradan

d(t[m,n]) = d(t)[m,n] + td([m,n]) = dt[m,n] + t[d(m),n] + t[m,d(n)]
elde edilir.d(m),d(n) € Z(R) oldugu kullanildiginda t[d(m),n] = t[m,d(n)] = 0 olur.
Boylece

d(t[m,n]) = d(t)[m,n] € Z(R)

bulunur. Burada Onerme 2.44 ile [m,n] € Z(R) veya her t € R igin d(t) = 0 elde edilir.
d # 0 oldugundan her m,n € Z(R) igin [m,n] € Z(R) olur. nyerine mn € R alinirsa
[m,mn] = m[m,n] € Z(R) bulunur. [m,n] € Z(R) oldugundan Onerme 2.44 ile m €
Z(R) veya her n € R elemani i¢in [m,n] = 0, yani m € Z(R) elde edilir.

Onerme 4.2.7 : R bir yariasal halka ve a, b € R olsun. d: R —» R doniisiimii d(x) =
ax + xb doniisimi bir ters tiirev ise d = 0 dir.

Ispat. Tanimdan x, y € R igin d(x) = ax + xb, d(y) = ay + yb dir. Buna gore

d(xy) =d(y)x + yd(x) = (ay + yb)x + y(ax + xb) (4.37)

d(xy) = axy + xyb (4.38)

olur. (4.37) ve (4.38) esitliklerinden ayx + ybx + yax + yxb = axy + xyb bulunur. O
halde ybx + yax = a(xy — yx) + (xy — yx)b elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse

y(a+b)x =d([x,y]),Vx,y €R, (4.39)

bulunur. (4.39) esitliginde x = y alinirsa

x(a+b)x=0,Vx ER (4.40)

elde edilir. (4.40) esitliginde x yerine x +y, y € Ryazilirsa0 = (x + y)(a+ b)(x + y) =
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x(a+b)x+x(a+b)y+yla+b)x+yla+b)y bulunur. (4.40) esitliginden
yararlanilarak esitlik diizenlerse

0=x(a+b)y+y(a+b)x, Vx,y €ER
bulunur. Yukaridaki esitlikte x yerine xy alinirsa

xy(a+b)y+y(a+b)xy=0
olur. Burada (4.40) esitliginden xy(a + b)y =0 olmast kullanilirsa y(a + b)xy =
0 bulunur. Bu esitlik sagdan (a + b) ile ¢arpilirsa
y(a+ b)xy(a+b) =0, Vx€R
elde edilir. R bir yariasal halka oldugundan her y € R i¢in y(a + b) = 0 olur. Bu esitlik
soldan (a + b) ile garpilirsa her y € R icin (a + b)y(a + b) = 0 ve burada R halkasinin
yariasal olmasi kullanilarak a + b = 0 bulunur. Buna gore (4.39) esitliginden d([x, y]) =
0, Vx,y € R olur. Bu durumda 0 =d([x,y]) = al[x,y] + [x,y]b ve b= —a olmasi
kullanilirsa a[x, y] — [x, y]a = 0 elde edilir. Buradan
[a, [x,y]] =0,Vx,y ER

oldugu gorillir. Onerme 2.44 den a € Z(R) bulunur. Buradan a = —b € Z(R) olmasi
kullanilarak d(x) = ax + xb = ax — xa = ax — ax = 0 elde edilir. O halde d = 0 olur.

Lemma 4.2.7. R bir yariasal halka, a,b € R ve her x € R i¢in ax + xb = 0 olsun.
Budurumdaa,b € Z(R) ve b = —a dur.

Ispat. Hipotezden

ax +xb =0,vx €R (4.41)
biliniyor. Yukaridaki (4.41) esitliginde x yerine xy, y € R alinirsa
axy +xyb =0,Vx,y €ER (4.42)

olur. (4.41) esitligi sagdan y ile ¢arpilir ve (4.42) ile esitlenirse

(ax + xb)y = axy + xby = axy + xyb
bulunur. Bu esitlik diizenlenirse her x,y € R i¢in xby = xyb yani x(by — yb) = 0 olur.
Buradan her y € R icin R(by —yb) = (0) elde edilir. R halkasinin yariasal olmasi
kullanilirsa Vy € R icin [b, y] = 0 ve buradan b € Z elde edilir. Hipotezden her x € R igin
0 =ax + xb = ax + bx = (a + b)x olur. Yine R halkasinin yariasal olmasi kullanilarak

a + b = 0 ve boylece a = —b elde edilir.
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Sonug 4.2.8. R bir yariasal halka ve f, g R halkasimnin iki tiirevi olsun. Bu durumda
herVx,y € Rigin f(x)y + yg(x) = 0 ise f(R) c Z(R) ve g(R) c Z(R) olur.

Ispat. Kabul edelim ki x € R igin f(x) = a ve g(x) = b olsun. O halde hipotezden
her y € R icinay + yb = 0 olur. Lemma 4.2.7 den a = —b € Z(R) elde edilir. Buradan
f(x) = —g(x) € Z(R) bulunur. Bunu her x € R i¢in yapabilecegimizden f(R) < Z(R) ve
g(R) c Z(R) elde edilir.

Sonug 4.2.9. R degismeli olmayan bir asal halka ve d, R lizerinde skew commuting
olsun. O zaman d = 0 dur.

Ispat. d déniisiimii R halkas1 iizerinde skew commuting oldugudan her x € R icin,
d(x)x + xd(x) = 0dir. Varsayalim Ki ; d(x) = a olsun. Bu durumda her x € R i¢in ax +
xa = 0 olur. Lemma 4.2.7 den d(R)c Z(R) elde edilir. Sonu¢ 4.2.6 dan R degismeli veya
d = 0 olur. R degismeli olmadigindan d = 0 bulunur.

Sonu¢ 4.2.10. R degismeli olmayan bir yariasal halka olsun. O zaman R
karakteristigi iki olan degismeli bir halkadir.

Ispat. R degismeli olmayan bir yariasal halka oldugundan her x,y € R igin xy +
yx =0 dir. Lemma 4.2.7 de a =b =y aliirsa y = —y € Z(R) bulunur. O halde R
degismeli bir halkadir. Ustelik her x € R igin x = —x yani 2x = 0 bulunur. O halde R

degismeli halkasinin karakteristigi iki olur.

Bu ¢alismada (Aboubakr A. Gonzalez S 2014) ters tiirev notasyonu genellestirilerek,
genellestirilmis ters tlirev tanimlanmustir. Ayrica yariasal halkalarin idealleri lizerinde

genellestirilmis ters tiirevler ile genellestirilmis tiirevler arasindaki iliski incelenmistir.

Lemma 4.2.11. R bir yariasal halka ve I # 0 bir sol ideal olsun. Eger R halkasinin /
idealini merkezleyen sifirdan farkli bir d tlrevi varsa 0 zaman R halkasinin merkezi
tarafindan kapsanilan sifirdan farkli bir ideali vardir.

Lemma 4.2.12. R bir 2 —burulmasiz yariasal halka olsun. O zaman R Uzerindeki her

bir genellestirilmis jordan tilirev bir (sol ve sag) genellestirilmis tlirevdir.

Onerme 4.2.13. Bir R asal halkasinin her sifirdan farkli tek yanli idealinin
merkezlestiricisi halkanin merkezine esittir. Ozel olarak R halkasinin sifirdan farkli bir ideali

merkez tarafindan kapsaniyor ise R halkasi degismelidir.
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0 a b
Ornek 4.2.14. S bir halka olmak lizere R = {(0 0 c) la,b,c € S} kiimesi
0O 0 O

matrislerdeki toplama ve carpma islemiyle bir halkadir. R halkasi iizerinde asagidaki

doniistimleri tanimlayalim.

0 a b 0 0 a 0 a b 0 0 a-c
F <0 0 c) =<O 0 O> ;d ( c) =<0 0 0 )
0 0 O 0 0O 0 0 O 0 0 0

0 a b 0 0 a—c 0 e f
Simdi X =10 0 c) icindX)=(0 0 0 ve 0 0 g]icind()=
0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 e—g 0 a b\/0 e f 0 0 ag
<O 0 0 ) olur. Ayrica XY = (0 0 c> (0 0 g) = (0 0 0 ) bulunur.
0 0 0 0 0 0/\N0 O O 0 0 O
0 0 O
Boylece d(XY) = (0 0 0 ] elde edilir. Burada
0 0 O

(e}

0 0 a—c\/0 e f 0 a b\/0O 0 e—g
dX)Y + Xd(Y) = <O 0 0 ><O 0 g) o (O 0 c) (0 0 )
0 O 0 0 0 O 0 0 0/\0 O 0

0 0 O
=10 0 0)]=dXY)

0 0 O
oldugundan d bir tiirevdir. Diger taraftan

0 0 e=g\/0 a b 0 e f\/0
d(Y)X+Yd(X)=<O 0 0 )(0 0 c>+<0 0 g)(O
0 0 0 0 0 O 0 0 0/\0 O 0

0 0 O 0 0 O
= <O 0 0) = (0 0 0> = d(XY)
0 0 O 0 0 O

oldugundan ayni1 zaman da d bir ters tirevdir.

oo
Q
o |
a
N————

Yukaridaki bi¢imde tanimlanan F doniisiimiinii alalim. Tanimindan

0 0 a 0 0 e 0 0O
F(X)=<o 0 0>, F(Y)=<0 0 0>, F(XY)=<O 0 0)
0 0 O 0 0O 0 0O
oldugu kullanilarak

0 0 e\N/0 a b 0 e f\N/0 0 a—c
FY)X+YdX)=|0 0 O)(O 0 c>+<0 0 g (0 0 0
0 0 0/\0 O O 0 0 0/\0 O 0
0

0 0
=<0 0 O>=F(XY)
000

elde edlilir. Boylece F, d ile belirlenmis bir sol genellestirilmis ters tiirevdir. Benzer bigimde
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0 0 e—=g\/0 a b 0 e f\N/0O 0 a
d(Y)X+YF(X)=<0 0 o ><0 0 c>+<0 0 g>(o : o)

0 0 0 /N OO 0 0 0/\0 O O
0 0 O

={0 0 0]=F(XY)
0 0 O

oldugundan ayn1 zamanda F, d ile belirlenmis bir sag genellestirilmis ters tirevdir. Ustelik
benzer hesaplamalar ile F, donilisiimiiniin d ile belirlenmis bir sol genellestirilmis tiirev ve
sag genellestirilmis tiirev oldugu da goriilebilir.

Ornek 4.2.15. R halkas1 Ornek 4.2.14 de verilen halka olsun. Bu halka tizerinde

0 a b 0 0 -b 0 a b 0 a c—a
Fll0 0 ¢ =10 0 O ved|{|0 0 ¢ =10 0 —c
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 0

dontisiimleri tanimlansin. Yukaridaki 6rnekte yapilan islemler ile d doniisiimiiniin bir tiirev,
ters tiirev oldugunu ve F doniisiimiiniin d ile belirlenmis sol genellestirilmis tiirev oldugunu
gormek kolaydir. Fakat F, d ile belirlenmis sag genellestirilmis tiirev degildir. Ustelik F,d
ile belirlenmis ne sol genellestirilmis ters tiirev ne de sag genellestirilmis ters tiirevdir.

Ornek 4.2.16. R biitiin reel sayilar1 gostermek iizere matrisler

0 a b c

_ 0 0 0 d
R = 0 0 0 la,b,c,d,e € R

0 0 0 O

halkasini ele alalim. Bu halka tlizerinde F,d: R — R doniisiimleri

0 a b c 0 0 0 b+e
F 0 0 0 d (0 0 O 0

0 0 0 e 0 0 O e

0O 0 0 O / 0 0 O 0

ve

0 a b c 0O 0 0 b—d
d 0 0 0 d _ 0 0 O 0

0 0 0 e 0 0 O 0

0 0 0 O / 0 0 O 0

bigiminde tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan d doniisiimiiniin hem ters tiirev hem de tiirev
oldugu kolayca goriiliir. Ayrica F,d ile belirlenmis bir sol genellestirilmis ters tiirevdir.
Fakat sag genellestirilmis tiirev degildir.

Ornek 4.2.17. Ornek 4.2.15 de verilen R halkasi ele alalim. R halkasi {izerinde
F,d: R — R doniisiimleri
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genellestirilmis tiirev degildir.

Calismanin bu kesimde yariasal halkalarin idealleri tizerinde genellestirilmis tiirevler
incelenmistir.

Teorem 4.2.18. R bir yariasal halka ve I # (0) bir ideal olsun. F: 1 — R, I Uzerinde
stfirdan farkl d ters tiirevi ile belirlenmis bir sol genellestirilmis ters tiirev vardir ancak ve
ancak d, I uzerinde d(I) S Cx(I) kosulunu saglayan bir tiirev ve F, I lzerinde F(I) <
Cr (I) kosulunu saglayan d ile belirlenmis bir sag tiirevdir.

Teorem 4.2.19. R bir yariasal halka ve I # (0) bir ideal olsun. F: 1 — R, I Uzerinde
stfirdan farkli d ters tiirevi ile belirlenmis bir sag genellestirilmis ters tiirev vardir ancak ve
ancak d, I lzerinde d(I) € Cr(I) kosulunu saglayan bir tiirev ve F, I Uzerinde F(I) <
Cr (I) kosulunu saglayan d ile belirlenmis bir sag tiirevdir.

Sonug 4.2.20. R bir asal halka olsun. Eger R iizerinde sifirdan farkli d ters tirevi
ile belirlenmis bir sol genellestirilmis (veya sag genellestirilmis) ters tiirevi var ise o zaman
R halkasinin sifirdan farkli merkez tarafindan kapsanan ideali vardir.

Sonug 4.2.21. R, 2 —burulmasiz yariasal halka olsun. Eger R iizerinde sifirdan
farkli d ters tiirevi ile belirlenmis bir sol F genellestirilmis (veya sag genellestirilmis) ters
tlrevi var ise F, d ile belirlenmis bir sag genellestirilmis (veya sol genellestirilmis) ters
tirevdir. Ayrica d bir tirev ve F bir d tiirevi ile belirlenmis bir sol genellestirilmis (veya
sag genellestirilmis) tiirevdir.

Sonug 4.2.22. I, R yariasal halkasi tizerinde ¢ift yanli ideal olmak iizere, bir d: I —
R doniistimii ters turevdir ancak ve ancak d turevi I Gzerinde merkezleyici ve d(I) € Ci(I)
dir.

Tanmm 4.2.23. F doniisiimii hem sol ve hem sag genellestirilmis tiirev ise bir
genellestirilmis tiirev denir.

Sonug 4.2.24. R yanasal halkasi lizerinde F bir genellestirilmis ters tiirevdir ancak
ve ancak F bir merkezleyeci genellestirilmis tiirevdir.

Sonug 4.2.25. R bir asal halka ve I onun sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger [
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tizerinde sifirdan farkli d ters tiirevi ile belirlenmis bir F:I — I sol genellestirilmis (veya
sag genellestirilmis) ters tiirev varsa R degismelidir.
Asagida verilen 6rnek yariasal kosulunun gerekli oldugunu gostermektedir

Ornek 4225. R Omek 4215 de verilen halka ve [=

0 a b ¢
8 g 8 :b la,b,c € R} bi¢ciminde tanimlanan R halkasinin bir ideal olsun.
0O 0 0 O
F,d:R — R doéniigtimlerini
/0 a b ¢ \ 0 a 0 —c
pl(0 0 0 =b}|_[0 0 0 b
0 0 0 —a 000 a
0 0 0 O / 0O 0 0 O
ve
/O a b c \ 0 a 0 c
d 0 0 0 —-b | = 0 0 0 —b
00 0 —a 00 0 —a
0O 0 0 O / 0 0 0 O

biciminde tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan d, I tizerinde sifirdan farkli bir ters tiirev ve
tirevdir. Ayn1 zamanda F, I tizerinde sag genellestirilmis ters tiirevdir. Fakat F bir sol

genellestirilmis tiirev degildir ve d(1), F(I) € Cgr(I) dur.
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BOLUM 5
HALKALARDA (a, 8) —TERS TUREVLER

Bu boliimde M. S. Samman ve A. B. Thaheem tarafindan 2003 yilinda ve M.
Samman ve N. Alyamani tarafindan 2007 yilinda yapilan ¢alismalarda gosterilen sonuglar

tlirev veya ters tiirev yerine (a, B) — ters tiirev alinarak genellestirilmistir.

5.1. Asal Halkalarda (a, B) —Ters Turevler

Bu bolimde asal halkalar Uzerinde (a,B) —ters tiirev ve genellestirilmis
(a, B) —ters tiirevlerin sirasiyla (@, B) —tiirev ve genellestirilmis (a, B) —tiirev oldugu
gosterilmistir.

Teorem5.1.1. R bir asal halka, 8, R halkasinin bir otomorfizmasi ve @, R halkasinin
bir homomorfizmasi olsun. 0 # D dontisimii bir (a, ) — ters tirevdir ancak ve ancak R
degismeli ve D bir (a, g) —tlrevdir.

Ispat. (=:) x,y,z € R olmak iizere x(yz) = (xy)z olmasin1 kullanarak her iki
elemana da (a, B) — ters tiirev uygulanirsa

D(x(y2)) = D(yz)a(x) + B(yz)D(x)
= D(@)a(y)a(x) + f(2)D(y)a(x) + B(y)B(2)D(x)

olur. Buradan

D(x(yz)) = D(2a(y)a(x) + B(z)D()a(x) + B(y)B(2)D(x) (5.1)
elde edilir. Ote yandan benzer hesaplamayla
D((xy)z) = D(2)a(x)a(y) + B(z)D(y)a(x) + B(z)B(Y)D(x) (5.2)

olur. (xy)z = x(yz) esit oldugundan (5.1) ve (5.2) birbirine esittir. O halde bu esitlikler

dizenlenirse

D(2)a([x,y]) + B([z,yDD(x) =0, Vx,y,z € R (5.3)

bulunur. Eger (5.3) esitliginde x = y alinirsa
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B([z,x])D(x) =0, Vx,z€R (5.4)

oldugu goriiliir. (5.4) esitliginde z € R olmak zere z yerine zy alinir ve yine (5.4) esitligi
kullanilarak diizenlenirse
Bz, xDB(y)D(x) =0,  Vx,y,z€R

bulunur. 8 bir otomorfizma ve R asal oldugundan her x € Ri¢in x € Z(R) veyaD(x) =0
bulunur. Simdi A={x€R Ix€Z(R)} ve B={x€R ID(x)=0} kimelerini
tamimlayalim. R = AUB oldugu agiktir. Ayrica A ve B kiimelerinin R nin birer toplamsal
altgrubu oldugu kolayca goriliir. Bir grup iki 6z altgrubun bilesimi olarak
yazilamayacagindan R = A veya R = B elde edilir. Eger R = B ise D = 0 bulunur. Bu ise
bir celigkidir. O halde R = A dir. Yani R halkas1 degismelidir. Bu durumda D(xy) =
D(yx) = D(x)a(y) + f(x)D(y) olur. Yani D, bir (a, B) —tiirev olmasidir.

(<) R halkasi degismeli oldugundan saglandigini gérmek kolaydir.

Teorem5.1.2. R birasal halka, $, R halkasinin bir otomorfizmasi ve a, R halkasinin
bir homomorfizmasi olsun. Sifirdan farkli D doniisiimii, d, (a, 8) —terstirevi ile belirlenen
bir genellestirilmis (a, ) —ters tirevdir ancak ve ancak R degismeli bir halka ve D
dontisimii d, (a, B) —tirevi ile belirlenen bir genellestirilmis (a, ) —turevdir.

Ispat. d bir (a,pB) —ters tirev olsun. Teorem 5.1.1 den d (a, B) —tiirev ve R
degismeli halka olur. R halkasinin degismeli oldugu kullanilirsa

D(xy) = D(yx) = D(x)a(y) + B(x)d(y), Vx,y €R
elde edilir. Boylece de D doniisiimii d, (a, ) —tiireviyle belirlenen genellestirilmis («, 8) —
tlrev olur.

(<) R halkasi degismeli oldugundan saglandigin1 gormek kolaydir.

5.2. Yanasal Halkalarda (e, B) —Ters Turevler

Bu bolimde Samman ve Alyamani tarafindan yariasal halkalarda tiirevler ve ters
tirevler ile ilgili yaptiklari ¢alismadaki sonuglar (a, ) ters tiirevler igin genellestirilmistir.
Asagidaki teorem (Samman M.S., and Alyamani N. 2007 Onerme 3.1) ¢alismasindaki
Onermenin bir genellestirmesidir.

Teorem 5.2.1. R bir yariasal halka, @ otomorfizma ve [ epimorfizma olsun. D
dontistimii R halkasinin bir (a, B) —ters tlrevidir ancak ve ancak D(R)cZ(R) olan bir
(B, a) — tiirevdir.

Ispat. D, D(R)cZ(R) olan bir (8, a) —tiirev olsun. O halde D(xy) = D(x)B(y) +
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a(x)D(y) = D(y)a(x) + B(y)D(x) olur. Boylece D bir (a, B) —ters tlrevdir.
Tersine D bir (a, B) —ters turev olsun. O halde x,y, z € R igin
D(x(y2)) = D(yz)a(x) + B(yz)D(x)
= (D(@ay) + B(@)D(y))alx) + B(y)B(2)D(x)
= D(2)a(y)a(x) + B(2)D(y)a(x) + B(y)B(z)D(x)
olur. Ote yandan
D((xy)z) = D(2)a(xy) + B(2)D(xy)
= D(Da(x)a(y) + B(2)(D()a(x) + B(y)D(x))
= D(@a(x)a(y) + B(2)D(y)a(x) + B(z)B(y)D(x)
elde edilir. D(x(yz)) = D((xy)z) oldugundan

B[y, zDD(x) = D(z)a([x,y]),Vx,y,z € R (5.5)
bulunur. (5.5) esitliginde z yerine y alinirsa
D(y)a([x,y]) =0, Vx,y ER (5.6)

esitligi elde edilir. (5.6) esitliginde x yerine z € R olmak Uzere zx alinirsa ve (5.6) esitligi
kullanilarak diizenlenirse 0=DW)a([zx,y]) = Dy)a(z[x,y] + [z, y]x) =
D(y)a(z)a([x,y]) + D(y)a([z, y])a(x) elde edilir. Boylece

D(y)a(z)a([x,y]) =0, Vx,y,z€R (5.7)

bulunur. u € R olmak iizere (5.6) esitliginde y yerine u + y alinirsa
0=D(u+y)a([u+y,x]) = (D@ + D)) (a([u,x]) + a(ly, x]))

= D(W)a([w,x]) + DWa(ly,x]) + D(y)a([u, x]) + D(y)a(ly,x])
olur. (5.6) esitligi kullanilirsa D (w)a([y,x]) + D(y)a([u,x]) = 0,Vx,y,u € R olur.

Boylece

Dwa([x,y]) = Dy)a([u,x]), Vx,y,u€R (5.8)

esitligi elde edilir. Simdi (5.7) esitliginde z yerine [u, x]za~(D(w)) alinir ve (5.7) esitligi
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kullanilarak tekrar diizenlenirse 0= DY) ([u, x]za™t (D (u))) a([x,y]) =

D()a([u, xDa(z)D(wa([x,y]) = D()a([u, xDa(z)D(y)a([u,x]) bulunur. a bir
otomorfima ve R halkasi yariasal halka oldugundan

D(y)a([u,x]) =0,Vx,y,u €R (5.9)

bulunur. (5.9) esitliginde u yerine a~1(D(y)) yazilirsa
Da([a™ (D)), xD) = DMID(), a(x)] = 0,Vx,y €R
elde edilir. Uyar1 2.44 den her y € R icin D(y) € Z(R) dir.Boylece D(R) c Z(R) elde
edilir. Buradan D(xy) = D(y)a(x) + B(y)D(x) = D(x)B(y) + a(x)D(y) olur. Yani D
bir (B, a) —tirevdir.
Lemma5.2.2. R bir 2-burulmasiz yariasal halka, ¢ € R, a, § epimorfizmave D: R —
R, D(x) = ca(x) + B(x)c seklinde tanimlansin. Eger D bir (a, ) —ters tirevise D = 0
ve ¢ = 0 olur.
Ispat. x, ¥ € R olmak (izere hipotezde x yerine xy yazilir ve D doniisiimiiniin bir
(a, B) —ters tiirev olmas1 kullanilirsa
D(xy) = D()a(x) +B()D(x)
= (ca(y) + B(y)o)a(x) + B(y)(ca(x) + B(x)c)
= ca(y)a(x) + B(y)ca(x) + B(y)ca(x) + B(y)B(x)c
= ca(yx) + 2B (y)ca(x) + B(yx)c
= D(yx) + 2B (y)ca(x)
olur. Yani

D([x,y]D = 2B(y)ca(x),Vx,y €R (5.10)

elde edilir. Benzer sekilde
D(yx) = D(x)a(y) + B(x)D(y)
= (ca(x) + Bx))a(y) + B(x)(ca(y) + B(¥)c)
= ca()a(y) + B(x)caly) + B(x)ca(y) + B(x)B(y)c
= ca(xy) + 2B (x)ca(y) + B(xy)c
= D(xy) + 2B(x)ca(y)
ve buradan
D([y,x]) = 2B(x)ca(y), Vx,y € R
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bulunur. D([x,y]) + D([y,x]) = 0 ve R, 2-burulmasiz oldugundan

B(x)ca(y) + B(y)ca(x) =0,Vx,y €ER (5.11)

elde edilir. Simdi (5.11) esitliginde z € R olmak izere x yerine xz yazilirsa ve (5.11) esitligi
kullanilarak diizenlenirse
0 =B(xz)ca(y) + B(y)ca(xz)
= BB (D)caly) + B(y)ca(x)a(z)
= BB (D)caly) — B(x)ca(y)a(z)

bulunur. Boylece

Bx)(B(2)ca(y) — ca(y)a(z))=0, Vx,y,z € R (5.12)

elde edilir. (5.11) esitliginden yararlanilarak her y,z € R i¢in (B(y)c + ca(y))a(z) =0
bulunur. Boylece yine g bir epimorfizma ve R nin yariasal halka olmasi kullanilarak son

esitlik diizenlenirse
B)c+ca(y) =0,,Vy €R (5.13)

elde edilir. O halde D =0 dir. Buradan (5.10) esitligine doniilirse 0 = D([x,y]) =
2B(y)ca(x) olur. Yani her x,y € R i¢cin 2B8(y)ca(x) = 0 bulunur. R yariasal halkasi
2 —burulmasiz oldugundan B(y)ca(x) =0 olur. Bulunan son esitlik soldan ca(x)
carpilirsa her y € R igin ca(x) f(y)ca(x) = 0 dir. R yarasal halka ve f epimorfima
oldugundan her x € R igin ca(x) = 0 bulunur. Bu esitlik soldan a(x) ile ¢arpilirsa her x €
Ricin a(x) ca(x) = 0 elde edilir. Burada yine R nin yariasal halka ve @ nin epimorfima

olmas1 kullnilirsa ¢ = 0 bulunur.

Ornek 5.2.3. S birimli degismeli bir halka olmak iizere R = { g 8] ta,b € 5}
matrisler halkasi olsun. « ([J(; )Z]D = [g z] B ([J(; }Z] ) = [J(; 8 ved = [(1) 8 ,

B = [_01 8] ERIiCiND: R - R, D(X) = Aa(X) + B(X)B olarak tanimlansin. O halde

D, (a, B) — ters tirevdir ancak (a, ) — tiirev degildir.
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(;szm.Xz[x y]y:[g ?],ERigin
«n=a(fy J)=[o Aro=s( D=1 o
an=a(s =[5 Jeen=s(3 =[S

elde edilir.
D(X) = Aa(X) + B(X)B

olmas1 kullanilarak

D(X) = ([g g ) (1) 8] [g ;’] + [g 8] [_01 g] = [ng %’] elde edilir. Benzer
sekilde
D(Y) = Aa(Y) + B(Y)B

olmasi kullanilarak
D(Y) = ([g c) [(1) 8 [(C) Z + [g 8] [_01 8] = [caa g] bulunur. Simdi

XY=[g 321][8 ?]=[an bx;;cy]olur.Ohalde

ax bx+cy):[cz—ax bx+cy
0 0

D) + P =[C 7 2[5 Y]+ [ ol 0" 2l

_ [zc 5 ax yc -(I)— bx]

D(XY)= D ([ ] bulunur. Diger taraftan

olur. O zaman

D(V)a(X) + BIDCX) = |

zc—ax yc + bx

) | =pwxm)

] X O]c—a b]:

olur. Ote yandan D(X)a(Y)+ﬁ(X)D(Y)=[ZOx %)I] [0 al "lo0 oll 0 o

[cz xa ay+bz
0

Buradan gijrulur Ki
DX a(Y) + BX)D(Y) = [cz 6 xa ay+ bz] ” [zc —ax yc -(|)- bx]

= D(V)a(X) + B(Y)D(X)
O halde (a, B) — ters turevdir fakat (a, §) — tiirev degildir.

] bulunur.

Lemma 5.2.4. R bir halka, a,f R iizerinde tanimli iki doniisim olsun. a,b €

R olmak lizere D(x) = aa(x) + B(x)b olarak tanimlanan dontisiim (a, §) — ters tlrev ise

a(a(xy) — aa(x) + (B(xy) = BOIBX))b = B (b + a)a(x)

esitligi saglanir.
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Ispat. Hipotezden
D(xy) = aa(xy) + B(xy)b, Vx,y €ER (5.14)

elde edilir. Ote yandan D, (a, B) — ters tiirev oldugundan
D(xy) = D(y)a(x) + B(y)D(x)
= (aa(y) + By)b)a(x) + B(y)(aa(x) + B(x)b)
= aa(y)a(x) + B(y)ba(x) + f(y)aa(x) + B(y)B(x)b
elde edilir. Yukarida bulunan son esitlik ve (5.14) esitliginden yararlanilarak aa(y)a(x) +
BWba(x) + B(y)aa(x) + B(y)B(x)b = aa(xy) + B(xy)b esitligi bulunur. Bu esitlik
dizenlenirse

a(a(xy) = a(yx) + (BCxy) = Blyx))b = BB + @)a(x) (5.15)

bulunur.

Teorem 5.25. R bir 2-burulmasiz yariasal halka ve R lizerinde tanimli «,
epimorfizma, B otomorfizma olsun. D : R - R doniisimii a, b € R olmak (izere D(x) =
aa(x) + B(x)b bigiminde tanimlansin. Eger D sifirdan farkli (@, 8) — ters tlirev ise D, a
ile belirlenmis (a, B) — i¢ tirevdir.

Ispat. Lemma 5.2.4 den her x,y € R icin  D([x,y]) = B(y)(b + a)a(x) olur.
Benzer sekilde her x,y € R igin D([y,x]) = B(x)(b + a)a(y) oldugu goriilir. Boylece
D([x,y]) + D([y,x]) = 0 bulunur. Buradan

B+ a)a(y) + B(y)(b+a)a(x) =0,Vx,y ER (5.16)

olur. (5.16) esitliginde x yerine xz alinirsa
0=pxz)(b+a)aly) + B + a)a(xz)

= BB+ )a(y) + B)(b + a)a(x)a(z)

= BB (2) (b + )a(y) — B)(b + a)a(y)a(z)
olur. Buradan her x,y,z € R igin B(x)(B(2)(b + a)a(y) — (b + a)a(y)a(z)) = 0 olur.
O zaman f epimorfizma ve R bir yariasal halka oldugundan her y,z € R igin
B2)(b+ a)a(y) — (b+a)a(y)a(z) =0 bulunur. Bu esitlik (5.16) kullanilarak
duzenlenirse (B(»)(b + a) + (b + a)a(y))a(z) = 0 olur. a epimorfizma ve R bir yariasal
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halka oldugundan

B)(b+a)+ (bh+a)a(y)=0,Vy ER (5.17)

olur. Simdi (5.16) esitligide (5.17) esitligi kullanilarak diizenlenirse 0 = B(x)(b +

a)a(y) + )b+ a)a(x) = —Lx)BY)(b +a) — BBE)(b +a) = BE)BY)(b +
a) + B(y)B(x)(b + a) olur. Buradan

Bxy+yx)(b+a)=0,Vx,y ER (5.18)

bulunur. (5.18) esitliginde y yerine yz aliirsa ve x(yz) + (yz)x = y(xz + zx) + [x,y]z
Ozdesliginden yararlanilarak tekrar diizenlenirse her x,y,z € R icin  B(y(xz + zx) +
[x,y12)(b+ a) = (B(y)B(xz + zx) + B([x,y]DB(2))(b + a) olur. (5.18) esitliginden
yararlanilarak diizenlendiginde her x,y,z € R icin B([x, y])B(2))(b + a) = 0 bulunur. Bu
son esitlikte z = B71(b + a)z[x, y] alinirsa ve 8 nin otomorfizma olmasi kullamlarak her
z€R icin B(x,yDb+ a)B(2)B([x,y])(b+ a) =0 bulunur. R bir yariasal halka
oldugundan her x,y € R i¢in ([x,y])(b + a) = 0 elde edilir. Yani

B(xy —yx)(b+a)=0,Vx,y €R (5.19)

olur. (5.18) ve (5.19) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa her x,y € R i¢in 2B(xy)(b +a) =0
bulunur. Ustelik R nin 2 —burulmasiz yariasal halka olmasindan B(xy)(b + a) = 0 olur.
Buradan (b + a) = 0 dir. Yani b = —a dir. Hipotezde verilen D tiirev tanimindan D (x) =
aa(x) — f(x)a = [a, ]z bulunur. O zaman D nin a ile belirlenmis (@, B) —tiirev oldugu
goraldr.

Bu teoremden faydanilarak asagidaki sonug¢ verilebir. Bu sonugta D = 0ve «,f =
Iz alinmasi durumunda (Samman M.S., and Alyamani N. 2007. Lemma 3.5) in daha
genellestirilmis bi¢imidir.

Sonug 5.2.6. R bir 2- burulmazsiz yariasal halka, R {izerinde tanimli &, epimorfizma,
B otomorfizmaolsun.D : R - R ,a,b € R olmak lizere D(x) = aa(x) + B(x)b doniisimii
bir (a, B) — ters tirev olmak tizere D(R) = 0 ise a = —b € C, p dur.

Asagidaki teorem(Samman M.S., and Alyamani N. 2007. Proposition 3.4) iin farkli

bir genellestirmesidir.
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Teorem 5.2.7. R bir 2- burkulmaz yariasal halka, R iizerinde tanimh «, anti-
epimorfizma, B anti-otomorfizmaolsun. D : R - R, a,b € R olmak (izere
D(x) = aa(x) + B(x)b doniisiimii tanimlansin. Eger D sifirdan farkli bir (a,8) — ters
tlrev ise D, a ile belirlenmis bir (a, 8) —i¢ tlrevdir.

Ispat. (5.15) esitliginde @, anti-homomorfizma alnirsa her x,y € Rigin
B)(b + a)a(x) = 0 olur. R bir yariasal halka oldugundan b + a = 0 bulunur. O halde
b = —a olur. Simdi hipotezde verilen tiirev tanim1 ve b = —a olmasi kullanilarak
dizenlenirse  D(x) = aa(x) — f(x)a = [a,x],p elde edilir. Buradan D nin a ile
belirlenmis bir (a, 8) —i¢ tlirev oldugu goriiliir.

Teorem 5.2.8 R bir yariasal halka, @, § otomorfizma ve F,G doniisimleri R

uzerinde bir (a, ) — ters tirev olmak Uzere

F(x)a(y)+ B(y)G(x) =0,Vx,y ER (5.20)
kosulu saglamiyor ise her x,y,z € Ricin F(y)a([z, x]) = B([z,x])G(y) = 0 olur ve
G(R) c Z(R), F(R) c Z(R) du.

Ispat. Hipotezde verilen (5.20) esitliginde x yerine xy almirsa F(xy)a(y) +
B)G(xy) = F(y)a(x)a(y) + BFx)a(y) + BIGH)alx) + B(y)B(Y)G(x)

= F(n)a(xy) + BOIGCax) + B0 (F(x)a(y) + B(y)G(x)) olur. Bu esitlik (5.20)

esitligi kullanilarak diizenlenirse

F(y)alxy) + py)G(y)a(x) =0,Vx,y €ER (5.21)

bulunur. Simdi (5.20) esitliginde x = y alinirsa 0 = F(y)a(y) + B(y)G(y) olur. Buradan
BY)G(y) = —F(y)a(y) elde edilir. Son esitlik (5.21) esitliginde kullanilirsa

Fya(xy) + p)G)alx) = F(y)a(xy) — F(y)a(yx) = 0 olur. Boylece
F(y)a(lx,y]) =0,,Vx,y € R (5.22)

Olur. Diger taraftan (5.22) esitliginde z € R icin x yerine a 1(z)x alinirsa
F(y)a([ a 1(z)x,y]) = 0 olur. Yani,

F()za([x,y]) =0,Vx,y,z € R (5.23)
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bulunur. Esitlik (5.20) de y yerine y + 2z alimir ve (5.22) esitliginden yararlanarak

dizenlenirse
0 = Fiy+2a(lxy +z]) = (F(y) + F(2)a([x,y] + [x,2])
= Fa(lx,yD + F(@a([x,y]D) + F)a([x,z]) + F(2)a([x, z])
= Fa(lx, z]) + F(2)a([x,y])
bulunur. Buradan F (y)a([x, z]) = —F (z)a([x, y]) olur. Bdylece

F(y)a([z,x]) = F(2)a([x,y]),Vx,y,z € R (5.24)

elde edilir. Simdi v € R icin F(y)a([z, x])vF (y)a([z,x]) almirsa ve (5.24) esitligi

kullanilarak diizenlenirse

F(y)a([z, xDvF(y) a(lz,x]) = F(y) a([z, x]D)vF (z)a([x, y]) (5.25)
olur. Simdi (5.25) esitliginde w = a([z, x])vF(z) alinir ve esitlik (5.23) kullanilirsa her
x,y,Z € R icin F(iy)a([z, x]DvF (y)a([z,x]) = F(y)wa([x,y]) = 0 bulunur. Béylece R
bir yariasal halka oldugundan

F(W)a([z,x]) =0,Vx,y,z€R (5.26)
olur. Simdi (5.26) esitliginde z yerine za 1(F(y)) almirsa F(y)a([za 1(F(y)),x]) =
FWa(2)[F(y),a(x)] + Fy)a([z,x])F(y) bulunur. Bu son esitlik (5.26) esitligi
kullanilarak diizenlenirse

F)a(2)[F(y), a(x)] =0,Vx,y,z€E€R (5.27)
elde edilir. Esitlik (5.27) de z yerine xz alinirsa

Fy)a(x)a(@)[F(y),a(x)] =0,Vx,y,z€R (5.28)

bulunur.(5.27) esitligi soldan —a(x) ile gapilirsa

—a()F)a(2)[F(y), a(x)] =0,Vx,y,z € R (5.29)
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olur. (5.28) ve (5.29) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

[F), a()]a(2)[F(y),a(x)] = 0,Vx,y,z €R
olur. Buradan R nin yariasal halka olmasindan yararlanilarak

[F(y),a(x)] = 0,Vx,y €R (5.30)

elde edilir. O halde gorulir ki F(R) € Z(R) dir. Diger taraftan (5.20) esitliginde y yerine

[x, y] alinirsa ve esitlik (5.22) kullanilarak diizenlenirse
B([x,yDG(x) = 0,vx,y €R (5.31)
bulunur. (5.31) esitliginde y yerine y8~1(z) almnir ve (5.31) kullanilarak diizenlenirse
B([x,yDzG(x) = 0,Vx,y,z € R (5.32)

elde edilir. Esitlik (5.31) de x yerine x + z alinirsa ve (5.31) kullanilarak diizenlenirse
0=B([x+2yDGx+2) = (Bxy]) + Bz yD)(Gx) + G(2) = B([x,y])G(x) +
B(lx,yDG(2) + B([z,yDG(x) + B([z,yDG(2) = B([x,y])G(2) + B([z,y])G(x) olur.

Yani

B([x,yDG(2) = B([y,zDG(x),Vx,y,z €R (5.33)

bulunur. Kabul edelim ki v € R icin B([x, y])G(2)vB([x,y])G(2) olsun. O halde (5.33)

esitligi kullanilirsa

B([x, yDG(2)vB([x,yDG(2) = B([x, yDG(2)vB([y, zD G (x) (5.34)
olur. . Simdi (5.34) esitliginde w = G(2)vB([y, z]) alinir ve esitlik (5.32) kullanilirsa her
x,y,z € R icin B([x,yDG(2)vB([x,y])G(z) = B([x,y])wG(x) = 0 olur. Bdylece R nin

yariasal halka olmasi kullanilirsa

B(lx,yDG(z) =0,Vx,y,z ER (5.35)
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bulunur. (5.35) esitliginde y yerine f~1(G(y)) alinrsa  B([x, B~ H(G(y)W]G(2) =
[B(x),GYV)IBW)G(2) + G(Y)B([x,w])G(2z) bulunur. Bu son esitlik (5.35) esitligi

kullanilarak diizenlenirse

[B(x),G(]BW)G(2) = 0,Vx,y,z,w ER (5.36)

elde edilir. (5.36) esitliginde w yerine wx alinirsa

[B(x),GY)]IBW)B(x),G(z) =0,Vx,y,z,w ER (5.37)

bulunur. (5.36) esitligi sagdan —f(x) ile ¢arpilirsa

—[B(), GMIBW)IG(2)B(x) = 0,Vx,y,z,w € R (5.38)

elde edilir. (5.37) ve (5.38) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
[B(x), G(IBW)[B(x),G(2)] = 0,Vx,y,z,w € R

olur. Buradan

[BC), GMIBW)[B(x), G(y)] = 0,Vx,y,w ER
olur. R nin bir yariasal olmasi ve 8 nin otomorfizma kullanilarak bu son esitlikten her x,y €

R icin [B(x), G(y)] = 0 bulunur. O halde gérulir ki G(R) c Z(R) dir.
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