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ÖZET 

Bu çalışmada, manyeto-hidrodinamik veya kısaca MHD akışı da denilen akış problemleri, 

farklı akış geometrileri için incelenmiştir. Öncelikle iki boyutlu momentum denkleminin 

çözümü; paralel levhalar için diferansiyel dönüşüm yöntemi ile hesaplanmıştır. Bu yöntem 

Taylor serisi katsayılarının, fonksiyonun türevlerini almadan cebirsel işlemlerle 

bulunmasıdır. İlave olarak, Diferansiyel Dönüşüm metodu; düz levhalar yerine paralel 

disklerden geçen üç boyutlu MHD akışına  da uygulanmış ve ısı transferi etkileri de  göz 

önüne alınarak farklı akış parametreleri için Taylor seri çözümleri Maple 15 programı 

kullanılarak elde edilmiştir.  Sonuç olarak, grafikleri bu parametreler cinsinden 

yorumlanmıştır.  
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ABSTRACT 

In this work, magnetohydrodynamics, also called MHD flow problems have been 

investigated for different flow geometries. First of all, the solution of  the 2-D 

momentum equation is calculated by Differential Transform method for parallel 

plates. This method requires that the coefficients of Taylor series are obtained  by 

algebraic operations without differentiating the function. Additionally, this method 

has also been applied to 3-D MHD flow through parallel circular disks instead of 

parallel plates and the Taylor series solutions, by taking into consideration of the 

heat transfer effects, have been  obtained by Maple 15 program for different flow 

parameters. As a result,  the graphs were interpreted in terms of these flow 

parameters. 
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1. GİRİŞ 

Manyetohidrodinamik, manyetik alan varlığında iletken bir akışkanın hareketi ile ilgilenen 

akışkanlar mekaniğinin bir dalıdır. Bazen hidromagnetik veya magneto-akışkan dinamikler 

olarak da adlandırılır. Manyetik kuvvet çizgileri boyunca iletken bir materyalin hareketi, 

genellikle akışkanın elektrik akımının neden olduğu potansiyel farklılıklar oluşturur. Bu 

akımlar ile manyetik alanlar onları oluşturan manyetik alanları değiştirir. Başka bir ifade 

ile akışkanın akışı sistemin elektromanyetik durumunu değiştirir. Öte yandan, manyetik 

alan boyunca elektrik akımının akışı, akışkanın akışını etkileyen Lorentz kuvveti olarak 

adlandırılan bir cisim kuvvetiyle ilişkilidir. Manyetohidrodinamiği tanımlayan ve 

karakterize eden hidrodinamik ve elektrodinamik arasındaki bağdır [1]. Burada bahsi 

geçen akışkanlar; plazmalar, sıvı metaller, tuzlu sular ve elektrolikitlerdir. 

Magnetohidrodinamik; magneto, hidro ve dinamik kelimelerinden oluşmaktadır ve bu 

kelimeler anlamları sırasıyla manyetik alan, sıvı ve hareket demektir. 

Magnetohidrodinamik kısaca MHD olarak gösterilmiştir.  

MHD aerodinamik ısıtma, MHD akışkan dinamoları, MHD güç jeneratörleri, nükleer 

reaktörlerin soğutulması, MHD pompaları, elektromanyetik döküm, jeotermal enerji 

ekstraktörleri, otomobil motorlarında hareketli parçaların soğutulması, akış sayaçları, sınır 

tabaka kontrolü, kontrol ve yeniden giriş problemleri, hız artırıcılar, ısı yalıtkanları, 

nükleer atık imhası, yeni güç üreten sistemlerin oluşturulması, elektrostatik çökeltme, ısı 

izolatörleri, füzyon işlemleri, jeofizik ve kağıt üretimi, biyomedikal mühendislik, 

endüstriyel enerji mühendisliği, maden endüstrisinde, petrol ve polimer teknolojisi gibi 

birçok önemli uygulama alanlarına sahiptir. 

Kesin olarak MHD nin ne zaman ortaya çıktığı bilinmemektedir. Fakat birçok araştırmacı 

tarafından MHD akış kavramının başlangıcı olarak 19. yüzyıl fizikçisi olan Faraday ın 

Thames nehrinde yaptığı deney baz alınmaktadır. Bu kavramın temelleri Michael 

Faraday(1832) ın Thames nehrinde basit bir MHD güç üreteci kurması ile atılmıştır. Bu 

nehire iki bakır elektrot yerleştirerek, düzenekte voltaj oluştuğunu gözlemlemiştir. 

Varsaydığı gibi bu çalışmada elektriksel olarak iletken bir akışkan olan tuzlu suyun 

hareketinin manyetik alan varlığı altında elektrik akımı meydana getirdiğini göstermiştir. 

Rithcie(1832) paralel plakalar arasında Poiseuille akışını incelemiş ve bu inceleme 

sonucunda elektrik ve manyetik alana dik yönde bir kuvvet oluştuğunu keşfetmiştir. 
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Astrofizikçilerin evrende çok sayıda manyetik alan ve plazmanın bulunduğunu fark 

etmeleriyle de bu alandaki çalışmalar oldukça önem kazanmaya başlamıştır [2]. Gök 

cisimlerde bulunan akışkanların ve manyetik alanların ilişkisinde MHD kavramı ile 

karşılaşmışlardır. MHD kavramı Alfven tarafından ilk kez 1942 yılında kullanılmıştır ve 

bu tarihten itibaren MHD bir bilim dalı olarak karşımıza çıkmaktadır. Alfven in bu 

çalışmaları 1970 yılında Nobel ödülü kazanmasını sağlamıştır. Alfven ve arkadaşları, 

Alfven in daha önce bulduğu olguların manyetik alanda elektriksel olarak iletken bir 

ortamda davranışlarını araştırmıştır. Yapılan çalışmalarda MHD akışına, boyutsuzluk 

sayılarına, MHD dalgalarına yoğunlaşılmıştır. Alfven dalgasının keşfedilmesi bu konu için 

dönüm noktası olmuştur. Aynı zamanlarda, Jeofizikçiler dünyanın manyetik alanının 

çekirdeğin sıvı metalindeki dinamo hareketi tarafından üretildiğinden şüphelenmeye 

başlamıştır. Bu Larmor tarafından 1919 yılında ilk kez hipotez olarak ortaya atılmıştır [2].  

Plazma fizikçileri 1950 lerde MHD akışa ilgi duymaya başlamıştır. Çünkü kontrollü 

termonükleer füzyon son yıllarda daha çok önem kazanmıştır. Manyetik alanlar tarafından 

sınırlanan plazmaların kararlılığı konusunda da büyük ilerlemeler kaydedilmiştir. Öte 

yandan mühendislikte MHD daha yavaş gelişme göstermiştir [2]. Mühendislikte MHD nin 

gelişmesi elektromanyetik pompayı icat eden J. Hartmann ın bazı öncü çalışmaları ile 

başlamıştır. Hartmann homojen manyetik alanın var olduğu bir ortamda cıva akışının hem 

teorik hem de deneysel olarak araştırmasını yapmıştır [2]. Hartmann iki sonsuz paralel 

durağan plakalar ve iki sonsuz durağan ve yalıtıcı plaka arasında araştırmalarını yapmıştır. 

Bu iki çalışmada da manyetik alanın, indüklenen elektrik akımlarının ve sürtünme 

kuvvetinin hız üzerinde güçlü bir etki yaptığını göstermiştir. Bu çalışmalarından dolayı 

Hartmann sıvı metal MHD nin babası olarak görülmüştür ve manyetik alan varlığında 

kanal akışlarını tanımlamak için Hartman akımı terimi kullanılmaktadır [2]. Hartmann'ın 

1960 yılından önce araştırmalarının olmasına rağmen MHD akışı bu yıldan sonra  

mühendislikte yaygın olarak kullanılmaya başlanmıştır. Değişimin ivme kazanması (i) 

hızla çoğalan reaktörlerde soğutucu olarak sıvı sodyum kullanılması ve bunun 

pompalanması gerekliliği; (ii) kontrollü termonükleer füzyon, sıcak plazmanın manyetik 

kuvvetlerle materyal yüzeylerinde sınırlandırılması gerekliliği; (iii) MHD’nin elektrik 

üretiminde enerji verimliliği ihtimali olduğu düşünülmesi sonucu ortaya çıkmıştır. Fakat 

(iii) in başarısız olduğu ortaya çıktığından dolayı elektrik üretimi konusuna ilgi azalmıştır 

[2]. Metalürjik endüstride MHD araştırmalarının 1970 yılında artmaya başlamasının 

nedeni ekonomik faktörler olmuştur. MHD metalürji endüstrisinde yaygın olarak 
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kullanılmaya başlamıştır. Ayrıca alüminyum ve yüksek performanslı alaşımların 

üretiminde daha fazla verimlilik, kontrol arayışı metalürjide MHD in dönüm noktası 

olmuştur. Sıvı metal MHD prensipleri sıvı metalleri ısıtmak, pompalamak, erimiş metalleri 

karıştırmak ve erimiş maddenin fiziksel ve kimyasal özelliklerini homojen hale getirmek, 

sıvı fazın hareketini ve şeklini kontrol etmek, eritme hareketini kontrol etmek ve yüksek 

oranda reaktif olan titanyum gibi metalleri eritmek için metalurjik işlemlerde büyük ölçüde 

kullanılmıştır. Lorentz kuvveti bu akışı kontrol etmek için kilit noktadır. Daha ucuz, daha 

iyi ve daha tutarlı malzemeler üretmek için MHD, döküm ve rafine işlemleri üzerinde 

kontrol etme konusunda eşsiz bir yöntem sunmuştur [2].  

Bu tezde 2. Bölümde MHD akışı ve özellikleri, boyutsuzluk sayıları, Maxwell denklemleri, 

süreklilik denklemi, hareket denklemi ve enerji denklemleri tanıtılmış ve ayrıca 

denklemleri çözmek için kullandığımız diferansiyel dönüşüm metodu ve en küçük kareler 

metodundan kısaca bahsedilmiştir. 3. Bölümde Paralel iki plaka arasındaki MHD akışın 

incelenmiş, MHD akış problemi gerekli düzenlemeler yapılarak en sade hale getirilmiş, bu 

probleme diferansiyel dönüşüm metodu ile en küçük kareler metodu kullanılarak sonuçlar 

elde edilmiş ve bu sonuçlarla grafikleri çizilmiştir. 4. Bölümde küçülen gözenekli tabaka 

ve az geçirgen olan tabakayla sınırlandırılmış bir bölgede bulunan iletken viskoz akışkanın 

hareketi ve ısı transferi diferansiyel dönüşüm metodu kullanılarak incelenmiştir. İlk olarak 

bu denklemler benzerlik dönüşümleri yardımıyla sade hale getirilmiş daha sonra 

diferansiyel dönüşüm metodu uygulanarak yaklaşık çözümler elde edilmiştir. Bu yöntem 

yardımıyla elde edilen sonuçlar grafiksel olarak gösterilmiştir. 5. Bölümde iki paralel disk 

arasında iletken bir akışkan MHD sıkıştırma akışı ve ısı transferi denklemleri analiz 

edilmiştir. Denklemler dönüşümler uygulanarak sadeleştirilmiştir. Diferansiyel dönüşüm 

metodu yardımıyla hız ve ısı profillerinin yaklaşık çözümleri elde edilmiş ve farklı 

parametreler için bu değerler grafiklerle incelenmiştir. 6. Bölüm de ise tüm çalışmaların 

sonuçları değişik parametreler için değerlendirilmiş ve özetlenmiştir. 
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2. MHD AKIŞI 

2.1. Temel Tanımlar ve Teoremler 

Bu bölümde MHD akışına ait bazı tanım ve kullanacağımız teoremler açıklanmıştır.  

2.1.1. Tanım  

Newtonyen akış adını Isaac Newton’dan alan ve onun tarafından ortaya atılmış Newton 

viskozite yasasına dayanan bir akış türüdür. Deformasyon hızı kayma gerilmesi ile 

orantılıdır. Su, hava, benzin ve yağlar gibi akışkanlar bu tip akışkanlara birer örnektir. Bir 

boyutlu kayma gerilmesi 

𝜏 = 𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑦
                                                                                                                                                      

şeklinde tanımlıdır [3]. Burada 𝜏 kayma gerilmesini ve 𝜇 akışkanın viskozite katsayısını 

ifade etmektedir. Bu tip akışkanların viskoziteleri sıcaklık ve basınçtan etkilenirler ve 

sıcaklık viskoziteyi basınçtan daha fazla etkilemektedir. 

2.1.2. Tanım 

Sistemdeki herhangi bir noktadaki akışkanın özellikleri zaman içinde değişime uğruyorsa 

bu akışkanlara kararsız akışkan denir. Eğer akışkanın özellikleri zamana göre değişmiyorsa 

bu akışkana ise kararlı akışkan denir.  

2.1.3. Tanım 

Akışın sıkıştırılmaz olup olmadığı belirlemek için akışın yoğunluğundaki değişime bakılır. 

Eğer akışkan hacmini koruyorsa yani yoğunluk (özkütle) akış boyunca sabit kalıyorsa 

(ihmal edilebiliyorsa) bu tip akışkanlara sıkıştırılamaz akışkan denir. Aksi halde 

sıkıştırılabilir akışkan denir. Gazlar sıkıştırılabilir akışkanlar iken sıvılar sıkıştırılamaz 

akışkanlardır. Akışkanın bu kriterini belirlemek için Mach sayısı kullanılmıştır.  
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2.1.4. Tanım 

Aksisimetri akış probleminde bulunan bütün niceliklerin açıdan bağımsız olduğunu ifade 

etmektedir. Örneğin problem silindirik koordinat sistemi(𝑟, 𝜃, 𝑧) üzerine tanımlıysa artık 

aksisimetriklikten dolayı bu problem (𝑟, 𝑧) düzlemine sınırlandırılmaktadır.   

2.1.5. Tanım 

Düzgün akım çizgileri ile karakterize edilen düzenli akışkan hareketine laminer akış denir. 

Yani sınır duvarlarına paralel bir çizgiyle düz bir biçimde hareket eder. Düşük akış 

hızlarına sahiptirler. Reynolds sayısı akışkanın laminer veya türbülanslı olup olmadığını 

belirlemede kullanılmıştır. 

2.1.6. Tanım 

Hartmann sayısı 𝑀 manyetohidrodinamik için önemli bir boyutsuz sayıdır. Viskoz 

kuvvetle elektro manyetik kuvvetin oranı olarak tanımlanır ve  

𝑀 = 𝐵𝐿√
𝜎

𝜇
  

formülü ile ifade edilir. Burada 𝐵 magnetik alan, 𝐿 karakteristik uzunluk ölçeği, 𝜇 

akışkanın viskozitesi, 𝜎 akışkanın elektriksel iletkenliğidir. 𝑀 değerlerinin küçük olduğu 

durumlarda hız manyetik alandan etkilenmiyor gibi ilerlemektedir [4]. 

2.1.7. Tanım 

Prandtl sayısı 𝑃𝑟, boyutsuz bir sayı olup momentum yayılımının(viskozite) termal 

yayılıma oranı olup aşağıdaki gibi tanımlanır. 

𝑃𝑟 =
𝜇𝐶𝑝

𝑘
  

Burada, 𝑘 akışkanın ısıl iletkenliği, 𝜇 dinamik viskozite ve 𝐶𝑝 sabit basınçta sıvının özgül 

ısı kapasitesidir ve bu sayı yalnızca akışkanın türüne ve haline bağlıdır. Akışkanın fiziksel 
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özelliklerini karakterize eder. Hidrodinamik ve termal sınır tabakaları arasındaki benzerlik 

derecesini ifade eder [4]. 

2.1.8. Tanım  

Reynolds sayısı 𝑅𝑒, sıvı atalet kuvvetinin moleküler sürtünmeye(viskoziteye) olan 

oranıdır. Viskoz akışkan akışın hidrodinamik koşullarını karakterize eder. Akış 

hareketlerini (laminer, türbülant ve geçiş akış) belirler. 𝑅𝑒 sayısı düşük değerli ise akış 

laminer akış olarak karakterize edilirken yüksek değerli ise türbülans meydana gelir. 

Ayrıca 𝑅𝑒 sayısı viskozite etkilerinin akış alana nasıl etki ettiğini tanımlamamızda 

kullanılır. Eğer 𝑅𝑒 sayısı küçükse viskozitenin etkileri bütün akışkan alanında önemliyken 

büyük olması durumunda katı cismin sınır bölgesinde ince tabaka üzerinde etkilidir. Bu 

sayı aşağıdaki gibi tanımlanır.  

𝑅𝑒 =
𝜌𝑈𝐿

𝜇
=

𝑈𝐿

𝜗
  

Burada, 𝐿 karakteristik uzunluk, 𝑈 akışkanın hızı, 𝜌 akışkanıın yoğunluğu, 𝜇 akışkanın 

dinamik viskozite, 𝜗 kinematik viskozitedir [4].  

2.1.9. Tanım 

Akışkanlar mekaniğinde kullanılan bir başka  boyutsuz sayı da Eckert sayısıdır. Akışın 

kinetik enerjisi ve sınır tabaka entalpi farkı arasındaki ilişkisini ifade eder ve ısı yayılımını 

karakterize etmek için kullanılır ve  

𝐸𝑐 =
𝑢2

𝐶𝑝∆𝑇
  

formülü ile tanımlanır. Burada 𝑢 yerel akım hızı, 𝐶𝑝 sabit basınçlı lokal spesifik ısı, ∆𝑇 

sıcaklıklar arasındaki farkı temsil etmektedir [4].  

2.1.10. Tanım 

Bir boyutsuzluk sayısı olan magnetik Reynolds sayısı konveksiyon teriminin difüzyon 

terimine göre önemini ifade etmek için kullanılır ve aşağıdaki gibi gösterilir.  
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𝑅𝑚 =
𝑈𝐿

𝜂
= 𝜎𝜇𝑈𝐿   

şeklinde tanımlıdır. Bu ifadede 𝜎 akışkanın elektriksel iletkenliğini,  𝜇 boş uzayın 

magnetik geçirgenliğini, 𝐿 akışkan akışının karakteristik uzunluk ölçeği ve 𝑈 da akışkanın 

hızını ifade etmektedir [2].  

2.1.11. Teorem 

𝐷, 𝑆 kapalı yüzeyinin çevrelediği üç boyutlu uzay bölgesi ve 𝑛⃗  de yüzeye ait dışa doğru 

yönlendirilmiş birim normal vektör olsun. Eğer 𝐹 , 𝐷 bölgesinde sürekli kısmi türevleri 

olan bir vektör alanı ise 

∫
ℎ𝑎𝑐𝑖𝑚

(∇⃗⃗ . 𝐹 )𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∮
𝑦ü𝑧𝑒𝑦

𝐹.⃗⃗  ⃗ 𝑛⃗ 𝑑𝑠⃗⃗⃗⃗                                                                                        (2.1) 

dir [5]. 

2.1.12. Teorem 

𝐶, basit kapalı, parçalı düzgün, pozitif yönlü bir eğri ve bu eğrinin çevrelediği yüzey 𝑆 

olsun. Yüzey üzerinde pozitif tarafa yönlendirilmiş birim normal vektör 𝑛⃗  ve 𝐹  nin 

bileşenleri      𝑆 ∪ 𝐶 de sürekli ve diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere 

∫
𝑦ü𝑧𝑒𝑦

(∇⃗⃗ × 𝐹 ). 𝑛⃗ . 𝑑𝑠 = ∮
𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟 𝑒ğ𝑟𝑖𝑠𝑖

𝐹 . 𝑑𝑟                                                                                    (2.2) 

dir [5].  

2.2. Maxwell Denklemi 

Elektrik ve manyetizmanın bütün hikayesi 𝑞 yükü ile başlar. Bu yüke kaynak yük denir. 

Evrene 𝑄 test yükü olarak adlandırılan bir başka yük koyarsak, buradaki temel soru 𝑞 nun 

𝑄 ya ne tür bir güç uyguladığıdır. 𝑄 üzerindeki kuvvet yükler arasındaki ayırma mesafesi, 

hız ve ivmeye bağlıdır [7]. 
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2.2.1. Gauss yasası 

İki durağan elektrik yükü, yüklerin büyüklüklerinin çarpımı ile doğru ve yükler arasındaki 

uzaklığın karesi ile ters orantılı bir kuvvetle birbirini iter veya çeker.  Bu elektrikli yükler 

arasındaki etkileşim Coulomb yasası ile tanımlanır. Burada 𝑄 ve 𝑞 yük, 𝑟 yükler arasındaki 

uzaklık ve 𝜀0 bağıl geçirgenlik sabiti olarak tanımlanmıştır. Bu durumda; kuvvet aşağıdaki 

gibi formüle edilmiştir.  

𝐹 =
𝑄𝑞

4𝜋𝜀0

1

𝑟2 𝑟                                                                                                                                      (2.3) 

Elektrik alanı 𝐸, kuvvet 𝐹 ve bir pozitif test yükü 𝑄 olmak üzere uzayda elektrik alanı, 

birim yük başına uygulanan elektrik kuvvetidir. Yani 

F = EQ                                                                                                                                               (2.4) 

şeklinde tanımlanmıştır. 𝑄 pozitif ise elektrik alanı ile kuvvet aynı yönde negatif ise 

elektrik alanı ile kuvvet zıt yöndedir. Eş. 2.3 ve Eş. 2.4 kullanılırsa,  

E(r)=
1

4𝜋𝜀0
 

𝑞

𝑟2 𝑟                                                                                                                                 (2.5) 

olarak bulunur. Noktasal yüklerden oluşan elektrik alanını hesaplamak için Eş. 2.5 her bir 

yük için tek tek hesaplandıktan sonra vektörel olarak birbirine eklenir. Yani herhangi bir 

noktada bir grup kaynak yükünden kaynaklanan toplam elektrik alanı, tüm yüklerin 

elektrik alanlarının vektör toplamına eşittir [8]. Yükü çevreleyen herhangi bir yüzeydeki 

akı ise 
𝑞

𝜀0
 olarak tanımlanmıştır. Elektrik alan vektör toplamı aşağıdaki gibi ifade edilebilir. 

𝐸 = ∑ 𝐸𝑖
∞
𝑖=1                                                                                                                                        (2.6) 

Bu sonucu toplanabilirlilik ilkesi kullanılarak 𝑛 kaynak yüke genişletebiliriz. Bu durumda 

yüzeylerden geçen yüklerin tümünün akısı aşağıdaki gibi gösterilmiştir. 

 ∫
𝑦ü𝑧𝑒𝑦

𝐸𝑑𝑆 = ∑ (∫
𝑦ü𝑧𝑒𝑦

𝐸𝑖𝑑𝐴) = ∑ (
𝑞𝑖

𝜀0
) =

𝑄𝑒𝑛𝑐

𝜀0

∞
𝑖=1

∞
𝑖=1                                                             (2.7) 
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Burada 𝑄𝑒𝑛𝑐 kapalı yüzeydeki toplam yükü ifade eder [7]. Bu ifadeye Eş. 2.1 deki 

diverjans teoremi uygulanırsa 

∫
𝑦ü𝑧𝑒𝑦

𝐸𝑑𝑆 = ∫
ℎ𝑎𝑐𝑖𝑚

(∇𝐸)𝑑𝑉 =
𝑄𝑒𝑛𝑐

𝜀0
                                                                                          (2.8) 

olur. Burada 𝑄𝑒𝑛𝑐 yerine 𝑝 yük yoğunluğunun integralini yazalım. Yani   

𝑄𝑒𝑛𝑐 = ∫
ℎ𝑎𝑐𝑖𝑚

𝑝𝑑𝑉                                                                                                                          (2.9) 

olduğundan Eş. 2.8 ifadesi  

∫
ℎ𝑎𝑐𝑖𝑚

(∇𝐸)𝑑𝑉 =
∫ℎ𝑎𝑐𝑖𝑚𝜌𝑑𝑉  

𝜀0
                                                                                                       (2.10) 

olur. Buradan  

(∇𝐸) =
𝜌

𝜀0
                                                                                                                                        (2.11) 

olarak bulunur. Gauss yasası denir.  

2.2.2. Faraday yasası 

Zamanla değişen manyetik alan kapalı bir devrede elektromotor kuvvet üretir. 

Elektromotor kuvvet kısaca e.m.k olarak gösterilmiştir. Sabit bir alan içinde iletken bir 

çerçeveyi hareket ettirdiğimizde oluşan elektromotor kuvvet için akı şöyle tanımlanmıştır 

[6].   

𝜀 = −
𝑑𝜑

𝑑𝑡
                                                                                                                                          (2.12) 

Yani e.m.k, manyetik akının zamanla değişimi ile doğru orantılıdır. Faraday, döngü 

hareket ettiğinde zamanla değişen manyetik alanın e.m.k. e neden olduğunu bulmuştur. 

Ayrıca değişen manyetik alanların elektrik alanı indüklediğini varsaymıştır. Manyetik alan 

da elektrik alanı gibi alan çizgilerinin sayısı ile orantılıdır. Yani Faraday’ın bulduğu 

manyetik akı  𝜑𝐵 = ∫
𝑠
𝐵𝑑𝐴 dır [7]. Burada 𝐵 manyetik alanı ifade etmektedir. Buradan, 



11 

 

 

 ∫ 𝐸𝑑𝑙 = 𝜀 = −
𝑑𝜑

𝑑𝑡
= −

𝑑

𝑑𝑡
∫𝐵𝑑𝑎                                                                                              (2.13) 

olarak bulunur. Eş. 2.13 deki ifadeye Eş. 2.2 deki Stokes teoremi uygulanırsa 

∫(∇ × 𝐸)𝑑𝑎 = −
𝑑

𝑑𝑡
∫𝐵𝑑𝑎                                                                                                          (2.14) 

eşitliği elde edilir. Eş. 2.13 ve Eş. 2.14 deki eşitlikler kullanılırsa 

∇ × 𝐸 = −
𝜕

𝜕𝑡
𝐵                                                                                                                              (2.15) 

olur. Statik alanda manyetik alan 𝐵 sabit olduğundan dolayı   

∇ × 𝐸 = 0                                                                                                                                       (2.16) 

olur. 

2.2.3. Amper yasası 

Jean-Baptiste-Biot ve Felix Savart’ın yaptığı deneyler sonucunda elde edilmiştir. Sonuç 

olarak manyetik alan, 𝐼 akımı ve akımı taşıyan telin uzunluğu 𝑑𝑙 ile doğru orantılı, 𝑟  

mesafesinin karesi ile ters orantılı olduğunu bulmuşlardır. Matematiksel olarak kararlı bir 

akım geçen telin toplam manyetik alanı; 

 𝐵(𝑟) =
𝜇0𝐼

4𝜋
∫

𝑑𝑙×𝑟 

𝑟2                                                                                                                           (2.17) 

denklemi ile ifade edilir. Bu denkleme Biot-Savart yasası denir. Bu denklemde 𝜇0 boş 

uzayın manyetik geçirgenliğini göstermektedir. Sonsuz doğrusal tel için manyetik alan:   

𝐵 =
𝜇0𝐼

2𝜋𝑟
                                                                                                                                            (2.18) 

olarak bulunmuştur [6]. 𝐵 nin 𝑟 yarıçaplı çember üzerinden eğrisel integralini hesaplarsak 

∫𝐵𝑑𝑙 = 𝜇0𝐼𝑒𝑛𝑐                                                                                                                              (2.19) 



12 

 

dir. Burada 𝐼𝑒𝑛𝑐 kapalı eğri içinde kalan net akımdır. Eğri dışında kalan akımlar katkı 

sağlamaz. Yük akışı hacimsel bir 𝐽 akım yoğunluğu ile verilmişse, eğri içide kalan akım 

miktarı  

𝐼𝑒𝑛𝑐 = ⨜
𝑠
 𝐽. 𝑑𝐴                                                                                                                                (2.20) 

şeklinde tanımlanmıştır. Eş. 2.19 da yerine yazılır ve Eş. 2.2 deki Stokes teoremi 

uygulanırsa  

∫𝐵𝑑𝑙 = ∫
𝑠
(∇ × 𝐵)𝑑𝐴 = 𝜇0∫𝑠

𝐽𝑑𝐴                                                                                           (2.21) 

elde edilir. Buradan 

∇ × 𝐵 = 𝜇0𝐽                                                                                                                                   (2.22) 

olur. Eş. 2.22 ifadesine diverjans teoremi uygulanırsa, 

∇(∇ × 𝐵) = ∇(𝜇0𝐽) = 𝜇0(∇𝐽)                                                                                                    (2.23) 

bulunur. Burada 

∇𝐽 = −
𝜕

𝜕𝑡
(𝜀0∇𝐸) = −∇(𝜀0

𝜕

𝜕𝑡
𝐸)                                                                                         (2.24) 

olup, Eş. 2.23 de yerine yazılırsa 

∇ × 𝐵 = 𝜇0𝐽 + 𝜇0𝜀0
𝜕

𝜕𝑡
𝐸                                                                                                             (2.25) 

elde edilir. 

2.2.4. B’nin diverjansı 

Herhangi bir 𝐹 vektör alanı için rotasyonelin diverjansı sıfıra eşittir. Bu durumda  

∇. (∇ × 𝐹)) = 0                                                                                                                             (2.26) 
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olur. (∇ × 𝐸) ifadesini divejans operatörüne uygularsak  

∇. (∇ × 𝐸)) = 0                                                                                                                             (2.27) 

olduğunu görürüz ve   

∇.
𝜕𝐵

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
(∇. 𝐵) = 0                                                                                                                    (2.28) 

elde ederiz. Eş. 2.28’deki eşitlikten 

∇. 𝐵 = 0                                                                                                                                           (2.29) 

ifadesini buluruz [7].   

2.2.5. Ohm yasası 

Elektrik alanı ve manyetik alandan oluşan bir bölgede iki tür kuvvet oluşmaktadır. Bu 

kuvvetler elektrik kuvveti ve manyetik kuvvettir. İlk olarak manyetik alanda oluşan kuvvet 

açıklanmıştır. Bu kuvvetin yük 𝑄 ile orantılı, manyetik alan 𝐵 ve yük hızı 𝑣 ile dik açılı 

olduğu gösterilmiştir. Matematiksel olarak ifade edilirse kuvvet  

𝐹𝑚𝑎𝑔 = 𝑄(𝑣 × 𝐵)                                                                                                                          (2.30) 

şeklinde tanımlanmıştır. Daha önce elektrik alanında oluşan elektriksel kuvvet 𝐹𝑒𝑙𝑒𝑘 = 𝑄𝐸 

şeklinde verilmişti. Bu kuvvetler yardımıyla bir 𝑄 yükü üzerindeki toplam elektromanyetik 

kuvveti veren Lorentz kuvvetinin ifadesini buluruz. Lorentz kuvveti matematiksel olarak 

aşağıdaki gibi ifade edilmiştir. 

𝐹 = 𝑄(𝐸 + (𝑣 × 𝐵))                                                                                                                   (2.31) 

Akım yoğunluğu 𝐽  birim yüke etkiyen kuvvetle orantılıdır. Bu durumda 

𝐽 =
𝜎𝐹

𝑄
= 𝜎(𝐸 + 𝑣 × 𝐵)                                                                                                               (2.32) 
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olur. İletken içerisinde yüklerin hızı küçük olduğunda 

𝐽 = 𝜎𝐸                                                                                                                                             (2.33) 

dir [5]. 

2.3. Süreklilik Denklemi 

Süreklilik denklemi hem türev hem de integral yaklaşımı ile elde edilebilir. Burada 

süreklilik denklemi oluştururken türev yaklaşımını kullanılmıştır. Süreklilik denklemini 

ispatlamak için kütle korunumu yasası baz alınmıştır. Bu yasaya göre kütle ne yok 

edilebilir ne de yoktan var edilebilir fakat şekil değiştirebilir. İlk olarak sabit konumlu ve 

sonlu bir kontrol hacmi (açık sistem) tanımlanmıştır. Bu kontrol hacminin yoğunluğu 𝜌 ve 

kartezyen koordinat sisteminde boyutları 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧 olarak kabul edilmiştir. Bu durumda  

hacim 𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 olur. Kontrol hacminin içindeki kütle: 

𝜌𝑑𝑉 = 𝜌𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧                                                                                                                           (2.34) 

olarak bulunur. 𝑥, 𝑦 ve 𝑧 yönlerindeki hız bileşenleri sırasıyla 𝑢, 𝑣 ve 𝑤
 
olarak tanımlansın. 

Kontrol hacminin yüzeylerinin her birinden kütlenin giriş ve çıkış oranlarını hesaplamak 

için Taylor serisi açılımı kullanılmıştır. Bir yüzeyle kontrol hacminin merkezi arasında  
𝑑𝑥

2
  

kadar mesafe olduğu kabul edilirse 𝑥 in sağ yönündeki yüzeyin 𝜌𝑢 değeri 

(𝜌𝑢)sağ yüzün merkezi = 𝜌𝑢 +
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
+

1

2

𝜕2(𝜌𝑢)

𝜕𝑥2 (
𝑑𝑥

2
)2 + ⋯                                               (2.35) 

olur [3]. Bu yüzeylerdeki akışlar Taylor serisinin ilk iki terimi kullanılarak gösterilirse 

kontrol hacminin yüzeylerinden giren ve çıkan kütle miktarları: 

(𝜌𝑢)sağ yüzün merkezi ≅ 𝜌𝑢 +
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
                                                                                                                 

(𝜌𝑤)ön yüzün merkezi ≅ 𝜌𝑤 +
𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2
                                                                                       (2.36) 

(𝜌𝑤)arka yüzün merkezi ≅ 𝜌𝑤 −
𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2
  



15 

 

 

(𝜌𝑣)üst yüzün merkezi ≅ 𝜌𝑣 +
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
  

(𝜌𝑣)alt yüzün merkezi ≅ 𝜌𝑣 −
𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
  

olarak yazılabilir. Yüzeylerden birinin giren veya çıkan kütlesel debisi: yoğunluk, yüzey 

alanı ve yüzün merkezindeki hızın normal bileşeninin çarpımına eşittir [3]. 

Kontrol hacmine giren net kütlesel debi:  

∑ 𝑚 ≅ (𝑔𝑖𝑟𝑒𝑛 𝜌𝑢 −
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝜌𝑣 −

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
)𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝜌𝑤 −

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦     (2.37)  

olarak elde edilir. Benzer şekilde çıkan net kütlesel debi, 

∑ 𝑚 ≅ (ç𝚤𝑘𝑎𝑛 𝜌𝑢 +
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥

𝑑𝑥

2
)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝜌𝑣 +

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦

𝑑𝑦

2
) 𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝜌𝑤 +

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧

𝑑𝑧

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦  (2.38)   

olarak bulunur. Kontrol hacminin içinde bulunan kütle değişim oranı, kontrol hacminin 

sınırlarından giren ve çıkan kütle oranına eşittir. Yani 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∑ 𝑚 − ∑ 𝑚ç𝚤𝑘𝑎𝑛                                                                                           𝑔𝑖𝑟𝑒𝑛 (2.39) 

şeklindedir. Bu eşitlikte Eş. 2.37 ve Eş. 2.38 yerine yazılırsa 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = −

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 −

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 −

𝜕(𝜌𝑧)

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧                                      (2.40)  

elde edilir. 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 
ifadesi ortak olduğundan sadeleştirilirse kartezyen koordinatlarda 

süreklilik denklemi 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜌𝑧)

𝜕𝑧
= 0                                                                                               (2.41) 

olarak bulunur. 
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2.4. Hareket Denklemi 

Hareket denklemini oluşturmak için Newton’un ikinci yasası kullanılmıştır. Bu yasaya 

göre kuvvet, ivme ve kütle çarpımına eşittir. Yani matematiksel olarak  

𝐹 = 𝑚. 𝑎                                                                                                                                          (2.42) 

olarak tanımlıdır. Bu denklemde ivme hızın zamana göre türevine eşittir.  

𝑎 =
𝑑𝑉⃗⃗ 

𝑑𝑡
                                                                                                                                              (2.43) 

Eş. 2.43 deki ifadeyi Eş. 2.42 de yerine yazarsak 

𝐹 = 𝑚.
𝑑𝑉⃗⃗ 

𝑑𝑡
                                                                                                                                        (2.44) 

elde edilir. Hareket denklemini elde etmek için de bir kontrol hacmi kullanılmıştır. Kontrol 

hacminin merkezindeki yoğunluk 𝜌, hız bileşenleri de 𝑢, 𝑣 ve 𝑤 olarak tanımlanmıştır. 

Ayrıca  𝜎𝑖𝑗 gerilme tensörü(basınç kuvveti+viskoz kuvvet) de kontrol hacminin 

merkezinde kabul edilmiştir. Toplam kuvvet, hacmin içindeki sıvıya etki eden kütle 

kuvveti ile hacmin yüzeyine etki eden yüzey kuvveti olarak ikiye ayrılır. Bu toplam 

kuvvet; yerçekimi, elektromanyetik, merkezkaç ve dengeleyici kuvveti içeren kütle kuvveti 

ile basınç, viskoz ve reaksiyon kuvvetlerini içeren yüzey kuvveti toplamına eşittir. Bu 

kuvvetlerin toplamı aşağıda sadece tek bir yüzey için gösterilmiştir. 𝑥 −bileşeni göz önüne 

alındığında bu kuvvet aşağıdaki gibi bulunur. 

∑𝐹𝑥 = ∑𝐹𝑥,𝑘ü𝑡𝑙𝑒 + ∑𝐹𝑥,𝑦ü𝑧𝑒𝑦 = ∫
𝐾𝐻

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑉 + ∑ 𝛽𝑚𝑢 − ∑ 𝛽𝑚𝑢𝑔𝑖𝑟𝑒𝑛ç𝚤𝑘𝑎𝑛            (2.45) 

Eş. 2.45 denkleminin sağ tarafındaki ilk terim,  

∫
𝐾𝐻

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑉 ≅

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧                                                                                         (2.46) 
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denktir. Kontrol yüzeyinden çıkan ve giren momentum akışı hesaplanırken Taylor açılımı 

kullanılmıştır. Birinci mertebeden Taylor açılımı kullanılırsa kontrol yüzeyinden çıkan 

momentum akışı   

∑ 𝛽𝑚𝑢 − ∑ 𝛽𝑚𝑢𝑔𝑖𝑟𝑒𝑛ç𝚤𝑘𝑎𝑛 ≅ (
𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢𝑢) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝑢) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑤𝑢))𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧                  (2.47) 

olarak bulunur. Burada 𝛽 katsayısı 1 olarak alınmıştır[3]. 𝑥 −yönüne etki eden 

kuvvetlerinin toplamı düşünülsün. Bazı analizlerde elektrik ve manyetik kuvvetler gibi 

kütle kuvvetleri de hesaplamaya katılırken burada sadece en yaygın olarak kullanılan ve 

sıvı parçacıktaki her moleküle etki eden yer çekimi kuvvetini göz önüne alınacaktır. Üç 

boyutlu yer çekimi vektörü, 

𝑔 = 𝑔𝑥𝑖 + 𝑔𝑦𝑗 + 𝑔𝑧𝑘⃗                                                                                                                    (2.48) 

olarak yazılır [3]  ve 𝑔 yerçekimi kuvveti ve 𝜌 ortalama yoğunluk olduğunda 𝑥 − 

yönündeki kütle kuvveti, 

∑𝐹𝑥,𝑘ü𝑡𝑙𝑒 = ∑𝐹𝑥,𝑦𝑒𝑟ç𝑒𝑘𝑖𝑚𝑖 ≅ 𝜌𝑔𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧                                                                              (2.49) 

olarak bulunur. İkinci dereceden büyük değerleri ihmal edilerek Taylor serisi açılımı 

yardımıyla bulunan  𝑥 − bileşeni yönündeki net yüzey kuvveti, 

∑𝐹𝑥,𝑦ü𝑧𝑒𝑦 ≅ (
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝜎𝑦𝑥 +

𝜕

𝜕𝑧
𝜎𝑧𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧                                                                  (2.50) 

olarak bulunur [3]. Eş. 2.46, Eş. 2.47, Eş. 2.49 ve Eş. 2.50 de bulunan ortak terim 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

ler sadeleştirilebilir. Bu eşitlikler Eş. 2.45 ifadesinde yerine yazılır ve yeniden düzenlenirse 

𝑥- yönündeki momentum denklemi bulunmuş olur. 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑢𝑢) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜌𝑣𝑢) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑤𝑢) = 𝜌𝑔𝑥 +

𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝜎𝑦𝑥 +

𝜕

𝜕𝑧
𝜎𝑧𝑥            (2.51) 

Yukarıdaki yaptığımız işlemler yardımıyla benzer şekilde 𝑦 ve 𝑥 - yönlerindeki 

momentum denklemleri elde edilir. 𝑥, 𝑦 ve 𝑧- yönlerinde bulduğumuz denklemler tek bir 

vektör denklemi şeklinde aşağıdaki gibi ifade edilir [3]. 
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𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑉⃗ ) + ∇⃗⃗ . (𝜌𝑉⃗ . 𝑉⃗⃗⃗⃗ ) = 𝜌𝑔 + ∇⃗⃗ . 𝜎𝑖𝑗                                                                                          (2.52) 

2.5. Enerji Denklemi 

Enerji denklemi termodinamiğin birinci yasasından türetilmiştir. Termodinamiğin birinci 

yasası gereği sistemdeki toplam enerji değişimi, ortama eklenen ısı değişimi ile sistemde 

yapılan işin değişiminin toplamına eşittir. Bu ifadeye göre enerji ne yaratılabilir ne de yok 

edilebilir sadece şekil değiştirir. Gerekli işlemler kullanılarak enerji denklemi 

𝜌𝐶𝑝
𝐷𝑇

𝐷𝑡
= 𝑘∇2𝑇 + 𝜑 +

𝐽2

𝜎
                                                                                                          (2.53) 

şeklinde elde edilir. Burada 𝜑 aşağıdaki gibi tanımlıdır. 𝜇 sıvı viskozitesidir.  

𝜑 = 𝜇 {2 [(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)
2

] + ((
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧
)
2

+ (
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)} −

2

3
𝜇(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
)2                                                                                                                  (2.54) 

2.6. Diferansiyel Dönüşüm Metodu 

Adi ve kısmi diferansiyel denklemlerin yaklaşık çözümü için kullanılan yöntemlerinden 

biridir. 1986 yılında ilk kez Zhou tarafından kullanılmıştır. 𝑅 kümesinde 𝑥 = 𝑥₀
 
herhangi 

bir nokta olsun. 𝑓(𝑥)  fonksiyonu da 𝑅 kümesi üzerinde analitik bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda 𝑓 fonksiyonunun 𝑥₀
 

noktası civarında seri açılımı yazılabilir. Bir 𝑓(𝑥) 

fonksiyonunun diferansiyel dönüşümü: 

𝐹(𝑘) =
1

𝑘!
[
𝑑𝑘𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ]
𝑥=𝑥0

                                                                                                                 (2.55) 

şeklinde ifade edilebilir[9]. Bu fonksiyonun ters dönüşümü ise 

𝑓(𝑥) = ∑
(𝑥−𝑥0)𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0 [

𝑑𝑘𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
]
𝑥=𝑥0

                                                                                            (2.56) 

dır. Yukarıdaki tanımlara bakıldığında, diferansiyel dönüşüm yönteminin Taylor seri 

açılımını esas aldığı, sadece katsayıların hesaplanmasında cebirsel ardışık hesaplamaların 
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sağladığı kolayca görülebilir. Bu yöntem kısaca DTM ile gösterilmiştir. Uygulamalarda 

𝑓(𝑥)  fonksiyonu sonlu seri toplamı olarak ifade edilmektedir. Bu durumda Eş. 2.56, 

𝑓(𝑥) = ∑
(𝑥−𝑥0)𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 [

𝑑𝑘𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ]
𝑥=𝑥0

                                                                                             (2.57) 

olur. Burada 

∑
(𝑥−𝑥0)𝑘

𝑘!

∞
𝑘=𝑛+1 [

𝑑𝑘𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ]
𝑥=𝑥0

                                                                                                         (2.58) 

Kalan terimi ihmal edilmiştir. Küçük harfler fonksiyonun kendisini büyük harfler de 

dönüşümü tanımlamaktadır. Çizelge 1. de sıklıkla kullanılan fonksiyonlar ve bu 

fonksiyonların dönüşüm altındaki görüntüsü verilmiştir. 

Çizelge 2.1. Bazı fonksiyonların DTM tablosu 

Orijinal Fonksiyon DTM 

 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ± ℎ(𝑥)  𝐹(𝑘) = 𝑔(𝑘) ± 𝐻(𝑘) 

 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑔(𝑥) 𝐹(𝑘) = 𝑎𝐺(𝑘), 𝑎  sabit bir sayı  

 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)  𝐹(𝑘) = ∑ 𝐺(𝑘 − 𝑙)𝐻(𝑘)𝑘
𝑙=0  

 𝑓(𝑥) =
𝑑𝑛𝑔(𝑥)

𝑑𝑟𝑛  𝐹(𝑘) =
(𝑘+𝑛)!

𝑘!
𝐺(𝑘 + 𝑛)  

 𝑥(𝑡) = 𝑡𝑚  𝑋(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 𝑚) = {
1     𝑘 = 𝑚
0    𝑘 ≠ 𝑚

 

2.7. En Küçük Kareler Metodu 

Diferansiyel denklemleri çözmek için kullanılan nümerik yöntemlerden biridir. 𝐷 

diferansiyel operatörü bir 𝑈 fonksiyonuna uygulandığında yeni fonksiyon 𝑃 fonksiyonuna 

eşit olsun.Yani 

𝐷(𝑈(𝑥)) = 𝑃(𝑥)                                                                                                                          (2.59) 



20 

 

dir. Lineer bağımsız bir kümeden seçilen temel fonksiyonların lineer kombinasyonu da 𝑦  

fonksiyonu ile gösterilsin ve 𝑢 fonksiyonu 𝑈 nun yaklaşık çözümüne eşit olsun [10]. Yani 

𝑈 ≅ 𝑢 = ∑ 𝑐𝑖𝑇𝑖                                                                                                                       
𝑛
𝑖=1 (2.60) 

olsun. Eş. 2.59 da 𝑈 fonksiyonu yerine 𝑢 yaklaşık seri toplamı yazılırsa bu ifade 𝑃 

fonksiyonuna eşit değildir. Bu durumda hatayı; 

𝑅(𝑥) = 𝐷(𝑢(𝑥)) − 𝑃(𝑥) ≠ 0                                                                                                    (2.61) 

şeklinde gösterebiliriz. Eğer hata fonksiyonu çözüme eşit olursa rezidü 0 a eşit olur. En 

küçük kareler metodunda amaç hatayı küçültmeye zorlamaktır. Yani, 

∫
𝑥
𝑅(𝑥)𝑊𝑖(𝑥)𝑑𝑥 = 0,   i=0…n                                                                                                 (2.62) 

olur. Burada 𝑊𝑖 ağırlık foksiyonlarıdır ve 𝑢 fonksiyonundaki bilinmeyen 𝑐𝑖 sayıları 

kadardır. Yukarıdaki integralde ağırlık fonksiyonuna göre metod isimleri değişmektedir. 

En küçük kareler metodunda amaç hata teriminin karesini en küçük yapacak değerlerini 

bulmaktır. Bu durumda Eş. 2.62 aşağıdaki gibi  

𝑆 = ∫
𝑥
𝑅(𝑥)2𝑑𝑥 = 0                                                                                                                    (2.63) 

elde edilmiştir. Bu integralin minimum değerini bulmak için bütün bilinmeyen 

parametrelere göre 𝑆 nin türevi 0 a eşitlenmektedir. 

𝜕𝑆

𝜕𝑐𝑖
= 2∫

𝑥
𝑅(𝑥)

𝜕𝑅

𝜕𝑐𝑖
𝑑𝑥 = 0                                                                                                           (2.64) 

dir. Bu durumda 

𝑊𝑖(𝑥) = 2
𝜕𝑅

𝜕𝑐𝑖
                                                                                                                                 (2.65) 

olarak bulunur. 2 sayısını ihmal edersek En Küçük Kareler metodunun ağırlık fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir. 
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 𝑊𝑖(𝑥) =
𝜕𝑅

𝜕𝑐𝑖
                                                                                                                                   (2.66) 

Böylece Eş. 2.66 dan 𝑐𝑖 ler çözülerek seri çözümündeki hatanın miktarında küçülme 

sağlanmaktadır.  
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3. PARALEL PLAKALAR ARASINDA BİR VİSKOZ MHD 

AKIŞKANIN KARARSIZ SIKIŞTIRMA AKIŞI 

Bir elektromanyetik alanın etkisi altındaki bir akışkanın akışı, diğer bir deyişle, hareket 

eden paralel plakalar arasındaki bir MHD sıvısı sıkıştırma akışına neden olur. Böyle bir 

akış problemi, sıvı-metal yağlama içeren rulman uygulamaları için uygundur. Yağlayıcı 

olarak bir MHD akışkanının kullanılması ilgi çekicidir. Çünkü aşırı çalışma koşullarında 

yağ viskozitesinin beklenmedik bir şekilde değişmesini önler [11].    

S. Bhattacharyya ve diğerleri iki paralel disk arasındaki iletken bir viskoz akışkan filminin 

hareketi üzerine çalışma yapmıştır. Burada alttaki diskin keyfi zamana bağlı açısal hızla 

döndüğünü varsaymış ve düzgün eksenel bir manyetik alanın etkisini de dahil etmiştir [12]. 

D. C. Kuzma ve diğerleri manyetohidrodinamik sıkıştırma filmlerini deneysel ve teorik 

olarak incelemiştir. Sıkıştırma filmlerine uygulanan manyetohidrodinamik yağlama teorisi 

sıvı-atalet etkilerini ve kaldırma kuvvetlerini kapsayacak şekilde genişletilmiştir [13]. E. A. 

Hamza disklere dik olarak uygulanan manyetik alanın varlığında iki paralel disk arasında 

sıkışan elektriksel olarak iletken bir akışkan hareketini incelemiştir. Bu çalışmada 

elektromanyetik kuvvetlerin yük taşıma kapasitesini önemli ölçüde arttırdığı gösterilmiştir 

[14]. W. F. Hughes ve diğerleri iki paralel disk arasında manyetik alan varlığında 

elektriksel olarak iletken, sıkıştırılamaz, viskoz akışkanın hareketini incelemiştir. Bu 

disklerden birinin sabit açısal hızla hareket ettiğini varsaymıştır [15]. D. C. Kuzma ve 

diğerleri dıştan basınçlı bir itme yatağında manyetohidrodinamik yağlama akışını hem 

teorik hem de deneysel olarak araştırmıştır [16].  

3.1. Problemin Tanımı 

İki sonsuz paralel plakalar arasındaki bir sıkıştırılamayan iki boyutlu viskoz akışkanın 

doğrusal kararsız hidromagnetik sıkıştırma akışını düşünelim. Herhangi bir 𝑡 anında 

plakalar arasındaki mesafe 2𝑎(𝑡) olsun. Kanalın merkez eksenini 𝑥 −ekseni, normalini de 

𝑦 −ekseni olarak alalım.𝐵 = (0, 𝐵0, 0) magnetik alanını y ekseni boyunca uygulayalım. 

İndüklenmiş magnetik alanı yok sayalım(Bu alanın yok sayılmasının nedeni 𝑅𝑒 değerinin 

küçük olmasıdır). Magnetik alanın sabit gücü 𝐻0 olsun ve akışkanın akışına dik yönde 

uygulansın. Magnetik geçirgenlik 𝜇0 olduğunda 𝐵0 = 𝜇0𝐻0 olarak tanımlıdır. Burada 

plakalar, kanalın merkez eksenine simetrik olarak hareket ettiği varsayılmaktadır. 
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Şekil 3.1. Doğrusal akım 

Yukarıda verilen kabulleri kullanırsak kararsız akışı tanımlayan süreklilik ve hareket 

denklemleri 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                                                                                                                       (3.1) 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜗 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2) − 𝐽 × 𝐵                                                           (3.2) 

𝜌 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜗 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2)                                                                           (3.3) 

şekline dönüşür [11]. Burada 𝑥 ve 𝑦 eksenleri boyunca hız bileşenleri sırasıyla 𝑢 ve 𝑣 dir. 

𝜗 kinematik viskoziteyi ve 𝜌 sıvının yoğunluğunu, 𝜎 akışkanın elektrik iletkenliğini 

göstermektedir. Elektrik alanı ihmal edildiğinden dolayı 𝐽 = 𝜎(𝐸 + 𝑢 × 𝐵) eşitliği  𝐽 =

𝜎(𝑢 × 𝐵) haline dönüşür.  

𝑢 × 𝐵 = [
𝑖 𝑗 𝑘
𝑢 𝑣 0
0 𝐵0 0

] = 𝑢𝐵0𝑘                                                                                                     (3.4) 

𝐽 × 𝐵 = 𝜎(𝑢 × 𝐵) × 𝐵 = 𝜎 [
𝑖 𝑗 𝑘
0 0 𝑢𝐵0

0 𝐵0 0
] = 𝜎𝑢𝐵0

2𝑖                                                          (3.5) 
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bulunur. 𝜔 girdap fonksiyonu ve genelleştirilmiş basınç ℎ aşağıdaki gibi tanımlıdır [11].  

𝜔 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
                                                                                                                                      (3.6) 

ℎ =
𝜌

2
(𝑢2 + 𝑣2) + 𝑝                                                                                                                       (3.7) 

Eş. 3.6 ve Eş. 3.7 fonksiyonlarının 𝑥 ve 𝑦 ye göre türevleri alınırsa 

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 𝜌 (𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) +

𝜕𝑝

𝜕𝑥
                                                                                                  (3.8) 

𝜕ℎ

𝜕𝑦
= 𝜌 (𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) +

𝜕𝑝

𝜕𝑦
                                                                                                             (3.9) 

𝜕𝜔

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 −
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
                                                                                                                             (3.10) 

𝜕𝜔

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
                                                                                                                          (3.11) 

olarak elde edilir. Şimdi Eş. 3.2 denkleminin sol tarafına 𝜌 (𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) ifadesi ve Eş. 3.3  

denkleminin sol tarafına da 𝜌 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) ifadesi eklenip çıkarılır, Eş. 3.5 deki bulduğumuz 

ifade Eş. 3.2 denkleminde yazılır ve bu denklemlerde bulunan 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
 ve 

𝜕𝑝

𝜕𝑦
 ifadeleri 

denklemlerin sol taraflarına alınırsa 

 𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) + (𝜌 (𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) − 𝜌 (𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)) +

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 𝜗 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2) − 𝜎𝐵0
2𝑢            (3.12)  

𝜌 (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) + (𝜌 (𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) − 𝜌 (𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
)) +

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜗 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2)                              (3.13)  

elde edilir. Eş. 3.1 deki süreklilik denklemi kullanılarak  

𝜕𝜔

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = −(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2)                                                                                          (3.14)  
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𝜕𝜔

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 −
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2                                                                                                      (3.15)  

bulunur. Eş. 3.6-Eş. 3.11 ifadeleri Eş. 3.12 ve Eş. 3.13 denklemlerinde kullanılırsa  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0                                                                                                                                     (3.16)  

𝜕ℎ

𝜕𝑥
+ 𝜌 (

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑣𝜔) = −𝜗

𝜕𝜔

𝜕𝑦
− 𝜎𝐵0

2𝑢                                                                                       (3.17)  

𝜕ℎ

𝜕𝑦
+ 𝜌 (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢𝜔) = 𝜗

𝜕𝜔

𝜕𝑥
                                                                                                            (3.18)  

olarak bulunur. Eş. 3.17 in 𝑦 ye ve Eş. 3.18 in 𝑥 e göre türevi alınırsa 

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝜌 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑡𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜔 − 𝑣

𝜕𝜔

𝜕𝑦
) = −𝜗

𝜕2𝜔

𝜕𝑦2 −  𝜎𝐵0
2 𝜕𝑢

𝜕𝑦
                                                           (3.19)  

𝜕2ℎ

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝜌 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑡𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜔 + 𝑢

𝜕𝜔

𝜕𝑥
) = 𝜗

𝜕2𝜔

𝜕𝑥2                                                                                    (3.20)  

bulunur. Eş. 3.19 ve Eş. 3.20 eşitliklerinden  

𝜌
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) − 𝜌𝜔 (

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) − 𝜌𝑣

𝜕𝜔

𝜕𝑦
− 𝜌𝑢

𝜕𝜔

𝜕𝑥
= −𝜗 (

𝜕2𝜔

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2) −  𝜎𝐵0
2 𝜕𝑢

𝜕𝑦
          (3.21)  

elde edilir. Eş. 3.2 ve Eş. 3.3 ifadeleri 

𝜌 (
𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜔

𝜕𝑦
) = 𝜗∇2𝜔 − 𝜎𝐵0

2 𝜕𝑢

𝜕𝑦
                                                                              (3.22)  

olarak bulunur. 𝑢 ve 𝑣 hız bileşenlerinin sınır koşulları 

𝑦 = 𝑎,   𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑦) = 0,    𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣𝑚(𝑡)                                                                   (3.23) 

𝑦 = 0, 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0,
𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
= 0                                                                                      (3.24)  



27 

 

 

şeklindedir. Burada 𝑣𝑚(𝑡) =
𝑑𝑎

𝑑𝑡
 plakaların hızlarıdır. Eş. 3.23 deki sınır koşulu üst plakada 

sıkışmama koşulu iken Eş. 3.24 deki koşul 𝑦 = 0 ‘da akışın simetrisinden elde edilmiştir 

[11]. 

Herhangi bir zamanda paralel iki plaka arasındaki mesafe 2𝑎(𝑡) olduğunda eğer 

boyutsuzluk değişkeni 𝜂 = 𝑦/𝑎(𝑡) ile gösterilirse Eş. 3.16 ve Eş. 3.22 denklemleri  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝑎(𝑡)𝜕𝜂
= 0                                                                                                                              (3.25)  

𝜌 (
𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜔

𝑎(𝑡)𝜕𝜂
) = 𝜗∇2𝜔 − 𝜎𝐵0

2 𝜕𝑢

𝑎(𝑡)𝜕𝜂
                                                                   (3.26)  

olur. Eş. 3.23 ve Eş. 3.24 sınır koşulları da 

𝜂 = 1,   𝑢(𝑥, 𝜂, 𝑡) = 0,    𝑣(𝑥, 𝜂, 𝑡) = 𝑣𝑚(𝑡)                                                                            (3.27) 

𝜂 = 0,   𝑣(𝑥, 𝜂, 𝑡) = 0,    
𝜕𝑢(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝜂
= 0                                                                                       (3.28) 

olur. Hız bileşenlerini 

𝑢 =
(𝐶−𝑥)

𝑎(𝑡)
𝑣𝑚(𝑡)𝑓′(𝜂),   𝑣 = 𝑣𝑚(𝑡)𝑓(𝜂),   𝜔 = −

(𝐶−𝑥)

𝑎(𝑡)
𝑣𝑚(𝑡)𝑓′′(𝜂)                               (3.29) 

şeklinde tanımlansın. Burada 𝐶 kanala giriş şartları ile ilgili bir sabittir [11]. Eş. 2.25 ve      

Eş. 2.26 denklemlerinde bu hız bileşenlerini kullanırsak süreklilik denklemi sağlanır.            

Eş. 2.26 denklemi 

𝑎𝑣𝑚(𝑡)

𝜗
(𝑓𝑓′′′ − 𝑓′𝑓′′ − 𝜂𝑓′′′ − 2𝑓′′) +

𝑎2

𝜗𝑣𝑚(𝑡)

𝑑𝑣𝑚

𝑑𝑡
𝑓′′ = 𝑓𝑖𝑣 − 𝑀2𝑓′′                            (3.30)  

haline dönüşür. Burada 𝑀² =
𝜎𝐵₀²

𝜗
 ve fonksiyonlar 𝜂 ya göre türevleri göstermektedir.           

Eş. 3.27 ve Eş. 3.28 sınır koşulları da düzenlenirse 

𝑓(1) = 1,   𝑓′(1) = 0                                                                                                                  (3.31) 
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𝑓(0) = 0,   𝑓′′(0) = 0                                                                                                                 (3.32) 

elde edilir. 𝑆 ve 𝑄 fonksiyonları  

𝑆 =
𝑎𝑣𝑚(𝑡)

𝜗
,   𝑆𝑄 =

𝑎2

𝜗𝑣𝑚(𝑡)

𝑑𝑣𝑚

𝑑𝑡
                                                                                            (3.33) 

şeklinde tanımlanmıştır. Bu fonksiyonların her biri 𝑡 ye bağlıdır. Fakat benzer çözümler 

elde etmek için bu parametreler bir sabit olarak alınmıştır. Eş. 3.33 ün sağ tarafındaki 

eşitliğin integrali alınırsa, 𝑡 = 0 da plakalar arasındaki fark 2𝑎0 olduğundan 

𝑎(𝑡) = (2𝜗𝑆𝑡 + 𝑎0
2)

1

2                                                                                                          (3.34) 

olur. 𝑆 > 0 olduğunda 𝜂 = 0(veya 𝑦 = 0) a göre plakalar simetrik olarak hareket eder. 

Aksine 𝑆 < 0 olduğunda plakalar birbirine yaklaşır ve sıkıştırma akışı, 𝑎 (𝑡) >  0 olduğu 

sürece benzer hız profilleri ile varolur. Eş. 3.33 ve Eş. 3.34 den, 𝑄 = −1 olarak bulunur. 

Bu durumda Eş. 3.30 denklemi  

𝑆(𝑓𝑓′′′ − 𝑓′𝑓′′ − 𝜂𝑓′′′ − 3𝑓′′) = 𝑓𝑖𝑣 − 𝑀2𝑓′′                                                                     (3.35) 

ifadesine dönüşür [11].  

3.2. Problemin Çözümü 

Eş. 3.35 denklemine diferansiyel dönüşüm metodu uygulanırsa 

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)𝐹[𝑘 + 4] − 𝑆(∑ (𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 2)(𝑘 − 𝑠 +𝑘
𝑠=0

3)𝐹[𝑠]𝐹[𝑘 − 𝑠 + 3] − ∑ (𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 2)𝐹[𝑠 + 1]𝐹[𝑘 − 𝑠 + 2] −𝑘
𝑠=0

∑ 𝛿(𝑠 − 1)(𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 2)(𝑘 − 𝑠 + 3)𝐹[𝑘 − 𝑠 + 3] − 3(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝐹[𝑘 +𝑘
𝑠=0

2] − 𝑀2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝐹[𝑘 + 2]  = 0                                                                                 (3.36)  

elde edilir. Eş. 3.32 deki  başlangıç koşullarına dönüşüm metodu uygulanırsa 

𝐹[0] = 0,   𝐹[1] = 𝑎1,   𝐹[2] = 0,   𝐹[3] = 𝑎2                                                                     (3.37) 
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olur. Burada, 𝑎1,𝑎2 değerleri başlangıçta belli olmayıp serinin ardışık katsayıları bu 

değerler cinsinden Maple15 programı yardımı ile elde edilir. Bunlardan bazıları aşağıda 

verilmiştir. 

𝐹[4] = 0 , 

𝐹[5] =
1

20
 𝑀²𝑎2 −

1

5
 𝑆𝑎2 , 

𝐹[6] = 0 , 

𝐹[7] =
1

840
𝑀4𝑎2 +

1

420
𝑀2𝑆𝑎1𝑎2 −

1

84
𝑀2𝑆𝑎2 − 

1

105
𝑆2𝑎1𝑎2 +

1

35
𝑆2𝑎1𝑎2 −

1

70
𝑆𝑎2

2,  

𝐹[8] = 0 , 

𝐹[9] = −
1

3360
𝑆𝑀4𝑎2 −

1

945
𝑀2𝑆2𝑎1𝑎2 +

13

7560
𝑀2𝑆2𝑎2 +

1

378
𝑆3𝑎1𝑎2 −

1

315
𝑆3𝑎2 +

1

315
𝑆2𝑎2

2 +
1

10080
𝑆𝑎1𝑀

4𝑎2 +
1

7560
𝑀2𝑆2𝑎1

2𝑎2 −
1

1890
𝑆3𝑎1

2𝑎2 −
1

1260
𝑎1𝑆

2𝑎2
2 −

1

1680
𝑆𝑀2𝑎2

2 +
1

60480
𝑀6𝑎2 , 

⋮  

 Bu katsayıları Eş. 2.57 deki seri toplamında yerine yazarsak                                      

𝑓(𝜂) = 𝑎1𝜂 + 𝑎2𝜂
2 + (

1

20
 𝑀2𝑎2 −

1

5
 𝑆𝑎2) 𝜂5 + (

1

840
𝑀4𝑎2 +

1

420
𝑀2𝑆𝑎1𝑎2 −

1

84
𝑀2𝑆𝑎2 − 

1

105
𝑆2𝑎1𝑎2 +

1

35
𝑆2𝑎2 −

1

70
𝑆𝑎2

2) 𝜂7 + (−
1

3360
𝑆𝑀4𝑎2 −

1

945
𝑀2𝑆2𝑎1𝑎2 +

13

7560
𝑀2𝑆2𝑎2 +

1

378
𝑆3𝑎1𝑎2 −

1

315
𝑆3𝑎2 +

1

315
𝑆2𝑎2

2 +
1

10080
𝑆𝑎1𝑀

4𝑎2 +

1

7560
𝑀2𝑆2𝑎1

2𝑎2 −
1

1890
𝑆3𝑎1

2𝑎2 −
1

1260
𝑎1𝑆

2𝑎2
2 −

1

1680
𝑆𝑀2𝑎2

2 +
1

60480
𝑀6𝑎2) 𝜂9 +

⋯                                                                                                                                                     (3.38)  

olur. Eş. 3.38 deki 𝑓(𝜂) fonksiyonuna en küçük kareler metodu kullanılarak 2 terim daha 

eklenir ve bu terimlerin katsayılarına 𝑎3 ve 𝑎4 denirse,  
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𝑓(𝜂) = 𝑎1𝜂 + 𝑎2𝜂
2 + (

1

20
 𝑀2𝑎2 −

1

5
 𝑆𝑎2) 𝜂5 + (

1

840
𝑀4𝑎2 +

1

420
𝑀2𝑆𝑎1𝑎2 −

1

84
𝑀2𝑆𝑎2 − 

1

105
𝑆2𝑎1𝑎2 +

1

35
𝑆2𝑎2 −

1

70
𝑆𝑎2

2) 𝜂7 + (−
1

3360
𝑆𝑀4𝑎2 −

1

945
𝑀2𝑆2𝑎1𝑎2 +

13

7560
𝑀2𝑆2𝑎2 +

1

378
𝑆3𝑎1𝑎2 −

1

315
𝑆3𝑎2 +

1

315
𝑆2𝑎2

2 +
1

10080
𝑆𝑎1𝑀

4𝑎2 +

1

7560
𝑀2𝑆2𝑎1

2𝑎2 −
1

1890
𝑆3𝑎1

2𝑎2 −
1

1260
𝑎1𝑆

2𝑎2
2 −

1

1680
𝑆𝑀2𝑎2

2 +
1

60480
𝑀6𝑎2) + ⋯+

𝑎3𝜂
15 + 𝑎4𝜂

16                                                                                                                 (3.39)  

elde ederiz. Böylece toplamda dört bilinmeyen terim 𝑎1,𝑎2,𝑎3,𝑎4 cinsinden seri toplamı 

elde edilmiş olur. Bu bilinmeyen parametreler sınır değerleri çözüme uygulandığında 

denklem sisteminin çözümünden elde edilmiş olur.  

Diferansiyel dönüşüm metodu ve en küçük kareler metodu kullanılarak, iki levha 

arasındaki iki boyutlu kararsız viskoz MHD akışının akışı için yaklaşık analitik çözümler 

yukarıda bahsedildiği gibi elde edilmiştir. DTM’dan sonra en küçük kareler metodunu 

uygulamamızın nedeni uç noktalarda meydana gelen ıraksamayı ortadan kaldırmak ve sınır 

değerlerinin probleme dahil edilmesi içindir. Bu elde ettiğimiz analitik çözümlerin farklı 

parametre değerleri için nasıl değiştiği aşağıda gösterilmiştir. 

3.3. Problemin Sonuçları 

Şekil 3.2. 𝜂 = 0 dan 𝜂 = 1 e kadar belirli bir zaman aralığında, 𝑀 manyetik 

parametresinin çeşitli değerleri için normal hızın azaldığını göstermektedir. Bunun nedeni 

uygulanan manyetik alanın oluşturduğu Lorentz kuvvetinin akışkan hareketine karşı 

koymasıdır. Dolayısıyla bu kuvvet akışın yavaşlamasına sebep olur. Yani akışkanın 

elektrik iletkenliğini arttırmak veya manyetik alanın büyüklüğünü arttırmak 𝑦 yönündeki 

hızın tekdüze olarak azalmasına neden olur. Burada 𝑆 sabit bir pozitif değerdir.  Şekil 3.3 

de belirli bir zamanda 𝑀 manyetik parametrenin çeşitli değerleri için boylamsal 

hızının 0 < 𝜂 < 0.5 e kadar azalırken 0.5 < 𝜂 < 1 e kadar arttığını göstermektedir. Yani 

plakaların simetrik olarak birbirinden uzaklaştığı durumda 𝑥-yönündeki başlangıç hızının 

𝑀’nin artan değerleri için önce azaldığı sonra arttığını gösterir. Burada 𝑆 sabit bir pozitif 

değerdir. Şekil 3.4. belirli bir zamanda 𝑆 nın farklı değerleri için normal hızın 𝜂 = 0 dan
 

𝜂 = 1 e kadar arttığını gösterir. Yani 𝑦 yönünde 𝑆 nın artan değerleri için bir artış 

olduğunu ifade eder. Burada 𝑀 magnetik parametresi sabit bir pozitif değerdir. Şekil 3.5. 
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te belirli bir zamanda 𝑆 in farklı değerleri için boylamsal hızın 0 < 𝜂 < 0.4 e kadar 

artarken 0.4 < 𝜂 < 1 e kadar azaldığını göstermektedir. Burada 𝑀 magnetik parametresi 

sabit bir pozitif değerdir. S değerindeki artma, kinematik viskozitede bir azalışa, plakalar 

arasındaki mesafede artışa veya plakaların hareket hızında bir artışa bağlanabilir. 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2. 𝑆 değeri sabitlendiğinde 𝑀 magnetik parametresinin farklı değerleri için normal 

hız profili 

 

Şekil 3.3. 𝑆 = 1.5 sabit değeri alındığında 𝑀 magnetik parametresinin farklı değerleri için 

boylamsal hız profili 

 

Şekil 3.4. 𝑀 = 1 olduğunda, 𝑆 nin farklı değerleri için normal hız profili 

𝑆 = 1.5 

𝑀 = 1 

𝑆 = 1.5 
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Şekil 3.5.  M = 1  sabit olduğunda S nin farklı değerleri için boylamsal hız profili 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M = 1   
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4.  DARALAN LEVHA VE GÖZENEKLİ BİR ZEMİN ORTAMI İLE 

SINIRLANDIRILMIŞ BİR KANALDA MHD AKIŞI VE ISI 

TRANSFERİ 

Gerilen/daralan yüzeylere bağlı ısı transferi ve viskoz akışkanın sınır tabakası çalışması ısı 

transferinde önemli bir konudur. Örneğin bir kalıptan polimer tabakalarının ekstrüzyonu, 

plastik filmlerin çizimi, ince duvarlı polyester ısı torbası, cam elyafı ve kağıt üretimi gibi 

çeşitli mühendislik ve endüstriyel uygulamaları vardır. Sonuç ürününün daha kaliteli 

olması için levhadaki ısı transferi oranını ve sürüklenmeyi kontrol etmek çok önemlidir 

[17]. 

Crane sınırdaki hızı sabit bir noktadaki uzaklığa orantılı olan bir daralma sacının akışını 

incelemiş ve kapalı formlu çözümünü bulmuştur [17]. T. C. Chiam enine manyetik alanın 

varlığında güç yasa hızı dağılımı ile germe plakasına bağlı sınır tabakası akışı çalışmıştır. 

Büyük manyetik parametreler için linerleştirilmiş çözümler sunmuştur [18]. I. C. Liu enine 

manyetik alana tabi bir daralma tabakası üzerinde, gözenekli bir ortamda ikinci derecede 

elektriksel olarak iletken bir akışkanın akışını ve ısı transferini araştırmıştır [19]. Z. Abbas 

ve arkadaşları salınımlı gerilme yüzeyi üzerinde ikinci derecedeki bir viskoelastik sıvının 

iki boyutlu kararsız MHD sınır tabakası akışını incelemiştir. Araştırılan problemi benzerlik 

dönüşümü kullanılarak doğrusal olmayan kısmi diferansiyel denkleme indirgemiştir[20]. 

Muhaimin ve arkadaşları emme varlığında küçülen bir tabaka nedeniyle 

manyetohidrodinamik viskoz akış üzerine çalışma yapmıştır. İki boyutlu ve eksenel simetri 

daralma durumlarını tartışmıştır [21].  T. Hayat ve arkadaşları gözenekli küçülen bir 

yüzeyi geçen ikinci derecedeki akışkanın dönme akışını incelemiştir. Kısmi diferansiyel 

denklemleri adi diferansiyel denklemlere dönüştürmüş ve homotopi analiz metodu 

kullanılarak çözmüştür [22]. M. Sajid ve arkadaşları daralan bir tabaka hesabıyla 

manyetohidrodinamik viskoz akışkanla çalışmıştır. Bu çalışmada homotopi analiz yöntemi 

kullanılmıştır [23]. T. G. Fang ve arkadaşları daralan bir tabaka üzerinde MHD akışını 

analiz etmiştir. Çözüm de kapalı formlu bir denklemle ifade edilmiştir [24]. N. F. M. Noor 

ve arkadaşları gözenekli bir ortamda büzülen bir tabakada manyehohidrodinamik sınır 

tabakası akışı ve ısı transferini ilk kez düşünmüşlerdir. Emme ve gözeneklilik 

parametrelerinin, ısı aktarım hızı, hız ve sıcak profilleri üzerindeki etkilerini incelenmiştir 

[25]. N. F. M. Noor ve arkadaşları büzülen bir tabakada manyetohidrodinamik viskoz 
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akışını analitik olarak incelemişlerdir.  Pade yaklaşımıyla Adomian ayrıştırma yöntemi 

birlikte kullanılarak çözümler elde etmişlerdir [26]. D. S. Chauhan ve arkadaşları daralan 

bir levha ve geçirimsiz bir plakayla sınırlandırılmış bir kanaldaki viskoz sıkıştırılamaz 

iletken sıvının MHD akışı ve ısı transferini incelemiştir [27]. 

4.1. Problemin Tanımı 

Daralan bir tabaka ve gözenekli bir ortam kanalı ile sınırlandırılmış yatay bir kanalda 

elektriksel olarak iletken, sıkıştırılamaz, viskoz akışkanın akışını düşünelim. Bir  

𝑤0 emme sabiti kanalın üst daralma tabakasına uygulansın. Kanalın alttaki gözenekli 

zemini, çok küçük 𝑘0 geçirgenliğine sahip olsun. Gözenekli yataktaki akışı Darcy 

kanunuyla modelliyoruz. Dolayısıyla, gözenekli zemindeki akış, herhangi bir dış basınç 

gradyanı yokluğunda sıfır kabul edilir. Saffman tarafından önerilen bir kayma şartı, sıvı 

gözenekli bir ortam ara yüzüne uygulanır. Bu sınır koşuluyla gözenekli zeminin 

geçirgenliği kanaldaki akışı etkiler. Dolayısıyla, gözenekli zeminin özelliği yatay kanalın 

alt sınırında kaymayı sağlamaktadır. Bir manyetik alan sabiti olan 𝐵0 yatay kanalın 

normali yönünde uygulansın. Manyetik Reynolds sayısı küçük olduğundan dolayı 

indüklenen manyetik alan ihmal edilir. Harici elektrik alanı uygulanmaz ve iyonlaşmış 

sıvının kutuplaşma oranı önemsizdir. Bu yüzden 𝐸 elektrik alanı sıfır kabul edilsin. 

Kartezyen koordinat sistemi (𝑥, 𝑦, 𝑧) gözenekli zemin yüzeyinde orijin olarak kabul 

edilsin. 𝑥-ekseni ve 𝑦-ekseni gözenekli zeminin yüzeyleri olarak alınır ve 𝑧-ekseni yüzeyin 

normalidir. 𝑥, 𝑦 ve 𝑧 yönlerindeki hız bileşenleri (𝑢, 𝑣 ve 𝑤) dır. 𝑇 kanaldaki sıvının 

sıcaklığıdır. Kanalın genişliği ℎ olarak kabul edilsin ve böylece kanalın duvarları 𝑧 =

0 ve 𝑧 = ℎ olur. Isı transferi ve MHD akışın mevcut probleminin ana deklemi aşağıdaki 

gibi olur [17]. 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0                                                                                                                             (4.1) 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜗 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2) − 𝐽 × 𝐵                                             (4.2) 

𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜗 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
) − 𝐽 × 𝐵                                                (4.3) 

𝑢
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜗 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
)                                                           (4.4) 
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𝜌𝐶𝑝(𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 𝑘 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2)                                                                       (4.5) 

 

Şekil 4.1.  Problemin geometrisi 

İlgili sınır koşulları aşağıdaki gibidir [17]. 

𝑧 = ℎ da,    𝑢 = −𝑎𝑥,   𝑣 = −𝑎(𝑐 − 1)𝑦,   𝑤 = 𝑤0,   𝑇 = 𝑇1                                               (4.6) 

𝑧 = 0 da     𝜏𝑧𝑥 =
𝜇𝛼

√𝑘0
𝑢,     𝜏𝑧𝑦 =

𝜇𝛼

√𝑘0
𝑣,       𝑤 = 0,      𝑇 = 𝑇0                                               (4.7) 

Burada 𝑃 basıncı, 𝜌 akışkanın yoğunluğunu, 𝜗 kinematik viskoziteyi, 𝜎 elektriksel 

iletkenliği, 𝐶𝑝 sabit basınçta özgül ısıyı, 𝑘 berrak akışkan ortamındaki termal iletkenliği, 𝑇0 

gözenekli ortam duvarındaki sıcaklık, 𝑇1 üstteki germe duvarındaki sıcaklığı, 𝑘0 gözenekli 

ortamdaki geçirgenliği, 𝜇 berrak sıvının viskozitesini ve 𝛼 da sadece gözenekli düzey 

yapısına bağlı olan boyutsuzluk sabitidir.  

Burada  𝑎 > 0 daralma sabitidir. 𝑐  bir sabittir. 𝑐 = 1 yalnızca 𝑥 − yönlü daralmaya,  𝑐 =

2 de aksisimetrik daralmaya karşılık gelir. Aşağıda benzerlik dönüşümleri verilmiştir.  

𝑢 = 𝑎𝑥𝑓′(η),    v = 𝑎(c − 1)yf ′(η),    w = −𝑎hcf(η),     η =
𝑧

ℎ
,    𝜃(η) =

𝑇 − 𝑇0

𝑇1 − 𝑇0
      (4.8) 

Burada 𝑇1 − 𝑇0 = 𝐷𝑥 ve  𝐷 sıfır olmayan bir sabittir [17]. Yukarıda tanımlanan benzerlik 

dönüşümleri Eş. 4.1 denklemine uygulanırsa 
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𝑎𝑓′ + 𝑎(𝑐 − 1)𝑓′ − 𝑎𝑐𝑓′ = 0                                                                                                     (4.9) 

olup süreklilik denklemi sağlanır.  

𝑢 × 𝐵 = [
𝑖 𝑗 𝑘
𝑢 𝑣 0
0 0 𝐵0

] = 𝑣𝐵0𝑖 − 𝑢𝐵0𝑗                                   

𝐽 × 𝐵 = 𝜎(𝑢 × 𝐵) × 𝐵 = 𝜎 [

𝑖 𝑗 𝑘
𝑣𝐵0 −𝑢𝐵0 0
0 0 𝐵0

] = 𝜎(−𝑢𝐵0
2𝑖 − 𝑣𝐵0

2𝑗)                                    

Bu bulunan ifade Eş. 4.2 ve Eş. 4.3 denklemlerinde yerine yazılır ve benzerlik dönüşümleri  

Eş. 4.2-Eş. 4.4 denklemlerine uygularsak 

𝑎2𝑥𝑓′𝑓′ − 𝑎2𝑓𝑓′′ = −
1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜗 (

𝑎𝑥𝑓′′′

ℎ2 ) −
𝜎𝐵0

2

𝜌
𝑎𝑥𝑓′                                                         (4.10) 

𝑎2(𝑐 − 1)2𝑦𝑓′𝑓′ − 𝑎2𝑐(𝑐 − 1)𝑦𝑓𝑓′′ = −
1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜗 (

𝑎(𝑐−1)𝑦𝑓′′′

ℎ2
) −

𝜎𝐵0
2

𝜌
𝑎(𝑐 − 1)𝑦𝑓′ (4.11)  

𝑎2ℎ𝑐2𝑓𝑓′2 = −
1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑧
− 𝜗(𝑎2ℎ𝑐2𝑓𝑓′′)                                                                                     (4.12) 

bulunur. Eş. 4.10 denkleminin 𝑦 ve 𝑧 ye göre türevlerini alıp, Eş. 4.11 denkleminin 𝑥 ve 𝑧 

ye göre türevi ve Eş. 4.12 denkleminin de 𝑥 ve 𝑦 ye göre türevleri alınıp gerekli 

düzenlemeler yapılırsa  

−
𝑎ℎ2

𝜗
(2 − 𝑐)𝑓′𝑓′′ +

𝑎ℎ2

𝜗
𝑐𝑓𝑓′′′ + 𝑓4 −

𝜎𝐵0
2ℎ2

𝜌𝜗
𝑓′′ = 0                                                        (4.13)  

elde edilir. Hartman sayısı 𝑀 = 𝐵0ℎ√
𝜎

𝜌𝜗

 

 ,  boyutsuz daralma parametresi 𝑅 =
𝑎ℎ2

𝜗
 ,  

Prandtl sayısı 𝑃𝑟 =
𝜇𝐶𝑝

𝑘
 , geçirgenlik parametresi 𝐾 =

√𝑘0

ℎ
 olarak tanımlıdır. Bu tanımlanan 

ifadeler Eş. 4.13 deki denklemde kullanılırsa  

𝑓(4) − 𝑀2𝑓′′ − 𝑅((2 − 𝑐)𝑓′𝑓′′ − 𝑐𝑓𝑓′′′) = 0                                                                      (4.14) 

olarak elde edilir. Şimdi yukarıda tanımlanan dönüşümleri Eş. 4.5 denklemine 

uygulayalım. 
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𝜌(𝑎𝑥𝐷𝑓′𝜃 − 𝑎𝑐𝐷𝑓𝜃′) −
𝑘

ℎ2 𝜃′′ = 0                                                                                         (4.15) 

𝜃′′ =
𝐶𝑝𝜇

𝑘

𝑎ℎ2

𝜗
(𝑓′𝜃 − 𝑐𝑓𝜃′)                                                                                                         (4.16) 

𝜃′′ = 𝑅𝑃𝑟 (𝑓′𝜃 − 𝑐𝑓𝜃′
)                                                                                                                (4.17) 

elde ederiz. Sınır koşullarına da dönüşümler uygulanırsa 

𝑓′ = −1,   𝑓 = −
𝑤0

𝑎𝑐ℎ
= −λ,    θ = 1,   η = 1                                                                          (4.18) 

𝑓 = 0,   𝑓′′ =
𝛼

𝐾
𝑓′,   𝜃 = 0,   η = 0                                                                                           (4.19) 

elde edilir. 

4.2. Problemin Çözümü 

Diferansiyel dönüşüm metodu Eş. 4.14 ve Eş. 4.17 ye uygulanırsa  

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)𝐹[𝑘 + 4] − 𝑀2(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝐹[𝑘 + 2] − 𝑅((2 −

𝑐)∑ (𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 2)𝐹[𝑠 + 1]𝐹[𝑘 − 𝑠 + 2] − 𝑐 ∑ (𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 −𝑘
𝑠=0

𝑘
𝑠=0

𝑠 + 2)(𝑘 − 𝑠 + 3)𝐹[𝑠]𝐹[𝑘 − 𝑠 + 3]) = 0                                                                              (4.20)  

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝜃[𝑘 + 2] − 𝑅𝑃𝑟(∑ (𝑠 + 1)𝐹[𝑠 + 1]𝜃[𝑘 − 𝑠] − 𝑐 ∑ (𝑘 − 𝑠 +𝑘
𝑠=0

𝑘
𝑠=0

1)𝐹[𝑠]𝜃[𝑘 − 𝑠 + 1] = 0                                                                                                             (4.21)  

olur. Başlangıç koşulları da  

𝐹[0] = 0, 𝐹[1] = 𝑎1,   𝐹[2] =
𝛼

2𝐾
𝐹[1], 𝐹[3] = 𝑎2 𝜃[0] = 0,   𝜃[1] = 𝑎3                  (4.22)  

olarak bulunur. Buradan,  

F[4] =
1

12

𝑎1(−𝑅𝑎1𝑐+𝑀2+2𝑅𝑎1)𝛼

𝐾
 , 

𝐹[5] =
1

60

−6𝐾2𝑅𝑎1𝑎2𝑐−2𝛼2𝑅𝑎1
2𝑐+3𝐾2𝑀2𝑎2+6𝐾2𝑅𝑎1𝑎2+4𝛼2𝑅𝑎12

𝐾2
 , 
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𝐹[6] =
1

360

1

𝐾
(𝛼𝑎1(3𝑅

2𝑎1
2𝑐2 − 4𝑀2𝑅𝑎1𝑐 − 8𝑅2𝑎1

2𝑐 + 𝑀4 + 4𝑀2𝑅𝑎1 + 4𝑅2𝑎1
2 −

24𝑅𝑎2𝑐 + 36𝑅𝑎2) , 

⋮  

𝜃[2] = 0 , 

𝜃[3] = −
1

6
𝑅𝑒𝑃𝑟𝑎1𝑎3(𝑐 − 1) , 

𝜃[4] = −
1

12

𝛼𝑅𝑃𝑟𝑎1𝑎3(𝑐−2)

𝐾
 , 

⋮  

olarak bulunur. Bu katsayılar Eş. 2.57 deki seri toplamının içine yazılırsa  

𝑓(𝜂) = 𝑎1𝜂 +
𝛼𝑎1

𝐾
𝜂2 + 𝑎2𝜂

3 + (
1

12

𝑎1(−𝑅𝑎1𝑐+𝑀2+2𝑅𝑎1)𝛼

𝐾
) 𝜂4 +

(
1

60

−6𝐾2𝑅𝑎1𝑎2𝑐−2𝛼2𝑅𝑎1
2𝑐+3𝐾2𝑀2𝑎2+6𝐾2𝑅𝑎1𝑎2+4𝛼2𝑅𝑎12

𝐾2 ) 𝜂5 + (
1

360

1

𝐾
(𝛼𝑎1(3𝑅

2𝑎1
2𝑐2 −

4𝑀2𝑅𝑎1𝑐 − 8𝑅2𝑎1
2𝑐 + 𝑀4 + 4𝑀2𝑅𝑎1 + 4𝑅2𝑎1

2 − 24𝑅𝑎2𝑐 + 36𝑅𝑎2))𝜂
6 + ⋯  (4.23)  

𝜃(𝜂) = 𝑎3𝜂 + (−
1

6
𝑅𝑒𝑃𝑟𝑎1𝑎3(𝑐 − 1)) 𝜂3 + (−

1

12

𝛼𝑅𝑃𝑟𝑎1𝑎3(𝑐−2)

𝐾
)𝜂4 + ⋯                   (4.24)  

olur. Bu denklemler çok küçük geçirgenliğe sahip gözenekli zemin ve daralan tabaka ile 

sınırlı yatay kanaldaki ısı transferi ve MHD akımının seri çözümüdür. MHD akışının ve ısı 

transferinin gözenekli zemin ve daralan tabakadaki özellikleri yatay kanalda incelenmiştir. 

Burada kısmi diferansiyel denklemler benzerlik dönüşümleri kullanılark adi diferansiyel 

denklemlere dönüştürülmüştür ve diferansiyel dönüşüm metodu kullanılarak seri çözümler 

elde edilmiştir. 

4.3. Problemin Sonuçları 

Denklemlerin ilgili parametrelerinin farklı değerleri için grafiklerini inceleyelim. Şekil 4.2-

4.6 ilgili parametrelerin çeşitli değerleri için eksenel hız varyasyonellerini göstermektedir. 

Şekil 4.2. 𝐾 geçirgenlik parametresinin artmasıyla kanaldaki eksenel hızın gözenekli 

zeminin yakınında arttığını gösterirken buna karşın üstteki daralan levhanın yakınında 

azaldığını göstermektedir. Geçirgenlik, akış kolaylığı ölçüsüdür ve gözenekli zeminin 
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yakınında akışkanın akışını arttırır. Doymuş gözenekli zemin ortamında akışkanın etkisi 

kanalın bir duvarında kayma meydana getirmektedir ve bunun sonucu olarak bu duvarda 

akışkanın hızı sıfıra eşit olmamaktadır. Oluşan bu kayma gözenekli tabanın yapısına ve 

geçirgenlik parametresine bağlıdır ve sınır şartı vasıtasıyla akışkanın akışını etkiler. Şekil 

4.3. de Lorentz kuvveti akışa karşı koyduğundan ve üst duvar yakınında sıvının akışının 

yavaşlamasına yol açarken gözenekli zeminin yakınında artmasına neden olduğundan 𝑀 

manyetik parametresinin artışı ile üst büzülme tabakasının yakınında eksenel hızın 

azaldığını göstermektedir. Şekil 4.4. emme parametresi (𝜆) değerinin artmasıyla eksenel 

akış büyüklüğünün arttığını göstermektedir. Şekil 4.5. da daralma parametresi (𝑅) artması 

üst tabakanın yakınında akışın azaldığını gösterirken gözenekli zeminin yakınında arttığını 

göstermektedir. Şekil 4.6. da üst duvarın yakınında aksisimetrik büzülmeden oluşan 

eksenel akış sadece 𝑥-ekseninin büzülmesi ile oluşan eksenel akıştan daha büyük iken 

gözenekli ortamda ters etki gözlenmektedir. Şekil 4.7. de 𝑃𝑟 değerindeki artış kanaldaki 

sıcaklığın düşmesine ve sınır tabakası kalınlığının azalmasına neden olur. 𝑃𝑟 değeri 

arttıkça termal yayılma azalır ve bu da enerji aktarım yeteneğini azaltır dolayısıyla sıcaklık 

düşer. Şekil 4.8. de 𝐾 geçirgenlik parametresinin artması ile kanal boyunca sıcaklığın 

düştüğü gösterilmiştir. Şekil 4.9. da emme parametri  (𝜆) arttıkça kanaldaki sıcaklığın 

düştüğü gösterilmiştir. Şekil 4.10. da manyetik parametre 𝑀 değeri arttıkça sıcaklığın 

azaldığı gösterilmiştir. Şekil 4.11. de daralma parametresi (𝑅) arttıkça kanaldaki sıcaklığın 

azaldığı gösterilmiştir. Şekil 4.12. de 𝑐 = 2 aksisimetrik daralma durumu için kanal 

boyunca sıcaklık 𝑐 = 1 tek yönlü daralma durumuna göre daha düşüktür. 

 

Şekil 4.2.  𝑐 = 3, 𝛼 = 0.1, 𝜆 = 0.5,𝑀 = 1, 𝑅 = 2 değerleri için K nın eksenel hız 𝑓′(𝜂) 

üzerinde etkisi 
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Şekil 4.3. 𝑐 = 3, 𝛼 = 0.1, 𝜆 = 0.5, 𝑅 = 2, 𝐾 = 0.001 değerleri için  𝑀 nin eksenel hız 

𝑓′(𝜂) üzerinde etkisi  

 

Şekil 4.4. 𝑀 = 1, 𝑐 = 3, 𝐾 = 0.001, 𝛼 = 0.1, 𝑅 = 2 değerleri için 𝜆 nın eksenel hız 𝑓′(𝜂) 

üzerinde etkisi 

 

Şekil 4.5. 𝑀 = 1, 𝑐 = 3, 𝐾 = 0.001, 𝛼 = 0.1, 𝜆 = 0.1 değerleri için 𝑅 in eksenel hız 𝑓′(𝜂) 

üzerinde etkisi  

𝑅 = 0.1 

𝑅 = 2 

𝑅 = 5 
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𝑐 = 1 

𝑐 = 2 

𝑐 = 3 

 

Şekil 4.6. M = 1, K = 0.001, R = 2, α = 0.1 değerleri için c ve λ nin f ′(η) üzerinde etkisi 

 

Şekil 4.7. 𝑀 = 1, 𝑐 = 3, 𝐾 = 0.001, 𝑅 = 2, 𝛼 = 0.1, 𝜆 = 0.5 değerleri için 𝑃𝑟 nin 𝜃(𝜂) 

üzerinde etkisi 

   

Şekil 4.8. 𝑀 = 1, 𝑐 = 3, 𝑅 = 2, 𝑃𝑟 = 2, 𝛼 = 0.1, 𝜆 = 0.5 değerleri için 𝐾 nın 𝜃(𝜂) 

üzerinde etkisi 

 

𝜆 = 2 

 

𝜆 = 1.5 

 

𝜆 = 1 
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Şekil 4.9. 𝑀 = 1, 𝑐 = 3, 𝑅 = 2, 𝑃𝑟 = 2, 𝛼 = 0.1 ve 𝐾 = 0.001 değerleri için 𝜆 nın 𝜃(𝜂) 

üzerinde etkisi 

  

Şekil 4.10. 𝑐 = 3, 𝑅 = 2, 𝑃𝑟 = 2, 𝛼 = 0.1, 𝐾 = 0.001, 𝜆 = 0.5 değerleri için 𝑀 nin 𝜃(𝜂)      

üzerinde etkisi  

  

Şekil 4.11. 𝑐 = 3,𝑀 = 1, 𝑃𝑟 = 2, 𝛼 = 0.1, 𝐾 = 0.001, 𝜆 = 0.5 değerleri için 𝑅 nin 𝜃(𝜂) 

üzerinde etkisi 

𝑅 = 1 

𝑅 = 2 

𝑅 = 3 

𝑅 = 4 
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Şekil 4.12. 𝑀 = 1, 𝑅 = 2, 𝑃𝑟 = 2, 𝛼 = 0.1, 𝐾 = 0.001, 𝜆 = 0.5 değerleri için 𝑐 nin 𝜃(𝜂) 

üzerinde etkisi 
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5. PARALEL DİSKLER ARASINDAKİ KARARSIZ AKIŞ İÇİN ISI 

TRANSFER ANALİZİ 

Hızlı hareket eden motorlar ve içinde yağlayıcılar olan makinelerde ısı transferi aktif bir 

araştırma konusu olmuştur. Ayrıca hidrodinamik makineler, mekanik bileşenlerin geçici 

yüklenmesinde, sıvı metal yağlamalı rulmanlar ve güç aktarımındaki sıkışmış filmler gibi 

uygulama alanlarına sahiptir [28].   

M. Siddiqui iki paralel sonsuz plaka arasındaki viskoz MHD akışkanının iki boyutlu 

kararsız akışını analiz etmiştir. İki sonsuz plakanın birbirine simetrik olarak yaklaştığını ve 

sıkıştırma akışına neden olduğunu kabul edilmiştir [11]. G. Domairy ve arkadaşları iki 

manyetik paralel sonsuz diskler arasındaki MHD sıkma akışını incelemiştir. Burada 

disklerin biri geçirimsiz diğeri de ya emme ya da enjeksiyon ile gözeneklidir. Eylemsizlik, 

elektromanyetik kuvvetler ve emme veya enjeksiyonun birleştirilmiş etkisi araştırmıştır 

[29]. A. A. Joneidi ve arkadaşları disklerin gözenekliliği hesaba katılarak iki paralel disk 

arasındaki manyetohidrodinamik sıkışma akışını incelemişlerdir. Hız profilleri üzerinde 

emme veya enjeksiyon, Reynolds sayısı, sıkıştırma ve Hartmann sayısının etkileri 

incelenmiştir [30].  

5.1. Problemin Tanımı 

Sıkıştırılamayan viskoz akışkanın MHD akışını, aralarındaki mesafe ℎ(𝑡) = 𝐻(1 − 𝑎𝑡)1/2

 
iki paralel diskten oluşan bir sistem aracılığıyla ele alalım. Orantılı manyetik alan  𝐵0(1 −

𝑎𝑡)1/2

 
disklerin normaline uygulanır. İndüklenmiş manyetik alanın var olmadığını 

varsayalım. 𝑇𝑤 ve 𝑇ℎ sırasıyla 𝑧 = 0 ve 𝑧 = ℎ(𝑡) deki sıcaklık sabitlerini göstersin.  𝑧 =

ℎ(𝑡) deki üst disk alt sabite  
𝑎𝐻(1−𝑎𝑡)−1/2

2
  
hızıyla yaklaşarak veya uzaklaşarak hareket etsin. 

(𝑟, 𝜑, 𝑧) silindirik koordinatları seçelim. Akış rotasyonel simetri ((
𝜕

𝜕𝜑
) = 0) olduğundan  

𝑉 = (𝑢, 𝑣, 𝑤) hızının 𝑣 bileşenini 0 a eşit almamıza izin verir. Yani akışkanın hızı açıdan 

bağımsızdır. Sonuç olarak karasız iki boyutlu viskoz akışkanın akış ve ısı transferinin ana 

denklemi aşağıdaki gibi yazılır [28].  
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Şekil 5.1. Problemin geometrisi 

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

𝑢

𝑟
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0                                                                                                                              (5.1) 

𝜌 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝜇 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 +
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟2) −
𝜎

𝜌
𝐵2(𝑡)𝑢                             (5.2) 

𝜌 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜇 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2 +
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2 +
1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)                                                          (5.3)  

𝐶𝑝 (
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑟
+ 𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑧
) =

𝐾0

𝜌
(
𝜕2𝑇

𝜕𝑟2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2 +
1

𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟2) + 𝜗 {2
𝑢2

𝑟2 + (
𝜕𝑢

𝜕𝑧
)
2
+ 2(

𝜕𝑤

𝜕𝑧
)
2
+ 2(

𝜕𝑢

𝜕𝑟
)
2
+

2(
𝜕𝑤

𝜕𝑟
)
2
+ 2

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑟
}                                                                                                                              (5.4)  

Sınır koşulları da  

𝑢 = 0,     𝑤 =
𝑑ℎ

𝑑𝑡
,    𝑇 = 𝑇ℎ,                𝑧 = ℎ(𝑡)                                                                          (5.5)  

𝑢 = 0,     𝑤 = 𝑤0,    𝑇 = 𝑇𝑤,                𝑧 = 0                                                                               (5.6) 

dir. Burada 𝑢 ve 𝑤 sırasıyla 𝑟 ve 𝑧 yönlerindeki hız bileşenleri, 𝜇 dinamik viskozite, 

𝑃 basınç ve 𝜌’da yoğunluktur. Ayrıca 𝑇 sıcaklık, 𝐾0 termal iletkenlik, 𝐶𝑝 özısı, 𝜗 

kinematik viskozite ve 𝑤0 püskürtme/emme hızıdır [28]. Aşağıda benzerlik dönüşümleri 

verilmiştir. 
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𝑢 =
𝑎𝑟

2(1−𝑎𝑡)
𝑓′(η),w = −

𝑎𝐻

(1−𝑎𝑡)
1
2

𝑓(η), B(t) =
B0

(1−at)
1
2

, η =
z

H(1−at)
1
2

, θ =
T−Th

Tw−Th
              (5.7)  

Şimdi bu dönüşümleri Eş. 5.1- Eş. 5.4 denklemlerine uygulayalım. 

𝑎

2(1−𝑎𝑡)
𝑓′(η) +

𝑎

2(1−𝑎𝑡)
𝑓′(η) −

𝑎

(1−𝑎𝑡)
𝑓′(η) = 0                                                                    (5.8)  

𝜌 (
𝑎2𝑟𝑓′(𝜂)

2(1−𝑎𝑡)2
+

1

2

𝑎2𝑟𝑓′′(𝜂)𝑧

𝐻(1−𝑎𝑡)
5
2

+
𝑎2𝑟𝑓′(𝜂)𝑓′(𝜂)

4(1−𝑎𝑡)2
+

𝑎2𝑟𝑓(𝜂)𝑓′′(𝜂)

2(1−𝑎𝑡)2
) = −

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝜇 (0 +

𝑎𝑟𝑓′′′(𝜂)

2𝐻2(1−𝑎𝑡)2
+

𝑎𝑓′(𝜂)

2𝑟(1−𝑎𝑡)
−

𝑎𝑓′(𝜂)

2𝑟(1−𝑎𝑡)2
) −

𝜎

𝜌
𝐵2(𝑡)

𝑎𝑟𝑓′(𝜂)

2(1−𝑎𝑡)
                                                                                       (5.9)  

𝜌 (
−1

2

𝑎2𝐻𝑓(𝜂)

(1−𝑎𝑡)
3
2

−
𝑎2𝑓′(𝜂)𝑧

2(1−𝑎𝑡)2
+ 0 +

𝑎2𝐻𝑓(𝜂)𝑓′(𝜂)

(1−𝑎𝑡)
3
2

) = −
𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜇 (0 −

𝑎𝑓′′(𝜂)

𝐻(1−𝑎𝑡)
3
2

+ 0)                (5.10)  

𝐶𝑝 (
𝑧𝑎(𝑇𝑤−𝑇ℎ)𝜃′(𝜂)

𝐻(1−𝑎𝑡)
3
2

+ 0 −
𝑎(𝑇𝑤−𝑇ℎ)𝑓(𝜂)𝜃′(𝜂)

(1−𝑎𝑡)
) =

𝐾0

𝜌
(0 +

(𝑇𝑤−𝑇ℎ)𝜃′′(𝜂)

𝐻2(1−𝑎𝑡)
+ 0) +

𝜗 {2
𝑎2𝑓′(𝜂)𝑓′(𝜂)

4(1−𝑎𝑡)2
−

𝑎2𝑟2𝑓′′(𝜂)𝑓′′(𝜂)

4𝐻2(1−𝑎𝑡)3
+

2𝑎2𝑓′(𝜂)𝑓′(𝜂)

(1−𝑎𝑡)2
+

𝑎2𝑓′(𝜂)𝑓′(𝜂)

2(1−𝑎𝑡)2
+ 0 + 0}                         (5.11)  

elde edilir. Eş. 5.9 denkleminin 𝑧 ye ve Eş. 5.10 denkleminin 𝑟 ye göre türevi alınıp basınç 

gradienti yok edilirse ve Eş. 5.11 denkleminde gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

𝑓(4) − 𝑆(𝜂𝑓′′′ + 3𝑓′′ − 2𝑓𝑓′′′) − (𝑀2)𝑓′′ = 0                                                                   (5.12)  

𝜃′′ + 𝑆𝑃𝑟(2𝑓𝜃′ − 𝜂𝜃′) + 𝑃𝑟𝐸𝑐(𝑓′′2 + 12𝜒2𝑓′2) = 0                                    (5.13) 

elde edilir. Bu denklemlerde  

𝑆 =
𝑎𝐻2

2𝜗
, 𝑀2 =

𝜎𝐵0
2𝐻2

𝜗
, 𝑃𝑟 =

𝜇𝐶𝑝

𝐾0
, 𝐸𝑐 =

1

𝐶𝑝(𝑇𝑤−𝑇ℎ)
(

𝑎𝑟

2(1−𝑎𝑡)
)2, 𝜒2 =

𝐻2(1−𝑎𝑡)

𝑟2                (5.14)  

dir.  Burada 𝑆 sıkıştırma sayısı, 𝐴 emme/püskürtme parametresi, 𝑀 Hartman sayısı, 𝑃𝑟 

Prandtl sabiti, 𝐸𝑐 düzenlenmiş Eckert sayısı ve 𝜒 boyutsuzluk uzunluğudur [28]. Sınır 

koşulları da  

𝑓(0) = 𝐴,    𝑓′(0) = 0,    𝜃(0) = 1                                                                                           (5.15) 
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𝑓(1) =
1

2
,    𝑓′(1) = 0,    𝜃(1) = 0                                                                                           (5.16)  

olarak bulunur.  

𝜏𝑟𝑧 = 𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑟
)│𝑧=ℎ(𝑡),            𝑞𝑤 = −𝑘0 (

𝜕𝑇

𝜕𝑧
)│𝑧=ℎ(𝑡)                                                  (5.17)  

olduğunda yüzeysel sürtünme katsayısı ve Nusselt sayısı  

𝐶𝑓𝑟 =
𝜏𝑟𝑧│𝑧=ℎ(𝑡)

𝜌(
−𝑎𝐻

2(1−𝑎𝑡)
1
2

)
2 ,    𝑁𝑢 =

𝐻𝑞𝑤

𝐾0(𝑇𝑤−𝑇ℎ)
                                                                                            (5.18)  

şeklinde tanımlıdır. 

5.2. Problemin Çözümü 

Eş. 5.12 ve Eş. 5.13 denklemlerine diferansiyel dönüşüm metodu uygulanırsa 

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)𝐹[𝑘 + 4] − 𝑆(∑ 𝛿(𝑠 − 1)(𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 2)(𝑘 − 𝑠 +𝑘
𝑠=0

3)𝐹[𝑘 − 𝑠 + 3] + 3(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝐹[𝑘 + 2] − 2∑ (𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 2)(𝑘 − 𝑠 +𝑘
𝑠=0

3)𝐹[𝑠]𝐹[𝑘 − 𝑠 + 3]) − (𝑀2)(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝐹[𝑘 + 2] = 0                                                   (5.19)  

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝜃[𝑘 + 2] + 𝑆𝑃𝑟(2∑ (𝑘 − 𝑠 + 1)𝐹[𝑠]𝜃[𝑘 − 𝑠 + 1]𝑘
𝑠=0 − ∑ 𝛿(𝑠 − 1)(𝑘 −𝑘

𝑠=0

𝑠 + 1)𝜃[𝑘 − 𝑠 + 1]) − 𝑃𝑟𝐸𝑐(∑ (𝑠 + 1)(𝑠 + 2)(𝑘 − 𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 2)𝐹[𝑠 + 2]𝐹[𝑘 − 𝑠 +𝑘
𝑠=0

2] + 12(𝜒2)∑ (𝑠 + 1)(𝑘 − 𝑠 + 1)𝐹[𝑠 + 1]𝐹[𝑘 − 𝑠 + 1]𝑘
𝑠=0 ) = 0                                       (5.20)  

olarak bulunur. Başlangıç koşulları da  

𝐹[0] = 𝐴,    𝐹[1] = 0,     𝜃[0] = 1,    𝐹[2] = 𝑎1,    𝐹[3] = 𝑎2,     𝜃[1] = 𝑎3                   (5.21) 

olur. 

𝐹[4] =
−1

2
𝐴𝑆𝑎2 +

1

12
𝑀2𝑎1 +

1

4𝑆𝑎1
 , 
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𝐹[5] =
𝐴2𝑆2𝑎2

5
−

𝐴𝑀2𝑆𝑎1

30
−

𝐴𝑆2𝑎1

10
−

𝐴𝑆2𝑎2

10
+

𝑆𝑀2𝑎1

60
+

𝑀2𝑎2

20
+

𝑆2𝑎1

20
+

𝑆𝑎2

5
,  

𝐹[6] = −
𝐴3𝑆3𝑎2

15
+

𝐴2𝑀2𝑆2𝑎1

90
+

𝐴2𝑆3𝑎1

30
+

𝐴2𝑆3𝑎2

30
−

𝐴𝑀2𝑆2𝑎1

180
−

𝑀2𝐴𝑆𝑎2

30
−

𝐴𝑆3𝑎1

60
+

𝑀4𝑎1

360
−

7𝐴𝑆2𝑎2

60
+

𝑀2𝑆𝑎1

60
+

𝑆2𝑎1

40
−

𝑆𝑎1𝑎2

30
 , 

⋮  

dir. 

𝜃[2] = −𝐴𝑃𝑟𝑆𝑎3 + 2𝐸𝑐𝑃𝑟𝑎1
2 , 

𝜃[3] =
2𝐴2𝑃𝑟2𝑆2𝑎3

3
−

4𝐴𝐸𝑐𝑆𝑃𝑟2𝑎1
2

3
−

𝐴𝑃𝑟2𝑆2𝑎3

3
+

2𝐸𝑐𝑆𝑃𝑟2𝑎1
2

3
+ 4𝑃𝑟𝐸𝑐𝑎1𝑎2 +

𝑃𝑟𝑆𝑎3

6
 , 

𝜃[4] = −
𝐴3𝑃𝑟3𝑆3𝑎3

3
+

2𝐴2𝐸𝑐𝑃𝑟3𝑆2𝑎1
2

3
+

𝐴2𝑃𝑟3𝑆3𝑎3

6
−

𝐴𝐸𝑐𝑃𝑟3𝑆2𝑎1
2

3
− 2𝐴𝐸𝑐𝑃𝑟2𝑆𝑎1𝑎2 −

2𝐴𝐸𝑐𝑃𝑟𝑆𝑎1𝑎2 −
𝐴𝑃𝑟2𝑆2𝑎3

12
+

𝐸𝑐𝑀2𝑃𝑟𝑎1
2

3
+ 4𝐸𝑐𝑃𝑟𝑎1

2𝜒2 + 𝐸𝑐𝑃𝑟𝑆𝑎1
2 + 3𝐸𝑐𝑃𝑟𝑎2

2 −

𝑃𝑟𝑆𝑎1𝑎3

6
,  

⋮  

bulunur.  

Bu katsayıları Eş. 2.57’deki seri toplamının içine yazarsak  

𝑓(𝜂) = 𝐴 + 𝑎1𝜂
2 + 𝑎2𝜂

3 + (
−1

2
𝐴𝑆𝑎2 +

1

12
𝑀2𝑎1 +

1

4𝑆𝑎1
) 𝜂4 + (

𝐴2𝑆2𝑎2

5
−

𝐴𝑀2𝑆𝑎1

30
−

𝐴𝑆2𝑎1

10
−

𝐴𝑆2𝑎2

10
+

𝑆𝑀2𝑎1

60
+

𝑀2𝑎2

20
+

𝑆2𝑎1

20
+

𝑆𝑎2

5
) 𝜂5 + (−

𝐴3𝑆3𝑎2

15
+

𝐴2𝑀2𝑆2𝑎1

90
+

𝐴2𝑆3𝑎1

30
+

𝐴2𝑆3𝑎2

30
−

𝐴𝑀2𝑆2𝑎1

180
−

𝑀2𝐴𝑆𝑎2

30
−

𝐴𝑆3𝑎1

60
+

𝑀4𝑎1

360
−

7𝐴𝑆2𝑎2

60
+

𝑀2𝑆𝑎1

60
+

𝑆2𝑎1

40
−

𝑆𝑎1𝑎2

30
) 𝜂6 +

⋯                                                                                                                                                      (5.22)  

𝜃(𝜂) = 1 + 𝑎3𝜂 + (−𝐴𝑃𝑟𝑆𝑎3 + 2𝐸𝑐𝑃𝑟𝑎1
2)𝜂2 + (

2𝐴2𝑃𝑟2𝑆2𝑎3

3
−

4𝐴𝐸𝑐𝑆𝑃𝑟2𝑎1
2

3
−

𝐴𝑃𝑟2𝑆2𝑎3

3
+

2𝐸𝑐𝑆𝑃𝑟2𝑎1
2

3
+ 4𝑃𝑟𝐸𝑐𝑎1𝑎2 +

𝑃𝑟𝑆𝑎3

6
 ) 𝜂3 + (−

𝐴3𝑃𝑟3𝑆3𝑎3

3
+

2𝐴2𝐸𝑐𝑃𝑟3𝑆2𝑎1
2

3
+

𝐴2𝑃𝑟3𝑆3𝑎3

6
−
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𝐴𝐸𝑐𝑃𝑟3𝑆2𝑎1
2

3
− 2𝐴𝐸𝑐𝑃𝑟2𝑆𝑎1𝑎2 − 2𝐴𝐸𝑐𝑃𝑟𝑆𝑎1𝑎2 −

𝐴𝑃𝑟2𝑆2𝑎3

12
+

𝐸𝑐𝑀2𝑃𝑟𝑎1
2

3
+ 4𝐸𝑐𝑃𝑟𝑎1

2𝜒2 +

𝐸𝑐𝑃𝑟𝑆𝑎1
2 + 3𝐸𝑐𝑃𝑟𝑎2

2 −
𝑃𝑟𝑆𝑎1𝑎3

6
) 𝜂4 + ⋯                                                                        (5.23)  

olarak bulunmuştur. Diferansiyel dönüşüm metodu kullanılarak paralel iki disk arasındaki 

kararsız viskoz MHD akışının akışı için yaklaşık analitik çözümler elde edilmiştir. 

5.3. Problemin Sonuçları 

Denklemlerdeki 𝐴, 𝑆,𝑀, 𝑃𝑟, 𝐸𝑐 ve 𝜒 parametrelerinin hız ve sıcaklık profilleri üzerindeki 

etkilerini incelenmiştir. Şekiller 𝐴 emme/püskürtme parametresinin hızın radyal ve eksenel 

bileşenleri ile sıcaklık bileşenleri üzerindeki etkilerini göstermektedir. Bu denklemleri 

emme ve püskürtme parametresinin negatif ve pozitif değerler almasına göre iki alt 

başlıkta gösterilmiştir. 

5.3.1. Emme akışı 𝑨 > 𝟎 

Şekil 5.2. (𝐴) gözeneklilik parametresinin radyal hız üzerindeki etkilerini göstermektedir. 

 𝐴 nın artan değerleri için radyal hızın arttığı gösterilmiştir. Bununla birlikte, sınır tabakası 

kalınlığı 𝐴 nın azalan bir fonksiyonudur. Şekil 5.3. de 𝐴 nın artan değerleri için 𝑓(𝜂)
 
hız 

fonksiyonu artmıştır. Diskin geçirgen yapısı akışkan parçacıklarının sınıra daha yakın 

hareket etmesine ve sınır tabakasının daha ince olmasına olanak tanımıştır. 𝑆 nin değeri 

eğer sıfırdan büyükse üst ve alt disk arasındaki mesafe artmakta sıfırdan küçük olması 

durumundaysa mesafe azalmaktadır. Sıkma sayısındaki artış, kinematik viskozitede azalma 

ve plakaların hareket ettirilme hızındaki artış ile ilişkilendirilebilir. Şekil 5.4. de 0 < 𝜂 <

0.5 aralığında 𝑓(𝜂) in mutlağı 𝑆 nin artan değerleri için artarken  0.5 < 𝜂 < 1 aralığında 𝑆 

nin artan değerleri için mutlak hızın azaldığı gösterilmiştir. Şekil 5.5. 𝜃(𝜂) in 𝐴 nın artan 

bir fonksiyonu olduğunu göstermektedir. Başka bir ifade ile termal sınır tabakası 𝐴 nın 

artması ile incelmektedir. Şekil 5.6. da 𝑆 değerleri artarken sıcaklık ve termal sınır tabaka 

kalınlığının azaldığı gösterilmiştir. Şekil 5.7. de büyük viskoz dağılımı etkisinden dolayı 

sıcaklık profili artan 𝑃𝑟 değerleri için artış göstermektedir. Öte yandan termal sınır 

tabakası 𝑃𝑟 ile ters orantılıdır. Yani yüksek 𝑃𝑟 değerleri için düşük termal iletkenlik ince 

termal sınır tabakasına karşılık gelirken, düşük 𝑃𝑟 değerleri yüksek ısı iletkenliğine 

dolayısıyla yüksek termal difüziviteye sahiptir. Ayrıca düşük değerli 𝑃𝑟 sayısı düşük 
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viskoziteli sıvılara karşılık gelirken yüksek değerli  𝑃𝑟 sayısı yüksek viskoziteli yağlara 

karşılık gelmektedir. Şekil 5.8. de 𝐸𝑐 sayısı artanken 𝜃(𝜂) fonksiyonununda arttığı 

gösterilmiştir. Eckert sayısının arttırılması termal sınır tabakası kalınlığının azalmasına 

neden olur. Eckert sayısındaki artış kinetik enerjinin büyük olduğunu ve dolayısıyla hızın 

daha yüksek olduğunu, parçacıklar yüksek hıza ulaştığında titreşimlerin artığını ve  bunun 

sonucu olarak parçacıkların çarpmasının artığını ifade eder. Bu artan çarpışma sınır 

tabakasında ısı yayılımını sağlar dolayısıyla sıcaklık profilinde artışa neden olur. Şekil 5.9. 

da artan 𝜒 sayısına karşılık 𝜃(𝜂) in değerinin de arttığı gösterilmiştir. 𝜒 sayısının 

arttırılması termal sınır tabakası kalınlığının azalmasına neden olur. 

 

 

Şekil 5.2. 𝐴 nın 𝑓’(𝜂) üzerinde  etkisi 

 

 

Şekil 5.3. 𝐴 nın 𝑓(𝜂) üzerinde  etkisi 

 

 

𝑀 = 0.1, 𝑆 = 0.01 

𝑀 = 0.1, 𝑆 = 0.01 
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Şekil 5.4. 𝑆 nın 𝑓’(𝜂) üzerinde  etkisi 

 

 

Şekil 5.5. 𝐴 nın 𝜃(𝜂) üzerinde  etkisi 

 

 

Şekil 5.6. 𝑆 nın 𝜃(𝜂) üzerinde  etkisi 

 

𝑀 = 0.1,   𝑆 = 0.01,   𝑃𝑟 = 0.2,   𝐸𝑐 = 0.3,   𝜒 = 0.1 

𝑀 = 0.5,   𝐴 = 1,   𝑃𝑟 = 0.1,   𝐸𝑐 = 0.1,   𝜒 = 0.1 

𝑀 = 1.0, 𝐴 = 1.0 



53 

 

 

 

 

Şekil 5.7. 𝜃(𝜂) üzerinde 𝑃𝑟 nın etkisi 

 

 

Şekil 5.8. 𝜃(𝜂) üzerinde 𝐸𝑐 nin etkisi 

 

 

Şekil 5.9. 𝜃(𝜂) üzerinde 𝜒 nin etkisi 

𝐴 = 1,   𝑀 = 0.2,   𝑆 = 0.01,   𝐸𝑐 = 1.0, 𝜒 = 0.1 

𝐴 = 1,   𝑀 = 0.5,   𝑆 = 0.01,   𝑃𝑟 = 0.2, 𝜒 = 0.1 

𝐴 = 1,   𝑀 = 0.1,   𝑆 = 0.01,   𝐸𝑐 = 1.0, 𝑃𝑟 = 0.1 
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5.3.2. Püskürtme durumu (𝑨 < 𝟎) 

Şekil 5.10.− Şekil 5.17. de enjeksiyon durumunda fiziksel parametrelerin hız ve sıcaklık 

dağılımları üzerindeki etkileri gösterilmiştir. İlgili parametrelerin hız profillerine etkileri 

daha önce gösterilen emme durumunun tersi olduğu görülmektedir.  Bununla birlikte 

sıcaklık dağılımının davranışı hem emme hem de enjeksiyon olayları için değişme 

göstermemiştir. 

 

 

Şekil 5.10. 𝑓’(𝜂) üzerinde 𝐴 nın etkisi 

 

 

Şekil 5.11. 𝑓(𝜂) üzerinde 𝐴 nın etkisi 

 

 

𝑀 = 0.5, 𝑆 = 0.01 

𝑀 = 0.5, 𝑆 = 0.01 
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Şekil 5.12. 𝑓′(𝜂) üzerinde 𝑆 nın etkisi 

 

 

Şekil 5.13. 𝑆 nın 𝜃(𝜂) üzerinde  etkisi 

 

 

Şekil 5.14. 𝐴 nın 𝜃(𝜂) üzerinde  etkisi 

 

𝑀 = 0.1, 𝐴 = −1 

𝐴 = −1.0,𝑀 = 0.5, 𝑃𝑟 = 0.1, 𝐸𝑐 = 0.1, 𝜒 = 0.1 

 𝑀 = 0.5, 𝑆 = 0.01, 𝑃𝑟 = 0.2, 𝐸𝑐 = 0.3, 𝜒 = 0.1 
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Şekil 5.15. 𝜃(𝜂) üzerinde 𝑃𝑟 nin etkisi 

 

 

Şekil 5.16. 𝜃(𝜂) üzerinde 𝐸𝑐 nin etkisi 

 

 

Şekil 5.17. 𝜃(𝜂) üzerinde 𝜒 nin etkisi  

𝐴 = −1.0,𝑀 = 0.2, 𝑆 = 0.01, 𝐸𝑐 = 1.0, 𝜒 = 0.1 

𝐴 = −1.0,𝑀 = 0.5, 𝑆 = 1, 𝑃𝑟 = 0.2, 𝜒 = 0.1 

𝐴 = −1.0,𝑀 = 0.5, 𝑆 = 1, 𝑃𝑟 = 0.2, 𝐸𝑐 = 0.3  
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6. SONUÇ  

Bu tezde farklı geometriler için akış problemleri incelenmiştir. Kütle, momentum ve enerji 

denklemlerinde gerekli dönüşümler yapılarak bu denklemler adi diferansiyel denklemlere 

indirgenmiştir. İlgili parametre koşullarının hız ve sıcaklık profilleri üzerine etkileri 

grafiklerle gösterilmiştir.  

Bölüm 3 te bahsettiğimiz iki paralel levha arasındaki sıkıştırma akışı denklemlerini 

çözmek için diferansiyel dönüşüm metodu ve en küçük kareler metodu uygulanmıştır. 

Öncelikle manyetik alanın varlığı ve yokluğunda denklemler incelenmiştir. Buna göre  

 Manyetik alanın artmasıyla hızın azaldığı gözlemlenmiştir. 

 Sıkıştırma katsayısının manyetik alanın tam tersi olarak arttığı gösterilmiştir. 

Bölüm 4 te manyetik alan varlığında daralan levha ve gözenekli bir zemin ortamı ile 

sınırlandırılmış bir kanalda MHD akışı ve ısı transferi DTM ile çözülmüştür. 

Parametrelerin denklem üzerine etkileri grafik yardımı ile gösterilmiştir.   

 Manyetik alan, geçirgenlik parametresi ve boyutsuz büzülme parametresinin üst 

kanala bitişik kanalda arttığı diğer duvarda ise azaldığı gösterilmiştir.  

 Prandtl sayısı artıkça sıcaklık değeri azalmaktadır. Geçirgenlik parametresi sıcaklığı 

düşürmektedir. Ayrıca boyutsuz büzülme parametresi ve manyetik alanın da arttıkça 

sıcaklığı azalttığı gösterilmiştir. Bunun sebebi yüzey sürtünmesi ve daralan yüzeydeki 

soğuma oranı olduğu görülmektedir.  

 Emme parametresi arttığında boylamsal hız artarken aksine sıcaklığın azalttığı 

gösterilmiştir. 

Bölüm 5’te paralel diskler arasındaki sıkıştırma akışı ısı transfer analizinin farklı 

parametreler için grafikleri gösterilmiştir. Emme ve enjeksiyon durumları incelenmiştir.  

 Hız profillerini etkileyen parametrelerin emme durumundaki grafikleri enjeksiyon 

durumundaki grafiklerin tersini göstermektedir.  

 Prandtl sayısı arttıkça sıcaklıkta artar. Eckert sayısı da Prandtl sayısı ile benzer etkiler 

göstermiştir.  
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