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OZET

Bu ¢aligmada, manyeto-hidrodinamik veya kisaca MHD akis1 da denilen akis problemleri,
farkli akis geometrileri icin incelenmistir. Oncelikle iki boyutlu momentum denkleminin
¢cozliimii; paralel levhalar i¢in diferansiyel doniisiim yontemi ile hesaplanmistir. Bu yontem
Taylor serisi katsayilarinin, fonksiyonun tiirevlerini almadan cebirsel islemlerle
bulunmasidir. ilave olarak, Diferansiyel Doniisiim metodu; diiz levhalar yerine paralel
disklerden gegen ii¢ boyutlu MHD akisina da uygulanmis ve 1s1 transferi etkileri de goz
online alinarak farkli akis parametreleri i¢in Taylor seri ¢ézliimleri Maple 15 programi
kullanilarak elde edilmistir.  Sonug¢ olarak, grafikleri bu parametreler cinsinden
yorumlanmugtir.
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ABSTRACT

In this work, magnetohydrodynamics, also called MHD flow problems have been
investigated for different flow geometries. First of all, the solution of the 2-D
momentum equation is calculated by Differential Transform method for parallel
plates. This method requires that the coefficients of Taylor series are obtained by
algebraic operations without differentiating the function. Additionally, this method
has also been applied to 3-D MHD flow through parallel circular disks instead of
parallel plates and the Taylor series solutions, by taking into consideration of the
heat transfer effects, have been obtained by Maple 15 program for different flow
parameters. As a result, the graphs were interpreted in terms of these flow
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1. GIRIS

Manyetohidrodinamik, manyetik alan varliginda iletken bir akiskanin hareketi ile ilgilenen
akiskanlar mekaniginin bir dalidir. Bazen hidromagnetik veya magneto-akiskan dinamikler
olarak da adlandirilir. Manyetik kuvvet cizgileri boyunca iletken bir materyalin hareketi,
genellikle akigkanin elektrik akiminin neden oldugu potansiyel farkliliklar olugturur. Bu
akimlar ile manyetik alanlar onlar1 olusturan manyetik alanlar1 degistirir. Baska bir ifade
ile akiskanin akis1 sistemin elektromanyetik durumunu degistirir. Ote yandan, manyetik
alan boyunca elektrik akiminin akisi, akiskanin akisini etkileyen Lorentz kuvveti olarak
adlandirilan  bir cisim kuvvetiyle iligkilidir. Manyetohidrodinamigi tanimlayan ve
karakterize eden hidrodinamik ve elektrodinamik arasindaki bagdir [1]. Burada bahsi
gecen akiskanlar; plazmalar, sivi  metaller, tuzlu sular ve elektrolikitlerdir.
Magnetohidrodinamik; magneto, hidro ve dinamik kelimelerinden olugmaktadir ve bu
kelimeler anlamlari  sirasiyla manyetik alan, sivi  ve hareket demektir.

Magnetohidrodinamik kisaca MHD olarak gosterilmistir.

MHD aerodinamik 1sitma, MHD akiskan dinamolari, MHD gii¢ jeneratorleri, niikleer
reaktorlerin sogutulmasi, MHD pompalari, elektromanyetik dokiim, jeotermal enerji
ekstraktorleri, otomobil motorlarinda hareketli pargalarin sogutulmasi, akis sayaclari, siir
tabaka kontrolii, kontrol ve yeniden giris problemleri, hiz artiricilar, 1s1 yalitkanlari,
niikleer atik imhasi, yeni gii¢ lireten sistemlerin olusturulmasi, elektrostatik ¢okeltme, 1s1
izolatorleri, fiizyon islemleri, jeofizik ve kagit iretimi, biyomedikal miihendislik,
endiistriyel enerji mithendisligi, maden endiistrisinde, petrol ve polimer teknolojisi gibi

bir¢ok 6nemli uygulama alanlarina sahiptir.

Kesin olarak MHD nin ne zaman ortaya ¢iktig1 bilinmemektedir. Fakat bir¢cok arastirmaci
tarafindan MHD akis kavraminin baslangici olarak 19. yiizyil fizikg¢isi olan Faraday in
Thames nehrinde yaptigi deney baz alinmaktadir. Bu kavramim temelleri Michael
Faraday(1832) in Thames nehrinde basit bir MHD gii¢ iireteci kurmasi ile atilmistir. Bu
nehire iki bakir elektrot yerlestirerek, diizenekte voltaj olustugunu gozlemlemistir.
Varsaydigi gibi bu calismada elektriksel olarak iletken bir akiskan olan tuzlu suyun
hareketinin manyetik alan varhigi altinda elektrik akimi meydana getirdigini gostermistir.
Rithcie(1832) paralel plakalar arasinda Poiseuille akigini incelemis ve bu inceleme

sonucunda elektrik ve manyetik alana dik yonde bir kuvvet olustugunu kesfetmistir.



Astrofizikgilerin evrende c¢ok sayida manyetik alan ve plazmanin bulundugunu fark
etmeleriyle de bu alandaki c¢aligmalar olduk¢ca onem kazanmaya baglamistir [2]. GOk
cisimlerde bulunan akigskanlarin ve manyetik alanlarin iliskisinde MHD kavrami ile
karsilasmiglardir. MHD kavrami Alfven tarafindan ilk kez 1942 yilinda kullanilmistir ve
bu tarihten itibaren MHD bir bilim dali olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Alfven in bu
caligmalar1 1970 yilinda Nobel 6diili kazanmasimi saglamistir. Alfven ve arkadaslari,
Alfven in daha once buldugu olgularin manyetik alanda elektriksel olarak iletken bir
ortamda davranislarini arastirmistir. Yapilan ¢alismalarda MHD akisina, boyutsuzluk
sayilarina, MHD dalgalarina yogunlasilmistir. Alfven dalgasinin kesfedilmesi bu konu igin
doniim noktast olmustur. Ayni zamanlarda, Jeofizik¢iler diinyanin manyetik alaninin
cekirdegin sivi metalindeki dinamo hareketi tarafindan {retildiginden siiphelenmeye

baglamistir. Bu Larmor tarafindan 1919 yilinda ilk kez hipotez olarak ortaya atilmistir [2].

Plazma fizikgileri 1950 lerde MHD akisa ilgi duymaya baslamistir. Ciinkii kontrollii
termoniikleer fiizyon son yillarda daha ¢ok 6nem kazanmistir. Manyetik alanlar tarafindan
smirlanan plazmalarin kararlilign konusunda da biiyiik ilerlemeler kaydedilmistir. Ote
yandan miihendislikte MHD daha yavas gelisme gostermistir [2]. Mithendislikte MHD nin
gelismesi elektromanyetik pompay1 icat eden J. Hartmann m bazi oncii ¢alismalari ile
baslamistir. Hartmann homojen manyetik alanin var oldugu bir ortamda civa akisinin hem
teorik hem de deneysel olarak arastirmasini yapmistir [2]. Hartmann iki sonsuz paralel
duragan plakalar ve iki sonsuz duragan ve yalitic1 plaka arasinda aragtirmalarini yapmastir.
Bu iki ¢alismada da manyetik alanin, indiiklenen elektrik akimlarinin ve siirtiinme
kuvvetinin hiz lizerinde giiclii bir etki yaptigimi gostermistir. Bu ¢alismalarindan dolay1
Hartmann sivi metal MHD nin babasi1 olarak goriilmiistiir ve manyetik alan varliginda
kanal akislarin1 tanimlamak i¢in Hartman akimi terimi kullanilmaktadir [2]. Hartmann'in
1960 yilindan once arastirmalarinin olmasmna ragmen MHD akisi bu yildan sonra
mihendislikte yaygin olarak kullanilmaya baslanmistir. Degisimin ivme kazanmasi (i)
hizla c¢ogalan reaktorlerde sogutucu olarak sivi sodyum kullanilmasi ve bunun
pompalanmast gerekliligi; (ii) kontrollii termoniikleer fiizyon, sicak plazmanin manyetik
kuvvetlerle materyal yiizeylerinde sinirlandirilmas: gerekliligi; (iii) MHD’nin elektrik
tiretiminde enerji verimliligi ihtimali oldugu diistiniilmesi sonucu ortaya ¢ikmistir. Fakat
(i11) in basarisiz oldugu ortaya ciktigindan dolayr elektrik iiretimi konusuna ilgi azalmistir
[2]. Metaliirjik endiistride MHD arastirmalarinin 1970 yilinda artmaya baglamasinin

nedeni ekonomik faktdrler olmustur. MHD metaliirji endiistrisinde yaygin olarak



kullanilmaya baslamistir. Ayrica aliminyum ve yiiksek performansh alagimlarin
tretiminde daha fazla verimlilik, kontrol arayisi metaliirjide MHD in doniim noktasi
olmustur. S1vi metal MHD prensipleri sivi metalleri 1sitmak, pompalamak, erimis metalleri
karistirmak ve erimis maddenin fiziksel ve kimyasal 6zelliklerini homojen hale getirmek,
stvi fazin hareketini ve seklini kontrol etmek, eritme hareketini kontrol etmek ve yiiksek
oranda reaktif olan titanyum gibi metalleri eritmek i¢in metalurjik islemlerde biiyiik 6l¢iide
kullanmilmastir. Lorentz kuvveti bu akis1 kontrol etmek i¢in kilit noktadir. Daha ucuz, daha
iyl ve daha tutarli malzemeler iiretmek icin MHD, dokiim ve rafine islemleri lizerinde

kontrol etme konusunda essiz bir yontem sunmustur [2].

Bu tezde 2. Boliimde MHD akisi ve 6zellikleri, boyutsuzluk sayilari, Maxwell denklemleri,
streklilik denklemi, hareket denklemi ve enerji denklemleri tanmitilmis ve ayrica
denklemleri ¢6zmek i¢in kullandigimiz diferansiyel doniisiim metodu ve en kiiclik kareler
metodundan kisaca bahsedilmistir. 3. Boliimde Paralel iki plaka arasindaki MHD akigin
incelenmis, MHD akis problemi gerekli diizenlemeler yapilarak en sade hale getirilmis, bu
probleme diferansiyel doniisiim metodu ile en kiigiik kareler metodu kullanilarak sonuglar
elde edilmis ve bu sonuglarla grafikleri ¢izilmistir. 4. Boliimde kiigiilen gdzenekli tabaka
Ve az gecirgen olan tabakayla sinirlandirilmis bir bolgede bulunan iletken viskoz akiskanin
hareketi ve 1s1 transferi diferansiyel doniisiim metodu kullanilarak incelenmistir. Ilk olarak
bu denklemler benzerlik doniisiimleri yardimiyla sade hale getirilmis daha sonra
diferansiyel doniisiim metodu uygulanarak yaklasik ¢oziimler elde edilmistir. Bu yontem
yardimiyla elde edilen sonuglar grafiksel olarak gosterilmistir. 5. Boliimde iki paralel disk
arasinda iletken bir akigkan MHD sikistirma akisi ve 1s1 transferi denklemleri analiz
edilmistir. Denklemler dontistimler uygulanarak sadelestirilmistir. Diferansiyel doniisiim
metodu yardimiyla hiz ve 1s1 profillerinin yaklasik ¢oziimleri elde edilmis ve farkli
parametreler i¢in bu degerler grafiklerle incelenmistir. 6. Boliim de ise tiim calismalarin

sonuglar1 degisik parametreler i¢in degerlendirilmis ve 6zetlenmistir.






2. MHD AKISI

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde MHD akisina ait bazi tanim ve kullanacagimiz teoremler agiklanmistir.

2.1.1. Tanim

Newtonyen akis adin1 Isaac Newton’dan alan ve onun tarafindan ortaya atilmis Newton
viskozite yasasina dayanan bir akig tiiriidiir. Deformasyon hizi kayma gerilmesi ile
orantilidir. Su, hava, benzin ve yaglar gibi akiskanlar bu tip akigkanlara birer 6rnektir. Bir

boyutlu kayma gerilmesi

du
T:ﬂ@

seklinde tamimlidir [3]. Burada t kayma gerilmesini ve u akiskanin viskozite katsayisini
ifade etmektedir. Bu tip akiskanlarin viskoziteleri sicaklik ve basinctan etkilenirler ve

sicaklik viskoziteyi basinctan daha fazla etkilemektedir.
2.1.2. Tanim

Sistemdeki herhangi bir noktadaki akiskanin 6zellikleri zaman i¢inde degisime ugruyorsa
bu akiskanlara kararsiz akiskan denir. Eger akiskanin 6zellikleri zamana gore degismiyorsa

bu akigkana ise kararli akiskan denir.
2.1.3. Tanim

Akisin sikistirilmaz olup olmadigi belirlemek icin akisin yogunlugundaki degisime bakalir.
Eger akiskan hacmini koruyorsa yani yogunluk (6zkiitle) akis boyunca sabit kaliyorsa
(ihmal edilebiliyorsa) bu tip akigskanlara sikistirilamaz akiskan denir. Aksi halde
sikistirilabilir akigkan denir. Gazlar sikistirilabilir akigskanlar iken sivilar sikistirilamaz

akiskanlardir. Akiskanin bu kriterini belirlemek i¢cin Mach sayis1 kullanilmistir.



2.1.4. Tanim

Aksisimetri akis probleminde bulunan biitlin niceliklerin agidan bagimsiz oldugunu ifade
etmektedir. Ornegin problem silindirik koordinat sistemi(r, 8, z) iizerine tanimliysa artik

aksisimetriklikten dolay1 bu problem (r, z) diizlemine siirlandirilmaktadir.
2.1.5. Tanim

Diizgiin akim cizgileri ile karakterize edilen diizenli akiskan hareketine laminer akis denir.
Yani siir duvarlarina paralel bir ¢izgiyle diiz bir bigimde hareket eder. Diisiik akis
hizlarina sahiptirler. Reynolds sayis1 akigkanin laminer veya tiirbiilansli olup olmadigini

belirlemede kullanilmustir.
2.1.6. Tanim

Hartmann sayist M manyetohidrodinamik i¢in Onemli bir boyutsuz sayidir. Viskoz

kuvvetle elektro manyetik kuvvetin orani olarak tanimlanir ve

M=BL\/E
u

formiili ile ifade edilir. Burada B magnetik alan, L karakteristik uzunluk Ol¢egi, u
akigskanin viskozitesi, o akigkanin elektriksel iletkenligidir. M degerlerinin kii¢iik oldugu

durumlarda hiz manyetik alandan etkilenmiyor gibi ilerlemektedir [4].
2.1.7. Tanim

Prandtl sayisi Pr, boyutsuz bir say1r olup momentum yayilimmin(viskozite) termal

yayilima orani olup asagidaki gibi tanimlanir.

Burada, k akiskann 1s1l iletkenligi, u dinamik viskozite ve C,, sabit basingta sivinin 6zgiil

181 kapasitesidir ve bu say1 yalnizca akigkanin tiiriine ve haline baghdir. Akiskanin fiziksel



Ozelliklerini karakterize eder. Hidrodinamik ve termal sinir tabakalari: arasindaki benzerlik

derecesini ifade eder [4].

2.1.8. Tanim

Reynolds sayisi Re, sivi atalet kuvvetinin molekiiler siirtiinmeye(viskoziteye) olan
oramidir. Viskoz akiskan akisin hidrodinamik kosullarin1 karakterize eder. Akis
hareketlerini (laminer, tiirbiilant ve gecis akis) belirler. Re sayisi diisiik degerli ise akis
laminer akis olarak karakterize edilirken yiiksek degerli ise tiirbiilans meydana gelir.
Ayrica Re sayist viskozite etkilerinin akis alana nasil etki ettigini tanimlamamizda
kullanilir. Eger Re sayis1 kiiclikse viskozitenin etkileri biitliin akiskan alaninda 6énemliyken
biiyiikk olmas1 durumunda kat1 cismin sinir bolgesinde ince tabaka iizerinde etkilidir. Bu

say1 asagidaki gibi tanimlanir.

Burada, L karakteristik uzunluk, U akigkanin hizi, p akiskanun yogunlugu, p akiskanin

dinamik viskozite, 9 kinematik viskozitedir [4].

2.1.9. Tanim

Akiskanlar mekaniginde kullanilan bir baska boyutsuz say1 da Eckert sayisidir. Akisin
kinetik enerjisi ve siir tabaka entalpi farki arasindaki iliskisini ifade eder ve 1s1 yayillimini

karakterize etmek i¢in kullanilir ve

formiilii ile tanimlanir. Burada u yerel akim hizi, C,, sabit basingli lokal spesifik 1s1, AT

sicakliklar arasindaki farki temsil etmektedir [4].

2.1.10. Tanim

Bir boyutsuzluk sayisi olan magnetik Reynolds sayis1 konveksiyon teriminin difiizyon

terimine gére Oonemini ifade etmek i¢in kullanilir ve agagidaki gibi gosterilir.



Rm =%= ouUL

seklinde tanimlidir. Bu ifadede o akiskanin elektriksel iletkenligini, u bos uzaymn
magnetik gecirgenligini, L akiskan akiginin karakteristik uzunluk 6l¢egi ve U da akiskanin

hizini ifade etmektedir [2].
2.1.11. Teorem

D, S kapali yiizeyinin ¢evreledigi ti¢ boyutlu uzay bolgesi ve 1 de yiizeye ait disa dogru
yonlendirilmis birim normal vektér olsun. Eger F, D bolgesinde siirekli kismi tiirevleri

olan bir vektor alani ise

—>

(V.F)dxdydz = § . F.ids (2.1)

f hacim yiizey

dir [5].
2.1.12. Teorem

C, basit kapali, parcali diizgiin, pozitif yonlii bir egri ve bu egrinin ¢evreledigi yiizey S
olsun. Yiizey iizerinde pozitif tarafa yonlendirilmis birim normal vektor 71 ve F nin
bilesenleri S U C de siirekli ve diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

(Vx F).i.ds=¢ F.df (2.2)

fyuzey sinir egrisi

dir [5].
2.2. Maxwell Denklemi

Elektrik ve manyetizmanin biitiin hikayesi q yiikii ile baslar. Bu yiike kaynak yiik denir.
Evrene Q test yiikii olarak adlandirilan bir bagka yiik koyarsak, buradaki temel soru g nun
Q ya ne tiir bir gii¢ uyguladigidir. Q iizerindeki kuvvet yiikler arasindaki ayirma mesafesi,

hiz ve ivmeye baghidir [7].



2.2.1. Gauss yasasi

Iki duragan elektrik yiikii, yiiklerin biiyiikliiklerinin carpimi ile dogru ve yiikler arasindaki
uzakligin Kkaresi ile ters orantili bir kuvvetle birbirini iter veya ¢eker. Bu elektrikli yiikler
arasindaki etkilesim Coulomb yasasi ile tanimlanir. Burada Q ve q yiik, r yiikler arasindaki
uzaklik ve gy bagil gegirgenlik sabiti olarak tanimlanmistir. Bu durumda; kuvvet asagidaki

gibi formiile edilmistir.

_ Qg 1
41ey T2

7 (2.3)

Elektrik alam1 E, kuvvet F ve bir pozitif test yiikii Q olmak tlizere uzayda elektrik alani,

birim yiik basina uygulanan elektrik kuvvetidir. Yani
F =EQ (2.9)

seklinde tanimlanmustir. Q pozitif ise elektrik alani ile kuvvet aym1 yonde negatif ise

elektrik alani ile kuvvet zit yondedir. Es. 2.3 ve Es. 2.4 kullanilirsa,

E(r)=— <7 (2.5)

Amtey 12

olarak bulunur. Noktasal yiiklerden olusan elektrik alanini hesaplamak igin Es. 2.5 her bir
yiik i¢in tek tek hesaplandiktan sonra vektorel olarak birbirine eklenir. Yani herhangi bir
noktada bir grup kaynak yiikiinden kaynaklanan toplam elektrik alani, tiim yiiklerin
elektrik alanlarinin vektor toplamia esittir [8]. Yiki ¢evreleyen herhangi bir yiizeydeki

aki ise si olarak tanimlanmistir. Elektrik alan vektor toplami asagidaki gibi ifade edilebilir.
0

E=¥2,E (2.6)

Bu sonucu toplanabilirlilik ilkesi kullanilarak n kaynak yiike genisletebiliriz. Bu durumda

ylizeylerden gegen yiiklerin tiimiiniin akis1 asagidaki gibi gosterilmistir.

— ['®© _vo 9y _ Qenc
 yizeyEdS = 221 ([ ey FidA) = B2y (2 = dene 27)

0
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Burada Q_ . kapali yiizeydeki toplam yiikii ifade eder [7]. Bu ifadeye Es. 2.1 deki

enc

diverjans teoremi uygulanirsa

(VE)dV = %ene (2.8)

€o

EdS= |

f ylizey hacim

olur. Burada Q___ yerine p yiikk yogunlugunun integralini yazalim. Yani

enc

Qenc = fhacimpdv (2.9)

oldugundan Es. 2.8 ifadesi

f acimpdV
J.hacim(VE)dV == £ (2.10)
olur. Buradan
(VE) =2 (2.11)
€o

olarak bulunur. Gauss yasasi denir.
2.2.2. Faraday yasasi

Zamanla degisen manyetik alan kapali bir devrede elektromotor kuvvet iiretir.
Elektromotor kuvvet kisaca e.m.k olarak gosterilmistir. Sabit bir alan i¢inde iletken bir

cergeveyi hareket ettirdigimizde olusan elektromotor kuvvet i¢in aki sdyle tanimlanmistir

[6].
e=-% (2.12)

Yani e.m.k, manyetik akinin zamanla degisimi ile dogru orantilidir. Faraday, dongi
hareket ettiginde zamanla degisen manyetik alanin e.m.k. e neden oldugunu bulmustur.
Ayrica degisen manyetik alanlarin elektrik alani indiikledigini varsaymistir. Manyetik alan
da elektrik alam1 gibi alan cizgilerinin sayis1 ile orantilidir. Yani Faraday’in buldugu

manyetik aki @p = | (BdA dir [7]. Burada B manyetik alani ifade etmektedir. Buradan,
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fEdl=€=—E=—adea (213)

olarak bulunur. Es. 2.13 deki ifadeye Es. 2.2 deki Stokes teoremi uygulanirsa
[(Vx E)da =~ [ Bda (2.14)

esitligi elde edilir. Es. 2.13 ve Es. 2.14 deki esitlikler kullanilirsa

—__9
VXE=-28 (2.15)

olur. Statik alanda manyetik alan B sabit oldugundan dolay1
VXE=0 (2.16)
olur.

2.2.3. Amper yasasi

Jean-Baptiste-Biot ve Felix Savart’in yaptigi deneyler sonucunda elde edilmistir. Sonug
olarak manyetik alan, I akimi ve akimi tasiyan telin uzunlugu dl ile dogru orantili, r
mesafesinin karesi ile ters orantili oldugunu bulmuslardir. Matematiksel olarak kararli bir

akim gegen telin toplam manyetik alan;

dIx7

r2

B(r) = ’1—; [ (2.17)

denklemi ile ifade edilir. Bu denkleme Biot-Savart yasasi denir. Bu denklemde p, bos

uzaym manyetik gecirgenligini gdstermektedir. Sonsuz dogrusal tel icin manyetik alan:

) (2.18)

2nr

olarak bulunmustur [6]. B nin r yarigapli ¢ember iizerinden egrisel integralini hesaplarsak

del = UOIenc (2.19)
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dir. Burada I,,. kapali egri i¢inde kalan net akimdir. Egri disinda kalan akimlar katki

saglamaz. Yuk akisi hacimsel bir / akim yogunlugu ile verilmisse, egri i¢ide kalan akim

miktar1

Lope = iS]dA

(2.20)

seklinde tanimlanmustir. Es. 2.19 da yerine yazilir ve Es. 2.2 deki Stokes teoremi

uygulanirsa

JBdl = [ (VX B)dA = pof JdA
elde edilir. Buradan

VX B = o/

olur. Es. 2.22 ifadesine diverjans teoremi uygulanirsa,
V(Vx B) = V(uo/) = uo(V/))

bulunur. Burada

V) = — 2 (gVE) = -V (eo %E)

olup, Es. 2.23 de yerine yazilirsa

VX B = o) + oso 3

elde edilir.

2.2.4. B’nin diverjansi

Herhangi bir F vektor alani igin rotasyonelin diverjansi sifira esittir. Bu durumda

V.(VXF))=0

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)



olur. (V x E) ifadesini divejans operatoriine uygularsak
V.(VXE)=0

oldugunu goriiriiz ve

vE=2(W.B)=0

elde ederiz. Es. 2.28deki esitlikten

V.B=0

ifadesini buluruz [7].

2.2.5. Ohm yasasi

13

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Elektrik alan1 ve manyetik alandan olusan bir bdlgede iki tlir kuvvet olugsmaktadir. Bu

kuvvetler elektrik kuvveti ve manyetik kuvvettir. Ilk olarak manyetik alanda olusan kuvvet

aciklanmistir. Bu kuvvetin yiik Q ile orantili, manyetik alan B ve yiik hiz1 v ile dik ag¢ili

oldugu gosterilmistir. Matematiksel olarak ifade edilirse kuvvet

Fmag = QX B)

(2.30)

seklinde tanimlanmistir. Daha 6nce elektrik alaninda olusan elektriksel kuvvet F,;., = QF

seklinde verilmisti. Bu kuvvetler yardimiyla bir Q yiikii tizerindeki toplam elektromanyetik

kuvveti veren Lorentz kuvvetinin ifadesini buluruz. Lorentz kuvveti matematiksel olarak

asagidaki gibi ifade edilmistir.

F=Q(E+(wxB))

Akim yogunlugu J birim yiike etkiyen kuvvetle orantilidir. Bu durumda

]=JQ—F=0(E+U><B)

(2.31)

(2.32)
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olur. Iletken icerisinde yiiklerin hiz1 kiigiik oldugunda

] =0E (2.33)
dir [5].

2.3. Siireklilik Denklemi

Stireklilik denklemi hem tiirev hem de integral yaklasimi ile elde edilebilir. Burada
stireklilik denklemi olustururken tiirev yaklagimini kullanilmistir. Siireklilik denklemini
ispatlamak i¢in kiitle korunumu yasasi baz alinmistir. Bu yasaya gore kiitle ne yok
edilebilir ne de yoktan var edilebilir fakat sekil degistirebilir. ilk olarak sabit konumlu ve
sonlu bir kontrol hacmi (a¢ik sistem) tanimlanmistir. Bu kontrol hacminin yogunlugu p ve
kartezyen koordinat sisteminde boyutlari dx, dy, dz olarak kabul edilmistir. Bu durumda

hacim dV = dxdydz olur. Kontrol hacminin igindeki kiitle:
pdV = pdxdydz (2.34)

olarak bulunur. x, y ve z yonlerindeki hiz bilesenleri sirasiyla u, v ve w olarak tanimlansin.

Kontrol hacminin yiizeylerinin her birinden kiitlenin giris ve ¢ikis oranlarini hesaplamak

icin Taylor serisi a¢ilimi kullanilmistir. Bir yiizeyle kontrol hacminin merkezi arasinda dz—x

kadar mesafe oldugu kabul edilirse x in sag yoniindeki yiizeyin pu degeri

d(pw) d 192 (pw)
(pu)sagyiizunmerkem pu u+ a'[;u Zx P a)fzu( )2 . (235)

olur [3]. Bu yiizeylerdeki akislar Taylor serisinin ilk iki terimi kullanilarak gosterilirse

kontrol hacminin ylizeylerinden giren ve ¢ikan kiitle miktarlar:

a(pu) ax
(pu)sagyuzun merkezi = PU u+— dx 2

o(pw) d
(pW)onyuzun merkezi = PW + aZW ZZ (236)

_ d(pw) dz
(pw)arka yiiziin merkezi — PW — 9z 2
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9(pv) dy

(pv)ust ylizlin merkezi = =pv+—— 9y 2
~ 9(pv) dy

(pv)alt ylziin merkezi = pv — 7?

olarak yazilabilir. Yiizeylerden birinin giren veya ¢ikan kiitlesel debisi: yogunluk, yiizey

alan1 ve yliziin merkezindeki hizin normal bileseninin ¢arpimina esittir [3].

Kontrol hacmine giren net kiitlesel debi:

3(Pu) dx a(pw) dz

Ly dydz + (pv - a(’”’) ) dxdz + (pw —

Zgirenm = (pu )d dy (2-37)

olarak elde edilir. Benzer sekilde ¢ikan net kiitlesel debi,

a (pu) dx

Soanm = (pu + 222 Z)dydz + (pv + 222 a(””) D) dxdz + (pw + Z22L) dxdy (2.38)

olarak bulunur. Kontrol hacminin i¢inde bulunan kiitle degisim orani, kontrol hacminin

sinirlarindan giren ve ¢ikan kiitle oranina esittir. Yani

2 dxdydz = ¥giren™ = Tgikan ™ (2:39)
seklindedir. Bu esitlikte Es. 2.37 ve Es. 2.38 yerine yazilirsa

% dxdydz = — 222 dxdydz - %") dxdydz — *22 dxdydz (2.40)

elde edilir. dxdydz ifadesi ortak oldugundan sadelestirilirse kartezyen koordinatlarda

sureklilik denklemi

dp | 9(pw) | 9(pw) | d(pz) _
at ax + ax + az =0 (2.41)

olarak bulunur.
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2.4. Hareket Denklemi

Hareket denklemini olusturmak i¢in Newton’un ikinci yasast kullanilmistir. Bu yasaya

gore kuvvet, ivme ve kiitle carpimina esittir. Yani matematiksel olarak
F=m.d (2.42)

olarak tanimlidir. Bu denklemde ivme hizin zamana gore tiirevine esittir.

S
a=— (2.43)
Es. 2.43 deki ifadeyi Es. 2.42 de yerine yazarsak

i

F=m— (2.44)

elde edilir. Hareket denklemini elde etmek i¢in de bir kontrol hacmi kullanilmistir. Kontrol
hacminin merkezindeki yogunluk p, hiz bilesenleri de u,v ve w olarak tanimlanmistir.

Ayrica o gerilme tensorii(basing kuvveti+viskoz kuvvet) de kontrol hacminin

j
merkezinde kabul edilmistir. Toplam kuvvet, hacmin icindeki siviya etki eden kiitle
kuvveti ile hacmin yiizeyine etki eden yiizey kuvveti olarak ikiye ayrilir. Bu toplam
kuvvet; yer¢ekimi, elektromanyetik, merkezkag¢ ve dengeleyici kuvveti igeren kiitle kuvveti
ile basing, viskoz ve reaksiyon kuvvetlerini igeren yiizey kuvveti toplamina esittir. Bu
kuvvetlerin toplam1 asagida sadece tek bir yiizey icin gosterilmistir. x —bileseni géz Oniine

alindiginda bu kuvvet asagidaki gibi bulunur.

3}
Z Fx = Z Fx,kiitle + Z Fx,yiizey = fKH a (pu)dV + Z(;lkan .Bmu - Zgiren .Bmu (2-45)
Es. 2.45 denkleminin sag tarafindaki ilk terim,

B B
fKH o (puw)dV = p (pu)dxdydz (2.46)
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denktir. Kontrol yiizeyinden ¢ikan ve giren momentum akisi hesaplanirken Taylor agilimi
kullanilmistir. Birinci mertebeden Taylor acilimi kullanilirsa kontrol yiizeyinden ¢ikan

momentum akisi

5] 3} 3}
Z(;Lkan ﬁmu - Zgiren Bmu = (a (puu) + 5 (pvu) + 9z (pwu)) dXdde (2-47)

olarak bulunur. Burada f katsayisi 1 olarak alimmistir[3]. x —yOniine etki eden
kuvvetlerinin toplami diisiiniilsiin. Baz1 analizlerde elektrik ve manyetik kuvvetler gibi
kiitle kuvvetleri de hesaplamaya katilirken burada sadece en yaygin olarak kullanilan ve
stv1 pargaciktaki her molekiile etki eden yer cekimi kuvvetini géz oniine almacaktir. Ug

boyutlu yer ¢ekimi vektori,

G = gxl+ gy] + gsk (2.48)

olarak yazilir [3] veg yercekimi kuvveti ve p ortalama yogunluk oldugunda x —

yoniindeki kiitle kuvveti,
> Fx,kiitle =X Fx,yer(;ekimi = pgxdxdydz (2.49)

olarak bulunur. Ikinci dereceden biiyiik degerleri ihmal edilerek Taylor serisi agilimi
yardimiyla bulunan x — bileseni yoniindeki net ylizey kuvveti,

d 0 )
2 Feyizey = (a Oxx + 5ny + Eazx)dxdydz (2.50)

olarak bulunur [3]. Es. 2.46, Es. 2.47, Es. 2.49 ve Es. 2.50 de bulunan ortak terim dxdydz
ler sadelestirilebilir. Bu esitlikler Es. 2.45 ifadesinde yerine yazilir ve yeniden diizenlenirse

x- yoniindeki momentum denklemi bulunmus olur.

3] 3] 3} a 3] a 3]
ot (pu) + ax (puu) + E (pvu) + 9z (pwu) =pGx t ao-xx + aayx + Eo-zx (2-51)

Yukaridaki yaptigimiz islemler yardimiyla benzer sekilde y ve x - yonlerindeki
momentum denklemleri elde edilir. x,y ve z- yonlerinde buldugumuz denklemler tek bir

vektor denklemi seklinde asagidaki gibi ifade edilir [3].
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d — — —— N —
a(pv) +V.(pV.V) =pg + V.0 (2.52)
2.5. Enerji Denklemi

Enerji denklemi termodinamigin birinci yasasindan tiiretilmistir. Termodinamigin birinci
yasast geregi sistemdeki toplam enerji degisimi, ortama eklenen 1s1 degisimi ile sistemde
yapilan isin degisiminin toplamina esittir. Bu ifadeye gore enerji ne yaratilabilir ne de yok
edilebilir sadece sekil degistirir. Gerekli islemler kullanilarak enerji denklemi

DT

pCy 2L = kV2T + ¢+ (2.53)

bt

seklinde elde edilir. Burada ¢ asagidaki gibi tanimlidir. p sivi viskozitesidir.

o=ne ) +G) + @)+ (G 5) + G2 + G )}

2 @ v ow

2
3l1 dx 0y 62) (2'54)

2.6. Diferansiyel Doniisiim Metodu

Adi ve kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimii i¢in kullanilan yontemlerinden
biridir. 1986 yilinda ilk kez Zhou tarafindan kullanilmistir. R kiimesinde x = x, herhangi
bir nokta olsun. f(x) fonksiyonu da R kiimesi iizerinde analitik bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun x, noktasi civarinda seri agilimi yazilabilir. Bir f(x)

fonksiyonunun diferansiyel dontistimii:

F(l) = L[EL (2.55)

kil dxk dy—y,

seklinde ifade edilebilir[9]. Bu fonksiyonun ters doniistimii ise

_ k k
fl0) = g, 0k [HLW (2.56)

dxk ]xzxo

dir. Yukaridaki tanimlara bakildiginda, diferansiyel doniisiim yonteminin Taylor seri

acilimini esas aldigi, sadece katsayilarin hesaplanmasinda cebirsel ardisik hesaplamalarin
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sagladig1 kolayca goriilebilir. Bu yontem kisaca DTM ile gosterilmistir. Uygulamalarda

f(x) fonksiyonu sonlu seri toplami olarak ifade edilmektedir. Bu durumda Es. 2.56,

_ (x=xo)* [d¥f(x)
fO) =Xk0— [W]mo (2.57)
olur. Burada
oo (x=xo)¥ [d¥F(x)

Kalan terimi ihmal edilmistir. Kiigiik harfler fonksiyonun kendisini biiyiik harfler de
doniisiimii tanimlamaktadir. Cizelge 1. de siklikla kullanilan fonksiyonlar ve bu

fonksiyonlarin doniisiim altindaki goriintiisii verilmistir.

Cizelge 2.1. Bazi1 fonksiyonlarin DTM tablosu

Orijinal Fonksiyon DTM

fG) = g() £ h(®) Fk) = g(k) £ H(k)

F(x) = ag(x) F(k) = aG(k),a sabit bir say1
fG) = g F(k) = X Gk — DH(R)
fG) =52 F(l) = 52 Gk +m)

2.7. En Kiiciik Kareler Metodu

Diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin kullanilan niimerik yontemlerden biridir. D
diferansiyel operatorii bir U fonksiyonuna uygulandiginda yeni fonksiyon P fonksiyonuna

esit olsun.Yani

D(U(x)) = P(x) (2.59)
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dir. Lineer bagimsiz bir kiimeden segilen temel fonksiyonlarin lineer kombinasyonu da y

fonksiyonu ile gosterilsin ve u fonksiyonu U nun yaklasik ¢dziimiine esit olsun [10]. Yani

U

IR

u =Y, 6T (2.60)

olsun. Es. 2.59 da U fonksiyonu yerine u yaklasik seri toplami yazilirsa bu ifade P

fonksiyonuna esit degildir. Bu durumda hatayz;
R(x) =D(u(x)) —P(x) # 0 (2.61)

seklinde gosterebiliriz. Eger hata fonksiyonu ¢dzlime esit olursa rezidii 0 a esit olur. En

kiigiik kareler metodunda amag hatayi kii¢liltmeye zorlamaktir. Yani,
J RCOW;(x)dx =0, i=0..n (2.62)

olur. Burada W; agirhik foksiyonlaridir ve u fonksiyonundaki bilinmeyen c; sayilar
kadardir. Yukaridaki integralde agirlik fonksiyonuna gére metod isimleri degismektedir.
En kiigiik kareler metodunda amag hata teriminin karesini en kii¢lik yapacak degerlerini

bulmaktir. Bu durumda Es. 2.62 asagidaki gibi
S=/[ R(x)*dx=0 (2.63)

elde edilmistir. Bu integralin minimum degerini bulmak i¢in biitlin bilinmeyen

parametrelere gore S nin tiirevi 0 a esitlenmektedir.

as R
Pl foR(x) 5 dx =20 (2.64)

Ci
dir. Bu durumda

OR
Wit =25 (2.65)

olarak bulunur. 2 sayisini ihmal edersek En Kiiciik Kareler metodunun agirlik fonksiyonu

asagidaki gibidir.
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Wi@) =3¢ (2.66)

Boylece Es. 2.66 dan c; ler ¢oziilerek seri ¢oziimiindeki hatanin miktarinda kiigiilme

saglanmaktadir.






23

3. PARALEL PLAKALAR ARASINDA BIR VISKOZ MHD
AKISKANIN KARARSIZ SIKISTIRMA AKISI

Bir elektromanyetik alanin etkisi altindaki bir akiskanin akisi, diger bir deyisle, hareket
eden paralel plakalar arasindaki bir MHD sivisi sikistirma akisina neden olur. Boyle bir
akis problemi, sivi-metal yaglama igeren rulman uygulamalari i¢in uygundur. Yaglayici
olarak bir MHD akiskaninin kullanilmas: ilgi ¢ekicidir. Ciinkii asir1 ¢galisma kosullarinda

yag viskozitesinin beklenmedik bir sekilde degismesini 6nler [11].

S. Bhattacharyya ve digerleri iki paralel disk arasindaki iletken bir viskoz akiskan filminin
hareketi lizerine ¢alisma yapmistir. Burada alttaki diskin keyfi zamana bagli agisal hizla
dondiigiinii varsaymis ve diizgiin eksenel bir manyetik alanin etkisini de dahil etmistir [12].
D. C. Kuzma ve digerleri manyetohidrodinamik sikistirma filmlerini deneysel ve teorik
olarak incelemistir. Sikistirma filmlerine uygulanan manyetohidrodinamik yaglama teorisi
sivi-atalet etkilerini ve kaldirma kuvvetlerini kapsayacak sekilde genisletilmistir [13]. E. A.
Hamza disklere dik olarak uygulanan manyetik alanin varliginda iki paralel disk arasinda
sikisan elektriksel olarak iletken bir akigkan hareketini incelemistir. Bu calismada
elektromanyetik kuvvetlerin yiik tasima kapasitesini onemli 6l¢iide arttirdig1 gosterilmistir
[14]. W. F. Hughes ve digerleri iki paralel disk arasinda manyetik alan varliginda
elektriksel olarak iletken, sikistirilamaz, viskoz akiskanin hareketini incelemistir. Bu
disklerden birinin sabit agisal hizla hareket ettigini varsaymistir [15]. D. C. Kuzma ve
digerleri distan basingli bir itme yataginda manyetohidrodinamik yaglama akisini hem

teorik hem de deneysel olarak aragtirmistir [16].

3.1. Problemin Tanimi

Iki sonsuz paralel plakalar arasindaki bir sikistirilamayan iki boyutlu viskoz akigkanimn
dogrusal kararsiz hidromagnetik sikistirma akisini diisiinelim. Herhangi bir t aninda
plakalar arasindaki mesafe 2a(t) olsun. Kanalin merkez eksenini x —ekseni, normalini de
y —ekseni olarak alalim.B = (0, By, 0) magnetik alanin1 y ekseni boyunca uygulayalim.
Indiiklenmis magnetik alan1 yok sayalim(Bu alanin yok sayilmasinin nedeni Re degerinin
kiigiik olmasidir). Magnetik alanin sabit giicii H, olsun ve akiskanin akisina dik yonde
uygulansin. Magnetik gecirgenlik p, oldugunda B, = poH, olarak tanimlidir. Burada

plakalar, kanalin merkez eksenine simetrik olarak hareket ettigi varsayilmaktadir.
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a(t)

a(t)

._._._._._._._._.i_._._._._._._._
|

Sekil 3.1. Dogrusal akim

Yukarida verilen kabulleri kullanirsak kararsiz akisi tanimlayan siireklilik ve hareket

denklemleri
ou av
xTay =0

p(au+ua—u+va—u) =—a—p+19

5? ox ady ax

v v ov\ _ ap
p(at+uax+vay) - 6y+

(3.1)
0%u . d%u
(ﬁJ’a_yz)_/XB (3.2)
%v 9%y
9 (5 + ﬁ) (3.3)

sekline doniistir [11]. Burada x ve y eksenleri boyunca hiz bilesenleri sirasiyla u ve v dir.

9 kinematik viskoziteyi ve p sivinin yogunlugunu, o akigskanin elektrik iletkenligini

gostermektedir. Elektrik alan1 ihmal edildiginden dolay1 ] = o(E + u X B) esitligi | =

o(u X B) haline doniisiir.

i j k
uxXxB=|u v 0|=uByk
0 By O

i
JXB=0c(uxXxB)XB=gad|0
0

(3.4)
j k
0 uBy| = ouB,’i (3.5)
B, ©
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bulunur. w girdap fonksiyonu ve genellestirilmis basing h asagidaki gibi tanimlidir [11].

= Z_’; - Z_; (3.6)
h= g(u2 +v)+p (3.7)
Es. 3.6 ve Es. 3.7 fonksiyonlarinin x ve y ye gore tiirevleri alinirsa
g—z=p(u2—z+vz—5)+2—§ (3.9)
Z_;) - aizal; B Z% (3.11)
olarak elde edilir. Simdi Es. 3.2 denkleminin sol tarafina p (v S—Z) ifadesi ve Es. 3.3
denkleminin sol tarafina da p (u Z_;) ifadesi eklenip ¢ikarilir, Es. 3.5 deki buldugumuz
ifade Es. 3.2 denkleminde yazilir ve bu denklemlerde bulunan S—Z ve g—z ifadeleri
denklemlerin sol taraflarina alinirsa
p (Z—I: + ug—z + vg—z) + (p (vZ—Z) —-p (vZ—Z)) + Z—Z =9 (% + Ziyl;) — 0Bo’u (3.12)
p(rult e vs) + (o (u2) - p (u%)) + L+ 0 (24 52) (313)
elde edilir. Es. 3.1 deki siireklilik denklemi kullanilarak
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dw _ 9%v  d*u _ 9*v | 3%*w
dx  9x2 9xdy  9x2 = 9y>2

bulunur. Es. 3.6-Es. 3.11 ifadeleri Es. 3.12 ve Es. 3.13 denklemlerinde kullanilirsa

ou av
=12 -0
dx 0y

oh u _ dw 2
6x+’0(6t vw)— 19ay 0By u

oh v w
54‘,0(54‘11(1))—19;

olarak bulunur. Es. 3.17 in y ye ve Es. 3.18 in x e gore tiirevi alinirsa

0%h (62u avw vaw) " ﬁazw OB 2 0u
xdy atdy dy ay) dy? 0 5y
0%h 9%y ou w 2w
axdy (atax A ”a) =V5a

bulunur. Es. 3.19 ve Es. 3.20 esitliklerinden

at\ay ox ay | ox

elde edilir. Es. 3.2 ve Es. 3.3 ifadeleri

ow w w 2 0u
p(;+ug+v5) = 9V2w — 0B, %

olarak bulunur. u ve v hiz bilesenlerinin sinir kosullari

y:a! u(x;y,Z;Y)ZO: v(x,y,Z,t)=Um(t)

ou(x,yt) _ 0

y=0, v(x,y,2,t) =0, o

p (o) (B ) 2o 20 g (Lo Do),

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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seklindedir. Burada v,,(t) = % plakalarin hizlaridir. Es. 3.23 deki sinir kosulu st plakada

sitkismama kosulu iken Es. 3.24 deki kosul y = 0 ‘da akisin simetrisinden elde edilmistir

[11].

Herhangi bir zamanda paralel iki plaka arasindaki mesafe 2a(t) oldugunda eger

boyutsuzluk degiskeni n = y/a(t) ile gosterilirse Es. 3.16 ve Es. 3.22 denklemleri

ou v -0
ax  a(t)on

du
a(t)on

w w w
p

= = = 20 — 2
ot tu ox v a(t)an) 9V:w — 0By

olur. Es. 3.23 ve Es. 3.24 sinir kosullar1 da

n=1 ulx,nt) =0, vixnt)=uv,(t)

ou(xnt) _

an 0

n=0, vix,n,t) =0,

olur. Hiz bilesenlerini

w= %Vm(t)f’(n), v=v,Of(M), w=-

v (O f" (1)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

seklinde tanimlansin. Burada C kanala giris sartlar1 ile ilgili bir sabittir [11]. Es. 2.25 ve

Es. 2.26 denklemlerinde bu hiz bilesenlerini kullanirsak siireklilik denklemi saglanir.

Es. 2.26 denklemi

a2

avm(t) no_ grem mo_ " AVvm e _ fiv _ ag2 £11
2O (1 — = = 2 ) e = e 2

(3.30)

haline doniisiir. Burada M? = % ve fonksiyonlar n ya gore tiirevleri gostermektedir.

Es. 3.27 ve Es. 3.28 sinir kosullar1 da diizenlenirse

f=1 f(1)=0

(3.31)



28

f(0)=0, f"(0)=0 (3.32)

elde edilir. S ve Q fonksiyonlari

g = avm (t) a? dvpg

9 Q= v, (t) dt (3.33)

seklinde tanimlanmistir. Bu fonksiyonlarin her biri t ye baghdir. Fakat benzer ¢oziimler
elde etmek i¢in bu parametreler bir sabit olarak alinmistir. Es. 3.33 {in sag tarafindaki

esitligin integrali alinirsa, t = 0 da plakalar arasindaki fark 2a, oldugundan

a(t) = (205t + ag?)z (3.34)

olur. S > 0 oldugunda n = O(veyay = 0) a gore plakalar simetrik olarak hareket eder.
Aksine S < 0 oldugunda plakalar birbirine yaklasir ve sikistirma akisi, a (t) > 0 oldugu
stirece benzer hiz profilleri ile varolur. Es. 3.33 ve Es. 3.34 den, Q = —1 olarak bulunur.
Bu durumda Es. 3.30 denklemi

SUf" =f'f" =nf" =3f") = f¥ - M*f" (3.35)
ifadesine doniistir [11].

3.2. Problemin Coziimii

Es. 3.35 denklemine diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

k+ 1Dk +2)k+3)k+4F[k+4]-SCr gtk —s+1D)(k—s+2)(k—s+
3)F[s]Flk—s+3] =YK (s +1)(k—s+1)(k—s+2)F[s +1]F[k —s + 2] —
Yk (s —Dk—-—s+1D)(k—s+2)(k—s+3)F[k—s+3]—-3(+1)(k+2)F[k+
2] - M%(k+ 1) (k+ 2)F[k+2] =0 (3.36)

elde edilir. Es. 3.32 deki baslangi¢ kosullarina doniisiim metodu uygulanirsa

F[0] =0, F[1] = ayi, F[2] =0, F[3] = a, (3.37)
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olur. Burada, aq, a, degerleri baslangigta belli olmayip serinin ardisik katsayilari bu

degerler cinsinden Maplel5 programi yardimi ile elde edilir. Bunlardan bazilar1 asagida

verilmistir.

1 1 1 1 1 1
F[7] = %M‘}az +EMZSa1a2 —8—4M25a2 - Eszalaz +£Sza1a2 —7—05(122,

F[8] =0,

F[9] = — ——SM*ay — — M2S%a,a, + — M2S2a, + — S3a1a; — —S3a, +
3360 27 945 172 ™ 7560 27 378 1%2 7315 2

1 2,42 1 4 1 2¢24 .24 L 3,2, 1 2.2

3155 az +100805a1M az +756OM p 01 J8 189OS a17A2 ~ 560 %2

1 1

—SM2a22 + M6a2 )

1680 60480

Bu katsayilar1 Es. 2.57 deki seri toplaminda yerine yazarsak

1 1 1 1
f) =ain +azxn? + (5 M?a; — ¢ 5612) n° + (@M‘*az +—-M?Sa,a; —

L M2Sa, — ——s2 Lezg, — L 2)7(_;4_L22
84M Sa, 1055 a1a2+355 a 705(12 n’ + 33605M a 9451\4 Scaiap +

13 1 1 1 1
—MZSZG,Z +—S3a1a2——53a2 +—Sza22+ Sa1M4a2+
7560 378 315 315 10080
1 2¢24.24. 1 3,2, _ 1 2,2 1 242 1 6 ) 9
7560M Sfa1"az 189OS 1742 ~ 1540 ai15°az 16805M az +604—80M az)n" +
(3.38)

olur. Es. 3.38 deki f(n) fonksiyonuna en kiigiik kareler metodu kullanilarak 2 terim daha

eklenir ve bu terimlerin katsayilarina a3 ve a, denirse,
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1 1 1 1
f) = am+axn® + (5 M?a; — ¢ Saz)n5 + (%M‘*az +—M2Saia; -

Ry _ 1 2 L2, 1 2\,,7 Y onpapq. L ar2c2
M-Sa, S a1a2+355 a 705a2 )T] +( SM*a, 9451\/1 S‘aiap +

84 105 3360
13 yr2¢2 1 ¢3 _ 1 ¢3 1 c2,4.2 1 4
7560M Scap + 3785 aia; 3155 a, + 3155 a- + 10080 SaiM*ap +

1 2024 24 _ Y 3424 _ _1 242 _ _1 242 1 6 )
7560M $7a1°az 189OS a1°82 ~ 6o a15°az 16805M az +60480M dz)+ -+
(137]15 + (147]16 (3.39)

elde ederiz. Boylece toplamda dort bilinmeyen terim a4, a,, as, a4 cinsinden seri toplami
elde edilmis olur. Bu bilinmeyen parametreler sinir degerleri ¢éziime uygulandiginda

denklem sisteminin ¢6zlimiinden elde edilmis olur.

Diferansiyel doniisim metodu ve en kiiciikk kareler metodu kullanilarak, iki levha
arasindaki iki boyutlu kararsiz viskoz MHD akisinin akisi icin yaklasik analitik ¢oziimler
yukarida bahsedildigi gibi elde edilmistir. DTM’dan sonra en kiigiik kareler metodunu
uygulamamizin nedeni u¢ noktalarda meydana gelen iraksamay1 ortadan kaldirmak ve sinir
degerlerinin probleme dahil edilmesi i¢indir. Bu elde ettigimiz analitik ¢oziimlerin farkli

parametre degerleri i¢in nasil degistigi asagida gosterilmistir.

3.3. Problemin Sonuglari

Sekil 3.2. n=0dan n=1 e kadar belirli bir zaman araliginda, M manyetik
parametresinin ¢esitli degerleri i¢in normal hizin azaldigimi gostermektedir. Bunun nedeni
uygulanan manyetik alanin olusturdugu Lorentz kuvvetinin akiskan hareketine karsi
koymasidir. Dolayisiyla bu kuvvet akisin yavaglamasina sebep olur. Yani akigkanin
elektrik iletkenligini arttirmak veya manyetik alanin biiyiikligiinii arttirmak y yoniindeki
hizin tekdiize olarak azalmasina neden olur. Burada S sabit bir pozitif degerdir. Sekil 3.3
de belirli bir zamanda M manyetik parametrenin ¢esitli degerleri i¢in boylamsal
hizinin 0 < 1 < 0.5 e kadar azalirken 0.5 <7 < 1 e kadar arttigin1 gostermektedir. Yani
plakalarin simetrik olarak birbirinden uzaklastigi durumda x-yoniindeki baslangi¢ hizinin
M’nin artan degerleri i¢in once azaldigi sonra arttigini gosterir. Burada S sabit bir pozitif
degerdir. Sekil 3.4. belirli bir zamanda S nin farkli degerleri i¢in normal hizin n = 0 dan
n =1 e kadar arttigin1 gosterir. Yani y yoniinde S nin artan degerleri igin bir artis

oldugunu ifade eder. Burada M magnetik parametresi sabit bir pozitif degerdir. Sekil 3.5.



31

te belirli bir zamanda S in farkli degerleri igin boylamsal hizin 0 <1 < 0.4 e kadar
artarken 0.4 <n < 1 e kadar azaldigin1 gostermektedir. Burada M magnetik parametresi
sabit bir pozitif degerdir. S degerindeki artma, kinematik viskozitede bir azalisa, plakalar

arasindaki mesafede artisa veya plakalarin hareket hizinda bir artisa baglanabilir.

Fin)

Sekil 3.2. S degeri sabitlendiginde M magnetik parametresinin farkli degerleri i¢in normal
hiz profili

— - =

sm)

o o o o
[= S ks o ® - EN o

o
o
5}
o
=
o
o
o
2]
-

Sekil 3.3. § = 1.5 sabit degeri alindiginda M magnetik parametresinin farkli degerleri i¢in
boylamsal hiz profili

Fin)

o4y ¥y Lt

Sekil 3.4. M = 1 oldugunda, S nin farkli degerleri i¢in normal hiz profili
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S

Sekil 3.5. M = 1 sabit oldugunda S nin farkli degerleri i¢in boylamsal hiz profili
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4. DARALAN LEVHA VE GOZENEKLIi BiR ZEMIN ORTAMI iLE
SINIRLANDIRILMIS BiR KANALDA MHD AKISI VE ISI
TRANSFERI

Gerilen/daralan ylizeylere bagli 1s1 transferi ve viskoz akiskanin siir tabakasi ¢calismasi 1s1
transferinde 6nemli bir konudur. Ornegin bir kaliptan polimer tabakalarinin ekstriizyonu,
plastik filmlerin ¢izimi, ince duvarli polyester 1s1 torbasi, cam elyafi ve kagit iiretimi gibi
cesitli mihendislik ve endiistriyel uygulamalar1 vardir. Sonug iiriiniiniin daha kaliteli

olmasi icin levhadaki 1s1 transferi oranii ve siiriikklenmeyi kontrol etmek ¢ok onemlidir

[17].

Crane smirdaki hiz1 sabit bir noktadaki uzakliga orantili olan bir daralma sacinin akisini
incelemis ve kapali formlu ¢ozlimiinii bulmustur [17]. T. C. Chiam enine manyetik alanin
varliginda gii¢ yasa hizi dagilimi ile germe plakasina bagli sinir tabakasi akist calismistir.
Biiyiik manyetik parametreler i¢in linerlestirilmis ¢6ziimler sunmustur [18]. I. C. Liu enine
manyetik alana tabi bir daralma tabakasi {lizerinde, gozenekli bir ortamda ikinci derecede
elektriksel olarak iletken bir akiskanin akisini ve 1s1 transferini arastirmistir [19]. Z. Abbas
ve arkadaslar1 salinimli gerilme yiizeyi lizerinde ikinci derecedeki bir viskoelastik sivinin
iki boyutlu kararsiz MHD sinir tabakasi akigini incelemistir. Arastirilan problemi benzerlik
dontistimii kullanilarak dogrusal olmayan kismi diferansiyel denkleme indirgemistir[20].
Muhaimin ve arkadaglart emme varliginda kiigiilen bir tabaka nedeniyle
manyetohidrodinamik viskoz akis iizerine ¢aligma yapmustir. iki boyutlu ve eksenel simetri
daralma durumlarimi tartismistir [21]. T. Hayat ve arkadaslar1 gozenekli kiigiilen bir
yiizeyi gegen ikinci derecedeki akiskanin donme akisini incelemistir. Kismi diferansiyel
denklemleri adi diferansiyel denklemlere doniistiirmiis ve homotopi analiz metodu
kullanilarak ¢o6zmiistiir [22]. M. Sajid ve arkadaslar1 daralan bir tabaka hesabiyla
manyetohidrodinamik viskoz akiskanla ¢aligmistir. Bu ¢alismada homotopi analiz yontemi
kullamilmistir [23]. T. G. Fang ve arkadaglar1 daralan bir tabaka tizerinde MHD akigini
analiz etmigtir. Coziim de kapali formlu bir denklemle ifade edilmistir [24]. N. F. M. Noor
ve arkadaglar1 gozenekli bir ortamda biiziilen bir tabakada manyehohidrodinamik sinir
tabakas1 akis1 ve 1s1 transferini ilk kez diisiinmiislerdir. Emme ve gozeneklilik
parametrelerinin, 1s1 aktarim hizi, hiz ve sicak profilleri iizerindeki etkilerini incelenmistir

[25]. N. F. M. Noor ve arkadaglar1 biiziilen bir tabakada manyetohidrodinamik viskoz
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akisini analitik olarak incelemislerdir. Pade yaklagimiyla Adomian ayristirma yontemi
birlikte kullanilarak ¢oziimler elde etmislerdir [26]. D. S. Chauhan ve arkadaslar1 daralan
bir levha ve ge¢irimsiz bir plakayla siirlandirilmis bir kanaldaki viskoz sikistirilamaz

iletken stvinin MHD akis1 ve 1s1 transferini incelemistir [27].

4.1. Problemin Tanimi

Daralan bir tabaka ve gozenekli bir ortam kanali ile smirlandirilmig yatay bir kanalda
elektriksel olarak iletken, sikistirllamaz, viskoz akiskanin akisim1 disiinelim. Bir
wy emme sabiti kanalin {ist daralma tabakasimna uygulansin. Kanalin alttaki gézenekli
zemini, ¢ok kiiciikk k, gecirgenligine sahip olsun. Gozenekli yataktaki akisi Darcy
kanunuyla modelliyoruz. Dolayisiyla, gdzenekli zemindeki akis, herhangi bir dig basing
gradyan1 yoklugunda sifir kabul edilir. Saffman tarafindan onerilen bir kayma sarti, sivi
gozenekli bir ortam ara yliziine uygulanir. Bu smir kosuluyla goézenekli zeminin
gecirgenligi kanaldaki akis1 etkiler. Dolayisiyla, gozenekli zeminin 6zelligi yatay kanalin
alt sinirinda kaymayi1 saglamaktadir. Bir manyetik alan sabiti olan B, yatay kanalin
normali yoniinde uygulansin. Manyetik Reynolds sayisi kii¢iik oldugundan dolay1
indiiklenen manyetik alan ihmal edilir. Harici elektrik alan1 uygulanmaz ve iyonlasmis
stvinin kutuplagma oranit 6nemsizdir. Bu ylizden E elektrik alani sifir kabul edilsin.
Kartezyen koordinat sistemi (x,y,z) gozenekli zemin yiizeyinde orijin olarak kabul
edilsin. x-ekseni ve y-ekseni gbzenekli zeminin yiizeyleri olarak alinir ve z-ekseni yiizeyin
normalidir. x,y ve z yonlerindeki hiz bilesenleri (u,vvew) dir. T kanaldaki sivinin
sicakligidir. Kanalin genisligi h olarak kabul edilsin ve boylece kanalin duvarlart z =
0 ve z = h olur. Ist transferi ve MHD akigin mevcut probleminin ana deklemi asagidaki

gibi olur [17].

T+ Z4=0 (4.1)
uZ—’;+vZ—’y‘+wz—Z=—%Z—z+ﬁ(g%‘+%‘+3%‘)—1x3 (4.2)
uZ vt Z—Z——%Z—i ﬁ(g—:+ziy’;+%)—]x3 (4.3)
uP v pwi = 18y (DY Sy T (4.4)
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ar aT ar T | 0T | 9°T
pCP(UE-F Uaﬁ'Wz = (ﬁ a_yz ﬁ) (45)
Z u=—ax,v=—alc—1)y
- LI
‘/
SO S 1 B
B
Berrak akiskan
z=0 =T
Sekil 4.1. Problemin geometrisi
Tgili sinir kosullar1 asagidaki gibidir [17].
z=hda, u=—-ax, v=—a(c—1)y, w=w, T=T, (4.6)
z=0da szzj—;u, szzj—]:v, w=0 T=T, 4.7

Burada P basinci, p akiskanin yogunlugunu, ¥ kinematik viskoziteyi, o elektriksel
iletkenligi, C,, sabit basingta 6zgiil 1s1y1, k berrak akiskan ortamindaki termal iletkenligi, T,
gozenekli ortam duvarindaki sicaklik, T; tistteki germe duvarindaki sicakligy, ko gozenekli
ortamdaki gegirgenligi, u berrak sivinin viskozitesini ve a da sadece gozenekli diizey

yapisina bagli olan boyutsuzluk sabitidir.

Burada a > 0 daralma sabitidir. ¢ bir sabittir. ¢ = 1 yalnizca x — yonlii daralmaya, ¢ =

2 de aksisimetrik daralmaya karsilik gelir. Asagida benzerlik doniisiimleri verilmistir.

To
T —To

u=axf'(m), v=alc—Dyf'(n), w=—ahcf(n), n= % o(m) = (4.8)

BuradaT; — Ty = Dx ve D sifir olmayan bir sabittir [17]. Yukarida tanimlanan benzerlik

dontistimleri Es. 4.1 denklemine uygulanirsa
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af' +alc—1Df" —acf'=0 (4.9)

olup siireklilik denklemi saglanir.

i j k
uxXxB=|u v O0|=vByi—uBy
0 0 B,
i j k
JXxB=0(uxB)XxB=c¢|vB, —uB, = 0(—uBy’i — vBy?))
0 0 B,

Bu bulunan ifade Es. 4.2 ve Es. 4.3 denklemlerinde yerine yazilir ve benzerlik doniisiimleri

Es. 4.2-Es. 4.4 denklemlerine uygularsak

2. f1g1 _ 2gcm _ _ 10P axf""\ _ aBo? r
a’xf'f' — a2 ff" = pax+19( ) - axf (4.10)
gl n 0 - A 2 !
a?(c = 12yf'f' = aPc(c = Dyff" = =252 +9 (F2—) - Pa(c - Dyf’ (411)
a’hc?ff'2 = — 9(a®hc?ff™) (4.12)

bulunur. Es. 4.10 denkleminin y ve z ye gore tiirevlerini alip, Es. 4.11 denkleminin x ve z
ye gore tirevi ve Es. 4.12 denkleminin de x ve y ye gore tlirevleri alinip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

O'Bo

——(2—c)ff”+ cff”’+f4 f”=0 (4.13)

2

elde edilir. Hartman sayist M = Byh ’/% , boyutsuz daralma parametresi R = % ,

JR

c : . .
Prandtl sayis1 Pr = HTP , gecirgenlik parametresi K = = olarak tanimlidir. Bu tanimlanan

ifadeler Es. 4.13 deki denklemde kullanilirsa

f@ = M2 —R(Q2 = Of f" = cff") = 0 (4.14)

olarak elde edilir. Simdi yukarida tanimlanan doniisimleri Es. 4.5 denklemine

uygulayalim.



p(axDf'6 —acDf0") — %9” =0
"o o_ Cp_l‘a_hz n _ r
0" = P (f'6 —cfo")
0 =RPr (f’H — cf@l)
elde ederiz. Sinir kosullarina da doniisiimler uygulanirsa

Wo

ff=—-1 f=-2=-) 6=1n=1
f=0 f"==f,6=0n=0

elde edilir.

4.2. Problemin Coziimii

Diferansiyel doniisiim metodu Es. 4.14 ve Es. 4.17 ye uygulanirsa

(k+ 1Dk +2)(k+3)(k+4)F[k+ 4] — M?(k + 1)(k + 2)F[k + 2] — R((2 —
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(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Y s+ D(k—s+1)(k—s+2)F[s+1]F[k—s+2]—cYr (k—s+ 1) (k —

s+2)(k—s+3)F[s]F[k—s+3]) =0

(k+1)(k+2)0[k +2] —RPr(X*_ (s + DF[s +1]0[k —s] —c Xk o(k —s +

F[s]0lk—s+1]=0

olur. Baglangi¢ kosullar1 da

F[0] =0, F[1] = a1, F[2] = %F[l], F[3] = a, 6[0]

olarak bulunur. Buradan,

1 aq(-Raqc+M?+2Raq)a
12 K

F[4] =

’

F[5] =

0, 6[1] = a3

1 —6K%Rajayc-2a?Ra?c+3K*M?ay+6K?Ra ay+4a?Ra1?

60 K2

(4.20)

(4.21)

(4.22)



38

F[6] = = (@a1(3R%a12c? — 4M?Rayc — 8R?ay%c + M* + 4M?Ray + 4R*a;? —

24Rayc + 36Ray),

6[3] = —=RePrajaz(c—1),

1 aRPrajaz(c—2)
12 K !

0[4] = —

olarak bulunur. Bu katsayilar Es. 2.57 deki seri toplaminin igine yazilirsa

_ ady o 3 1 al(—Ralc+M2+2Ra1)a 4
fm) =aim+—=n°+azn +(; = n*+
(1 —6K2Ra1a2c—2a2Ra12c+31(2M2a2+6K2Ra1a2+4a2Ra12)

60 K2

T]S + (ﬁ%(aal(SRzalzcz —

4M?Raqc — 8R%a %c + M* + 4AM?Raq + 4R?*a? — 24Rayc + 36RaAy))n® + -+ (4.23)

1 aRPrajaz(c—2)
12 K

6(m) = asn + (—%RePralag (c— 1)) n+ (- mt 4+ - (4.24)
olur. Bu denklemler ¢ok kiiclik gecirgenlige sahip gozenekli zemin ve daralan tabaka ile
sinirlt yatay kanaldaki 1s1 transferi ve MHD akiminin seri ¢oziimiidiir. MHD akisinin ve 1s1
transferinin gézenekli zemin ve daralan tabakadaki 6zellikleri yatay kanalda incelenmistir.
Burada kismi diferansiyel denklemler benzerlik dontisiimleri kullanilark adi diferansiyel
denklemlere doniistiiriilmiistiir ve diferansiyel doniisiim metodu kullanilarak seri ¢oziimler

elde edilmistir.
4.3. Problemin Sonuclari

Denklemlerin ilgili parametrelerinin farkli degerleri i¢in grafiklerini inceleyelim. Sekil 4.2-
4.6 ilgili parametrelerin cesitli degerleri igin eksenel hiz varyasyonellerini gostermektedir.
Sekil 4.2. K gecirgenlik parametresinin artmasiyla kanaldaki eksenel hizin gozenekli
zeminin yakininda arttigni gosterirken buna karsin {istteki daralan levhanin yakininda

azaldigim1 gostermektedir. Gegirgenlik, akis kolaylig1 Olclisiidiir ve gozenekli zeminin
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yakininda akiskanin akisini arttirir. Doymus gozenekli zemin ortaminda akigskanin etkisi
kanalin bir duvarinda kayma meydana getirmektedir ve bunun sonucu olarak bu duvarda
akiskanin hiz1 sifira esit olmamaktadir. Olusan bu kayma gozenekli tabanin yapisina ve
gecirgenlik parametresine baglidir ve sinir sart1 vasitasiyla akiskanin akisini etkiler. Sekil
4.3. de Lorentz kuvveti akisa kars1 koydugundan ve iist duvar yakininda sivinin akisinin
yavaslamasina yol agarken gbézenekli zeminin yakininda artmasina neden oldugundan M
manyetik parametresinin artis1 ile st biiziilme tabakasinin yakininda eksenel hizin
azaldigini gostermektedir. Sekil 4.4. emme parametresi (1) degerinin artmasiyla eksenel
akis biiytikliigliniin arttigin1 géstermektedir. Sekil 4.5. da daralma parametresi (R) artmasi
iist tabakanin yakininda akisin azaldigini gosterirken gézenekli zeminin yakininda arttigini
gostermektedir. Sekil 4.6. da st duvarin yakininda aksisimetrik biiziilmeden olusan
eksenel akis sadece x-ekseninin biiziilmesi ile olusan eksenel akistan daha biiyiik iken
gozenekli ortamda ters etki gozlenmektedir. Sekil 4.7. de Pr degerindeki artis kanaldaki
sicakligin diismesine ve siir tabakasi kalinligmin azalmasina neden olur. Pr degeri
arttik¢a termal yayilma azalir ve bu da enerji aktarim yetenegini azaltir dolayisiyla sicaklik
diiser. Sekil 4.8. de K gegirgenlik parametresinin artmasi ile kanal boyunca sicakligin
diistiigi gosterilmistir. Sekil 4.9. da emme parametri (A) arttikga kanaldaki sicakligin
diistiigi gosterilmistir. Sekil 4.10. da manyetik parametre M degeri arttik¢a sicakligin
azaldig: gosterilmistir. Sekil 4.11. de daralma parametresi (R) arttik¢a kanaldaki sicakligin
azaldigir gosterilmistir. Sekil 4.12. de ¢ = 2 aksisimetrik daralma durumu igin kanal

boyunca sicaklik ¢ = 1 tek yonlii daralma durumuna gore daha diistiktiir.

—0.3

—0.4

Sim) —0.5

Sekil 4.2. ¢ =3,a=0.1,A=0.5M =1,R = 2 degerleri i¢in K nin eksenel hiz f'(n)
tizerinde etkisi
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-0.4

Sy -0.5
-0.6

-0.7

-0.8

-0.2

-1

Sekil 43. ¢ =3,a=0.1,1=0.5,R =2,K = 0.001 degerleri i¢in M nin eksenel hiz
f'(n) tizerinde etkisi

0 02 04 06 08 1
n

Sekil 4.4. M =1,c =3,K = 0.001,a = 0.1, R = 2 degerleri i¢in 1 nin eksenel hiz f'(n)
tizerinde etkisi

R = 0.1 e
R=2 ------
R=5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n

Sekil 45. M =1,c = 3,K = 0.001,a = 0.1,4 = 0.1 degerleri i¢in R in eksenel hiz f'(n)
izerinde etkisi
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Sekil 4.6. M = 1,K = 0.001,R = 2,a = 0.1 degerleri igin c ve A nin f'(1n) tizerinde etkisi

1
i
0.8 } /J'li
oF 1
22/
A=
A :
200 R e
0.4 ’6/ - —_—- P1=5
.'-"/ e / Pr=5
,f/// / — - Pr=7
0.2 o /
e -
= . - =
°a 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.7. M =1,c =3,K = 0.001,R = 2,a = 0.1,4 = 0.5 degerleri i¢in Pr nin 6(n)
tizerinde etkisi

08
¥
p/
0.6 s
7
8n) P/ 2 EEEEE K=0.1
" );v/ — — K=0.01
0.4 P —— K=0.001
g
-
L
Ry
0.2 .
5
P
0
0 0.2 04 06 0.8 1

Sekil 48. M=1, c=3, R=2, Pr=2, a=0.1, 1 =0.5 degerleri i¢cin K nin 8(n)
tzerinde etkisi
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B/
0.8 _,'/l
S
SN
0.6 A
__‘// R v Py
&) g / — — =06
] =0.8
04 e i A
// ’ il
R ’
o ’
0.2 R -
v -
s -
g -
2=~
o L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n

Sekil 49. M =1,c=3,R=2,Pr=2,a =0.1veK = 0.001 degerleri icin A nin 8(n)
tizerinde etkisi

1
0.8
7.
0.6 //‘
N WM=0
&) o — M=l
0.4 // ‘ T
- . - - M=3
N
7.
0.2
]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.10. ¢ =3,R =2,Pr =2,a = 0.1,K = 0.001, A = 0.5 degerleri igin M nin 8(n)
uzerinde etkisi

1
A
Ry
S
0.3 - !
S ) e [—
vy -
s !
S /
0.6 R ,
IS R=2 ———~
8n) R s
_,"// K
0.4 K
d y R=3
e -
o -
R -
0.2 s - —_——
Vs - R=4
Dt
) Z
0 0.2 0.4 0.6 0.3 1

Sekil 411.c=3,M =1,Pr =2,a =0.1,K = 0.001,4 = 0.5 degerleri igin R nin8(n)
iizerinde etkisi



e
//
0.8 s
R
R
R
0.6 P
R
o e R

04 s c=1

R

v

e
0.2 e
iy
P
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n
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Sekil 412.M =1,R=2,Pr =2,a = 0.1,K = 0.001,4 = 0.5 degerleri i¢inc nin 8(n)

uzerinde etkisi
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5. PARALEL DIiSKLER ARASINDAKI KARARSIZ AKIS ICIN ISI
TRANSFER ANALIZI

Hizli hareket eden motorlar ve i¢inde yaglayicilar olan makinelerde 1s1 transferi aktif bir
arastirma konusu olmustur. Ayrica hidrodinamik makineler, mekanik bilesenlerin gegici
yiiklenmesinde, sivi metal yaglamali rulmanlar ve gii¢ aktarimindaki sikismis filmler gibi

uygulama alanlarina sahiptir [28].

M. Siddiqui iki paralel sonsuz plaka arasindaki viskoz MHD akiskaninin iki boyutlu
kararsiz akigini analiz etmistir. Iki sonsuz plakanin birbirine simetrik olarak yaklastigini ve
sikistirma akigina neden oldugunu kabul edilmistir [11]. G. Domairy ve arkadaslari iki
manyetik paralel sonsuz diskler arasindaki MHD sikma akisini incelemistir. Burada
disklerin biri gegirimsiz digeri de ya emme ya da enjeksiyon ile gézeneklidir. Eylemsizlik,
elektromanyetik kuvvetler ve emme veya enjeksiyonun birlestirilmis etkisi aragtirmigtir
[29]. A. A. Joneidi ve arkadaslar1 disklerin gézenekliligi hesaba katilarak iki paralel disk
arasindaki manyetohidrodinamik sikigsma akisini incelemislerdir. Hiz profilleri {izerinde
emme veya enjeksiyon, Reynolds sayisi, sikistirma ve Hartmann sayisinin etkileri

incelenmistir [30].
5.1. Problemin Tanim

Sikistirilamayan viskoz akiskanin MHD akisini, aralarindaki mesafe h(t) = H(1 — at)/?

iki paralel diskten olusan bir sistem araciligiyla ele alalim. Orantili manyetik alan By (1 —

at)l/ 2 disklerin normaline uygulanir. Indiiklenmis manyetik alanin var olmadigini
varsayalim. T, ve T, sirasiylaz = 0 ve z = h(t) deki sicaklik sabitlerini gostersin. z =

aH(1—at)”/?

h(t) deki st disk alt sabite hiziyla yaklasarak veya uzaklasarak hareket etsin.

(r, 9, z) silindirik koordinatlar1 segelim. Akis rotasyonel simetri ((%) = (0) oldugundan

V = (u,v,w) hizinin v bilesenini 0 a esit almamiza izin verir. Yani akigkanin hiz1 agidan
bagimsizdir. Sonug olarak karasiz iki boyutlu viskoz akiskanin akis ve 1s1 transferinin ana

denklemi asagidaki gibi yazilir [28].
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h()

/—-'_\

z=h(t) = H(1 —at)'?

Sekil 5.1. Problemin geometrisi

ou
ar

+24+ 2=

r oz

ou Jdu Jdu oP
p(Grrus+wi)=—5
ow ow ow oP
p(Gerugr+ws)=-5
or ar aT\ _ Ko (9°T
6y (G +usw) ="(5
w2 du ow
22 +2£E}
Sinir kosullar1 da
u=0 w=2 T1=7,
dt
u:O, w = Wy, T:TWP

(5.1)
a2 92 10
u(#+#+;a—:—%)—232(t)u (5.2)
2w 92w 10w
GE+55+:%) (5.3)
(’)ZT 10T u u? ou 2 ow 2 ou 2
i) o+ @ r2@ 2By +
(5.4)
z = h(t) (5.5)
z=0 (5.6)

dir. Burada u ve w sirasiyla r ve z yonlerindeki hiz bilesenleri, u dinamik viskozite,

P basmng ve p’da yogunluktur. Ayrica T sicaklik, K, termal iletkenlik, C, 06zisi, 9

kinematik viskozite ve w, piiskiirtme/emme hizidir [28]. Asagida benzerlik doniisiimleri

verilmistir.
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Z T—Th

ar
= ‘m),w=-— (m),B(t) = = 0= 5.7
2(1—at)f " (1—at) ;f " (a- at); H(1—at)% Tw=Th ( )
Simdi bu doniistimleri Es. 5.1- Es. 5.4 denklemlerine uygulayalim.
a 7 a I _ a ! —
a’rf'm) | 1a’rf"mz | a’rf'mf'm) | a’rfmf"m)\ _ _ 9P ( 4 e )
2(1-at)? = 2 H(1—at)g 4(1-at)? 2G-a2 )~ o T H 2H2(1-at)?
af'm _ _af'() ) _ g g2y arf )
2r(1-at) 2r(1—at)2) B(t )2(1 at) (5.9)
-1a’Hf(m)  a*fr(mz a’Hfm)f' ) aP af" ()
pl— — +0+—> ——+u<0——+0> (5.10)
( 2 (eapz 20-ab)? (1-at)z 9z H(1-at)?
c (za(Tw WO |, o _ aTw-Tw (00 (n)) _ 5o (g 4 Tt0) ) 4
H(l—at)z (1-at) HZ(1—at)
a’fimfrm)  a*r2faps ) | 28t ) ) | @t f s ()
v {2 4(1—at)? 4H2(1-at)3 (1—at)? 2(1—-at)? +0+ 0} (5'11)

elde edilir. Es. 5.9 denkleminin z ye ve Es. 5.10 denkleminin r ye gore tiirevi alinip basing

gradienti yok edilirse ve Es. 5.11 denkleminde gerekli sadelestirmeler yapilirsa
f@O=SMf" +3f" =2ff") = (M>)f" =0 (5.12)
0" + SPr(2f6' —n8') + PrEc(f"? + 12*f'%) = 0 (5.13)
elde edilir. Bu denklemlerde

_ aH? 2 _ 0By?H? _ HuCp _ 1 ar o o _ H?(1-at)
S = 29’ M" = 9 Pr= Ko Ee= Cp(Tw=Thn) (2(1—at)) X T T (5.14)

dir. Burada S sikistirma sayisi, A emme/pliskiirtme parametresi, M Hartman sayisi, Pr
Prandtl sabiti, Ec diizenlenmis Eckert sayisi ve y boyutsuzluk uzunlugudur [28]. Sinir

kosullar1 da

fO) =4, f'(0=0 60)=1 (5.15)
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fW =3 fM=0 61)=0 (5.16)

olarak bulunur.

Trz = U (Z_Z + Z_:V) |z=h(t)’ qw = —ko (Z_:) |Z=h(t) (5-17)

oldugunda yiizeysel siirtiinme katsayisi ve Nusselt sayisi

_ Uz | z=h(t) _ Hgq,,
Cr=-"w 7 Ne=Tm, (.18)
p( 1)

2(1—at)2

seklinde tanimlidir.
5.2. Problemin Coziimii

Es. 5.12 ve Es. 5.13 denklemlerine diferansiyel doniisiim metodu uygulanirsa

k+Dk+2)(k+3)(k+4)F[k+4] - Sk 6 — Dk —s+ Dk —s+2)(k—s +
)F[k—s+3]+3k+Dk+2)Flk+2]—2% y(k—s+ Dk —s+2)(k—s+
3)F[sIFIk — s+ 31) — (M?)(k + 1)(k + 2)F[k + 2] = 0 (5.19)

(k+ 1)(k+2)0[k + 2] + SPr(2X¥_o(k —s + 1F[s]0lk — s + 1] = ¥¥_ 6(s — 1) (k —
s+ 1Ok —s+1]) - PrEc(le‘zo(s +D(+2)(k—s+1)(k—s+ 2)F[s+ 2]F[k—s +
21+ 12(x) S o(s + Dk —s+ DF[s+ 1]F[k—s+1]) =0 (5.20)

olarak bulunur. Baslangi¢ kosullar1 da
F[0] = A, F[1]=0, 6[0]=1, F[2]=a;, F[3]=a, 6[1]=as (5.21)

olur.

1
4’Sa1 !

F[4] = ‘71/15a2 + 1—12M2a1 +
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A%S%a, AM?Sai

AS?al1  AS?a, . SM?a1 = MZ?a, . S%al | Sa,
F[5] = = = + e
5 30 10 10 60 20 20 5
A3S3a,  A?’M?S?%a, A?S3a, . A%S3a, AM?S%a, MZ?4Sa, AS3a, , M*a,
Fl6] = — + + + - — — + —
15 90 30 30 180 30 60 360
7AS%a, n M?Sa, n S%a;  Saya,
60 60 40 30 '
dir.

0[2] = —APrSa; + 2EcPra,?,

24%2Pr2s2q 4AEcSPr2a.?  APr2S2a 2EcSPr2a4? PrSa
03] = - - 2+ -+ 4PrEca a, + =3
3 3 3 3 6
A3Pr3sda 24%EcPr3S?a.%2  A%Pr3s3a AEcPr3S2%a42
0[4] = — >+ L+ 2 — L — 24EcPr?Sa,a, —
3 3 6 3
APTr252q EcM?Pra4?

2AEcPrSaya; — —— >+ L+ 4EcPra,*y? + EcPrSa,* + 3EcPra,* —
PTSa1a3

6 )
bulunur.

Bu katsayilar1 Es. 2.57°deki seri toplaminin i¢ine yazarsak

A%S%a, AM?Sai
5 30

-1 1 1
f) =A+an*+an® + (7A5a2 + M +Fal) n* + (

AS?a1  AS%a, . SM?a1 = M?a, . S%al | Sa, A3S3a, = A?M?S%a A%S3a,
B + + + +_)775+(— 15 + 90 -+ 30

+
10 10 60 20 20 5

A%’s3a, AM?S%a; M?ASa, AS%a; | M*a; 7AS%a, | M?Sa; | S%’a;  Saja;\ g
— — — + — + + - n° +
30 180 30 60 360 60 60 40 30

(5.22)

2A%Pr?S%a;  4AEcSPr?a,?> APr?S%as
3 3 3

0(m) = 1+ asn + (—APrSas + 2EcPra,*)n? + (

2 2
ZECSSPT O | APrEcaqa, + Pri%%)ﬁ + (

A3Pr3s3a; = 24%EcPr35?a,? | A?Pr3S3ag
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AEcPr3S2a,? APr?s2as n EcM?Pra,?

— 2AEcPr?Sa,a, — 2AEcPrSa,a, — = -

+ 4EcPra?x?* +

EcPrSay® + 3EcPra? — 5% ) pt 4 .. (5.23)

olarak bulunmustur. Diferansiyel donlisiim metodu kullanilarak paralel iki disk arasindaki

kararsiz viskoz MHD akisinin akisi i¢in yaklasik analitik ¢oziimler elde edilmistir.
5.3. Problemin Sonuclari

Denklemlerdeki A, S, M, Pr, Ec ve y parametrelerinin hiz ve sicaklik profilleri tizerindeki
etkilerini incelenmistir. Sekiller A emme/piiskiirtme parametresinin hizin radyal ve eksenel
bilesenleri ile sicaklik bilesenleri iizerindeki etkilerini gostermektedir. Bu denklemleri
emme ve piiskiirtme parametresinin negatif ve pozitif degerler almasina gore iki alt

baslikta gosterilmistir.
53.1.Emmeakisi 4 > 0

Sekil 5.2. (A) gozeneklilik parametresinin radyal hiz tizerindeki etkilerini gostermektedir.
A nin artan degerleri i¢in radyal hizin arttig1 gosterilmistir. Bununla birlikte, sinir tabakasi
kalinligt A nin azalan bir fonksiyonudur. Sekil 5.3. de A nin artan degerleri igin f(n) hiz
fonksiyonu artmistir. Diskin gegirgen yapist akiskan parcaciklarinin sinira daha yakin
hareket etmesine ve sinir tabakasinin daha ince olmasina olanak tanimistir. S nin degeri
eger sifirdan biiyiikse iist ve alt disk arasindaki mesafe artmakta sifirdan kii¢iik olmasi
durumundaysa mesafe azalmaktadir. Sikma sayisindaki artig, kinematik viskozitede azalma
ve plakalarin hareket ettirilme hizindaki artis ile iliskilendirilebilir. Sekil 5.4. de 0 <n <
0.5 araliginda f(n) in mutlag1 S nin artan degerleri i¢in artarken 0.5 <7 < 1 araliginda S
nin artan degerleri i¢in mutlak hizin azaldigi gosterilmistir. Sekil 5.5. 8(n) in A nin artan
bir fonksiyonu oldugunu gostermektedir. Bagka bir ifade ile termal smir tabakasi A nin
artmasi ile incelmektedir. Sekil 5.6. da S degerleri artarken sicaklik ve termal sinir tabaka
kalmhiginin azaldigi gosterilmistir. Sekil 5.7. de biiyiik viskoz dagilimi etkisinden dolay1
sicaklik profili artan Pr degerleri igin artis gostermektedir. Ote yandan termal sinir
tabakas1 Pr ile ters orantilidir. Yani yiikksek Pr degerleri i¢in diisiik termal iletkenlik ince
termal smir tabakasma karsilik gelirken, diisiik Pr degerleri yiiksek 1s1 iletkenligine

dolayisiyla yiiksek termal difiiziviteye sahiptir. Ayrica disik degerli Pr sayisi diisiik
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viskoziteli sivilara karsilik gelirken yiiksek degerli Pr sayisi yiiksek viskoziteli yaglara
karsilik gelmektedir. Sekil 5.8. de Ec sayisi artanken 6(n) fonksiyonununda arttigi
gosterilmistir. Eckert sayisinin arttirilmasi termal sinir tabakasi kalinliginin azalmasina
neden olur. Eckert sayisindaki artig kinetik enerjinin biiyiik oldugunu ve dolayisiyla hizin
daha yiiksek oldugunu, pargaciklar yiiksek hiza ulastiginda titresimlerin artigin1 ve bunun
sonucu olarak parcaciklarin ¢arpmasmin artigini ifade eder. Bu artan garpisma sinir
tabakasinda 1s1 yayilimini saglar dolayisiyla sicaklik profilinde artisa neden olur. Sekil 5.9.
da artan y sayisina karsilik 6(n) in degerinin de arttigi goOsterilmistir. y sayisinin

arttirllmasi termal sinir tabakasi kalinliginin azalmasina neden olur.

M =01, §$=0.01

-15 N ="/ —— A=16
1 "\ / —-— A=24
5 '~ 4

-2.5 o P

Sekil 5.2. A nin f’(n) iizerinde etkisi

M =01, S =0.01

15 ~ \
~
~ \
~ N — A=0
Sim) ~ N aens
1 NN — —a=16
N —-— a=24

Sekil 5.3. A nin f () lizerinde etkisi
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Sekil 5.4. S nin f’(n) lizerinde etkisi

M=01 $=001 Pr=02, Ec=03, y=01

— A=0

Sekil 5.5. A nin 6(n) lizerinde etkisi

M=05 A=1, Pr=201, Ec=01, y=0.1

gl

Sekil 5.6. S nin 6(n) lizerinde etkisi



A=1 M=02 §=001, Ec=10,y=0.1

0.8

&n) 0.6

04

Sekil 5.7. 8(n) tlizerinde Pr nin etkisi

A=1, M=05 S=0.01 Pr=02yx=0.1

S

Sekil 5.8. 6(n) tlizerinde Ec nin etkisi

A=1 M=01, $=0.01, Ec=1.0,Pr=0.1

Sl

Sekil 5.9. 8(n) lizerinde y nin etkisi
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5.3.2. Piiskiirtme durumu (4 < 0)

Sekil 5.10.— Sekil 5.17. de enjeksiyon durumunda fiziksel parametrelerin hiz ve sicaklik
dagilimlan iizerindeki etkileri gdsterilmistir. ilgili parametrelerin hiz profillerine etkileri
daha once gosterilen emme durumunun tersi oldugu goriilmektedir. Bununla birlikte
sicaklik dagiliminin davranisi hem emme hem de enjeksiyon olaylari i¢in degisme

gostermemistir.

M = 0.5, S =0.01

./ \'.
4 K4 Ay
_)’ AY
s .
s \
. e~
3 ’ // ~ A
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L \\ \
P S \ —— &A=0
Sl - P/ Nvoo e A=0.8
-/ A — — Aa=1.5
!y I —-— A=24
! g AN
. i SRR
iy R
¥ A
3y
o
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 5.10. f’(n) tizerinde A nin etkisi

M = 0.5, §=0.01

Sekil 5.11. f(n) lizerinde A nin etkisi



e Y
ol Y
o Y
1.5 o e
524 =
i 3
S (¥ \ _____ 5=7
1 A — — ==2
'f/ \ — - — ==3
o.s
o
[:} 0.2 0.4 0.5 o.s 1

l

Sekil 5.12. f'(n) lzerinde S nin etkisi

A=-10,M=0.5,Pr=01,Ec=0.1,xy=0.1

S )

Sekil 5.13. S nin 6(n) lizerinde etkisi

M =05S=001,Pr=02Ec=03x=0.1

— A=0

Sekil 5.14. A nin 8(n) tlizerinde etkisi

55



56

A=-10,M=02,S=0.01,Ec=1.0,y =01

St , / N\ | _____

(8]

FPr=0

Pr=0.8
Pr=1.6
Pr=2>.4

Sekil 5.15. 8(n) tizerinde Pr nin etkisi

A=-10,M=05S5=1Pr=02,=0.1

Sekil 5.16. 8(n) tizerinde Ec nin etkisi

A=-10,M=05S=1,Pr=02,Ec=0.3

5]

Sekil 5.17. 8(n) tizerinde y nin etkisi
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6. SONUC

Bu tezde farkli geometriler i¢in akis problemleri incelenmistir. Kiitle, momentum ve enerji
denklemlerinde gerekli doniisiimler yapilarak bu denklemler adi diferansiyel denklemlere
indirgenmistir. Ilgili parametre kosullarinin hiz ve sicaklik profilleri iizerine etkileri

grafiklerle gosterilmistir.

Boliim 3 te bahsettigimiz iki paralel levha arasindaki sikistirma akisi denklemlerini
cozmek icin diferansiyel donilisim metodu ve en kiigiik kareler metodu uygulanmistir.

Oncelikle manyetik alanin varlig1 ve yoklugunda denklemler incelenmistir. Buna gore

e Manyetik alanin artmasiyla hizin azaldig1 gézlemlenmistir.

e Sikistirma katsayisinin manyetik alanin tam tersi olarak arttig1 gosterilmistir.

Boliim 4 te manyetik alan varliginda daralan levha ve gozenekli bir zemin ortami ile
sinirlandirilmis  bir kanalda MHD akist ve 1s1 transferi DTM ile ¢Oziilmiistiir.

Parametrelerin denklem iizerine etkileri grafik yardimi ile gosterilmistir.

e Manyetik alan, gecirgenlik parametresi ve boyutsuz biiziilme parametresinin ist
kanala bitisik kanalda artt1g1 diger duvarda ise azaldig1 gosterilmistir.

e Prandtl sayis1 artikca sicaklik degeri azalmaktadir. Gegirgenlik parametresi sicakligi
diistirmektedir. Ayrica boyutsuz biiziilme parametresi ve manyetik alanin da arttikca
sicakligi azalttig1 gosterilmistir. Bunun sebebi ylizey stirtiinmesi ve daralan ylizeydeki
soguma orani oldugu goriilmektedir.

e Emme parametresi arttiginda boylamsal hiz artarken aksine sicaklifin azalttig

gosterilmistir.

Boliim 5°te paralel diskler arasindaki sikistirma akisi 1s1 transfer analizinin farkli

parametreler i¢in grafikleri gosterilmistir. Emme ve enjeksiyon durumlari incelenmistir.

e Hiz profillerini etkileyen parametrelerin emme durumundaki grafikleri enjeksiyon
durumundaki grafiklerin tersini gostermektedir.
e Prandtl sayisi1 arttik¢a sicaklikta artar. Eckert sayist da Prandtl sayisi ile benzer etkiler

gostermistir.
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