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Bu calismada istatistik mekanik sistemlerin termodinamik ozelliklerini belirlemekte
anahtar rol oynayan boélisiim fonksiyonunun hesaplanmasinda kullanilan Mayer serileri ve bunlarin
yakinsaklik 6zellikleri ele alinmistir. Bu amagla 6nce 6bek (cluster) acilimlari ve ¢izge kuranmu sunulmus
ve Mayer serileri ile virial serileri arasindaki iligki tartigilmigtir. Daha sonra Mayer ve virial serilerinin
yakinsaklik yarigapi ikinci virial katsayisina bagl bir ifade seklinde verilmistir. Son olarak parcaciklar
arasi etkilesmeler i¢in ¢esitli model potansiyeller géz oniine alinarak bu model potansiyeller igin virial
serisinin katsayilar1 hesaplanmistir. Bu virial katsayilar1 kullanilarak elde edilen yakinsaklik bolgesi
sinirmin pP-1/T ve p-1/T dizlemlerindeki karsiliklar: grafik olarak sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Obek Acilimi, Faz Gegisi, Ideal Gaz Kanunu, Virial Serileri, Virial
Serisinin Yakinsakligi, Yakinsaklik Yarigapr.
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In this study Mayer series which plays a key role in determination of the thermodynamic
properties of statistical mechanical systems and their convergence properties are considered. For this
purpose first the cluster expansion and graph theory are presented then the relation between Mayer and
virial series was discussed. This is followed by the derivation of an expression for the convergence radius
of the Mayer series in terms of the second virial virial coefficient. Finally, coefficients of the virial series
are calculated by considering different model potentials for the interactions between the particles. The
curves corresponding to the convergence radii obtained by these virial coefficients are presented in p-1/T
and p-1/T planes graphically.

Keywords: Cluster Expansion, Convergence of Virial Series, Ideal Gas Law, Phase
Transition, Radius of Convergence, Virial Series.
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1 MAYER SERILERIi

Istatistiksel mekanik agisindan sistemin termodinamik fonksiyonlarinin elde edilebil-
mesi temel bir amactir ve sistemin termodinamik fonksiyonlarini elde edebilmede bolii-
siim fonksiyonlar1 ¢ok 6nemli bir yer tutar. Obek agilimlari veya cluster serileri olarak da
bilinen Mayer serileri sistemin béliisiim fonksiyonunun bir kuvvet serisi seklinde ifade edil-
mesini saglar. Bu sebeple, Mayer serilerinin yakinsak olup olmadigi, yakinsaklik araliginin
ne oldugu, serinin terimlerinin nasil degistigi, bu serilerin tiirevlenebilir olup olmadig gibi
sorular sistemin termodinamik fonksiyonlarini elde edebilmemiz i¢in biiyiik bir 6neme

sahiptir. Ayn1 zamanda bu serilerin yakinsaklik sinir1 ile sistemin faz gecisi arasinda yakin

bir iligki vardir(Bovier, 2000).

Mayer acilimlar klasik yada etkilesen parc¢aciklarin kuantum modeli gibi siirekli sistem-
lere uygulanabildigi gibi polimer modelleri (Fernandez, 2007), spin modelleri ve lattice
parcacik modelleri gibi kesikli sistemlere de uygulanabilir (Groeneveld, 1962). Roman
Kotecky ve D. Preiss(1986), Mayer acilimlarinin karmasiklik sorunundan kurtulmak i¢cin
serinin daha kisa ve daha sade bir bicimde ifade edilebilecegini gosterdiler. Bu ifade ile
obek terimlerinin katkisinin acik ifadeleri bulunabilir ve bu durum diisiik mertebeden
terimlerin de hesaplanmasina olanak verebilir. Obek agilimlarinin temel basarisi, zayif
etkilesimli temel parc¢aciklar i¢cin van der Walls durum denkleminin tiiretimidir. Metod
daha sonra iki dala ayrilmistir. Dallardan birisi klasik sistemlere, kuantum sistemlerine ya
da kuantum alan teorsine uygulanabilen siirekli sistemleri icerir. Diger dal ise polimer sis-
temleri 6rgii modelleri gibi kesikli sistemleri icerir. Bu 6bek acilim metodu diisiik yogunluk
veya zaylf etkilesme oldugu zaman uygulanir. Mayer serilerini anlayabilmek i¢in 6ncelikle

istatistik topluluklar inceleyelim.



1.1 Kanonik Kiime Béliisiim Fonksiyonu ve Mayer integralleri

Gercek gaz sistemlerinde molekiil sayisinin ¢goklugu nedeni ile mikrodurumlarinin za-
man icindeki degismelerini anlik olarak hesaplamak imkansizdir. Bu zorluklar1 asabilmek
icin istatistik kiimeler kavramina dayali bir yol izlemek tercih edilir. Sistemin degisik zaman-
lardaki mikrodurumlarinin fotograflarini ¢ekip yan yana koyalim, bu sekilde olusturulan
sistemin termodinamik 6zelliklerini belirleyebilecegimiz topluluklara istatistik kiime ad1
verilir. Bir parcaciklar sisteminin (E, V, N) gibi makroskopik parametrelerle belirlenen
makrodurumlarina karsilik gelen mikrodurum sayisini hesaplamak her zaman kolay is
degildir. Bundan dolay: sececegimiz istatistik toplulugun 6ncelikleri arasinda bu sorunu
halledebilecek bir topluluk secilmesi isimizi kolaylastiracaktir. Burada kanonik kiimeyi
tanimlayarak baslayabiliriz. Bir sistemin hacim V, sicaklik T ve parcacik sayis1 N termodi-
namik 6zellikleri ile belirlenen makrodurumuna karsilik gelen mikrodurumlarin toplulugu

bir kanonik kiime olusturur. Kanonik kiime boliisiim fonksiyonu,
1 _H

Q(V, T,N) = Mffe T dP;...dPndry...dry (1.1)
ile verilir. Burada

dP;=dpyxdpydp, ve dri=dx;dy;dz;
faz uzay1 hacim elemani ve

A 2 2
H= X,: %(Pxi +Py +P2)+U(r..TN)

ise sistemi tanimlayan hamiltoniyendir.



U gaz icerisindeki uzayda ry...ry de yerlesmis olan N(N —1)/2 tane molekiil ¢iftinin
etkilesmesinden kaynaklanan toplam potansiyel enerjidir. Bu yerlesimin sinirlarinda son-
suz yiiksek potansiyel bariyerleri bulundugu i¢in U toplam enerjisine sinirlarda bir katk:

yoktur. Bu potansiyel enerji tanimindan

Ur,ra,en N = Y, Uij
1<i<js<N

olarak yazariz. Burada, faz uzayinin momentum bilesenleri {izerinden olan integraller

hesaplandiginda kanonik kiime béliisiim fonksiyonu icin

VA
ASNN!

7 = f...fe‘ﬁzi,f”ifdrl...dm (1.2)

elde ederiz. Burada Z,"konfigiirasyon Integrali" olarak adlandirilir. Eger Z’yi hesaplayabi-
lirsek, boliisiim fonksiyonu Q kullanilarak ilgilenilen gazin tiim termodinamik 6zellikleri

bulunabilir. Ancak bu integrali ¢6zmek kolay degildir. Bu integrali ¢6zebilmek icin
fij = expl-Pu;jl-1

ile tanimlanan bir "Mayer fonksiyonu" kullanilir. Bu fonksiyon cinsinden (1.2) konfigiiras-

yon integralinin icinde yer alan ifade

e AU 1+Zfij+ZZfijfkl+...

i<j i<jk<l

seklinde yazilabilir. Buradan konfigiirasyon integralimiz,



Sekil 1.1: u(r)vef (r) fonksiyonlarinin ikili molekiil etkilesimlerinin sematik formlari

Z:f...fv[l+2fij+zZfijfkl+...]dr1...drN

i<j i<jk<l

halini alir. Etkilesen parcaciklar aras1 mesafe arttik¢a yada ¢ok yiiksek sicakliklarda bu f;
fonksiyonu cok hizl bir sekilde sifira yakinsar. f fonksiyonu molekiiller arasi i¢ etkilesme-

leri daha iyi anlamamiza yardimci olur.

u(r) ve f(r) fonksiyonlarinin grafigini inceleyecek olursak, bu iki fonksiyonun sematik
formlarinin bir birine ¢cok benzer oldugu goriiliir. Sekil 1.1'de gosterilen potansiyel enerji
yapisi gercek gazlarin deneysel 6zelliklerini ana hatlariyla séyle belirler:

(1) Merkezde sert bir itici duvar iki molekiiliin birbirine iyice yaklasmasini 6nler. Bir baska
deyisle her bir molekiiliin isgal ettigi hacme diger molekiiller giremeyecektir. Boylece gazin
etkin hacmi ideal gaz hacminden biraz kiigiik olur.

(2) Potansiyel enerjinin cekici bolgesi, molekiillerin kinetik enerjilerinin azalmasina yol
acar. Bu durumda duvara yaklasmak isteyen her molekiil digerleri tarafindan cekildigi

icin daha az enerji ile carpar. Boylece gaz, ideal gazda oldugundan biraz daha sikistirilmis



Sekil 1.2: N =20 Molekiil icin molekiiller aras: ikili etkilesme potansiyeli

gibidir. Bu ise daha biiyiik bir basinca karsilik gelir.

I¢ etkilesmelerin olmadig1 durumda tiim f;;’ler sifir olur. Yani ideal gaz durumuna

doniisiir. Bu durumda konfigiirasyon integrali Z = V" halini alir.

Mayer fonksiyonunu ve 6bek kavramini daha iyi anlayabilmek i¢in yirmi molekiillii bir
parcacik sistemini géz 6niine alalim. Yukaridaki sistemi incelersek acik¢a goriilebilecegi

gibi molekiiller arasi etkilesmeler mayer fonksiyonlari cinsinden

(1,2) (f7,12) (fs,14 f14,15) (13,17 f13,18 f17,18) (f3,4 4,5 4,10 f5,10 f9,10)

seklindedir. Buradaki her bir terim bir diagrama karsilik gelir. Verilen herhangi bir diagram
icin molekiiller dogrudan ya da dolayl olarak birbirine ¢izgi ile baglanmistir. Birbirlerine
cizgi ile bagli molekiillerden olusan bir forma "6bek (cluster)" ad1 verilir. Ornegin yukari-
daki diagram 6rneginde, bes tane birli 6bek, iki tane ikili 6bek, iki tane ticlii 6bek ve bir
tane besli 6bek vardir. Simdi konfigiirasyon integralimizi daha diizenli yazabilmek icin
belirli sayida molekiile sahip tiim 6beklere karsilik gelen terimlerin toplami olarak S; j k. ..

niceligini tanimlayalim.



S123 = fi2fiz+fizfoz+ fizfos+ fi2fi3/23
S12 = fi2
S, = 1

S toplaminin daha rahat anlasilabilmesi icin yukarida verdigimiz yirmi molekiillii 6rnegi-

mizi tekrar yazalim.

S651151651952051,257,1258,14,15513,17,1853,4,5,9,10

Bu toplamlar tek tek incelemek gerekirse,
6,11,16,19,20 molekiillerinin herbiri birim 6bek.
1,2 molekiilleri bagh bir tane 6bek,

7,12 molekiilleri bagh bir tane 6bek,

8,14,15 molekiilleri bagl bir tane 6bek,

13,17,18 molekiilleri bagl bir tane 6bek,

3,4,5,9,10 molekiilleri bagh bir tane 6bek,

Simdi 'Obek Integrali’ b;yi tanimlayacak olursak;

1
bl(V, T) :Wf...f51,2,.._,1dr1dr2...drl (13)

buradan anlasilacagi iizere birim 6bek i¢in 6bek integralimiz



1 1
1 V‘[V 1ar va n

olur. Simdi 6rnegimiz iizerinde hesaplamalarimizi yapmaya baglayalim. Ornegimizi herbir

Obek terimlerinin ¢carpimi olarak tek bir integral ile yazabiliriz.

~
Il

f...f56811...83’4,5y9,10dr1...d7'20

(11V D) 21V Db2)? 3!V b3)?(5!V bs)

~
1]

formunu alir. §imdi bu sonucu daha genel bir ifade ile yazacak olursak
N
I=QQVb)™QWVb)™...Vb)™...=[[(VDb)™
I

sonucunu elde ederiz.Ornegimizde my =5, my = 2, m3 = 2, ms = 1 ve diger tiim m;’ler ise
sifirdir.

Artik konfigiirasyon integralimiz

(Vbl)m’

Z= N'Z[l_[ (1.4)

m |=1

seklinde yazilabilir. Burada m; sayisi [ molekiil iceren 6beklerin sayisidir. Bu durumda,

Kanonik kiime boliisiim fonksiyonu da

Vbl)m’

(1.5)

il



haline gelir. Denk. ( 1.4) ve ( 1.5) teki toplamlar

™M=
3
1l
=

sinirlamasini saglayan biitiin m = m,, m», ... kombinasyonlari tizerindendir. Buradan da
goriildiigi gibi konfigiirasyon integrali ve boliistim fonksiyonu b;’nin kuvvet serisi olarak
ifade edilebilir. Boylesi bir gosterim bizim bir¢ok hesaplamamizda isimizi kolaylastiracaktir.
Elde edilen bu ifadelerin daha 6nemli bir sonucu ise ilerideki béliimde ele alinacag gibi
hal denklemi k—pT’nin bir kuvvet serisi ile ifade edildiginde b;’ler kuvvet serisinin katsayilari

olarak karsimiza cikar.

1.2 Gaz Basincinin Kuvvet Serisi ve Aktivite

Kanonik kiime metodunda parcacik sayisinin etkin oldugu goriilmektedir, daha biiyiik
parcacik sayisina sahip sistemler i¢in parcacik sayisini belirlemek daha da zorlasacaktir.
Bu durumda "Biiyiik Kanonik Kiime" metodunu incelemek gerekir. Biiyiik kanonik kiime
metodu belirli parcacik sayilari i¢in uygulanabilir. Bu durumda biiyiik kanonik kiimede par-
caciklarin ortalama sayisi, parcaciklarin toplam sayisini veriyor olmalidir. Biiyiik kanonik
kiime metodunda, parc¢acik sayisindaki dalgalanmalar dikkate aldigimizda dalgalanma-
larin c¢ok kiiciik oldugunu gozlemleriz. Bu durumlar g6z oniine alinacak olursa biiyiik
kanonik kiime metodu bizim amacimiz i¢in daha kullanish olacaktir. Biiyiik kanonik kiime

bolisiim fonksiyonu;

E(TV,) =Y QV, T, AN (1.6)
N



seklinde verilir. Birinci boliimdeki bilgilerimize dayanarak biiyiik kanonik kiime boliisiim

fonksiyonu Denk.( 1.5) kullanilarak farkh bir sekilde ifade edilebilir:

= _ Z(V,T,N) , N

:(T,V,A) = ZW)L
N .

- Z(V,T,N)

E(T,V,A) = ZTZN (1.7)
N .

burada A = e* olup;
A
2= 3 (1.8)

A mutlak aktivite, z ise aktivitedir. Burada fugasite, aktivite ve mutlak aktivite ile ilgili biraz
bilgi verecek olursak; fugasite ve aktivite kelimeleri literatiirde karistirilan kelimelerdir.

Fugasite bir gaz basincinin sahip oldugu boyut i¢in kullanilir. Oyleki,

z=aePH (1.9)

esitliginde u kimyasal potansiyel, z ise her sicaklikta secilen bir a i¢in sonsuz seyreltik bir
gaz basincinda fugasitedir. Eger bu durum s6z konusu degil ise o zaman z’ye aktivite denir.
Ozel olarak a = 1 dersek, sicakliktan bagimsiz olarak z’ye mutlak aktivite denir. ideal gaz

orneginde(sonsuz seyrek, V — o0),

ol NA3
er2mQ i NA
ON %
N N
Ko InN3+Iln— ; ——0 (1.10)
kT V'V
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oldugunu termodinamik bilgilerimizden biliyoruz. Eger biz simdi aktiviteyi say1 yogunlugu

olarak tanimlarsak buna dayal olarak % — 0 iken % ile p arasindaki iliskiye benzer bir

sekilde,
N
H o A +inz; lim == (L.11)
kT %_.0 14
A3 3
% = lni—T+lnﬁ+lnp; p—0 (1.12)
fo_
kr - ©

olur. Simdi sonsuz bir seri tanimlayarak biiyiik kanonik béliisiim fonksiyonu i¢in yeni bir

ifade elde etmeye calisalim;

x=Y b(V,Dz! (1.13)
=1

Buradan;

1
eV)( — eVZbl(V,T)zl _ l_[ eVblzl _ l—[[ Z —'(Vb[)mlzlml]

=1 1=1 my;=0 "1

Zf\i 1 lm; kogulunu goz 6niine alir ve bu sonsuz serinin N. par¢acia kadar olan toplamina

odaklanirsak z"’in katsayzsi,

N
- my
Z[Hml'(Vbl) ]

m =1 .



olur. Bu ifade konfigiirasyon integrali Z’nin N!’e oranidir, yani

7 N
ﬂ =Y ] —(Vbz)’”ll

m =1 M

Buradan sonsuz serimizi,

Z(N) -
Y eVr=% i 2 N==

N>0 N>0

seklinde yazabiliriz. Termodinamik basing ifadesini,

ka = ‘}Ln;o;bl(v Tzl = hm —ln_

kullanarak,
P lE-y hw s
kT vIES LD

olarak yazariz. Yogunluk % = p oldugu bilindiginden, parc¢acik sayis1 i¢in;

0ln= 0ln=E

kT( )r,v = 2(

A%

ifadesini kullanarak yogunlugu,

p=Y 1b(T)7Z

=1

11

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)
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gibi elde ederiz. Denk.(1.17) p’yu T’nin ve z’nin fonksiyonu olarak verir. Burada p ve z’yi

yeterince kiiciik tutarsak, Denk.( 1.17) ve Denk.( 1.15) bize

p = z (1.18)
p

= = 1.1
kT 2= (1.19)

esitligini verir. Bu durum beklenildigi gibi bize ideal gaz durumunu gosterir. Burada ek

olarak gazlarin "Helmholtz Serbest Enerjisi" ifadesini,

seklinde b; ve z'nin kuvvet serisi olarak ifade edebiliriz(Hill, 1956).

1.3 Iindirgenemeyen Mayer Integralleri

Simdi 6bek integrallerin 6zel bir durumunu inceleyelim. Bir indirgenemeyen 6bek, tam
baglh bir diagram ile bir f;; ¢arpiminin birlesimi olarak tanimlanir. Tam bagh diagram,

diagrami olusturan herbir diiglim noktasi diger diigiim noktalar ile birbirine bagh olan
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basit diagramlardir. indirgenemeyen 6bek integrali;

1
ﬁk: W‘/‘;/‘S,LZ .... k+1d7'1...dl’k+1 (1.20)

ile gosterilir. Ilk ti¢ indirgenemeyen 6bek integralini yazalim:

1 00
ﬁl Wffflgdrldrngo 4nr2f(r)dr

B2 = %ffffzsflsflzdﬁdrzd@

1
3V

PBs ffff{3ﬁ,4f23f12f14+6f34f23f12f13f14

+  f3af23f24 fi2 fia fiztdridrodradr,

Simdi bir 6bek integrali olusturmak i¢in uyguladigimiz prosediirii hatirlayalim;

i) Her S carpimina ait tiim 6bek terimleri topla,

ii) S terimlerini b; integrali icerisinde ifade et,

iii) Son olarak tiim S ¢arpimlarinin sayisini bul.

Indirgenemeyen 6beklerde de benzer bir prosediir uygulanir;

i) Her §' carpimina ait tiim indirgenemeyen 6bek terimlerini topla,

ii) S’ terimlerini B integrali icerisinde ifade et,

iii) Son olarak S’ carpimlarinin sayisini bul.

Yukaridan da anlasilacagi tizere iki 6bek tipinde de izlenecek olan prosediir aynidir. Simdi
bir diagram 6rnegi vererek indirgenemeyen 6beklerimizi anlamaya ¢alisalim;

Sekil (1.3) deki 6rnegimizi ele alirsak,

/ !/ / /
81,2 83,6 82,5,6 S3,4,7,8



Sekil 1.3: Sekiz molekiilden olusan dértlii indirgenemeyen 6bek

1 ve 2 molekiilleri bagh bir indirgenemez 6bek,

3 ve 6 molekiilleri bagh bir indirgenemez 6bek,

2,5 ve 6 molekiilleri bagh bir indirgenemez 6bek,
3,4,7 ve 8 molekiilleri bagh bir indirgenemez 6bek.

Burada olusan integrale I’ dersek,

1

I/ = w_vﬂ/"'fSl],ZSé,GSIZ,S,GSé,4,7,8dr1'"drg

1
= 516" (2!B2)(3!65)
olarak yazilir. Genel bir ifade yazacak olursak I',

1 1
I'= S B)™ @)™ (ki) ™. = 7 [] ki)™
. *k

14

yazariz. Mayer ve Harrison (Hill,1956) indirgenemeyen 6bek integrallerimiz ile 6bek integ-

ralleri arasindaki baglantiyi,

"k

i
12 1;[ (k) !
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-1
Z knp=1-1
k=1

sart1 alinda

1 <A ap™
- 1.21
by lz;g . (1.21)

olarak ifade ettiler. Bu sekilde indirgenemeyen 6bek integrallerini normal 6bek integralleri

cinsinden yazabiliriz:
by =1
1
b, = =
2 > P

1 1
bs = Eﬁ% + 5,32
2 1
by = gﬁ? +P1f2+ P
Virial katsayilar1 indirgenemeyen 6bek integralleri cinsinden yazilabildiginden dolay1 bu

esitlikler kullanilarak virial katsayilarinin dogrudan 6bek integralleri cinsinden yazilabil-

mesine olanak verir.
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2 VIRIAL SERILERI

Bilindigi tizere ideal gaz hal denklemi;
p=pkpT (2.1)

seklindedir. Burada p basing, T sicaklik, kg Boltzman sabiti, p ise yogunluktur. Gergek
hayatta gazlar parcaciklar arasi etkilesmelerden dolay1 bu sekilde davranmazlar, ancak
parcaciklar arasi etkilesmelerin katkilarinin ihmal edilebilecek kadar kiiciik oldugu, yiik-
sek sicaklik ve diisiik basing sartlar1 altinda gercek gazlar ideal gaz davranislarina yakin
davranislar sergilerler. Bu sartlardan en az birinin yoklugunda gaz faz gecisine yaklasir, bu
durumda ideal gaz kanunu iyi bir yaklasim olamaz. Heike Kamerling Onnes(1901) tarafin-
dan ideal gaz kanunu genellestirilerek esitligin sag tarafin1 p’'nun bir kuvvet serisi seklinde

veren bir ifade verildi:

Bp=p+)_ Byp" 2.2)

n=2

Bu seri virial acilimi olarak adlandirilir. Burada B,, n. virial katsayisi olarak adlandirilir
ve B = (kgT)~! dir. Bu seride parcaciklar aras etkilesimler dikkate alimmaktadur. Ikinci
virial katsayis1 parcacik ciftleri arasindaki etkilesmeleri, tictincii virial katsayisi ticlii par-
caciklar arasi etkilesmeleri, ve benzer sekilde yiiksek mertebeden dereceler uygun sayida
tanecik etkilesimini vermektedir. Joseph Edward Mayer(1940,1942), 6bek a¢ilimlarini kulla-
narak cizgeler(graph) lizerinden alinan integraller ile bu virial katsayilar1 hesapladi. Mayer
ayni zamanda virial serisinin tamamen yakinsamayan, sadece bazi sinirlamalar altinda
yakinsayan bir seri oldugunu gosterdi. Bu sinirlamalar fiziksel bakis acisi ile diisiiniildii-

giinde kesin bir fiziksel anlam ifade etmez. Ancak bu serilerin yakinsak olduklar1 bolgeleri
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belirleyen sinirlamalar faz gecisinin oldugu noktay1 tahmin edebilmemizi saglayan iyi

hesaplamalardir.

Virial serisinin yakinsakliginin esas 6nemi bizim faz gecisinin nerede oldugunu tahmin
etmemize izin vermesidir. Virial serisinin yakinsaklik sinirlarinin bir faz gecisine karsilik
gelip gelmedigi tam olarak bilinmemesine ragmen, bazi modellerde yapilan acik hesap-
lamalar heniiz buna ters diisen bir sonu¢ vermemistir. Buna ek olarak, 6bek acilimlari
tizerine ¢ok fazla arastirma olmasina ragmen, yogunluk parametresi deneysel olarak kont-

rol edilebildiginden dolay: virial serisi daha 6nemlidir.

Virial serisinin yakinsaklik bolgesi tizerindeki tiim sinirlar1 bilmek ideal olmayan gazlarn
ve sivilarl anlamamiza yardimci olur. Virial serisinin alt sinirlarini bilmek bize buldugumuz

sonuglar ile daha eski sonuglari mukayese etme imkani saglar.

Simiilasyonlardan elde edilen tiim kanitlara dayanilarak, virial serisinin sahip oldugu
yakinsaklik yaricapinin 6bek serilerinin yakinsaklik yaricapindan daha biiyiik olmasi gerek-
tigine isaret etmektedir. Halbuki virial serisinin yakinsamasi ile ilgili ispat, 6bek serisinin
yakinsamasina dayanmaktadir. Buradan da ilging bir matematiksel problem olarak virial
serisinin yakinsamasinin kendi i¢inde tutarl olarak elde edilmesidir. Buradan da anlasila-
cag tizere virial serilerinin yakinsaklik 6zelliklerinin belirlenmesinde ve virial serilerinin

katsayilarinin hesaplanmasinda Mayer serileri biiyiik 6nem tasir.

2.1 Gazlarin Virial Serisi

Bu boliimde p = % = %’in A’;—,YT cinsinden kuvvet serisini elde edecegiz. Denk. ( 2.2) ile

verilen virial serisinde z = % oldugu gercegi kullanilirsa
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z = p+ng2+ng3+... (2.3)
p = Y IbZ (2.4)
=1

yazilabilir(Huang, 1987). Burada p'nun kuvvet serisinin katsayilar1 olan B;’leri bulacagiz.

Ornek olarak (i=4) icin;

p=1b1z2+2byz* +3b3z° + 4byz* (2.5)

bildigimiz gibi by = 1;

p = (p+Byp®+B3p>+Bap*+..)+2bs(p + Bap® + B3p® + Bap* +...)°
+ 3b3(p+Byp®+B3p® + Bapt+..)°
+ 4by(p + Byp® + B3p® + Byp? +..)*
—Byp* —b3p® = Bsp* = 2by[p* +2Byp* + (2B3 + B5)p* + (2B4 + 2B, B3) p5 + (B3 + B2 By) p°]
+ 3b3[p®+3Byp* + (3B3 +3B35)p° + (6B2B3 + 2By + B3) p°]
+ 4bylp* +4Byp° + (4B3 +6B5)p°]

= 2b2p2 + (41?232 + 3193),03 + (4b2B3 + 2b23§ + 9b332 + 4b4)p4

burada p’larin katsayilarini esitlersek sonug olarak ilk dort virial katsayisi
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B, = -2b,

B3 = 8b5-3b3

By = 30byb3—4by—40b5

seklinde bulunur. Elde edilen bu katsayilar z'de yerine konacak olursa;

z = p+ng2+ng3+...

= p—2byp?*+(8b5—3b3)p> +...

z icin Denk.( 1.15) elde edilir;

L =Y by(Dz! = b2} + by2® + by 2 2.6)
kT =1
Bilindigi gibi;

1 -1 l ng -1
bl:—ZZH('Bk) ve [-1=) kny

dir ve 6zel olarak ! = 2 icin;

1 (262)™
b, = -
2 4 ; ny!
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I =3 igin;

1 (361)™ (362)™

np! ny!

ve [ =4 icin;

1

by = 162;

(41" (4B2)" (4B3)™

nl! Tlgl n3!

Artik b;’leri B cinsinden ifade edebiliriz;

b= B
1967 _ B B
by = gl ¥3bl="+7%

1 64p3 23 3

b4 = 1_6[ 3!1+16ﬁ1ﬁ2+4ﬁ3]:?+ﬁ1ﬁ2+%

pV

NET ifadesine geri donecek olursak;

N
Il

p—2byp* + (8b§ —3b3)p3 +...= p+ Bap? + B3p> + ...
— = b1Z+b2Z2+b3Z3+...
= p+Bop®+B3p® +ba(p® +2Byp° +..) + B3p®

p + (Ba + by) p* + (B3 + 2By by + b3) p°

p — byp® + (4b5 —2b3)p> + ...



21

Bilindigi gibi p = &, buradan;

pV 2 2
—— = 1-b 4b5—-2b
NkT 20 + (405 3)p” +
b1 4T, 2B ,
= 1-Zp+ (L - -5p% 4
S P+ B 3 Pt
_ P _2h
2 3
k k
= _k;—k+1’6kp
k-1 B
SRR I
k>1

burada B, n. virial katsayisidir ve

-1
nn Pn-1 2.7)

Bn:_

seklinde yazilir.

2.2 Kahn'in Tiiretimi

Virial serisinin farkl bir tiiretimi ve 6bek integralleri ile olan iliskisi Kahn (1965) tara-

findan verilmistir. Bu farkli yaklasimi ele almak i¢in simdi bir ¢ (¢) fonksiyonu tanimlayalim,

P& =Y Pre* 2.8)

k=1
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seklinde olsun. Denk.( 1.13)’e benzer bir islem yapilarak ¢(¢);

el H elﬁkf — H[ Z —(lﬂ )nké‘knk]

k=1 k<1 nr=<0 k

Buradan e/?®) ifadesini ¢ = 0 etrafinda Taylor serisine acacak olursak &!~!"in katsayisi

asagidaki gibidir:

1 dl—l ;
L Lle@
-1 [dfl-l ¢ ]g:o 2.9)

Denk.(1.21) den yola cikarak Denk.( 2.9) ile birlikte,

dll l(
_ 5
b, = [d‘f“ ¢ ] 2.10)

Ib; yerine Denk.( 2.10)’i koyabiliriz.

p = Y IpZ 2.11)
=1
Zl dl_ l
_ 9(©) (2.12)
'O 1221 ll [ 61 1 ]

Simdi ¢ok iyi bilinen Langrange teoremi’ni kullanacak olursak, esitligin ¢6ziimii icin te-

orem,;

x:zf(x) (2.13)
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burada x(z)’i veren ifade;

dl—l
grl 1

f(cf)’] , f(&) =e?® (2.14)

Diger taraftan Denk.( 2.10)’in ¢6ziim{j,

S (2.15)
f '
Denk.(2.10) ve ( 2.13)'de biz x yerine p’yu koyacak olursak f (&) = e?* ters islem ile,
- = pe?P (2.16)
f(x) P
olur. Buradan
P0 =) Brpt 2.17)
k=1
Virial serisini bulabilmek i¢in Denk.( 2.14)’i tekrar yazarsak,
N -1y . . I_
= (Zlblz )dz ; Zlblz =p(z)
kT 0 =1
V4
r_ P
kT 0 z
N
= T he o=y
pV
LA -y 2.18
NiT - LTl 1ﬁ 0" (2.18)



olur. Burada,

esitligini kullanacak olursak,

pV n
——=1+)>) B
NKT Z n+1pP0

seklinde buluruz.

24

(2.19)

(2.20)
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3 KORELASYON FONKSIiYONU

Korelasyon fonksiyonlari ilgilenilen bir parcaciklar sistemindeki bir 6bek parcacigin
davranisini anlayabilmemiz i¢in kullandigimiz bir metoddur. Bu foksiyonlar bize ilgile-
nilen 6begin parcaciklar sistemine gére davraniginin olasihigini verir. ilgilenilen sistemin
parcacik sayisi ¢cok biiyiik oldugundan sistemi biiyiik kanonik topluluklarda incelemek

daha dogru olacaktir. Hesaplamalarda kolaylik olmasi i¢in uzay konumlaring;
(x1,...,xN)ER icin (X)n
olarak yazalim. Biiyiik kanonik kiime béliisiim fonksiyonu:

=wpa= S L f d(x) yexpl-BU) ] 3.1
&N

m-parcacik korelasyon fonksiyonu, xi, ..., X, V konumlarinda tanimli, z aktivitesine sahip

m farkli parcacigin bulunma olasilik yogunlugu olarak tanimlanir ve
n(x), = n(xy, ..., Xl 2)

olarak gosterilir.

Simdi korelasyon fonsiyonumuzu olusturmaya baslayalim. N par¢acikli bir sistemden
m fakli parcacig ( ) farkli yolla segebiliriz. Pargaciklar sisteminin ayirtedilemezligini gozo-
niine alacak olursak m parcacigin seciminde m! faktoriinii g6z 6niinde bulundurmamaiz

gerekir. $Simdi tanimli konumlarda bulunan m farkl parcacik icin =7, (z, V, ) bolistim
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fonksiyonunu tanimlayalim, ve kombinatorik carpanlarimzi da Denk.(1)’e uygulayalim,

o0 N/ ZN’
EnzV,p) m! Y (m)ﬁ fv o AXmydxyexpl=pU ) y]
N'=m : -

o N'! zV
= | - @
ml ) (N'— m)lm! N'!

va, dxXmy1...dxyexp[—pUx) ]
N'=m o

0o N’

= X

NEY) d -..d ! —_ U /] s N/ — N
Nem (N'—m)! fVN'-m Xm1...dxXn expl—pU(x) n'] +m

ZN

o0 +m
En(z,V,B) > AXms1.-AXN 4 meXpl—PU(X) N+ m]

Sonug olarak m farkli parcacik icin olasilik yogunlugumuz,

N+m

2z
1;’ N! ‘[VNdxm+1"'de+mexp[_ﬁU(x)N+m](3.2)

=5z, V,B) _
2(z,V, B)

[1]

n(xy...xmlz) =

m-parcacik korelasyon fonksiyonunun n — oo limitinde bir termodinamik limite sahip
olmasini bekleriz. z aktivitesine sahip s parcacik 6beginin 6bek acilimlarinda tartistigimiz
durum denkleminin z'nin kuvvet serisi icin yakinsaklik yaricap:1 R(V)'dir ve |z| < R(V) ige-
risinde denklemimiz hi¢bir zaman sifir olmaz. Buradan yola ¢ikarak s-parc¢acik korelasyon

fonksiyonunu

[e.0]
(X1 Xsl2) = Y 1g (3. 5) 25 (3.3)
=0

seklinde yazabiliriz.
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3.1 integral Denklemleri

Integral denklemleri iki gruptan olusur. Kirkwood-Salsburg integral denklemleri ve

Mayer-Montroll integral denklemleri

3.1.1 Kirkwood-Salsburg integral Denklemleri

. . _ N
Simdi xy,...xy = x{V ve en(X1,...,Xy) = e BH(x1) glarak yazalim. Bu durumda s-parcacik

korelasyon fonksiyonu;

ZN

1% —BH(Y) g, N 3.4

ng(x1..x5lz2) =5~

x1 konumunda taniml par¢acigimizi disariya ¢ikardigimiz takdirde bu durum bize,

s 00 ZN—I N N
ng(xy...x4|2) = Z(He—ﬁH(xl,xi))E—l Z —'fe—ﬁH(xz)( H e‘ﬁH(Xl;Xi))dxé\il
i=2 N=s (N —=9)! i=s+1

ifadesini verir. Simdi yukaridaki denklemin en saginda bulunan carpimi ele alalim. Mayer

fonksiyonunu tekrar tanimlayalim,
flo, x) = e PR

buradan,

N

N
H e—ﬁH(xmct) — H (f(xl;xi) +1)= Z Hf(xl,xi)

i=s+1 i=s+1 Ic{s+1,..,N} iel



28

Simetriden dolay10 < j < N—-saraliginda I = s+1,...,s + j alirsak, bu aralik icerisinden

j'yi ( %) farkl sekilde segebiliriz. Bu durum bize yukaridaki toplami,

N N-s N—s S+j
H o PH (LX) _ Z H fx1, %) (3.5)
i=s+1 j=0 J i=s+1

seklinde yazma imkani saglar. Bu ifadeyi denklemimizle birlestirelim. k = N — s i¢in,

s
ng(xy...x5lz) = Z(He_ﬁH(XIyxi))
i=2

—1 1 ~BH(Y) ~BH(x1,%;
tE NZ(N s)'.[ ’ He )t

i=s+1

- Z( ﬁ e—ﬁH(xl,xi))

i=2

fo'e) k+S 1 k+S k k S+j

k=0 ]=0 J)i=s+1

toplamlarin siralamasini degistirecek olursak,

s
ng(xy...xslz) = Z(He_ﬁH(xlrxi))
i=2

s+k-1

. © 0o 4 _ otk
= I.Z 2 k- ])vf f prEE™ H fa, xdxlly

]:Ok:] =s+1

=

S S+]
Z(He_ﬁH(xlyxl ]‘f f nS 1+](x2 |Z) H f(xl,XZ)dxs+l

i=s+1

Sonuc olarak elde ettigimiz bu ifade Kirkwood-Salsburg deklemi olarak bilinir (Penrose,

1963-1964).
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3.1.2 Mayer-Montroll integral Denklemleri

Simdi korelasyon fonksiyonumuz i¢in farkli bir tanimlama kullanalim.

ZN

(N —3s)!

o0
—1
Ns(x1...x512) =271 ) fdxs+1...deeN(x1...xN)
N=s

bu durumda ey (x;...xy) ifadesi tekrar diizenlenerek,

N s
es(x1...xs)en—s(xse1..Xn) [T []e2(d, )

eN(xl...xN) =
Jj=s+li=1
N

= es(xp..x)en—s(Xorr.xn) [] (fslxr, o xsx)) +1)

Jj=s+1
N-s —s s+1

en(x1...xN) = es(xl-~-xs)eN—s(xs+1---xN)Z ] H fs(x1..x55 x5)
=0 Jj=s+1

elde edilir (Groeneveld, 1962-1968). Simdi bu denklemi korelasyon fonksiyonu ifademizde

kullandigimizda,

-1
ng(x1...X52) E 7 es(x)

00 ZN 4 N N N-s N—s I+s
X NZZS(N—S)!fV"'fV (XSH)eN_S(XSH)l;) l j:]llfs(xl...xs,xj)

= Z'es(x))=!

oo N-s N—s ZN—s N N I+s
x oY ; (N—s)!fv'"fvd(xs“)eN_S(x”l) [T fitxa.xsx;)

N=s1=0 Jj=s+1
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k=N —sigin,
ns(xjlz) = zZ'es(x)=""
= & k Zk s+k s+k b
x oY) ; Ffd(xm)ek(xm) [T fitxi..xsx;))
k=01=0 : jes+l
= Zles(x)=""
o k Zk ‘ ‘ I+s
x ) ”fd(xjil)ek(xﬁil) [T fxi.xsx))
i=0i=o (k= D!I! j=s+1
s S o 1 I+s ) . I+s
= zles(x)) ) o [ mxiila) [T flx.xg pd(xgy)
1=0 I! j=s+1
s s - 1 s+k his
ng(x)...Xs|2) = zes(xl)Z—' nk(stlz)( I1 f(xl...xs;xj)dxj)
k=0 k! j=s+1

sonucu elde edilir(Penrose, 1963-1964).

3.1.3 Ikinci Kirkwood-Salsburg integral Denklemi

Ikinci Kirkwood-Salsburg denklemini olusturmak i¢in 6nce Denk.( 3.3)’{i gbz6niine ala-

lim,

ng(xy..xslz) = =7 OXO: al fe_ﬁH(va)de
s cee s - — 1
= (N =) st
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I=N-s icin;

00 ! ) 00 zs+l BH( I+s) ;

s+l _ = -BH(x s+
Y nzt = =Y 5 f e PHUL™ g s+l
=0 :

=0

Ry r(xX1Xs) = E—IZ f PHU) g st (3.6)
1=
x1 konumunda taniml par¢acigimizi disariya ¢ikaralim,

1
g (X1..X5) = (HeﬁH(xlxl)l'_
i=2

" s+l '
X f e PO T] e P ) st]
i=s+1

S 1
_ (H e—ﬁH(xl,xi))_
=

i=2

. l S+]
X f -BH(x; ’)(Z(}) H fx1, x7) )dxgif

j=0 i=s+1

= ( ﬁ e_ﬁH(xlyxi))

=2

ol

I =1
ﬁH(x”l) ) dxst!
g ; 11 - ])'f i= s+1f(X1,XI) Ford

( ﬁ e_ﬁH(xlyxi))

i=2

I 1 s+j .
DY ENVRVEC () F7E I EIES)
j=0J!

i=s+1

Elde ettigmiz bu son ifade ikinci Kirkwood-Salsburg integral denklemi olarak bilinir..
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3.2 Kirkwood-Salsburg Denklemi i¢cin Yakinsaklik Sinir1

Sonsuz V hacmi icerisinden bir A < V sonlu hacmi ele alir ve daha 6nceki iki boliimde

elde ettigimiz denklemleri kullanirsak,

S
ndx.xda) = 1aGez( []e o) (3.7)
i=2

© X e estia( ] epenso)aes)

i=s+1
ve

N

nd (x.xg) = G (U H(JC1JC1) 3.8)
l 1 S+] s+j o
Z_f Mo j-1,1- ]( ( H f(xl,xi))d(xs“)
=0 J! i=s+1

Denk.(3.7) ve Denk.( 3.8) korelasyon fonksiyonu icin Kirkwood-Salsburg denklemleridir.
Denk( 3.7) 6bek a¢ilimi icin en muhtemel yakinsaklik bélgesini bulabilmek i¢in kullanila-

bilir. E¢, R™ tizerinde komplex 6lciilebilir Lebesgue fonksiyonlarinin ¢ = (¢,) ;<1 diziler

uzay1 olsun. Oyle ki,

llplle =sup(™" ess sup |@(x)pl) < +oo (3.9)

n=1 (x) neR™Y

Simdi bir K operatorii tanimlayalim,
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(K)o —zZ f <p(x”“)1‘[f(x1,x ydxy (3.10)

ve

(Kz(p)(x{n) = Z(lr_n[ e_ﬁH(xl'xi))

i=2

n+m

x (o (x2)+2 f (xmy Hf(xl,x,)d 2em)

E := UgsoE¢ uzayr icerisinde artik Denk. ( 3.7) tekrar yazildiginda,
Ns=zZyAd + xaKzng (3.11)

burada « icin

1 eger s=1
o= (3.12)
0 eger s>1

Buradan yola cikarak,

N [I—XAKZ]_I(ZXAGZ)

= XA i KZ’”(ZXAa)
m=0

elde ederiz. Simdi bir yakinsaklik tahmininde bulunalim (Ueltschi, 2009):



B:f‘e_ﬁH(r) —l‘dr <00

|z| < p icin, Denk.( 3.13) serisi icin bir P operatorii tanimlayalim,

o0

> Plloxa@

m=0

burada P,

n
f(xl)xi)‘dxg

x 1
(Ppw)(xl) = pzﬁflw(%’“
n=1 "¢

(Pp(p)(xi") = p(ﬁ e_ﬁH(xlvxi))

i=2

n+m

x (I<p(x2 )+ Z fq)(x;“m) H f(xl,x,)dx”+m)

Denk( 3.14)’deki serinin sonlu olmasi i¢in p > 0 olmasi gerektigini gostermeliyiz.

Simdi bir T,;

(Top) =pa+Pyp

opertatorii tanimlayalim. Bu operator asagidaki 6zelliklere sahiptir,

e (i) Tim pozitif Fve G, F<Gise T,F < T,G

e (ii) Her pozitif ¢ ve her pozitif k tamsayisi icin;

34

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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k
Z [Pg(pa)](X) = [T}f“f](X)
n=0
ozellik (i) cok aciktir. Simdi (ii)yi ispatlayalim;

e k=1 icinbakalim;

[T5E1(X) [pa+Py(pa+Pyd)(X)

[pal(X) + [Pp(pa)](X) + [P,gcf] X)

v

[oal(X) + [Pp(pa)]

e Tiim Klar icin

[T5*1E1(X)

lpa+ P, TFE(X)

= [pal(X)+ [P, TSEI(X)

k-1
pa1(X) + Py Y [P (pa)] (X))
n=0

v

k
= Z [Py (pa)](X)

Denk.(3.14)deki seri ancak ve ancak pozitif ¢ fonksiyonu tiim X < A’ler icin (T,¢)(X) < ¢(X)
icin yakinsar. $imdi ¢ fonksiyonu icin ¢ (X) = [[,cx ¢ (X) seklinde diislinelim, burada her x;

pozitif ¢, fonksiyonu atayalim. Bizim yakinsaklik sartimiz X yada A’ya bagh olmadigindan,



burada ¢ sabit kabul ederiz (yani tiim X’ler igin §;, = ¢ ;). Eger m>1 icin X = x{" ise:

(T,OX) = pa(X)+[Pyl(X)

_ p( ﬁ e—ﬁH(xl,xi))

i=2

m+n
x (f(xg )+ Z ff(x”“” If(x1,xi)ldxﬂi{’))
i=m+1
< gm—lp(ﬁe—ﬁH(xl i )( °X°: (532)”)
i=2 n=1
m

— ém—lefBz(l_[ BH(x1,x; )

X1, .., Xp,'in silindirik permiitasyonlari biitiin k=1,...,m i¢in asagidaki esitsizligi {iretir,

(Tpf) (X) < é‘WL—lefsze—ﬁZi#k H(xg,x;)

Bu esitsizlikler,

[(Tpé) (X)]m < (é‘m—lefsz)me—Zﬁzkjsm H(xi,xj) < (é;m—lefsz)me—ZmﬁCD

olur. Bunu takiben,

1(X) = (ué)* olsun,

36
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u¢ By

(Tp,u)(X) = ume”sz’um—l = ;

w(x)

Denk.( 3.14)'deki serinin yakinsakligindan

u¢ By

pe

picin p < e”lBZ yazabiliriz (ayrica u(X) = (1/ B)X). m=1 icin,

(Tow) (X) < petP2

u

Bu durumda ayni zamanda p < e

= —; esitligi elde edilir. 4 = 1 oldugundan dolay1 bu

bir sikint1 degildir. Bu ispat asagidaki teoremlere baghdir,

Teorem 1. Potansiyel etkilesmelerinin ;. j<; H(x;, xj) = —s® seklinde oldugunu ayrica
B:=[ lePH() _1|dr < oo farz edelim. Bu durumda |z| < 1/e%B2 bolgesi icerisinde

obek acilimlar yakinsar (Brydges, 1986).

Yorum 1. Penrose tarafindan kullanilan yakinsaklik bolgesi |z| < 1/ elB2 seklindedir, bu-

rada teorem (1) deki @ ile u := e2f®

> 1. Burada elde edilen yakinsaklik bolgesi Ruelle
(1969) ve Penrose (1964)'un ortaya koyduklar yakinsaklik bélgesinden kesinlikle

daha biiytiktiir.
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3.3 Korelasyon Fonksiyonu icin Kirkwood-Salsburg Denklemi

Virial serisi tizerinde daha iyi bir yakinsaklik bolgesi bulabilmek icin, nb,, katsayilari
tizerinde daha iyi bir bag bulmamaiz gereklidir. Bunun icin s-parcacik korelasyon fonksi-
yonu Denk.( 3.4) ve bizim en iyi esitliklerimizden biri olan Denk.( 1.15) kullanalim. s=1 icin

ng(x1...Xs2)’yi kontrol edelim;

n(x1lz) == 2" fe (xN)de
1\X1 = Z (N— D! N4 2
ayni zamanda,
Olog= !
= Ib
V4 0z Zl: 1<

= fnl(x1|z)dxl
= |AIY b2
l

Simdi Denk.( 3.3)’1i ele alacak olursak,

I+
ng(xy...xslz) = Znsyl(xl...xs)z
=0

ni(x1lz)

I+1 1
Y )zt =Y nya)z

=0 =1
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Simdi bu buldugumuz ifadeyi son ifadeye ekleyelim,

IAIZlblzl = anl,l_l(x)zldx
1 l
b, = A f ny, -1 (x)dx

Her hangi bir ny;_; i¢in |/ b;| tizerinde bir tist sinir elde ederiz. Denk( 3.8) ile baslayalim,

ns,l(xf)
I ) e—BH(x1,x;)
1=

ﬂs,l(xf) =

1. s+j A —BH(x2,x;) g s+j
= oﬁ Mgt j—1,1-j (%X, )(H%e i )( I1 f(x1,xi))dxs+1
! i

Jj= i=s+1

Burada s = 1,/ = 0. Ayrica bu tanimda biitiin s = 0 i¢in 71590 = 1 ve biitiin / = 0 i¢in 739 ; = 0

seklindedir. Simdi yeni bir K operatorii tanimlayalim:

K(Ps,l(xf) (1-650)

=

l 1 sri s+j s+j o i
(Z T,f<Ps+j—1,l—j(x2 ])(He_ﬁH(xz’xi))( I1 f(xl,xi))dxH{)
j=0J- i=3

i=s+1

sonuc olarak lineer bir denklem elde ederiz,

S
%)
|

55,050,1 + Kﬁs,l

Y K™(85,000,1)
m=0
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W1 = (05000,) tammlarsak, sonug olarak Ky o = 0 oldugundan dolay1 son toplamimiz
sonludur. Ayrica s+I>0 icin Ky, s+1-1 indeksli toplamdir. Bu yiizden 7, ;’yi tekrardan

yazarsak r5; = Zf;:lo K™y K operatorii:

B! y
Py, =

B! 3
(1—63,0)2520 T?q)s-uj,l—j eger s+1<3

etkisindedir. Bu yiizden |7, ;| < Zf?j:lo P™My rdir. Eger (s,1)=(0,0) oldugunda v ; # 0 oldu-
gundan, serinin ilk s+l-1 terimi sifir olacaktir ve |ng ;| < P”lw s,1- Burada |7ig | < CS, 1 acik

bir sekilde,

c(s,Dus*"2Bl  egers+1=2
s =
c(s, Z)Bé egers+1<2

elde edilir. Burada c(s, 1), s ve I ye bagh bir faktordiir. s+ /=3 (ve s> 0) oldugunu varsaya-

Iim, bu takdirde:
és,l = Pés,l
1-2 pl L Bg i I
c(s, Du**"*B; = u) —Fc(s—1 +j, - jHust3BL3
j=0 J:
-1+j,l-j
c(s,l) = ol .] J)
=0 J!

! ; I-j-1
(s—1+j)(s+1-1)"/

= X —

120 (1= !

- l(ij(l)(s+l—1)l_j_1+i(s—l)(l)(s+l—l)l_f_1)

*j=0 j=0



1 1 Lo (1 oos—1 L1 ,

= — 1 — 1)/ —_ 1/
l!(s+l—1j;)1(j)(s+l b +s+l—1]§))(j)(s+l 1))
1(l(s+l)l—1 (s—1)(s+l)l)

= — +
I’V s+1-1 s+1-1

_ 1+ (s=D(s+D 1

B l!( s+1—-1 )(S+l)

c(s,l) = %s(s+l)l_1

elde edilir. Bunu takiben s > 0 icin,

_ _» B! y
R ss+ D ust22 egers+1z2

[715,1| <
> )l—lB_é
I

s(s+1 eger s+1<2

Obek acilimlarinin katsayilari icin,

-1
1-2..1-2 B
I w75

A egerl =2
LDyl = ny,-1] = Ay, 111 <
1 eger /=1

Ust sinurlar Penrose’un buldugu sinirlarla aynidir: u!~2(1B,)!~1/1! (Penrose, 1964).

41

Alternatif olarak 6nceki béliime benzer bir yaklasim deneyebiliriz. T ; = 65000, + Kiis,1

olsun, o zaman T'ug; < us; oldugundan, p;;’yi bulmak isteriz. Daha 6énceki boliimdeki

ayni siirecleri tekrarlarsak;

51,5 SZO;
1
Us1=1y Ss(s+ l)l‘l% s+1<2,s>0;

_ _, Bl
s(s+ DI-lyst! R s+l=2,80.
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3.4 Virial Serisi I¢in Bir Yakinsaklik Bélgesi

Bu adimda, Lebowitz ve Penrose tarafindan belirlenen yakinsaklik bélgesi hesaplamala-
rindaki yaklasimi takip ederek, virial serisi tizerine elde edilen yakinsaklik bolgesi hespla-

malarina uygulayacagiz. Tekrar basing ve yogunluk ifadelerimizi hatirlayalim,

1
—logZE(z,V)
A8

Y by(V)z" (3.16)
n

(2, V)

Y nb,(V)z"

Simdi asagidaki teoremi ele alalim;

Teorem 2. (Virial serisi icin Lagrange Teoremi)z/p(z, V) z merkezli ylizey {izerinde C ka-
pali egrisince cevrelenen alan tizerinde analitik olsun ve p, |p| < u = ming.clp(z, V)|'yi
saglayan kompleks bir say1 olsun. Artik C igerisinde z'nin degerleri p(z, V) = p denk-

L

lemini saglar. Ayrica, eger p(z,V) = BIV] log=(z, V) C iizerinde analitik ise, 0 zaman

bizim yakinsak serimiz;

P(p,V)=plz(p,V),V) =) cpp"
n=1

olur (Uhlenbeck, 1962).

Denk.( 3.16) ve ( 3.17) serilerinin yakinsakligini saglamak icin, Teorem (1) diisiinelim.

Burada |nb, (V)| < u"*2(nB,)" !/ n! sinirini1 kullanalim, u'yu Yorum(1) de tanimlamistik.
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b; =1 oldugundan;

(e8]

Y nb,(V)z"

n=2

lp(z,V)—2z|

00 un—Z (nt)”_l

|z]"
n!

IA
™

1 & .1 (uBz)"
= Z n _—
u232

n=2

n!

“)

1 _
= w—-we
usz(

w |z|

u’B, u

Burada we™" = uBs|z|’yi kullandik.

lo(z, V)| = lzl-1lp(z,V)—2z|

vV
o
—_—
<
[\S]
o
<

I
—
_|_
NI
N —
n
[

w

(u+1e ¥ -1) 2B,

Virial serisinin yakinsaklik yaricapinin alt sinirini1 elde etmek i¢in, son ifademizi0 < w < 1

bolgesi tizerinde genisletelim. Bunu yapabilmek icin asagidaki adimlar takip edilerek,
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w (w+1) _w_l)w(u+1) 1
2B, urle 2 (u+1)B,

(u+De " -1)

_ (_w(u+1)+w(u+1)2e—w) 1
(u+1)Bg

u? u?

(_ w(u+1) N wz(u+1)2e_w) 1

u? ulw (u+1)B,

_ (w(u+1)+w(u+1)2 wz(u+1)ze‘w) 1

u u?w ulw (u+1)B,

3 (w(u+1)+1,uz(u+1)2 wz(u+1)ze_“’) 1

u ulw u?w (u+1)B,

_ (w(u+1) . wz(u+1)2[1—e_w]) 1

u u? w (u+1)B>

(V - Vzg( uvf1)) (u +11)Bg

Burada v =w(u+1)/uve g(w) = (1 - e~ ")/ w tanimlamalarini yaptik. u = 1 oldugundan,

ul(u+1)= % ve g monoton bir sekilde azalir.

(V_ vzg( uvfl)) (u +11)Bz = (V_ vzg(g)) (u +11)Bz

v =0.62984... icin sag taraf maksimum degerdedir, 6yleki 0 <v <1 < (u + 1)/ u oldugundan

bu ifadeye ulasiriz. Yaricap icin alt sinir;

0.28952
RV)z ——— (3.17)
(u+1)B,

buluruz.
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4 FARKLI POTANSIYELLER ICIN ViRIAL ve MAYER SERILE-
RININ IKiNCi ve UCUNCU MERTEBEDEN KATSAYILARI

ve YAKINSAKLIK YARICAPLARI

Virial ve Mayer serilerinin yiiksek mertebeden katsayilarini analitik olarak hesaplamak
kolay degildir. Boyle bir analitik hesaplama ancak basitlestirilmis model potansiyeller icin
ve sadece ilk bir kag virial katsayisi icin miimkiindiir. Daha karmasik potansiyeller ve daha
yiiksek mertebeden virial katsayilari icin sadece sayisal hesaplama yapilabilmektedir. Bu
tiir sayisal hesaplamalar Monte Carlo yontemleri gibi gelismis ve zaman alic1 yontemler ge-
rektirmektedir. Bu boliimde analitik hesaplamalarin miimkiin oldugu farkl basitlestirilmis
model potansiyeller icin ikinci virial ve ti¢lincii virial katsayilarini hesaplayacagiz. Daha

sonra bu katsayilar1 kullanarak Mayer serilerinin yakinsaklik yaricapini hesaplayacagiz.

¢ Sert Kiire Potansiyel Fonksiyonu;

00 r<ry
Ur)=
0 r>ry

ve karsilik gelen Mayer fonksiyonu

fn=ePV0_1= whorsT

0 r>ro

seklindedir. Bu potansiyel icin ikinci virial katsayis1
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_ 27 3

RREYE
1 Yo
B,=—= - 2
2=-5h e

olur. Burada vy = %nrg olarak tamimladik. Denk.( 4.1)'den de anlasilacag tizere ry, v, sabit,

A ise sicakligin bir fonksiyonudur, yani ikinci virial katsayisi sicakligin bir fonksiyonudur

(Pathria, 1996). Bu potansiyel icin iciincii virial katsayisi ise

2 1
B3 = —§ﬁ2 = _gfff(rlz)f(rIS)f(TZS)drler
5
- 24
_ W
816
ifadesi ile verilir.

e Dortgen Kuyu Potansiyel Fonksiyonu (Taro, 1953);

o0 r<ro
U= —e ro<r<grn

0 r>gro
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ve karsilik gelen Mayer fonksiyonu

-1 r<ro
fn=1 eff-1 ry<r<grn
0 r>gro

seklindedir. Bu potansiyel i¢in ikinci virial katsayisi

1 21 [°
B,=—— = == 2
> 2,31 13.[0 frredr
2 [T 870
= —-—= (r)rzdr+f (r)yridr
([ - purtar]
v
- 3 1-(g°- x| ; g=2
_ 1 _ Vo
Bg——zﬁl = ﬁ 1—7x]

olarak elde edilir. Burada x = e ¢ — 1 ve g = 2 alinmustir. Bu potansiyel icin {i¢iincii virial

katsayisi ise

2 1
Bg:—gﬁz = —gfff(rlz)f(rIS)f(rZS)drler
vo
- SF(S —17x+ (3283 — 18g% — 48) x2
- (5g6—32g3+18g2+26)x3) ; §22
2 2

Bs=—=B, = 820 (5 17x+ 136x% — 162%)
3 — 2 = /16 X X X
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¢ Sutherland Potansiyel Fonksiyonu;

o¢] r<rop
U(r) =

—e(X)™ >0
ve karsilik gelen Mayer fonksiyonu

-1 r<r
fr) = ’

oym
eI 1 r>r

seklindedir. Bu potansiyel icin ikinci virial katsayisi

2 o0
Bzz——ﬁl = —A—Z‘/(; f(r)rzdr

-— dar+ dr|; m=6

1 Vo( € i
By=—3p1 = 2.45—(—)

seklinde elde edilir.

Denk.(3.17)’'den u’nun olasi en {ist sinir1icin R(V) nin en alt sinirin1 elde ederiz. Buradan
yola ¢ikarak hesaplamalarimizda u = 1 diyecegiz. Bu durumda farkli model potansiyeller

icin elde edilen yakinsaklik yarigaplar: asagida verilmistir.

* Sert Kiire Potansiyel Fonksiyonu i¢in yakinsaklik yaricaps;

0.28952

R(V) —_—
(u+1)B,

0.14476
B>
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0.14476
R(V) = » A3 4.1)
0

* Dortgen Kuyu Potansiyel Fonksiyonu i¢in yakinsaklik yaricaps;

0.28952

R(V) S T—
(u+1)B,

0.14476
B,

0.14476
RV) = ———— 23 (4.2)

v0[1—7x]

 Sutherland Potansiyel Fonksiyonu icin yakinsaklik yaricapi;

0.28952

R(V) S T—
(u+1)B,

0.14476
B>

0.14476

R(V) = A3 (4.3)

N

2.45v0(ﬁ)

Elde edilen bu yakinsaklik yaricaplarinin fiziksel olarak daha iyi anlasilabilmesi icin ( 2.4)
ve ( 1.15) esitliklerini kullanarak (4.1),(4.2) ve (4.3) ile verilen yakinsaklik yaricaplarina
karsilik gelen siir1 p—1/T ve p—1/T diizlemleri tizerinde gosterebiliriz. Sekil (4) ve (5)
de yakinsaklik yaricapina karsilik gelen egriler farkli model potansiyeller icin verilmistir.
Grafikte SW-2, SW-3 ve SW-4 farklh genislikte dortgen kuyu potansiyellerine, HS kat1 kiire
potansiyeline ve SH Sutherland potansiyeline karsilik gelmektedir. Yakinsaklik yarigap ile
faz gecisi arasindaki iliski her ne kadar ¢ok kesin degilse de, yakisaklik yaricapina karsilik
gelen bu cizgiler faz gecis sinir1 veya koekzistans (co-existence) egrisi olarak diisiiniilebilir.
Dikkat edilirse p — 1/T grafiklerinde dértgen kuyu potansiyellerindeki cekici kuyunun

genisligine bagl olarak degisen belirli bir sicaklik degerine kadar artan basing bu sicaklik
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degerinden sonra azalmaktadir. Yine, dértgen kuyunun genisligine bagh olarak sicaklik
belirli bir degerin altina diistiigiinde basing¢ negatif degerler almaktadir. Her ne kadar
Mayer serileri yakinsak olsa da basincin negatif degerler aldig1 bu bolge sistemin kararsiz
oldugu bir bolgedir. Yada diger bir deyisle sistemin bu sicaklikta sifir basingta bile bir faz
gecisi olmalidir. Bu faz gecisinin temel nedeni dortgen kuyu potansiyelinin ¢ekici kismidir.
Cekici kisim ne kadar genis olursa faz gecisine karsilik gelen sicaklikta o kadar yiiksek
olmaktadir. Kati kiire ve Sutherland potansiyellerinde bodyle bir ¢ekici kisim olmadig igin
yakinsaklik yarigapina karsilik gelen cizgi {izerinde sicaklik arttikca basing monoton olarak

azalmaktadir. Bu bir ¢cok gercek sivinin co-existence egrisinde gozlenen bir durumdur.
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1.4e-05- / /
] HS
1.2e-05-
1e-05 SW2
8 s
) S
Be-06-
de-06-
Je-06-
4
| A~ N\ "t
by 0.001 0.002 0.003 0.004 0,005

Sekil 4.1: Sert kiire (HS), Sutherland (SH) ve dértgen kuyu potansiyelleri (SW) icin yakin-

saklik yaricapinin p — 1/ T diizlemi iizerindeki davranisi.
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. hs' SH
1.4e-06- 3w
12&-15- 5w.3/
% 1067 SW-2
E Be07-
Ged7-
de 071
2e-07
- ’ 4T
L 00002 00004 00006 0.0008 0.001

Sekil 4.2: Sert kiire (HS), Sutherland (SH) ve dértgen kuyu potansiyelleri (SW) icin yakin-

saklik yaricapinin p — 1/ T diizlemi {izerindeki davranisi.
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