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ÖZET

Doktora Tezi

KOMPLEKS OPERATÖRLER·IN YAKLAŞIM ÖZELL·IKLER·I

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç.Dr. Gülen TUNCA BAŞCANBAZ

Bu tez alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬tan¬mlar, lemma ve teorem-
ler verilmektedir.

Üçüncü ve dördüncü bölümde, s¬ras¬yla reel q-Szász-Mirakjan operatörü ve reel q-
Gauss-Weierstrass operatörünün tan¬mlar¬ve sa¼glad¬¼g¬baz¬özellikler verilmi̧stir.

Tezin beşinci ve alt¬nc¬bölümleri orjinal bulgular¬içermektedir.

Beşinci bölümde, q-Szász-Mirakjan operatörünün kompleks formu tan¬mlan¬p, baz¬
yak¬nsakl¬k özellikleri çeşitli rekürans ba¼g¬nt¬lar¬elde edilerek incelenmektedir.
Bununla birlikte kompleks q-Szász-Mirakjan operatörünün iyi tan¬ml¬ ve analitik
oldu¼gu ve rilmektedir. Ayr¬ca Voronovskaja-tipli teorem q-türev yard¬m¬yla ispat-
lanmaktad¬r.

Alt¬nc¬bölümde, kompleks q-Gauss-Weierstrass operatörü inşa edilip, baz¬yaklaş¬m,
özellikleri süreklilik modülü ve analitik fonksiyon s¬n¬�ar¬yard¬m¬yla incelenerek baz¬
yeni sonuçlar verilmektedir. Kompleks q-Gauss-Weierstrass operatörünün analitik-
li¼gi gösterilip, kesin yaklaş¬m h¬z¬ hesaplanmaktad¬r. Ayr¬ca q-türevin operatöre
uygulamalar¬ ve şekil koruma özellikleri baz¬ teoremler yard¬m¬yla gösterilmekte-
dir.

Mart 2013 , 50 sayfa
Anahtar Kelimeler: q-Gamma fonksiyonu, süreklilik modülü, Voronovskaya tipli
teorem, kompleks q-Szász-Mirakjan operatörü, kompleks q-Gauss-Weierstrass oper-
atörü.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

APPROXIMATION PROPERTIES OF COMPLEX OPERATORS

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Doç.Dr. Gülen TUNCA BAŞCANBAZ

This thesis consists of six chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some de�nitions, lemma and theorems that will be needed
for later use are given.

In the third and fourth chapters, the de�nitions of the real q-Szász-Mirakjan operator
and the real q-Gauss-Weierstrass operator respectively are given and some properties
of them are discussed.

The �fth and sixth chapters of this thesis include the original results.

In the �fth chapter, some approximation properties by means of various recurrence
relations are given for the complex q-Szász-Mirakjan operator. Moreover, we show
that complex q-Szász-Mirakjan operators are well de�ned and analytic. Also, a
Voronovskaja-type theorem is proved with the help of q-derivative.

In the sixth chapter, complex q-Gauss-Weierstrass operator is de�ned. Some ap-
proximation properties are studied by modulus of continuity and classes of analytic
functions and new results are obtained. Analyticity of q-Gauss-Weierstrass operator
is shown and the rate of convergence is given. Also, the applications of q-derivative
to operator and shape preserving properties are obtained by means of some theo-
rems.

March 2013 , 50 pages
Key Words: q-Gamma function, modulus of continuity, Voronovskaja-type theo-
rem, complex q-Szász-Mirakjan operator, complex q-Gauss-Weierstrass operator.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

(�)n Pochhammer sembolü

� Denklik

[n]q q-Tamsay¬s¬

[n]q! q-Faktöriyel

"q(x); Eq(x) Üstel Fonksiyonun q-Geni̧slemeleri

Dqf (x) f fonksiyonunun q-türevi

W� (f ; q; z) Kompleks q-Gauss-Weierstrass ·Integrali

DR R yar¬çapl¬aç¬k disk

!1(f ; �); !2(f ; �) Süreklilik Modülleri

Sn(f ; q;x) Reel q-Szász-Mirakjan Operatörü

Wn (f ; q; x) Reel q-Gauss-Weierstrass ·Integrali

�q (x) q-Gamma fonksiyonu

f [x0; x1; :::; xn] x0; x1; :::; xn noktalar¬ndaki bölünmüş fark

Sn(f ; q; z) Kompleks q-Szász-Mirakjan Operatörü

�q q-fark operatörü

�k
qf(xj) k:nc¬mertebeden q-fark

C [0;1) [0;1) da sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬

v



1. G·IR·IŞ

Phillips (1996), q-binom katsay¬lar¬n¬ve q-binom teoremini kullanarak genelleştir-

ilmi̧s q-Bernstein operatörlerini tan¬mlam¬̧st¬r. Aral (2008), reel de¼gi̧skenli q-Szász-

Mirakjan operatörünü tan¬mlay¬p, baz¬yaklaş¬m özelliklerini incelemi̧stir. Son y¬l-

larda yaklaş¬m operatörlerinin kompleks modelleri ile ilgili çal¬̧smalar önem kazan-

m¬̧st¬r.

Lineer pozitif operatörler ile yaklaş¬m teorisinde, dikkate al¬nan reel de¼gi̧skenli toplam

veya integral operatörlerde, reel de¼gi̧sken ve bulundu¼gu aral¬k, kompleks de¼gi̧sken ve

kompleks düzlemde uygun bir bölge ile de¼gi̧stirilip, fonksiyon da bu bölgede anali-

tik olarak al¬narak, yaklaş¬m operatörlerinin kompleks modelleri Gal (2008, 2009),

Lorentz (1987) taraf¬ndan inşa edilmi̧stir. Örne¼gin, kompleks Bernstein polinom-

lar¬n¬n birim diskin her bir kapal¬alt bölgesinde ve odaklar¬0 ve 1 olan bir elipsin

kapsad¬¼g¬herhangi bir kapal¬kümede düzgün yak¬nsakl¬¼g¬Lorentz (1987) taraf¬ndan

elde edilmi̧stir. Ancak, bu çal¬̧smalarda yaklaş¬m sonuçlar¬için say¬sal kestirimler

hesaplanmam¬̧st¬r. Kompakt disklerde say¬sal kestirimler Gal (2008) taraf¬ndan elde

edilmi̧stir. Ayr¬ca, kompleks Bernstein polinomlar¬n¬n geometrik özellikleri incelen-

mi̧s olup, univalent (birebir ve analitik) fonksiyonlar¬n sa¼glad¬¼g¬y¬ld¬z¬ll¬k, konvekslik

ve spirale benzerlik gibi baz¬şekil özelliklerinin bu operatörler taraf¬ndan korundu¼gu

Gal (2008) taraf¬ndan gösterilmi̧stir.

q-Bernstein polinomlar¬n¬n kompleks genelleştirilmesi Ostrovska (2003), Gal (2009)

taraf¬ndan inşa edilmi̧s olup, yaklaş¬m için eşitsizlikler ve Voronovskaja-tipli teorem

elde edilmi̧stir. Bu sonuçlar, q-kompleks Bernstein polinomlar¬ve türevlerinin eş

zamanl¬yaklaş¬m¬ndaki kesin derecelerin bulunmas¬n¬sa¼glar.

Son y¬llarda, q-integral ve q-türev kullan¬larak birçok operatörün yaklaş¬m özellikleri

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bunlardan birisi de, Aral ve Anastassiou 2010 taraf¬ndan tan¬mlanan

yeni q-Gauss-Weierstrass singüler integral operatörleridir. Bu çal¬̧smada, a¼g¬rl¬kl¬

yaklaş¬m incelenmi̧s ve yaklaş¬m h¬z¬, a¼g¬rl¬kl¬ süreklilik modülü yard¬m¬yla hesa-

planm¬̧st¬r. Bununla birlikte, türevlerle yaklaş¬m da incelenmi̧stir.
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q-Picard ve q-Gauss-Weierstrass singüler integral operatörlerinin yaklaş¬m özellik-

leri Aral (2008) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu operatörlerin yaklaş¬m ve şekil koruma

özellikleri Aral ve Gal (2008) taraf¬ndan incelenmi̧stir. Bununla birlikte izotrop ol-

mayan � uzakl¬¼g¬na ba¼gl¬çok de¼gi̧skenli q-Picard singüler integrallerinin yaklaş¬m

özellikleri Aral ve Anastassiou (2009) taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Baz¬kompleks lineer veya nonlineer integral konvolusyon operatörleri için iyi yak-

laş¬m özellikleri Anastassiou ve Gal (2006) taraf¬ndan elde edilmi̧s ve orijinal fonksi-

yonun baz¬şekil özelliklerinin operatörler taraf¬ndan korundu¼gu gösterilmi̧stir.

Bu çal¬̧smalardan yararlanarak, kompleks q-Szasz Mirakjan operatörü ve kompleks

q-Gauss-Weierstrass operatörü inşa edilip, yaklaş¬m ve geometrik özellikleri ince-

lenecektir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda, ilk olarak q-Szász-Mirakjan operatörünün kompleks formu

tan¬mlanacakt¬r. Daha sonra kompleks q-Szász-Mirakjan operatörü dikkate al¬n¬p,

yaklaş¬m problemleri için gerekli olan baz¬kestirimler elde edilecektir. Voronovskaja-

tipli teorem, q-türev yard¬m¬ile araşt¬r¬lacakt¬r. Klasik Szász-Mirakjan operatör-

lerinin sa¼glad¬¼g¬önemli özellikler ile kompleks q-Szász-Mirakjan operatörlerinin özel-

likleri aras¬ndaki ili̧skiler üzerinde durulacakt¬r.

·Ikinci olarak q-Gauss-Weierstrass operatörünün kompleks formu tan¬mlanacakt¬r.

Daha sonra kompleks q-Gauss-Weierstrass operatörünün yaklaş¬m özellikleri ile ilgili

sonuçlar elde edilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde, tezde kullan¬lacak olan temel bilgiler özet olarak sunulacakt¬r.

2.1 Süreklilik Modülü

Tan¬m 2.1 f , [a; b] de sürekli reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Her � > 0 say¬s¬için

!(f ; �) = sup
x; y2[a;b]
jx�yj��

jf(x)� f(y)j

ile tan¬mlanan ! fonksiyonuna, f fonksiyonunun süreklilik modülü denir (Anastas-

siou ve Gal 2000).

Süreklilik modülünün baz¬özellikleri aşa¼g¬daki lemmalar ile verilecektir.

Lemma 2.1 !(f ; �) fonksiyonu � ya göre artand¬r.

·Ispat. 0 < �1 � �2 olsun. Bu durumda jx� yj � �2 koşulunu sa¼glayan (x; y) say¬

çiftlerinin kümesi, jx� yj � �1 koşulunu sa¼glayan say¬çiftlerinin kümesinden daha

geniştir. Kümelerdeki supremum kavram¬düşünülürse, süreklilik modülünün tan¬m¬

gere¼gince

!(f ; �1) � !(f ; �2)

oldu¼gu görülür.

Lemma 2.2 f , [a; b] de sürekli ve reel de¼gerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

lim
�!0+

!(f ; �) = 0

d¬r.

·Ispat. f sürekli ise; 8" > 0 için 9� > 0 say¬s¬vard¬r ki jx� yj < � için

jf(x)� f(y)j < " d¬r. Yani lim
x!y

f(x) = f(y) dir. Bu durumda � ! 0 için x ! y

olaca¼g¬ndan jf(x)� f(y)j < " gerçeklenir. Dolay¬s¬yla

lim
�!0+

!(f ; �) = 0:

3



Lemma 2.3 f [a; b] de sürekli, m � 1 ve m 2 N olmak üzere

!(f ;m�) � m!(f ; �):

Lemma 2.4 f [a; b] de sürekli ve 8C > 0 reel say¬s¬için

!(f ;C�) � (C + 1)!(f ; �)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Süreklilik modülü artan oldu¼gundan m < C < m+ 1 için

!(f ;C�) � !(f ; (m+ 1)�)

� (m+ 1)!(f ; �)

� (C + 1)!(f ; �)

bulunur.

Lemma 2.5 f [a; b] de sürekli ise

jf(t)� f(x)j � !(f ; jt� xj)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Süreklilik modülünün tan¬m¬ndan

!(f ; jt� xj) = sup
x; t2[a;b]
jt�xj�jt�xj

jf(t)� f(x)j

= sup
x; t2[a;b]

jf(t)� f(x)j

� jf(t)� f(x)j

elde edilir.

Lemma 2.6 f [a; b] de sürekli ise

jf(t)� f(x)j �
�
1 +

jt� xj
�

�
!(f ; �)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat.

jf(t)� f(x)j � !

�
f ;
jt� xj
�

�

�

�
�
1 +

jt� xj
�

�
!(f ; �)

bulunur.

Tan¬m 2.2 h 2 R; r � 1; � ileri fark operatörü ve f reel de¼gerli bir fonksiyon

olsun. � ileri fark operatörünün tan¬m¬ndan

�hf(x) = f(x+ h)� f(x);

�r
hf(x) = �h

�
�r�1
h f(x)

�
; r � 2

eşitlikleri vard¬r.

f 2 C [0; 1] olsun. Bu uzayda norm

kfk = max
0�x�1

jf(x)j

ile verilir. � > 0; r � 1 tamsay¬s¬için f fonksiyonunun r nci mertebeden düzgünlük

modülü

!r(f ; �) = max
h��

k�r
hfk

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.3 D � C bir bölge, f(z) D de tan¬ml¬bir kompleks fonksiyon olsun. E¼ger

f(z) D nin her bir c noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda f(z) =
1P
n=0

an(z� c)n şeklinde bir

kuvvet serisine aç¬labiliyorsa f ye D de analitiktir denir (Kodaira 1978).

Teorem 2.1 (Vitali ) 
; C de bir bölge ve F � 
 kümesi 
 da en az bir y¬¼g¬lma

noktas¬na sahip olsun. (fn)n2N 
 da analitik fonksiyonlar¬n bir dizisi olmak üzere,


 daki her bir K kompakt altkümede jfn(z)j � M(K); n = 1; 2; :::; z 2 K koşulu

sa¼glanacak şekilde bir M(K) say¬s¬varsa ve her bir z 2 F için (fn(z))n F de nok-

tasal yak¬nsak ise, (fn)n2N dizisi 
 n¬n kompakt altkümelerinde düzgün ya¬nsakt¬r (

Kohr ve Mocanu 2005).
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Bu çal¬̧smada, 
 bölgesi; R > 1 olmak üzere,


 = DR = fz 2 C; jzj < Rg ;

aç¬k diskleri, F ; DR nin içinde bir aral¬k ve kompakt alt kümeler ise 1 � r < R

olmak üzere

Dr = fz 2 C; jzj � rg

kapal¬diskleri olacakt¬r.

Teorem 2.2 (Cauchy Formülü) r > 0, f : Dr ! C fonksiyonu Dr de analitik ve

Dr da sürekli olsun. Bu durumda herhangi bir p 2 f0; 1; 2; :::g ve her jzj < r için

� = fz 2 C; jzj = rg ve i2 = �1 olmak üzere

f (p)(z) =
p!

2�i

Z
�

f(u)

(u� z)p+1du

gerçeklenir (Kohr ve Mocanu 2005).

Teorem 2.3 (Weierstrass) 
 � C aç¬k küme olsun. (fn)n2N 
 da analitik fonksi

yonlar¬n dizisi, f analitik fonksiyonuna 
 da yak¬nsak ve 
 n¬n her bir kompakt

alt kümesinde düzgün yak¬nsak olsun. Bu durumda, 
 n¬n kompakt alt kümelerinde

p 2 N için (f (p)n )n2N p:türevlerin dizisi f (p) ye düzgün yak¬nsar.

Gerçekten Cauchy formülü ile

f (p)n (z)� f (p)(z) =
p!

2�i

Z
�

fn(u)� f(u)
(u� z)p+1 du

yazabiliriz. Modül al¬n¬rsa teorem gerçeklenir (Kohr ve Mocanu 2005).

Teorem 2.4 (Maksimum Modül Prensibi) E¼ger 
 � C s¬n¬rl¬bir bölge ve

f : 
! C, 
 da analitik ve 
 da sürekli ise, 
 n¬n s¬n¬r¬� olmak üzere

max
�
jf(z)j ; z 2 


	
= max fjf(z)j ; z 2 �g

eşitli¼gi vard¬r (Kohr ve Mocanu 2005).
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Teorem 2.5 (Bernstein Eşitsizli¼gi) ak 2 C ve her k 2 f0; 1; 2; :::g için

P (z) =
nP
k=0

akz
k olsun. r > 0 için kPnkr normu

kPnkr = max fPn(z); jzj � rg

olmak üzere aşa¼g¬dakiler gerçeklenir.

i. Her jzj � 1 için jP 0n(z)j � n kPnk1
ii. E¼ger r > 0 ise her jzj � r için jP 0n(z)j � n

r
kPnkr (Gal 2009).

2.2 q�Analizin Temel Kavramlar¬

Tan¬m 2.4 q > 0 ve � negatif olmayan bir reel say¬olsun. [�]q ;

[�]q =

8<:
1�q�
1�q ; q 6= 1

� ; q = 1

şeklinde tan¬mlanan q-say¬s¬n¬gösterir. E¼ger � = n negatif olmayan bir tamsay¬ise

[n]q, q-tamsay¬s¬n¬gösterir (Phillips 2003).

Tan¬m 2.5 n negatif olmayan bir tamsay¬ olmak üzere [n]q q-tamsay¬s¬n¬n fak-

töriyeli

[n]q! =

8<: [n]q [n� 1]q � � � [1]q ; n 2 N

1; n = 0

şeklinde tan¬mlan¬r ve n nin q-faktöriyeli denir (Phillips 2003).

Tan¬m 2.6 Pochammer sembolünün q-genişlemesi

(a; q)0 = 1; (a; q)n :=
n�1Y
k=0

�
1� aqk

�
; n 2 N [ f1g ; a 2 R (2.1)

olarak tan¬mlan¬r (Kac ve Cheung 2002).

Tan¬m 2.7 (x; q)1 =
1Q
k=1

(1�xqk�1) olmak üzere ex üstel fonksiyonunun q-genişlemeleri

s¬ras¬yla

"q(x) =

1X
n=0

1

[n]q!
xn =

1

((1� q)x; q)1
; jxj < 1

1� q ; jqj < 1; (2.2)

7



Eq(x) =

1X
n=0

q
n(n�1)

2

[n]q!
xn = (�(1� q)x ; q)1 ; x 2 R; jqj < 1 (2.3)

dir. Burada (2.2) ve (2.3) den

"q(x)Eq(�x) = 1

ve

lim
q!1�

"q(x) = lim
q!1�

Eq(x) = e
x

bulunur (Kac ve Cheung 2002).

Tan¬m 2.8 q > 0 olsun. Bir f fonksiyonunun q-türevi

Dqf(x) :=
f(x)� f(qx)
(1� q)x ; x 6= 0; Dqf(0) = lim

x!0
Dqf(x) (2.4)

ile tan¬mlan¬r ve D0
qf := f; D

n
q f := Dq(D

n�1
q f); n = 1; 2; ::: .

Bununla birlikte iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n ve bölümünün q- türevi

Dq(u(x)v(x)) = Dq(u(x))v(x) + u(qx)Dq(v(x)); (2.5)

Dq

�
u(x)

v(x)

�
=
v(qx)Dq(u(x))� u(qx)Dq(v(x))

v(x)v(qx)
(2.6)

şeklindedir (Kac ve Cheung 2002).

Tan¬m 2.9 x; x0; x1; :::; xn, [a; b] aral¬¼g¬na ait noktalar olsun.

f [x0; x1; :::; xn]

=
f(x0)

(x0 � x1) (x0 � x2) ::: (x0 � xn)
+ :::+

f(xn)

(xn � x1) (xn � x2) ::: (xn � xn�1)

ifadesine f fonksiyonunun x0; x1; :::; xn noktalar¬ndaki bölünmüş fark¬denir. Ayr¬ca

bölünmüş fark

f [x0; x1; :::; xn] =
f [x1; :::; xn]� f [x0; :::; xn�1]

xn � x0

şeklinde de gösterilebilir (Phillips 2003).

8



Tan¬m 2.10 8j; k � 0 için

�f(xj) = f(xj+1)� f(xj)

ve

�k+1f(xj) = �
kf(xj+1)��kf(xj)

şeklinde tan¬mlanan � operatörüne ileri fark operatörü denir (Phillips 2003).

Teorem 2.6 8j; k � 0 için xj = j olmak üzere

f [xj; xj+1; :::; xj+k] =
�kf(xj)

k!

eşitli¼gi sa¼glan¬r (Phillips 2003).

Tan¬m 2.11 (q-fark) 8j; k � 0 için xj = [j] olsun. �0
qf(xj) = f(xj) ve

�1
qf(xj) = �qf(xj) olmak üzere k � 0 tamsay¬s¬için q-fark

�k+1
q f(xj) = �

k
qf(xj+1)� qk�k

qf(xj)

şeklinde yaz¬labilir (Phillips 2003).

Tan¬m 2.12 q-gamma integrali

�q (t) =

Z 1
1�q

0

xt�1Eq (�qx) dqx; t > 0 (2.7)

şeklinde tan¬mlan¬r ve

�q (t+ 1) = [t]q �q (t) ve �q (1) = 1

eşitlikleri sa¼glan¬r (Kac ve Cheung 2002).

Tan¬m 2.13 0 < q < 1 ve x > 0 için q-gama fonksiyonu

�q (x) =
(q; q)1
(qx; q)1

(1� q)1�x

şeklinde tan¬mlan¬r. Euler-Gamma fonksiyonunun q-genişlemesi, Eq; (2.3) eşitli¼gi

ile verilen fonksiyon olmak üzere,

cq (x) �q (x) =
1� q
ln q�1

q
x(x�1)

2

1Z
0

tx�1

Eq ((1� q) t)
dt ; x > 0

9



formülü ile tan¬mlan¬r, buradaki cq (x) aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glar.

a)cq (x+ 1) = cq (x) ;

b) cq (n) = 1; n = 0; 1; 2; :::;

c) lim
q!1�

cq (x) = 1 (Atakishiyev ve Atakishiyeva 2001).

Tan¬m 2.14 q-Jackson ·Integrali ve q-Genelleştirilmiş ·Integrali s¬ras¬yla

aZ
0

f(x)dqx = (1� q)a
1X
n=0

f(aqn)qn; a 2 R (2.8)

ve
1
AZ
0

f(x)dqx = (1� q)
1X

n=�1
f(
qn

A
)
qn

A
; A > 0 (2.9)

olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-Jackson integrali

bZ
a

f(x)dqx =

bZ
0

f(x)dqx�
aZ
0

f(x)dqx (2.10)

şeklinde yaz¬labilir. Jackson integralinde, u (x) = 
x� fonksiyonu için de¼gişken

de¼giştirme formülüZ u(b)

u(a)

f (u) dqu =

Z b

a

f (u (x))Dq1=�u (x) dq1=�x (2.11)

şeklinde verilir (Kac ve Cheung 2002).

q-türev için genel bir zincir kural¬ yoktur. f (u (x)) formundaki bir fonksiyon için

q-türev; �; � sabit ve u = u (x) = �x� olmak üzere aşa¼g¬daki biçimde verilir.

Dqf (u (x)) =
�
Dq�f

�
(u (x))Dqu (x) : (2.12)

Tan¬m 2.15 (q-L�Hospital Kural¬) f ve g; a noktas¬n¬içeren herhangi bir aral¬kta,

sürekli ve q-türevlenebilir fonksiyonlar ve q 2 (0; 1)[(1;1) için (Dqg) (x) 6= 0 olsun.

E¼ger

lim
x!a
f (x) = lim

x!a
g (x) = 0

ve
�
q 2 (0; 1) vard¬r öyleki her q 2 (�q; 1) [ (1; �q

�1
) için

10



lim
x!a

(Dqf)(x)

(Dqg)(x)
= L

ise,

lim
x!a

f(x)

g(x)
= L

dir.

Teorem 2.7 (q-Lagrange) f(x) [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyon olsun.
�
q 2 (0; 1)

vard¬r öyleki 8 q 2 (�q; 1) [ (1; �q
�1
) (9� 2 (a; b)) : f(b)� f(a) = (Dqf)(�)(b� a) d¬r.

2.3 Univalent Fonksiyonlar ve S s¬n¬f¬

Tan¬m 2.16 Bir D bölgesinde birebir ve analitik f fonksiyonuna, bu bölgede

univalent fonksiyon denir (Duren 1983).

Teorem 2.8 f(z) fonksiyonu bir D bölgesinde univalent ise bu bölgede f 0(z) 6= 0

d¬r (Duren 1983).

Tan¬m 2.17 jzj < 1 dairesinde univalent olan ve f(0) = 0; f 0(0) = 1 şartlar¬n¬

sa¼glayan f(z) fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu s¬n¬fa S s¬n¬f¬denir. Dolay¬s¬yla S deki

her f(z) fonksiyonunun seri aç¬l¬m¬,

f(z) = z +

1X
n=2

anz
n

şeklindedir (Duren 1983).

Tan¬m 2.18 Bir D bölgesinin her noktas¬D deki sabit bir O noktas¬na D nin içinde

kalan bir do¼gru parças¬ile birleştirilebiliyorsa D ye O noktas¬na göre y¬ld¬z¬l (starlike)

bölge denilir. Orijine göre y¬ld¬z¬l olan bir bölgeye ise sadece, y¬ld¬z¬l bölge denir

(Duren 1983).

Tan¬m 2.19 Bir D bölgesinde univalent bir f(z) fonksiyonu, D yi y¬ld¬z¬l bir böl-

geye dönüştürüyorsa f(z) ye y¬ld¬z¬l fonksiyon denilir (Duren 1983).
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3. REEL Q�SZÁSZ- M·IRAKJAN OPERATÖRÜ VE YAKLAŞIM

ÖZELL·IKLER·I

3.1 Operatörün Tan¬m¬

Szász-Mirakjan operatörünün q-geni̧slemesi Aral (2008) taraf¬ndan 0 < q < 1 olmak

üzere

Sqn(f)(x) := Eq

�
� [n]q

x

bn

� 1P
j=0

f

 
[j]q
[n]q

bn

! �
[n]q x

�j
[j]q! (bn)

j

tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada (bn)n2N pozitif say¬lar¬n artan, lim
n!1

bn = 1 olacak şekilde

¬raksak bir dizisi, 0 � x < bn
(1�q)[n]q

ve f 2 C [0;1) olarak al¬nm¬̧st¬r, ayr¬ca

em (t) := t
m; m = 0; 1; 2 olmak üzere

Sqn(e0;x) = 1;

Sqn(e1;x) = x,

Sqn(e2;x) = qx2 +
bn
[n]q

x

eşitlikleri vard¬r. Bu çal¬̧smada aşa¼g¬daki Voronovskaja-tipli teorem elde edilmi̧stir.

3.2 Voronovskaja-Tipli Teorem

Teorem 3.1 f 2 C [0;1) fonksiyonu s¬n¬rl¬olsun ve 0 < qn < 1 ve n!1 iken

qn ! 1 olacak şekilde q = qn dizisi seçelim. Yeterince büyük n için x 2
h
0; bn

(1�q)[n]

�
noktas¬nda f nin ikinci mertebeden türevi f 00(x) mevcut olsun. E¼ger lim

n!1
bn
[n]qn

= 0

ise,

lim
n!1

[n]qn
bn

(Sqnn (f ;x)� f(x)) =
1

2
xf 00(x)

elde edilir.

Bu teorem, q-Taylor aç¬l¬m¬ ve q-L�Hospital kural¬ kullan¬larak ispatlanmaktad¬r

(Aral 2008).

Sonuç 3.1 f 2 C [0;1) s¬n¬rl¬fonksiyon ve 0 < qn < 1 ve n!1 iken

qn ! 1 olacak şekilde q = qn dizisi seçelim. Yeterince büyük n için x 2
�
0; bn

(1�q)[n]q

�
12



noktas¬nda f nin ikinci mertebeden q-türevi D2
q f(x) mevcut olsun. E¼ger

lim
n!1

bn
[n]qn

= 0 ise,

lim
n!1

[n]qn
bn

(Sqnn (f ;x)� f(x)) =
1

2
x lim
qn!1

D2
qn f(x)

gerçeklenir, e¼ger x 2
h
0; bn

(1�q)[n]q

�
noktas¬nda f nin ikinci mertebeden türevi f 00(x) varsa

bu durumda yukar¬daki eşitlik

lim
n!1

[n]qn
bn

(Sqnn (f ;x)� f(x)) =
1

2
xf 00(x)

şeklinde bulunur.

Uyar¬3.1 S¬f¬r¬içermeyen bir aral¬kta sürekli bir fonksiyon, sürekli q-türevlenebilirdir.

Bu nedenle s¬f¬r¬içermeyen bir aral¬ktaki her x için, f nin q-türevleri sonlu oldu¼gun-

dan Voronovskaja-tipli teoremde, q-türevlenebilme şart¬ç¬kar¬labilir. Di¼ger bir de

yişle, Voronovskaja-tipli teorem sürekli ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar için sa¼glan¬r.

Sonuç 3.2 f 2 C [0;1) s¬n¬rl¬ fonksiyon ve 0 < qn < 1 ve n ! 1 iken qn ! 1

olacak şekilde q = qn dizisi seçelim. E¼ger lim
n!1

bn
[n]qn

= 0 ise, yeterince büyük n ve her

x 2
�
0; bn

(1�q)[n]q

�
için

lim
n!1

[n]qn
bn

(Sqnn (f ;x)� f(x)) =
1

2
x lim
qn!1

D2
qn f(x)

sa¼glan¬r.
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4. REEL Q-GAUSS-WEIERSTRASS OPERATÖRÜ VE YAKLAŞIM

ÖZELL·IKLER·I

� > 0 ve f R de sürekli olmak üzere, Gauss-Weierstrass singüler integrali

W�(f; x) :=
1p
��

Z 1

�1
f (x+ t) e�

t2

� dt; x 2 R;

olarak tan¬mlan¬r. Bu integral, f ye göre lineer ve pozitiftir (Anasstassiou ve Gal

2000).

D = fz 2 C; jzj < 1g aç¬k birim disk ve f : D! C, fonksiyonu D de analitik

ve D de sürekli olsun. Kompleks Gauss-Weierstrass operatörü

W�(f; z) :=
1p
��

Z �

��
f
�
zeit
�
e�

t2

� dt

olarak tan¬mlan¬r (Gal 2009).

4.1 Operatörün Tan¬m¬ve Baz¬Özellikleri

f : R ! R bir fonksiyon olsun. n 2 N; q 2 (0; 1) ve x 2 R için, f nin q-Gauss-

Weierstrass integrali

Wn(f ; q; x)

: =

p
[n](q + 1)

2�q2(
1
2
)

Z 2p
[n]
p
1�q2

0

f (x+ t)Eq2

�
�q2 [n] t

2

4

�
dqt (4.1)

olarak tan¬mlanmaktad¬r (Anastassiou ve Aral 2010).

Lemma 4.1 Her k 2 N için

Wn(t
k; q; x) =

kP
j=0

�
k

j

�
2j�q2(

j+1
2
)

[n]
j
2 �q2(

1
2
)
xk�j

sa¼glan¬r.
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·Ispat. (4.1) den

Wn(t
k; q; x)

=

p
[n](q + 1)

2�q2(
1
2
)

Z 2p
[n]
p
1�q2

0

(x+ t)k Eq2

�
�q2 [n] t

2

4

�
dqt

=

p
[n](q + 1)

2�q2(
1
2
)

kP
j=0

�
k

j

�
xk�j

Z 2p
[n]
p
1�q2

0

tjEq2

�
�q2 [n] t

2

4

�
dqt: (4.2)

q-türev tan¬m¬n¬kullanarak t = 2
p
up
[n]
ifadesinin q-türevi al¬n¬rsa

Dq2(t) =
2p
[n]

p
u�

p
q2u

(1� q2)u

=
2

(q + 1)
p
[n]
p
u

(4.3)

bulunur. � = 1
2
iken q-integral için de¼gi̧sken de¼gi̧stirme formülü (2.11) den ve sonra

(2.7) ve (4.3) den j = 0; 1; : : : ; k içinZ 2p
[n]
p
1�q2

0

tjEq2

�
�q2 [n] t

2

4

�
dqt

=
2j+1

(q + 1) [n]
j+1
2

Z 1
1�q2

0

u
j�1
2 Eq2

�
�q2u

�
dq2u

=
2j+1�q2(

j+1
2
)

[n]
j+1
2 (q + 1)

:

Böylece (4.2) den istenilen sonuç elde edilir.

Uyar¬4.1 (4.1) de verilen q-Gauss-Weierstrass operatörüWn, (2.9) q-genelleştirilmiş

integral formülü yard¬m¬yla aşa¼g¬daki şekilde yeniden yaz¬labilir.

Wn(f ; q; x) :=

p
[n](q + 1)

2�q2(
1
2
)

Z 1p
[n]
p
1�q2

2

0

f (x+ t)Eq2

�
�q2 [n] t

2

4

�
dqt:

Ayr¬ca Anasstasiou ve Aral (2010) bu çal¬̧smalar¬nda, a¼g¬rl¬kl¬uzaylarda yak¬nsakl¬k

özelliklerini incelemi̧stir.
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5. KOMPLEKS Q�SZÁSZ- M·IRAKJAN OPERATÖRÜ VE YAK-

LAŞIM ÖZELL·IKLER·I

5.1 Operatörün Tan¬m¬

f : [0;1)! R fonksiyonu için Szász-Mirakjan operatörü

Snf(x) := e
�nx

1P
j=0

f

�
j

n

�
(nx)j

j!
; x 2 [0;1); n 2 N

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r (Szász 1959). Buradaki f , Snf(x) in f(x) e yak¬nsakl¬¼g¬için,

üstel büyüyen bir fonksiyon, yani 8x 2 [0;1) için; C; B > 0 olmak jf(x)j �

CeBx olarak al¬nm¬̧st¬r. Gal (2008, 2009) daki sonuçlar, kompleks Favard-Szász-

Mirakjan operatörlerine (Gal 2008a) de geni̧sletilmi̧stir. Bu çal¬̧smada, kompleks

Favard-Szász-Mirakjan operatörleri, reel formda x yerine z al¬narak

Snf(z) := e
�nz

1P
j=0

f

�
j

n

�
(nz)j

j!
; n 2 N

şeklinde elde edilmi̧stir. f fonksiyonu DR = fz 2 C : jzj < Rg aç¬k diskinde analitik

olarak kabul edilip, Snf(z) operatörleri ile yaklaş¬mda, f : [R;1)[DR ! C olarak

al¬nm¬̧s ve üstel büyüyen f : [0;1) ! C fonksiyonunun, merkezi orijinde olan aç¬k

bir diskte analitik olan bir fonksiyona üstel büyümeyi koruyarak devam etti¼gi kabul

edilmi̧s ve merkezi orijinde olan kapal¬disklerde say¬sal kestirimler elde edilmi̧stir.

(bn)n2N pozitif say¬lar¬n artan, lim
n!1

bn = 1 olacak şekilde ¬raksak bir dizisi olmak

üzere, Stypinsky (1974), Szász-Chlodovsky operatörünü

Lnf(x) := e
�nx
bn

1P
j=0

f

�
j

n

��
nx

bn

�j
1

j!
; x 2 [0; bn); n 2 N

şeklinde inşa etmi̧stir. Chlodovsky tür genelleştirilmi̧s operatörler için son zaman-

larda yap¬lan çal¬̧smalar Karsli (2011) de detayl¬bir şekilde anlat¬lm¬̧st¬r. Voronovskaja-
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tipli sonuçlar için Butzer-Karsli (2009) ve Karsli (2011) çal¬̧smalar¬na ve refer-

anslar¬na bak¬labilir. Szász-Mirakjan operatörünün q-geni̧slemesi Aral taraf¬ndan

0 < q < 1 olmak üzere

Sqn(f)(x) := Eq

�
� [n]q

x

bn

� 1P
j=0

f

 
[j]q
[n]q

bn

! �
[n]q x

�j
[j]q! (bn)

j (5.1)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Aral 2008). Burada (bn)n2N pozitif say¬lar¬n artan, lim
n!1

bn =

1 koşulunu sa¼glayan bir dizi, 0 � x < bn
(1�q)[n]q

ve f 2 C [0;1) d¬r.

Mahmudov (2010), kompleks q-Szász-Mirakjan operatörünü q > 1 olmak üzere,

[0;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve s¬n¬rl¬fonksiyonlar için

Mn;q (f ; z) =
1P
k=0

f

�
[k]

[n]

�
1

qk(k�1)=2
[n]k zk

[k]!
"q
�
� [n] q�kz

�

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r. Burada f fonksiyonlar¬ uygun kompakt disklerde anali-

tik al¬narak, yak¬nsakl¬k için eşitsizlikler, Voronovskaja-tipli teorem elde edilmi̧stir.

Bununla birlikte yak¬nsakl¬k h¬z¬hesaplanm¬̧st¬r.

Bu bölümde, (5.1) ile tan¬mlanan q-Szász-Mirakjan operatörünün kompleks formu

tan¬mlan¬p, yaklaş¬mla ilgili olan eşitsizlikler ve Voronovskaja-tipli teorem elde edile-

cektir.

Tan¬m 5.1 n 2 N ve f fonksiyonu f : [R;1) [ DR ! C, üstel büyüyen ve 0

merkezli aç¬k diskte analitik devama sahip bir fonksiyon olmak üzere, kompleks q-

Szász-Mirakjan operatörü (5.1) ile verilen Sqn(f)(x) operatöründe x yerine z al¬narak

Sqn(f ; z) = Sn(f ; q; z)

= : Eq

�
� [n]q

z

bn

� 1P
k=0

f

 
[k]q
[n]q

bn

! �
[n]q z

�k
[k]q! (bn)

k
(5.2)

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Uyar¬5.1 0 < q < 1 ve q sabit bir de¼ger olmak üzere, n ! 1 iken 1
[n]
! 1 � q

dur. Sqn(f ; z) nin yak¬nsakl¬k özelliklerini sa¼glamas¬ için, 0 < qn < 1 ve n ! 1

iken qn ! 1 olacak şekilde q = qn dizisi seçelim. Böylece n ! 1 için [n]qn ! 1

d¬r. Di¼ger yandan (bn) pozitif say¬lar¬n dizisi olmak üzere n!1 için lim
n!1

bn =1

ve Rn;qn =
bn

[n]qn (1�qn)
!1 sa¼glan¬r. Gerçekten qn dizisi, qn = n

n+1
seçilirse n!1

için qnn ! 1
e
dir ve bu da n ! 1 için Rn;qn =

bn
[n]qn (1�qn)

= bn
1�qnn

! 1 oldu¼gunu

gösterir.

Lemma 5.1 DR = fz 2 C : jzj < Rg, Rn;q = bn
[n]q(1�q)

olmak üzere 1 < R < Rn;q

ve

f : [R;1) [ DR ! C

[R;1) [ DR de sürekli, DR de analitik olsun. Yani her z 2 DR için f(z) =
1P
k=0

ckz
k

serisi ve M; C; B > 0 sabitleri ile her k = 0; 1; ::: için jckj � MAk

k!
şart¬n¬sa¼glayan

A 2
�
1
R
; 1
�
vard¬r. Buradan, her z 2 DR için jf(z)j � MeAjzj ve her x 2 [R;1)

için jf(x)j � CeBx şartlar¬ sa¼glan¬r). Böylece Sqn(f ; z) DR de, iyi tan¬ml¬d¬r ve z

nin analitik bir fonksiyonudur.

·Ispat. �q;k :=
([n]q)

kjzjk

[k]q !(bn)
k e

B

�
[k]q
[n]q

bn

�
olmak üzere (5.2) nin modülü al¬narak

jSqn(f ; z)j �
����Eq �� [n]q zbn

����� 1P
k=0

�
[n]q

�k
jzjk

[k]q! (bn)
k

�����f
 
[k]

[n]q
bn

!�����
� C

����Eq �� [n]q zbn
����� 1P

k=0

�q;k

bulunur. Oran testi kullan¬larak,

lim
k!1

�k+1;q
�k;q

= lim
k!1

[n]qn jzj
bn [k + 1]q

e
Bm

�
[k+1]q
[n]q

bn�
[k]q
[n]q

bn

�

=
[n]

q

bn
lim
k!1

e
Bmqk

bn
[n]q jzj

[k + 1]q

=
[n]

q

bn
lim
k!1

re
Bmqk

bn
[n]q jzj

1�qk+1
1�q

=
[n]

q

bn
(1� q) jzj ;
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elde edilir. Bu da serinin jzj < R için yak¬nsak oldu¼gunu gösterir. Hipotezden

R < Rn;q :=
bn

[n](1�q) dir. Böylece S
q
n(f ; z) iyi tan¬ml¬d¬r ve z nin analitik bir fonksi

yonudur. Ayr¬ca Sqn(f ; z) operatörünün analitikli¼gi, f üzerindeki hipotezden elde

edilebilir (Gergen vd. 1963).

Teorem 5.1 Kabul edelim ki Lemma 5.1 deki şartlar sa¼glans¬n. Ayr¬ca 0 < qn < 1

olmak üzere q = qn dizisi n!1 iken qn ! 1 ve n!1 iken bn
[n]qn

! 0 koşullar¬n¬

gerçeklesin.

i. 1 � r < 1
A
key� sabit olsun. Her jzj � r ve n > no için

Cr;A =

 
1� qn +

bn
[n]qn

!
MA

2

1P
k=2

(k + 1)(rA)k <1

olmak üzere

jSqnn (f ; z)� f(z)j � Cr;A:

ii. 1 � r < r1 <
1
A
ve Cr1;A (i) deki gibi verilsin. Kompleks q- Szász-Mirakjan

operatörünün eş zamanl¬yaklaş¬m¬için

��D(p)
qn (S

qn
n (f ; z))�D(p)

qn f(z)
�� � Cr1;A p!r1

(r1 � r)p+1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. i. Aral (2008), q- Szász-Mirakjan operatörünün bölünmüş farklar yard¬m¬

ile,

Sqn(f)(x) =
1P
j=0

q
j(j�1)

2 f

"
0;
bn [1]q
[n]q

; :::;
bn [j]q
[n]q

#
xj

şeklinde yaz¬labilece¼gini göstermi̧stir. Kompleks q-Szász Mirakjan operatöründe

ek(z) = z
k yaz¬l¬rsa, derecesi� k (k = 0; 1; 2; ::) olan Tn;k(z) := Sqn(ek; z) polinomu

elde edilir. Burada her z 2 C için

Tn;0(z) = 1; Tn;1(z) = z
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sa¼glan¬r. Bununla birlikte Tn;k(z) ifadesinin z 6= 0 için q-türevi al¬n¬rsa, her z 2 C

ve k = 0; 1; 2; ::: için

Dq (Tn;k(z))

= �
[n]qn
bn

Eq

�
� [n]qn qn

z

bn

� 1P
j=0

 
[j]

qn

[n]qn
bn

!k �[n]qn qnz�j
[j]

qn
! (bn)

j

+Eq

�
� [n]qn

z

bn

� 1P
j=0

 
[j]

qn

[n]qn
bn

!k �[n]qn�j [j]qn zj�1
[j]

qn
! (bn)

j

z

z

[n]qn
bn

bn
[n]qn

=
[n]qn
zbn

Tn;k+1(z)

�
[n]qn
bn

Eq

�
� [n]qn qn

z

bn

� 1P
j=0

 
[j]

qn

[n]qn
bn

!k �[n]qn qnz�j
[j]

qn
! (bn)

j

elde edilir. Böylece

Tn;k(z) = zTn;k�1(qnz) +
zbn
[n]qn

Dq (Tn;k�1(z)) : (5.3)

(5.3) eşitli¼ginde Tn;k(z)� zk fark¬hesaplanarak devam edilirse

Tn;k(z)� zk =
zbn
[n]qn

Dq

�
Tn;k�1(z)� zk�1

�
+ z

�
Tn;k�1(qnz)� (qnz)k�1

�

+
zbn
[n]qn

[k � 1]qn z
k�2 + zk�1qk�1n z � zk

=
zbn
[n]qn

Dq

�
Tn;k�1(z)� zk�1

�
+ z

�
Tn;k�1(qnz)� (qnz)k�1

�

+
[k � 1]

qn

[n]qn
bnz

k�1 + zk(qk�1n � 1)

=
zbn
[n]qn

Dq

�
Tn;k�1(z)� zk�1

�
+ z

�
Tn;k�1(qnz)� (qnz)k�1

�

+
[k � 1]

qn

[n]qn
bnz

k�1 � zk(1� qn) [k � 1]qn (5.4)
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bulunur. 1 � r < R olsun. Dr = fz 2 C: jzj � rg olmak üzere C(Dr) deki norm

kfkr = max
z2Dr

jf(z)j

ile gösterilsin. Derecesi� k olan Pk(z) kompleks polinomu için, Dr da Bernstein

eşitsizli¼gi

jP 0k(z)j �
k

r
kPkkr ;

kompleks analizde ortalama de¼ger teoremi ile birleştirilirse, her jzj � r ve

jDq(Pk(z)j � jP 0k(z)jr �
k

r
kPkkr (5.5)

gerçeklenir. Şimdi (5.4) ve (5.5) eşitsizliklerini kullanarak Tn;k(z) � zk ifadesinin

normunu hesaplayal¬m.

��Tn;k(z)� zk��
� rbn

[n]qn

��Dq

�
Tn;k�1(z)� zk�1

���+ r ��Tn;k�1(qnz)� (qnz)k�1��
+
[k � 1]qn
[n]qn

bnr
k�1 + rk [k � 1]

qn
j1� qnj

� rbn
[n]qn



Tn;k�1(z)� zk�1

r k � 1r
+r
��Tn;k�1(qnz)� (qnz)k�1��+ rk�1 [k � 1]qn

[n]qn
bn + r

k [k � 1]qn j1� qnj :
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Buradan norma geçilirse



Tn;k(z)� zk


r

� (k � 1)bn
[n]qn



Tn;k�1(z)� zk�1

r + r 

Tn;k�1(qnz)� (qnz)k�1

r

+
[k � 1]qn
[n]qn

bnr
k�1 + rk [k � 1]qn j1� qnj

� (k � 1)bn
[n]qn



Tn;k�1(z)� zk�1

r + r 

Tn;k�1(z)� zk�1

r +

+rk [k � 1]
qn

 
1� qn +

bn
[n]qn

!

=

 
(k � 1)bn
[n]qn

+ r

! 

Tn;k�1(z)� zk�1

r + rkk
 
1� qn +

bn
[n]qn

!
:

k üzerinden tümevar¬m yap¬larak i̧sleme devam edilirse, her k � 2 için indirgeme

ba¼g¬nt¬s¬



Tn;k(z)� zk


r
� (k + 1)!rk

2

 
1� qn +

bn
[n]qn

!

sa¼glan¬r. Burada bir n0 say¬s¬vard¬r öyleki her n � n0 için bn
[n]qn

< 1 gerçeklenir.

Kabul edelim ki bu eşitsizlik k için do¼gru olsun. k + 1 için do¼grulu¼gunu gösterelim.

0 < qn < 1 için [k]qn < k + 1 oldu¼gundan ve yukar¬daki indirgeme formülünden her

k � 2 ve her n � n0 için,
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Tn;k+1(z)� zk+1


r

�
 
r +

k

[n]qn
bn

!

Tn;k(z)� zk

r + rk+1 [k]qn
 
1� qn +

bn
[n]qn

!

�
 
r +

k

[n]qn
bn

!
(k + 1)!rk

2

 
1� qn +

bn
[n]qn

!
+ rk+1(k + 1)

 
1� qn +

bn
[n]qn

!

�
 
1� qn +

bn
[n]qn

!
rk+1

2

(
(k + 1)!k

bn
[n]qn

+ (k + 1)! + 2(k + 1)

)
elde edilir. Bu eşitsizlikten her k � 2 ve her n � n0 için

Tn;k+1(z)� zk+1



r
� (k + 2)!

2
rk+1

 
1� qn +

bn
[n]qn

!
: (5.6)

Şimdi her z 2 DR için,

Sqnn (f ; z) =
1P
k=0

ckS
qn
n (ek; z) =

1P
k=0

ckTn;k(z) (5.7)

yaz¬labilece¼gini gösterelim. Herhangi bir m 2 N için,

jzj � r < R için fm(z) =
mP
j=0

cjz
j ve x 2 (r;1) için fm(x) = f(x)

tan¬mlans¬n. f üzerindeki hipotezden; herhangi bir m 2 N için, x 2 [0;1) olmak

üzere jfm(x)j � CmeBmx eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Oran testinden, her bir sabit m; n 2 N

ve z için,

jSqnn (fm; z)j � Cm
����Eq �� [n]qn zbn

����� 1P
k=0

�
[n]qn

�k
jzjk

[k]qn ! (bn)
k
e
Bm

�
[k]qn
[n]qn

bn

�
<1:

Böylece, Sqnn (fm; z) iyi tan¬ml¬d¬r. Bununla birlikte

jzj � r için fm;k(z) = ckek(z) ve x 2 (r;1) için fm;k(x) =
f(x)

m+ 1

şeklinde al¬ns¬n. fm;k [0;1) aral¬¼g¬nda üstel büyümeye sahip olur ve

fm(z) =
mP
k=0

fm;k(z)
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eşitli¼gi sa¼glan¬r. Sqnn lineer oldu¼gundan her jzj � r için

Sqnn (fm; z) =
mP
k=0

ckS
qn
n (ek; z)

elde edilir. Böylece herhangi bir sabit n 2 N ve jzj � r için

lim
m!1

Sqnn (fm; z) = S
qn
n (f ; z)

sa¼glan¬r. Bu ifade

lim
m!1

kfm � fkr = 0

ve jzj � r için

jSqnn (fm)� Sqnn (f)j

�
����Eq �� [n]qn zbn

����� "q �[n]qn jzjbn
�
kfm � fkr

� Mr;n kfm � fkr

eşitsizli¼ginden sa¼glan¬r. Sonuç olarak operatörün

Sqnn (f)(z) =
1P
k=0

ckS
qn
n (ek)(z) =

1P
k=0

ckTn;k(z)

şeklinde yaz¬labilece¼gi gösterilmi̧s olur. ck üzerindeki hipotezden, jzj � r ve

1 � r < 1
A
için

Cr;A =

 
1� qn +

bn
[n]qn

!
MA

2

1P
k=2

(k + 1) (rA)k�1 <1:

elde edilir. Buradan ve (5.6) dan

jSqnn (f)(z)� f(z)j

�
1P
k=2

jckj
��Tn;k(z)� zk�� � 1P

k=2

MAk

k!

(k + 1)!

2
rk

 
1� qn +

bn
[n]qn

!

=

 
1� qn +

bn
[n]qn

!
MA

2

1P
k=2

(k + 1) (rA)k

= Cr;A
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elde edilir.
1P
k=2

uk ve türevi olan
1P
k=2

kuk�1 serileri, aç¬k birim disk taraf¬ndan kap-

sanan kompakt disklerde mutlak ve düzgün yak¬nsakt¬r. 0 < q < 1 ise , n!1 için
1
[n]q

! 1� q ve bn !1 oldu¼gundan; z 2 DR için Sqnn (f)(z); f(z) ye yak¬nsamaz: Bu

durumda 0 < qn < 1 ve n ! 1 için qn ! 1 olacak şekilde bir (qn)n2N dizisi

seçilirse, jzj � r; 1 � r < R için bn
[n]qn

! 0 (n ! 1) dir. Bu durumda aç¬k birim

disk taraf¬ndan içerilen her bir kompakt diskte yak¬nsama düzgün olur. Böylece

jSqnn (f)(z)� f(z)j � Cr;A

elde edilir.

ii. 
; 0 merkezli, r1 > r yar¬çapl¬ çember olmak üzere, jzj � r ve v 2 
 için

jv � zj � r1 � r dir. Cauchy Formülünden her jzj � r ve n 2 N için

��D(p)
qn S

qn
n (f)(z)�D(p)

qn f(z)
��

�
���Sq(p)n
n (f)(z)� f (p)(z)

���
� p!

2�

������
Z



Sqnn f)(v)� f(v)
(v � z)p+1

dv

������
� Cr1;A

p!

2�

2�r1

(r1 � r)p+1

= Cr1;A
p!r1

(r1 � r)p+1

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

qn = 1 için, kompleks Favard-Szász-Mirakjan operatörü için benzer sonuçlar Gal

(2008) taraf¬ndan hesaplanm¬̧st¬r.

Şimdi, kompleks q-Szász-Mirakjan operatörü için Voronovskaja-tipli sonucu

verelim. Reel q-Szász-Mirakjan operatörü için benzer sonuç Aral (2008) taraf¬ndan

verilmi̧stir.
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5.2 Voronovskaja-Tipli Teorem

Teorem 5.2 Teorem 5.1 in koşullar¬ alt¬nda, kabul edelim ki 1 � r < 1
qnA

key�

sabit olsun. Aşa¼g¬daki eşitsizlik her jzj � r ve yeterince büyük n için sa¼glan¬r.

�����Sqnn (f)(z)� f(z)� zbn
2 [n]qn

D2
qn(f(z))

�����
�

(
rbn
[n]qn

 
1� qn +

bn
[n]qn

+ 2

!
+ 2 b2n

[n]2qn

)
MA2 jzj
r

1P
k=2

(k + 1)(qnAr)
k�2:

·Ispat. k = 0; 1; ::: olmak üzere ek(z) = zk için Tn;k(z) = Sqnn (ek)(z) oldu¼gundan ve

Teorem 5.1 (i) nin ispat¬ndan

Sqnn (f)(z) =
1P
k=0

ckTn;k(z)

yazabiliriz. Her z 2 DR için

�����Sqnn (f)(z)� f(z)� zbn
2 [n]qn

D2
q(f(z))

�����
�

1P
k=0

jckj
�����Tn;k(z)� ek(z)� zk�1 [k]qn [k � 1]qn bn2 [n]qn

�����
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Teorem 5.1 (i) nin ispat¬nda, Tn;k(z) için yazd¬¼g¬m¬z indirgeme

ba¼g¬nt¬s¬ndan yararlanarak yeni bir indirgeme ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlayal¬m.

Ek;n(z) = Tn;k(z)� ek(z)�
zk�1 [k]qn [k � 1]qn bn

2 [n]qn

olsun. Buradan k � 2 ve z 2 DR için

Ek�1;n(z) = Tn;k�1(z)� ek�1(z)�
zk�2 [k � 2]qn [k � 1]qn bn

2 [n]qn
26



dir. Ek�1;n(z) ifadesinin q- türevi al¬n¬rsa

Dq(Ek�1;n(z))

=
[n]qn
zbn

fEk;n(z) +
zk�1 [k]qn [k � 1]qn bn

2 [n]qn
� qk�1n zk

�z
 
Tn;k�1(qnz)� (qnz)k�1 �

(qnz)
k�2 [k � 2]qn [k � 1]qn bn

2 [n]qn

!

�
qk�2n zk�1 [k � 2]qn [k � 1]qn bn

2 [n]qn

�
zk�1 [k � 1]qn bn

2 [n]qn
�
zk�2 [k � 2]2qn [k � 1]qn b

2
n

2 [n]2qn

)

=
[n]qn
zbn

�
Ek;n(z)� zEk�1;n(qnz) + zk

�
1� qk�1n

�
+
2zk�1 [k � 1]qn bn

2 [n]qn

+
zk�1 [k � 1]qn bn

2 [n]qn

�
[k]qn � q

k�2
n [k � 2]qn

�
�
zk�2 [k � 2]2qn [k � 1]qn b

2
n

2 [n]2qn

)

=
[n]qn
zbn

n
Ek;n(z)� zEk�1;n(qnz) + zk (1� qn) [k � 1]qn +

+
zk�1 [k � 1]qn bn

2 [n]qn

�
[k]qn � q

k�2
n [k � 2]qn � 2

�
�
zk�2 [k � 2]2qn [k � 1]qn b

2
n

2 [n]2qn

)
:

bulunur. Bu eşitlikte gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

zbn
[n]qn

Dq(Ek�1;n(z)) = Ek;n(z)� zEk�1;n(qnz) + zk(1� qn) [k � 1]qn

�
zk�2 [k � 2]2qn [k � 1]qn b

2
n

2 [n]2qn

+
zk�1 [k � 1]qn bn

2 [n]qn

�
[k]qn � 2� q

k�2
n [k � 2]qn

�
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elde edilir. Böylece

Ek;n(z)

=
zbn
[n]qn

Dq(Ek�1;n(z)) + z jEk�1;n(qnz)j � zk(1� qn) [k � 1]qn

+
zk�2 [k � 2]2qn [k � 1]qn b

2
n

2 [n]2qn

�
zk�1 [k � 1]qn bn

2 [n]qn

�
[k]qn � 2� q

k�2
n [k � 2]qn

�

bulunur. Buradan Ek;n(z) ifadesinin modülü al¬narak devam edilirse, her k � 2 ve

her jzj � r için

jEk;n(z)j �
jzj bn
2 [n]qn

2 kDq(Ek�1;n(z))kr

+ jzj jEk�1;n(qnz)j+
jzj bn
2 [n]qn

jzjk�2
[k � 2]2qn [k � 1]qn bn

2 [n]qn

+ jzjk j1� qnj [k � 1]qn

+
jzj bn
2 [n]qn

jzjk�2 [k � 1]qn
�
[k � 2]qn q

k�2
n � ([k]qn � 2)

�

� r jEk�1;n(qnz)j+
jzj bn
2 [n]qn

�
2

�
k � 1
r

�
kEk�1;n)kr

+rk�2 [k � 1]qn
���[k � 2]qn qk�2n � ([k]qn � 2)

���
+
rk�3 [k � 2]2qn [k � 1]qn bn

2 [n]qn
+ rk (1� qn) [k � 1]qn

o
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada gerekli i̧slemler yap¬larak

jEk;n(z)j � r jEk�1;n(qnz)j

+
jzj bn
2 [n]qn

(
2
k � 1
r

kEk�1;n(z)kr + r
k�3 [k � 2]

2
qn
[k � 1]qn bn
[n]qn

+rk�2 [k � 1]qn
���[k � 2]qn � ([k]qn � 2)���o

� r jEk�1;n(qnz)j

+
jzj bn
2 [n]qn

�
2
k � 1
r

kTk�1;n(z)� ek�1kr

+2k�1
r

rk�2 [k � 2]qn [k � 1]qn bn
2 [n]qn

+ rk�3
[k � 2]2qn [k � 1]qn bn

[n]qn

+rk�2 [k � 1]qn
���[k � 2]qn � ([k]qn � 2)���o

� r jEk�1;n(qnz)j+ jzjbn
2[n]qn

n
2k�1

r
k!bnrk�2

2[n]qn
+ k�1

r

rk�2[k�2]qn [k�1]qnbn
[n]qn

+rk�3
[k�2]2[k�1]qnbn

[n]qn
+ rk�2 [k � 1]qn

���[k � 2]qn � ([k]qn � 2)���o

� r jEk�1;n(qnz)j+ jzjbn
2[n]qn

n
(k�1)k!bnrk�3

[n]qn
+

(k�1)rk�3[k�2]qn [k�1]qnbn
[n]qn

+rk�3
[k � 2]2qn [k � 1]qn bn

[n]qn
+ 2rk�2 [k � 2]qn [k � 1]qn

o

� r jEk�1;n(qnz)j+
3 jzj (k + 1)!b2nrk�3

2 [n]2qn
+
2 jzj (k � 1)(k � 2)bnrk�2

2 [n]qn

= r jEk�1;n(qnz)j+ (k + 1)!
 
3 jzj (k + 1)!b2nrk�3

2 [n]2qn
+
2 jzj bnrk�2
2 [n]qn

!
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= r jEk�1;n(qnz)j+
jzj
2

 
3b2n
[n]2qn

+
2rbn
[n]qn

!
rk�3(k + 1)!

elde edilir. Bu son eşitsizlikten her jzj � r için�����Sqnn (f ; z)� f(z)� zbn
2 [n]qn

D2
q(f(z))

�����
�

1P
k=0

jckj jEk;n(z)j

�
(
rbn
[n]qn

 
1� qn +

bn
[n]qn

+ 2

!
+ 2

b2n
[n]2qn

)
1P
k=2

qk�2n MAk jzj rk�3 (k + 1)!
k!

�
(
rbn
[n]qn

 
1� qn +

bn
[n]qn

+ 2

!
+ 2

b2n
[n]2qn

)
MA2 jzj
r

1P
k=2

(k + 1)(qnAr)
k�2

bulunur. qnrA < 1 oldu¼gundan
1P
k=2

(k+1)(qnrA)
k�2 <1 d¬r. Böylece ispat tamam-

lan¬r. Bu teoremde, Sqnn (f ; z) operatörü ile yaklaş¬m h¬z¬artt¬r¬lm¬̧s olur.
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6. KOMPLEKS Q-GAUSS-WEIERSTRASS OPERATÖRÜ VE

YAKLAŞIM ÖZELL·IKLER·I

Tan¬m 6.1 D = fz 2 C; jzj < 1g aç¬k birim disk ve

A
�
D
�
=
�
f : D! C ; f D de analitik, D da sürekli; f (0) = 0; Dqf (0) = 1

	
ol-

sun. � > 0, q 2 (0; 1) ve f 2 A
�
D
�
olmak üzere, z 2 D için kompleks q-Gauss-

Weierstrass integrali

W� (f) (z) :=W� (f ; q; z) :=
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

f
�
ze�it

�
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt (6.1)

olarak tan¬mlan¬r.

Uyar¬6.1 (6.1) eşitli¼ginde tan¬mlanan W� (f) (z) kompleks q-Gauss-Weierstrass

operatörü, Tan¬m 2.10 kullan¬larak, q-genelleştirilmiş integral yard¬m¬yla yeniden

W� (f ; q; z) =
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z 1p
(1�q2)=�

0

f
�
ze�it

�
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

şeklinde yaz¬labilir.

6.1 Operatörün Yaklaş¬m Özellikleri

Bu bölümde kompleks q-Gauss-Weierstrass operatörünün baz¬yaklaş¬m özellikleri

incelenecektir.

Lemma 6.1 W� (1; q; z) = 1 dir.

·Ispat. (2.4) eşitli¼gi kullan¬larak t =
p
�
p
u nin q-türevi

Dq2 (t) =
p
�

p
u�

p
q2u

(1� q2)u (6.2)

=
p
�

1

(q + 1)
p
u

olarak elde edilir. Bununla birlikte, q-integral için (2.11) de¼gişken de¼giştirme formülü

kullan¬l¬rsa � = 1
2
için (2.7) denZ p

�p
1�q2

0

Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt =

p
�

(q + 1)

Z 1
1�q2

0

u�
1
2Eq2

�
�q2u

�
dq2u

=

p
�

(q + 1)
�q2

�
1

2

�
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bulunur. Böylece W� (1; q; z) = 1 sa¼glan¬r.

Teorem 6.1 f : D! C fonksiyonu D da sürekli olsun.

i. z 2 D; � 2 (0; 1] için

!1 (f ; �)@D = sup
���f �ei(x�t)�� f �e�it��� ; x 2 R, 0 � t � �	

olmak üzere

jW� (f ; q; z)� f (z)j � !1
�
f ;
p
�
�
@D

 
1 +

1

�q2
�
1
2

�!
gerçeklenir.

ii. Süreklilik modülü

!1 (f ; �)D = sup
�
jf (z1)� f (z2)j ; z1; z2 2 D, jz1 � z2j � �

	
olmak üzere

!1 (W� (f ; q; z) ; �)D � C!1 (f ; �)D ; 8� > 0; � > 0

sa¼glan¬r.

iii. Her z 2 D için, C pozitif bir sabit olmak üzere,

jW� (f ; q; z)�W� (f ; q; z)j � C
���p� �p����

gerçeklenir.

·Ispat. i. W� (1; q; z) = 1 oldu¼gundan, z 2 D için

jW� (f ; q; z)� f (z)j �
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

��f �ze�it�� f (z)��Eq2 ��q2 t2
�

�
dqt

elde edilir. Maksimum modül prensibinden,

jW� (f ; q; z)� f (z)j �
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

!1
�
f ; jzj

��1� e�it���
@DEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

yaz¬labilir. Bu ifade

jzj
��1� e�it�� � 2 ����sin t2

���� � t; 8t > 0
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eşitsizli¼gi ile birleştirilirse,

jW� (f ; q; z)� f (z)j

=
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

!1

�
f ; 2

����sin t2
�����

@D
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

� (q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

!1 (f ; t)@DEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

� (q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

�
1 +

tp
�

�
!1

�
f ;
p
�
�
@D
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

= !1

�
f ;
p
�
�
@D

 
1 +

(q + 1)

��q2
�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

tEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

!
elde edilir.

q-integral için (2.11) de¼gi̧sken de¼gi̧stirme formülü kullan¬larak � = 1
2
ve (2.7) denZ p

�p
1�q2

0

tEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt =

�

(q + 1)

Z 1
1�q2

0

Eq2
�
�q2u

�
dq2u

=
�

(q + 1)
�q2 (1) =

�

(q + 1)

bulunur. Böylece

jW� (f ; q; z)� f (z)j � !1
�
f ;
p
�
�
@D

 
1 +

1

�q2
�
1
2

�!
eşitsizli¼gi elde edilir.

ii. z1; z2 2 D için jz1 � z2j � � olmak üzere,

jW� (f ; q; z1)�W� (f ; q; z2)j

� (q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

��f �z1e�it�� f �z2e�it���Eq2 ��q2 t2
�

�
dqt

� !1 (f ; jz1 � z2j)DW� (1; q; z)

� !1 (f ; �)D
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sa¼glan¬r. Buradan jz1 � z2j � � için supremum al¬narak devam edilirse,

!1 (W� (f ; q; z) ; �)D � !1 (f ; �)D

elde edilir.

iii. Aşa¼g¬daki eşitsizlik kolayl¬kla elde edilebilir.

jW� (f ; q; z)�W� (f ; q; z)j � (q+1)kfk
�q2(

1
2)

R p
�p

1�q2
0

����Eq2��q2 t2� �p
�

�
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
p
�

���� dqt:
q-ortalama de¼ger teoremini (Rajkovíc at all 2002) uygulamak için, öncelikleEq2

�
�q2 t2

�

�
ifadesinin � ye göre q-türevi al¬n¬p (2.7) formülü kullan¬l¬rsa u (�) = �q2 t2

�
için

Dq2Eq2

�
�q2 t

2

�

�
= D 1

q2
Eq2 (u)Dq2u (�)

bulunur. Ayr¬ca (2.4) den,

Dq2

�p
�
�
=

p
� (q � 1)
� (q2 � 1) =

1

(q + 1)
p
�

bulunur. Bu sonuçlar aşa¼g¬daki formülde yerine yaz¬l¬rsa

D 1
q2
Eq2 (u)Dq2u (�)

=
1P
j=0

qj(j�1)

[j]q2 !
D 1

q2

�
�q2 t2

�

�j ��q2 t2
�

��
1
q2
�1
�

(q2�1)�

=
1P
j=0

qj(j�1)

[j]q2 !

�
�q2 t2

�

�j h
1
q2j
� 1
i

1�
1
q2
�1
��
�q2 t2

�

� � t2
�2

�

=
�
t2

�2

� 1P
j=1

qj(j�1)

[j]q2 !

�
�q2 t2

�

�j�1
1

q2j�2
1�q2j
(1�q2)

=
�
t2

�2

� 1P
j=0

qj(j�1)

[j+1]q2 !

�
�q2 t2

�

�j
[j + 1]q2

=
�
t2

�2

�
Eq2

�
�q2 t2

�

�
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elde edilir. Bölümün q-türev tan¬m¬kullan¬larak devam edilirse,

Dq2

�
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
p
�

�
=

Dq2Eq2
�
�q2 t

2

�

�p
��Eq2

�
�q2 t

2

�

�
Dq2

p
�p

q2�
p
�

= 1
q�

��
t2

�2

�
Eq2

�
�q2 t2

�

�p
� �

Eq2
�
�q2 t

2

�

�
(q+1)

p
�

�

= 1
q�
Eq2

�
�q2 t2

�

� h�
t2

�2

�p
� � 1

(q+1)
p
�

i

= 1

q�
5
2
Eq2

�
�q2 t2

�

� h
t2 � �

(q+1)

i
bulunur. q-ortalama de¼ger teoreminden,����Eq2��q2 t2� �p

�
�

Eq2
�
�q2 t

2

�

�
p
�

���� = ��p� �p��� Eq2��q2 t2c �qc
5
2

���t2 � c
(q+1)

���
sa¼glanacak şekilde bir c 2 (�; �) vard¬r.

Sonuç olarakZ p
�p

1�q2

0

t2Eq2

�
�q2 t

2

c

�
dqt <1 ve

Z p
�p

1�q2

0

Eq2

�
�q2 t

2

c

�
dqt <1

gerçeklenir, bu da ispat¬tamamlar.

6.2 Yaklaş¬m¬n Kesin Derecesi

Yaklaş¬m h¬z¬n¬n kesinli¼gi için (6.1) deki q-Gauss-Weierstrass operatörünü düzenleye-

lim.

� > 0; q 2 (0; 1) ve f 2 A
�
D
�
olmak üzere, kompleks q-Gauss-Weierstrass ope

ratörünü z 2 D için

W�
� (f ; q; z) :=

(q + 1)

2
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

�
f
�
ze�it

�
+ f

�
zeit
��
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Yukar¬da verilen W �
� (f ; q; z) yeniden düzenlenmi̧s kompleks q-Gauss-Weierstrass

operatörünün yaklaş¬m özelliklerini aşa¼g¬daki teoremde verelim.
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Teorem 6.2 i. f 2 A
�
D
�
olsun. Her � 2 (0; 1] ve z 2 D için,��W�

� (f ; q; z)� f (z)
�� � C!2 �f ;p��

@D

gerçeklenir.

ii. R > 1, z 2 DR ve f(z) =
1X
k=0

akz
k oldu¼gunu kabul edelim. E¼ger f fonksiyonu,

s = 0 için sabit de¼gil ve s 2 N için derecesi � s � 1 olan bir polinom de¼gilse, her

1 � r < r1 < R, � 2 (0; 1] ve s 2 N [ f0g için


�W�
�

�(s)
(f)� f (s)





r
� �

denkli¼gi sa¼glan¬r ve bu denklikteki sabitler sadece f; q; p; r ve r1 e ba¼gl¬d¬r.

·Ispat. i.

W�
� (f ; q; z)� f (z)

=
(q + 1)

2
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

�
f
�
ze�it

�
� 2f (z) + f

�
zeit
��
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

eşitli¼gini ele alal¬m. jzj = 1 için, bu ifadenin mutlak de¼geri al¬n¬rsa��W�
� (f ; q; z)� f (z)

��
� (q + 1)

2
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

��f �ze�it�� 2f (z) + f �zeit���Eq2 ��q2 t2
�

�
dqt

� (q + 1)

2
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

!2 (f ; t)@DEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

� !2

�
f ;
p
�
�
@D

(q + 1)

2
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

�
tp
�
+ 1

�2
Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt:

elde edilir. (2.4) eşitli¼gi kullan¬larak t =
p
�
p
u nin q-türevi

Dq2 (t) =
p
�

p
u�

p
q2u

(1� q2)u

=
p
�

1

(q + 1)
p
u
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bulunur. Ayr¬ca � = 1
2
olmak üzere (2.11) eşitli¼gi ile verilen q-integralinin de¼gi̧sken

de¼gi̧stirme formülü kullan¬l¬rsa,

(q + 1)

2�
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

t2Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

=
1

2�q2
�
1
2

� Z 1
1�q2

0

u
1
2Eq2

�
�q2u

�
dq2u

=
�q2
�
3
2

�
2�q2

�
1
2

� <1
ve

(q + 1)

��q2
�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

tEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt =

1

�q2
�
1
2

� Z 1
1�q2

0

Eq2
�
�q2u

�
dq2u

=
1

�q2
�
1
2

� <1
elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

ii. r � 1 için

!2

�
f ;
p
�
�
@DR

= sup
n
�2
uf
�
reit
�
: juj <

p
�
o

olmak üzere,

!2

�
f ;
p
�
�
� Cr;q (f) �

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (i) den her � 2 (0; 1] ve z 2 DR için



W�
� (f)� f




r
� Cr;q (f) �

gerçeklenir (Gal 2009). Şimdi, Cauchy türev formülünü kullanarak (ii) deki üst s¬n¬r¬

bulal¬m.


, yar¬çap¬r1 > 1 olan 0 merkezli bir çember olsun. u 2 
 için

��D(s)
q f (z)�D(s)

q

�
W�
�

�
(f) (z)

�� =
s!

2�

������
Z



f (u)�W�
� (f) (u)

(u� z)s+1
du

������
� Cr1;q (f) �

s!r1

(r1 � r)s+1
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elde edilir. (ii) deki alt s¬n¬r¬hesaplamak için öncelikle W�
� operatörünün seri gös-

terimini bulal¬m. (i) kullan¬larak, W�
� (f) operatörü için

d�k (�; q) =
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

cos (kt)Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

olmak üzere seri gösterimi

W�
� (f) (z) =

1X
k=0

akd
�
k (�; q) z

k

şeklinde yaz¬labilir. [0; t] aral¬¼g¬nda h (t) = cos kt fonksiyonuna ortalama de¼ger teo-

remi uygulan¬rsa,

jd�k (�; q)j �
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

jcos ktjEq2
�
�q2 t

2

�

�
dqt

� (q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

(1 + kt)Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

= 1 + k

p
�

�q2
�
1
2

� (6.3)

elde edilir. z = rei' al¬n¬rsa, q-türev kullan¬larak

�
D(s)
q f (z)�D(s)

q

�
W�
�

�
(f) (z)

�
e�ip'

=
1X
k=s

ak [k]q [k � 1]qnq ::: [k � s+ 1]q r
k�sei(k�s�p)' [1� d�k (�; q)]

bulunur. Buradan �� den � ye integral al¬narak devam edilirse

1

2�

�Z
��

�
D(s)
q f (z)�D(s)

q

�
W�
�

�
(f) (z)

�
e�ip'd'

= as+p [s+ p]q [s+ p� 1]q ::: [p+ 1]q rp
�
1� d�s+p (�; q)

�
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elde edilir. Bu eşitlikte, (6.3) kullan¬l¬p mutlak de¼ger al¬n¬rsa � 2 (0; 1] için

D(s)
q f �D(s)

q

�
W�
�

�
(f)



r

� jas+pj [s+ p]q [s+ p� 1]q ::: [p+ 1]q rp
��1� d�s+p (�; q)��

� jas+pj [s+ p]q [s+ p� 1]q ::: [p+ 1]q rp
��1� ��d�s+p (�; q)����

� jas+pj [s+ p]q [s+ p� 1]q ::: [p+ 1]q rp (s+ p)
p
�

�q2
�
1
2

�
� jas+pj [s+ p]q [s+ p� 1]q ::: [p+ 1]q rp (s+ p)

�

�q2
�
1
2

�
eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlik kullan¬larak, s = 0, p � 1 ve � 2 (0; 1] için



f �W�
� (f)




r
� japj rp

�

�q2
�
1
2

�
bulunur. Böylece, e¼ger (0; 1] aral¬¼g¬nda lim

k!1
�k = 0 ve lim

k!1




f�W�
�k
(f)




r

�k
= 0 olacak

şekilde bir (�k)k alt dizisi varsa; her p � 1 için ap = 0 d¬r; yani f fonksiyonu DR de

sabittir. Bu nedenle, e¼ger f sabit de¼gilse, � 2 (0; 1] için


f �W�

� (f)



r
� �Cr;q (f)

olacak şekilde bir Cr;q (f) > 0 sabiti vard¬r. Şimdi, s � 1 oldu¼gunu düşünelim.

� 2 (0; 1] ve her p � 0 için

D(s)
q f �D(s)

q

�
W�
�

�
(f)



r

� jas+pj [s+ p]q [s+ p� 1]q ::: [p+ 1]q rp (s+ p)
�

�q2
�
1
2

�
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Benzer şekilde, e¼ger lim

k!1




D(s)
q f�D(s)

q

�
W�
�k

�
(f)




r

�k
= 0 olacak şekilde

(0; 1] aral¬¼g¬nda lim
k!1

�k = 0 koşulunu sa¼glayan bir (�k)k alt dizisi varsa, her p � 0

için as+p = 0 d¬r yani f , DR da derecesi � s� 1 olan bir polinomdur. Böylece, e¼ger

f derecesi � s� 1 olan bir polinom de¼gilse � 2 (0; 1] için

D(s)
q f �D(s)

q

�
W�
�

�
(f)



r
� �Cr;q (f)

olacak şekilde bir Cr;q (f) > 0 sabiti vard¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.
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6.3 Şekil Koruma Özellikleri

Bu bölümde Tan¬m 6.1 de verilenW� (f ; q; z) operatörünün baz¬geometrik özellikleri

incelenecektir. Öncelikle aşa¼g¬daki fonksiyon s¬n¬�ar¬n¬tan¬mlayal¬m.

S2 =

(
f ;D de analitik; f (z) =

1X
k=1

akz
k; z 2 D; ja1j �

1X
k=2

jakj
)
; (6.4)

S3 =
�
f 2 A

�
D
�
;
��D2

qf (z)
�� � 1; 8z 2 D	 ; (6.5)

P =
�
f :D ! C; D de analitik; f (0) = 1; Re [f (z)] > 0; 8z 2 D

	
: (6.6)

E¼ger f (z) =
1P
k=0

akz
k D de analitik ise; her � > 0 için; W� (f ; q; z) operatörü D de

analitiktir ve

dk (�; q) :=
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

eitEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt (6.7)

olmak üzere 8z 2 D için

W� (f ; q; z) =
1X
k=0

akdk (�; q) z
k (6.8)

gerçeklenir. Bununla birlikte, e¼ger f D da sürekli ise; W� (f ; q; z) operatörü de D

da süreklidir.

·Ispat. z0 2 D noktas¬ndaki süreklili¼gi göstermek için; zn 2 D dizisini zn ! z0

(n!1) olacak şekilde seçelim. Lemma 6.1 den

jW� (f ; q; zn)�W� (f ; q; z0)j

� (q+1)p
��q2(

1
2)

R p
�p

1�q2
0 jf (zneit)� f (z0eit)jEq2

�
�q2 t2

�

�
dqt

� (q+1)p
��q2(

1
2)

R p
�p

1�q2
0 !1 (f ; jzneit � z0eitj)Eq2

�
�q2 t2

�

�
dqt

= (q+1)p
��q2(

1
2)

R p
�p

1�q2
0 !1 (f ; jzn � z0j)Eq2

�
�q2 t2

�

�
dqt

= !1 (f ; jzn � z0j)
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yaz¬labilir. f nin z0 2 D daki süreklili¼ginden; aç¬kça W� (f ; q; z) operatörünün

z0 noktas¬ndaki süreklili¼gi de sa¼glan¬r: f (z) =
1P
k=0

akz
k; z 2 D operatörde yerine

yaz¬l¬rsa;

W� (f ; q; z)

=
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

1X
k=0

akz
keiktEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

=
(q + 1)p
��q2

�
1
2

�(1� q) p
�p

1� q2

1X
n=0

1X
k=0

akz
ke
ik

� p
�p

1�q2

�
qn

Eq2

0BBB@
�q2

� p
�p

1�q2
qn
�2

�

1CCCA qn

=

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
n=0

1X
k=0

akz
ke
ik

p
�p

1�q2
qn

Eq2

�
�q2 q2n

1� q2

�
qn (6.9)

elde edilir.
1P
n=0

1P
k=0

jgn;kj < 1 olsun. Bu durumda
1P
n=0

1P
k=0

gn;k mutlak yak¬nsak

oldu¼gundan
1X
n=0

1X
k=0

gn;k =
1X
k=0

1X
n=0

gn;k

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Her n 2 N için

����akeik p
�p

1�q2
qn
���� = jakj ;

1P
k=0

akz
k serisi yak¬nsak ve

1P
k=0

akz
ke
ik

p
�p

1�q2
qn

serisi düzgün yak¬nsakt¬r. Bununla birlikte (2.8) ve (2.7) den

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
n=0

Eq2

�
�q2 q2n

1� q2

�
qn =

1

�q2
�
1
2

� Z 1
1�q2

0

t�
1
2Eq2

�
�q2t

�
dq2t

= 1

yazabiliriz. (6.9) daki seriler yer de¼gi̧stirebilir oldu¼gundan,

dk (�; q) =

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
n=0

e
�ik

p
�p

1�q2
qn

Eq2

�
�q2 q2n

1� q2

�
qn

=
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

e�iktEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt
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için

W� (f ; q; z) =

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
k=0

akz
k

1X
n=0

e
ik

p
�p

1�q2
qn

Eq2

�
�q2 q2n

1� q2

�
qn

=

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
k=0

akdk (�; q) z
k

sa¼glan¬r.

Teorem 6.3 Her � > 0 için

W� (S2) � S2 ve W� (P) � P

kapsamalar¬sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem 6.3 den

jdk (�; q)j

� (q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

��eit��Eq2 ��q2 t2
�

�
dqt

� (q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

= 1

ve

W� (f ; q; z) =
1X
k=0

akdk (�; q) z
k:

Burada f 2 S2 oldu¼gundan
1X
k=2

jakdk (�; q)j �
1X
k=2

jakj � a1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Böylece

W� (f ; q; z) 2 S2

dir. f (z) =
1P
k=0

akz
k 2 P; yani a0 = f (0) = 1 olsun. E¼ger

f (z) = U (x; y) + iV (x; y) ; z = x+ iy 2 D
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ise, her z = x+ iy 2 D için U (x; y) > 0 d¬r. a0 = f (0) = 1 koşulu ile

W�(f ; q; 0) = a0 = 1 ve 8z = reit için

W� (f ; q; z)

= (q+1)p
��q2(

1
2)

R p
�p

1�q2
0 U (r cos (t� u) ; r sin (t� u))Eq2

�
�q2 u2

�

�
dqu

+ i (q+1)p
��q2(

1
2)

R p
�p

1�q2
0 V (r cos (t� u) ; r sin (t� u))Eq2

�
�q2 u2

�

�
dqu

formunda yaz¬labilir. Sonuç olarak

Re [W� (f ; q; z)]

= (q+1)p
��q2(

1
2)

R p
�p

1�q2
0 U (r cos (t� u) ; r sin (t� u))Eq2

�
�q2 u2

�

�
dqu > 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Böylece W� (f ; q; z) 2 P elde edilir.

Uyar¬6.2 E¼ger f 2 S2 ise, f D de y¬ld¬z¬ld¬r (ve univalenttir). Teorem 6.4 den

W� (f ; q; z) operatörü, bu şekil koruma özelliklerine sahiptir (Alexander 1915).

6.4 q-Türevin W� (f ; q; z) Operatörüne Uygulamalar¬

Bu bölümde, W� (f ; q; z) (� > 0) kompleks operatörünün baz¬ özellikleri q-türev

yard¬m¬yla verilecektir.

Lemma 6.2 dk (�; q) ; (6.7) eşitli¼gindeki gibi tan¬mlans¬n. Aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r.

lim
�!0

dk (�; q) = 1:

·Ispat. (2.8) eşitsizli¼gini kullanarak

lim
�!0

dk (�; q) = lim
�!0

(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

e�iktEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

= lim
�!0

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
n=0

e
�ik

p
�p

1�q2
qn

Eq2

�
� q2

1� q2 q
2n

�
qn
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yazabiliriz. Yukar¬daki eşitlikte seri düzgün yak¬nsak oldu¼gundan, seri ile limit yer

de¼gi̧stirebilir. Böylece

lim
�!0

dk (�; q) =

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
n=0

lim
�!0

e
�i

p
�p

1�q2
qn

Eq2

�
� q2

1� q2 q
2n

�
qn

=

p
1� q2
�q2
�
1
2

� 1X
n=0

Eq2

�
� q2

1� q2 q
2n

�
qn

=
1

�q2
�
1
2

� Z 1
1�q2

0

u�
1
2Eq2

�
�q2u

�
dq2u

= 1

elde edilir.

Teorem 6.4 d1 (�; q) ; (6.7) eşitli¼gindeki gibi tan¬mlans¬n. S
q
3 (6.5) ile tan¬mlanan

küme olmak üzere, her � > 0 için

Sq3;d1(�;q) =
�
f 2 Sq3 ;

��D2
qf (z)

�� � d1 (�; q)	
ve

Sq M
d1(�;q)

=

�
f 2 SqM ; jDqf (z)j �

M

d1 (�; q)

�
oldu¼gunda

1

d1 (�; q)
W�

�
Sq3;d1(�;q)

�
� Sq3 ;

1

d1 (�; q)
W� (S

q
M) � S

q
M

d1(�;q)

;

kapsamalar¬gerçeklenir.

·Ispat. Şimdi f 2 Sq3;d1(�;q) olsun. f 2 A
�
D
�
oldu¼gundan f (0) = a0 = 0;

Dqf (0) = a1 = 1 eşitlikleri sa¼glan¬r. Bununla birlikte Teorem 6.3 den W� (f ; q; z)

sürekli oldu¼gundan q-türevini alabiliriz. Böylece

1

d1 (�; q)
W� (f ; q; 0) = 0;

1

d1 (�; q)
DqW� (f ; q; 0) = a1 = 1:
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Bununla birlikte

D2
qW� (f ; q; z) =

(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

D2
qf
�
ze�it

�
e�2itEq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt

ve ��D2
qf (z)

�� � jd1 (�; q)j
oldu¼gundan ���� 1

d1 (�; q)
D2
qW� (f ; q; z)

����
� (q + 1)

jd1 (�; q)j
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

��D2
qf
�
ze�it

��� ��e�2it��Eq2 ��q2 t2
�

�
dqt

� (q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt = 1

bulunur. Böylece 1
d1(�;q)

W� (f) 2 Sq3 sa¼glan¬r. Şimdi, f 2 S
q
M yani jDqf (z)j � M

olsun. Bu eşitsizlik kullan¬larak devam edilirse���� 1

d1 (�; q)
DqW� (f ; q; z)

����
� (q + 1)

jd1 (�; q)j
p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

��Dqf
�
ze�it

��� ��e�it��Eq2 ��q2 t2
�

�
dqt

� M

jd1 (�; q)j
(q + 1)p
��q2

�
1
2

� Z p
�p

1�q2

0

Eq2

�
�q2 t

2

�

�
dqt =

M

jd1 (�; q)j
;

elde edilir ki bu da 1
d1(�;q)

W� (f) 2 Sq M
d1(�;q)

oldu¼gunu ispatlar.
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