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Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dog.Dr. Giilen TUNCA BASCANBAZ

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim girig kismina ayrilmigtar.

Ikinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan baz tanimlar, lemma ve teorem-
ler verilmektedir.

Uciincii ve dordiincii boliimde, sirasiyla reel ¢-Szész-Mirakjan operatorii ve reel ¢-
Gauss-Weierstrass operatoriiniin tanimlari ve sagladigl bazi ozellikler verilmigtir.

Tezin besinci ve altinci boliimleri orjinal bulgular: icermektedir.

Besinci boliimde, ¢-Szdsz-Mirakjan operatoriiniin kompleks formu tanimlanip, bazi
yakinsaklik ozellikleri gesitli rekiirans bagintilar: elde edilerek incelenmektedir.
Bununla birlikte kompleks ¢-Szdsz-Mirakjan operatoriiniin iyi tanimh ve analitik
oldugu ve rilmektedir. Ayrica Voronovskaja-tipli teorem g¢-tiirev yardimiyla ispat-
lanmaktadir.

Altinc boliimde, kompleks ¢g-Gauss-Weierstrass operatorii inga edilip, baz1 yaklagim,
ozellikleri siireklilik modiilii ve analitik fonksiyon siniflar1 yardimiyla incelenerek bazi
yeni sonuclar verilmektedir. Kompleks ¢g-Gauss-Weierstrass operatoriiniin analitik-
ligi gosterilip, kesin yaklagim hizi hesaplanmaktadir. Ayrica g-tiirevin operatore
uygulamalar1 ve gekil koruma ozellikleri bazi teoremler yardimiyla gosterilmekte-
dir.
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This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some definitions, lemma and theorems that will be needed
for later use are given.

In the third and fourth chapters, the definitions of the real ¢-Szédsz-Mirakjan operator
and the real g-Gauss-Weierstrass operator respectively are given and some properties
of them are discussed.

The fifth and sixth chapters of this thesis include the original results.

In the fifth chapter, some approximation properties by means of various recurrence
relations are given for the complex ¢-Szdsz-Mirakjan operator. Moreover, we show
that complex ¢-Szdsz-Mirakjan operators are well defined and analytic. Also, a
Voronovskaja-type theorem is proved with the help of g-derivative.

In the sixth chapter, complex ¢-Gauss-Weierstrass operator is defined. Some ap-
proximation properties are studied by modulus of continuity and classes of analytic
functions and new results are obtained. Analyticity of g-Gauss-Weierstrass operator
is shown and the rate of convergence is given. Also, the applications of g-derivative
to operator and shape preserving properties are obtained by means of some theo-
rems.
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SIMGELER DiZiNi

() Pochhammer sembolii

~ Denklik

[n], ¢-Tamsay1si

[n],! q-Faktoriyel

gq(2), Ey(x) Ustel Fonksiyonun g-Geniglemeleri

D,f (z) f fonksiyonunun g¢-tiirevi

We (f3q, 2) Kompleks g-Gauss-Weierstrass Integrali
Dgr R yaricapl acik disk

wi(f;9),wa(f;0) Siireklilik Modiilleri

Sn(f;q;x) Reel ¢-Szdsz-Mirakjan Operatorii

W, (f;q, x) Reel ¢-Gauss-Weierstrass Integrali

I, (x) ¢-Gamma fonksiyonu

flxo,z1,...;xn]  x0,71, ..., T, noktalarindaki boliinmiig fark
Su(f;q;2) Kompleks ¢-Szdsz-Mirakjan Operatorii
Ay g-fark operatorii

Al f(x;) k.ncit mertebeden g¢-fark

C'[0, 00) [0, 00) da siirekli fonksiyonlarin uzay:



1. GIRIiS

Phillips (1996), ¢-binom katsayilarini ve g-binom teoremini kullanarak genellegtir-
ilmig ¢-Bernstein operatorlerini tanimlamigtir. Aral (2008), reel degiskenli ¢-Szasz-
Mirakjan operatoriinii tamimlayip, baz1 yaklagim 6zelliklerini incelemigtir. Son yil-
larda yaklagim operatorlerinin kompleks modelleri ile ilgili caligmalar 6nem kazan-

mugtir.

Lineer pozitif operatorler ile yaklagim teorisinde, dikkate alinan reel degiskenli toplam
veya integral operatorlerde, reel degisken ve bulundugu aralik, kompleks degisken ve
kompleks diizlemde uygun bir bolge ile degistirilip, fonksiyon da bu bolgede anali-
tik olarak alinarak, yaklagim operatoérlerinin kompleks modelleri Gal (2008, 2009),
Lorentz (1987) tarafindan inga edilmistir. Ornegin, kompleks Bernstein polinom-
larinin birim diskin her bir kapali alt bolgesinde ve odaklar1 0 ve 1 olan bir elipsin
kapsadig1 herhangi bir kapal kiimede diizgiin yakinsaklhig1 Lorentz (1987) tarafindan
elde edilmigtir. Ancak, bu calismalarda yaklagim sonuglari i¢in sayisal kestirimler
hesaplanmamigtir. Kompakt disklerde sayisal kestirimler Gal (2008) tarafindan elde
edilmistir. Ayrica, kompleks Bernstein polinomlarinin geometrik 6zellikleri incelen-
mis olup, univalent (birebir ve analitik) fonksiyonlarin sagladig yildizillik, konvekslik
ve spirale benzerlik gibi bazi sekil 6zelliklerinin bu operatorler tarafindan korundugu

Gal (2008) tarafindan gosterilmigtir.

g-Bernstein polinomlarinin kompleks genellestirilmesi Ostrovska (2003), Gal (2009)
tarafindan inga edilmis olup, yaklagim igin esitsizlikler ve Voronovskaja-tipli teorem
elde edilmistir. Bu sonuglar, ¢g-kompleks Bernstein polinomlar1 ve tiirevlerinin eg

zamanl yaklagimindaki kesin derecelerin bulunmasini saglar.

Son yillarda, ¢g-integral ve g-tiirev kullanilarak bir¢ok operatoriin yaklagim 6zellikleri
caligilmigtir. Bunlardan birisi de, Aral ve Anastassiou 2010 tarafindan tanimlanan
yeni g-Gauss-Weierstrass singiiler integral operatorleridir. Bu caligmada, agirlikh
yaklagim incelenmis ve yaklagim hizi, agirhikh siireklilik modiilii yardimiyla hesa-

planmigtir. Bununla birlikte, tiirevlerle yaklagim da incelenmistir.

1



g-Picard ve ¢-Gauss-Weierstrass singiiler integral operatorlerinin yaklagim 6zellik-
leri Aral (2008) tarafindan ¢aligilmigtir. Bu operatorlerin yaklagim ve gekil koruma
ozellikleri Aral ve Gal (2008) tarafindan incelenmistir. Bununla birlikte izotrop ol-
mayan [ uzakligina bagh ¢ok degiskenli ¢-Picard singiiler integrallerinin yaklagim

ozellikleri Aral ve Anastassiou (2009) tarafindan incelenmigtir.

Baz1 kompleks lineer veya nonlineer integral konvolusyon operatorleri igin iyi yak-
lagim 6zellikleri Anastassiou ve Gal (2006) tarafindan elde edilmis ve orijinal fonksi-
yonun bazi sekil ozelliklerinin operatorler tarafindan korundugu gosterilmigtir.

Bu galigmalardan yararlanarak, kompleks ¢-Szasz Mirakjan operatorii ve kompleks
q-Gauss-Weierstrass operatorii inga edilip, yaklagim ve geometrik ozellikleri ince-

lenecektir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak ¢-Szész-Mirakjan operatoriiniin kompleks formu
tanimlanacaktir. Daha sonra kompleks ¢-Szdsz-Mirakjan operatorii dikkate alinip,
yaklagim problemleri igin gerekli olan baz1 kestirimler elde edilecektir. Voronovskaja-
tipli teorem, g¢-tiirev yardimi ile aragtirilacaktir. Klasik Szdsz-Mirakjan operator-
lerinin sagladigi 6nemli 6zellikler ile kompleks ¢-Szdsz-Mirakjan operatorlerinin 6zel-

likleri arasindaki iligkiler tizerinde durulacaktir.

Ikinci olarak ¢-Gauss-Weierstrass operatériiniin kompleks formu tanimlanacaktir.
Daha sonra kompleks ¢g-Gauss-Weierstrass operatoriiniin yaklagim ozellikleri ile ilgili

sonuclar elde edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ON BILGILER

Bu boliimde, tezde kullanilacak olan temel bilgiler 6zet olarak sunulacaktir.
2.1 Siireklilik Modiilii

Tanim 2.1 f, [a,b] de stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Her § > 0 sayist i¢in

w(f;0)= sup |f(x) — f(y)l
s

ile tanamlanan w fonksiyonuna, f fonksiyonunun sireklilik modiili denir (Anastas-

siou ve Gal 2000).

Stireklilik modiiliiniin baz 6zellikleri agagidaki lemmalar ile verilecektir.
Lemma 2.1 w(f;d) fonksiyonu § ya gore artandur.

Ispat. 0 < 6, < &5 olsun. Bu durumda |z —y| < 85 kosulunu saglayan (z,y) say
ciftlerinin kimesi, |z — y| < 01 kosulunu saglayan sayr ¢iftlerinin kimesinden daha
genistir. Kiimelerdeki supremum kavrama digiindiliirse, stireklilik modiiliiniin tanima
geregince

w(f;01) S w(f;62)

oldugu gorilir. m

Lemma 2.2 f | [a,b] de siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

lim w(f;0) =0

6—0t

dar.

Ispat. f siirekli ise; Ve > 0 icin 36 > 0 sayise vardur ki |lx —y| <0 igin

|f(z) = f(y)] < e dw. Yanilim f(z) = f(y) dir. Bu durumda 6 — 0 i¢in x — y
T—Y

olacagindan |f(x) — f(y)| < e ger¢eklenir. Dolayisiyla

lim w(f;d)=0.

5—0t+



Lemma 2.3 f [a,b] de siirekli, m > 1 ve m € N olmak tizere
w(f;md) < mw(f;0).
Lemma 2.4 f a,b] de sirekli ve VC' > 0 reel sayist igin
w(f;C0) < (C+ 1w(f;0)

egitsizlig saglanar.

Ispat. Siireklilik modiilii artan oldugundan m < C' < m + 1 icin

w(f;C9)

IN

w(f; (m +1)0)
(m + Dw(f;0)
(C+ Dw(/f39)

IA

IA

bulunur. =

Lemma 2.5 f [a,b] de stirekli ise
f(t) = f@)] S w(fs]t =)

egitsizlig saglanar.

ispat. Siireklilik modiiliiniin tanimindan

w(fslt—=) = sup  [f(t) — f(2)]

x, t€(a,b]
t—z|<[t—z|

= sup |f(t) = f(2)|

z, tela,b]

= |f(t) = f(2)]

elde edilir. m

Lemma 2.6 f [a,b] de stirekli ise

|t - 7]

0~ ol < (14 5wt

egitsizlig saglanar.



ispat.

.|t—x|

1) - )] < w(f, . 5)

< <1 n @) w(f:9)

bulunur. =

Tanim 2.2 h € R, r > 1, A ileri fark operatéorii ve f reel degerli bir fonksiyon

olsun. A ileri fark operatérinin tanimindan

Anf(z) = flz+h) = f(2),
ALf(x) = Ay (A f(2), 7> 2

esitliklery vardar.

f € C0,1] olsun. Bu uzayda norm

IF]l = max [f(x)|

0<z<

ile verilir. 6 > 0, r > 1 tamsayis i¢in [ fonksiyonunun r nci mertebeden dizgiinlik

modiili
wr(f;0) = max | AL L]l

olarak tanimlanar.

Tanim 2.3 D C C bir bolge, f(z) D de tanwml bir kompleks fonksiyon olsun. Eger

f(2) D nin her bir ¢ noktasinin bir komsulugunda f(z) = > an(z —¢)" seklinde bir
n=0

kuvvet serisine agilabiliyorsa f ye D de analitiktir denir (Kodaira 1978).

Teorem 2.1 (Vitali ) Q, C de bir bolge ve F' C § kiimesi Q da en az bir ygilma
noktasina sahip olsun. (fn)nen Q da analitik fonksiyonlarin bir dizisi olmak tzere,
Q daki her bir K kompakt altkiimede |f,(2)] < M(K), n = 1,2,...,z € K kosulu
saglanacak sekilde bir M(K) sayist varsa ve her bir z € F icin (f,(2)), F de nok-
tasal yakinsak ise, (fn)nen dizisi Q@ man kompakt altkiimelerinde dizgiin yainsaktur (

Kohr ve Mocanu 2005).



Bu ¢alismada, §2 bélgesi; R > 1 olmak tizere,
Q=Dr={z€C;|z| < R},

acrk diskleri, F'; D nin i¢inde bir aralik ve kompakt alt kiimeler ise 1 < r < R
olmak tizere

D, ={2€GC;lz| <1}

kapaly diskler: olacaktr.

Teorem 2.2 (Cauchy Formiili) r > 0, f : D, — C fonksiyonu D, de analitik ve

D, da siirekli olsun. Bu durumda herhangi bir p € {0,1,2,...} ve her |z| < r i¢in

I'={z€C;|z| =7} vei* = —1 olmak iizere
|
Wy = 2L [ S
J7E) 27ri/(u - z)PHdu
iy

gergeklenir (Kohr ve Mocanu 2005).

Teorem 2.3 (Weierstrass) 2 C C agik kiime olsun. (fy)nen Q da analitik fonksi
yonlarin dizisi, f analitik fonksiyonuna Q da yakinsak ve 2 min her bir kompakt
alt kiimesinde diizgiin yakinsak olsun. Bu durumda, 2 nin kompakt alt kiimelerinde
p € N i¢in ( fqu ))neN p.tirevlerin dizisi f® ye diizgiin yakinsar.

Gercekten Cauchy formiili ile

21

| —
W oy~ P [ falw) = f)
1) = 1) = o= [ R
r
yazabiliriz. Modiul alinarsa teorem gerceklenir (Kohr ve Mocanu 2005).

Teorem 2.4 (Maksimum Modil Prensibi) Eger Q C C sunarly bir bolge ve

f:Q— C, Q da analitik ve Q da stirekli ise, Q nan sumre T' olmak tizere
max {|f(2)];2 € O} = max{|f(=)|;2 € '}

egitligi vardir (Kohr ve Mocanu 2005).



Teorem 2.5 (Bernstein Egitsizligi) a € C ve her k € {0,1,2,...} i¢in

n
P(2) = > agz® olsun. v > 0 igin || P,||, normu
k=0

[Pall, = max {Py(2); |2 <7}

olmak tizere asagidakiler gerceklenir.
. Her |z| <1 igin |P)(2)] < n||P,|,

it. Eger r > 0 ise her |z| < r igin |P)(2)] < ||P,]|, (Gal 2009).
2.2 ¢—Analizin Temel Kavramlari

Tamim 2.4 ¢ > 0 ve A negatif olmayan bir reel sayr olsun. [A],,

1—q/\
= 471
[A]q — 1—q 7é
A, q=1
seklinde tamamlanan q-sayisina gosterir. Eger X = n negatif olmayan bir tamsay: ise

[n],, q-tamsayisina gdsterir (Phillips 2003).

Tanam 2.5 n negatif olmayan bir tamsayr olmak tzere [n] . q-tamsayisimin fak-

toriyeli

~[1],, neN
1, n=>0
geklinde tanimlanir ve n nin g-faktoriyeli denir (Phillips 2003).

Tanim 2.6 Pochammer semboliiniin q-genislemesi

n—1

(a;9)g=1, (a;q), ::H(l—aqk), neNU{oco},a eR (2.1)

olarak tanimlanir (Kac ve Cheung 2002).

Tanim 2.7 (7; q)oo = [[ (1—2¢""1) olmak tizere e* iistel fonksiyonunun q-genislemeleri
k=1

siraswyla

SIS e
W)= G T e g M ST s )



n(n—1)

oo ¢ .
By) =S L = (c(1-q)v; e, TER, Jd<1 (23
n=0 q

]

dir. Burada (2.2) ve (2.3) den
(@) Ey(—) = 1

ve

lim g,(x) = lim E,(z) = €”
q—1— q—1—

bulunur (Kac ve Cheung 2002).

Tanim 2.8 ¢ > 0 olsun. Bir f fonksiyonunun q-tirevi

Dyf(a) = L0 = 100

A ##0 Dyf(0) = limDyf(2) (2.4)

ile tamamlanar ve D) f := f, Dpf := Dy(Dp~'f), n=1,2,... .

Bununla birlikte iki fonksiyonun ¢carpiminin ve bolimaiinin q- tiirevi

Dy(u(z)v(x)) = Dy(u(x))v(x) + ulgr) Dy(v(x)), (2.5)

u(@)) _ v(gz)Dy(u(x)) — ulqr)Dy(v(x))
2 (35) - ol (aa) 2
geklindedir (Kac ve Cheung 2002).

Tanim 2.9 z,x¢, 21, ..., Tp, [a,b] araligina ait noktalar olsun.

flxo, 1,0y ]

= /o) + ot flen)

(o — 1) (29 — 2) ... (T — T4) (xn — 1) (2, — 22) oo (T — Tp1)

ifadesine f fonksiyonunun g, x1, ..., x, noktalarndaki bolimmiis fark: denir. Ayrica

boliinmais fark

flz, o xn) — flzo, -, Tnoi]

Tn — To

flro, o1,y xn] =

seklinde de gosterilebilir (Phillips 2003).



Tanim 2.10 Vj, &k > 0 i¢cin

Af(z;) = f(xjr1) — f(x5)
Ak+1f(xj) = Akf(xjﬂ) - Akf(xj)

geklinde tanimlanan A operatoriine ileri fark operatéri denir (Phillips 2003).

Teorem 2.6 Vj, k> 0 icin x; = j olmak tizere

A" f(x)
k!

/ [xja Lj+1, "'7xj+k] =
egitligi saglanar (Phillips 2003).

Tamim 2.11 (g-fark) Vj, k > 0 igin z; = [j] olsun. ADf(x;) = f(x;) ve

Aéf(mj) = A, f(x;) olmak tizere k > 0 tamsayst i¢in q-fark
AT f(xg) = Al f(zja) — AL f(x))

seklinde yazilabilir (Phillips 2003).

Tanmim 2.12 g-gamma integrals

_1
T, () = / "B, (—ga)dyr, >0 (2.7)
0
seklinde tanimlanir ve

F,t+1) =[], T,(t) vel,(1)=1

q

egitlikleri saglanar (Kac ve Cheung 2002).

Tanim 2.13 0 < ¢ <1 ve x > 0 i¢in g-gama fonksiyonu

I L) A
Fq@)_((ﬂ; q)oo(l 2

seklinde tanvmlanwr. Euler-Gamma fonksiyonunun q-genislemesi, E,, (2.3) esitligi

ile verilen fonksiyon olmak tizere,

o0

]_—q ac(xl)/ t.’L’—l
co () (x) = q 2 —dt, x>0
Ve S WA ()

9



formiili ile tanamlanr, buradaki c, (x) asagedaki sartlar: saglar.
a)c, (x4 1) =c,(x),

b)c,(n)=1,n=0,1,2, ..,

¢) lime, (x) =1 (Atakishiyev ve Atakishiyeva 2001).

g—1~

Tamm 2.14 ¢-Jackson Integrali ve q-Genellestirilmis Integrali sirasiyla

[ f@da =1 -aa " flada", ac R (2.8)
[ S =a-0 3 G a0 (29

olarak tanvmlanwr. Ayrica |a,b] araligindaki q-Jackson integrali

/bf(:z: /bf dx—/f (2.10)

seklinde yazlabilir. Jackson integralinde, u(x) = ~va” fonksiyonu icin degisken
degistirme formdilii
u(b)
” f(u du-/ f(u(x)) Dysu(z)dpssx (2.11)
seklinde verilir (Kac ve Cheung 2002).
q-tirev i¢in genel bir zincir kural yoktur. f(u(x)) formundaki bir fonksiyon igin

q-tiirev; o, B sabit ve u = u (x) = ax® olmak iizere asajudaki bicimde verilir.

D, f (u(x)) = (Dysf) (u(2)) Dyu (x). (2.12)

Tanim 2.15 (q-L’Hospital Kuraly) f ve g, a noktasini iceren herhangi bir aralikta,
stirekli ve q-tirevlenebilir fonksiyonlar ve ¢ € (0,1)U(1, 00) i¢in (D,g) (x) # 0 olsun.
Eger

limf (z) = limg (x) =0

-1
ve j(} € (0,1) vardwr dyleki her q € (3, Hu (1,3 ) igin

10



1s€,

imM =
glgﬂa (:L‘) L

dir.

Teorem 2.7 (q-Lagrange) f(z) [a,b] araliginda siirekli fonksiyon olsun. 3 € (0,1)
vardir oyleki ¥ q € (8, 1)U (1,371) (3 € (a, b)) : f(b) = fla) = (Dyf)(€)(b—a) dur.

2.3 Univalent Fonksiyonlar ve S sinifi

Tanmim 2.16 Bir D bolgesinde birebir ve analitik f fonksiyonuna, bu bolgede
univalent fonksiyon denir (Duren 1983).

Teorem 2.8 f(z) fonksiyonu bir D bélgesinde univalent ise bu bolgede f'(z) # 0
dir (Duren 1983).

Tanym 2.17 |z| < 1 dairesinde univalent olan ve f(0) = 0, f'(0) = 1 sartlarim
saglayan f(z) fonksiyonlariman olusturdugu sinifa S sinife denir. Dolayisiyla S deki

her f(z) fonksiyonunun seri agilvma,

f(z)=z+ Zanz"
n=2

seklindedir (Duren 1983).

Tanym 2.18 Bir D bélgesinin her noktasy D deki sabit bir O noktasina D nin i¢inde
kalan bir dogru parcast ile birlestirilebiliyorsa D ye O noktasina gore yildizil (starlike)

bolge denilir. Orijine gore yildizal olan bir bélgeye ise sadece, yildizil bélge denir

(Duren 1983).

Tanym 2.19 Bir D bélgesinde univalent bir f(z) fonksiyonu, D yi yildizil bir bol-
geye dontigtiriyorsa f(z) ye yildizil fonksiyon denilir (Duren 1983).

11



3. REEL Q—SZASZ- MiRAKJAN OPERATORU VE YAKLASIM

OZELLIiKLERI

3.1 Operatoriin Tanim

Szész-Mirakjan operatoriiniin ¢-genislemesi Aral (2008) tarafindan 0 < ¢ < 1 olmak

uzere i
i) = (-0, ) £ 1 ([‘” ) (1)
* bn {n]q []]q! (bn)’

tammlanmigtir. Burada (b, ),en pozitif sayilarin artan, lim b, = oo olacak sekilde

n—o0

wraksak bir dizisi, 0 < x < (bT ve f € C'[0,00) olarak alinmigtir, ayrica
q

em (t) :=1t™, m =0,1,2 olmak tizere

Si(eg;x) = 1,
Siey;x) =
b
Sileziz) = qu”+ o
’ [n],

esitlikleri vardir. Bu calismada asagidaki Voronovskaja-tipli teorem elde edilmistir.

3.2 Voronovskaja-Tipli Teorem

Teorem 3.1 f € C[0,00) fonksiyonu sinurl olsun ve 0 < g, < 1 ve n — oo iken

qn — 1 olacak sekilde q = q,, dizisi segelim. Yeterince biiyik n i¢in v € [ = q)[n]>

noktasinda f nin ikinci mertebeden tirevi f " (x) mevcut olsun. Eger lim -3— o ] =0
18€,
4, 1o
i 2 (51 (f52) = (@) = oS "(0)

elde edilir.
Bu teorem, q-Taylor agilimi ve q-L’Hospital kuraly kullamilarak ispatlanmaktadir

(Aral 2008).

Sonug¢ 3.1 f € C[0,00) ssmarle fonksiyon ve 0 < g, < 1 ve n — oo iken

Gn — 1 olacak sekilde q = q,, dizisi secelim. Yeterince biiyiik n i¢in v € (O, —(1—23[71] )
12



noktasinda f nin ikinci mertebeden q-tiirevi Dg f(z) mevcut olsun. Eger

lim —b»

n—o0 Man

=0 1se,

lim . (Su(fs2) = f(@)) = Lo lim D, f(x)

n—00 bn 2 qn—1

gerceklenir, eger x € [O, (l—bq—)[n]> noktasinda f nin ikinci mertebeden tirevi f " (x) varsa

bu durumda yukaridaki egitlik

fim L (S (fi0) = £(2) = Saf (@)

n—00 bn

seklinde bulunur.

Uyar1 3.1 Sifiri icermeyen bir aralikta stirekli bir fonksiyon, siirekli q-tiirevlenebilirdir.
Bu nedenle sifirt icermeyen bir araliktaki her x i¢in, f nin q-tirevleri sonlu oldugun-
dan Voronovskaja-tipli teoremde, q-tiirevienebilme sarty ¢ikarilabilir. Diger bir de

yisle, Voronovskaja-tipli teorem siirekli ve siniwrle fonksiyonlar i¢in saglanar.

Sonug 3.2 f € C[0,00) swrl fonksiyon ve 0 < g, < 1 ve n — oo iken q, — 1

olacak sekilde q = q,, dizisi secelim. Eger lim # = 0 ise, yeterince biiyiik n ve her
bn . .
T € (O, —(1_(1)[%) 1¢cin

lim o (594 (f12) — f()) = 2o lim D2 f(a)

n—oo bTL 2 gn—1 in

saglanar.
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4. REEL Q-GAUSS-WEIERSTRASS OPERATORU VE YAKLASIM

OZELLIiKLERI

¢ >0 ve f R de siirekli olmak tizere, Gauss-Weierstrass singiiler integrali

We(f,x) = ﬁ/_oof(a:—kt)e_fdt, x € R,

olarak tanmimlanir. Bu integral, f ye gore lineer ve pozitiftir (Anasstassiou ve Gal
2000).
D = {z € C;|z| < 1} acgik birim disk ve f : D — C, fonksiyonu I de analitik

ve D de siirekli olsun. Kompleks Gauss-Weierstrass operatorii

We(f,z) = %/_ f (ze”) e_%dt

olarak tanimlanir (Gal 2009).

4.1 Operatoriin Tanim ve Bazi Ozellikleri

f : R — R bir fonksiyon olsun. n € N, ¢ € (0,1) ve z € R i¢in, f nin ¢-Gauss-

Weierstrass integrali

Wa(f;q,2)

D T g (<t ) )

20 2(3) 4

olarak tanimlanmaktadir (Anastassiou ve Aral 2010).

Lemma 4.1 Her k € N ic¢in
Bk 2T, (42 .

saglanar.

14



Ispat. (4.1) den

W (t*; q,2)

_ Vet [vEvieE v (2t
- ) [V (o B (~a 0 )

g-tiirev tanimini kullanarak ¢ = 2 Vi

Dz(t) _ 2 \/_—\/QQ_U

n] (1—-¢*u

ifadesinin g¢-tiirevi alinirsa

9
(¢ +1)/In]/u 43

bulunur. g = % iken g-integral i¢in degisken degistirme formiilii (2.11) den ve sonra

(2.7) ve (4.3) den j =0,1,...,k igin

2
n 1—q . t2
/‘mv VB, (—q2 [n] —) d,t
0

4
27 +1 1—142 i—1
—= —ﬂ U/TEQZ (_q2u) dq2u
(g+1)[n] = Jo
_ 2j+qu2(j%l>
= — 2
)7 (g +1)

Boylece (4.2) den istenilen sonug elde edilir. m

Uyar: 4.1 (4.1) de verilen q-Gauss- Weierstrass operatori W, (2.9) q-genellestirilmis

integral formili yardvmayla asagqidaki sekilde yeniden yazilabilir.

Wi(fiq, ) = % /OW f(z+1) By (_q2 [n] g) dgt.

Ayrica Anasstasiou ve Aral (2010) bu ¢aligmalarinda, agirhikh uzaylarda yakinsaklik

ozelliklerini incelemistir.
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5. KOMPLEKS Q—SZASZ- MiRAKJAN OPERATORU VE YAK-

LASIM OZELLiKLERI

5.1 Operatoriin Tanim

f:[0,00) — R fonksiyonu i¢in Szédsz-Mirakjan operatorii

(na)!

L —nxoo i
Snf(z):=e J;)f(n) i , x €1]0,00), n €N

olarak tanimlanmigtir (Szasz 1959). Buradaki f, S, f(z) in f(z) e yakinsaklhig icin,
iistel biiytiyen bir fonksiyon, yani Vx € [0,00) i¢in, C, B > 0 olmak |f(z)] <
CeP? olarak alinmigtir. Gal (2008, 2009) daki sonuglar, kompleks Favard-Szész-
Mirakjan operatorlerine (Gal 2008a) de genigletilmigtir. Bu galigmada, kompleks
Favard-Szasz-Mirakjan operatorleri, reel formda x yerine z alinarak

(nz)’

S f(z) = e‘”zif(%) omeN

seklinde elde edilmistir. f fonksiyonu Dy = {z € C : |z| < R} agk diskinde analitik
olarak kabul edilip, S, f(z) operatorleri ile yaklasimda, f : [R, 00) U Dg — C olarak
alinmig ve iistel biiyiiyen f : [0,00) — C fonksiyonunun, merkezi orijinde olan agik
bir diskte analitik olan bir fonksiyona iistel biiyiimeyi koruyarak devam ettigi kabul
edilmis ve merkezi orijinde olan kapali disklerde sayisal kestirimler elde edilmistir.

(bn)nen pozitif sayilarin artan, lim b, = oo olacak gekilde iraksak bir dizisi olmak

n—oo

tizere, Stypinsky (1974), Szdsz-Chlodovsky operatoriinii

nz\’ 1

s (L) (M) L
L.f(x):=e J;)f<n) (bn) it z €[0,b,), n €N

seklinde inga etmistir. Chlodovsky tiir genellestirilmis operatorler i¢in son zaman-

larda yapilan ¢caligmalar Karsli (2011) de detayli bir sekilde anlatilmigtir. Voronovskaja-
16



tipli sonuglar i¢in Butzer-Karsli (2009) ve Karsli (2011) galigmalarina ve refer-
anslaria bakilabilir. Szdsz-Mirakjan operatoriiniin g-genislemesi Aral tarafindan

0 < q < 1 olmak {izere
x O ' [n]qx '
1)) o= B, (1ol ) 5 f ([[fj] bn) [S,] . >)j 5.1

seklinde tamimlanmgtir (Aral 2008). Burada (b,,),en pozitif sayilarin artan, lim b, =

n—oo

oo kogulunu saglayan bir dizi, 0 < x < (1—27)1[71] ve f € C'[0,00) dir.
Mahmudov (2010), kompleks ¢-Szdsz-Mirakjan operatériinii ¢ > 1 olmak {izere,
[0, 00) arahiginda siirekli ve sinirh fonksiyonlar icin

[]

& 1 [n]f2F e
Mg (f;2) = kzzof <m> FECEVERN AT (= [nlg"2)

seklinde tanmimlamistir. Burada f fonksiyonlari uygun kompakt disklerde anali-
tik alinarak, yakinsaklik i¢in esitsizlikler, Voronovskaja-tipli teorem elde edilmistir.

Bununla birlikte yakinsaklik hizi hesaplanmigtir.

Bu boliimde, (5.1) ile tanimlanan ¢-Szdsz-Mirakjan operatoriiniin kompleks formu
tanimlanip, yaklagimla ilgili olan esitsizlikler ve Voronovskaja-tipli teorem elde edile-

cektir.

Tamim 5.1 n € N ve f fonksiyonu f : [R,00) U Dr — C, distel biiyiiyen ve 0
merkezli acik diskte analitik devama sahip bir fonksiyon olmak tzere, kompleks q-

Szdsz-Mirakjan operatori (5.1) ile verilen S4(f)(x) operatorinde x yerine z alinarak

SI(fiz) = Sulfiq:2)

seklinde tanimlanar.
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Uyar1 5.1 0 < g < 1 ve q sabit bir deger olmak dizere, n — oo iken ﬁ —1—q

dur. S%(f;z) nin yakinsaklhk ozelliklerini saglamast igin, 0 < ¢, < 1 ve n — o0

tken g, — 1 olacak sekilde q = q, dizisi secelim. Béylece n — oo igin [n]qn — 00

dur. Diger yandan (b,) pozitif sayarin dizisi olmak tizere n — oo i¢in lim b, = 00

n—oo

ve Ry g, = o ?T_q j — 00 saglanwr. Gergekten q, dizisi, q, = i segilirse n — 00
an n
wimn q) — % dir ve bu da n — oo icin R, ,, = op l&’;qn) = 1572'1;; — 00 oldugunu
gosterir.
Lemma 5.1 Dip ={z€C:|z| <R}, R, = o ZET{éq) olmak tzere 1 < R < R,
q
ve

f:[R,o00)U ]DTR — C
[R,00) U Dy de siirekli, Dr de analitik olsun. Yani her z € Dy i¢in f(2) = > cp2*
k=0
serisi ve M, C, B > 0 sabitleri ile her k = 0,1, ... i¢in |c;| < Mk—’?k sartinay saglayan
A € (%,1) vardw. Buradan, her z € Dy igin |f(z)| < Me?F! ve her x € [R,0)
icin | f(x)] < CeB* sartlary saglanr). Boylece S(f;z) Dg de, wyi tanamhdir ve z

nin analitik bir fonksiyonudur.

i ()" B( g ) o
Ispat. oy == ~—4— ¢/ olmak iizere (5.2) nin modiilii alinarak

K], )"
susal < |g (<l )| 5 ([Z]ibl;kf([ﬁqbn>
< clg, (-0, 2 )| £ o

bulunur. Oran testi kullanilarak,

lim % gy e L (Uit )
k—oo Qi ¢ k—»oobn [k + 1]q
B,,qk bn
_ [n]q hm e mq [n]q |Z|

b,, k—oo [/C + 1]q

BgF o

_ [n]q li re i [niq |Z|

T b, ke 1t
1—¢q

U

bn
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elde edilir. Bu da serinin |z| < R igin yakimsak oldugunu gosterir. Hipotezden

R<R,, = M(I’l—[q) dir. Boylece SI(f;z) iyi tamimhdir ve z nin analitik bir fonksi

yonudur. Ayrica S4(f;z) operatoriiniin analitikligi, f {izerindeki hipotezden elde

edilebilir (Gergen vd. 1963). m

Teorem 5.1 Kabul edelim ki Lemma 5.1 deki sartlar saglansin. Ayrica 0 < q, < 1

olmak tizere q = q, dizisi n — oo iken q, — 1 ve n — oo tken [b]” — 0 kosullariny
an
gerceklesin.
. 1<r< % keyfi sabit olsun. Her |z| < r ven > n, i¢in
b, \ MA =
Coa=|1-q+—— | —=— S (k+1)(rd)* <
[n]qn 2 k=2

olmak tizere

1S3 (f;2) = f(2)] < Cra.

. 1 <r<nr< % ve Cyy 4 (i) deki gibi verilsin. Kompleks q- Szasz-Mirakjan

operatoriniin es zamanly yaklagima i¢in

plry
(7“1 . T)P+1

D@ (S2(f;2)) — DD f(2)| < Crya

qn

egitsizlig saglanar.

Ispat. i. Aral (2008), g- Szdsz-Mirakjan operatoriiniin boliinmiig farklar yardimi

ile,

ii=1)
2

S ) =3 q

i=0

7bn [1]q’..‘7bn [.]]q I’]
"], 7],

seklinde yazilabilecegini gostermigtir. Kompleks ¢-Szdsz Mirakjan operatoriinde

ex(z) = 2* yazilirsa, derecesi< k (k = 0,1,2,..) olan T, x(2) := S4(ex; z) polinomu

elde edilir. Burada her z € C icin

Tho(z) =1,T,1(2) =2
19



saglanir. Bununla birlikte 7}, x(z2) ifadesinin z # 0 igin ¢-tiirevi alinirsa, her z € C

ve k=0,1,2,... icin

D, (Tn,k(z)>

], e (Ul \ (0 0e)
= E( o, q"E)%(é@f") <[y]qn!<bn>)f
N (U Y () U, @7, b,

= (—["1%;)—)3:0([”]%6”) Gy = b [,
[,

= b, Thps1(2)
), e (U, ) (o)
(o) 5 ([&f") <[j]qn!<bn>)f‘

elde edilir. Boylece

%Dq (Toir(2).

(5.3) esitliginde Ty, 1.(z) — 2* farki hesaplanarak devam edilirse

Tn,k(z> - ZTn,k—l(an) +

zb, - )
Ton() =2 = gDy (T (2) = 7)o+ 2 [Tupa (@02) = (002)*]
qn
2bn k=2 | k-1 k-1 k
+W[k_1]%z +2 g, 22
an
zb, 1 .
= _[n] D, (Tn,k—l(Z’) -z ) +z [ka_l(qnz) — (qnz) }
qn
kE—1
+[ [ ] ]qnbnzk 1+Zk(q71z 1_1)
n
an
zb, 1 .
= _[n] D, (Tn,k—l(Z) -z ) +z [ka_l(qnz) — (qnz) }
qn
[k —1] B
T - A ) k-1,
an

20
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bulunur. 1 <7 < Rolsun. D, = {z € C: |z| <r} olmak iizere C(D,) deki norm

£l = max[f(2)|
zeD,

ile gosterilsin. Derecesi< k olan Py(z) kompleks polinomu i¢in, D, da Bernstein

esitsizligi

kompleks analizde ortalama deger teoremi ile birlestirilirse, her |z| < r ve

k
P < 1P,

k
[Dy(Bi()] < [Fe(2)l, < 18],

gergeklenir. Simdi (5.4) ve (5.5) esitsizliklerini kullanarak T}, ;(z) — 2" ifadesinin

normunu hesaplayalim.

IN

IN

T 0(2) — 2]
rb, k1 k—1
[n] |Dq (ka_l(Z) —Z )| +7r ‘Tn,k—l(qnz) - (an) ‘
an
k—1
+—[ b, b N M [k — 1] |1 = g
[n]qn an
b ey Bl
[n]qn ”Tnvk—l(z) < ||r -

k-1
+r |Tn,k,1(qnz) - (qnz)k*1| + rkfl[
[l

21
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Buradan norma gegilirse

HTn’k(z) —2F )
(k —1)b, b1 -
= T HTn,k—1(Z) -z HT +r HTn,k_1(an) — (qn2) )
qn
k—1
+—[ m b, bt M [k = 1], 11— gul
qn
(k—1

bn k-1 1
[n]q) HTn,kfl(Z) -z Hr +r HTn,k—1(2> . Hr N

+rflk—1] (1 — Gn + ﬁ)

— (% + T) | T e-1(z) — Zk_lHT + 7'k (1 T ﬁ) '

k tizerinden tiimevarim yapilarak igsleme devam edilirse, her £ > 2 icin indirgeme

k+1)lrk b
r 2 [n

<

bagintisi

HTnk(z) — 2k

Ja,

bn
[n] qn

Kabul edelim ki bu esitsizlik & i¢in dogru olsun. k£ + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

saglanir. Burada bir ng sayis1 vardir oyleki her n > ng icin < 1 gerceklenir.

0 < g, < 1igin [k], <k + 1 oldugundan ve yukaridaki indirgeme formiilinden her

k > 2 ve her n > ng icin,
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HTn,k—f—l (Z) _ Zk—i—l

r

<r ¥ ﬁ%) | Tslz) = 24|, + 4 k), (1 R0 )

k (k+Dl* [ by, k1 B b
<r+ [n]qn bn> 5 (1 Gn + [n]qn) + (k+1) (1 Gn + [n]qn)

< (1—qn+[b—”) ?{(kﬂ)!k b +(k+1)!+2(k+1)}

g, 7,

elde edilir. Bu esitsizlikten her k£ > 2 ve her n > ng icin

IN

IN

L+ 2)! b,
| Tss(2) = 27| < 2Dk (4 gn + —— | . (5.6)
T 2 [n]qn
Simdi her z € Dy igin,
Sin(fy2) = 22 aStr(er; 2) = X2 arTnp(2) (5.7)
k=0 k=0

yazilabilecegini gosterelim. Herhangi bir m € N igin,

2| <7 < Ricin fin(2) = i)cjzj ve z € (r,00) igin fin(z) = f(z)

tanmimlansin. f iizerindeki hipotezden, herhangi bir m € N i¢in, x € [0, 00) olmak

tizere | fo(7)] < C,ePm® esitsizligi saglanir. Oran testinden, her bir sabit m, n € N

()

Boylece, S&"( fn; 2) iyi tanimhidir. Bununla birlikte

ve 2 i¢in,

koo
kg,
i <[n]qn) |Z| eBm(ﬁbn) <.

S8 (i 2)] < Cn RIS

f (=)

m+1

|z| <7 igin fix(2) = crer(z) ve z € (r,00) igin frx(z) =

seklinde alinsin. f;, ; [0, 00) araliginda tistel biiytimeye sahip olur ve

m

fm(z) = Z fm,k(z)

k=0
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esitligi saglanir. S lineer oldugundan her |z| < r igin

Sat(fms 2) = 20 enSi (ex; 2)
k=0
elde edilir. Boylece herhangi bir sabit n € N ve |z| < r igin

lim S (frm; 2) = St (f; 2)

saglanir. Bu ifade
Tim [[fon— fll, =0

ve |z| < rigin

|55 (fm) = S5 ()]

< |5, (1, b_)' o (I ) W= 11,

S Mr,n Hfm - f“r

esitsizliginden saglanir. Sonug olarak operatoriin

ST (f)(2) = i ST (ex) (2) = i e Tor(2)

seklinde yazilabilecegi gosterilmis olur. ¢ iizerindeki hipotezden, |z| < r ve
1 <r<+icin

bn
7],
elde edilir. Buradan ve (5.6) dan

MA =
CT,A - (1 — 4n + ) 2_ Z (k + 1) (TA)k_l < Q.
k=2

|57 (£)(2) = F(2)]

< 3 el [Tan(e) — 24 < 3 AL DL, (1—qn+ b")

k=2 k=2 k! 2 [n]Qn
by \ MA &= 3
= (1-gut+ | =2 (k+1)(rA
( {mqn) 5 (k1) ()
= OT,A
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elde edilir. > u* ve tiirevi olan > ku*~! serileri, agik birim disk tarafindan kap-
k=2 k=2
sanan kompakt disklerde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. 0 < ¢ < 1 ise , n — o0 igin

ﬁ — 1—q ve b, — oo oldugundan, z € Dg i¢in S¥(f)(z), f(z) ye yakinsamaz. Bu
q
durumda 0 < ¢, < 1 ve n — oo igin ¢, — 1 olacak sekilde bir (g,), oy dizisi

segilirse, |z| < r, 1 <r < R igin [nb}" — 0 (n — o00) dir. Bu durumda agk birim
an

disk tarafindan igerilen her bir kompakt diskte yakinsama diizgiin olur. Boylece

1S (f)(2) = f(2)| < Cra
elde edilir.

ii. 7, 0 merkezli, r; > r yarigaph ¢ember olmak iizere, |z| < r ve v € 7 i¢in

|v — z| > r; —r dir. Cauchy Formiiliinden her |z| <7 ve n € N i¢in

|DP)ISn(f)(z) — DP) f(2))|

< 597 (f)(z) = 1P(z)

oL| [SrHE) =~ fE)
= 27?/ (v — z)P* d
< Crl’Ap! 27T

2 (ry —r)P*!

plry
)p+1

= Crl,A
(ri—r

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
¢n = 1 icin, kompleks Favard-Szdsz-Mirakjan operatorii icin benzer sonuclar Gal

(2008) tarafindan hesaplanmigtir. m

Simdi, kompleks ¢-Szdsz-Mirakjan operatorii icin Voronovskaja-tipli sonucu
verelim. Reel ¢-Szdsz-Mirakjan operatorii i¢in benzer sonug Aral (2008) tarafindan

verilmigtir.
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5.2 Voronovskaja-Tipli Teorem

Teorem 5.2 Teorem 5.1 in kosullary altinda, kabul edelim ki 1 < r < %LA keyfi

sabit olsun. Asaqudaki esitsizlik her |z| < r ve yeterince biiyiik n i¢in saglanar.

SP(E) 1) = 5o ;U@w

Ispat. k = 0,1, ... olmak tizere ex(z) = 2* igin T}, 1(2) = S% (ex)(2) oldugundan ve

Teorem 5.1 (i) nin ispatindan

ST()(2) = 3 axTor(2)

k=0
yazabiliriz. Her z € Dp igin
bn
SE(E) = () = 57 aﬂaﬂ

(k] [k — 1], b

Toi(z) —ex(z) — 2

oo
< D el
k=0

qn

esitsizligi saglanir. Teorem 5.1 (i) nin ispatinda, 7}, ;(z) icin yazdigimiz indirgeme

bagintisindan yararlanarak yeni bir indirgeme bagintisi tanimlayalim.

PR [k—1] b

dn qn n

2[n]

Epn(2) =Thx(2) —ex(z) —

qn

olsun. Buradan k£ > 2 ve z € Dy icin

By 10(2) = Top1(2) —ex—1(2) —
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dir. Ej_;,(2) ifadesinin ¢- tiirevi alinirsa

"y, 1 [k],, [k — 1]

= T el 2 [n)

In bn k—1_k

q, Z

qn

—z (Tnﬁ,@_l(qnz)  (guz)t — (gu2)*2 [k — 2], [k 1], bﬂ)

qq’zf2zk71 []C . 2]
2n|

dn [k - 1]Qn bn

qn

Zk—l [k‘ — 1][1” bn Zk—Q []f . 2]§n [k . 1]qn bi
2[n];

qn

" - )
Zkfl [k — ]-]qn bn b2 Zkf2 [kﬁ _ 2]3n [k‘ _ 1]qn bi
+— T ([k]qn — g [k - 2]%) _ o }
I, )

2Pk — 1], bn

- 2 [n]

QM%—¢4M—Q%_2>_ﬁﬂw_ﬂ%%—ﬂ%ﬁ}‘

qn

bulunur. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

%Dq(EkLn(z)) = Epn(2) — 2B 10(qnz) + zk(l —qn) [k — 1]%

K2k =22 k- 1], b2

2[7,,
zkfl E—1 bn
i %m;% (1], —2— ¢t (k- 2),,)



elde edilir. Boylece

Ek:,n(z)

zby,
2 Dy (Bre1n(2)) + 2 [ Beorna02)] — (1 — ) [k~ 1],,

[7]g,

A2k -2 [k—1], b2

AT
2k — b,
B [2 [n]qi]qn Gk]"” —2-gn k- 2]%)

bulunur. Buradan F,(z) ifadesinin modiilii alinarak devam edilirse, her k£ > 2 ve

her |z| < r igin

2] b,
E ., < 2D, (E_ n
Bl € 20D Erca ),
2
El [k:—2]q [k—l]q b,
+ 2| Be-1,n(@n2)| + o7 5 |2 3 -
Q[n]qn Q[n]Qn

1211 = qal [k = 1],,

g 1 e 1, (=2, 0 - (06, —2)
|z| by, E—1
S ol G L=

2= 1], |k = 2], a5 % = (K], - 2)]




esitsizligi saglanir. Burada gerekli islemler yapilarak

|Ern(2)] < 7|Ek—14(qn2)]

k=22 [l = 1],, by

"y,

2| by,

"2,

k—1
{27,nm4ﬁam+ﬁ*

k=2 [k — 1]%

k-2, (], —2)|}

S r |Ek—1,n(an)|
12| b, [ k—1
2 Tp 1n(2) — ek
o P e - el
ot P2k — 2], Tk —1], ba s [k —2]2 [k—1], bn
" 2 [n]Qn [n]Qn
2 k= 1], k-2, - (], - 2)|}
Y I e L P e P
< 7"|Ek—17n(qﬂz)| + 2[n],, {2 Tl 2[nl,, + 7"1 [nlg,,
— 2 —
+ﬂ4&ﬂ%fhﬁ+qﬁﬂw—u%[k—m%_qm%_zﬂ}
2|by, —1)k!byrk—3 (k_1)7k73[k_2]qn[k_l]qnbn
S " |Ek_17n(qn2)| + 2|[Tl}b(1n {(k 1[)7]:}:” [n]qn
k=20 [k =1], b, _
ot T e okt ), 1), )
< P Eern(and)| + 3z (k+ 1)W02rk=3 22| (k — 1)(k — 2)b,rF~2
B 7 2 [n]zn 2 [n]Qn

= 7|Er1n(qnz)| + (k4 1)! (

29

3|z (k+ D)W2rF=3  2|z| b,rk—2
2 [n)? 2[n]

dn an



2]

32 2rb,
=7 |Ep1n(qn2)| + - <—n

n2 I,

elde edilir. Bu son egitsizlikten her |z| < r igin

5 ) r*3(k 4 1)!

Sy(fiz) = f(z) =

< O ferl | Brn(2)]
k=0

2 o) k—QMAk k—3 1)!
{rbn (1_qn+ b,, +2>+2 bn2 }an |z| "3 (B + 1)

IN

[, 7], mE | iz k!
< {% (1 —qn+% +2) +2[§]2g } MATEL S (4 1) (g2

bulunur. ¢,rA < 1 oldugundan Y (k+1)(g.rA)* 2 < oo dir. Boylece ispat tamam-
k=2

lanir. Bu teoremde, S2(f; z) operatorii ile yaklagim hizi arttirilmig olur. m
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6. KOMPLEKS (-GAUSS-WEIERSTRASS OPERATORU VE

YAKLASIM OZELLiKLERI

Tanim 6.1 D = {z € C;|z| < 1} agk birim disk ve
A(D) = {f:D—C; f D de analitik, D da siirekli, f(0) =0, Dyf (0) =1} ol-
sun. € >0,q€ (0, 1) ve feA (ﬁ) olmak dizere, z € D i¢in kompleks q-Gauss-

Weierstrass integrali

We () (2) = We (fiq, 2) i= —dt—) q+1 /ﬁ -ty B, (_qz%)dqt (6.1)

olarak tanimlanar.

Uyar1 6.1 (6.1) egitliginde tanimlanan We (f) (z) kompleks q-Gauss- Weierstrass

operatori, Tanwm 2.10 kullamilarak, q-genellestirilmis integral yardimiyla yeniden

Wg(f;q,Z)— Q+1 /mf ) E, (—qz%)dqt

seklinde yazilabilir.

6.1 Operatoriin Yaklasim Ozellikleri

Bu boéliimde kompleks g-Gauss-Weierstrass operatoriiniin baz yaklagim 6zellikleri

incelenecektir.

Lemma 6.1 Wk (1;q, 2) =1 dir.
Ispat. (2.4) esitligi kullamlarak t = \/€\/u nin q-tirevi
u— v/ q*u
Dep(t) = \/g\/;_—gu (6.2)

1
N @quw

olarak elde edilir. Bununla birlikte, g-integral i¢in (2.11) degisken degistirme formiilii

kullambursa B = 1 igin (2.7) den

N 1
Vi-a? 2t2) VE /1‘12 1 2
E - dt = u 2F 2 (—a°u) d2u
[ e (0 @rD )y e (=) d,

"
- oﬁfqz @)
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bulunur. Boylece We (1;q, z) = 1 saglanir. m

Teorem 6.1 f:D — C fonksiyonu D da siirekli olsun.
i. €D, € €(0,1] igin

wi (fi)gp =sup {|f () = f(e)]|; zeR 0t <E}

olmak tizere

1
We (f;q, 2) — £ (2)] < wi (f; \/E)am) <1+ [ (%))

gerceklenir.

23. Streklilik modiili

w1 (f;é)ﬁ:supﬂf(zl) —f(2)]; 21,2 €D, |z — 2] < 5}

olmak tizere

Wl(Wf(fa(L z)vd)ﬁécwl(f’(;)ﬁ7 V5>07€>0

saglanar.

3. Her z € D icin, C pozitif bir sabit olmak tizere,

We (f5q, 2) = Wy ([ 4, 2)] SC‘\/E—W_I‘

gerceklenir.

Ispat. i. Wk (1;¢, 2) = 1 oldugundan, » € D igin

We (fia.2) — £ ()] < q“ /ﬁ _”—f(z)|Eq2( 2t2)dqt

elde edilir. Maksimum modiil prensibinden,

yazilabilir. Bu ifade

2] [1—e7| <2

t
sin§' <t, Vi>0
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esitsizligi ile birlegtirilirse,

We (f;q, 2) — f(2)]

fr+1<))/f%l<f;2

VAN

00 e

- (), (0 G [ e () )

elde edilir.

g-integral icin (2.11) degisken degistirme formiilii kullanilarak 5 = % ve (2.7) den

x/§2 t2 5 12
1— 1—q
" tE.» 2 >dt: —/ E.2 —q2u d2u
[ e () = G e G

¢
TEETR

bulunur. Boylece

We (f3a0, 2) — f(2)] Swn (f;\/am <1+ ! >

esitsizligi elde edilir.

ii. 21,29 € D igin |z; — 23] < 0 olmak iizere,

|W§ (fiq, z1) — We (fiq, )|

< f(qr* / | (remt) — f (230)| B (_q2§) 0,1

IN

w1 (f;]z1 — Z2|) W£<1 q, 2)

< wi(f;d)p
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saglanir. Buradan |z; — 2| < ¢ igin supremum alinarak devam edilirse,

wi We (54, 2)50)5 < wi (f;9)p

elde edilir.

iii. Asagidaki esitsizlik kolaylikla elde edilebilir.

2

Ve v

>
+
=
=
=
ﬁ
s}

2 2
2t 2t
Ep (—q ?) Eg2 (—q ?)
n

We (f30, 2) =Wy (J34, )| < 0 dyt.

g-ortalama deger teoremini (Rajkovi¢ at all 2002) uygulamak igin, éncelikle E 2 (—q2ﬁ)

3
ifadesinin £ ye gore g-tiirevi alimp (2.7) formiilii kullanilirsa u (§) = —q2% i¢in
t2
DpEgp <—q22) = Dy Epp (u) Dgu (€)

bulunur. Ayrica (2.4) den,

CVE(q-1) 1
D (\/E)_ E(@-1)  (¢+1)V¢

bulunur. Bu sonugclar agagidaki formiilde yerine yazilirsa

AR N AT Ay
N (57)] O[j+1]q2!< ¢ '5) []+1]q2



elde edilir. Boliimiin g-tiirev tanimi kullanilarak devam edilirse,

D (qu (—q”j)) o D2E 2 (—q2§)\/€—Eq2 (—q2§)Dq2\/g

1 Ve \V ?EVE

& [(8)me () ve- 5557
e (-09) [(8) e~ bt

_ 1 212 2 ¢
_qg%E‘f( %) | - G

bulunur. g-ortalama deger teoreminden,

Ep(-re) _ qu( 7)

Ve

2)

2 c
-

— |vi— VE| =

»Q’ N
N\ »Q

saglanacak sekilde bir ¢ € (¢, n) vardir.

Sonug olarak

\/\@72 12 \/\@72 2
/ o 2B, <—q2—) dst < oo ve / o Ep (—q2—> dqt < 00
0 ¢ 0 ¢

gerceklenir, bu da ispati tamamlar. m

6.2 Yaklasimin Kesin Derecesi

Yaklagim hizinin kesinligi igin (6.1) deki g-Gauss-Weierstrass operatoriinii diizenleye-
lim.

£€>0,q€(0, 1)ve fe A (ﬁ) olmak iizere, kompleks ¢-Gauss-Weierstrass ope
ratoriinii z € D igin

: +1) et it t?
We (f;q, 2) = 2\/2F % /\/7 ) +f (ze )) Ep (—q22> dqt

seklinde tanimlayalim.

Yukarida verilen W¢ (f;q, z) yeniden diizenlenmis kompleks ¢-Gauss-Weierstrass

operatoriiniin yaklagim ¢zelliklerini asagidaki teoremde verelim.
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Teorem 6.2 . fec A (ﬁ) olsun. Her ¢ € (0,1] ve z € D igin,

(WE(f5 4, 2) = f(2)] < Cw, (f; \/g>am>

gerceklenir.

. R > 1, z € Dg ve f(z Zakz oldugunu kabul edelim. Eger f fonksiyonu,

k=0
s = 0 i¢in sabit degil ve s € N i¢in derecesi < s — 1 olan bir polinom degilse, her

1<r<r <R, {€ (0,1 ve s e NU{0} i¢in

~ &

T

|ov) () = 1

denkligi saglanir ve bu denklikteki sabitler sadece f, q, p, r ve r1 e baghdar.

Ispat. i.

We (fia,2) = f(2)

2fF /ﬁ ze ) =2f (2) + [ (2€)) Eq2 (—ng) dyt

esitligini ele alalim. ]z| = 1 i¢in, bu ifadenin mutlak degeri alinirsa

We (fia.2) — f(2))

< (¢g+1) /m
= 2yir, (1)

(¢+1) /F ” 2t2)
< t —¢>— ) dt
= 2\/_F % f )8]])) ( q ¢ q

00l [ () e ()

elde edilir. (2.4) esitligi kullamlarak ¢ = \/£y/u nin ¢-tiirevi

1
RN
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bulunur. Ayrica = % olmak iizere (2.11) esitligi ile verilen g-integralinin degisken

degistirme formiilii kullanilirsa,

q+1 /\/lq 2 2t2
t‘F —qg°— | d,t
2,2 (3 )

1

1 1-¢® 1
- g, e et d
Lo (2
_ T
20 (5)
ve
VE
(q+1)/ = (_ 2ﬁ> 1 /
s (%) i tE2 qf dgt = . (%) i E ( qu)dzu
= L < o0
T (3)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

ii. r > 1 icin
Wa (f, ﬂ)aDR = sup {Aif (Teit) s u) < \/E}
olmak tizere,

p) (fa\/g> <Crg(f)€

esitsizligi saglanir. (i) den her ¢ € (0, 1] ve z € Dg igin

IWE () = fl, £ Cra(£)€

gerceklenir (Gal 2009). Simdi, Cauchy tiirev formiiliinii kullanarak (ii) deki iist sinir1
bulalim.

v, yarigapt 1 > 1 olan 0 merkezli bir cember olsun. u € v i¢gin

DO f(2) = DO (W) () (2)] = / fl HR‘%U

slry

(Tl . lr,)s+1

IN

Cm,q (f)g
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elde edilir. (ii) deki alt smir1 hesaplamak igin éncelikle W operatoriiniin seri gos-

terimini bulalim. (i) kullanilarak, W (f) operatorii i¢in

VE

1 1—q2 t2
di (€, q) = \/(— ()%) /\/7 cos (kt) Ep2 <—q2g) d,t
olmak {iizere seri gosterimi
WE(F) (2) =) ard; ()

k=0

seklinde yazilabilir. [0,¢] araliginda h (t) = cos kt fonksiyonuna ortalama deger teo-

remi uygulanirsa,

IN

|y (€, 9)] \/(—qu_ ) /\/ﬁ |cos kt| Epe <— ?) dgt

(g+1) Ve o 12
< \fr / (1+kt) Ep <—q E) dgt

Ve

1+E
L (3)

(6.3)
elde edilir. z = re¥ alinirsa, ¢-tiirev kullanlarak

(DY) f (z) = D (W) (f) (2)] ¢

> ap [kl [k = 1], [k — s+ 1], 52 EP 1~ dr (€ q))
bulunur. Buradan —7 den 7 ye integral alinarak devam edilirse
1 f s s * —1
o [ D12 = D (02) (1) (2] e o

= agpls+pl,[s+p—1,..[p+ 1,17 [1-d, (& q)]
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elde edilir. Bu egitlikte, (6.3) kullanilip mutlak deger alimirsa £ € (0, 1] i¢in

1D f = D (We) ()]

T

2 ’aerp’ [8 +p]q [S +p - 1]q [p + ]‘]qu ‘1 - d:+p (é?q)‘

> |asipl[s +pl, [s +p =1, . [p+1], 7" [1 = |diy, (€ 0)]]

Ve

> asipl [s +pl,[s +p—1],...[p+1],7" (s + p)

[ (%)
p £
Z |a’8+p|[S+p]q[s+p_1]q"‘[p+1]qr (S+p)r 1
7 (5)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik kullamlarak, s = 0, p > 1 ve £ € (0, 1] i¢in
IF =W (D), = lay) o2
" g2 (%)
i} 3y y : N RAG
bulunur. Boylece, eger (0, 1] araliginda khm & =0 ve khm o = 0 olacak

sekilde bir (§;,), alt dizisi varsa, her p > 1 icin a, = 0 dir; yani f fonksiyonu Dg de
sabittir. Bu nedenle, eger f sabit degilse, £ € (0, 1] i¢in ||f - W (f)Hr > £C, (f)
olacak gekilde bir C,, (f) > 0 sabiti vardir. $imdi, s > 1 oldugunu diistinelim.
¢ € (0,1] ve her p > 0 i¢in

1D = D5 (V) ()]

r

§
L (5)

r = ( olacak sekilde

> |asipl [s +pl,[s+p—1],...[p+1],7" (s + p)

D(S)f_D(S) Wi f
esitsizligi saglanir. Benzer sekilde, eger klim H . . £k( E’“)( )
(0, 1] araliginda klim ¢, = 0 kogulunu saglayan bir (§,), alt dizisi varsa, her p > 0
icin asyp = 0 dir yani f, Dg da derecesi < s — 1 olan bir polinomdur. Boylece, eger

f derecesi < s — 1 olan bir polinom degilse ¢ € (0, 1] i¢in

1§ = DY (We) (], = €Crq ()
olacak sekilde bir C.., (f) > 0 sabiti vardir. Boylece ispat tamamlanir. m
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6.3 Sekil Koruma Ozellikleri

Bu boliimde Tanim 6.1 de verilen Wk (f; ¢, ) operatoriiniin bazi geometrik ozellikleri

incelenecektir. Oncelikle agagidaki fonksiyon siniflarini tanimlayalim.

= {f ; D de analitik, f(z) = Zakzk, z€D, |ay| > Z |ak|} , (6.4)

k=1 k=2
={feA(D); |Df(2)| <1, Vz € D}, (6.5)
B ={f:D— C; D de analitik, f(0) =1, Re[f(z)] >0, Vz € D}. (6.6)

Eger f(z) = Y arz® D de analitik ise, her £ > 0 igin, Wk (f; ¢, 2) operatorii D de
k=0

analitiktir ve

g+1) [VoE ot
hi60) = s [VF om0 ) (6.7
olmak iizere Vz € D igin
f? q, 2 Z dek 57 (68)

gerceklenir. Bununla birlikte, eger f D da siirekli ise, Wk (f;q, z) operatorii de D
da siireklidir.
ispat. 20 € D noktasmdaki stirekliligi gostermek i¢gin, z, € D dizisini 2z, — 2o

(n — 00) olacak gekilde segelim. Lemma 6.1 den

We (f; 4, 20) = We (f5 ¢, 20)]

Ve
1 — 2 ; 2
< N BT Gue) = T (o) B (% ) dyt
Ve

IA

(g+1) 1—q2 . it it 2t
s S0 o (fi e = e ) Ep (%) dyt

1
2

VE

_ @t) . o
= G o e (il 2ol) B (—0?% ) dyt

= w1 (f;]2n = 20l)
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yazilabilir. f nin 2, € D daki siirekliliginden, agikga Wk (f; ¢, z) operatoriiniin
2o noktasmdaki stirekliligi de saglamir. f (z) = > ax2*, 2 € D operatorde yerine
k=0

yazilirsa,

We (f5q, 2)

,/1_ 2 © 2n
= lq Zakz e 1 E2 (— 2 ¢ )q” (6.9)

2n0k0

elde edilir. Y > |gnx| < oo olsun. Bu durumda )’ ) g, mutlak yakimsak
n=0 k=0 n=0 k=0

Z Zgn,k - Z Zgn,k

n=0 k=0 k=0 n=0

oldugundan

N . . ik—Lqn . .
esitligi saglanir. Her n € N igin |age V-2 | = |ag|, > apz® serisi yakinsak ve

k=0

_VE
Z apzre " serisi diizgiin yakinsaktir. Bununla birlikte (2.8) ve (2.7) den

e 2n . 1 ﬁ o )
l Z ( q2>q - qu—(%)/o 2 Egp (—q t)dq2t

2 =0

yazabiliriz. (6.9) daki seriler yer degistirebilir oldugundan,

_ _q _Zk 1,1 2 q2n n
e (§,9) = Y—pr- ) % (ql_q2>q

f(r 77 e (g
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icin

1—g¢q

1_q Ve n q2n .
Welfin ) = Yot zakz > AR g (<)
2 k=0 n=0

/1_ 2
lq E ardy (§,q) 2
2 _

saglanir. m

Teorem 6.3 Her £ > 0 i¢in
W (S2) C S, ve We () C B

kapsamalary saglanar.

Ispat. Teorem 6.3 den

(¢+1) \/% it <_ t)d
< e )l (- )t
(1+1) [V, (_ Qﬁ>d
S V@ T

ve
Wf (f7 q, Z) = Zakdk (57 q) Zk'
k=0

Burada f € S5 oldugundan

S Jandi (6,9)] <D larl < o
k=2 k=2

esitsizligi saglanir. Boylece
We (fiq, 2) € S

dir. f(2) = apz* € B, yani ag = f (0) = 1 olsun. Eger

f(2)=Ul(x,y)+iV(z,y),z=x+iycD
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ise, her z =z + iy € D igin U (x,y) > 0 dir. a9 = f (0) = 1 kosgulu ile

We(f;¢,0) = ag =1 ve Vz = re’ icin

We (f3 4, 2)
—ﬂf f"z U(rcos(t—u),rsin(t—u)) E,z <— 2“—2>du
_‘/EFqQ(%) 0 ’ ! e /

+ zfl‘fﬂ fo‘ PV (rcos (t — ), rsin (t — u)) Ep <—q2“—2> dgu

formunda yazilabilir. Sonu@ olarak

Re [We (f;4, 2)]

_ fgtl) foﬁ U(rcos(t—u),rsin(t —u)) Epe (—q2“?2> dgu >0

esitligi saglanir. Boylece We (f; ¢, 2) € P elde edilir. m
Uyar1 6.2 Eger f € Sy ise, f D de yildizildir (ve univalenttir). Teorem 6.4 den

We (f;q, 2) operatiri, bu sekil koruma ézelliklerine sahiptir (Alexander 1915).

6.4 ¢-Tiirevin W, (f;q, z) Operatoriine Uygulamalar:

Bu bolimde, W (f;q, z) (£ > 0) kompleks operatoriiniin baz1 ozellikleri ¢-tiirev

yardimiyla verilecektir.

Lemma 6.2 dj (§,q), (0.7) esitligindeki gibi tansmlansin. Asagidaki egitlik saglanar.

Ispat. (2.8) esitsizligini kullanarak

S 2
%il%dk(£>Q) = lim———F~ (q+1 /1q e M B < t—)dqt

sﬂo\/_l“
q" q2 2
Aot () o
—q

= lim +Y—+— _qzﬂk

£=0 Do
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yazabiliriz. Yukaridaki esitlikte seri diizgiin yakinsak oldugundan, seri ile limit yer

degistirebilir. Boylece

limdi (§.9) = 1y > lime

elde edilir. m

Teorem 6.4 d; (§,q), (6.7) egitligindeki gibi tanamlansin. S§ (6.5) ile tanamlanan

kiime olmak izere, her & > 0 i¢in

Stareq = 1 €55 |D2f(2)] <di (& 9)}
ve
M
S, = e S1: |D,f(2)] <
dy(£,9) {f M ‘ q.f( >‘ dl (57 Q) }
oldugunda
;WE (‘Sgd ) - S§> ;WE (S%) c s My
di (&, 9) (&) dy (&, 9) EnGn)

kapsamalar:y gergeklenir.

Ispat. Simdi f € Sg,dl(&q) olsun. f € A (D) oldugundan f (0) = ag = 0,
D,f (0) = a; = 1 egitlikleri saglanir. Bununla birlikte Teorem 6.3 den Wk (f; ¢, 2)
siirekli oldugundan ¢-tiirevini alabiliriz. Boylece

We (f;q,0) =0, ———DWe(f;q,0)=a;=1.

1
dl (67 )
44
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Bununla birlikte

DWW (fq, 2) =

ve
|D2f ()] < ldi (€ q)|
oldugundan
DI (fiq. 2)
di(§,q) 7
G giflr 5l gy e (~g) s

\/ﬁ 2t2) N
< / ( : dgt =1

We (f) € S3 saglamr. Simdi, f € S} yani [Df (z)| < M

bulunur. Boylece h (gq

olsun. Bu esitsizlik kullanilarak devam edilirse

1

e plVellia 2)
(g+1) e —it) <_ gﬁ)
dy (€, q)] VET 2 / [Daf (ze™) || B { 4" ) dat

M q+1 \/7 (2t2>dt— M
|di1 (& q)| VET 2 3 |dy (&, 9)|

elde edilir ki bu da ———W; (f) € §? ,, oldugunu ispatlar. m

dy(&,9)

d(&)
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