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OZET

Korovkin tipli yaklasim teoremleri yaklasimlar teorisinde onemli bir yere
sahiptir. Istatistiksel yakinsaklik kavram yardimiyla Korovkin tipli yaklasim
teoremleri gelistirilmistir [Gadjiev ve Orhan, 2002; Duman ve ark. 2003]. Bu

teoremler kullamlarak bircok lineer pozitif operatoriin (— genellesmelerinin

veya integral tipli genellesmelerinin yaklasim 6zellikleri arastirilabilmistir. Bu
tezde ise, Lupas [Lupas 1987] tarafindan tamimlanan Bernstein operatoriiniin

g—analogunun once King tipli daha sonra Kantorovich tipli genellesmeleri

verilmis ve istatistiksel yaklasim o6zellikleri incelenmistir. Yaklasim teorisinde
operatorlerin diizgiin yakinsakh@imin arastirilmasi kadar bu yakinsamanin
hizinin degerlendirilmesi de olduk¢a onemli bir konudur. Bu tezde, ilk olarak

Bernstein operatoriiniin g —analogunun King tipli genellesmesi tanimlanmstir.

Bu operatoriin hem siireklilik modiilii hem de Lipschitz simifindaki fonksiyonlar
yardimiyla yaklasim hizimin, Lupas [Lupas 1987] tarafindan verilen Bernstein

operatorlerinin (-analogunun yaklasim hizindan baz kosullar altinda daha iyi

oldugu gosterilmistir. Bu durum tezin 6nemini arttirmaktadir. Bununla birlikte
Bernstein operatoriiniin g-analogunun King tipli genellesmesinin istatistiksel
yakinsakhi@1 da incelenmistir. Ayrica bu operatoriin istatistiksel yaklasim

ozellikleri incelenerek, istatistiksel yaklasim hizi, siireklilik modiilii ve Lipschitz



smifindan fonksiyonlar yardimiyla bulunmustur. Bununla birlikte, Bernstein

operatororlerinin (- analogunun birinci tip Kantorovich tipli genellesmesi
g—integral yardimiyla tammmlanarak yaklasim ozellikleri verilmistir. Daha
sonra Bernstein operatororlerinin g— analogunun ikinci tip Kantorovich tipli
genellesmesi Riemann tipli (-—integral yardimiyla tamimlanarak her iki

operatoriinde istatistiksel yakinsakhig1 incelenmistir. Son olarak, bu
operatorlerin istatistiksel yaklasim hizlan1 siireklilik modiilii ve Lipschitz
siifindaki fonksiyonlar yardimyla bulunarak Kkarsilastirilmis, birinci tip

operatoriin yaklasim hizinin daha iyi oldugu goriilmiistiir.

Bilim Kodu :204.1.138
Anahtar Kelimeler : Korovkin tipli teoremler, ( — Bernstein operatorler,

g — genellesmeler, King tipli operatorler, Kantorovich tipli
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ABSTRACT

Korovkin type approximation theorems have fundamental role in the
approximation theory. Through the aid of the concept of statistical
approximation, Korovkin type theorems are developed [Gadjiev and Orhan,
2002; Duman et all, 2003]. Using these theorems, the approximation properties

of the (- generalizations and integral-type generalizations of many linear

positive operators could be investigated. In this thesis, firstly King-type then
Kantorovich-type generalizations of (—analogue of the Bernstein operators
defined by Lupas [Lupas 2006] are given and statistical approximation
properties of these generalizations are investigated. In the approximation
theory, evaluation of approximation rate is as important subject as an
investigation of uniform convergence of operators. In this thesis, King-type
generalization of — analogue of the Bernstein operator is firstly defined. It has
been shown that, in terms of both the modulus of continuity and Lipschitz class
functions, the rate of convergence of this operator is better then the rate of
convergence of (—analogue of the Bernstein operators given by Lupas [Lupas
1987] under some conditions. This situation increases the importance of the
thesis. The statistical approximation of King-type generalization of q— analogue
of the Bernstein operator is also investigated. Furthermore, through

investigating the statistical approximation properties, statistical approximation
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rate of this operator is found with the aid of modulus of continuity and
Lipschitz class functions respectively. Moreover, first type Kantorovich-type

generalization of (-—analogue of the Bernstein operator is defined via
g-—integral and approximation properties are given. Then, second type
Kantorovich-type generalization of (— analogue of the Bernstein operator is
defined via Riemann type (- integral and the approximation properties of both

operators are investigated. Lastly, statistical approximation rates of these
operators are found with the aid of modulus of continuity and Lipschitz class
functions and these rates are compared. It is observed that, approximation rate

of the first type operator is better.
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Xil

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalart ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

B[a,b]
Mf

) e
w(f;06)
)

Lip, (@)
I (f,a;b)

G,(f:ab)

Aciklama

K kiimesinin eleman sayisi

n e N olmak tizere lineer pozitif operatdrler dizisi

e (t)=t",v=0,12

o, (X) =L, ((t -x)’; X) s -yinci merkezi moment

[a,b] araliginda tamimli ve siirekli tiim reel fonksiyonlarin
uzayi

‘ f (X)‘ <M olacak sekilde smirl1 ve [a,b] araliginin her
noktasinda siirekli f fonksiyonlarinin olusturdugu uzay

[a, b] araligindaki biitlin sinirh fonksiyonlarin uzay1

f fonksiyonuna bagli bir sabit

C[a,b] uzayinda || f ”c[a,b] = m?iﬁ? f (x)‘ ile tanimli norm

f fonksiyonunun siireklilik modiilii
A eR" sayisiin tam kismi

Lipschitz sinift fonksiyonlar

|q(f,a;b)=j

a

i f (t)dqt ile verilen g — integral operatorii

G, ( f;a,b) =I: f (X)d(?X =I:qn f (X)dqx ile verilen

kisitlanmis ¢ — integral operatorii



1. GIRIS
Uygulamali Matematik ve Fonksiyonel Analiz’in arakesitinde yer alan aragtirma alanlarindan
biri de lineer pozitif operatorlerle yaklasim konusudur ve matematigin bircok daliyla
iligkilidir.
Alman matematik¢i Weierstrass [Weierstrass 1885] sonlu aralikta siirekli olan her fonksiyona

bu aralikta yakinsayan bir polinomun varligini ispatlamistir. 1912 yilinda ise Rus matematikgi

Bernstein, varlig1 bilinen bu polinomun, x € [0,1] igin

B,(f:x)=) f(hj(mxk(l X

ko \N
seklinde oldugunu ispatlamistir.
Bohman [Bohman 1951] ve Korovkin [Korovkin 1953] lineer pozitif operatdrlerin sonlu
aralikta siirekli fonksiyona yaklasimina iliskin ¢ok Onemli teoremler vermislerdir.

Korovkin’in kendi adiyla anilan teoremler bu konudaki ¢alismalara biiyiik katki saglamistir.

1.1. Teorem

f eC[a,b] ve tiim reel eksende smirli olsun. Eger T, lineer pozitif operatdrler dizisi
) Him|T,()~1], ;=0

i) fim|T, ()=, =0

i) lim|T, (t*)-x an =0



kosullarim1 sagliyorsa bu durumda [a,b] araliginda lirn||Tn(f)— f||C[a b =0 dir. Yani

f eC[a,b] i¢in T, ( f) operatdrii f ye diizgiin yakinsar [Korovkin 1953].

Daha sonra Korovkin teoremi yardimiyla yaklagim Ozellikleri incelenebilen birgok lineer
pozitif operatorler (Meyer-Konig-Zeller operatorleri, Szasz-Mirakjan operatdrleri, Bleimann-

Butzer-Hahn operatdrleri gibi) tanimlanmaistir.

Operatorler tanimlandiktan sonra bu operatdrlerin ¢esitli genellesmeleri de ele alinmigtir. Son
yillarda, Durrmeyer tipli ve Kantorovich tipli genellesmeler olarak bilinen integral tipli
genellesmeler olduk¢a 6nem kazanmistir [Kantorovich 1930; Durrmeyer 1967; Derriennic

1981]. Ornegin, 1950 yilinda Szasz tarafindan

seklinde tanimlanan Szasz operatorlerinin Kantorovich tipli genellesmesi, Totik [Totik 1983]

tarafindan x €[0,0) igin

(k+1)/n

[ f(vat,

k/n

g (nx)k
K, (f;x)=ne™>" :
k=0

k!
olarak tanimlanmustir.

Lineer pozitif operatorlerin diger bir genellesmesi de q—teori ile ilgilidir. Yaklasimlar
teorisinde Q- genellesme kavrami ilk kez Lupas [Lupas 1987] tarafindan Bernstein

polinomlarima uygulanmig ve Ostrovska [Ostrovska 2006] bu operatorlerin - diizgiin

yakinsakligin1 incelemistir. Phillips [Phillips 1997] {izerinde daha siklikla ¢alisilan



q— Bernstein polinomlarin1 tanimlamis ve yaklagim o6zelliklerini incelemistir. Ayrica
g—Bernstein polinomlar1 ile ilgili Oru¢ ve Tuncer [Oru¢ ve Tuncer 2002], Ostrovska

[Ostrovska 2003] ve Phillips [Phillips 2000]’in ¢aligsmalar1 da vardir.

Daha sonra - genellesme kavrami ile bir¢ok operatdriin - genellesmesi verilmistir.
Bunlara 6rnek olarak Meyer-Konig-Zeller operatorlerinin g — genellesmesi Trif [Trif 2000]

tarafindan tanimlanmis ve yaklasim dzellikleri incelenmistir. Ikinci momentlerinin acikca elde

edilmesi i¢in Dogru ve Duman [Dogru ve Duman 2006], ¢—Meyer-Konig-Zeller

operatorlerinin yeni bir genellesmesini yapmuglardir. Aral ve Gupta [Aral ve Gupta 2006],

Szasz-Mirakjan  operatorlerinin = — genellesmesini  yaparak  yaklasim  6zelliklerini
incelemislerdir. Agratini ve Dogru [Agratini ve Dogru 2010] ise - Szasz-Mirakjan

operatorlerinin modifikasyonunun agirlikli istatistiksel yaklasim 6zelliklerini incelemislerdir.

Derriennic tarafindan Bernstein polinomlarimin diger bir integral tipli genellesmesi olan

Durrmeyer tipli genellesmenin g — Bernstein polinomlarina genisletilmesi yine Derriennic
tarafindan yapilmistir [Derriennic 2004]. Gupta [Gupta 2007], q— Durrmeyer operatorlerinin
yaklagim ozelliklerini incelemistir. Diger taraftan Kantorovich tarafindan verilen Bernstein
polinomlarmin integral tipli genellesmesinin ¢ — Bernstein polinomlaria genisletilmesi Radu
[Radu 2008] tarafindan yapilmis ve istatistiksel yaklagim dzellikleri incelenmistir. Ispir [Ispir
2001] agirlikli uzayda Baskakov operatorlerinin yaklasim ozellerini incelemistir. Gupta ve
Radu [Gupta ve Radu 2009] ise q— Baskakov-Kantorovich operatorlerini tanimlamislar ve bu
operatorlerin agirlikli istatistiksel yaklasim 06zelliklerini incelemislerdir. Dalmanoglu ve
Dogru [Dalmanoglu ve Dogru 2010], g— Meyer-Konig-Zeller operatorleri i¢cin Kantorovich
tipli genellesme vermislerdir. Szasz-Mirakjan, Szasz-Mirakjan-Kantorovich, Szasz-Schurer
ve Szasz-Schurer-Kantorovich operatorlerinin ¢ — genellesmeleri Mahmudov [Mahmudov

2010] tarafindan ayrica incelenmistir.



Bu tezde, Lupas [Lupas 1987] tarafindan tanimlanmis olan (- Bernstein operatorlerinin

oncelikle King tipli genellesmesi verilerek yaklasim ozellikleri ve istatistiksel yakinsakligi
incelenmistir. Daha sonra, Kantorovich tipli genellesmesi verilmis ve yaklasim ozellikleri

incelenmistir. Ayrica (— Bernstein operatdrlerinin Kantorovich tipli modifikasyonu Riemann
tipli g-—integral yardimiyla gelistirilmis ve olusturulan operatorlerin istatistiksel yaklagim
Ozellikleri verilmistir. Yukarida sozii edilen operatorlerin g =1 olmasi durumunda klasik
operatorlerin integral tipli genellesmelerine doniismesi ve q yerine (0,) dizisi alinarak bu

dizinin se¢imine goére yaklasim hizinin amaca uygun sekilde ayarlanabilir olmasi tezin

Onemini artirmaktadir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. i1k béliim giris kismina ayrilmustir.

Ikinci boliimde, tezde ihtiya¢ duyulan temel teoremlerden ve tanimlardan bahsedilmistir.

Ucgiincii béliimde, - Bernstein operatdrlerinin King tipli modifikasyonu tanimlanmis ve

istatistiksel yaklagim ozellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde ise - Bernstein operatorlerinin  Kantorovich tipli modifikasyonu
Riemann tipli g-—integral yardimiyla gelistirilmis ve bu operatorlerin siireklilik modiilii
yardimi ile yaklasim hizi incelenmistir. Ayrica Riemann tipli q-integral ile tanimlanan

operatorlerin istatistiksel yaklagim 6zellikleri de elde edilmistir.

Besinci boliimde, Bernstein operatorlerinin  q—analogunun King [King  2003] tipli
genellesmelerinin  yaklasim hizi ile Lupas [Lupas 1987] tarafindan verilen Bernstein

operatorlerinin ¢ — analogunun yaklagim hiz1 grafikler yardimiyla karsilastirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lineer Pozitif Operatorler

Bu kisimda lineer pozitif operatorler ve sagladigi temel ozellikler, siireklilik modiiliiniin
tanim1 ve bazi Ozelliklerinin ispatlart ile Lipschitz sinifinin tanimi verilecektir. Ayrica
Korovkin teoremi ifade ve ispat edilecektir.

2.1. Tanim

Lineer normlu fonksiyon uzaylari tizerinde tanimli doniistimlere operator denir.

2.2. Tanim

U ve V' fonksiyon uzaylar1 olmak iizere

A:U->TV

seklindeki A operatoriinii goz ontine alalim. Eger her f,g €U ve her a,f € R icin

Alaf+pg)=aA(f)+PA(g)
kosulu saglaniyor ise 4 operatoriine lineer operatdr denir.

2.3. Tamim

g bir fonksiyon ve A bir operatdr olmak iizere

g>0 iken A(g)>0



saglaniyor ise A operatoriine pozitif operator denir.

2.1. Lemma

Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Yani

gSf:L(g)SL(f)

esitsizligi saglanir.

fspat

g < f olsun. f—g >0 olacagindan ve L operatorii pozitif oldugundan

L(f-g)=0 (2.1)
elde edilir. L operatorii lineer oldugundan

L(f-g)=L(f)-L(g)

olup Es. 2.1 den ispat tamamlanur.

2.2. Lemma

L bir lineer pozitif operatdr ise

[L(g)| <L)



saglanir.

jspat

Herhangi bir g fonksiyonu i¢in

“lel=g =gl (22)
gerceklenir. Lemma 2.1 ve Es. 2.2 den

L(-lgl)<L(g)=L(lel) 2.3)

bulunur. L lineer oldugundan

L(~[gl)=-L(]g])

dir. Bu ifadenin Es. 2.3 de kullanilmasiyla
~L(lef)=L(g) =< (lel)

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanur.
2.4. Tanim

Bir [a,b] kapali aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli tiim reel degerli fonksiyonlardan olusan

kiimeye C [a,b] fonksiyon uzay1 denir. Bu uzaydaki norm g e C [a,b] olmak iizere



g(x)

”g”C[a,b] = maks

asx<b
seklinde tanimlanir.

2.5. Tanim

neN olmak iizere g :DcR—>R seklinde tanimlanan (gn) dizisine fonksiyon dizisi

denir.

2.6. Tanim

neN olmak iizere 4,:X >Y , 4,(f:x)=(4,(f))(x) seklinde tammlanan (4,) dizisine

operator dizisi denir.

2.7. Tanim

Her x €[a,b] igin

lim ||gn —g” = limmaks|g, (x)—g(x)‘ =0

n—w n—w asx<b

kosulu saglaniyorsa ( gn) fonksiyonlar dizisi g fonksiyonuna C[a,b] normunda diizgiin

yakinsaktir denir ve bu

notasyonu ile gosterilir.



2.8. Tanim
0, () =L, ((t=x)"3x) , {s=0.1.2,..} 2.4)

ile tanimlanan ifadelere (Ln) operatdr dizisinin s-yinci merkezi momentleri denir [Lorentz

1953].

2.1. Teorem

f €C|a,b] ve tim reel eksende

f(x)| <M, 2.5)

olsun. Eger (L, ) lineer pozitif operatdr dizisi, her x € [a,b] i¢in

1. L(Lx) 1

X

IR N

ii. L (t,x)

2

ii. L (Fx) x

S~

_>

%
kosullarimi sagliyorsa bu durumda her feCla,b] i¢in [a,b] de Ln(f;x)_>f(x) dir

[Korovkin 1953].



10

fspat

Kabul edelim ki, feC [a,b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan her pozitif ¢ sayisina

karsilik 6yle bir ¢ bulabiliriz ki,

t—x|£5 icin

£ () -1 (x)|<e
olur. Es. 2.5 ve liggen esitsizliginden
£ ()= £ (x)| <[ £ (0) +]f (x)| <20, (2.6)

t—x| >0 1se @ >1 olacagindan

yazilabilir. Eger,

(e=x)°

52

>1 (2.7

olur. Es. 2.6 ve Es. 2.7 den

yazilabilir. O halde
lt—x|< 8 igin |f(£)- f(x)|< &

Ve
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lt—x|> 5 igin | £ (1)- f(x)|<2M, (s ;f)

olur. Dolayistyla her x,t €[a,b] i¢in

\f(t)—f(x)\<g+2Mf% (2.8)

gercgeklenir. (1), (i1), (ii1) kosullarini saglayan (Ln) operator dizisinin

lim
n—w

L, (f)_fHC[a,b] =0

esitligini sagladig1 gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Operatdriin lineerlik 6zelligi ve tiggen

esitsizliginden dolay1

I
~
—
~
—
=
=
|
B~
—_
\
—
=
vyl
=
~
+
h
—
~
—_
=
~
=
~—
|
\
—_
=
~—

ve
12, (£ (0)sx) = ()| 2, (£ (0) = (x)sx)| 1 ()|, (1) =1
yazilabilir. Lemma 2.2 den

‘Ln (f(t);x)—f(x)‘ <L (‘f(t)—f(x)‘;x)ﬂf(x)HLn (l;x)—l‘
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olup, Es. 2.5 den

yazabiliriz. (L, ) monoton artan oldugundan Es. 2.8 den

L, (f(t);x)—f(x)‘SLn [8+2%(f—x)2;xJ+Mf

L,(Lx)-1) (2.9)

elde edilir. Diger taraftan (L,) lineer oldugundan

M. M.
L, (g+25—;(t—x)2 ;xj =L, (&x)+L, {25—;(f_x)2 ;xj

M
=¢L, (1;x)+25—2an (t2 —2xt+x2;x)

=¢L, (l;x)+2%{14n (tz;x)—x2 —x*+2x°
—2xL, (t;x)+x°L, (l;x)}

=¢L, (l;x)+ 2%{@1 (tz;x)—x2 +2x°
—2xL, (t;x)+x°L, (1;x) - xz}

=¢L, (l;x)+ 2 Ang {(Ln (tz;x)—xz)

+2x(x-L, (t;x)) +x° (Ln (Lx)- 1)}

yazilabilir. Bu son ifade Es. 2.9 da kullanilirsa



‘Ln (f(t);x)—f(x)‘ <e¢L, (1;x)+2%{(Ln (;2;x)—x2)
+2x(x-L, (t;x))+x* (L, (l;x)—l)}
M, [(L, (1:x)-1)

elde edilir. (1), (ii), (iii) kosullarinin Es. 2.10 da kullanilmasiyla

HLn(f)—fH=lim maks Ln(f,'x)—f(x)‘} =0

n~>oo{ as<x<b
bulunur ve boylece ispat tamamlanir.
2.9. Tanim

f €Cla,b] olsun. V&> 0 igin

o(/:8)= sup |1(1)=1 ()
|t-x|<5

ile tanimlanan a)( f;0 ) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Siireklilik modiilii agagidaki 6zelliklere sahiptir.

i. w(f;6)=0
ii. 5,<6, ise o(f36,)<w(f;6,)
iii. meN i¢in o f;mé)<mo(f;6)

iv. AeR" igin o( f;46)<(A+1)o(f30)

13

(2.10)

2.11)
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V. limw(f,'é'):O

60

vii  |f()-F(x)| < o(f;

t—x|)
vii. [ £ ()= £ (%) S[@H]a)(ﬂé)

fspat

1. Streklilik modiilii, tanim1 geregince bir mutlak degerin supremumu oldugundan ispat

agiktir.

. 6, <9, icin |t - x| <9, bolgesinin |t - x| < 9, bolgesinden daha biiyiik oldugu agiktir. Bolge

biiyiidiikge alinan supremum biiyiiyeceginden ispat tamamlanur.

111, Siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1

o(f:ms)= sup |1(1)=1(x)
|t—x|<ms

yazilabilir. Burada

|t—x|£m5:x—m5£t£x+m5

olup, t = x+mh se¢imiyle |h| <o ve

a)(f;mé') = xf:[tfb]‘f(x+mh)—f(x)‘
|Hj<o
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seklinde yazilabilir. Diger yandan

m—1
xiufb ‘f x+mh x ‘—xiuapb Z(;[ X+ k+1 ) f(x+kh)]‘
\h\<6 \h\<6

olup esitligin sag tarafina liggen esitsizligi uygulanirsa

m—1

sup ‘f x+mh) f( )‘_Z sup

X, te a b k=0 x,te[a,b]
|n<s <8

<o(f:6)+..+o(f:5)

S (e (k+1) )= f (x+ Feh)

bulunur. Buradan
o(f;m&)<maw(f;6)
elde edilir.

iv. AeR" sayisinin tam kismini D/IH ile gosterilirse bu durumda

IZIEXSIZIES

esitsizliklerinin gecerli oldugu agiktir. O halde bu esitsizliklerden ve (ii) 6zelliginde ispat

edilen a)( f;0 ) nin azalmayan fonksiyon olmasi kullanilirsa

o(f:28)<o( f3([J2[]+1)5)
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esitsizligi yazilabilir. |:|ﬂ|] pozitif bir tam say1 oldugundan {iistteki esitsizligin sag tarafina (iii)

dzelligi uygulanabilir. Bu durumda
o(ri([14]+1)8)= ([Al] +1)e(1:9)
esitsizligi elde edilir. Ayrica her A € R" igin
[|/1|] +l<A+1

oldugundan

o(f3([|4]+1)8) < (24D e(130)
esitsizligi elde edilir. Sonug olarak
o(f;28)<(A+1)o(f;6)

yazilir, béylece ispat tamamlanur.

V. |t—x|£§ esitsizligindeki o6 nin sifira yaklagsmasi #— x olmasi anlamina gelir. f

fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimma gére ¢—x igin ‘ f()-r (x)‘—)O

oldugundan ispat aciktir.

vi. o( f36) ifadesinde & =t — x| segilirse
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x€la,b

(=)= sp 7)1 ()

elde edilir. O halde ‘ f(e)-r (x)‘ lerin supremumu a)( f;

t— x|) olacagindan ispat asikardir.

vii. (vi) 0zelliginden

7 (f)—f(x)\Sw[ = 5]

o

yazilabilir. Bu esitsizlikte (iv) 6zelligi kullanilirsa
‘f(t)—f(x)‘ S(@J&Ja)(ﬂ&)

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.

2.10. Tanum (Lipschitz Sinifi Fonksiyonlar)

0<a <1 ve t,x€[0,1] olmak iizere

LF (1)~ f (x)| < M =" 2.12)

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Lipschitz sinifindandir denir. Buradaki M ye

Lipschitz sabiti denir ve f € Lip,, (a) ile gosterilir.
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2.2. q—Analiz

g -analiz, sayilar teorisi ve ortogonal polinomlar gibi, matematigin bir¢ok farkli alanlarinda

kullanilmasiin yani sira gorecelik teorisi ve kuantum mekanigi gibi bilim dallarinda da

uygulama alanlarina sahip oldugu bilinmektedir.

Bu baglamda ¢ -analizin en 6nemli isimlerinden olan Frank Hilton Jackson (1870 -1960),
XX. yy baslarinda ¢-tirev ve g¢-integral tanimlartyla, ¢ -analizin sistematik sekilde

ilerlemesine onderlik etmistir. Son yillarda klasik analizde bilinen bir¢ok tanim ve teoremin

q — genellesmeleri tizerine ¢alisilmaktadir [Gauchman 2004, Marinkovich ve ark. 2008].

q -analizdeki hizli gelismeler, ¢ -tamsayilarin1 iceren Bernstein polinomlarinin yeni
genellestirmelerinin kesfine yol agcmistir. Bu ydnde ilk caligmalar1 yapan kisi Alexandru
Lupag’tir. 1987 de Bernstein operatdrlerinin ¢ -analogunu tanimlanmis ve yakinsakligini
incelemistir. J.P.King ise 2003 te klasik Bernstein polinomlart i¢in ikinci momentleri koruyan

bir genellestirme vermistir.

g — analizin temel ifadeleri, Kac ve Cheung [Kac ve Cheung 2002] ‘un Quantum Calculus
adli kitabinda, detaylar ise Andrews ve Askey [Andrews ve Askey 1999] ‘in Special
Functions adli kitabinda bulunabilir.

g > 0 olmak iizere, negatif olmayan bir » tamsayisi igin,

ifadesine » 'nin ¢ —tamsayisi denir. Bu tezde [r]q = [r] seklinde kullanilacaktir.

g >0 olmak iizere, » € N icin » nin g —tamsayisi,



19

l+g+..+q¢"7" ,qg=#1
= ‘
B} q_l

seklinde yazilabilir.

q >0 olmak iizere, r € N

n
ifadesine de ( J nin ¢ —binom analogu denir. ¢ =1 durumunda klasik binom katsayis1 elde
r

edilir.

g €(0,1)U(1,0) olmak iizere, ¢ — diferensiyel operatorii

ile tanimlidir. Bu tanimdan

Dx" = [n]x”_] (2.13)
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oldugu agikga gortiliir.
Tanimdan hareketle iki fonksiyonun ¢arpiminin ¢ — diferensiyeli de
D, (u(x)v(x)) = D, (u(x))v(x) +u(g2) D, (v(x))

seklinde olur. Diger taraftan

n>11igin (x—a)z :(x—a)(x—qa)...(x—q”*la) olmak iizere

D, ((x—a)Z):[n](x—a):fl (2.14)

oldugu agikga goriiliir.

[a,b] araliginda f fonksiyonunun ¢ — integrali,

= (1—q)i(bf(q%)—af(q’a))q-’

Jj=0
ile tanimlanir [Jackson, 1910].

Bu tanimda a =0 alindiginda f ’nin [O,b] araliginda g — integrali
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olarak tanimlanmistir [Jackson, 1910].

[O,b] araliginda f fonksiyonu Riemann integrallenebilir ise

Jr( f—hme

g—1
dir.

Daha sonra f ’nin [a,b] araliinda Riemann tipli ¢ — integrali

b

jf( )th— if(a+b a )qj,0<q<1

a Jj=0

olarak tanimlanmistir [Stankovich ve ark., 2006]. Riemann tipli ¢ — integral lineer ve pozitif

bir operatordiir ve bu integral Holder esitsizligini de saglar. Yani:

b b Va ,p /B
1 1 .. R 2 4R R
o tve Lo otian flroefates(flroy as)[flewy )

esitsizligi gecerlidir.
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3. BERNSTEIN OPERATORUNUN ¢-ANALOGUNUN KING TiPLi
GENELLESMESININ ISTATISTIKSEL YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde, Lupas [Lupas 1987] tarafindan verilen Bernstein operatorlerinin g -analogunun

King tipli genellesmesi tanimlanarak istatistiksel yaklasim hizi, stireklilik modiilii ve

Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla hesaplanacaktir.

3.1. Tanim

£:[0,1] > R olmak iizere, Bernstein polinomu

B,(f:x)= Z":f(ﬁj(@xk (1-x)"", n=12,.. G.1)

k=0 n
seklinde tanimlanmaktadir [Bernstein 1912].

3.2. Tanim

f€C[0,1] olsun. R, :C[0,1]— C[0,1] lineer operatdr olmak iizere, Bernstein operatoriiniin

q -analogu Lupas tarafindan,

R, (f)=R,(f.q:x)= k:)f % by (¢:%) (3.2)

seklinde tanimlanmustir.

Burada
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k(k=1)/2 _k n—k
n q X (l—x)
b 1x) = 3.3
 (45) {k}(l—x+qx)...(l—x+q"1x) ¢-2)

dir [Lupas 1987].

Ayrica g —analizden,

esitlikleri bilinmektedir [Andrews ve ark. 1999].

R, (f,l;x) =B, (f;x) oldugu agiktir. Ayrica C[O,l] tizerinde, her ¢ >0 ve n=12,... icin

R, ( f,q; x) ler lineer pozitif operatorlerdir.

Newton binom formiiliiniin bir genislemesi olan

(1 + x) (1 + qx) (1 + q”_lx) = Zn:{ﬂqk(k_l)/zxk (3.4)

k=0



24

kullamlmastyla, x €[0,1] igin

k(k-1)/2 _k n—k
2 " n q x (I-x
D by (g:x)= L{}( 1) =1 (3.5)

1—x+qx)...(1—x+ q'Hx)

elde edilmektedir.
3.1. Lemma

Lupas tarafindan Es. 3.2 ve Es. 3.3 ile verilen Bernstein operatoriiniin ¢ -analogu i¢in

asagidaki ozellikler saglanmaktadir [Lupas 1987]:

i. R (Lg;x)=1,

1. R, (t,q;x) =X,

i, R (% q:0) = x* + x(l‘x)_xz(l‘x)(l‘q)[ 1 ] . (3.6)

[n] l-x+¢gx l_m

3.1. Bernstein Operatoriiniin ¢ —analogunun King Tipli Genellesmesi ve Siireklilik

Modiilii ile Yaklasim Hizi

Bu kisimda, feC [0,1] olmak tlizere, her ne N ve g€ (0,1) icin Lupas tarafindan verilen
Bernstein operatoriiniin ¢ —analogunun King tipli genellesmesi olan R;(f,¢;x) tanimlanarak,

istatistiksel yaklagim hizi, siireklilik modiilii ve Lipschitz siifindan fonksiyonlar yardimu ile

verilecektir. Ayrica [O,l] araliginin baz alt araliklarinda » > 2 igin

q[n] >1 (3.7)
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kosulu ile R,(f,q;x) operatoriiniin yaklasim hizinin klasik ¢ —Bernstein operatoriiniin

yaklasim hizindan daha iyi oldugu bulunacaktir.

3.3. Tanim

{rn (x)} , [0,1] iizerinde tammli siirekli fonksiyonlarin bir dizisi ve 0<r, (x)<1 olsun.

feC[0,1],0<x<1, 0<g<1igin R, :C[0,1] - C[0,1] operatdri,

S | e e e

‘ v, (x))(1=r, (x) + a7 (x)) 9

olarak tanimlanir [Dogru ve Kanat 2012a]. 7, (x ) =X ¢zel durumu i¢in bu polinom, Es. 3.2

ye doniigiir. Burada 7, (x ) yerine 7, n* (x) ,

r, (x)= R ) (G n \/1+2x2[”](2Q[”]—q—1)+x“[n]2(1_q)2
P 2(6][1’1]—1) 2(6][1’1]—1)

seklinde secilirse, Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun King [King 2003] tipli

genellesmesi igin

i R(Lg;x)=1

11. R: (t,q;x) = r: (x)

B L) T e [ e R LA M U ) A
~ 2(qln]-) 2(q[n] 1) 2 TR (3.9)
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iii. R (¢.q:x)=x’

Ozellikleri elde edilecektir. Burada Es. 3.7 den bulunan

2q[n]-g-1>1-¢g

esitsizligi ve

1+20 [n](1-g)+x* [n] (1-q) = (1+2*[n)(1-q))

esitligi kullanilirsa 7 (x)>0 elde edilir. Bununla birlikte x €[0,1] i¢in Es. 3.7 den

O<4q[n](q[n]—1)(1—x2)

elde edilir ki bu yiizden

2

1+2x° [n](2q[n]—q—l)+x4 [n]2 (l—q)2 < (Z(q[n]—l)er2 [n](l—q)+l)
yazilabilir. Sonug olarak son esitsizlik kullamlarak 7, (x)<1 bulunur.

Ayrica 0< ¢, <1 igin

limg, =1, limg" =a (a<1) ve lim =0 (3.10)

n—»w n—oo [n]
qh

olacak sekilde bir ¢ =(g,) dizisi segilirse



bulunur.
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Simdi Es. 3.8 ile verilen Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun King [King 2003] tipli

genellesmesinin yaklasim hizi, Es. 2.11 ile tanimlanan siireklilik modili yardimiyla

hesaplanacaktir.

3.1. Teorem

(g,), herbir n>2 igin 0<g, <1 olacak sekilde bir dizi olsun. § >0 iken her x[0,1] ve
feC [0,1] icin Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun King [King 2003] tipli

genellesmesinin siireklilik modiiliiyle yaklasim hiz1

Ry (f+4,:%)— 1 (x) <20( /35, (%))
dir. Burada

1exn], (1-0,) Jre2e [, (20,00], —a, 1)+ i (-4,
4, [”]q -1 q, [n]q -1

5*(x) = 2x* +x

n

(3.11)

olur ve lim&, (x)=0 dir [Dogru ve Kanat 2012a].

jspat

Her x €[0,1] igin

s e



oldugundan ve lineerlik 6zelliginden dolay1

IR, (f.q:x) - 1 ()

n m n qk(k—l)/zrnk (x)(l —r (x))n—k
;f [n] ]{k} (1 —r,(x)+gr, (x))(l —r(x)+q"r, (x))

n

} qk(k—l)/zrnk (x)(l —r (x))”*k |
| k (1 —r,(x)+gr, (x))(l —r(x)+q"r, (x))‘

o m o ; qk(k-l)/znlk(x)(l_rn(x))"*k |
;[JI([”]J f( )]{k}(l—rn(x)+qr"(x))...<l—r"(x)+q"1r"(x))|

n

f(%J R H (1-r (x?k(kl)/zr"k ()(1-r ()"

k +qr, (x))...(l—rn (x)+4"'r, (x))
elde edilir. Biliyoruz ki, siireklilik modiilii

-7 <( e ot

k
esitsizligini saglar. Burada ¢ = u secilirse

(]
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(3.12)

esitsizligi yazilabilir. Bu sonu¢ Es. 3.12 de yerine yazilir ve lineer pozitif operatdrlerin

monotonlugu kullanilirsa
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x ] - n . k(kfl)/zrnk (x)(l —r (x))n—k
|Rn(faqsx)_f(x)|—;) 5 +1 w(f’é‘(x))|:k:|(1_rn(33"'qrn(x))n-(l—l’n(x)-i-q"lrn(x))

ORI P =)
_; o (f,ﬁ( ))[k}(l—rn(x)—i—qrn(x))...(l—rn(x)+q”lrn(x))

|:l’l— qk(k—l)/zrnk ()C)(l —r (x))n—k
k| (1 -7, (x) +qr, (x))(l -, (

1] st
k (1 -, (x) +qr, (x))(l -, (x) + q”’lrn (x))

_a)(f;é‘(x)){% y %—x

+R;(1,q;x)}

[ L
k| (1 -, (x) +qr, (x))(l -, (x) +q"'r, (x))

ol £-5(x +l n M_X‘_n qk(k—l)/2rnk (x)(l—rn (x)>n—k }
(f’é( )){1 52 [n] k} (1—rn (x)+gr, (x))...(l—rn (x)+q"'r, (x)) (3.13)

bulunur. Burada

) 0 )= (o)

K= 17, (x)+ g, (x))-(1-7, () + 4”7, ())

n
k=0

L],
[

olarak secilirse
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] TR | LS C)) SN U
(1= (g () (1= )+ () ) T

(3.14)

) XI 0 qk(k—l)/zrnk (x)(l —r (x))"—k 2
Lk (1-7, (x)+gr, (x))(l —r(x)+q"r, (x))

elde edilir. Es. 3.14, Es. 3.13 de yerine yazilirsa

« )= (N <ol £:5(x +l n m_x 2 " qk(kfl)/zrnk(x)(l_rn(x)),,,k %
R, (fa%) = f (x)| < @ £:5( ))‘1 5{k-0([n] J{k}(1—V,I(X)Jrqrn(x))...(l—rn(x)+ q,,lrn(x))M

=l f:5(x +l u [k]z_ XM-HCZ n qk(kfl)/zrnk(x)(l_r”(x))mk %
(f,é‘( )){1 5(;[[71]2 2 [n] ]{k}(l_r”(x)+q’:’(x))"'(l_rn(x)‘Fq"lrn(x))J }
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—ol f:5(x +l 2 [k]2 n qk(kil)/z”,,k(x)(l—rn(x))nfk
(f0( )){1 5{%[;1]2 Lj(l—i’n(x)+qrn (x))...(l_rn(x)wn_lr"(x))

R [k] " qk(k—l)/zrnk (x)(l - (x))n—k

_2x;m_k:| (1 —r,(x)+qr, (x))(l —r,(x)+q"r, (x))

e 0 ] qk(k_l)/zrnk(x)(l—rn(x))nfk 2
I <x))]

] (1 —r,(x)+qr, (x))(l —r,(x)+q"'r,

olur. Buradan

*

R:(f,q;x) —f(x)‘ < a)(f;é‘(x)){ljté(Rn (tz,q;x)—ZxR:(t,q;x)Jr sz:(l,q;x))2} (3.15)

elde edilir. Sonug olarak, Es. 3.15 de Es. 3.9 esitlikleri yerlerine yazilirsa

IR, (f.q:x) - 1 ()

<o(f; LI PR 1+ 2 [n](1-g) 1+25[n]2a[n]-g 1)+ x'[n] (1-)" ||
<o(f;5(x))41 5[2x x[ g[n]-1 g[n]-1 B

bulunur. Burada &(x)=5, (x) gibi alinmaldir. Son olarak, 0<g, <1 i¢in Es. 3.10 ‘un

kosullarini saglayan bir (g, ) dizisi i¢in lim&, =0 oldugu gosterilecektir.
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1

2

—_

=lim<| 2x" +x — - —

=lim

n—>0

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Lupas [Lupas 1987] tarafindan Bernstein operatorlerinin g -analogunun siireklilik modiilii ile

yaklasim hiz1
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seklinde elde edilmistir.

Dolayisiyla, Bernstein operatdrlerinin g -analogunun King [King 2003] tipli genellesmesinin

stireklilik modiiliiyle yaklasim hizinin daha iyi sonug¢ vermesi igin

s 1+x n( \/1+2x 2q[n] q- 1)+x[n] (1 q) <x(1—x)

g[n]-1 g[n]~1 - [

olmasi1 gerekmektedir.

kabul edilirse

Ozel olarak Es. 3.7 oldugu ve x <

1
2[n]+1

2x2+x[”"2[’“]( )22 [)(gln]- q1)+x4[nr(1q>2Jx<l—x>
: N )

-t (2@” o
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<z[n1]+1(2[f31+1}ﬁ=°

olur. Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.

3.1. Sonug

Bernstein operatorlerinin g -analogunun King [King 2003] tipli genellesmesinin siireklilik

modiilii ile yaklasim hizi, Es. 3.7 vex < alindiginda Lupas [Lupas 1987] tarafindan

2 [n] +1
verilen Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun siireklilik modiilii ile yaklasim hizindan daha

tyidir [Dogru ve Kanat 2012a].

3.2. Bernstein Operatoriiniin g —analogunun King Tipli Genellesmesinin Lipschitz

Simifindaki Fonksiyonlar ile Yaklasim Hiz1

Bu kisimda,

()——1”2[”]<1‘q)+Jl+sz["1(2q[n]—q—1)+x4[nr(1—q>2 23
r(x)= 2(g[n]-1) 2a[] 1) =23 6.16)

olmak iizere, Es. 3.8 ile verilen Bernstein operatdriiniin gq-analogunun King [King 2003] tipli

genellesmesinin yaklagim hizi Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar yardimiyla hesaplanacaktir.

3.2. Teorem

0<a<li¢in feLip,(a) ise

IR (f.q:x)— £ ()]
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q[n]—l q[n]—l

SM{%u{”xz["](l—q)_\/1+2x2[”](2Q["]—q—1)+x4[n]z(H)z]}2 (3.17)

dir [Dogru ve Kanat 2012a].

jspat

Es. 3.16 kullanilirsa

n [n k(k—l)/Zrk WM1=7 (x n—k
R:(l,q;x):Z{ }(1_7. (xi n( )(1 n( )) n—ln —1

k=0

bulunur ve

(
o 0 [y qk(k—l)/Zrnk (x)(l .
7 )kzik_ (l—rn(x)+qrn(x))...(
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oldugundan, ticgen esitsizligi kullanilirsa
[k]]

f(— — /(%)
[]

k
olur. Es. 2.12 de ¢ = u secilirse

[]
‘f[%]f(x)

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlik Es. 3.18 de kullanilirsa

s )
{[J(l—rﬂ (x)+gqr, (x))...(l—rn (x)+¢" 7, (x))} (3.19)

R (fo)- 1 ()< 3

k=0

H ¢t ()1 (x)
k (l—rn(x)+qrn(x))...(l—rn(x)+q"_1rn(x))

a

K]
]

<M

LI

[]

IR (f.q:%)- f(x)‘SMi

secilirse 1 + 1 =1 olur. Bdylece Es. 3.19 dan dolay1
2-a P q

a {n} qk(k—l)/2rnk (x)(l—rn (x))n—k }Z
k (1 -7 (x)+qr, (x))(l -7 (x)+q"r, (x))

{n} qk(k—l)/Zrnk (x) (1 _r (x))n—k }2
k (1 -7 (x)+qr, (x))(l —r (x)+q"r, (x))

. { {n} qk(k—l)/Zrnk (x)(l —r (x))"*k F
pard k (l—rn (x)+gr, (x))...(l—rn (x)+q"'r, (x))

elde edilir. p = 2 ve g =
o

2

:MZ

L],
]



{H g ()1, (1) }
k (1 -7 (x) +qr, (x))(l -7, (x) +q"'r, (x))

olarak bulunur. Son esitlige, Holder esitsizligi uygulanirsa

38
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@
2

ek g () (15, (%)
e

o

=M {Rn (tz, q; x) —2xR (t, q;x) +x°R (1, q; x)} 2
bulunur. Es. 3.9 dan dolay1

R, (f.q:x) = f(x)

2

<M{2% +x 1+ [n](1=g) 1+25[n](2q[n]-g=1)+x'[] (1=q)
) q[n]-1 J[r]-1

bulunur.

Lupas, [Lupas 1987] de Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun Lipschitz smifindan

fonksiyonlar yardimiyla yaklagim hizini

R, (f.q:x)—f(x) <M{x([ln_]x)}j

seklinde verdigi bilinmektedir.

Bu nedenle, Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun King [King 2003] tipli genellesmesinin

Lipschitz smifindaki fonksiyonlar yardimiyla yaklagim hizinin daha iyi olmasi i¢in Es. 3.9

kullanildiginda



R ((t - x)2 ,qn;x) =R (tz,q;x) —2xR, (t,4;x) + x’R; (1,¢;x)

g[n]-1 g[n]-1

=2xz+x[1+x2[nl<l—q>Jl+2x2[n](2q[n1q1>+x4[nr<1qf

olmalidir. Ozel olarak n>2 icin Es. 3.7 ve x < alinirsa

1
2[n]+l

23  +x

1+x2[n] \/1+2x2[n](2q[n] q- )+x4[n]2(1—q)2J_x(1_x)

q[n]- 1 q[n]-1

2 x 1+x*[n](1- \/l+2x )+x [n] (1 —q)zJ_x(l—x)

[n] 1 q[n]—l

=2x"+x

olur ve bdylece asagidaki sonucu verebiliriz.

40
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3.2. Sonug

Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun King [King 2003] tipli genellesmesinin Lipschitz

simifindaki fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi, n>2 vex< kosullar1 altinda

1
2[n]+1
Lupas [Lupas 1987] tarafindan verilen Bernstein operatorlerinin ¢ -analogunun Lipschitz

simifindaki fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizindan daha iyidir [Dogru ve Kanat 2012a].

3.3. Bernstein Operatoriiniin ¢ —analogunun King Tipli Genellesmesinin Istatistiksel
Yakinsakhgi

Bu kisimda oncelikle istatistiksel yakinsaklik kavrami hatirlatildiktan sonra, Es. 3.8 ve Es.

3.16 ile tamimlanan Bernstein operatoriiniin g-analogunun King tipli genellesmesinin

istatistiksel yakinsakligi incelenecektir. Bu operatoriin istatistiksel yaklasim o6zellikleri

incelenip, istatistiksel yaklasim hizi, siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar

yardimiyla bulunacaktir.

3.3.1. Istatistiksel yakinsakhk

K kiimesi, N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere, K, ={k<n:keK}

olsun. Oncelikle “yogunluk” kavramini ele alalim.
3.5. Tanim

Bir K c N altkiimesi i¢in

1im1|1<n
n n
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limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu denir ve 5(K ) ile gosterilir

[Niven 1991]. Burada |Kn , K kiimesinin eleman sayisin1 gosterir.

3.6. Tanim

x:=(x, ) reel tamim bir dizi olsun. Eger her & >0 i¢in

5{k:|xk—L|25}=0

olacak sekilde bir L sayist varsa, bu durumda x:= (xk) dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve st _li,fn x, =L ile gosterilir [Fast 1951].

Tanimindan da goriilecegi gibi, istatistiksel yakinsaklikta, bir L sayismin & komsulugu
disinda dizinin sonsuz ¢oklukta eleman1 bulunmasina karsin, indis kiimesinin yogunlugu sifir
olabilir. Bu ise bize istatistiksel yakinsakligin klasik yakinsakliktan daha genel bir kavram
oldugunu gosterir. Dolayisiyla yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi dogru

degildir.

Lineer pozitif operatorler icin istatistiksel yaklagim veren Korovkin tipli bir teoremi asagidaki

sekilde verilmistir [Gadjiev ve Orhan 2002].

3.3. Teorem

M, f ye bagl bir sabit olmak tizere, [a,b] araliinda
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olacak sekilde sinirlt ve bu araligin her noktasinda siirekli f fonksiyonlarmin olusturdugu

uzay C,, [a,b] ile gosterilsin.

Eger A,:C,, [a,b]— B[a,b] lineer pozitif operatorler dizisi, e, (1) =", v=0,1,2 igin

=0

C[a,b]

st —lim

A (e;)—e,

kosullarim gergekliyorsa, her f e C,, [a,b] igin

st —lim

An (f;')_fHB :O

saglanir. Burada B[a,b] ile [a,b] araligindaki biitlin siurlt  fonksiyonlarin uzayi

gosterilmektedir [Gadjiev ve Orhan 2002].

3.3.2. Bernstein operatoriiniin ¢ —analogunun King tipli genellesmesinin istatistiksel

yakinsakhg

Bu kisimda amacimiz, R,(f,q;x) operatoriiniin istatistiksel yakinsakligini incelemektir.

Bunun i¢in asagidaki teoremi verelim.

3.4. Teorem

q=(g,) dizisi 0<g, <1 olmak iizere,

st=limg, =1, st—limg, =a, (a<1) ve si—lim—==0 (3.21)

"+ [n]
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sartlar1 saglansin. Bu takdirde, f e C [0,1] olmak tizere, Es. 3.8 ve Es. 3.16 ile tanimlanan

operatdr i¢in

ise

IR (f.q,:x) - (x)|< 2w(f,\/%)
saglanir [Dogru ve Kanat 2012a].
Ispat

Teorem 3.1 in ispatina benzer sekilde, qzz(qn) dizisi 0<g, <1 olmak iizere Es. 3.21

sartlarin1 saglayacak sekilde secilir ve Es. 3.11 deki é‘:(x) g0z Online alinirsa ispat

tamamlanmis olur.

3.5. Teorem

q= (qn) dizisi 0 <g, <1 olmak iizere Es. 3.21 kosullarin1 saglasin. Bu takdirde, f e C [0,1]

olmak tlizere
o = |— (3.22)

ise
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<20(f,5,)

R (f.q,:)-f ()|

clo.]
dir [Dogru ve Kanat 2012a].
fspat

Teorem 3.4 de elde ettigimiz

* 1 *
R, (f,qn;x)—f(x)‘ < 2a)(f,5){l+g\/Rn ((t—x)2 ,qn;x)} (3.23)
esitsizliginde 6zel olarak n > 2 igin x < ! alinirsa, Es. 3.20 den
2[n]+1
R;((1=x)".q,5%) < = 3.04
n >In 9[”] ( . )

bulunur. Burada Es. 3.24, Es. 3.23 de kullanilir ve yeni elde edilen esitsizligin her iki

tarafinda [0,1] iizerinden maksimum alinirsa ispat tamamlanur.

3.6. Teorem

q:=(g,) dizisi 0<g, <l olmak iizere Es. 3.21 kosullarim saglasm. Bu takdirde,

felip, (a) olmak tizere o, Es. 3.22 deki gibi alinirsa

Ry (f34,5) = f (Moo <20(55,)

clo.]



46

dir [Dogru ve Kanat 2012a].
jspat

q= (qn) dizisi 0 < g, <1 olmak tizere Es. 3.21 ile verilen kosullar1 saglasin ve 0 <a <1 i¢in

f €Lip,, (a)olsun. Burada R, (f,g;x) in lineerligi ve monotonlugundan

¥

R (fq3x) =/ (%) < Ry (

,q;x)SMR:(|t—xa,q;x)

S(6)= /(%)

olmak iizere, Holder esitsizligi uygulanirsa

elde edilir. Bu esitsizlige p = 2 ve g =
a 2-«a

R (f,q;x)—f(x)‘ <M {Rn ((e1 —x)’ ,q;x)}m2

olur. Boylece o, , Es. 3.22 deki gibi alinirsa ispat tamamlanir.
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4. BERNSTEIN OPERATORUNUN ¢ -ANALOGUNUN KANTOROVICH TiPLi
GENELLESMESININ ISTATISTIKSEL YAKLASIM OZELLIKLERI

4.1. Bernstein Operatoriiniin ¢ —analogunun Kantorovich Tipli Genellesmesi

/', [0,1] araliginda g — integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, her ne N ve ¢ e(0,1)

icin Lupag tarafindan verilen Bernstein operatoriiniin ¢ —analogunun Kantorovich tipli bir

genellesmesi

. n (k][] —k K2 k()
Rn(f,q;X)=[n+l]Z( _[ f(t)a’qt][ﬂ( 1 49 (1 )_ @1

(6] Ta1] 1—x+qx)...(1—x+q" 1x)
seklinde tanimlanir [Dogru ve Kanat 2012b].
4.1. Lemma
R, (f.q;x) operatdrii igin
R, (ey,q;x)=1
dir [Dogru ve Kanat 2012b].

jspat

- n_ [ TkH)[n+1] " —k RE1/2 kY
Rn(eo,q;x)—[n-i-l]Z[ d‘”M a'q (=) 42)

k=0 [k)/[n+1] I_X+q)C)...(1—x+qn ]x)
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ifadesinde
[k+1]-[4]= 4"

Zq-f=L,0<q<1 4.3)

=0 l-¢

olduklar1 kullanilir ve ¢ — integralin tanimindan yararlanilirsa,

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]
dt= [ dt- [ dp
[K)/[n+1] 0 0
[k+1] & [k] &
=(1= (1= J
( q)[n+1];0q ( q)[n+1];0q
(1-9) S
= k+1|—|k /
[n+1] ([ -1 ])]Z_(;q
k
q
- 4.4
[n+l] (4.4)

elde edilir. Es. 4.4 {in Es. 4.2 de kullanilmasiyla ispat tamamlanir.

4.2. Lemma

R, (f.q;x) operatérii igin

__[n] !

R, (¢q:%) = [+1]" 2[n+1]

dir [Dogru ve Kanat 2012b].
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fspat

R, (f.q;x) operatériinde f yerine ¢ (x) almirsa

n [k+l]/["+l] -k k(k—l)/2 k _ n—k
R, (el,q;x)—[n+1]2{ I td"tJ[]lj( g9 x*(1-x) “5)
k

=0\ [k)/[n+1] 1—x+qx)...(l—x+q”'1x)

elde edilir. Es. 4.5 deki g — integral hesaplanirsa

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]

td,t = j td t - J' td t
[/ [n+1] 0 0
k] K] e s, (K]
[m,zo [n+1] ")[n+1]§q [n+1]

=(1—q)([k”]2 = l]zJioq“ (4.6)

[n+1] F

sonucuna ulasilir. 0 <g <1 ve [k + 1] =1+¢q [k] oldugu kullanilirsa,

[k+1]/[n+1] k
[ dp=—1 2([k]+L]

(k)] [n+1 2]

bulunur. Bu ifade, Es. 4.5 de yerine yazilirsa,

R, (enq3x) =] ];O [nikl]z [[k] +[71]Jm (1 ’ xki(;;f.(kl(—lxj)c: klx)




Jr[2][n+1]k:0 kj(1-x+gx)...(1-x+g" 1x)
_ ]
et ol ) gy R (i)

olup, Es. 3.6 dan

~ [n] 1

R, (e,q;x) = (1] [2][n+1]

elde edilir.
4.3. Lemma

R, (f,q;x) operatdriinde f yerine e, (x) almirsa

R (2 PSP ) Bl () L | OO
Rn(BZ’q’x)_ {x+ [”] B 1_x+qxq(l_mJ}

[n + 1]2

L (2a+1) [n] a1
[3] [I’l+1]2 [3][n+1]2

olur [Dogru ve Kanat 2012b].

50
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R,(f.q;x) operatériinde f yerine e, (x) alindiginda

1)/ [n+1] n —k K2 k(Y
R, (e, q;x [n+1]2[ J tzd"t]{k}( qq X (1-x) -

[k} {n+1] 1—x+qx)...(1—x+q x)

elde edilir. Bu esitlikte g — integral tanimi1 kullanilirsa

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]

£d = j £d 1~ j £d t

[K)[n+1] 0 0
k+1 i i
[ 3243’ 3243’
I’l+1 Jj= [I’H—l j=0
(1-9) 2
= k+1 /
(1] { )Zq

0 ) s )] 4T

[n+1] (1-¢°)
- B 7 e 147

bulunur. Burada [k +1]=1+¢[k] esitligi kullamlirsa

[k+1]/[n+1} , 1 k
t dqt =—
[k Tn+1] [3] [n + 1]

- B

S([6T (1+ 4+ ) +[K](2q+1)+1)

51



olur. Elde edilenler R, (e,,q;x) de yerine yazilirsa,

n

(2q+1

qk(k—l)/2xk (1 _ x)n—k

7 (engin) =] z([kr+

1]2 k=0

~
—
bl
—_—
+
—
| —
—_—
N—
1

i

B
+

1—x+qx)...(1—x+q"_1x)

J2axl (1] ji_fl{n}( quknuxkél_x)nk

yazilabilir. Es. 3.6 dan

R,(e,.q5x)= [ {xz+x(1_x)—x2(l_x)(1_q)(l —

[n+1]2 [n] I-x+gx

L 2q+1 [n] 11

[3] [n+1]2 [3] [nJrl]2

sonucu elde edilir ki, bu ise ispat1 tamamlar.

52
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4.2. Bernstein Operatoriiniin ¢ —analogunun Kantorovich Tipli Genellesmesinin

Yaklasim Ozellikleri
Bu kisimda R, (f,q;x) operatdriiniin diizgiin yakisaklig1 incelenecektir.
4.4. Lemma

O0<a<b ve 0<g<1 olmak lizere f fonksiyonu [O,b] araliginda tanimli monoton artan bir

fonksiyon ise bu durumda 7, ( f,a;b)= jb f(t)d,t ile verilen g —integral operatrii pozitiftir.
4.1. Teorem

q= (qn) dizisi, 0 < g, <1 olmak iizere

limg, =1 ve limL =0 4.7)

&0

sartlarin1 saglasin. Bu takdirde, f fonksiyonu, [0,1] araliginda siirekli ve monoton artan ise o

taktirde,

lim|R, (f.q:)= (), =0

H—0 clo,]

saglanir [Dogru ve Kanat 2012b].



54
fspat

Lemma 4.4 gostermektedir ki / monoton artan bir fonksiyon ise Rn ( fq; x) operatorii lineer
pozitif bir operatordiir. Lemma 4.2 ve Lemma 4.3 te g yerine Es. 4.7 deki kosullar1 saglayan

[n+1] -1
bir (g, ) dizisi segilir ve [n]q =——  esitligi kullanilirsa

lim [n]q =
e [+ l]qn

oldugu kolaylikla gdriiliir. Dolayisiyla da,

Rn(eo,q;x):l (n—> o)
ﬁn(el,q;x):x (n— o)
- —

Rn(ez,q;x)_)x2 (n— )

elde edilir. Boylece Korovkin teoreminin kosullar1 gerceklenmis olur.

4.1. Sonug

Lemma 4.1, Lemma 4.2 ve Lemma 4.3 te 6zel olarak ¢ =1 alinirsa
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n(n_l)x2+ ZN

R"(ez,l;x)z(nﬂ)z (n+1) . 3(n+1)

elde edilir ki bu da bulunan ifadelerin klasik Bernstein-Kantorovich operatorii i¢in bulunan

sonuglara indirgendigini gosterir [Altomare ve Campiti 1994].

4.3. Bernstein Operatoriiniin g —analogunun Kantorovich Tipli Genellesmesinin

Istatistiksel Yakinsakhig

Bu kisimda Es. 4.1 ile tanimlanan Lupas operatoriiniin Kantorovich tipli bir genellesmesinin
istatistiksel yakinsakligi incelenecektir. Daha sonra [Marinkovich ve ark. 2008] tarafindan

tanimlanan “Riemann tipli g —integral” kavramindan bahsedilecek ve bu yeni ¢ —integral

tanim1 kullanilarak Es. 4.1 operatoriiniin  “Lupas operatdriiniin ikinci tip Kantorovich
genellesmesi” adini verecegimiz farkli bir formu tanimlanacaktir. Bu operatoriin istatistiksel
yaklagim o&zellikleri incelenip, istatistiksel yaklasim hizi siireklilik modiilii ve Lipschitz

siifindan fonksiyonlar yardimiyla bulunacaktir.

4.3.1. Bernstein operatoriiniin ¢ —analogunun Kantorovich tipli genellesmesinin

istatistiksel yakinsakhgi

Bu kisimda amacimiz, Es. 4.1 ile verilen operatdriin istatistiksel yakinsakligini incelemektir.

Bunun i¢in asagidaki teoremi verelim.

4.2. Teorem

q=(g,) dizisi 0<g, <1 olmak iizere,

st=limg, =1, st—limg, =a, (a<1) ve st—lim—==0 (4.8)

")
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sartlar1 saglansin. Bu takdirde, f, [0,1] araliginda tanimlanmuis siirekli ve monoton artan bir

fonksiyon olmak tizere, Es. 4.1 operatorii igin

st —lim‘

R (f24,5)= 1] 0 =0

saglanir [Dogru ve Kanat 2012b].
fspat

R, (f,g;x) lineer pozitif bir operatdr oldugundan, eger, v =0,1,2 igin

=0 (4.9)

clo.]

st—1lim ﬁn (ev,qn;.)—ev

oldugu gosterilirse, Teorem 3.3 den dolay1 ispat tamamlanmis olur.

v =0 i¢in Lemma 4.1 den

st— liEnHRn (€,,3-)— €, HC[OJ] =0

oldugu aciktir.

v =1 i¢in Lemma 4.2 den

[n], |

R (epqn;X)el(x)z[[n+1Ln I}HW

yazilabilir. Bu ifadede
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p, et
[n+1]qn qn[n+1]q” q, qn[n+l]qn

(4.10)

esitligi kullanir ve her iki tarafin [0, 1] tizerinden maksimumu alinirsa,

1 1 1

[q_,,q,, [I]HW
1 1 1 1
< [Q_H_IJJ{Q_"JF@J—[”H]% (4.11)

elde edilir. Simdi verilen bir £ >0 igin

Rn (€1>‘]n;x)_€1H <

clo.1]

T:= {k: R, (equ;')_eIHC[O»l] ; S} ’

i 1
R (el,qk;.)—eluc[o’l] > g} < 5{1« <n: ——1] _g} (4.12)




esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica Es 4.8 kosullarindan dolay1

st—lim L—ljzo,
" qn

st —Ilim L+L ! =
nlgq, 2]% [n+1]qn

oldugu goriiliir. Diger taraftan yogunluk tanimi kullanilirsa,

5 kSn:[L—ljzi ~0
P 2

Ve

elde edilir ve burada Es. 4.12 g6z 6niine alinirsa

=0

st —lim =
n [0,1]

Rn (epqn;-)_eluc

oldugu goriiliir.

v =2 ic¢in Lemma 4.3 den dolay1

58
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yazilabilir. Buradan da

Rn(eZ’Qn;x)_eZ (X)S[

(], _1]x2+[n]q,,x<l—x>

[n+1]; [n+1];
. (an + 1) [”]q ot 1 1
Bl, [+ B, [n+1]]

oldugu agikga goriiliir. Son esitsizligin her iki tarafinin xe[O,l] tizerinden maksimumu

alinirsa,

[,

: [
R (engi) ey < PYIET;
qn

1 [n+1],

-1+

+(2qn+l) [”]q N 1 1
31, [n+1] DB, [n+1]

{1 "], ] "),

[n+1]; 4[n+1];

Loy [, 1
Bl, [n+1], Bl [2+1],

olur. Es. 4.10 kullanildiginda



2
~ 1 1
teonsobod (i
n n q,

N 1 1 1
4[n + l]qn q, 4, [n + l]q”

(a4 1 [L_ 1 J
Bl, [+, (9 al+],

elde edilir. Burada,

2
1 1
a,=1-| ———rr
n [qn qn [n+1]qn J
1 1 1
fr= |
4[n+l]qn {qn q, [n+1]q"}

L Qo+ 1 {L 1 J
" [3]% [n+1]q" q, qn[n+l]qn

1 1

7, =
Bl,, [n+1],

olarak secilirse, Es. 4.8 kosullarindan

st=limea, =st—lim B, =st—limy, =st—limn =0

oldugu kolaylikla goriiliir. Diger taraftan bir £ > 0 igin

60

(4.13)

(4.14)
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-

Ién (eza%c;') _eZHC[O,l] . 8} ’

&
U, :={k:ﬂk ZZ}’
&
U, :={k:7/k ZZ}’
&
U, = {k:nk ZZ}
kiimelerini tanimlayalim. Es. 4.13 den dolay1 U cU,wU, U, U, oldugu agiktir.
Dolayisiyla da
- £ &
5{k£n: R, (ez,qk;.)—ezuc[oﬂ]] 25} S5{k§n:ak 2Z}+5{kslq:ﬁk ZZ}
& &

esitsizligi yazilabilir. Es. 4.14 iin Es. 4.15 de kullanilmasiyla

st—lign”lén(ez,qn;.)—ezu =0

clo.]

elde edilir. Boylece Teorem 3.3 {in sartlar1 saglanmis ve dolayisiyla da teoremin ispati

tamamlanmis olur.
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4.3.2. Kisitlanmis ¢ — integral ve Riemann tipli ¢ — integral tammmlari ve ozellikleri
4.1. Tanim

a, b ve q reel sayilar olmak ilizere 0 <a<b ve ge (0,1) olsun. Kisitlanmis ¢ — integral,

klasik g —integral taniminda a = bg" alinmasiyla

n—1

G, (f1a.b)=] f(x)dlx= j:q f(x)d,x=(1-q)bY. f(a'b)q’ (4.16)

J=0
seklinde tanimlanir [Gauchmann 2004].
Burada Es. 4.16 ile tanimlanan integral asagidaki 6zellikleri saglar:
i. [a,b] araliginda f(x)>g(x) ise J-jf(x)dfx > _[jg(x)dfx dir.

ii. a<c, <b olmak iizere J-bf(x)qux = J.ck f(x) qux+J.h f(x)d!x dir.

ii. f (x) fonksiyonu [a,b] araliginda Riemann integrallenebilir ise,

tim [ £ (x)dx = £ (x)d,x (4.17)
dir.

4.2. Tanim

a, b ve q reel sayilar olmak lizere 0 <a <b ve g € (0, 1) olsun. Riemann tipli g — integral
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R,(f:a.b)=[ f(x)dix=(1-g)(b-a) Y f(a+(b-a)g’ )¢’ (4.18)

Jj=0

ile tammmlanir [Marinkovich ve ark. 2008]. Klasik ¢ —integral tanimindan farkli olarak bu
tanim tek bir seri ile gosterildiginden sadece integral araligindaki noktalari igerir. Es. 4.18 ile

verilen seri yakinsaksa, f fonksiyonu [a,b] araliginda “gR — integrallenebilirdir” denir.

Simdi amacimiz, daha once olusturdugumuz ﬁn ( f, q;x) operatdriinde klasik ¢ — integral

yerine Riemann tipli ¢ —integral kullanip, operatorii yeniden tanimlamaktir. Bu sayede yeni
tanimlanan operatoriin yaklasim hizi elde edilebilir. Oncelikle Riemann tipli ¢ — integral ile

ilgili olarak asagidaki lemmalar1 verelim.

4.5. Lemma

R, (f3a,b) operatorii lineer pozitif bir operatordiir.
jspat

Es. 4.18 den

R, ((af +Bg)(t):a.b)= Jj’(afwg)(r)dft

i[ af +fg (a+(b—a)qj)q’1

Jj=0

~.

=(1-¢q)(b- a)zw:[af(aJr(b—a)qj)q‘f+ﬂg(a+(b—a)qj)qj]

= Z‘O:f(ajt b—a) )qj
+[ i“g(avL b— a )qj

Jj=0
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- aRq (f(t);a’b)+ﬂRq (g(t);a’b)

oldugu goriilir. Dolayisiyla R, ( f ;a,b) operatorii lineerdir. >0 ise Es. 4.18 den

R, (f;a,b) nin pozitif oldugu agiktir. Boylece Vx [a,b] i¢in

f(x)2g(x)ise R (f;a,b)2R (g;a,b) (4.19)
yazilabilir.

4.6. Lemma (g — Holder Esitsizligi)

0<g<l, 0<a<b ve a, P pozitif reel sayilar olmak iizere l+l =1 olsun. Bu durumda,
a

[a,b] araliginda tanimli f ve g fonksiyonlar i¢in

1

R ") (1, p.a)]

;a,b)S(Rq(

esitsizligi saglanir.
fspat

gR —integralin tanimindan

R,( ;a,b):jj\f(t)g(t)\djz

(a+ b a )g(a+(b—a)qj)
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)| 1

Jj=0

( (a+(b-a)g )qa][g(m(b_a)qf)qéJ

elde edilir. Burada Holder esitsizligi uygulanirsa,

Rq(

;a,b)S(l—q)(b—a)[g‘f(a+(b—a)qf)

<

b-a) 5 (e (0-0) )“q-fj
/J’qjjl/ﬂ
) ([l )
) o s )

;a, b )
bulunur ki boylece ispat tamamlanir.

g(a+(b a)q')

(!
x[u—q)(b—a)i

(LY

[

4.3.3. Bernstein operatoriiniin ¢ —analogunun ikinci tip Kantorovich tipli

genellesmesinin istatistiksel yakinsakhig:

Simdi, Ién ( f ,q;x) operatoriinde klasik ¢ —integral yerine Riemann tipli ¢ — integral
kullanilmasiyla olusturulan “Lupas operatdriiniin ikinci Tip Kantorovich Genellesmesi”, f,

[0, 1] araliginda gR —integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, her ne N ve g (0, 1) icin

. n_( [est)]n] —k M2 k(Y
R,7(f,q;x)—[n+1]2[ j f(t)dft}{ﬂ( 9 49 (1-x) (4.20)

k=0 " [k]/[n+1] 1—x+qx)...(l—x+q ‘]x)
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ile tanimlanir [Dogru ve Kanat 2012b].

4.3. Teorem

q:=(g,) dizisi 0<g, <1 olmak iizere Es. 4.8 ile verilen kosullar1 saglasm. O halde, her

fe C[O,l] icin
St_h,fnuﬁn (f’q”;')_fuc[o 1] -

saglanir [Dogru ve Kanat 2012b].

jspat

Lemma 4.5 den Ién( 1, qn;x) operatoriiniin lineer pozitif bir operatér oldugu agiktir.
Ién ( 7, qn;x) operatoriiniin Teorem 3.3 iin kosullarin1 sagladigimi gostermek ispat igin
yeterlidir. Bu amagla i =0,1,2 i¢in f?n (el.,q;x) ifadeleri elde edilmelidir. ilk olarak, Es. 4.18

de b=[k+1]/[n+1] ve a=[k]/[n+1] alimrsa b—a=q"/[n+1] olacagindan asagidaki

esitlikler elde edilir:

[k+1]/[n+1} i k
d*t=(1- g’ =
i [” +1]53 +1]°
[k+1]/[n+1]

_[ td’e = Zw:

i
[k)[n+1] n+1 j_i n+1 n+1 1 Jq
q”

Jj=0 0
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ﬁ{ww}’

k 2
il
( n+1 [n+1]q ] 1

[k+1]/[n+1] ©
j £df=(1 1 z

[K)/[n+1]

,_|
~.
I
(=}

- ﬂ} 4.21)

T[]

Yukaridaki integraller yardimiyla, i =0,1,2 i¢in Ién(ei,q;x) ifadeleri hesaplanacak olursa

i=0 igin
q—qu(k—l)/2xk (1 _x)n—k

. (ewdix) [”“Z[MTH i Jul ) (-t g )

k=0 [k)/[n+1]

n k —k k(K- 1)/2 k n—k
=[n+1] 1 {n}( 71 =)

=[n+1]|k 1—x+qx)...(l—x+q_lx)
qk(k—l)/2xk (l_x)n—k

:im<1_x+qx>---<1—x+q”"X>

k=0

=1

elde edilir. i =1 i¢in

(4.22)



68

a [ [k+1)/[n+1] —k (k- 1)/2 k —k
]%n(el,q;x)=[n+1]2{ _[ td;t][n}( - (1 X)

k l—x+qx) (l x+q" x)

:[nlﬂ i{[k]qu[; q}H( g g (1)

k](1-x+gx).. (1 x+q" x)

g RO e e

I_l|

(g-1)[k]+1 (4.23)

qk(k 1)/2 k(l x) —k

[z][m]k_o(("‘l)[k]”)MQ crgr) (1xtg" )
[

} qk(k 1)/2 k(l x) —k
(

1—x+qx) (1 x+q" x)

]
} qk(k 1)/2xk (1 x)"*k
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2q L] 1 (4.24)

Rl 2]

elde edilir. Son olarak i =2 igin

S (o ox)—lna o (1) [n+] e |7 q—kq (k-1)/2 k(l x)n -k
Rn( 204> ) [ 1]“{ .. td, t]{k}(lx%—qx)...(l)ﬁ‘q 71x)
_ 1 n . 5 2 2k n q—kq (k-1)/2 k(l x)n k
[n+l]2 k—O{q L]+ [2] [€]+ [3]}{ }(l—x+qx)...(l—x+q‘1x)
[n] [ ] k(k—l)/zxk (l_x)n—k
=

[n+1] k=0 [n]2 1—x+qx)...(1—x+q"‘1x)

e

[2 ][n+1] par) 1 k 1—x+qx)...(1—x+q”’1x)

— n‘f{q( ¢ (=)

[3][n+l]2 5=0 k 1—x+qx)...(l—x+q”’1x)

—+

ifadesinde Es. 4.23 esitligi kullanilirsa ve gerekli islemler yapilirsa

A

R (engi) =L R (erqi0)

[n+1]
+# N _ N n qk(’f—l)/Zxk (l_x)n—k
[2][n+1]2 k:o((q 1)[] 1)[/‘]{76}(1—x+qx)...(1_x+qn1x)

[3][n+l]2 k=0 l—x+qx)...(l—x+q”_1x)

[T .
T[] R, (e 4:)
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2 n q k(k- l)/2xk (1 x)n—k
2 k (

1—x+qx) (l—x—i-q”’ x)

(I-x+gx).. (1 x+q" x)

|
} ¢ (1=x)"
|

2 I/l:| k(k-1)/2 k( )
2k (1-x+gx). (1 x+q" x)

2(g-1)[n] [k][n} PG (l_x)n—k
kI(

1—x+qx)...(1—x+q"_1x)

} qk(k 1)/2 k(l x) —k
(

1—x+qx) (1 x+q" x)

]
- (] {1+ 2(E]_1)+(q_1)2}R,,(62,Q;x)

elde edilir. Diger taraftan Es. 4.22 ifadesinden,

st — lignHkn (€4.3-) =€ Hc[o,l] -

oldugu aciktir. Ayrica Es. 4.24 den dolay1



R 2q, 1] o
R, (¢q,5%) ¢ (x) = | g e J
G

{{ 2 —1]— 2 Jx+ !
2, ) &, [+, ) (2], [net],

yazilir. Esitligin her iki tarafinin [O,l] lizerinden maksimumu alinirsa

g, 3

ey 21, [,

jén (elﬂ qn;')

bulunur.

Simdi verilen bir £ > 0 i¢in asagidaki kiimeleri tanimlayalim.

N:= {k

Rlengi)-el,,, 2]

Es. 4.26 dan N < N, U N, oldugu goriiliir. Dolayisiyla

71

(4.26)
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3

AR . —9q £
n: R”(el’qk")_eluc[(),l] Zé‘}ﬁé‘{kﬁn [ ] — >—}+5{k n: WZE}
4k 4k

qk

ofk <

esitsizligi yazilabilir. Es. 4.8 kosullarindan dolay1 esitsizligin sag tarafi sifir olur ve

st— lianIQn (e.q,:)—¢ HC[O’I] =0

esitligi bulunur.

Benzer sekilde, R, (e,,¢;x) igin Es. 4.25 deki ifadeden

elde edilir. Es. 4.10 u kullanip, esitsizligin her iki tarafinin [0,1] tizerinden maksimumu

alinirsa
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kiimelerini tanimlayalim. Burada M < M, UM, UM, UM, oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

§{k£n:

1?,, (ezan;') & Hc[o,l] = 6‘}
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esitsizligi yazilabilir. Es. 4.8 den yukarndaki esitsizligin sag tarafinin sifir oldugu
goriilmektedir. O halde

§{k£n: Ié"(ez’qk;')_ezuc[o,q 26‘}20

olur ve bdylece,

=0

clo.]

f(’n (e,,9,3)—e,

st —lim
n

esitligi bulunur. Sonug olarak, i =0,1,2 i¢in

A” (ei’q";') _ei“c[o,l] =0

olup, Teorem 3.3 den ispat tamamlanir.
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4.3.4. Bernstein operatoriiniin ¢ —analogunun Kantorovich tipli genellesmesinin

istatistiksel yaklasim hizi

Bu kisimda, Es. 4.1 ve Es. 4.20 ile tanimladigimiz Lupag operatdriiniin birinci ve ikinci tip
Kantorovich genellesmelerinin istatistiksel yaklasim hizlar siireklilik modiilii ve Lipschitz

sinifindan fonksiyonlar yardimiyla incelenecektir.

Oncelikle, R, (f,q;x) ve R, (f.q;x) operatorlerinin birinci ve ikinci momentleri
bulunmalidir. Lemma 4.2, Lemma 4.3, Es. 4.24 ve Es. 425 den, i=0,1,2 i¢in ¢ (¢)=¢'

olmak iizere,

5 [7]

B, (6 =)-4:7) =R, (¢:4:9) R, (eo,q;x>=[[n+1]‘ll“wﬂ+q’

R, (=) a:%)= R, (e, 4:%) = 2xR, (€1,4:%) + 'R, (€,4: )

_ [T {xz+x(l—x)_xz(l—x)(l—q)[l__j}

1
[n] I-x+gx [n]

( [_]] _IIx2+[n]x(l—x)_[n]<[n]—l)xZ(l—x)(l—q)

[n+1 [n+l]2 [n+1]2 I-x+gx
R (2¢+1) [n] 2 R
[n+1]( BT o) [2]] BT e

\
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jén ((61 —x),q;x) = Ién (el,q;x)—xﬁn (eo,q;x)

(2 o] )., 1
—(mw 1] P

Ién ((e1 —x)2 ,q;x) = Ién (ez,q;x) - fo(’n (el,q;x) + leén (eo,q;x)

T {Hz(q—l>+<q—l>2}

[n +l]2

(4.28)

olarak elde edilir.
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Sureklilik moduli yardimiyla istatistiksel yaklasim hizinin incelenmesi

Bu kisimda, Rﬂ ve f(’n operatorlerinin yaklasim oOzellikleri siireklilik modiilii yardimiyla

hesaplanacaktir.
4.4. Teorem

q= (qn) dizisi 0 < g, <1 olmak lizere Es. 4.8 ile verilen kosullar1 saglasin. Bu takdirde, her

monoton artan f € C [0,1] icin

1 [(261n+1) [n] 2 ] 1#}1/2 (4.29)

ise

R, (f,qn;x)—f(x)‘ £2a)(f;5~n (x))

dir [Dogru ve Kanat 2012b].
fspat

fe C[O,l] ve monoton artan bir fonksiyon olsun. Rn ( f ,q;x) operatriiniin lineerlik ve

monotonluk 6zelligi kullanilirsa,
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R (foqsx)=f (2| <R, (7 (1)- /(%)

)
[k+l]/[n+l]

= "n,k,q(X)( ] \f(f)—f(X)\dqu

k=0 [£])/[n+1]

yazilir. Burada

—k k(k—l)/z k . n—k
o (x)=[n+1]H 7 (=) (4.30)
o k](1-x+gx).. (1 x+q" lx)
dir. g —integralin monotonlugundan ve siireklilik modiiliiniin
[£=]
£ (0) =1 ()< 571 o(136) 431)

ozelliginden dolay1

eolnet] (1
R (7)1 (<3 [ ('t . ] o :5(x))d, J

. [e+1][n+1]
= a)(f;5(x)){1 +%erk’q (x)[ I |t —x| dqt]}

k=0 [£])/[n+1]

yazilir. Simdi yukaridaki esitlikteki Riemann tipli g —integrale, g —Cauchy Schwarz esitligi

uygulanirsa,

[k)/[n+1] [)/[n+1]

n [k+1]/[n+1] 2 [k-+1]/[n+1] 1/2
Rn(f,q;x)—f(x)\<a)(f;a(x)){nézrw(x)( | (t—x)qutJ [ f dqtj}



hetnr]  \7?
x[rn,k,q (x) j dqtj
[+)/[n+1]

elde edilir. Toplam i¢in klasik Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulandiginda

[k+1]/[n+1]

R, (f,q;x)—f(x)‘<a)(f;§(x)){l+é[§rn’k’q (x) (t—x)2 dqtj

[k)/[n+1]

=0 [£)/[n+1

1 (k41 [n+1] 12
2
=a)(f;5(x)) l+g[ Forg (X) (1—x) a’qt] ,
k ]

olur, diger bir ifadeyle

R (f’q;x)_f(x)‘ < a’(f35(x)){l+é(jé,z ((e1 —x)’ »q;x))l/z}

elde edilir. Burada Es. 4.27 den dolay1

Rﬂ((el_x)z,q;x)g(%_lfxz+[n]x(1—x)+ 1 [(zqﬂ) "] 2

n+1 [n+1] [n+1]0 [3] [n+1] [2]

PULI S
[3] [n + 1]2

J
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(4.32)

(4.33)
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olur. Burada ¢ yerine Es. 4.8 esitligini saglayacak sekilde bir (qn) dizisi secilsin. Es. 4.30 ve

Es. 4.31 den

alinirsa,

R,(f.q,:x)~ f (x)|<20(f35,(x))
olur ve boylece ispat tamamlanur.

4.5. Teorem

q= (qn) dizisi 0 <g, <1 olmak lizere Es. 4.8 ile verilen kosullar1 saglasin. Bu takdirde, her

fe C[O,l] i¢in,

ise

R, (1,9,:%)- f (x)| <20( 35, (x))

dir [Dogru ve Kanat 2012b].

(4.34)
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fspat

feC [0,1] olsun. Ién ( f,q; x) operatoriiniin lineerlik ve monotonluk 6zelligi kullanilirsa

., [+ [n+1]
=[n+1] "n,k,q(X)( | \f(f)—f(X)\dff]

[k]/[n+l]

yazilabilir. Burada r,, (x), Es. 4.30 ile tanimlanmistir. Riemann tipli ¢ — integralin

monotonlugundan ve Es. 4.31 den

k+1]/[n+1] _
I?n(f,q;x)—f(x)\s[nﬂ { (| | ] (f36(x))d; J

k=0 [£])/[n+1]

[k+1]/[n+l]
ol ){1+ Sl [ J |r—x|dfrj}
(€} [n+1]

yazilir. Simdi yukaridaki esitlikteki Riemann tipli ¢ —integrale, ¢g— Cauchy Schwarz

esitligini uygulanirsa,

) et} V2 ) )
Mf’w)f<x>\<w<f;5<x>>{1+§zn,k,q<x>[ o] [ d”

/[n+1

[k+1)/[n+1] 12
x(rnkq(x) I d;t]
(k) [n+1]
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elde edilir. Toplam i¢in klasik Cauchy Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla

A ., [k+1)[n+1] X 12
R, (f,q;x)—f(x)‘ < a)(f;§(x)){l+é[2rn’k’q (x) (t—x) dftj

[)/[n+1]
i qk 1/2
X(;Vn,k,q (x)[n+1]J }

[ [k+1)/[n+1] 12
2
=o(/:0(x)) 1+g[ Tka (%) ](t_x) d;tJ g

[k)/[n+1

>
I
(=]

bulunur, diger bir ifadeyle

R (o) =S (3)= w(fﬁ(x)){“é(& (¢ -x) ,q;x))m} (4.35)

olur. Burada ¢ yerine Es. 4.8 esitligini saglayacak sekilde bir (‘]n) dizisi secilsin. Es. 4.28

esitligi kullanilir ve

5,()=(R,(( ) q,5x))

alinirsa ispat tamamlanmig olur.

Ozel olarak, Es. 4.29 ile verilen J, (x) ve Es. 4.34 ile verilen 5 (x) karsilastirildiginda

(] ) e, [ o0 (a) [ 2) 11
(["“] 1] [n+1] =) ["H]( B [n+1] [2]]
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[ [, 2(¢=D) (a-1) |, 1 )¥(1-x)(1-q)
[n+1]2 : [2] [3] J(l [n]] l—x+gx
(] i_i}c

[n+17 (3] [2]
>0

olur. Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.

4.2. Sonug

ﬁn operatdriiniin siireklilik modiili ile yaklasim hiz1 ﬁn operatoriiniin siireklilik modiilii ile

yaklagim hizindan daha iyidir [Dogru ve Kanat 2012b].
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Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar vardimiyla yaklasim hizinin incelenmesi

Bu kisimda ﬁn ve Ién operatorlerinin yaklagim 6zellikleri Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar

yardimiyla hesaplanacaktir.

4.6. Teorem

f elip, (a) olsun. ¢:= (qn) dizisi 0<g, <1 olmak iizere Es. 4.8 ile verilen kosullar

saglasin. Bu durumda, &, (x), Es. 4.29 ile verilmek iizere,

R,(f.q,:x)—f (x)| < M5 ()
esitsizligi saglanir [Dogru ve Kanat 2012b].
jspat

feLip, (a) ve 0<a <1 olsun. Burada R (f,q;x) in lineerligi ve monotonlugundan

R,(f.q:x)-f(x) <R,

S(1)=1(x)

,q;x)SMlén (|t—x

a,q;X)

elde edilir. Bu esitsizlige p=— ve g = olmak iizere, Holder esitsizligi uygulanirsa
a

-

G-l emfi o7 o)
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olur. g = (qn) dizisi 0 < g, <1 olmak iizere Es. 4.8 ile verilen kosullar1 saglasin. Es. 4.29 ile

verilen 6, (x) gdz dniine alirsa ispat tamamlanr.

4.77. Teorem

felLip,(a) olsun. g:=(gq,) dizisi 0<g, <1 olmak iizere Es. 4.8 ile verilen kosullari

saglasin. Bu durumda, 5',1 (x) , Es. 4.34 ile verilmek iizere,

R, (f29,5%)= f (x)| < M3 (x)

esitsizligi saglanir [Dogru ve Kanat 2012b].
fspat

f €Lip, (a) ve 0<a <1 olsun. Burada R, (f,g;x) in lineerligi ve monotonlugundan

R (f,q;x)—f(x)‘ﬁf?n(f(t)—f(x) ,q;x)SMIA?n (|t—xa ,q;x)

olmak tizere, Holder esitsizligi uygulanirsa

elde edilir. Bu esitsizlige p = 2 ve g =
a 2-«a

sl )

olur. g = (qn) dizisi 0 < g, <1 olmak iizere Es. 4.8 ile verilen kosullar1 saglasin. Es. 4.34 ile

verilen 6, (x) g6z 6niine alimrsa ispat tamamlanir.



86
5. GRAFIKLER

Bu béliimde baz1 n>2 ve 0<q<1 degerleri i¢in, Bernstein operatdrlerinin ¢ -

analogunun King [King 2003] tipli genellesmelerinin yaklagim hizi1 ile Lupas [Lupas

1987] tarafindan verilen Bernstein operatorlerinin (-analogunun yaklasim hizi

grafikler yardimiyla karsilastirilacaktir. Asagidaki grafiklerde, “ 7 ile R, ( f,q; X)

icin 8,, “.....7 ile R} (f,q;X) i¢in &, gdsterilecektir.

1) n=10 igin:

0.03

0.025 ‘
0.02
0.015
0.01 \ : .
0.005

i
0

.00

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

Sekil 5.1. q=—22

1000 igin &,, ve J,, mn kargilastiriimasi
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2) n=10 i¢in:

0.02 9 ~7(0.371,0.0216)

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Sekil 5.2. g =—22

i¢in &, ve J,, mn kargilastirilmasi

10000

3) n=10 igin:

Sekil 53. =0

icin &, ve &, n karsilastirilmasi
00000 1 10 s
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4) n=10 igin:

0.025

0.02

0.00

999999

ekil 5.4. q=————
> a 1000000

igin &, ve J,, n kargilagtirilmasi

5) n=20 igin:

«(0.3573,0.0109)

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

9999
ekil 5.5. q=
> a 10000

igin &,, ve J,, 1n karsilastirilmast
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5.1. Sonug

Yukaridaki grafikler yardimiyla, q[n] >1 ve X< oldugunda n>2 ve

2[n]+1
0<q<1 i¢in R (f,0;X) operatoriiniin yaklagim hizinin, R, (f,q;X) operatdriiniin

yaklagim hizindan daha iyi oldugu goriilmektedir.
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