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Fen Bilimleri Enstitiisti
[statistik Anabilim Dal1

Danigman : Prof.Dr. Olcay ARSLAN

Bu tez caligmasinda Cok Degiskenli Genellestirilmis Hiperbolik Dagilim (GHD)
ailesinin bazi 6zel durumlarmin diskriminant analizinde kullanilmasi ele alinmustir.
GHD ailesinden bazi dagilimlar i¢in diskriminant fonksiyonlar1 elde edilmis ve bu
fonksiyonlarin siniflandirmadaki bagaris1 6rneklerle gosterilmistir.

Calisma sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismia ayrilmistir. Bu
boliimde diskriminant analizinde kullanilan klasik yontemler kisaca dzetlenmistir. Ikinci
boliimde GHD ile ilgili genel tanimlamalar ile bu dagilimin parametrelerinin tahminine
iliskin bilgiler verilmistir. Ugiincii, dordiincii, besinci ve altinci boliimlerde sirasiyla
Cok Degiskenli Genellestirilmis Hiperbolik Carpik-t Dagilimi, Varyans Gamma
Dagilimi, Carpik Laplace Dagilimi ve Normal Ters Gauss Dagilimi ele alinmistir. Bu
dagilimlar i¢in ilgili boéliimlerde diskriminant fonksiyonlar1 elde edilmistir. Yedinci
boliimde, 6nceki boliimlerde elde edilen diskriminant fonksiyonlarinin karsilastirilmasi
degisik senaryolar altinda ele alinmis, son boliimde ise elde edilen bulgular
Ozetlenmistir.
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In this thesis the family of Generalized Hyperbolic Distributions (GHD) are used in
discriminant analysis. For some special cases of this family, the discriminant functions
are derived.

Thesis includes eight chapters. First chapter reserved for introductions. In this chapter,
conventional methods of discriminant analysis are briefly summarized. In the second
section, general definitions of GHD and its parameter estimation are studied.
Generalized hyperbolic multivariate Skewt-t Distribution, Variance Gamma
Distribution, multivariate Skew Laplace Distribution and multivariate Inverse Gaussian
Distribution are studied in chapter tree, four, five and six, respectively. Discriminant
functions based on these distributions are obtained from the relevant sections. In chapter
seven, comparison of discriminant functions obtained in the previous chapters are
discussed under different scenarios. The results obtained are summarized in the last
section.

May 2013, 96 pages

Key Words: Generalized Hyperbolic Distributions, Discriminant Analysis, Normal
Mean-Variance Mixture, Skew-t Distribution, Variance Gamma Distribution, Skew
Laplace Distribution, Inverse Gaussian Distribution, EM Algorithm

il



TESEKKUR

Bu tez ¢alismasi konusunda ¢alisma imkanimi saglayan ve ¢alismalarim siiresince yakin
ilgi ve destegini esirgemeyen Danigsman Hocam Saym Prof. Dr. Olcay ARSLAN
(Ankara Universitesi Istatistik Anabilim Dali)’a en derin saygilarim ve tesekkiirlerimi

sunmay1 bir borg bilirim.

Ayrica maddi ve manevi olarak beni hi¢cbir zaman yalniz birakmayan aileme ve ¢aligma

arkadaslarima da saygi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Abdullah YILMAZ
Ankara, Mayis 2013

il



ICINDEKILER

OZET oo iircincinsinsisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss i
ABSTRACT ..uuiitiiiinninninstissnisssisssessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss ii
TESEKKUR ...uoveeeerereeenenenesesssessssesesssesssssessssssssssesessssssssssessssssssssessssssssssssesssssssssssens jii
SEKILLER DIZINI couueuuiniuiucnncincinisscscsscsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss vi
CIZELGELER DIZINT ..cuuueeeirreccrcreneeencsensssesesesssssesesesessssssesssssssssssesessssassens viii
Lo GIRIS coevveeeeesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssesssssssssesssssssssssssssssasens 1
1.1 SIniflandirma Problemi ... eiciiiiniiiiisiicnsiicssnicssnccsssecssssncsssnessssscssssscssssssssssenes 2
1.2 FiSher YaKIASIII .....urreeeeeieecccrsrsssnneeeeecccssssssnsssseesccsssssossasssssesssssssssnsassssssssssssssnansas 3
1.3 Normal Dagihmh Kitleler I¢in SINIflANAIIMA .......vecvererreerernresreressesnesessessesessesenses 5
2. GENELLESTIRILMIiS COK DEGISKENLI HIPERBOLIK DAGILIMLAR...9
2.1 TaNIMIAMALAY ccuueeiiiviiiiiiiiiiniiinsnnicssninsssnesssseesssseesssssessssnessssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 9
2.1.1 Digamma FONKSIYONU ......ueiievveiiiiseiinssrninssrncssnicsssicssssncssssscssssssssssssssssssssssssssssssnss 9
2.1.2 Ugiincii Tiirden Diizeltilmis Bessel FONKSIYONU ......c.o.ceveerererreresenseseresesessesenes 10
2.1.3 Cok Degiskenli Normal Dagiliim .......cccceevvnreccscsnnnccsssnnecssssnssecssssssssssssasssssssssssscs 11
2.1.4 Ters Gamma DGl ...c.uevveenieensnenssenssncnsecssnecssesssncsssesssnssssssssassssesssssssassssasssns 12
2.1.5 Genellestirilmis Ters Gauss DagilimI.......cooueeecverensercssnncssnnicssseecssseecssseecsnneens 12
2.1.6 Ters Gauss DAL ...ccceiicivriessnninssrnessssncsssncsssnosssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssses 14
2.1.7 Cok Degiskenli Normal Ortalama-Varyans Karma Ailesi .......ccceeeveeeercscnnnenes 14
2.1.8 Cok Degiskenli Genellestirilmis Hiperbolik Dagilim Ailesi .......cccceeeunerecccnnnnees 15
2.2 Cok Degiskenli Genellestirilmis Hiperbolik Dagilim Ailesinin Bazi Ozel
DUIUIMIATT coueeiniiiiiniinninneennenntentenstecaesseessseesessssessssssssesssassssessssssssssssassssesssases 20
2.3 Parametrelerin Tahmini ve EM-AIGOritmasl....c.cccccecverescunicssnnrcssnnscssanscsasesssnnsces 20
3. COK DEGISKENLI GENELLESTIRILMiS HIPERBOLiIK CARPIK-t
DAGILIMI...oucuuiunennenncnnsinssesssessssssssssssssssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssossssssssss 29
3.1 Carpik-t Dagihmindan Rasgele Sayl Uretilmesi ........cceeueeeuessesessesnesessesesessesenses 33
3.2 Carpik-t Dagihminin Parametrelerinin Tahmini icin EM-Algoritmasi............ 33
3.3 Cok Degiskenli Genellestirilmis Hiperbolik Carpik-t Dagilimina Sahip
Kitlelerde Diskriminant FONKSIyONU......coueeiueeneensenseensnensncssnensnessaessancsssessanees 38
3.4 Carpik-t Dagihmi I¢in SImUlASYON........ceeeererererereereresesesessesessssesessesssessesessesesssses 40
4. VARYANS GAMMA DAGILIMI.......ccoeverrerreresressesessessesessssssessesssessesssessessssesasss 42

v



4.1 Varyans Gamma Dagihmindan Rasgele Sayl Uretilmesi........c.ecceseereeresecsessesenne 45

4.2 Varyans Gamma Dag. Parametrelerinin Tahmini icin EM-Algoritmasi.......... 46
4.3 Varyans Gamma Dagilimina Sahip Kitlelerde Diskriminant Fonksiyonu........ 50
4.4 Varyans Gamma Dagilimi I¢in Simiilasyon ........ceeeceeeeeeereereesseesessesesesssessssesenes 52
5. CARPIK LAPLACE DAGILIMI........ccueueuesteresessesssessesessessessssessassssesssssssessssessess 55
5.1 Carpik Laplace Dagihmindan Rasgele Sayl Uretilmesi ........o.cceeueeeeeesresecsesesenne 58
5.2 Carpik Laplace Dagihminin Parametrelerinin Tahmini i¢in
EM-AlZOrTtIMASLcccueeiiciisnricssssarrecsssssrecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 58
5.3 Carpik Laplace Dagilimina Sahip Kitlelerde Diskriminant Fonksiyonu .......... 62
5.4 Carpik Laplace Dagilimi I¢in Simiilasyon Sonuclart ...........ceeeeeeeeevenresesessesenns 63
6. COK DEGISKENLi NORMAL TERS GAUSS (MNIG) DAGILIMI. ................ 65
6.1 MNIG Dagihmindan Rasgele Say1larin Uretilmesi.........ceeveereerererenseresesesessssenes 68
6.2 MNIG Dagiliminin Parametrelerinin Tahmini i¢cin EM-Algoritmasi .............. 69
6.3 MNIG Dagilimina Sahip Kitlelerde Diskriminant Fonksiyonu.............ccceeuee.. 74
6.4 MNIG Dagilmi i¢in Simiilasyon SONUGCIAIT.........ceueerereeerereeresenesesessesessesesessesenns 75
T UYGULAMA ....ctiitiiticntisnicstesssesssissssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssasssss 78
7.1 Simiilasyon Yoluyla Uretilen Verilerin Siiflandirilmasi ..........cceeeeeereecsessesenns 78
7.2 Tris Cicegi Verileri Uzerine UYGUIAMA .........ceeeerereereresreresesesesessesessssesssesssssseses 83
7.3 Sporcu Verileri Uzerine Uygulama 87
8. SONUC ..uuueiiiiiiiuiisiissniesticssesssnsssessssissssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssns 920
KAYNAKLAR .uuiiiiiiintinntisnniistisssiesssisssnessssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 93
OZGECMIS.coniicirennntsnsisnsssnississsssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssmssssmssssssssass 96



SEKILLER DiZiNi

Sekil 3.1 Iki degiskenli genellestirilmis carpik-t dagilimimin 4 parametresine gore

AEBISTMUL ..ottt ettt ettt e et e e s e eateesaeeenseessaeenseensaeenseennnas 31
Sekil 3.2 Iki degiskenli genellestirilmis carpik-t dagilimmin X parametresine gore
41751531111 ST PSRRUSRPRR 32

Sekil 3.3 ki degiskenli genellestirilmis ¢arpik-t dagiliminin 7 parametresine gore

AEGISTMIL ..ttt ettt ettt ettt et e s et e e bt e e e enbeesaeeenbeenneas 32
Sekil 3.4 Tek degiskenli genellestirilmis ¢arpik-t dagiliminin v parametresine gore

AEGISTMIL ..ttt ettt ettt et e s bt e e sbe e e e et e e saeeenbeenaeas 32
Sekil 3.5 n=10 6rnek ile ¢arpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.................. 36
Sekil 3.6 n=20 6rnek ile ¢arpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.................. 36
Sekil 3.7 n=30 ornek ile ¢arpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.................. 36
Sekil 3.8 n=50 6rnek ile ¢arpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.................. 37
Sekil 3.9 n=100 6rnek ile carpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini................ 37
Sekil 4.1 Varyans gamma dagiliminin ¢ parametresine gore degigimi. .........c.ocueeve. 44
Sekil 4.2 Varyans gamma dagilimimin £ parametresine gore degisimi. ............ccu....... 44
Sekil 4.3 Varyans gamma dagiliminin y parametresine gore degigimi..........cooeeunvunnes 44
Sekil 4.4 Varyans gamma Dagilimiin A ve y parametresine gore degisimi .............. 45

Sekil 4.5 n=10 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.....48
Sekil 4.6 n=20 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .... 49
Sekil 4.7 n=30 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.....49
Sekil 4.8 n=50 ornek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.....49

Sekil 4.9 n=100 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .. 50

Sekil 5.1 Carpik Laplace dagiliminin ¢ parametresine gore degigimi..........cococovueevee. 57
Sekil 5.2 Carpik Laplace dagiliminin £ parametresine gore degisimi. ..........cccevueeenee. 57
Sekil 5.3 Carpik Laplace dagiliminin y parametresine gore degisimi. ........cocovevvunnnee. 57

Sekil 5.4 n=10 6rnek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .....60
Sekil 5.5 n=20 6rnek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .....60
Sekil 5.6 n=30 ornek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .....60

vi



Sekil 5.7 n=50 6rnek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .....61
Sekil 5.8 n=100 6rnek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. ...61

Sekil 6.1 MNIG dagiliminin u parametersine gore degisimi. ........ocoeveveveveieieieienenennnen 67
Sekil 6.2 MNIG dagilimiin £ parametersine gore degigimi. ........coceevvervenerseeneenneenne. 67
Sekil 6.3 MNIG dagiliminin y parametresine gore degigimi. ......ocoveveveveveveveveninenenenenen 67
Sekil 6.4 MNIG dagiliminin y ve y parametresine gore degisimi. .........cceceeevueenenennnen. 68
Sekil 6.5 n=10 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .................. 71
Sekil 6.6 n=20 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .................. 72
Sekil 6.7 n=30 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .................. 72
Sekil 6.8 n=50 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. .................. 72
Sekil 6.9 n=100 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini. ................ 73
Sekil 7.1 Ornek 1 igin diskriminant fonksiyOnlari. ..............ococeevevevevereueeeereeeeeeenenns 79
Sekil 7.2 Ornek 2 igin diskriminant fonksiyOnlart. ............ccocoeuevevevereeeeeeeeeeeeeenenens 80
Sekil 7.3 Ornek 3 icin diskriminant fonksiyonlart. ............cccooevevreuevevevecnereeeeenceennn, 81
Sekil 7.4 Ornek 5 icin diskriminant fonksiyonlart. .............cccooeveveereveveveceeeeeeneeennn, 82
Sekil 7.5 Ornek 6 igin diskriminant fonksiyOnlart. ..............ococoevevevevevereereereeeerereenenns 82
Sekil 7.6 Iris ¢icegi i¢in diskriminant fonksiyonlari. .........cccceeeveeeiiieiiiieniiecnieeeee e, 85
Sekil 7.7 Iris ¢icegi icin tahmini parametrelerle ¢izilmis Varyans Gamma

dagilimlarinin olasilik yogunluk fonksiyonlari..........cccceeceevieiieniencnnineenennnn. 86
Sekil 7.8 Sporcu verileri igin diskriminant fonksiyonlart. ..........cccocceeeeveeriencieeneenneennen. 88

Sekil 7.9 Sporcu verileri i¢in tahmini parametrelerle ¢izilmis Varyans Gamma

dagilimlarinin olasilik yogunluk fonksiyonlart...........ccccoeeeiiiiniiniiinenenen. 89
Sekil 8.1 EM algoritmasinda siireler (100 yineleme)...........cccceevveerieniienieniieenienieenee. 90
Sekil 8.2 Em algoritmasinda siireler (yakinsama kosulu altinda). ............ccccceevvvenenennnen. 91

vil



CIZELGELER DiZiNi

Cizelge 3.1 Carpik-t dagilimi i¢in hatali stniflandirma oranlart. .........ccoceeeevieneeniennn. 40

Cizelge 3.2 Carpik-t dagilimi igin x ve p hari¢ ayni parametreler ile hatali
sINIflandirma Oranlari. .........cecueeieiieriieieeeeeee e 41

Cizelge 4.1 Varyans gamma dagilimi i¢in hatali siniflandirma oranlari. ....................... 53

Cizelge 4.2 Varyans gamma dagilimi i¢in x ve u hari¢ ayni parametreler ile

hatali siniflandirma oranlart. ... 54
Cizelge 5.1 Carpik Laplace dagilimi i¢in hatali siniflandirma oranlart. ......................... 64
Cizelge 5.2 Carpik Laplace dagilimi igin g ve u hari¢ ayni parametreler ile

hatali siniflandirma oranlart. ... 64
Cizelge 6.1 MNIG dagilimi i¢in diskriminant analizi hatali siniflandirma oranlarr. ...... 76

Cizelge 6.2 MNIG dagilimi i¢in 2 ve u hari¢ ayni parametreler ile diskriminant

analizi hatali siniflandirma oranlart. ...........ccoceiieiiniiniiiineeeeee 77
Cizelge 7.1 Ornek 1'e ait hatal1 siniflandirma oranlart. .............cocoeveveveveeeeevevereeeeeeeeennnn. 78
Cizelge 7.2 Ornek 2’ye ait hatali siniflandirma oranlart..............ccceceeveveveeeveveeeeeeeeeeennn. 79
Cizelge 7.3 Ornek 3’e ait hatali stniflandirma oranlart..............cccoovevevreereeeeverreeneensn. 80
Cizelge 7.4 Ornek 4’¢ ait hatali stniflandirma oranlart...............ccco.ovevevceereveeverreenennsn. 81
Cizelge 7.5 Ornek 5’e ait hatali siniflandirma oranlart...............c.co.oooeveveruevevrnerereenenensn. 81

Cizelge 7.6 Iris ¢igegi i¢in hatali siniflandirma oranlari (4 parametre ve her iki

gruptan 50 birimlik orneklem ile). .......cccoeeviieriiiiiiniieiecieeee e, 84
Cizelge 7.7 Iris ¢igegi i¢in hatali siniflandirma oranlari (2 parametre ve her iki

gruptan 10 birimlik orneklem ile). .......cccoevieriiiiiiniieiecieeee e, 84
Cizelge 7.8 Iris ¢igegi i¢in tahmini parametre degerleri (2 parametre ve her iki

gruptan 10 birimlik 6rneklem 1le). ......ccoeoiiieiiiieiiiieeeee e 85
Cizelge 7.9 Iris cicegi i¢in hatali siniflandirma oranlari (2 parametre ve 80 birimlik

OTNEKIEM 11€) 1..iiiiiiieeiee et et 86
Cizelge 7.10 Sporcu verileri i¢in hatali siniflandirma oranlart. .........ccccoeeevvrienenennn. 87
Cizelge 7.11 Sporcu verileri i¢in tahmini parametre degerleri (2 parametre ve her

iki gruptan 15 birimlik drneklem ile). ........cceovvieiiiniiieniiniiciececeeeee, 88
Cizelge 8.1 Ornek 1 i¢in siniflandirma SUreleri. .............ccovoveveveveveeeeeeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenae, 92

viil



1. GIRIS

Diskriminant analizi, birey iizerinden Ol¢iimler alindiginda bu dlgiimlere bagli olarak
bireyi, daha onceden bilinen sonlu sayidaki ayrik gruplardan (smiflardan, kitlelerden)
birisine atayan istatistiksel bir yontemdir. Temel olarak, incelenen bireyin sinifinin
belirlenmesinde  kullanilacak  diskriminant fonksiyonlarmin bulunmast ve bu
fonksiyonlart kullanarak olusturulacak atama kuralina uygun bigimde s6z konusu

bireyin atanacagi grubun belirlenmesi amaglanir.

Diskriminant analizi ile ilgili ilk ¢aligma, lineer diskriminant fonksiyonunun (LDF)
literatiire katilmasini saglayan Fisher (1936)’e aittir. Bu calismada Fisher’in dagilimdan
bagimsiz olarak gelistirdigi yontem, gozlemlerin alindig1 siniflarin esit varyansli normal
dagilim gosteren kitleler olmasi durumu ile oOrtlismektedir. Fisher’in c¢alismasindan
sonra siiflandirma problemi bir¢ok arastirmaci tarafindan cesitli degisikliklerle tekrar
ele alinmustir. Geisser (1964) , Logan ve Gupta (1993)’nin Bayes¢i metotlari, Anderson
(1984),Gupta (1986) ile Lee ve Chen(2009)’in olabilirlik oran testi kriterini, Freed ve
Glover (1981)’1in lineer programlama yaklasimini kullanmalari bu caligmalara 6rnek

olarak verilebilir.

Verilerin Normal dagildig1 varsayimi altinda siniflandirma problemini ele alan bir ¢ok
calisma yapilmistir. John (1961) ve O’Neill (1978)’in ¢alismalar1 bunlara 6rnek olarak
verilebilir. Buna karsin degisik dagilim varsayimlari ile siniflandirma konusunu ele alan
calisma sayis1 nispeten daha azdir. Sutradhar (1990) lineer diskriminant fonksiyonunun
cok degiskenli t-dagilimi varsayimi altindaki davranislarini incelemis, Thabane ve
Drekic (2004) genellestirilmis ¢ok degiskenli Bessel dagilimi gosteren iki kitle igin
siniflandirma problemini ele almiglardir. Benzer calismalar Gompertz dagilimi
(Moustafa ve Ramadan 2005), budanmis (truncated) t-dagilimi (Batsidis 2010), ters
Gauss dagilimi (Amoha ve Kocherlakota 1986) ve gamma dagilimi (Mahmoud ve
Moustafa 1995) i¢in yapilmigtir. Bu calismada ise ‘¢ok degiskenli genellestirilmis

hiperbolik dagilim’ varsayimi altinda siiflandirma problemi ele alinmstir.



Calismanin birinci boliimiiniin devaminda diskriminant analizinde kullanilan klasik
yontemler kisaca Ozetlenmistir. ikinci bélimde ¢ok degiskenli genellestirilmis
hiperbolik dagilimlara iliskin genel tanimlamalar ile bu dagilimin parametrelerinin
tahmini ile ilgili bilgiler verilmistir. Ugiincii, dordiincii, besinci ve altinci bdliimlerde
sirastyla ¢cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik ¢arpik-t dagilimi, varyans gamma
dagilimi, garpik Laplace dagilimi ve normal ters Gauss Dagilimi tamtilmistir. Ilgili
boliimlerde parametrelerin tahmini icin EM algoritmalar1 ve diskriminant fonksiyonlari
elde edilmistir. Yedinci bolimde, onceki boliimlerde elde edilen diskriminant
fonksiyonlarmin karsilastirilmasit degisik senaryolar altinda ele alinmustir. Sekizinci

boliimde ise ¢alisma kapsamindaki bulgular 6zetlenmistir.

1.1 Smiflandirma Problemi

Diskriminant analizinde her bir kitle dl¢timlere karsilik gelen rasgele vektoriin olasilik
dagilimi ile karakterize edilir. I1,,I1,,...,IT, [ tane farkli kitleyi ve X e R’ bireyler
tizerinden alinan 6l¢iimleri gosteren rasgele vektor olmak {izere, X ’in olasilik yogunluk
fonksiyonunu f, (x:0,) ile gosterecegiz. Bu olasilik yogunluk fonksiyonlar: bigimsel
olarak bilindiginde diskriminant analizi, 8, parametresinin tahmin edilmesi ve atama

kuralinin olusturulmasi ile gergeklestirilir (i =12,...,/ ) .

[ tane farkli kitlenin birlestirilmesiyle olusturulmus gruptan rasgele alinan bir bireyin

IT, kitlesine ait olmas1 olasiligini g, ile gosterelim. Buna gore ¢, = P(X €1I1,) olasihig:

‘onsel(prior) olasilik’® olarak adlandirilir. Dolayisiyla tanim geregi

i

Zqi:l

i=l1

olacag agiktir. g, onsel olasiliklarinin se¢iminde genelde iki yaklagim kullanilmaktadir.
Bunlardan ilki / tane kitlenin tiimii i¢in g, ‘leri esit kabul ederek &,- =1/1 bigiminde

secilmesi, digeri ise kitlelerden alinan 6rneklem hacimleri ile her bir kitle i¢in c} ,=n/n



bi¢iminde secilmesidir. Burada n,, i. kitleden alinan 6rneklem sayisini, » ise toplam

drnek sayisini gdstermektedir (i =1,2,...,/) (Hubert ve Drisen 2004).

Atama isleminde, gézlemin ait oldugu asil kitleden farkli bir kitleye atanmasi durumu
‘hatali  simiflandirma’  olarak adlandirilir.  Siniflandirma  probleminin, X e R’

vektoriiniin aldig1 degerlere gore, 6rneklem uzayim / ayrik bolgeye parcaladig goz

oniine alinirsa, gercekte j.kitleye ait olan bireyin yanliglikla i. kitleye atanmasi olasiligi

Py, =] 1, (x0,)dx (1.1)
B;

!
dir. Burada | JB =R’ , B "B, =@ vei=j,i,j=12,.., dir.

i=1

Her hatali siniflandirma beraberinde bir maliyet getirecektir. Bu maliyete ‘hatali

siiflandirma maliyeti’ denir.

1.2 Fisher Yaklasimi

Fisher’in dagilimdan bagimsiz olarak gelistirdigi yonteminde X =[X,,X,,....X,]'
birimler lizerinden gozlenebilen d boyutlu rastgele vektdr olmak iizere, x gézlemleri

Y=a'X=aX +a,X,+...+a,X, (1.2)

dontisiimii ile tek degiskenli y gozlemlerine doniistiiriiliir. Burada a vektorlii miimkiin

olan en iyi smiflandirmayr gerceklestirecek sekilde secilmelidir. Fisher’in bu
yaklagiminda ¢ok degiskenli gozlem wverileri, smiflandirmada kullanilacak tek

degiskenli bir skor degerine gevrilir.

II,ve I, swrastyla g ve p ortalamali, ortak Y. varyans-kovaryans matrisine sahip
kitleler olsun. Bu durumda x ve u_swrasiyla IT, ve II, kitlelerinde olan X rasgele
1Y L2y

degiskeni ile elde edilen Y rasgele degiskeninin kosullu beklenen degerleri olmak iizere



#, =E(Y|M) = E(a' X|M, ) =a's,
#y, =E(Y|IL,) = E(a'X|IL, ) =a's,

olacaktir. Benzer sekilde Y ’nin varyansi her iki grup icin de ayni olup

o, = Var(g'z) =a'Xa

'

olarak elde edilecektir. Fisher’in yaklasiminda a vektori, M Ve beklenen degerleri

arasindaki karesel farkin Y ’nin varyansma oraninin en biiylik olmasini saglayacak

bicimde secilir. Bu oran

(1.3)

olarak tanimlanir. Buradan

max j(a) ,a#0 (1.4)

maksimum probleminin ¢oziilmesiyle a =X ( H, —,uz) olarak elde edilir (Anderson

1984). x e R’ gdzlemi i¢in diskriminant skoruise y=a'x=x'a=x'%L" (ﬁl _ﬁz) olarak

elde edilir. Buradan ‘Fisher Lineer Diskriminant Fonksiyonu’
d* (x)=x'=" (ﬁl-ﬁz) (1.5)

biciminde elde olusturulur. Atama kurali ise doniisim uygulandiktan sonra grup

ortalamalar1 arasindaki uzakligin orta noktasmim 1/ 2( a'p +a' ﬁz) =1/2A%oldugu goz

Oniine alinarak



1
Eger d*’ ()_C)ZEAZ ise xell,

) (1.6)
Eger d"° ()_c)<5A2 ise xell,

bigiminde olusturulur. Dikkat edilecek olursa A*= (g 'u ta' Ez) =a '( u o+ ﬁz)
degerinde a =X ( u - ﬁz) yerine yazildiginda A* = ( Iy )'Z’l ( [+ ﬁz) olarak elde

edilir. Boylece (1.6) ile verilen atama kuralinin, esit varyans-kovaryans matrisine sahip

Normal dagilimli iki kitle i¢in (1.10) ile verilen atama kural1 ile ayni oldugu goriiliir.

1.3 Normal Dagilimh Kitleler I¢in Siniflandirma

Bu boliimde iki ¢ok degiskenli normal dagilim i¢in siniflandirma problemi hakkinda

kisa bilgiler verilecektir.

I1, ve I, swrasiyla N, (EI,Z]) ve N, (32,22) dagilimina sahip kitleler olsun. X € R

rasgele vektorii icin

1 1 o -1 .
fgi (z;gl_,Zi) =W6Xp{—5()_6—ﬁi) Zi ()_C—ﬁl_)} =12 (1.7)

dir. Burada X, e R pozitif tammli bir matris ve # € R dir (i=1,2). Bu iki kitlenin
birisinden geldigi bilinen bir x, e R’ gdzlemi icin atama kurali, C, ; ile gergekte j.

kitleden olan bir bireyin i.kitleye hatali smiflandirma maliyetini, ¢, = P(X €I1,) i

kitleye iliskin 6nsel olasilig1 gostermek tlizere (i, j =1,2 ve i # j)

Eger U4ED) >% G ise, x,€ll
fiz (Eo) q, G,

Eger Jx, (x,) <2 Cuz ise, x,ell,
fgz (Eo) q, Ly



bi¢imindedir. Calismanin devaminda hatali siniflandirma maliyetleri her iki kitle i¢in

esit, onsel olasiliklarinda iki kitle i¢in ayni oldugu kabul edilecektir. Boylece C,,, =C,,

ve ¢, = g, almarak atama kurali

{Eger i, (20)] S, (x0) 21 ise,  x, €11, (1.8)

Eger fil()_co)/fiz()_co)<1ise, x, €11,

bigiminde elde edilecektir (Welch 1939).

X, =X, =X olmast durumunda, logaritmik fonksiyonun monoton artan olma ozelligi

kullanilarak

IOg{fél (E)/flz (E)} =x'2" (El _ﬁz)_%(ﬁl +£2)'Z‘1 (ﬁl _ﬁz)

bigiminde yazilabilir. Burada A’ = ( U - ﬁz)'Z" ( u o+ Ez) olmak iizere, lineer

diskriminant fonksiyonu
d* (x)=x'Z" (1, -, (1.9)

olarak, atama kurali ise

Eger d"° (E)ZLAZ ise xell
f (1.10)
Eger d"° (§)<5A2 ise xell,

bi¢iminde elde edilir. X, # X, olmas1 durumunda



log{ £y, (x)/ /. (x)} = —%Mg%%[(z—ﬁz)ff (= at) = (a1 ) 2 (- )

olup, D, = (5— ﬁl_)'z;l (5— E,-) ,i=1,2 gosterimi kullanilarak karesel diskriminant
fonksiyonu

(1.11)
alindiginda, atama kurali

Eger d?° (§)<log% ise  xell,
? (1.12)

2|

Eger dQD( >log— ise  xell,

bi¢iminde elde edilir.

X, =%, =X olmasi durumda eger parametreler bilinmiyorsa (1.9) ve (1.10)’de M, Ve

2. parametreleri yerlerine sirastyla

n o
X=X, (1.13)
n, iz
S S )T )BT 1T

tahmin edicileri kullanilir. X, # X, olmas1 durumunda parametreler bilinmiyorsa (1.11)

ve (1.12)°de p,u ve £.,%, parametreleri yerlerine sirasiyla



(1.14)

tahmin edicileri kullanilir.



2. GENELLESTIRILMIiS COK DEGISKENLi HIPERBOLIiK DAGILIMLAR

Bircok istatistiksel teknik, gozlemlerin alindigi kitlenin ya da kitlelerin Normal
dagildig1 varsayimina dayanmaktadir. Fakat gercek hayatta siklikla verilerin normal
dagilim gdstermemesi problemiyle karsilasilmaktadir. Bu varsayimdaki bozulmanin géz
ard1 edilmesi, gercek diinya ile uyusmayan sonuclar elde edilmesine yol agmaktadir. Bu
calismada s6z konusu bozulmanin 6nceki boliimde kisaca anlatilan diskriminant analizi
tizerine etkisini gidermeyi amaglanmistir. Bu sebeple Kkitlelerin ‘cok degiskenli
genellestirilmis  hiperbolik dagilim’ gostermesi durumunda atama kurallarinin
olusturulmasina caligilacaktir.

Cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesi olduk¢a esnek ozelliklere
sahiptir. ‘Normal ortalama-varyans karma dagilim’ ailesinin 6zel bir hali olup, Student-
t, ¢arpik-#, varyans-gamma, ters Gauss gibi bilindik bir ¢ok dagilimi kapsamaktadir.
Parametrelerin uygun se¢imleriyle bu dagilimlarin basiklik ve carpikliklarinin farkl

se¢imleri s6z konusu olabilmektedir.

Genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesine dahil bazi dagilimlar risk analizi ve finansal
verilerin modellenmesinde siklikla kullanilmaktadir. Bu c¢alismada c¢ok degiskenli
genellestirilmis hiperbolik dagilim ve bu dagilimin parametrelerinin farkli segimleriyle
elde edilecek dagilimlar1 kullanarak diskriminant fonksiyonlarinin olusturulmasi

hedeflenmektedir.

2.1 Tammlamalar

Bu boliimde ilerleyen kisimlarda kullanilacak bazi temel kavram ve tanimlar

verilecektir.

2.1.1 Digamma fonksiyonu

Digamma fonksiyonu gamma fonksiyonunun logaritmik tiirevi olarak tanimlanir

(Abramowitz ve Stegun 1964). Digamma fonksiyonunu



w(x) =-Liog(r(x)) @.1)

biciminde gosterilecektir.

2.1.2 Uciincii tiirden diizeltilmis Bessel fonksiyonu (modified Bessel function of

third kind)

Ugiincii tiirden diizeltilmis bessel fonksiyonunu (kisaca Bessel fonksiyonu) i¢in integral

gosterimi Barndorff-Nielsen(1978) tarafindan
1t t ¥
Kl(t)—zjy exp —E(y+y ) dy, t>0 (2.2)
0

biciminde verilir. Bu fonksiyon i¢in

K,(x)~T(A)2""'x"* x40 (2.3)

K,(x)~T(-4)27""%" ,x10 (2.4)

asimptotik formiilleri (Abramowitz ve Stegun 1964), calisma igerisinde bazi limit
durumlarimin incelenmesinde faydali olacaktir. Ayrica Bessel fonksiyonu A

parametresine gore simetri 6zelligi de tasimaktadir. Yani
K,(x)=K_,(x) (2.5)
dir. Ayrica A =1/2 6zel durumu i¢in Bessel fonksiyonunu degeri

Ky, (x)=x"e"x/2 (2.6)

10



esitligi ile verilir. Bessel fonksiyonu i¢in kullanilacak bir diger ozellik ise, Bessel

fonksiyonunun logaritmik tiirevi ile ilgili

_ 2.7)
K, (x)
—xlogKﬂ( )=—%—[j;;((xx)) (2.8)

esitlikleridir (Abramowitz ve Stegun 1964, Blaesild 1981).
2.1.3 Cok degiskenli normal dagilim

X rasgele vektorii

- We"p {‘%(J_c—ﬁ)t " (’—f—ﬁ)} xeR (2.9)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse, d boyutlu normal dagilima sahiptir denir ve
X~N, ( E’Z) ile gosterilir. Burada peR’ ve TeR™ pozitif tamml singiiler

olmayan bir matristir. Bu durumda

beklenen deger ve varyans-kovaryans matrisidir.

11



2.1.4 Ters gamma (inverse gamma) dagilimi

X rasgele degiskeni

= >

} ,x>0,a>0,8>0 (2.10)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse ‘fers gamma’ dagilimina sahiptir denir ve
X ~IGamma(a, ﬂ) ile gosterilir. X rasgele degiskeninin beklenen deger ve varyansi
ise

E(X)=B/(a-1) (2.11)

Var(X)= /(¢ -1)'(¢-2)) ,a>2 (2.12)

dir. Ayrica Y ~Gamma(a, ) dagilmma sahip ise 1/Y ~IGamma(ea,f) dagilim
gosterir (McNeil vd. 2005).

2.1.5 Genellestirilmis ters Gauss (generalized inverse Gaussian) dagilim

X rasgele degiskeni

X i 1( 1
fX(x;/i,;(,w)z—)x exp| ~—| X W , x>0 (2.13)
x

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahipse ‘genellestirilmis ters Gauss’ dagilimina sahiptir

denir ve X ~ N (4,2,y) ile gosterilir. Burada K, (.) igiincii tiirden A parametreli

degistirilmis Bessel fonksiyonunu gostermektedir. Ayrica A, y,i parametreleri

12



A=0ise y >0,y >0

A<0ise y >0,y >0
A>20ise y 20,y >0

ozelliklerini saglamaktadir.

X ~ N~ (4, 2.w) olmak iizere E(X“) beklenen degeri

esitliginde (2.13) olasilik yogunluk fonksiyonu dikkate alinirsa

7 (av) 2K (Vev) _[ 1}“/2 K, (Vo)

E(x*)= ., Kﬂ(\/ﬁ)

2k, (Vv ) o) B

elde edilir. Buna gore

o2 £t

dir. Genellestirilmis ters Gauss dagilimina iligkin bir diger kullanigli 6zellik ise

(2.14)

(2.15)



olmasidir. Yazilan son iki esitlik >0 ve y >0 durumu icin gegerlidir. Dikkat

edilmesi gereken baska bir nokta ise (2.15) degerinin niimerik yollarla bulunmasi

gerekliligidir (McNeil vd. 2005).

2.1.6 Ters Gauss (inverse Gaussian) dagilimi

X rasgele degiskeni

(x—,u)2},x>0 (2.16)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip oldugunda ‘ters Gauss’ dagilimina sahiptir denir

ve X ~ IG( ,u,l) ile gosterilir. X rasgele degiskeninin beklenen deger ve varyansi

E(X)=u (2.17)

Var(X)z,u3/ﬂ, (2.18)
esitlikleri ile verilir (Chhikara ve Folks 1989).

2.1.7 Cok degiskenli normal ortalama-varyans karma ailesi

X rasgele vektori

X=m(W)+JWAZ (2.19)

[
I3

doniisiimii ile tanimlansin. Eger

i. z~nN,/(01,)

il. W 20 negatif degerler almayan ve Z ’den bagimsiz bir rasgele degisken

14



iii. A eR"* bir matris

iv.  m:R" >R 5lgiilebilir bir fonksiyon

ozellikleri saglaniyorsa, X resgele vektoriine ‘cok degiskenli normal ortalama-varyans

karma dagilimina’ sahiptir denir. Ayrica W rasgele degiskeni karistirici degisken

(mixing variable) olarak adlandirilir.

Kolayca goriilecegi lizere

(£|W=w)~Nd (m(w),w):.) (2.20)

kosullu dagilimina sahiptir. Burada X = AA' dir.
2.1.8 Cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesi

Genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesi, ilk olarak Barndroff-Nielsen (1977)
tarafindan Onerilmistir. Barndroff-Nielsen bu calismasinda esen riizgardaki kum
tanelerinin biiytikliiklerinin dagilimini ele almistir. Devam eden ¢aligmalarda bu dagilim
ailesi fizik, biyoloji, istatistik gibi bir ¢ok bilim alaninda kullanilmistir. Dagilimin kalin
kuyruklu ve carpik yapida olusu, finansal verilerin modellenmesinde de kullanish
sonuglar vermektedir. Bu alandaki ilk ¢alisma Eberlein ve Keller tarafindan (1995)
verilmis, sonraki tarihlerde genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin finansal veriler
tizerine uygulandig1 bir ¢cok calisma yapilmistir. Bu calismalara 6rnek olarak Prause

(1999) McNeil (2005) ile bu kaynaklarin referanslari verilebilir.

Bu dagilim ailesi normal ortalama-varyans karma dagilim ailesinin bir alt siifi olup,
karistirict degisken dagiliminin genellestirilmis ters Gauss (GIG) alinmasiyla elde edilir.
GIG dagiliminin 6zel parametre se¢imleriyle normal, gamma, ters gamma ve ters Gauss

dagilimi gibi 6zel dagilimlarin elde edilebiliyor olmasi, genellestirilmis hiperbolik

15



dagilim ailesinde de etkilerini gostermekte; GIG dagiliminin 6zel halleri kullanilarak

genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin alt siniflar1 elde edilebilmektedir.

Normal ortalama-varyans karma dagiliminda W karistirict degiskeninin dagiliminin

genellestirilmis ters gauss, m Ol¢iilebilir fonksiyonunun ise
m(W)zﬁvLWZ (2.21)

biciminde secilmesi durumunda, (2.19) doniisiimii ile verilen X rasgele vektorii ‘cok

degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilima’ sahiptir.

m fonksiyonunun bu sekilde se¢imiyle (2.19) donistimi, u e R ve V€ R parametre

vektorleri olmak tizere
X=u+Wy+JWwAz (2.22)
olarak yazilir. (2.20)’deki kosullu dagilim ise
(X|W =w)~ N, (u+Wy.wE) (2.23)

halini alir. Buradan X rasgele vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu,

fr(x)= IfXW (£|W)hW (w)dw

integrali ile bulunabilir. Buna goére X|W kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

Suw ()_c| w) i¢in (2.23) ve (2.9)’dan
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1 1 -1
Sy (x]) = Wexp{‘g(i—ﬁ—wz)'(wz) (E—E—WZ)}

1 1 ' )
~(n) e"p{‘a(ﬁ‘ﬁ-wz) () 1(z—g—wz)} xR’

elde edilir. Ustel ifadenin diizenlenmesiyle

W—d/z ot E_ﬁ v):fl E_ﬁ 7/.2717/
fxw(£|w)=WeXp{(ﬁ‘ﬁ)z Z_( )2w( )__2/w_}

yazilabilir. Son esitlik ile verilen fK‘W (§| w) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu ve
W ~N~(4,x.v) rasgele degiskeninin (2.13)’de verilen olasilik yogunluk fonksiyonunu

kullanarak

X‘W dw

x)=]

0

© —d/2 x— vzfl xX— 'Z_l
_([ d/2| |1/2exp{x ﬁ)'Z_lz—(x ﬁ) 2W(x ﬁ)_ZZ/WZ}X

- \/—1 N
%w exp[—%( %+1/lede

bi¢iminde elde edilir. Diizenleme yapildiktan sonra D, :()_c— E)'E’l ()_c— ﬁ) olmak

luzere

W)
fi(z)_ d/2|2|1/2 (\/W

%Twz-d/z—l exp{— (E_ﬁ)'z’_l (E_ﬁ) _ Z'Z_IZ}exp(_%(;{lJr l/,wj]dw
o w w

)exp{(z—ﬁ)'z‘lz}x

17



p3

= Z_A(W) exp{(x—u)'Eyix
= \/*) p{(— #) Z}

(27)" 2" K, (Vv

% D_+ Ty +
%jwi—dﬂ—l exp{— XY= l//}dw
0

2w 2/w

1/D{+Z

olarak elde edilir. Son esitlikte w= w'  doniisiimii  yapilirsa

dw=—D£+Z

dw" olmak iizere

f&(—) (277)d/2|2|1/2K/1(W) p{(— E)Z Z}{ (7_,'):17_,—1—‘;”)}

elde edilir. Burada (2.2)’de verilen Bessel Fonksiyonu i¢in integral gdsterimi dikkate

alinirsa esitligin sag tarafindaki integral i¢in

29 2

Liwy exp{_ 2+ 2)(z2 r+v) (W* +%]}dw*

k([0 )= )

oldugu goriiliir. Boylece
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p!

- ZJ(W) e AT ﬂlmx
fl(—) (27Z)d/2|2|1/2K1(\/W) p{(— E)E Z}{ (Z'EIZ+V/)]

Ko (\/(Dx + Z)(Z'E_IZ“/’))

halini alir. Sabitlerin diizenlenmesiyle cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik

dagilima sahip X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

() ()
(277)4/2 |2|1/2 K, (W)

olmak tlizere

-V ) ea

biciminde elde edilmig olur. X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

yukaridaki gibi oldugunda X ~ GH, (l, X M X, Z) gosterimi kullanilir.

(2.20)°den kolayca goriilebilecegi iizere E(X|W)=pu+Wy ve Cov(X|W)=WZE olup
bu degerler yardimiyla ¢ok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilima sahip X

rasgele vektori i¢in

E(X)=E(E(X|W))=u+E(W) y (2.25)

Cov(X) = E(Cov(X|W))+ Cov(E(X|W))

(2.26)
=E(W)Z+ Var(W)Zz'
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beklenen deger ve kovaryans ifadeleri elde edilir. Dikkat edilecegi tizere y #0 olmasi
durumunda x4 ve X parametreleri, X ’in beklenen deger vektoriinden ve varyans-

kovaryans matrisinden farkli birer parametredir. Son iki ifade (2.14) kullanilarak acilirsa

elde edilir.

2.2 Cok Degiskenli Genellestirilmis Hiperbolik Dagihm Ailesinin Bazi Ozel
Durumlan

Cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesi oldukca esnek o6zelliklere
sahiptir. Asagida parametrelerin 6zel se¢imleriyle elde edilecek 6zel durumlar
Ozetlenmistir (McNeil vd. 2005).
e Eger A=1 segilirse, marjinal dagilimlar1 tek degiskenli hiperbolik dagilimlar
olan ¢ok degiskenli dagilim elde edilir.
e Eger 4 =-1/2 secilirse, normal ters Gauss dagilimi (NIG) elde edilir.

e Eger A>0 ve y=0secilirse, varyans-gamma dagilimi elde edilir.

e Eger A=-1, y=v ve y =0 secilirse ¢arpik-t dagilimi elde edilir.

2.3 Parametrelerin Tahmini ve EM Algoritmasi

Cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesi, sahip oldugu esnek 6zelliklere
karsin, uygulamada parametrelerin tahmin edilmesi gerektigi durumlarda iizerinde
calisilmas1 zor bir dagilim ailesi haline gelmektedir. Ozellikle boyut sayis1 arttik¢a
olabilirlik fonksiyonu maksimizasyonu karmasik hale gelmektedir. Parametre

tahmininde karsilasilan diger bir zorluk ise tahmin edilmeye calisilan parametrelerden
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bazilariin, gozlenemeyen  karistirict  dagilimin  parametreleri  olmasindan
kaynaklanmaktadir. EM algoritmas1 direk olarak go6zlenemeyen parametrelerle
bicimlendirilmis dagilimlarda, en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini bulmay1 amaclayan
iteratif bir yontemdir. Yontem E-Adim1 ve M-Adimi olarak isimlendirilen iki adimdan
olusur. Tlk adim olan E-Adiminda dagilimin log-olabilirlik fonksiyonu, gozlenemeyen

degiskenlere gore tahmin edilir. Bu adimda X,,X,,...,X ’lerin gozlem degerleri

kullanilir. M-Adiminda ilgilendigimiz parametre degerleri, ilk adimda tahmin edilen
log-olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapacak sekilde hesaplanir. Bu hesap degerleri
E-Adimmin yeni girdileri olarak kabul edilip iterasyon yenilenir. Parametre
degerlerinde yakinsama saglanincaya kadar yukaridaki iglemler tekrar edilir.

Bu boliimde McNeil (2005) tarafindan verilen ¢ok degiskenli genellestirilmis hiperbolik
dagilm i¢in EM (Expectation-Estimation) algoritmasini ele alinacaktir. Sonraki
boliimlerde ¢arpik-t, varyans gamma, carpik laplace, normal ters Gauss dagilimlari igin
s0z konusu algoritma Ozellestirilecek ve bu dagilimlar icin EM algoritmalar
olusturulacaktir. EM algoritmalar1 i¢cin Hu (2005) ve Arslan (2010) kaynaklarina
bakilabilir.

X, X,,...,X,~GH, (l, ;(,1//,&1,2{) dagilimindan rasgele bir 6rneklem olsun. GH

dagilimiin tahmin etmeye calisilan parametrelerinin kiimesi & =(/1, XV s X )_/) ile

gosterilsin. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi
log L(&3%,,%,,..0%, ) = 2 log fy (x:54) (2.29)
i=1

olarak yazilabilir. & =(ﬂ,, 7.V, /_1,2‘.{) parametrelerinin tahmin edicileri, olabilirlik

fonksiyonunun maksimum yapilmastyla bulunabilir. Ancak parametre sayisinin fazla
olmasi d6zellikle boyut sayist arttikga bu maksimizasyon probleminin ¢oziimiinii oldukca
zorlagtirmaktadir. Bu yiizden daha 6nceki boliimde bahsedilen, kosullu normal dagilim

gosterimini kullanarak
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Lo (252200 .27 ) = Fgy (5w 207 ) By (Wi 2 2.07) (2.30)
bi¢iminde yazilsin. Burada X|W ~ N, ( u+wy, wZ) ve Iy, (w4, z,v) (2.13)de verilen

genellestirilmis ters Gauss dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonudur. Boylece (2.29)

ile verilen log-olabilirlik fonksiyonu

100G L( &3, X5y X, Wi Wiy W, ) =

n

n n 2.31
D log fiy (. wis s 2oy )+ Y loghy, (widiz.v) 23D
i=1 i=1

gibi yazilabilecektir. Dolayisiyla u, X,y parametreleri

L= anlog T (L‘ [w QE’E’Z)
i=1

ifadesinin, A, y,iy parametreleri ise

L, = Zloghw (wis A, 2.v)

i=l1

ifadesinin maksimum yapilmasiyla ayr1 ayr1 elde edilebilir. Fakat L, ifadesinin
maksimum yapilmasi i¢cin w, gozlenemeyen karistirict degiskenlerinin kullanilmasi
gerekmektedir. Bu noktada w,’lerin gozlenebilir oldugu varsayilarak bu degerler

optimize edilir. (2.31) esitliginde ilgili dagilimlarin olabilirlik fonksiyonu yardimiyla

n d n n B
L= Z‘logfii‘wi (£[|Wi;ﬁ,2,z) = —glog|2|—5210gwi +Z(£i _ﬁ)v): 1Z
. "~ "~ (2.32)

Ay 1S
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L, =Zn:10gh wl,l ;(,z// ZIng ——Zw z

i1 g o =1 (2.33)
—TIOg;( +710g1// - nlog(2K/1 («/;(1// ))
olacaktir. Z,’in u,X,y parametrelerine gore maksimum yapilmasi i¢in
6L 0 . 8L 0 . % 0
6;1 - 67 - ox
kismi tiirevleri alinarak denklem sistemi olusturulur.
aLl | —1 _ Z 1 . | 1 -1 _ e 1ewe ey
—=|-nX"y Z—( X,'2 +u'x ) =0 esitliginden u ¢ekilirse
ou R - -
n w; 1 X~ 2
p=—"= , (2.34)
B 'ty w!

% = (Z(L‘ - ,u)'):F1 — }/'ZIZWZ.] =0 esitliginden y ¢ekilip, & parametresinin (2.34)
/4 i1 - - = a o

’de verilen tahmini yerine yazilirsa

= | (2.35)

R R CR) I

oz
S ) —) E+ S 7 S =0

i=1
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esitliginden ise X 'nin Qekilmesiyle*

< 1 VIS RS
= > wi'x, —u)lx —pu)-=>Y wyy 2.36
R (_, g)(_, g) nZ]) VY (2.36)
tahmin edicileri elde edilmis olur. Benzer sekilde L,’in A, y,p parametrelerine gore

maksimum yapilmas: i¢in bu parametrelere gore kismi tlirevleri aliir. Ancak bu

noktadan sonra A’nin sabit oldugunu diisiinecegiz. Bu yiizden diger iki parametreye

gore
a o L,
oy oy

kismi tiirevleri alinarak denklem sistemi olusturulur. Buna gore

oL, :_liwi_] _ﬂ+ \/ZKM(Q) 0 ,0=+[yv (2.37)
= x

= R St/ B A | 2.38
ov 24" 0k, (0) (238)

denklemleri elde edilir. Esitliklerin her iki tarafi n™' ile ¢arpildiktan sonra (2.38)’den

elde edilen




n

Kj(é’)@(l—nZZWiiwj,lj—biKM(H)Kﬂ (6)=0 (2.39)

=l =l

esitligi elde edilir. Son esitlikten €’nin ¢ekilmesiyle

o Hzn: wK,(0)
7= (2.40)
K}.H (H)

~

w=0/x (2:41)

degerleri elde edilir (Hu 2005).

Buraya kadar olan kisimda w, degerlerinin gozlenebilir oldugu varsayilmisti. Bu
noktada (2.31) ile verilen log-olabilirlik fonksiyonunun X,,X,,...,X ’lerin gozlem

degerlerini kullanarak, bu degerler bilinirken kosullu beklenen degeri alinacaktir. E-

adiminin k.iterasyonu i¢in

0 =E(l0gL(&:x) X500 nX, T Wy W, o2, 18

M-Admminda bu fonksiyonun maksimum yapilmasiyla yeni %™ parametre degerleri
elde edilir. Bu islem icin E(Wi|)_c,.;J[A']),E(I/Vi'l |)_c,.;§[”) ve E(log(Wl.)|3_c,.;§[k]) kosullu
beklenen degerlerini, (2.32) ve (2.33) da wverilen L ve L, log-olabilirlik

fonksiyonlarinda w,, w;' ve logw, degerlerinin yerine yazilmasi gerekir. Beklenen

degerleri
o= B0 6) ol = E(W s £) 8 = E(log (W )eiCV)  242)

notasyonlar1 ile gosterelim. Ayrica bu degerlerin ortalamalari i¢in

25



I 11 1 e I
nio ni n;

sembolleri kullanilsin (McNeil vd. 2005). (2.42)’de verilen beklenen deger ifadeleri

(2.14) ve (2.15) esitliklerini kullanarak

(\/(Dx[[k] +l[k1)(w[k] +}/ |E[k]17_/[k]))

1
(k] L D, [k]+Z[k] ]2 Ko (2.44)
PoT [k] Trya[kl-1, [K] .
R A Kl(\/(D [k]+Z[k])(l//[k]+Z[k]'Z[”lg[k]))
1 NG NG e
_ D [£] +y 2 Kldﬂ(\/(Dxi tv )(l// +Z z Z ))
" l//[“+7 Ity 1 6] K1)y (K] 4 o KT ralkT K] 243)
4 Ki;i(\/(Dxl_ 1) (4 Iy ))
1 T
W =—1lo
& ) g(l// +y“‘]'2‘. IZ[k]\J
ok ( ¢ P (2.46)
D (k] [k])(l//[k +7[ Ly [k] 17[ ]))
+aa l—7+a o
Kid(\/(DX‘[k]_i_v[k])(l//[k]_i_?/ 'Z[”’l;_/ ))

olarak hesaplanir. Bdylece L, ’in maksimum yapilmasi i¢in (2.34), (2.35) ve (2.36)

denklemlerinden parametrelerin £+1. adim i¢in yeni degerleri

[k 1] _125[k](x X )

v g[k]gm 4 (2.47)
[k+1] nilzé‘i[k]zi _2[“]]

M = ! E[k] , (2.48)
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i[kﬂ] ~k+1] A[k+] —[k] ALEH] ALk

1 n t
725}“(9_&-—& )(z,-—g )—n oy (2.49)
i=1

olarak hesaplanir. Benzer olarak L, nin de kosullu beklenen degeri maksimum

yapilmak istenirse (2.40) ve (2.41) denklemlerinden parametrelerin k+1. adim i¢in yeni

degerleri

+1] k] +
0 ()

o (2.50)
k] 9["*1]2

esitlikleri ile hesaplanir. Asagida ¢ok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilimin

parametrelerinin tahmini i¢in EM algoritmas1 yer almaktadir.

e E Adim

0 k.terasyon’da tiim gozlemler icin (2.44),(2.45) ve (2.46)’u
kullanarak

(k] [k]  glk]
5' b 77,‘ 7§i

1

degerlerini hesapla.

0 k.iterasyon’da

= 1 —h1 1< 11 1
IR WL I
}’li=1 ni:l ni=1
degerlerini bul.
e M Adimi

0 Parametrelerin yeni degerlerini

[k+1]  [k+1] Z[k+1 [k+1]

ot A
(2.47),(2.48),(2.49),(2.50) ve (2.51)’1 kullanarak hesapla.

k+1]
9

7

0 Yakinsama saglanmadiysa k=k+1 alarak E-Adimina don.
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Bu algoritma genellestirilmis hiperbolik dagilimin 6zel halleri icin degistirilebilir.

[terasyonun baslangic degerleri olarak M igin orneklem ortalamasi, X igin drneklem

Varyans-kovaryans matrisi veya bu parametrelerin MCD robust tahminleri

kullanilabilir. y, 7,y parametreleri i¢in ise sifira ¢ok yakin degerler segilebilir.
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3. COK DEGISKENLI GENELLESTIRILMIS HIPERBOLIK CARPIK-T
DAGILIMI

Tek degiskenli Student-t dagilimi finansal verilerin modellenmesinde, normal dagilima
kiyasla degisik serbestlik dereceleri ile kuyruk kalinliginin ayarlanabilmesinden dolay1
siklikla kullanilmaktadir. Student-t dagiliminin ¢arpik durumlar i¢in birgok tanimlama
mevcuttur. Birbirlerine alternatif olan bu tanimlamalara 6rnek olarak Fernandez ve Steel
(1998), Jones ve Faddy (2003) ile Azzalini ve Capitanio (2003)’nun calismalari
verilebilir. Aas ve Haff (2006)’1n genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin bir 6zel
hali olarak ele aldig1 ve g¢alismanin bu bolimiinde kaynak olarak alinan calisma
haricinde, dagilim ile ilgili diger ¢alismalar i¢in Hu (2005), Hu ve Kercheval (2010) ile
McNeil vd. (2005) kaynaklarina bakilabilir.

X ~GH, (/1, 2V 12, ;_/) dagilimma sahip olsun. Bu durumda, W ~ N™(4, z,) olmak

lizere, X rasgele vektoriiniin
X=u+Wy+JWwAZ

doniisimii ile gosterilebilecegi verilmisti. W ’nun dagiliminda A=-v/2, y=v ve
w =0 parametre se¢imi yapilirsa elde edilecek dagilim ‘cok degiskenli genellestirilmig

hiperbolik ¢arpik-t dagilim’ dir. Buna gére X rasgele vektorii

21—(v+d)/2

F(;)(ﬂ'\})du |Z|1/2

C =

olmak tuzere
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K|+ D, )(7'Z"7) | expi(x-u )2y
fe(x)=c 2[\/ } { } G.1)

|:\/(V+Dx)(7_,u21]_/):|—(v+d)/2 (1 +lD j(wd)/z

1%

I=

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. X rasgele vektorii (3.1)’de verilen olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip oldugunda X ~ Skew—t¢, (v, WX, Z) olarak gdsterilecektir.

Calismanin ilerleyen kisimlarinda ¢ok degiskenli genellestirilmis hiperbolik carpik-t

dagilimim kisaca ‘¢carpik-t dagilimi’ olarak ifade edilecektir.

A=-v/2, y=v ve y =0 parametre degerleri W 'nun dagiliminda yerlerine yazilirsa

W~N"- (ﬂ, = —%, y=wy = OJ dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

bi¢iminde elde edilir. Buradan

W ~ IGamma(a =§

v
,ﬁ=5] (3.2)
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oldugu goriiliir. Ters gamma dagilimi i¢in Boliim 2.1.4°de verilen beklenen deger ve

varyans ifadelerinden

B __r
S R sy o o

elde edilir. Boylece (2.25) ve (2.26) kullanilarak carpik-t dagilmi i¢in

y (3.3)
=u+ 14 ,v>2
= y-2%t
Cov(X)=E(W)E+Var(W)yy'
% 2’ (3.4)

beklenen degeri ve kovaryans degerleri elde edilir.

Skew—t, (v, M X, 7_/) dagilimi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonunun iz diisiim grafigi

v, i, X,y parametrelerinin degisik segimleri ile sekil 3.1-3.4’de verilmistir.

a b c

I l I I l I I l I
X T N 7= <t [ N O A BN
2L L L 2L L s S 2L oL __

N L)) s N
e @) Y
gy oF - S +@‘/}
[ R R N 1) A e ___ AN S A I

I ;o 2 I

Sekil 3.1 Iki degiskenli genellestirilmis ¢arpik-t dagiliminin 4 parametresine gore
degisimi
au=[0 0], bu=[0 1], cu=[-1 0]
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L
i i e a i e

1 1 1

2 0 2

Sekil 3.2 iki degiskenli genellestirilmis carpik-t dagiliminin X parametresine gore

degisimi
aXx= 1 001 bX=1 05 cX= 1 -09
001 3 05 1 -09 1
a b c
7] e B p— P o S E— 7 R A O
L LN R
Al e T i s dl o 21— -+ £ 710 - =i e e e e
| | ﬁ\w} | | \(//?;_:;\ | | | | | | |
| | (f%w‘ | | | «@ﬁ” | | | (el |
[ Wl L L (R A ©))) /0 SR [ =N
THE G Km@@ﬁﬁ
B o Y o I A -/
S R S N R BN R
e B e s et s & QNI S EESE SE
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Sekil 3.3 Iki degiskenli genellestirilmis ¢arpik-t dagiliminin 7 parametresine gore
degisimi
ay=[t 1], by=[o 1], cy=[0 -]

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Sekil 3.4 Tek degiskenli genellestirilmis carpik-t dagiliminin v parametresine gore
degisimi

Grafiklerden goriilecegi tizere u parametresi dagilimin konumunu, X parametresi

sacilimini, y parametresi ise dagilimin garpikligini degistirmektedir. v parametresinin
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yuksek degerleri, dagilimi sivri ve ince kuyruklu hale getirirken, deger azaldikg¢a

basiklik artmakta ve kalin kuyruklu bir dagilim elde edilmektedir.

3.1 Carpik-t Dagihmindan Rasgele Say1 Uretilmesi

Calismanin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak simiilasyonlarda, ¢arpik-t dagilimindan

iiretilmis sayilara ihtiya¢g duyulacaktir. Bunun i¢in agsagidaki adimlar izlenir.

Girdiler: v, 7 X,

¥ matrisinin Cholesky ayrisimindan X = AA' olacak sekilde A, , bul.
1. Z~N,(0,1,) dagilmindan sayz iiret.
2. W ~1Gamma(v/2,v/2) dagilimindan say1 iiret.
3. X=u+Wy+ Jw AZ degerini hesapla.

Ciktr: X

W ~ IGamma(v/2,v/2) dagilimindan say1 iiretmek igin Béliim 2.1.4 *de verilen bilgiler

kullanilabilir.

3.2 Carpik-t Dagihminin Parametrelerinin Tahmini icin EM-Algoritmasi

Cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim i¢in EM-Algoritmasi1 Boliim 2.3’de

verilmisti. A=-v/2, y=v ve w=0 parametre degerleri algoritmada yerlerine

yazilarak carpik-t dagilimi i¢in EM-Algoritmasi olusturulur.

v parametresinin tahmini i¢in (2.33)’ da verilen log-olabilirlik fonksiyonu

2%, (77)

L =(1-1 "1 .—l" .71—£" —nlog| ———*
»=( );:ng, 2;“’1 ZZZZI:WI nlog e

bigiminde yazildiktan sonra w =0,A=-v/2,y=v durumu ic¢in (2.4) Oozelligi

kullanilarak
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L=~ X+1j210gwi —KZWZ.’I —nlog| 22T Lo
2 il 25 2
elde edilir. ifade v ’ye gére tiirevlenip sifira esitlendiginde

_L =—n Zlog n"'Z‘wi"l—w(%j+1=0 (3.5)

elde edilir. Esitligi saglayan v degeri v ’niin yeni degeri olarak alinir. (3.5) esitliginde
(2.43)’de verilen beklenen deger ifadeleri kullanilarak EM-Algoritmasinin bu

parametreyle ilgili adimi tamamlanmis olur. (Burada \V() digamma fonksiyonunu

gostermektedir.)

e E-Adim

0 k.iterasyon’da tiim gozlemler i¢in asagidakileri hesapla

[ D, NG J; KWM (\/(D (k] 4 Lk )(y[k].z 17/[/(1))
st =

[k]'):[k 1yt (\/ D [k]+v[k] 7 K ylk- 17/[1«]))
v+d

/4

1 [k] [A] [k] v [k1-1, [K]
D[]+V 2 v+d2( D TV 7/ )2 7_/ ))
k1 —
]

2

a=0

a —
L D K4k }Jré’aK”;dm(\/(Dx,[k]+V[k])(Z[k]'Z[k] IZ[k]))
K, \/Dv_[k] (K1 (kT 1 ynlkI-1 4] )
;’( (D v ()

0 k.iterasyon’da asagidaki degerleri bul
D R O AR W0
i=1 i i=1

e M-Adimi

0 Parametrelerin yeni degerlerini bul
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n n
_ - — k+1
nlzé‘i[k](ﬁ_&) nlz@m&_y[ﬂ
[k+1] _ i=1 (k1] _ i=1 —
—F k] > H =T

R L = 5

1 1 1 —[k] 1k

[k+1] _ [k] [k+1] [k+1] [k+1], [k+1]

X —n§,5,-‘(9_c,«—ﬂ )(9_6,«—# )'—77 v
i=1

O v’ nin yeni degerini asagidaki denklemi ¢ozerek bul

\% \% —[k]  —lk]
—y| — [+log| = |[+1-¢& -6 =0
"’(2) Og(zj :

0 Yakinsama saglanmadiysa k=k+1 alarak E-Adimina don.

Iterasyonun baslangic degerleri olarak 4 i¢in drneklem ortalamasi, X i¢in drneklem
Varyans-kovaryans matrisi ve y i¢in ise sifira ¢ok yakin elemanlari olan bir vektor

secilir.  Serbestlik derecesi i¢in ise degisik degerler kullanilabilir. Bu g¢alismadaki
uygulamalarda serbestlik derecesi 1 olarak belirlenmistir. Bazi calismalarda v
parametresi bilinen bir sabit olarak alinmakta, bu parametrenin kiigiik degerlerde se¢imi
dagilimin diger parametreleri i¢in daha robust tahminler elde etmeye olanak

tanimaktadir.

Sekil 3.5-3.9°da degisik hacimlerdeki drneklemlere iligkin parametre tahminleri ile bu
tahmin degerleri ve gergek parametre degerleri kullanilarak ¢izilmis olasilik yogunluk

fonksiyonlarinin izdiisiim grafikleri goriilmektedir. Gergek parametreler igin

v=6 u=[0;0] y=[-0.9;0.5] £=[1,0.5;0.5,1]

degerleri secilmigtir.
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Tahmin

25¢ 25
2 2
15¢ 15
1t 1
0.5 0.5
oFr 0
-0.5} -0.5
1 -1 .
15 1.5
3 2 1 0 1 -3 2 1 0 1

Sekil 3.5 n=10 6rnek ile carpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini

v=929, u=[-0.5;27],y =[-0.4;-1.6],£=[0.7,0.2;02,0.1]

Tahmin

3f 3
2t 2

L]

L]

1t 1

L]
o 0
-1t -1 .
2t 2

4 2 0 2 -4 2 0 2

Sekil 3.6 n=20 6rnek ile ¢arpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
v=13.68, u=[-14;3.0], 7 =[-04;-19] ,E=[2.1,-0.3;-03,0.1]

Gergek Tahmin

5 5

L] L]
4 4
3 ° 3 M

L] L]
2r ° 2 .
L) L]

1 1 1
0 1 0
1 1 -1

-8 6 -4 2 0 2 -8 -6 4 2 0 2

Sekil 3.7 n=30 6rnek ile ¢arpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
=889, u=[0.7;-05], y =[-1.3;12] , £ =[1.5,0.9;0.9,0.6]
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Gergek Tahmin

O N Pk o kB N w &~ g
b N A o kN w A~ oo

Sekil 3.8 n=50 6rnek ile carpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
v=837, u=[07;-0.1] , y=[-1.6;05] , £=[0.9,0.7;0.7,0.9]

Gergek Tahmin

b N Bk o kB N w b o o

b N Bk o kB N W A O o

Sekil 3.9 n=100 6rnek ile ¢arpik-t dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
v=787, u=[07;02] , y =[-1.5;05] , £ =[0.6,0.5;0.5,1.4]

Grafiklerden goriilebilecegi iizere parametrelerin tahmin degerleri ile ¢izilen
konturlarin, o6zellikle 30 birimden daha diisiik orneklem hacimlerinde gergek
parametrelerden daha iyi sonu¢ verdigi anlasilmaktadir. S6z konusu durum parametre

tahminleriyle ve gergek parametrelerle hesaplanan E ()_( ) ve Cov()_( ) degerlerinde de

etkisini gostermektedir. Ornegin 20 birimlik orneklem ile 6rneklem ortalamasi

[—1.8;0.8], orneklem varyans-kovaryans matrisi [2.2,—0.2;—0.2,1.0] olarak
gbzlendiginde, parametrelerin tahminleri ile beklenen deger [—1.8;0.8], varyans-
kovaryans matrisi [2.5,—0.2;—0.2,1.1] hesaplanirken, gergek parametre degerleri ile
beklenen deger [—1.4;0.8], varyans-kovaryans matrisi [3.3,—0.3;—0.26,2.1] olarak

hesaplanmaistir.
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3.3 Cok Degiskenli Genellestirilmis Hiperbolik Carpik-t Dagilimina Sahip
Kitlelerde Diskriminant Fonksiyonu

Bu boliimde carpik-t dagilimina sahip iki kitle i¢in atama kuralinin olusturulmasi

tzerinde  durulacaktir. IT, ve II, swasiyla  Skew—t, (Vn ﬁl’EI’ZI) ve

Skew—t, (v2 M B, Zz) dagilimli kitleler olsunlar. Bu kitleler i¢in (i =1,2 olmak {izere)

v;+d

l=(+d)/2 (1 + li’i] 2 Kv,+d [\/(vi + Dx”')(ziz;lz,-)}
fl" ()_C) - \Z ;/2 172 : —— (3-6)
o3 o2l en)zzy)|

<exp(x- s )15y |

yazilabilir. Bu iki kitlenin birisinden geldigi bilinen bir x € R’ gozlemi igin atama

kural

Eger fy (x)/fiz (x) >1 ise, xell,
Eger fy (x)/fiz (x) <lise, xell, 37
bigiminde olup f (x)/fy, (x) orani
[y, (2) o (V_Z]d/z \/mf(vz/ﬂ vad [\/(Vl +D§’1)(Z1 '21_1&)}
ORI R CRTEr s =)
vy+d 1 Vz;d
+D,) (7, %) | (H'Dx,zj
x[\/(v X, )(Z 4 )J - Vv, - (3.8)
|:\/(v1 +Dx,1)(zl'21111)} : [HIDX’ZJ 2
v,

xexp{g'(f.l’lzl - Z;ZZ ) + EZZ;ZZ —EIZI’IZI}
olarak elde edilir. Buradan diskriminant fonksiyonu
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_ Ko N(Vl +Dx,1>(zl'zf%)} N(Vz +Dx,z)(Zz'ZZIZz)} 2
- sz+d|:\/(v2+Dx,2)(Z2'E21Z2)} [\/(V1+Dx,1)(7_/1'21_111” ’

> 3.9
_v2+d
1+1/v, D 2
L Pa) L ofa(sity, -5 )
(1+ywD,,) *
olarak yazilabilir. Boylece atama kurali
NV @/ -l ol
Egv,er d;‘kew—t (I)Z 2T (lj H F(Vl/z) eﬁl Iy H' By, ise xe H]
v, |Z‘.2| I'(v,/2) (3.10)
kil /2 yo-1 ry—1 .
Eger djkew—t (£)< 2 B [ﬁj H F(Vl/z) eﬁl 5y, ise xe H2
v, 1Z,| T(v,/2)

/() _ ko= D |1 T
fgz (x) Kﬂ |:\/(V+D;,2)(Z'Z_l

=
SN—
[

bigiminde olacaktir. Bu durumda diskriminant fonksiyonu

—=(v+d)
KM[\/(v+DX,1)(ZEIZ)} 1+-D,, d
d7 (x) = logy—2 — (3.12)
KMN(HDX,Z)(Z’Z‘IZ )} 14D,
2

bigimindedir. Boylece bir x € R? gdzlemi igin atama kurali
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I
(3.13)
I

halini alacaktir.

3.4 Carpik-t Dagilm i¢in Simiilasyon

Simiilasyon ¢alismasinda farkli 6rneklem hacimlerinde Skew —t¢, (v, X, Z) dagilimindan

say1 uretip, bu rasgele ornekler ile bir dnceki boliimde ele alinan atama kurallar ile
siniflandirma yapilmistir. Bu islem her bir 6rnek hacminde 100 kez tekrarlanip,

gbzlenen hatali siniflandirma oranlarinin ortalamast alinmustir.

Cizelge 3.1°de parametrelerin farkli oldugu durum i¢in (3.10)’ile verilen atama kural
kullanilarak elde edilen hatali siniflandirma oranlar1 goériilmektedir. Cizelgenin son iki
siitununda (3.10)’ile verilen atama kuralinin, sirasiyla gercek parametre degerleri
kullanilarak ve parametrelerin tahminleri kullanilarak elde edilmis hatali siniflandirma
oranlar1 goriilmektedir. Cizelgenin ilk iki siitununda ise verilerin normal dagildig
varsayimi ile (1.10) wve (1.12) ile verilen atama kurallarinin hatali siiflandirma
oranlar1 verilmistir. Bu simiilasyon ¢alismasinda iki boyutlu rasgele vektoriin dagilimi

birinci kitle i¢in Skew -1, (v, =5,£1 =[2;4],%, =[1,0.9 ;0.9,1],;_/1 =[0.9;0.9]), ikinci kitle

icin Skew —t, (v, =9, u, =[5;5],%, =[1,-0.9;-0.9,1],y, =[-0.9;0.1]) alimustir.

Cizelge 3.1 Carpik-t dagilimi i¢in hatali siniflandirma oranlar

n Lineer Karesel Skew-t Skew-t
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)
10 0.31 0.13 0.13 0.11
20 0.35 0.13 0.12 0.10
30 0.35 0.14 0.13 0.11
50 0.36 0.13 0.11 0.10
100 0.32 0.14 0.13 0.13
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Cizelge 3.1°den goriilebilecegi, tahmini parametreler kullanilarak (3.10)’ile verilen
atama kuralina gore simiflandirma yapildiginda lineer ve karesel diskriminant

fonksiyonlarindan daha iyi hatali siniflandirma orani elde edildigi goriilmektedir.

Cizelge 3.2°de v=5,Z=[1,0.1;0.1,1],y =[0.9;0.1] olmak iizere birinci kitlenin dagilimi
Skew—t, (v, M, =[2;21,%,7), ikinci kitlenin dagilimi ise Skew—t,(v, M, =[0;0],%,7)

olarak secilmistir. Cizelgenin son iki siitununda (3.13)’ile verilen atama kuralinin,
sirastyla gercek parametre degerleri kullanilarak ve parametrelerin tahminleri

kullanilarak elde edilmis hatali siniflandirma oranlar1 goriilmektedir.

Cizelge 3.2 Carpik-t dagilimi igin HoVe p hari¢ aynm1 parametreler ile hatali

siiflandirma oranlari

n Lineer Karesel Skew-t Skew-t
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)
10 0.13 0.12 0.14 0.10
20 0.15 0.16 0.14 0.13
30 0.13 0.13 0.13 0.11
50 0.15 0.15 0.14 0.13
100 0.16 0.16 0.14 0.13

Parametrelerin esit alindifi durum (konum parametresi hari¢) ile tiim parametrelerin
farkli oldugu durum igin yapilan simiilasyon ¢alismalari karsilagtirilacak olursa "
diskriminant fonksiyonunun, lineer ve karesel diskriminant fonksiyonlara gore

bagarisinin, **~ diskriminant fonksiyonundan daha iyi oldugu gériilmektedir. Bu

durum uygulamada d5**’nin d**~’den daha basarili olacagini gostermektedir. Bu
noktada her iki ornekte de parametre degerlerinin, gdzlemleri olabildigince ayrimi zor
hale getirecek sekilde secildigi belirtilmelidir. Ayrimi kolay olacak sekilde segilen
parametre degerleri ile yapilacak siniflandirmada d3"" ve d*“’nin, lineer ve karesel

diskriminant fonksiyonlar1 ile hemen hemen ayni hatali siniflandirma oranlarina sahip

olduklar1 gozlenmistir. Bu durum i¢in calismanin son kisminda verilmis orneklere

bakilabilir.
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4. VARYANS GAMMA DAGILIMI

Varyans gamma dagilimi (genellestirilmis Laplace dagilimi ya da Bessel dagilimi),
genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin bir iiyesidir. Ailenin diger iiyeleri gibi
kuyruk davranigt bakimindan normal dagilimdan daha kalin kuyruklu bir dagilimdir.

Dagilim finansal literatiirde ilk olarak Madan ve Seneta (1990) tarafindan kullanilmistir.

Daha o6nce bahsedildigi gibi X = u +Wz+x/W AZ doniisiimii ile verilen X rasgele
vektorii p,y eRY, Z~N,(0.I) ve AA'=X olmak iizere eger W ~N (4,7.v)
dagilirsa X ~GH, (E,E,Z,i, ;(,w) olarak dagilir. Burada W ve X ’in dagilimlar

sirastyla (2.13) ve (2.24)’deki gibidir. # ’nun dagiliminda A >0 ve y =0 parametre

degerleri alinirsa X rasgele vektoriniin dagilimi ‘varyans gamma’ olur ve

_ !///1 (l//+]_/'):71}_/)
(27)" || (2)2*"

olmak lizere

K, 4 (\/Dx (l// +Z'Z_lz))

fr(x)=c T exp{()_c—g)'Z"lz} (4.1)
Py +r'E7y)

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Buna gére X rasgele vektorii (4.1) ile verilen
olasilik  yogunlu fonksiyonuna sahip oldugunda X ~VG, ( X, Z,/I,l,y) ile

gosterilecektir.

A>0 ve y=0 parametre degerleri W ’nun dagiliminda yerlerine yazilirsa

W ~ N (4, =0,p) dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonu
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biciminde elde edilir. Boylece W ~ Gamma(/i, v/ 2) oldugu goriiliir.

W ~Gamma(A,p/2) olmak iizere E(W)=2A/w ve Var(W)=44i/y* oldugundan
(2.25) ve (2.26) den

24
E(X) =u+—y 4.2)
7
Cov()_()=22+4—§7/}/' (4.3)
y oy

degerleri elde edilir.
X ~VG, (E’E’ Z,/I,z//) dagilimi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonlarmin ve iz

diistimlerinin grafigi WXy Ay parametrelerinin degisik se¢imleri ile sekil 4.1-4.4°de

verilmistir.
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Sekil 4.4 Varyans gamma Dagiliminin 4 ve ' parametresine gore degisimi

Grafiklerden gorilecegi Uzere u parametresi dagilimin konumu, X parametresi
sagilimini, y parametresi dagilimin ¢arpikligini degistirmektedir. 4 ve y parametreleri

ise kuyruk yiiksekligini ve dagilimin basikligim1 degistirmektedir. y parametresinin

artmast dagilimi daha sivri ve ince kuyruklu hale getirirken, A parametresinin biiyiik

degerleri dagilimi daha basik ve kalin kuyruklu yapmaktadir.

4.1 Varyans Gamma Dagihmindan Rasgele Say1 Uretilmesi

Varyans gamma dagilimindan say1 iiretilmesi i¢in asagidaki adimlar izlenir.

Girdiler: u, X, .7, AW

1. X matrisinin Cholesky ayrigimindan X =AA’ olacak sekilde A, ,

matrisini bul.
2. Z~N,(0.1,) dagilimindan say1 iiret.

W~ Gamma( Ay 2) dagilimindan say1 iiret.

4. X=pu+Wy+ Jw AZ degerini hesapla.

Cikt: X
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42 Varyans Gamma Daglmmn Parametrelerinin Tahmini I¢in EM-
Algoritmasi

Genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin parametreleri i¢in daha 6nce EM-
Algoritmasi verilmisti. Varyans gamma dagilimi i¢in algoritmada y =0,4 >0 alinarak
asagidaki gilincellemeler yapilir. Bu noktada yine Bessel fonksiyonunun 6zelliklerinden

yararlanilir.

A parametresinin tahmini i¢in (2.33)’ de verilen log-olabilirlik fonksiyonu

2%, ([77)

_ n Z n B l// n
L2 —(ﬂ,—l);logwl _EZM}I I_E;M}i —nlog W

i=1

biciminde yazilir ve y =0,4 >0 durumu i¢in (2.3) 6zelligi kullanilirsa

L= (ﬂ—l)zn:logwi —%iwi —nlog(2il“(/l)y/’l)

i=1 i=1

elde edilir. ¥ parametresi i¢in bu ifade maksimum yapilirsa

iLz :_lZWﬂLﬂ:O
oy 243 Y

esitliginden i ’nin ¢ekilmesiyle

(4.4)

elde edilir. Ayni ifade A4 ‘ya gore tlirevlenip sifira esitlenirse

46



n

n Zlog +log( Zwijﬂog(ﬂ,)—\v(/l)zo (4.5)

i=1

elde edilir. Son esitlikte, esitligi saglayan A degeri, A'nin yeni tahmini olarak alinir.

(4.4) ve (4.5) esitliklerinde (2.43)’da verilen beklenen deger ifadeleri kullanilarak EM-

Algoritmasinin bu parametrelerle ilgili adim1 tamamlanmig olur.(Burada \|1() digamma

fonksiyonunu gostermektedir.)

o E-Adimi
0 k.iterasyon’da tiim gozlemler i¢in agsagidakileri hesapla
o 1 Kﬂ,—d—l(\/D A+ 17[“))
oM = = k] 2
i -1, [

. (\/DXl[k](l//[k] +7_/[k1v2[k]17_/[k]))

- l// +}/[k112

k] —

77;'_

p,v ;K,I_dﬂ(\/D [k](w[k]JrZ[k].E[k]1Z[k1))

[k]+Z |Z[1\]1 [k] (\/D (k] l//[k]—i-]/ ,Z[k]lz[k]))

iK}ﬁiﬁl (\/Dx‘.[k] (l/l[k] + Z[k] vz[k]—lj_/[k] ))
2

[(/1 ., (\/Dx,» (l//[k] +7_/[/<] 'Z[k]l]/[k]))

a=0

0 k.iterasyon’da asagidaki degerleri bul

SN —t 1 Zh 1
Z_Zé‘i[k] > 17 Z_Z 77;'[k] P 5 :_Z ‘fi[k]
n i=1 n i=1 n i=1
e M-Adim
0 Parametrelerin yeni degerlerini bul
n' YoM (x-x, ) n'y oMy, -y

e+l _ i=1 Iu[k+1] _ i=1 —

k1 —Lk] s —lk]

o n -1 o

ylk] 25 ( k+1 )(Ei _E[k+1]),__[k]Z[kH]Z[kH]

I
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[k+1]

0 A’nim yenidegeri 2" asagidaki esitligi saglayacak sekilde bul.
log(2) —log(ﬁ[k] ) +EM —y(1)=0

O I ’nin yeni degerini bul.
WUPYIE / 7

0 Yakinsama saglanmadiysa k=k+1 alarak E-Adimina don.

[terasyonun baslangi¢ degerleri olarak 4 icin orneklem ortalamasi, X i¢in drneklem

Varyans-kovaryans matrisi, 7 i¢in elemanlar1 1 olan vektor, A ve y degerleri igin ise

10 degeri alinmistir.

Sekil 4.5-4.9’da X ~ VG, (,L_J,Z,}_/,/i,l//) dagilimindan {iretilmis degisik hacimlerdeki
orneklerden elde edilmis A, X, Z,/i,w parametrelerinin tahminleri, gercek parametreler

ve tahminlerine gore cizilmis kontur grafikleri goriilmektedir. Parametre degerleri

olarak sec¢ilmistir.

Tahmin

10 10 .

o

-10} -10

Sekil 4.5 n=10 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
~ | -4.02 5 3.16 532~ [-0.20 3190197
B rar) ™53 156 L [T Y T
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Tahmin

10+ 10 .

o

-10- -10

-15L o 4 -15 °

Sekil 4.6 n=20 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini

~ 229 -~ 1.03 2.57 | ~ -1.16 | ~ N
U= X = V= ,A=19, =20
- |-2.16 2.57 16.07 | — 0.42

Gergek Tahmin

15+

10+

Sekil 4.7 n=30 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini

~ |-005] ~ ]0.89 393 | ~ | -1.63| ~ A
M= , X = V= A=18 =21
- |-3.25 3.93 22,62 | — 2.52

Gergek Tahmin
20 20
L] L]
15 15 .
0f ° 0 e
5 5
0 0
5 5
-10 -10
-15 . -15 .
-15 -10 -5 0 -15 -10 -5 0

Sekil 4.8 n=50 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
~ 249 | 1.68 -0.56 | ~ | -3,14 | ~ ~

U= X = NS A =121, =13.6

- |]5.68 -0.56 0.77 ] — [ -3,17
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Tahmin

15¢ 15

AN

L]
° /9"/' Iy . ® o0
s T
‘9 >\

101 10 .

-10+ -10

151 ‘ ‘ L -15
-10 -5 0 -10 -5 0

Sekil 4.9 n=100 6rnek ile varyans gamma dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
-0.60 | ~ [1.23 0.12 | ~ |-149] ~ ~

= L= 7= A=19p=2.1
-0.09 0.12 2088 |~ 0.71

Grafiklerden, 30 birimden daha biiyiik 6rneklem hacimlerinde ger¢cek parametrelerle

Iz »

cizilen konturlar ile parametrelerin tahmini degerleriyle ¢izilen konturlarin benzemeye
basladiklar1  goriilmektedir. Ancak kiiciik orneklem hacimlerinde parametre

tahminlerinin, tiretilen veriye gercek parametrelerden daha uygun oldugu goriilmektedir.

S6z konusu durum parametre tahminleriyle ve ger¢ek parametrelerle hesaplanan E(X)
ve Cov(X) degerlerinde de etkisini gostermektedir. Ornegin 20 birimlik 6rneklem ile
orneklem  ortalamasi [—2.5 ;—1 .4] , oOrneklem  varyans-kovaryans  matrisi
[4.7,6.4;6.4,32.1] olarak bulundugunda, parametrelerin tahminleri ile beklenen deger
[—2.5;—1.4], varyans-kovaryans matrisi [4.6,3.9;3.9,30.9] hesaplanirken, gergek
parametre degerleri ile beklenen deger [—3.6 ; 0.4], varyans-kovaryans matrisi

[7.2,0.04;0.04,40.0] olarak hesaplanmustir.

4.3 Varyans Gamma Dagilimina Sahip Kitlelerde Diskriminant Fonksiyonu

Bu boliimde Varyans gamma dagilimmna sahip iki kitle i¢in atama kuralinin

olusturulmas: iizerinde duracagiz. II, ve II, swrasiyla VG, (EI,ZI,ZI,AI,V/I) ve
VG, (#,-Z5.7 /-, ) dagalimina sahip kitleler olsun. Bu iki kitlenin birisinden geldigi

bilinen bir x € R gdzlemi icin atama kural
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Eger f, (g)/fl2 (5)21 ise, xell
Eger fl1 ()_c)/fiz (§)<1 ise, xell,

bigiminde yazilir. f, ( X, / T ( X, ) orani

s [B[T(R) ¥ ity B )
|21| r(ﬂ“l) V/zﬁ2 ('//2 +Z2'227122)
1 -1 1 d/2-4,
Ji, (%) KM/Z(JDH Vit s Zl)) Do (varrh 2y
- )24,
f{z ()C) Kﬁg—d/Z (\/Dx,z (l//2 +Z2'221Z2)) \/l)&](l//1 +Z] 'ZI_IZI) (46)

xexp{(g—ﬁl)'f.;lzl —(E_ﬁg)vzzfﬁz}

biciminde yazilir. Boylece diskriminant fonksiyonu

dj2-2,
K, d/Z(\/Dxl vi+r\ X 7 )\/ D,, ‘/’2"'7/2 2 7/)
d,” (x)= =
Aqd/z(\/D l//2+7 '22 7 )\/ 1 l//1+7/'2‘1 7/) (47)
xexp{(g—,u )'Z _17 (z H, )'2‘.2 7}
ve atama kurali
Bier d'° (x)> 2+ Zr(a) v (vatr, 2 ') en
) % T(4) v (vi+7, 2 'y,
. 1 (4.8)
Eger dVG(X)<2A' & |):1| F(&)% (l//2+)_/2 = ZZ) ,xell,
B 2| T(4) v (v +7, 'y,

biciminde elde edilir. X, =X,=X,y =y =y, 4 =4 =1 ve y, =y, =y olmasi

durumunda ise
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£ (x vad/zJ Kgd/z(\/Dx,l(V/'i'Z'ZlZ)) o
rrR o))
X, \= L K/I-d/z(\/Dx,z(V/+Z'Z Z))

olup diskriminant fonksiyonu

_d-22

(logD, , ~logD,,)+logK, ,, (\/Dz,l (v + Z'E_'Z)) 49)

~logK, ., (\/DM (t// +Z'211))

olarak elde edilir. Buradan logaritmik fonksiyonun monoton artan olmasi 6zelliginden

yaralanarak atama kurali

Eger d/%(x)2 (ﬁl _ﬁz)'Z_IZ

(4.10)
Eger d/°(x)< (ﬁl —H, )'2‘1

=
I
m
=
[’S]

olarak olusturulur.

4.4 Varyans Gamma Dagihm Icin Simiilasyon

Simiilasyon ¢aligmasinda farkli 6rneklem hacimlerinde VG, ( X, 7_/,/1,1//) dagilimindan

say1 uretip, bu Ornekler ile bir Onceki boliimde ele alinan atama kurallar ile
simiflandirma yapilmistir. Bu islem her bir 6rnek hacminde 100 kez tekrarlanip,

gozlenen hatali siniflandirma oranlarinin ortalamasi alinmistir.

Cizelge 4.1’de iki boyutlu rasgele vektoriin dagilimi birinci  kitle igin

VGZ(E1 =[0;0L,x, =[10,1,10], 7 =[L—1],4 =3y, =1), ikinci kitle i¢cin
VG, (L‘z =[6;-6],x, =[20,1;1,20], 7, =[-L1],4, =Ly, =2) alinmistir. Bu simiilasyon

calismasinda birinci ve ikinci kitleden degisik hacimlerde veri iiretilmis, lineer

diskriminant fonksiyonu ve karesel diskriminant fonksiyonu ile parametrelerin farkl
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oldugu durum igin (4.8) ile verilen atama kurali, ger¢ek parametreler ve parametre
tahminleri kullanilarak s6z konusu verilerin simiflandirmasi yapilmistir. Tahmini
parametreler kullanilarak (4.8) ile verilen atama kuralina gore yapilan siniflandirmada
lineer ve karesel diskriminant daha az hatali siniflandirma oranmin elde edildigi

goriilmektedir.

Cizelge 4.1 Varyans gamma dagilimi i¢in hatali siniflandirma oranlari

n Lineer Karesel VGamma VGamma
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)

10 0.40 0.25 0.29 0.21

20 0.44 0.30 0.30 0.26

30 0.45 0.30 0.28 0.26

50 0.45 0.31 0.29 0.27

100 0.48 0.32 0.28 0.27

4, ve p, hari¢ diger parametrelerin ayni oldugu durum i¢in yapilan simiilasyon

calismasinda X =[2,-0.001;-0.001,2], V= [0.9,—0.9], A=10, =6 olmak iizere birinci
kitlenin  dagilim VG, ( 4, =[0;0L.x, Z,ﬂ,,y/) ikinci  kitlenin  dagilimi  ise
VG, ( M =[2-2].%, ;_/,/1,;1/) olarak alinmistir. Varyans gamma dagiliminda ayni

parametreler i¢in (4.10) ile verilen atama kuralina gore gergek parametreler ve
parametrelerin tahminleri kullanilarak simiflandirma yapilmis, elde edilen hatali
siniflandirma oranlar1 ile lineer ve karesel diskriminant fonksiyonlar1 kullanilarak
yapilan simiflandirmada elde edilen hatali smiflandirma oranlar1 ¢izelge 4.2°de
verilmigtir. Buna gore 50 ve daha az 6rneklem hacimlerinde en az hatali siniflandirma
oraninin tahmini parametreler kullanilarak (4.10) ile verilen atama kuralima gore
siiflandirma yapildiginda elde edildigi goriilmektedir. 100 birimlik 6rneklem ile
yapilan simiilasyon c¢alismasinda ise karesel diskriminant fonksiyonu ile yapilan
siniflandirma ile tahmini parametreler kullanarak atama kurali (4.10) ile siniflandirma

yapildiginda elde edilen hatali siniflandirma oranlarinin ayni oldugu gozlenmistir.
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Cizelge 4.2 Varyans gamma dagilimi i¢in g ve u  hari¢ aym parametreler ile hatali

siniflandirma oranlari

n Lineer Karesel VGamma VGamma
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)

10 0.29 0.29 0.31 0.24

20 0.29 0.29 0.30 0.27

30 0.32 0.32 0.32 0.30

50 0.31 0.31 0.31 0.29

100 0.31 0.30 0.31 0.30

Carpik-t dagilimi i¢in yapilan simiilasyon ¢aligmasindaki duruma paralel olarak (konum
parametresi harig) parametrelerin esit alindigi durumda d&!“’nin lineer ve karesel
diskriminant fonksiyonlarina karst basarisinin, tiim parametrelerin farkli oldugu
durumda d’°’ye gore daha diisiik oldugu goriilmektedir. Her iki 6rnekte de parametre
degerleri, gozlemleri olabildigince ayrimi zor hale getirecek sekilde segilmistir. Ayrimi
kolay olacak sekilde secilen parametre degerleri ile yapilacak siniflandirmada ele alinan

tim diskriminant fonksiyonlarinin hemen hemen ayni hatali simiflandirma oranlarina

sahip olduklar1 gézlenmistir. Bu durum i¢in ¢alismanin son kisminda verilmis 6rneklere

bakilabilir.
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5. CARPIK LAPLACE DAGILIMI

Klasik anlamda Laplace dagilimi ilk olarak Laplace(1774) tarafindan verilmistir. Bu
dagilim ¢ogunlukla normal dagilimdan daha kalin kuyruklu verilerin modellenmesinde
kullanilmigtir. Bu ¢alismalara 6rnek olarak Esterling (1978), Hsu (1979), Damsleth ve
El-Shaarawi (1989) verilebilir. Dagilimin ¢arpik durumu ise biyoloji, ekonomi,
sigortacilik ve finans matematigi gibi bir cok alanda kullanilmakta olup daha genis bilgi

i¢in Kalashnikov (1997), Kotz vd. (2001) ve Arslan (2010) calismalarina bakilabilir.

Carpik Laplace dagilimi, 6nceki boliimde ele alinan varyans gamma dagiliminin 6zel bir
hali olup, genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin bir {iyesidir. Varyans gamma
dagilimi gibi normal ortalama-varyans karma dagiliminda karistirict degisken W ’nun
dagilimmin gamma dagilmasi durumunda elde edilir. Cok degiskenli genellestirilmis

hiperbolik dagilima sahip bir X rasgele vektori icin daha once (2.22) ile verilen
doniisimde, W ~N"(A4,x,w) kanstirict  rasgele  degiskeninin  parametreleri

A=(d+1)/2>0, =0 ve y =1 olarak almsm. ¥ ’nun olasilik yogunluk fonksiyonu

onceki bolumdekine benzer olarak

i

fW (W) —%exp(%}w> 0

22T

2

elde edilir. Buradan goriilebilecegi iizere W ~ Gamma(a =(d +1)/2, =1/2) dagilimna
sahip olacaktir. Bu durumda X rasgele vektoriiniin dagilimi ise alinan parametre
degerleri i¢in X ~GH, (/1 =(d+1)/2,x =0,y = I’E’Z’Z) olacaktir. X rasgele

vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonunu elde etmek igin parametre degerlerini
yerlerine yazarsak (2.24)’de verilen sabit terim, Bessel fonksiyonu icin (2.3) ile verilen

ozellik kullanilarak
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A d d+1

1
;(7(7/'2’17/+1)TT (7/'2’17/+1)_5
27)" |21 (dgljzd;z; 24t |5 r(dz”j

olarak elde edilir. Benzer sekilde

(yzy+1): & (VD ))

la)- - Sewle-u) Y
2 27z2|2|zr(d2 lj (D.(r'="r+1))

N

elde edilir. « =(1+Z'Z‘.’1 ;_/)1/2 ile gosterilir ve Bessel fonksiyonu i¢in (2.6) ile verilen

6zel durum goz oniine alinirsa

exp{—a@+(§—£)'2'lz} 5.1

)=
2"7z2a1"[dz+1)

elde edilir. X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu (5.1)’deki gibi
oldugunda X ’e c¢ok degiskenli c¢arpik Laplace dagilimina sahiptir denir ve

X ~MSL, ( E’Z’ Z) ile gosterilir.

W~ Gamma((d +1)/2,1/2) ~ olmak iizere E(W)=d+1 ve Var(W)=2(d+1)
oldugundan (2.25) ve (2.26) den X ’in beklenen degeri ve varyans-kovaryans matrisi
icin

E(l):ﬁ+(d+l)z (5.2)

Cov(X)=(d+1)Z+2(d+1)yy' (5.3)
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degerleri elde edilir.

grafikleri u, X,y parametrelerinin degisik secimleri sekil 5.1-5.3’de goriilmektedir.

2

X ~ MSL

uXy

) dagilimi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ve izdiisiimlerinin

Sekil 5.1 Carpik Laplace dagiliminin x# parametresine gore degisimi
au=[0 0], bu=[0 1]', cu=[-1 0]

Sekil 5.2 Carpik Laplace dagilimimin X parametresine gore degisimi

|

-0.9
1

1
-0.9

s

0.01
4

1
0.01

aE:{

R
SRR et
| | . |
ﬁ@yd
\,\\,\\\,\\\,\\\,\
e
e\
<
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Sekil 5.3 Carpik Laplace dagiliminin y parametresine gore degisimi
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Grafiklerden goriilecegi tizere u parametresi dagilimin konumunu, X parametresi

sagilimini, y parametresi dagilimin ¢arpikligini degistirmektedir.

5.1 Carpik Laplace Dagihmindan Rasgele Say1 Uretilmesi

Carpik Laplace dagilimindan say1 liretilmesi i¢in asagidaki adimlar izlenir.

Girdiler: 4, 2, .7, AW

1. X matrisinin Cholesky ayrisimindan X =AA’ olacak sekilde A, ,

matrisini bul.
2. Z~N,(0,1,) dagilimindan sayi iiret.

W~ Gamma((d +1) / 2,1/ 2) dagilimindan sayz iiret.

4. X=u+Wy +\/WAZ degerini hesapla.

Cikti: X

5.2 Carpik Laplace Dagihminin Parametrelerinin Tahmini icin EM-Algoritmas

Varyans gamma dagiliminin parametrelerinin tahmini i¢in EM-Algoritmasi Onceki
boliimde verilmisti. Carpik Laplace dagilimi i¢in algoritmada ﬂ:(d+1)/2, w=1
alinarak asagidaki giincellestirmeler yapilir. Bu noktada yine Bessel fonksiyonunun
ozelliklerinden yararlanilir.

e E-Adim

0 k.iterasyon’da tiim gozlemler i¢in asagidakileri hesapla

k] D" E
5 = 1 +Z[k]v£[k]flz[k]

58



m= GISTENG
1+, [D [“(1+7/[k]'2"“ “‘])} Jz/2

1
xexp{[ “‘](1+7/ 'E[k“ [k }2}

0 k.iterasyon’da asagidaki degerleri bul

O AR W
i=1

i=1

o | —

e M-Adim
0 Parametrelerin yeni degerlerini bul
n—lz5[k] (x X, ) n-lz5 [k+1]
k1] _ i=1 [k+1]

—[KI—1A] M= 4]

B o n -1 o )

y Lk 25 ( k+1 )(Ei _ﬁ[/m])._—[k]Z[k+1]Z[k+1]

I

Iterasyonun baslangic degerleri olarak 4 i¢in drneklem ortalamasi, X i¢in drneklem
Varyans-kovaryans matrisi, y i¢in elemanlari 1 olan vektor, 4 ve y degerleri igin ise

10 degeri alinmistir.

Sekil 5.4-5.8°de X ~ MSL, (L”Z’ Z) dagilimindan diretilmis degisik hacimlerdeki
orneklerden elde edilmis L"Z’ 4 parametrelerinin tahminleri, ger¢ek parametreler ve

tahminlerine gore ¢izilmis izdiistim grafikleri goriilmektedir. Parametre degerleri
4=[0:;0], £=[1,-0.5;-0.5,1],y =[0.9;-0.1]

olarak sec¢ilmistir.
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Gergek Tahmin

4 L] 4 L]
2t 2 Ve
\ s
\A
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20 -2 \
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4 4 /
L] L]
6| 6
2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8

Sekil 5.4 n=10 o6rnek ile carpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
4 =[3.1,-0.6], £ =[1.01,-0.86;-0.86,1.41],5 =[0.15;0.11]

Gergek Tahmin
4 4
2 2
0 0
-2 -2
4 ° -4 °
L] L]
L] L]
-6 6
2 0 2 4 6 8 10 2 0 2 4 6 8 10

Sekil 5.5 n=20 6rnek ile carpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini

1 =[0.7:-02], £=[0.84,-0.71;-0.71,1.11], =[0.68;~0.35]

Gergek Tahmin
6l ‘ ‘ 6
L] L]
4 4
2 1 2 (2
N M= o
\U\(":\\?\ -
ot 4 0 e i\.\\\
W 31t | e\
\\\\f%j.l H A
2} -2 N
N \
. ° 9. 7 °
e
4 L] 4 L]
-6F | 6
0 5 10 15 0 5 10 15

Sekil 5.6 n=30 6rnek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
41 =[-0.04;-0.09], £ =[0.75,~0.66; - 0.66,1.32], 7 =[0.80;-0.18]
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Gergek Tahmin

Sekil 5.7 n=50 6rnek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.
u=[-0.4;-02], £=[0.33,-0.25;-0.25,1.02], 7 = [1.01;-0.15]

Tahmin
at 4
L]
. o
. 2 LS
'»’Iic‘\: .
,7‘ N y\\
ol 0 \ m\:‘.\ R
R A RATAEE
\Nre'd e L
\Q" 73"’,‘ \ o
-2t 2 o ¥ )
° i\\\_./:-. °
L]
-4t -4 ° R
L] [} L]
L]
-6} 6
0 5 10 15 0 5 10 15

Sekil 5.8 n=100 ornek ile ¢arpik Laplace dagiliminin parametrelerinin EM tahmini.
4 =[-0.1;-03], £=[1.28,-0.54;-0.54,0.91],7 =[0.87;-0.25]

Grafiklerden 6zellikle kiigiik 6rneklem hacimlerinde gercek parametreler ile tahminleri
arasindaki farkliligin yiiksek oldugu goriilmektedir. Buna karsin parametre tahminleri
kullanilarak cizilen olasilik yogunluk fonksiyonunun iz diisiim grafikleri her drneklem
hacminde veriye daha iyi uymaktadir. S6z konusu durum parametre tahminleriyle ve

gercek parametrelerle hesaplanan E(X) ve Cov(X) degerlerinde de etkisini
gostermektedir. Ornegin 10 birimlik érneklem ile érneklem ortalamasi [3.51 ;—0.95] ,
orneklem varyans-kovaryans matrisi [3.8,—3.4;—3.4,4.9] olarak gozlendiginde,

parametrelerin tahminleri ile beklenen deger [3.51;—0.95], varyans-kovaryans matrisi
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[3.4,—2.7;—2.7,4.3] hesaplanirken, gercek parametre degerleri ile beklenen deger

[2.7;-0.3], varyans-kovaryans matrisi [7.9, —2.04;—2.04,3.06] olarak hesaplanmustir.

5.3 Carpik Laplace Dagilimina Sahip Kitlelerde Diskriminant Fonksiyonu

Bu boliimde carpik Laplace dagilimina sahip iki kitle i¢in atama kuralinin olusturulmasi

lizerinde duracagiz. II, ve II, sirasiyla MSLd(EI’Zl’Zl) ve MSL, (ﬁ2’22’Z2)

dagilimma sahip kitleler olsun. Bu iki kitlenin birisinden geldigi bilinen bir x e R’

gbzlemi icin atama kurali

Eger fy ()_c)/f& (5)21 ise, xell
Eger fy ()_c)/f& (§)<1 ise, xell,

bigiminde yazilir. f, (x) / fy, (x) orani

1
Sx, (x) = a2|21|f exp{az\/a—O!l\/Dian(E_#l)'El—lyl _(E_'uz)z';l}/z}
fx, (x) o, |[Z,2 ) i - ) - )

olup diskriminant fonksiyonu
dﬁm (E) =a, /DL2 —-a,, /DLl +(£_£2)v2;1Z2 _(E_ﬁl)'z‘flﬁ (5.4)

bigiminde, atama kurali ise

Eger d)" (x)> log(ozl |)22|;J - log(oc2 |El|;j ,xell,
(5.5)

Eger d)" (x)< log(ozl |)22|;J - log(oc2 |El|;j ,xell,
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olarak bulunur. £, =X, =X ve y =y =y olmasi durumunda ise Sy ( / fy, (x) orani

Lol (D~ D, ) (s

olup, diskriminant fonksiyonu

d® (x)=,/D,, —D,, (5.6)

biciminde, atama kurali ise
~ MSL 1
Eger d™" (x)>—
‘i‘ (5.7)
Eger d* (x)<—
a

olarak bulunur.
5.4 Carpik Laplace Dagihmn Icin Simiilasyon Sonuclar

Simiilasyon caligmasinda farkli 6rneklem hacimlerinde MSL, ( X, Z) dagilimindan

say1 tliretip, bu rasgele drnekler ile bir 6nceki boliimde ele alinan atama kurallar ile
simiflandirma yapilmistir. Bu islem her bir 6rnek hacminde 100 kez tekrarlanip,

gbzlenen hatali siniflandirma oranlarinin ortalamasi alinmastir.

Cizelge 5.1°de birinci kitlenin dagihmi MSL,(u =[0;0],X, =[2,0.1;,0.1,2],y =[L,-1]),
ikinci kitlenin dagilimi ise MSL,(u, =[3;-31.%, =[2,-1;-1,2],y, =[-0.L1]) alimustir.

Tiim Orneklem hacimlerinde parametrelerin tahmini degerlerini kullanilarak atama
kurali (5.5) ile yapilan siiflandirma ile gozlenen hatali siniflandirma oranlarinin, lineer

ve karesel diskriminant fonksiyonlarindan daha az oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 5.1 Carpik Laplace dagilimi i¢in hatali siniflandirma oranlari

n Lineer Karesel MSL MSL
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)
10 0.32 0.29 0.26 0.20
20 0.34 0.32 0.27 0.25
30 0.35 0.32 0.26 0.24
50 0.35 0.33 0.26 0.25
100 0.36 0.33 0.25 0.25

Cizelge 5.2°de p ve p, hari¢ diger parametrelerin ayni oldugu durum i¢in yapilan
simiillasyon ¢alismasindan elde edilen ortalama hatali smiflandirma oranlar

goriilmektedir. Burada X =[5,1;1,5] ve V= [L—1] olmak {izere birinci kitlenin dagilimi

MSL, (ﬁlz[O;O],Z,y_/) ikinci Kkitlenin dagilimi i1se MSL, (ﬁ [3;—3],2,;_/) olarak

, =

alinmustir.

Cizelge 5.2 Carpik Laplace dagilimi ig¢in u ve u harig ayni parametreler ile hatal

siniflandirma oranlari

n Lineer Karesel MSL MSL
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)
10 0.31 0.30 0.28 0.22
20 0.31 0.29 0.26 0.25
30 0.32 0.31 0.27 0.25
50 0.32 0.31 0.26 0.25
100 0.32 0.32 0.27 0.26

Cizelge 5.2°den goriilebilecegi iizere tim Ornek hacimlerinde, parametrelerin tahmini
degerlerini kullanilarak atama kurali (5.7) ile yapilan simiflandirma ile gézlenen hatali
simiflandirma oranlarinin, lineer ve karesel diskriminant fonksiyonlarindan daha az

oldugu gozlenmistir.
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6. COK DEGISKENLiI NORMAL TERS GAUSS (MNIG) DAGILIMI

Normal ortalama-varyans karma dagiliminda karistirict degisken olan # ’nun
dagiliminin ters Gauss (IG) alinmasi durumunda normal ters Gauss (NIG) dagilimi elde
edilir. i1k olarak Barndorff-Nielsen (1997) tarafindan finansal modellemede kullanilan
dagilim aym1 zamanda sinyal isleme uygulamalarinda da siklikla kullanilmaktadir.
Genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin bir iiyesi olmasindan dolay1 bu ailenin agir

kuyruklu ve ¢arpik olma 6zelliklerini tagir.

X = LHWZJ”/W AZ donlstimii ile verilmis normal-ortalama varyans karma

dagiliminda karistiric1 degisken W ~ N™(1=-1/2, y,i) dagilimli olarak alindiginda X

rasgele vektoriiniin dagilimi ‘cok degiskenli normal ters gauss (multivariate normal

inverse Gaussian, MNIG)’ olur ve

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir. Buna gore X rasgele vektorii (6.1) ile verilen
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip oldugunda X ~ MNIG( X7, )(,y/) ile

gosterilecektir.

W~N (A=-1/2,x,w) olmak iizere kanstirici degisken W ’nun olasilik yogunluk

fonksiyonu
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1
4 3
—wzexp(—%( l+z//wj+\/;(z//j
- w

1
:(275_{“}3 jz exp[—%(;{&+y/wj+\/;{l//j w>0

olarak elde edilir. Buradan goriilebilecegi iizere W ~ IG( z/ 1//,1//) dagilimlidir. Bolim

2.1.7°de verilen beklenen deger ve varyans ifadelerinden E(W)=\y/y ve

Var(W)=yxy oldugu goriilir. Bdylece (2.25) ve (2.26) kullanilarak

X~ MNIG( W2y, ;(,l//) rasgele vektori igin

- (6.2)
=p+yalv

Cov(X)=E(W)E+Var(W)yy'

(6.3)
=xlvE+ 'y

beklenen degeri ve varyans-kovaryans matrisi elde edilir.

Sekil 6.1-6.4°de MNIG(E,E,Z, ;(,w) dagilimi i¢in parametrelerin olasilik yogunluk

fonksiyonunu nasil degistirdigi asagidaki grafiklerde goriilmektedir.
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Sekil 6.3 MNIG dagilimmin y parametresine gore degisimi
67

Genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin diger tiiyelerinde oldugu gibi MNIG
dagiliminda da ux parametresi dagilimin konumunu, X parametresi sacilimini, y



parametresi dagilimin ¢arpikligini degistirmektedir. Asagidaki grafiklerde ise y ve

parametrelerinin dagilimi nasil degistirdigi goriilmektedir.

Sekil 6.4 MNIG dagiliminin y ve y parametresine gore degisimi

Grafiklerden goriilebilecegi lizere y ve W parametreleri dagilimin basikligim
degistirmektedir. Basiklik y artarken artmakta, y artarken azalmaktadir. Bu iki

parametrenin farkli se¢cimleriyle kuyruk kalinlig: farkli dagilimlar elde etmek miimkiin

olmaktadir.

6.1 MNIG Dagiimindan Rasgele Sayilarin Uretilmesi

Cok degiskenli normal ters Gauss dagilimindan sayi iiretilmesi i¢in asagidaki adimlar

izlenir.

Girdiler: u, X, .7, sX:¥

1. X matrisinin Cholesky ayrigimindan X =AA' olacak sekilde A, ,

matrisini bul.
2. Z~N,(0,1,) dagilimindan say1 iiret.

3. W~ IG( 2/ 1//,1//) dagilimindan say1 tiret.

4. X=upu+Wy+ x/WAZ degerini hesapla.

Cikti: X
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6.2 MNIG Dagiliminin Parametrelerinin Tahmini Icin EM-Algoritmasi

Cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim i¢in EM-Algoritmast Boliim 2.3’de
verilmisti. A =-1/2 parametre degeri algoritmada yerlerine yazilarak MNIG Dagilimi
icin EM-Algoritmasi olusturulur. Bu noktada Bessel fonksiyonunun Boliim 2.1.2°de
verilmis olan 6zelliklerinden yararlanilir.

X ve Y parametrelerinin tahmini i¢in (2.33)’ da verilen log-olabilirlik fonksiyonunda

A=-1/2 alinir. Buradan y parametresinin tahmini igin

5 mmawmay
— L = i=1
oy 2y

degeri sifira esitlenirse
1-£3 4 yy =0 (6.4)
n

denklemi elde edilir. Buradan esitligi saglayan y degeri y ’nin yeni degeri olarak

almir. Benzer sekilde y parametresinin tahmini igin

O x5

81//2_2 yy 25T

i

degeri sifira esitlenirse

p=-" L (6.5)
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esitliginden  ’nin yeni degeri elde edilir. MNIG Dagilimi i¢in EM-Algoritmasi

asagidaki gibi olusturulur.

e E-Adim

0 k.iterasyon’da tiim gozlemler i¢in asagidakileri hesapla

{ D W +)([k] J; K@ ( \/( Dﬁ[k] n Z[k])(l//[k] " Z[k].z[m Z[k})j
(k] _ 2

GINGIEGENG) -
ity 2y KM(\/(Dx[[k]+/¥[k])(l//[k]+7_/[k]'2[k]17_/[”))
2

b W +;([k] %K@ (\/(Dx[[k] +v[k])(w[k] +7_/[k]'2[k]lz[k])j
Z[k]

[k] %
n = -
(V/[k] N Z[“’z[k] ! . ( \/( p W +v[k])(l//[k] + Z[k].z[k]—l Z[k]))

0 k.iterasyon’da asagidaki degerleri bul

S 1 g

i=1 i=1

K

Q

|
|

e M-Adimi

0 Parametrelerin yeni degerlerini bul

n _
n' YoM (x-x,)
o k) _

oLkl —Lk] > k]

sy -1 - 5

1< —k]

[k+1] _ [k] [k+1] [k+1] [k+1]  [k+1]

zt=—203 (=) =)= Ny
i=1

n
-1 [k] [k+1]
n Zé‘z X, =Y
i=1

[k+1] _

O y ’nin yeni degerini asagidaki denklemi ¢ozerek bul

1—;(5[k]+./;(l// =0

O I ’nin yeni degerini agsagidaki denklemden bul

o7l

0 Yakinsama saglanmadiysa k=k+1 alarak E-Adimina don.
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[terasyonun baslangi¢ degerleri olarak 4 i¢in drneklem ortalamasi, X i¢in drneklem
Varyans-kovaryans matrisi ve y igin ise sifira ¢ok yakin elemanlari olan bir vektor

secilir. y ve y ’nin baslangic degerleri ise 10 olarak secilir.

Sekil 6.5-6.9°da X ~MNIG( B, }(,l//) dagilimindan tretilmis degisik hacimlerdeki
orneklerden elde edilmis Hs X, VXY parametrelerinin tahminleri, ger¢ek parametreler

ve tahminlerine gore ¢izilmis olasilik yogunluk fonksiyonlarinin izdiisiim grafikleri

goriilmektedir. Parametrelerin degerleri

H= [0;0], r= [1,0.5;0.5,1],1 = [—0.9;1],;{ =6,y =4

olarak secilmistir.

Tahmin

Sekil 6.5 n=10 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
1=[03;1.7],£=[03,0.2;0.2,05], 7 =[-0.8;-1.0], 7 =3.0,y = 1.0
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Tahmin

1 \

’ ////7 /’m

-2} 2 N
3 1 3
L] L]
4 -4
4 3 2 1 0 1 4 3 2 1 0 1

Sekil 6.6 n=20 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
#=[-02;-0.1],£=[0.3,02;02,0.5], y =[0.6;0.2] , 7 = 4.4,y = 1.0

Gergek Tahmin

Sekil 6.7 n=30 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
#=[-19;-1.0] ,£=[0.4,0.1;0.1,03] , » =[0.10.4], 7 =80,y = 1.0

Gergek Tahmin

of 0
-1t -1
-2 — -2
. .
3 3
4 2 0 2 -4 2 0 2

Sekil 6.8 n=50 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
=[1.0;-0.5],£ =[0.7,0.2;0.2,0.6] , 7 =[-02;0.3], 7 =5.0, y =1.0
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Gergek Tahmin

Sekil 6.9 n=100 6rnek ile MNIG dagiliminin parametrelerinin EM tahmini
1 =[0.0;02],£=[04,0.2;02,05], 7 =[-0.3;0.0], 7 =6.0,p =1.0

Grafiklerden goriilebilecegi iizere parametrelerin tahmini degerleri 1ile c¢izilen
konturlarin 6zellikle kiiciik 6rneklem hacimlerinde gercek parametrelerden daha iyi

sonu¢ verdigi anlagilmaktadir. Ayni durum parametre tahminleriyle ve gergek

parametrelerle hesaplanan E(X) ve Cov(X) degerlerinde de etkisini gostermektedir.
Ornegin 20 birimlik drneklem ile drneklem ortalamast [—1.4;—0.6], Srneklem varyans-
kovaryans matrisi [1.0,0.4;0.4,1.1] olarak gdzlendiginde, parametrelerin tahminleri ile
beklenen deger [—1.4;—0.6], varyans-kovaryans matrisi [1.4,0.6;0.6,1.1] hesaplanirken,
gercek parametre degerleri ile beklenen deger [—1.1 ; O.l] , varyans-kovaryans matrisi

[5.2, 0.2;0.2,1.3] olarak hesaplanmustir.

Degerlerden parametre tahmini ile elde edilen degerlerin 6rneklemden elde edilen
degerlere daha yakin oldugu anlasilmaktadir. Bu durum EM tahminlerinin gergek
parametrelere uzak olmasmma ragmen neden Orneklere daha iyi uydugunu

acgiklamaktadir.
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6.3 MNIG Dagilimina Sahip Kitlelerde Diskriminant Fonksiyonu

IT,ve II, sirasiyla MNIG(EI,EI,Zl,;(l,y/I) ve MNIG(Ez,EZ,Zz,;(Z,y/z) dagilimina

sahip kitleler olsun. Bu iki kitlenin birisinden geldigi bilinen bir x € R? gézlemi igin

atama kurali

Eger fy ()_c)/fi2 (5)21 ise, xell|
Eger fy ()_c)/fi2 (§)<1 ise, xell,

bi¢iminde yazilir. f, (x)/fy, (x) oram

d+1 + 1y -1
fr (&) _{Zl |E2|T{Z1'lell ty, ]{Dﬂ - }”’41 Kdzﬂ(\/(Dx,l +;a)(Zl Ly, +W1))
K

RPN T2 [P+ ) (27 + )

2
xexpl(x-p ) 2y, ~(x- 1) 257, bexo (Vv — v |

D{,l +Zl

biciminde yazilir. Buradan

b Fl = (‘/(D“ )7, 'y l//l))
K

Dz,l T d+l1 (\/(Dx,Z + ZZ)(ZZ 'Z;ZZ —H//Z)) (66)

d;\/[N[G (E) — {

2
xexp{(g—ﬁl)'):fl}_/l —(J_C__z)'Z}Zz}

diskriminant fonksiyonu olusturulur. Atama kurali ise
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d+1

L o
LB LRy exo{zws —zw | xell,

L i |Ez|_ _Z1'21_17_/1 Ty _

0=

Eger d,™" (g) >
(6.7)

d+1

R o
LB LRy exp{\w, ~aw | aell,

L4 |22|_ 71 '2;17_/1 ¥ i

0=

Eger d,™ ()_c) <

bi¢iminde elde edilir. g ve u hari¢ diger parametrelerin esit olmasi durumunda ise

diskriminant fonksiyonu

_d+1

™ (x) [log(D,, +1,)~log(D,, + )]

+10gKM(\/(Dx,1 ) E 7, +w1)) 6.8)
2

_IOgK@ (\/(DXJ T X )(Zz '2;1Z2 Ty, ))

2

ve atama kurali

Eger djWG(g)Z(yl—yz)'E’ly ,xell,
= =/ (6.9)
Eger d}™(x)

A

(ﬁl_ﬁz)vzily X ell,

bigiminde elde edilir.

6.4 MNIG Dagilmu i¢in Simiilasyon Sonuclari

Simiilasyon — ¢aligmasinda  farkli ~ orneklem  hacimlerinde ~ MNIG(u,X,y, x,¥)

dagilimindan say1 tiretip, bu 6rnekler ile bir 6nceki boliimde ele alinan atama kurallari
ile smiflandirma yapilmistir. Bu igslem her bir 6rnek hacminde 100 kez tekrarlanip,

gbzlenen hatali siniflandirma oranlarinin ortalamasi alinmustir.
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Cizelge 6.1de 1iki boyutlu rasgele vektoriin dagmmi birinci  kitle i¢in

MN]G(E1 =[0;0],X, =[1,0.5;0.5,1],Z1 =[-0.9;0.1], z, = 6,y, =4), ikinci  kitle i¢in
MNIG(H2 =[-2;1], X%, :[l,—O.l;—O.l,l],Zz =[0.9;-0.9], 7, =3,w, = 3) alimustir.

Cizelgeden tahmini parametreler kullanarak (6.7) ile verilen atama kural
kullanildiginda yapilan siniflandirmada gézlenen hatali siniflandirma oranlarinin, tiim
orneklem hacimlerinde lineer ve karesel diskriminant fonksiyonlarindan daha az oldugu
goriilmektedir. Ozellikle diisiik 6rneklem hacimlerinde hatali siniflandirma oran1 lineer

ve karesel diskriminant fonksiyonuna gore oldukga diistiktir.

Cizelge 6.1 MNIG dagilimi i¢in diskriminant analizi hatali siniflandirma oranlar1

n Lineer Karesel MNIG MNIG
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)
10 0.42 0.32 0.35 0.25
20 0.42 0.34 0.35 0.29
30 0.44 0.35 0.35 0.31
50 0.46 0.37 0.35 0.32
100 0.47 0.38 0.35 0.34

g, ve u  hari¢ diger parametrelerin ayni oldugu durum i¢in yapilan simiilasyon

calismasinin sonuglar1 c¢izelge 6.2°de goriilmektedir. Bu simiilasyon c¢aligmasinda
birinci ve ikinci kitlenin i¢in  sirasiyla MNIG(H1 =[0;0],%,7, ;(,y/) ve
MNIG(E2 =[-21],%,7, ;(,1//) almmistir.  Ortak  parametrelerin  degerleri  ise

2 =[1,0.5;0.5,1],y =[-0.9;0.1], y = 6,y =4 dir. Tim Srneklem hacimlerinde elde edilen

hatali siniflandirma oranlar1 benzer olmasina karsin en az hatali siniflandirma (6.6) ile

verilen atama kurali, tahmini parametre degerleri ile kullanildiginda elde edilmistir.
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Cizelge 6.2 MNIG dagilm i¢in g ve p hari¢ aym parametreler ile diskriminant

analizi hatali siniflandirma oranlari

n Lineer Karesel MNIG MNIG
(Gergek par. ile) (Tahmini par. ile)
10 0.09 0.08 0.10 0.07
20 0.10 0.10 0.11 0.09
30 0.10 0.10 0.10 0.09
50 0.10 0.09 0.09 0.09
100 0.10 0.10 0.10 0.09

Onceki boliimlerde yapilan simiilasyon ¢alismasindaki durumlara benzer olarak (konum

MNIG »
N

parametresi hari¢) parametrelerin esit alindigi durumda d nin lineer ve karesel

diskriminant fonksiyonlarina karst basarisinin, tim parametrelerin farkli oldugu

MNIG >

durumda 4;" ’ye gore daha diisiik oldugu goriilmektedir. Her iki 6rnekte de parametre

degerleri, gozlemleri olabildigince ayrimi zor hale getirecek sekilde segilmistir. Ayrimi
kolay olacak sekilde secilen parametre degerleri ile yapilacak siniflandirmada ele alinan
tim diskriminant fonksiyonlarinin hemen hemen ayni hatali simiflandirma oranlarina

sahip olduklar1 gézlenmistir. Bu durum i¢in ¢alismanin son kisminda verilmis 6rneklere

bakilabilir.
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7. UYGULAMA

Bu boliimde calisma kapsaminda ele alinan diskriminant fonksiyonlarinin hatal

siiflandirma oranlari, degisik senaryolar altinda karsilastirilacaktir.

7.1 Simiilasyon Yoluyla Uretilen Verilerin Simiflandiriimasi

Ornek 1 (Normal dagilim, es varyans) : Bu simiilasyon ¢alismasinda sirastyla p = [1;2],
U, = [—1;—2] ve X, =X, = [4,0.5;0.5 ,4] parametreli normal dagilima sahip iki kitleden

50’ser birimlik 6rneklem iiretilip hatali siniflandirma oranlart elde edilmistir. Cizelge
7.1’de 10 deney sonucunda elde edilen ortalama hatali smiflandirma oranlar

goriilmektedir.

Cizelge 7.1 Ornek 1'e ait hatali siiflandirma oranlari

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG

0.12 0.11 0.12 0.11 0.12 0.12

Sekil 7.1’de  ele alman diskriminant fonksiyonlarinin belirledikleri bdlgeler

goriilmektedir.
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Lineer Karesel

-10
-10

-10
-10

Skew-t
10 10

MNIG
10

-10 -10
-10 -5 0 5 -10 -5 0 5

-10
-10 -5 0 5

-10
-10 -5 0 5

Sekil 7.1 Ornek 1 i¢in diskriminant fonksiyonlar

Omek 2 (Normal dagilim, es varyans, diisiik 6rneklem hacmi) : Bu simiilasyon

calismasinda sirastyla ﬁ1=[1;2], £2=[O;O] ve Z]=EZ=[1,O.5;O.5,1] parametreli

normal dagilima sahip iki kitleden 10’ar birimlik 6rneklem {iretilip hatali siniflandirma
oranlar1 elde edilmistir. Cizelge 7.2°de 20 tekrar sonucunda elde edilen ortalama hatali

siiflandirma oranlari goriilmektedir.

Cizelge 7.2 Ornek 2’ye ait hatali simiflandirma oranlar

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG

0.140 0.125 0.118 0.105 0.108 0.100

Sekil 7.2°de ele almnan diskriminant fonksiyonlarinin belirledikleri bdlgeler

goriilmektedir.
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Lineer

Karesel

Ldu Nk o kN W A

Sekil 7.2 Ornek 2 i¢in diskriminant fonksiyonlar

I
A

4 4
. .
3 . 3 . 1
) Lo ) Lo |
: :
g o 1 -t ]
0 g B 0 g 1
o U O
1 o 1 o 1
a

2 2 ]

slO Lo

4 2 0 2 4 2 2

Skew-t MNIG
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
1 1 1
2 2 2
= 30 30 3

g g 4

Omnek 3 (Normal dagilim, farkli varyans) : Bu &rnekte sirasiyla H, =[-11],

X =[1,1.5;1.5,3] ve u, =[—2;—1], )N =[1,—1.5;—1.5,5] parametreli normal dagilima

sahip iki kitleden 50’ser birimlik 6rneklem firetilip hatali siniflandirma oranlart elde

edilmistir. Cizelge 7.3’de 10 tekrar sonucunda elde edilen ortalama hatali siniflandirma

oranlar1 goriilmektedir.

Cizelge 7.3 Ornek 3’e ait hatali siniflandirma oranlari

Lineer

Karesel

Skew-t

VGamma

MSL

MNIG

0.20

0.15

0.14

0.14

0.15

0.15

Asagidaki grafikte ele alman diskriminant fonksiyonlarinin belirledikleri bolgeler

goriilmektedir.
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Lineer

6 6

4 4

2 2

0 0

2 2

4 4

6 6

8 8

s 4 2 0 2 6

Skew-t MNIG
6 6 6 6
4 4 4 4 - :
g O s ¥
2 2 2 2 O ol
3
0 0 0 0 o &y .
[m]
2 2 2 2 E@
a Om
4 4 4 4 tEeT
a
a

-6 O 6 6 6 5
8 8 8 8
6 4 2 0 2 6 4 2 0 2 6 6 4 2 0 2

Sekil 7.3 Ornek 3 i¢in diskriminant fonksiyonlari.

Omnek 4 (Normal dagilim, farkli varyans, diisiik 6rneklem) : Bir 6nceki drnekte ele
alman kitlelerden 10’ar birimlik 6rneklem simiilasyon yoluyla elde edilmis, 20 tekrar

sonucunda elde edilen ortalama hatali siniflandirma oranlar1 ¢izelge 7.4°de verilmistir.

Cizelge 7.4 Ornek 4’¢ ait hatali siniflandirma oranlar

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG
0.130 0.110 0.095 0.080 0.010 0.080

Ornek 5 (Suni iiretilmis veri) : Bu 6rnekte suni olarak iiretilmis bir veri setinin smiflan-

dirilmasi ele alinmustir. Cizelge 7.5°de hatali siniflandirma oranlar1 goriilmektedir.

Cizelge 7.5 Ornek 5’e ait hatali siniflandirma oranlart

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG
0.129 0.129 0.100 0.014 0.071 0.086

Sekil 7.3’de ele alman diskriminant fonksiyonlarinin belirledikleri bdolgeler

goriilmektedir.
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Sekil 7.4 Ornek 5 i¢in diskriminant fonksiyonlar

Ornek 6 (Kolay ayrilabilir veri) : Bu simiilasyonda sirasiyla u =[-51], g, =[2-1] ve

X=X =[1,0.5;O.5,3] parametreli normal dagilima sahip iki kitleden 20’ser birimlik

orneklem tiretilmistir. Tiim diskriminant fonksiyonlarinin hatasiz bigimde siniflandirma

yaptig1 bu ornege iliskin diskriminant fonksiyonlarinin belirledikleri bolgeler asagida

goriilmektedir.

Lineer Karesel
4 - 4 -
. .
2 o . | 2 o . |
o oo o o o6 [m]
3 )
o o, % EIDD O o o % DDD O
.o o .o o
. .
. %DH . DDDE'
2 ma] 2 ms]
. ] . O
ot e
4 g " =]
5 0 5 5 0 5
Skew-t VGamma MSL MNIG
4 - 4 - 4 = 4 =
. . . .
2 o . | 2 o . m] 2 R’ o m] 2 o . jm}
. ®o a o %o o o %o a o %o 0
3 Y Xy 3
o o % DDD O o o % DDEI O o o % DDD - o o % DDD O
.o o .o O .o O .o o
. . . .
o EIDDE; . DDDE\ . DDDE .’ DDE,
2 ] 2 s 2 ] 2 Yo
. . . =] . ]
ot ot ot mil
4 = 4 = 4 = 4 =
5 0 5 5 0 5 5 0 5 5 0 5

Sekil 7.5 Ornek 6 icin diskriminant fonksiyonlar
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Orneklerden, her iki grup i¢in normal dagilimdan iiretilen 50 birimlik 6rneklerle yapilan
simiilasyon calismalarinda, ele alinan tiim diskriminant fonksiyonlarinin hemen hemen
ayni hatali siniflandirma oranina sahip olduklar1 goriilmektedir. Bu durumda skew-t,
vgamma, msl ve mnig diskriminant fonksiyonlarmin, verilerin normal dagilmasi
durumunda kullanilmasinda herhangi bir sakinca olmadigin1 gostermektedir. Diisiik
orneklem hacimlerinde ise skew-t, vgamma, msl ve mnig diskriminant fonksiyonlarinin,
lineer ve karesel diskriminant fonksiyonlarindan az bir farkla daha diisiik hatal

siniflandirma oranlarina sahip olduklar1 goriilmektedir.

Asirt ¢ degerlerin bulundugu 4.6rnekte ozellikle varyans gamma diskriminant
fonksiyonunun lineer ve karesel diskriminant fonksiyonlarina karsi basarisi dikkat
cekicidir. Bu diskriminant fonksiyonlarindan yaklasik 9 kat daha az hatali siniflandirma
yapan vgamma diskriminant fonksiyonunun belirledigi bolge, lineer ve karesel
diskriminant fonksiyonlarinin belirledikleri boélgelerle kiyaslandiginda séz konusu

basarinin nedeni agik¢a goriilmektedir.

7.2 1ris Cicegi Verileri Uzerine Uygulama

Bu uygulamada, diskriminant analizi ile ilgili ilk calismada Fisher (1936) tarafindan
verilen ve sonrasinda bir¢cok calismada uygulama verisi olarak ele alinan iris ¢icegi
verisi kullanilmistir. Veri setinin orijinal halinde iris ¢igeginin {i¢ cinsinden (setosa,
versicolor, virginica) 50’ser gozlem bulunmaktadir. Her 6rnek {izerinden ¢anak yapragi
uzunlugu ve genisligi ile tagyapragi uzunlugu ve genisligi olmak tizere toplam 4 adet

Ozellik ol¢iilmiistiir.

Bu veri setindeki ilk uygulamada iris ¢i¢eginin setosa ve versicolor cinslerinden
yukarida bahsedilen 4 6zellik iizerinden elde edilen gozlemler kullanilarak siniflandirma

yapilmis ve hatali siniflandirma oranlari asagidaki gibi elde edilmistir.
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Cizelge 7.6 Iris ¢icegi i¢in hatali simiflandirma oranlar1 (4 parametre ve her iki gruptan
50 birimlik 6rneklem ile)

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG

0.030 0. 030 0. 020 0.010 0.010 0.010

En az hatali smiflandirma oraninin VGamma, MSL ve MNIG diskriminant

fonksiyonlart ile elde edildigi goriilmektedir.

Bu veri setindeki ikinci uygulamada ise iris ¢igeginin setosa ve versicolor cinslerinden
canak yapragi uzunlugu ile genisligi ele alinmis ve bu tiirlerin her birinden 10 tanesi
rasgele secilmistir (training set). Gozlenen hatali siniflandirma oranlarma iliskin
sonuglar ¢izelge 7.7°de verilmistir. Lineer ve karesel diskriminant fonksiyonlar1 6rnek
hacminin diisiik oldugu bu ornekte 0.40 hatali siniflandirma yapmuslardir. Skew-t,
VGamma ve MSL diskriminant fonksiyonlar1 0.25 hatali siniflandirma orani ile en az
hata oranina sahipken MNIG 0.30 hatali siniflandirma oranina sahiptir. Asagida her bir
dagilim i¢in parametrelerin tahminleri ve diskriminant fonksiyonlarinin bu tahminler ile

belirledikleri bolgeler goriilmektedir.

Cizelge 7.7 lris ¢igegi icin hatali siniflandirma oranlari (2 parametre ve her iki gruptan
10 birimlik 6rneklem ile)

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG

0.40 0.40 0.25 0.25 0.25 0.30

Cizelge 7.8’de parametrelerin tahmin degerleri, sekil 7.3’de ise ele alinan diskriminant

fonksiyonlarinin belirledikleri bolgeler goriilmektedir.
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Cizelge 7.8 Iris ¢icegi i¢in tahmini parametre degerleri (2 parametre ve her iki gruptan

10 birimlik 6rneklem ile)

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG
H, [6.03;2.87] [5.58;2.66] [5.60;2.67] [5.68;2.62] [5.49;2.58]
H, [6.21;3.02] [5.74;3.07] [5.79;2.99] [5.90;3.00] [5.73;3.01]
0.19 0.08 0.02 0.02 0.03 0.02 0.03 0.01 0.02 0.02
% [0.40 0.18} 0.08 0.09 0.02 0.05 0.02 0.05 0.01 0.02 0.02 0.05
0.18 0.14 0.63 0.29 0.49 0.26 0.33 0.17 0.22 0.11 0.40 0.21
Y, 0.29 0.18 0.26 0.14 0.17 0.10 0.11 0.07 0.21 0.12
7, ; ; [0.19;0.09] [0.21;0.10] [0.12;0.09] [0.32:0.17]
7, ; ; [0.33;-0.04] | [0.22;0.02] [0.11;0.01] [0.28;0.01]
A1 =1.96 7, =270
Diger v =2.89 A2 =1.96 X2 =3.03
v2 =6.51 vy =195 w, =1.02
W, =2.00 v, =098
Lineer Karesel
4 4
O
O
3.5 3.5
° O]
3 /V 3
[ e[Je
O] O
25 o ° 25 0
2 L 2 L
4 5 6 7 8 5 6 8
4 ORTVVL voaliniia VIoL 4 IS
3.5 3.5
3 3
2.5 O 2.5
2 2 2 2
4 8 4 6 8 6 8 4 6

Sekil 7.6 Iris ¢igegi icin diskriminant fonksiyonlar
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Sekil 7.7°de yer alan grafik en az hatali smiflandirma oranmin elde edildigi
dagilimlardan biri olan varyans gamma dagiliminin, her iki cins i¢in tahmini

parametrelerle ¢izilen olasilik yogunluk fonksiyonlarini1 gostermektedir.

|
|
4 ! *\\\\\\\\
3 |
|
2 : 4 7
| 7
—
| T
s
1 = 6.5
0
6
3.5
3 5.5
2.5
2 5

Sekil 7.7 Iris ¢igegi igin tahmini parametrelerle ¢izilmis varyans gamma dagilimlarmimn
olasilik yogunluk fonksiyonlar1

Uygulamanin devami olarak, setosa ve versicolor cinslerinden rasgele secilen ve
diskriminant fonksiyonlarinin olusturulmasinda kullanilan toplam 20 6rnek disinda
kalan 80 oOrnek, yukarida olusturulmus olan diskriminant fonksiyonlar1 ile

siniflandirilmig ve hatali siniflandirma oranlar ¢izelge 7.9°daki gibi elde edilmistir.

Cizelge 7.9 Iris cicegi i¢in hatali smiflandirma oranlar1 (2 parametre ve 80 birimlik
orneklem ile)

Lineer

Karesel

Skew-t

VGamma

MSL

MNIG

0.4125

0. 4000

0.4250

0.3875

0.3875

0.3750
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Buna gore kalan 80 6rnegin her bir gruptan alinan 10’ar birimlik 6rnek ile elde edilen
diskriminant fonksiyonlar1 ile siniflandirilmasinda en az hatali siiflandirma oraninin

0.375 ile MNIG diskriminant fonksiyonuna ait oldugu goriilmektedir.

7.3 Sporcu Verileri Uzerine Uygulama

Bu uygulamada 15 amator ve 15 profesyonel sporcu, bir tiir ¢eviklik testi olan 505
testine ve 30 metre kosu testine tabi tutulmustur. Sporcular iizerinden elde edilen skorlar
iki boyutlu bir rasgele vektor olarak ele alinmis ve gozlem degerleri ile siniflandirma

yapilmistir. Elde edilen hatali siniflandirma oranlari ¢izelge 7.10°da verilmistir.

Cizelge 7.10 Sporcu verileri i¢in hatali siniflandirma oranlari

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG

0.4000 0. 5000 0. 2667 0.2333 0.2333 0. 3000

En diistik hatali smiflandirma oraninin 0.23 ile verilerin varyans gamma yada carpik

Laplace dagildig1 varsayimi altinda elde edildigi gézlenmistir.

Asagida her bir dagilim i¢in parametrelerin tahminleri ve diskriminant fonksiyonlarinin

bu tahminler ile belirledikleri bolgeler goriilmektedir.
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Cizelge 7.11 Sporcu verileri i¢in tahmini parametre degerleri (2 parametre ve her iki
gruptan 15 birimlik 6rneklem ile)

Lineer Karesel Skew-t VGamma MSL MNIG
H, [2.7634.04] [2.13:3.72] [2.31;4.13] [2.39;3.46] [2.21;3.84]
H, [2.88:4.23] [2.80;3.42] [2.51;3.24] [2.69;3.47] [2.72;3.27]
~ 0.15 0.05 0.02 -0.02 0.02 0.02 0.02 -0.02 0.01 -0.00
i 0.05 0.22 -0.02 0.15 0.02 0.13 -0.02 0.05 -0.00 0.12

~ 0.17 0.08 0.19 0.09
0.08 0.36 0.09 0.50

0.14 0.11 0.09 0.03 0.07 0.05 0.13 0.09
L 0.11 0.12 0.03 0.03 0.08 0.07 0.09 0.09
7, B _ [0.48;0.24] [0.26;-0.05] | [0.13;0.20] [0.29;0.11]
Zz - - [0.04;0.43] [0.22;0.59] [0.07;0.26] [0.09;0.58]
A1 =1.68 P
v =7.03 A2 =1.61 ¥, =2.63
Diger - - . R - ~ 1.00
v =351 w, =188 st
V;z ~1.89 v, =1.05
Lineer Karesel
6 6
5.5 =] 5.5 O
]
4 5
Skew-t MNIG
6 6
s55p O

Sekil 7.8 Sporcu verileri i¢in diskriminant fonksiyonlari
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Sekil 7.9’da yer alan grafik en az hatali smiflandirma oranmin elde edildigi
dagilimlardan biri olan varyans gamma dagiliminin, amatér ve profesyonel sporcular

icin tahmini parametrelerle ¢izilen olasilik yogunluk fonksiyonlarin1 gostermektedir.

- AN
’14,7/"\ ://,/"/\k\ R
o PR NN
2.5 - : ,l—//’/‘: :"/‘,,/‘k\ \‘\ R
- -7 [N N N
2] T T SR NN
I LT UL BENEANER NN
15 -] ‘ - ‘ N
I ! ' | R
1 - | |
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0.5 ! ‘
| Y .
O> "““:‘\\ :
° e /il
”“‘,1//////1
22
e,

3.5
25

Sekil 7.9 Sporcu verileri i¢in tahmini parametrelerle ¢izilmis varyans gamma
dagilimlarinin olasilik yogunluk fonksiyonlari

Grafikte yukarida ayn1 dagilim igin ¢izilen bolgeler acik¢a goriilebilmektedir.
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8. SONUC

Bu caligma kapsaminda normal dagilim varsayiminin saglanmadigi, o6zellikle garpik
dagilimlardan gozlenmis verilerin diskriminant analizi ile simiflandirilmas: ele
alimmustir. Bu amagcla ¢arpiklik ve basiklik 6zellikleri bakimindan son derece esnek bir
aile olan ¢ok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesinin baz1 6zel durumlari
ele alinmis ve gozlemlerin geldigi kitlelerin bu dagilimlar oldugu varsayimi altinda

diskriminant fonksiyonlar1 elde edilmistir.

Cok degiskenli genellestirilmis hiperbolik dagilim ailesi, sahip oldugu esnek 6zelliklere
karsin, uygulamada parametrelerin tahmin edilmesi gerektigi durumlarda iizerinde
calisilmas1 zor bir dagilim ailesi haline gelmektedir. Parametrelerin tahmininde
kullanilan EM algoritmasinin yakinsama siiresi, tahmin edilen parametre sayisi, gozlem
sayist ve boyut sayist ile birlikte artmaktadir. Asagidaki grafikte ele alinan her bir
dagilim icin EM algoritmasin1 100 yinelemesinin, farkli 6érneklem hacimlerinde ne

kadar siirdligli goriilmektedir.

20

skewt .
- - ’-“‘
vgamma .-
_____ R
15t msl -
asmsmanann mmg "‘.f
f""‘
— o
5) 10+ ’I"
~ (4
= 7
N’
/"
547
cr SRS TSR I L
Le
0 L
10 20 30 40 50

Sekil 8.1 EM algoritmasinda siireler (100 yineleme)

Grafikten goriilecegi iizere 6zellikle en ¢ok parametre sayisina sahip varyans gamma
(vgamma, 5 parametre) ve c¢arpik-t (skewt, 4 parametre) dagiliminda tahmin stiresi,

ornek hacmine bagh olarak artis gostermektedir. Her iki dagilim i¢in kullanilan EM
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algoritmalarinda ozellikle & degerlerinin hesaplanmasi sirasinda gerek duyulan Bessel

fonksiyonunun tilirevi, algoritmanin en yavas noktasi olarak gozlenmistir. Buna karsin
s6z konusu degerin hesaplanmasinin ihtiya¢ duyulmadigi carpik Laplace (msl, 3
parametre) ve normal ters Gauss (mnig,4 parametre) dagilimlarinda iterasyon siiresinin

ornek hacminden fazla etkilenmedigi gézlenmistir.

Asagidaki grafik EM algoritmasinin yakinsama siirelerinin, ¢alisma kapsaminda ele
alman dagilimlarda, degisik 6rneklem hacimlerine gore nasil degistigini gostermektedir.

Karsilagtirmanin yapilabilmesi i¢in yakinsama sarti, tiim dagilimlarda ortak olan x,X

ve y parametrelerindeki toplam degisimin 10%’den kii¢iik olmasi olarak alinmustir.

Ayrica bu parametrelerin baslangic degerleri tim dagilimlar i¢in ayn1 alinmistir.

t(sn)

Sekil 8.2 Em algoritmasinda siireler (yakinsama kosulu altinda)

Ozellikle carpik-t dagilimi igin yakinsama siiresi drneklem hacmi ile hizla artmaktadur.
Ayni durumun ¢arpik-t gibi diisiik iterasyon hizina sahip varyans gamma dagiliminda da
goriilmesinin beklenmesine karsin, bu dagilimda 6rnek hacminin artmasi ile yakinsama
stiresi fazla degismemektedir. Bu durum varyans gamma dagiliminin Carpik-t

dagilimindan daha hizli yakinsadig1 anlamina gelmektedir.

EM algoritmalarinin yakinsama hizlar1 diskriminant fonksiyonlarmin olusturulmasi
siirelerine direkt olarak etki etmektedir. Ornegin 7.Boliimde ele almnan ilk Srnekte

siniflandirma stireleri ve hatali siniflandirma oranlar ¢izelge 8.1°deki gibi gézlenmistir.
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Cizelge 8.1 Ornek 1 igin simiflandirma siireleri

Lineer Karesel Skew-t VGamma |MSL MNIG

Hatali
Siniflandirma 0.12 0.11 0.12 0.11 0.12 0.16
Orani
Siniflandirma
Siiresi (sn)

0.11 0.04 76.54 10.21 1.99 8.28

Uygulama boliimiinde ele alinan Orneklerden goriilebilecegi iizere en az hatal
siiflandirma oranina sahip olan diskriminant fonksiyonunun, kitlelerin varyans gamma
dagilimina sahip oldugu varsayimi altinda olusturulan diskriminant fonksiyonu oldugu
gozlenmigtir. Bu durumun parametre sayisi ile iliskili oldugu disiiniilmektedir.
Parametre sayisinin fazla olmasi dagilimin seklinin belirlenmesinde esneklik
saglamakta, boOylece go6zlemlere uygun bir dagilimin uydurulmasi daha saglikl

olmaktadir.

EM algoritmalarmin yakinsama siireleri (ya da smiflandirma siireleri) ile hatal
siniflandirma oranlar1 birlikte ele alindiginda carpik Laplace (MSL) dagilimi dikkat
cekmektedir. Hatali smiflandirma oranlarinda smiflandirma siiresi goéz Oniinde
bulundurulursa, varyans gamma dagilimi ile ¢arpik Laplace dagilimi arasindaki fark,

makul orandadir.

Calismada elde edilen ve yukarida 6zetlenen bulgular 1s18inda gerek normal dagilim
gosteren verilerde, gerekse ¢arpik veri yapilarinda, 5.B6liimde ele alinan ¢ok degiskenli
carpik Laplace dagilimi ile elde edilmis diskriminant fonksiyonunun kullaniimasi

Onerilmektedir.

Bu tez calismasinda ele alinmayan ikiden fazla kitle i¢in siiflandirma kurallarinin
olusturulmasi, hatali siniflandirma maliyetlerinin esit olmamasi, onsel olasiliklarin esit
olmamasi gibi durumlar ile hatali siniflandirma olasiliklarinin hesaplanmasi gibi

konular sonraki ¢aligmalarda ele alinabilir.
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