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TEZ BEYANI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak kurallarina
uyuldugunu, bagkalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel normlara uygun
olarak atifta bulunuldugunu, tezin icerdigi yenilik ve sonuglarin bagka bir yerden alinmadigini,
kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigimni, tezin herhangi bir kisminin herhangi

bir liniversitede bagska bir tez ¢calismasi olarak sunulmadigini beyan ederim.

Adem SAHIN



OZET

Doktora Tezi

HESSENBERG MATRIS YONTEMI ILE
GENELLESTIRILMIS FIBONACCI
VE LUCAS POLINOMLARININ
TERIMLERININ HESAPLANMASI

Adem SAHIN

Gaziosmanpasa Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman : Yrd. Dog. Dr. Kenan KAYGISIZ

Bu calismada genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlari ve bu polinomlarin £ dizisinden
olusan Ap° ve D;° matrislerinin, rekiirans iligkisi ile tanimlanan say1 ve polinomlarin biiyiik
bir kisminin genel hali oldugu gosterildi. Genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci ve
Lucas-p polinomlarinin, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin ve A7° matrisinin
bilesenleri i¢in Hessenberg matris kullanilarak matris temsilleri verildi. Bu yontemde cesitli
Hessenberg matrisler tanimlanarak, bu matrislerin determinantinin ve permanantinin polinom
larin istenilen terimine esit oldugu gosterildi. Daha sonra Hessenberg matris yonteminde
kullanilan Hessenberg matrislerden bazilar1 kullanilarak Fibonacci sayilari, genellestirilmis
k-basamak Fibonacci sayilar1 ve genellestirilmis Fibonacci polinomunun terimlerini elde
etmek i¢in bir yontem verildi. Son bdliimde genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci ve
Lucas-p polinomlari, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlari ve A7° matrisi lizerine
yapilan ¢aligmalarin, literatiirde var olan bir¢ok rekiirans iliskili say1 dizisi ve polinom i¢in

de gecerli oldugu gosterildi.

2013, 74 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Genellestirilmis Fibonacci

polinomu, Genellestirilmis Lucas polinomu, Hessenberg matris, Determinant, Permanent.



ABSTRACT

PhD Thesis

Calculating the terms of
the Generalized Fibonacci and Lucas Polinomials
with Hessenberg Matrix Method
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In this study, it is demonstrated that generalized Fibonacci and Lucas polynomials and matrices
A and Dg° which consist of k sequences of these polynomials are a general form of a great
number of numbers and polynomials defined by recurrence relation. Matrix representation has
been implemented in order to generalized Fibonacci and Lucas p-polynomials, generalized
Fibonacci and Lucas polynomials and matrix A;° by using Hessenberg matrices. Various
Hessenberg matrices have been defined in the method, and it has been shown that determinants
and permanents of these matrixes are equivalent to the desired term of polynomials. Afterwards,
in order to obtain the terms of Fibonacci numbers, generalized order-k Fibonacci numbers and
generalized Fibonacci polynomials, a method is given by using some Hessenberg matrices
which used in Hessenberg matrix method. In the last chepter, it has been demonstrated that
studies on generalized Fibonacci and Lucas polynomials are also valid for many number

sequences and polynomials, defined by recurrence relation, in literature.
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1. GIRIS VE LITERATUR OZETi

Rekiirans (yineleme, indirgeme) iliskili say1 dizileri ve polinomlar bir¢ok arastirmacinin
ilgisini ¢ekmis, bunlar iizerine pek ¢ok arasgtirma yapilmistir. Fibonacci, Lucas, Pell, Perrin,
Jacobsthal, Pell-Lucas ve Jacobsthal-Lucas, ... gibi degisik say1 dizileri iizerine bir¢cok calisma
yapilmistir. Bu tip dizilere genel olarak Fibonacci tip diziler denir. Ozellikle Fibonacci
sayilar1 matematigin hemen hemen her dalinda (sayilar teorisi, diferansiyel denklemler,
olasilik, istatistik, niimerik analiz, lineer cebir) kullanilmaktadir. Bunun yanisira Fibonacci
sayilar1 biyoloji, kimya, kriptoloji ve elektrik mithendisligi alanlarinda genis uygulama alani
bulmaktadir (Philippou ve ark, 2001). Son yillarda modern bilimde, ozellikle fizikte,
Fibonacci ve Lucas say1 dizileri genis kullanim alanina sahiptir (Kili¢ ve Stakhov, 2009).
Ayrica bu say1 dizilerinin bir¢cok genellestirmesi yapilmaktadir. Bu genellestirmeler de
aktif olarak diger bilim dallarinda kullanilmaktadir. Ornegin Stakhov Fibonacci-p sayilari
icin iirete¢ matrisi vermis ve kodlama teorisi ile ilgili “golden cryptograohy” adh ilging
bir uygulama yapmuistir (Stakhov, 2006a; Stakhov, 2006b; Stakhov, 2007). Swamy ag
fonksiyonlar1 ve genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlart arasinda
yakin iligkilerin var oldugunu gostermistir (Swamy, 1998). Ayrica iki degiskenli Fibonacci ve
Lucas-p polinomlari teorik fizik alaninda fiziksel siire¢lerin modellenmesi i¢in de kullanilmak
tadir (El Naschie, 1992a; El Naschie,1993b, El Naschie, 1994). Fibonacci ve Lucas say1
dizileri ile onlarin genellestirmelerinin modern bilimdeki kullanim alanlarina 6rnekler daha

da ¢ogaltilabilir.

Bu diziler ve polinomlar iizerine yapilan ¢aligmalarin odak noktalarindan biri bu dizi ve
polinomlarin istenilen terimlerinin rekiirans iliskisine gerek kalmadan hesaplanabilmesidir.
Ornegin 10. Fibonacci sayis1 Fig = 55 oldugu rekiirans formiilii kullanilarak bulunabilir,
fakat bizden F7jgp istenmis olsa bu say1 21 basamakli ”354224848179261915075” sayisidir
ve bu sayiy1 rekiirans kullanarak bulmak zahmet gerektiren bir istir. Rekiirans iligkisi ile

tanimlanmis polinom hesaplamalarinda biiytik indisli polinomlar1 hesaplamak daha da zordur.

Fibonacci tip dizilerin bir¢cok genellestirmesinin (gerek dizi halinde, gerek polinom halinde)

bulundugu gz 6niine alinirsa bunlarin miimkiin oldugu kadar ¢ogunu kapsayacak bir ¢alisma



nin gerekliligi ortaya ¢ikmaktadir. Son donemlerde bu say1 dizilerinin istenen terimlerini
hesaplayabilmek i¢in baz1 teknikler gelistirilmis ve bazi yeni yontemler ortaya atilmistir. Bu
yontemlerden biri de degisik Hessenberg matrisler tanimlayip bu matrislerin determinantini ve
permanentini kullanarak Fibonacci ve Lucas benzeri sayilar1 ve onlarin bazi genellestirmelerinin
terimlerini hesaplamaktir. Hesaplamalarda bilgisayar algoritmasinin da kullanilabilecegi
dikkate alindiginda bu matrislerin matematiksel olarak kolay ifade edilmesi dnem arz etmektedir.
Fibonacci tip sayilarin belki ilk 100 teriminin rekiirans kullanilarak hesaplanmasi bilgisayar
yardimiyla kolaylikla yapilir ancak daha biiylik sayilar i¢in yineleme iliskisi disinda bir

algoritmanin yardimina ihtiyag vardir.

Son 50 yilda Fibonacci tip dizilerin terimlerini hesaplamak icin Hessenberg matrislerden
yararlanilmistir. Bu c¢alismalardan bazilar1 soyle siralanabilir. Minc (1964) n x n boyutlu
(0, 1)-matris(bilesenleri sadece 0 ve 1 lerden olusan matris) tanimlamis ve bu matrisin
pemanentinin Miles (1960) m tanimladig1 genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarina
esit oldugunu gostermistir. Minc 1978 yilinda yayinlanan kitabinda da n x n boyutunda
(0, 1)-matris tanimlamis ve bu matrisin permanentinin genellestirilmis k-basamak Fibonacci
say1larina esit oldugunu gostermistir. Strank (1998) de yayinlanan kitabinda baz1 Hessenberg
matrisler vermis ve bunlarin determinantlarinin Fibonacci sayilarina esit oldugunu gostermistir.
G.-Y Lee ve S.-G. Lee (1995) de ve G.-Y Lee (2000) de yazarlar (0,1)-matrisler tanimlamis ve
bu matrislerin permanentlerinin genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarina esit oldugunu
gostermislerdir. Ocal ve arkadaslar1 (2005) genellestirilmis k-basamak Fibonacci ve Lucas
sayilarin1 hesaplamak i¢in ¢esitli Hessenberg matrislerinin determinantini ve permanentini
kullanmiglardir.  Kili¢ ve Stakhov (2009) Fibonacci ve Lucas p-sayilari i¢cin permanent
kullanarak bir calisma yapmistir. Ayrica Kilic ve Tasc¢i (2010) Hessenberg matrislerin
determinant1 ve permanenti iizerine ¢alismislardir. Y1ilmaz ve Bozkurt (2011) Pell ve Perrin
dizilerinin terimlerini hesaplamak icin Hessenberg matrisler tanimlamiglardir. Li (2012)
Fibonacci-Hessenberg matrisler tanimlamis ve bu matrisler yardimiyla Pell ve Perrin sayilar

i¢in bazi sonuclar elde etmistir.

Bu ¢aligmada 2.Boliimde genel tanimlar verildi. Tez iginde kullanacagimiz A3 ve Dp°
matrislerinin elde edilis bi¢cimleri anlatildi. 3. Boéliimde tezde kullanacagimiz Hessenberg

matris metodu anlatildi. 4. Boliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin



ve A% ve Dp° matrislerinin rekiirans iligkisi ile tanimlanan ve literatiirde sik¢a kullanilan
say1 dizileri ve polinomlarin genel hali oldugu gosterildi. Bu bdliimden sonra tezin orjinal
kismi olan 5.,6.,7.,8., ve 9. boliimlere gecildi. Ilk olarak 5. boliimde genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas-p polinomlart i¢in matris temsilleri verildi. 6. Boliimde genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas polinomlart i¢in matris temsilleri verildi. 7. Boliimde Aj° matrisinin
bilesenleri i¢in matris temsilleri verildi. 8. boliimde dnceki boliimlerde kullanilan matris
temsillerine ek olarak Hessenberg matris yonteminin bir genellestirilmesi olan metot elde
edildi. Bu metot yardimiyla Fibonacci sayilari, genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilart
ve genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin terimleri elde edildi. Daha 6nceki yontemlerde
tek seferde sadece bir terim elde edilirken yeni yontemde bir n kare matris kullanilarak ardigik
n terim ayn1 anda elde edildi. Son béliimde 6nceki boliimde yapilan ¢alismalarin literatiirde

var olan bir¢ok dizi ve polinomada uygulanabilecegi gosterildi.



2. GENEL BILGILER

2.1 Genel Tamimlar

Fibonacci tip diziler ve bu dizilerin genellestirmeleri {izerine birgok tanim yapilmistir. Bunlardan

bazilar1 agsagida verilmistir.

Tanim 2.1.1. Baslangi¢ kosullar1 Fy = 0, Fy = 1 olmak lizere, her n > 2 dogal sayis1 i¢in

F,=F, 1+ F,»

indirgeme bagintist ile tanimlanan sayilara Fibonacci sayilar1 denir. Burada F,,; n-inci
Fibonacci sayisin1 gosterir. Fibonacci sayilarindan olusan diziye Fibonacci dizisi denir ve

{F,} ile gosterilir (Vajda, 1989).

Tamim 2.1.2. Baslangig kosullar1 Ly = 2, L; = 1 olmak {izere, her n > 2 dogal sayist i¢in

Ly,=1Ln 1+ Ly

indirgeme bagintist ile tanimlanan sayilara Lucas sayilar1 denir. Burada L,,; n-inci Lucas
sayisin1 gosterir. Lucas sayilarindan olusan diziye Lucas dizisi denir ve {L,} ile gosterilir

(Vajda, 1989).
Tanim 2.1.3. Baslangi¢ kosullar1 Py = 0, P, = 1 olmak {izere, her n > 2 dogal sayis1 i¢in,

P,=2P, 1+ P, »

indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara Pell sayilar1 denir. Burada P,,; n-inci Pell sayisim

gosterir. Pell sayilarindan olusan diziye Pell dizisi denir ve { P,,} ile gosterilir (Koshy, 2001).

Tamim 2.1.4. Baslangi¢ kosullar1 Qg = 2, ()1 = 2 olmak iizere, her n > 2 dogal sayisi igin,

Qn = 2C)n—l + Qn—Q



indirgeme bagntisi ile tanimlanan sayilara Pell-Lucas sayilart denir. Burada (),; n-inci
Pell-Lucas sayisidir. Pell-Lucas sayilarindan olusan diziye Pell-Lucas dizisi denir ve {Q,,}

ile gosterilir (Koshy, 2001).

Tanim 2.1.5. Baslangi¢ kosullar1 Jy = 2, J; = 1 olmak {izere, her n > 2 dogal sayisi i¢in,

Jn = Jn—l + 2Jn—2

indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara Jacobsthal sayilar1 denir. Burada J,; n-inci
Jacobsthal sayisidir. Jacobsthal sayilarindan olusan diziye Jacobsthal dizisi denir ve {J,,}

gosterilir (Horadam, 1996).

Tanim 2.1.6. Baslangi¢ kosullar1 jo = 0, j; = 1 olmak iizere, her n > 2 dogal say1s1 i¢in,

jn = jnfl + 2jnf2

indirgeme bagintisi ile tantmlanan sayilara Jacobsthal-Lucas sayilar1 denir. Burada j,,; n-inci
Jacobsthal-Lucas sayisidir. Jacobsthal-Lucas sayilarindan olusan diziye Jacobsthal-Lucas

dizisi denir ve {j,} ile gosterilir (Horadam, 1996).
Tanim 2.1.7. Baglangi¢ kosullart Ry = 3, Ry = 0, Ry = 2 olmak iizere, her n > 2 dogal
say1sl i¢in,
RnJrl = Rnfl + Ran

indirgeme bagintis ile tanimlanan sayilara Perrin sayilar1 denir.
Tanim 2.1.8. Baslangic kosullar £, = ¢, = 1, t3 = 2 olmak lizere, her n > 4 dogal sayis1
i¢in,

b =th1+lno+1ly3
indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara Tribonacci sayilart denir (Koshy, 2001).

Tanim 2.1.9. Baslangi¢ kosullart ap = a; = 0, as = 1 olmak iizere, her n > 3 dogal sayisi

ve p,q ve 1 sabit katsayilar i¢in,

Qp = Plp_1 +qap_2 + 70y _3

indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara genellestirilmis Tribonacci sayilar1 denir (Koshy,

2001).



Burada p = ¢ = r = 1 alinirsa Tribonacci sayilari elde edilir.

Tanim 2.1.10. Baslangi¢ kosullar1 Fj, o = 0, F,; = I,2 = ... = F,, = 1 olmak lizere,

p > 1 ven > p dogal sayilari i¢in,

Foppn=Fpn1+Fpnp (2.1

indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara Fibonacci p—sayilart denir (Stakhov, 1977).

Tanim 2.1.11. Baslangi¢ kosullart L, o =p+ 1, L,1 = L,2 = ... = L, = 1 olmak iizere,

p > 1ven > pdogal sayilar i¢in,

Lpn=Lpn1+ Lpnp (2.2)

indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara Lucas p—sayilar1 denir (Stakhov, 1977).
Tamim 2.1.12. Baslangig kosullart fo(x) = 0, fi(z) = 1 olmak tizere, her n > 2 dogal say1si
i¢in,

fn(x> = Ifn—l(x) + fn—Q(x>
indirgeme bagintisi ile tanimlanan polinoma Fibonacci polinomu denir (Koshy, 2001).
Tanim 2.1.13. Baslangig kosullar1 lo(x) = 2, [;(x) = = olmak {izere, her n > 2 dogal sayis1
i¢in,

In(x) = xly—1(x) + lh—2(x)
indirgeme bagintisi ile tanimlanan polinoma Lucas polinomu denir (Koshy, 2001).

Tamim 2.1.14. Baslangic kosullar1 F},o(z,y) = 0ven = 1,2,3,....pi¢in F, ,(z,y) = 2"

olmak iizere, p > 1 ve n > p dogal sayilar i¢in,

Fp,n('rv y) = pr,n—1<x7 y) + pr,n—p—l(fE, y) (23)

indirgeme bagintisi ile tanimlanan polinoma genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci p—polinomu

denir (Tuglu ve ark, 2011).

Tanim 2.1.15. Baslangig kosullar1 L, o(z,y) = p+1ven =1,2,3,....pigin L, ,(z,y) = 2"

olmak iizere, p > 1 ve n > p dogal sayilar i¢in,

me(l’, y) = pr,n—l (ZL’, y) + prvn_p_l (J], y) (24)



indirgeme bagintisi ile tanimlanan polinoma genellestirilmis iki degiskenli Lucas p—polinomu

denir (Tuglu ve ark, 2011).

n| p=3 p=4

0 0

1 1 1

2 x z

3 x? x?

4 x? a3

5| y+at x?

6| 2xy+a° | y+2°
7|25+ 322y | 2zy + af
8 | 2" + 423y | 27 + 322y

Cizelge 2.1 p = 3 ve p = 4 i¢in iki degiskenli Fibonacci p—polinomlari

Tanim 2.1.16. a ve b tamsayilar1 A = a® —4b # 0 sartim saglayan sifirdan farkl ve aralarinda
asal tamsayilar olsun. Baslangi¢ kosullar1 wy = 0, w; = 1 olmak iizere, her n > 2 dogal sayis1
i¢in w,, = aw,—1 — bw,_o seklindeki bagint1 ile tanimlanan diziye genellestirilmis Fibonacci
dizisi denir. Ayni sekilde baglangi¢ kosullar1 vy = 2, v; = 1 olmak iizere, her n > 2 dogal
sayisl i¢in v, 12 = av,y1 — bu, bagintisi ile tanimlanan diziye genellestirilmis Lucas dizisi

denir (Robbins,1993).

Bu genellemede a = 1 ve b = —1 i¢in {w, } dizisi Fibonacci dizisi { F},}’e ve {v,, } dizisi de
Lucas dizisi {L,}’e doniigiir. Ayrica @ = 2 ve b = —1 i¢in {w,} dizisi Pell dizisi {P,}’e

doniisiir.



n p=3 p=4

0 4 5)

1 T T

2 x? x?

3 23 a3

4 4y + xt x?

5 Sy + ° 5y + x°
6 2% + 622y 6y + 2°
7 27+ 723y Trty + 2’
8 | 28 + Sty + 492 | 8x3y + 28

Cizelge 2.2 p = 3 ve p = 4 icin iki degiskenli Lucas p—polinomlari

Tamim 2.1.17. k£ > 2 olmak {izere baslangi¢ kosullari

fia=fre= .= fox—2=0, for-1= frr =1
olan ve n > k i¢in
k
fk,n = Z fk,n—j (25)
j=1

indirgeme bagintisi ile tanimlanan sayilara k-basamak Fibonacci sayilar1 (GOKF) denir (Miles,

1960).

Tanim 2.1.18. 1 < < k, £ > 2 olmak iizere baslangi¢ kosullar1 1 — £ < n < 0i¢in

; 1 i=1-—n,
fk,n = i i
0 aksi taktirde,

olan ve n > 0 i¢in

k
fon = ¢ifrmi (2.6)
j=1

indirgeme bagintisi ile tanimlanan diziye genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin &

dizisi (kSOEKF) denir (Er, 1984).



Burada ¢; (1 < j < k) sabit katsayilardir. Burada c¢; = 1 olarak alinirsan > 1 — k igin

flﬁn - fk’,k’Jrn*Q

elde edilir.

Tanim 2.1.19. 1 <7 < k, k > 2 olmak iizere, baslangi¢ kosullar1 1 — k£ < n < 0 igin

; 1 i=1-n,
pk7n - . .
0 aksi taktirde
olan ve n > 0 i¢in
k
Phon = 2Whn 1+ D _Pin 2.7)
j=2

indirgeme bagintisi ile tanimlanan diziye genellestirilmis k-basamak Pell sayilarinin £ dizisi

(ESOKP) denir (Kilig ve Tasci, 2006).

Tamim 2.1.20. k£ > 2 olmak {izere baslangi¢ kosullari
lk,l—k = lkyg_k = ... = lk,—l = —1 ve lk70 =k

olan ve n > 0 i¢in

k
lk,n = Z lk,n—j (28)
j=1
indirgeme bagintisi ile tanimlanan diziye genellestirilmis k-basamak Lucas Say1 dizisi (GOkL)
denir (Sahin, 2010).
Tamm 2.1.21. 1 < i < k, k > 2 olmak iizere baslangi¢ kosullari 1 — £ < n < 0 i¢in
—1 ,i—n <k,

lin=14 —2n+4i ,i—n=k,

k—i—1,1—n>k
olan ve n > 0 i¢in
k
b = Dtk (2.9)
j=1

indirgeme bagintisi ile tanimlanan & tane diziye genellestirilmis k-Basamak Lucas Sayilarinin

k Dizisi (kSOKLL) denir (Sahin, 2010).
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Burada verilen bir k& degeri igin [, ,, i-inci dizinin n-inci terimidir.

Tanim 2.1.22. 1 <7 < k, k > 2 olmak iizere baslangi¢ kosullar1 1 — £ < n < 0i¢in

1 1 —n =Kk,

Vin =
0 diger
olan ve n > 0 i¢in
k
Vin = D Ve (2.10)
j=2

indirgeme bagintisi ile tanimlanan % tane diziye genellestirilmis k-basamak Van der Laan

sayilarinin £ dizisi denir (Kaygisiz ve Sahin, 2013).

Tamim 2.1.23. k£ > 2 olmak {izere baslangi¢ kosullari
rk,l—kz = (]C — 2), Tk’g_k = ...= Tk’_g = Tk7_1 =—1 \Y~ Tk’() = ]C,

olan ve n > 0 i¢in
k

Tho = Y Thinej @.11)

=2
indirgeme bagintisi ile tanimlanan diziye genellestirilmis k-basamak Perrin dizisi ad1 verilir

(Sahin, 2010).

Tanim 2.1.24. (MacHenry, 2000) k£ > 2 olacak sekilde bir tamsay1 ve P(z;ty,ta, ..., tx) =

k—1_

o —tx -+« —t core polinomu verilsin. t = (1, 1o, . .., t;) olmak lizere genellestirilmis

Fibonacci polinomu Fy ,,(t) asagidaki gibi tammlanir.

Fra(t) = 0,n<0 (2.12)
Fk@(f) — 1

ka(t) = tle,n—l(t) + .- + tk:Fk,n—k(t); n Z 1

Tamim 2.1.25. (MacHenry, 2000) k& > 2 seklinde bir tamsay1 ve P(x;t1,to, ..., t;) = 2% —
tihFt — o — polinomu verilsin. ¢ = (¢1,ts, ..., ) olmak {izere genellestirilmis Lucas

polinomu Gy ,,(t) asagidaki gibi tanimlanir.
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Grot) = k (2.13)
GkJ(t) — tl

Gk,n(t) = Gk—l,n(t)a I<n< ka

k
Gralt) = D tiGrai(t),n > k.
=1

Burada P(z;ty,ts,...,tx) = 2% — t;2*! — ... — ¢, polinomunun katsayilar1 uygun bir

halkanin elemanlaridir.

Teorem 2.1.26. (MacHenry ve Wong, 2012) F}, ,,(t) ve Gy, ,(t) genellestirilmis Fibonacci ve

Lucas polinomlart olmak iizere (n,k € N, n > 1) ve
Fk70(t) — 1, Fk,—l(t) — O, ey Fk7_k+1(t) — 0,

Gro(t) =k, Gi—1(t) =0, -+, Gr—p41(t) =0

baslangi¢ kosullari igin sirastyla

a a a
Fealt) =) (al’ ‘ak)tll Lt (2.14)

ve

Gk,n(t):zﬁ( a )t;“...tgk (2.15)

akn

.....

dir. Burada her i (1 < i < k) i¢in a; negatif olmayan tamsayidr.

k k

Burada, a - n ve |a| gosterimleri sirastyla ) | ja; = n ve ) a; yerine kullanilacaktir.
j=1 j=1

Ayrica MacHenry ve Wong (2012) genellestirilmis Fibonacci Polinomlarini » € N igin,

Fon(t) = (—1)j<"_,j)Ff—2j(—t2)j (2.16)
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seklinde vermislerdir. Burada (%1 ifadesi n = 2k ve n = 2k — 1 durumlarinin her ikisinde

de k degerini veren bir semboldiir.

MacHenry (1999), MacHenry ve Li(2010), MacHenry ve Wong (2011) da yazarlar genellestirilmis

Fibonacci ve Lucas polinomlarinin degisik 6zellikleri iizerine ¢alismalar yapmislardir.

n k=4 k=5

0 1 1

1 t ty

2 ty + t3 ty+ 13

3 t3 + 2tity + 13 ts + 2tity + 13

4 ty + 2tits + 12 + ] + 3t3t, ty + 2tits + 12 + ] + 3t3t,

5| Hatt Hats+ 17+ 3tty+ 3ty ts + 21ty + 2oty + 3 + 312 + 3635 + At3t,
+4t3t,

Cizelge 2.3 k = 4 ve k = b i¢in genellestirilmiy Fibonacci polinomlart

2y + 12
3tz + 3tyty + 13
Aty + Atts + 213 + t1 + 43ty
Stity + Dtats + 5 + 5t1t2 + St2ts + Htity

= G N U N = =]

Gtoty + 12t1tots + 2t5 + 3t2 + t§ + 6t3ty + 6t5t5 + 611ty + 933

Cizelge 2.4 k = 4 icin genellestirilmis Lucas polinomlar
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n k=5

0 5

1 131

2 2y + 12

3 3tz + 3tyty + 13

4 Aty + Atits + 213 + t1 + 43ty

5 Sts + b1ty + btots + t5 + Styt3 + 5t2tz + 5tit,

6 | 6t1ts + Ototy + 12t 1tats + 263 + 3t2 + 5 + 612, + 6t3t5 + 61ty + 33

Cizelge 2.5 k = 5 i¢in genellestirilmis Lucas polinomlar

Tanim 2.1.27. (Horn ve Johnson, 1985) Her k¥ > j + 1 iken a;, = 0 ve en az bir j i¢in

a;jj+1 7 0 olan, n x n matrise alt Hessenberg matris denir.

a1 a19 0 0 s 0
21 22 @23 0 T 0
azy ago ass asqy - 0
LA, = (2.17)
Qp—-11 QAn—12 Gp-13 Aan—-14 **° QAn—1n
Qnp,1 Q2 Qan,3 Q4 e QAn.n

seklindedir.

Bundan sonraki bdlimde Ap° ve Dp° matrislerinin nasil elde edildigi gosterilecektir. Bu
matrislere genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarmin & dizisi olarak bakilabilir.
Ayni genellestirilmig k-basamak sayilarin £ dizisinde (Fibonacci, Pell, Lucas, ...) oldugu
gibi A}° matrisinin son siitunu genellestirilmis Fibonacci polinomunu, D° matrisinin son
siitunu genellestirilmis Lucas polinomunu verir. Bu matrislerin literatiirde var olan bir¢ok
genellestirilmis k-basamak sayilarin & dizisinin (Fibonacci, Pell, Lucas, ...) genel hali oldugu

4. Boliimde gosterilmistir.



2.2 Aj° Matrisinin Elde Edilisi

14

P(x;ty,ty, ... ty) = 2% —ti2F 1 — o — ¢y,

core polinomu verilsin. Son satir elemanlart bu polinomun katsayilar1 ¢t = (t1,ts,. .., 1)
vektorii olmak iizere

0 1 0 0 0

0 O 1 0 0

0 O 0 0 0

A=
0 O 0 0 1
| et e ta 1| ok

seklinde tanimlanan matrise companion matris denir. Eger [ te tie1 tpeo - 1o 1

matrisi A matrisi ile soldan ¢arpilir ve bu islem sonunda elde edilen satir A matrisinin altina

satir olarak eklenirse (A?);, 1) matrisi elde edilir (Bunun yerine A matrisi ile yine kendisi

carpilir ve elde edilen matrisin son satir1 A matrisinin altina satir olarak eklenirse (Az)k+1xk

matrisi elde edilir). Bu islem sonsuz kez tekrarlanir. Daha sonra A matrisinin tersi olan

1
A7l = 0

—t ity —tgaty!

0
1

tity !t
0 0
0 0
1 0

kxk

matrisi alalmir ve A~! matrisi ile yine kendisi ile ¢arpilip elde edilen matrisin son satir1 A

matrisine iist satir olarak eklenirse, yukar1 dogru sonsuz satir elde edilir. Iste bu yukar1 ve

asag1 dogru eklenen satirlarla birlikte elde edilen
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(—1)%~ S(g,10-1) —S(21) S(-2)
(=1) S(o1,1k-1) =511 S
(=1 'S 0,15-1) =S50 S
AP = ()RS . —Sany So) = ((=1)* 7S (10-))ooxk
(=) S0y =Sy Se
(—=1)F 1S5 101 —Sey  Sw)
(=D 1Sy =Sy Sw

matrisi aranan matristir. k£ = 3 i¢in A matrisinin n-inci kuvveti

Stm—212) —Sm-2,1) Sn-2)
A" = Suoiizy —Swm-11) Sm-1)

Smazy  —Swm1  Sw)

3x3

bi¢imindedir. Burada S(,—2) = F5,-2(t), St-1) = F3n-1(t),Sm) = F3,(t) dir. Daha
genel olarak Ag° matrisinin en sag siitunu pozitif yonde genellestirilmis Fibonacci polinomu
Fi. () ye esittir. A™ matrisinin izi genellestirilmis Lucas polinomuna esittir yani tr(A") =

Gp.n(t) dir (MacHenry ve Wong, 2012). Ayrica
Stnrary = (=1 > ;Sm_p, 0<r<n (2.18)
Jj=r+1
esitligi saglanir (Machenry ve Tudose, 2005).

Lemma 2.2.1. k > 2ve 0 < r < k — Ligin (=1)"Sqary, A3 matrisinin (k — r). siitunu

olmak tizere, n > 0 icin
<—1)7‘S(n+1’1r) = tl(_1>TS(n71'r) + te + tk‘(_:l)TS(n—k—&—l,l’") (2.19)

dw. Burada baslangi¢ kosulu 1 — k < n < 0 igin,

1, n=—r,
(=1)"Smr) = —
0, aksi taktirde
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seklindedir.

Ispat . (2.18) esitligi, A° matrisi ve bu matrisin siitunlar1 icerisindeki rekiirans iligkisi

kullanilarak aranan esitlik elde edilir.

Ornek 2.2.2. A3 matrisini elde edelim. Bunun igin

01 0 O

0 01 0
A=

0 0 0 1

t4 t3 tQ A1

. 1 0 0 0
O 1 0 0
O 0 1 0
[ 0 0 1 0 |
o 0 0 0 1
ty t3 t t
| tity tittity ts ity B+ 12 |
| 0 0 0 1 ]
e ty t3 t t
tity ty + tits ts + tits ty + t3
| tata+ B3ty tity + totz + t3ts ty + tits + 15+ tity  ty + 24ty + |

olarak bulunur. Bu matrisler yukarda verilen kuralla birlestirilirse,
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_ta _t _t 1
tq ta ta tq
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
A =

0 0 0 1
ty t3 t t

L1ty ta + tit3 t3 + tito ty + 12

oty + 13ty Uity + tols + 13tz Ty + itz + 65 + 3ty t3 + 2t1ty + 13

matrisi elde edilir.

2.3 Di° Matrisinin Elde Edilisi

A7° matrisi elde edilirken kullanilan core polinomu

P(aity,ty,... ty) = 2% —ti2F 1 — ... — ¢y,

nin Katsayilar vektorii olan (¢, tx_1, . .., t1) vektori yerine bu polinomun z’e gore tiirevi
Plx) = ka"' —ty(k — )22 — o — 14,

polinomunun katsayilar vektorii D = (—tg_1,..., —t;(k — 1), k) alinir. D matrisi, A ve A~}

matrislerinin kuvvetleri ile sirasiyla soldan ¢arpilirsa (A nin kuvvetleri ile ¢arpim sonucu elde
edilen satirlar sirastyla, D matrisinin altna, A~! in kuvvetleri ile carpim sonucu elde edilen
satirlar sirasiyla, D matrisinin istiine eklenirse) son siitunu Gy ,(t) genellestirilmis Lucas

polinomunu veren (D;°) matrisi elde edilir (MacHenry ve Wong, 2012).

co Xk
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Ornek 2.3.1. D° matrisine 6rnek verelim.

ty t3 to 4

veE

D = ( —t3 —2t2 —3t1 4 )

olmak iizere;

DA™ = (—2t2+§ 3t 1y 44 —i—i>
D = ( —ty —2y —3t, 4 )
DA = ( 4ty 3ty 2ty t )
DA* = (t1t4 Aty + tits 3ty + ity 2t2+t§)
DA* = ( oty + 13ty ity + 2oty + t3ts Aty + tits + 263 + 13ty 3ts + Stity + 3 )

vektorleri elde edilir. Bu vektorler kullanilarak k£ = 4 i¢in D° matrisi

. ti2 44 s
—t5 —2t, =3t 4
4t 3t3 2ty th
tity 4ty + tits 3ts + t1ts 2ty + 12

2oty + 3ty

seklinde elde edilir.

tity + btz + t3ts Aty + tits + 2t3 + t3t,

3tz + 3tyty + 3




3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Determinant ve Permanent

Determinant matematigin en 6nemli konularindan biridir. Bir¢ok problem determinant
kullanilarak kolayca ¢6ziilebilir. Determinant teorisi, 1696 yilinda Leibnitz tarafindan ortaya
atild1 ve kullanilmaya baslandi. Daha sonra Bezout, Vandermonde, Crammer, Lagrange ve
Laplace gibi matematikgciler tarafindan daha da gelistirildi. 19. yiizyilda bu matematikgilere
Cauchy, Jacobi ve Sylvester’de katildi. Bu giin determinant fizikten matematige, maliyeden

istatistige bir ¢ok bilim dalinda ortak olarak kullanilmaktadir (Bozkurt ve Tiiren, 2003).

A = (a; ;) bir cisim tizerinde tammli n X n bir kare matris olsun. A matrisinin determinanti

i¢in Leibniz tarafindan verilen formiil;

det A=Y " (sgn(0) [ [ aioe)
=1

O'ESn

seklindedir. Burada S,,, n elemanl bir kiimenin simetrik grubunu géstermektedir.

Bir kare matrisin permanenti de determinantina benzer olarak asagidaki sekilde tanimlanmagtir.

A = (a; ;) bir cisim {izerinde tammli n X n bir kare matris olsun. A matrisinin permanenti

per(A) = > [ aiw0)

oS, i=1

seklinde tanimlanir (Tagc1, 2011).

3.2 Hessenberg Matrix Yontemi

Yineleme iligkisine sahip dizi ve polinomlarin istenilen terimlerini yineleme iliskisine gerek

kalmadan hesaplayabilmek biiylik 6neme sahiptir. Bu amag i¢in degisik teknikler gelistirilmis
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ve kullanilmistir. Bu yontemlerden biri de Hessenberg matrisler kullanarak dizi veya polinomlar
icin matris temsilleri vermektir. Bu yontemde determinanti veya permanenti aranan say1
dizisinin istenilen terimini verecek sekilde boyutu genisleyen bir Hessenberg matris dizisi
tanimlanir. Bu dizide bulunan matrisin determinantinin veya permanentinin aradigimiz dizi
veya polinomun istenilen terimine esit oldugu gosterilir. Bu yontemde Hessenberg matrisler

kullanildig1 i¢in bu ¢aligmada bu yontem Hessenber matris yontemi olarak isimlendirilecektir.

[lk olarak bu yéntem 1964 de Minc tarafindan kullanilmigtir. Minc (1964) n x n (0, 1)-matris
F(n,k)yi,"k <n+1vei—1<j <i+k— 1 sartim saglayan (7, j) pozisyonundaki

elemanlar 1 diger elemanlar ise 0 a esittir" seklinde bir Hessenberg matris tanimlamis ve

per(F'(n, k) = frnire—1

oldugunu gostermistir.

Ornek 3.2.1. Minc tarafindan tanimlanan Hessenberg matrislere & = 3 i¢in 6rnek verelim.

Bu yontem kullanilarak

_1 1 1
per(F(3,3)) = per| 1 1 1 | =4= fs5,
011
-1 11 O-
per(F(4,3) = per| | =T=fe
0111
0 011
(1110 0]
1 1110
per(F'(5,3)) = per| 0 1 1 1 1 |=13= f37...
0 0111
_O 0 0 1 1_

seklinde genellestirilmis 3-basamak Fibonacci sayilar elde edilir.
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Minc’ten sonra Strank (1998) de yayinlanan kitabinda bazi Hessenberg matrisler vermis
ve bunlarin determinantlarinin Fibonacci sayilarina esit oldugunu gostermistir. G.-Y Lee
ve S.-G. Lee (1995) de ve G.-Y Lee (2000) de yazarlar (0,1)-matrisler tanimlamis ve bu
matrislerin permanentlerinin genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarina esit oldugunu
gostermislerdir. Ocal ve arkadaslar1 (2005) genellestirilmis k-basamak Fibonacci ve Lucas
sayilarin1 hesaplamak i¢in ¢esitli Hessenberg matrislerinin determinantin1 ve permanentini
kullanmiglardir.  Kili¢ ve Stakhov (2009) Fibonacci ve Lucas p-sayilari i¢cin permanent
kullanarak bir ¢alisma yapmistir. Ayrica Kilig¢ ve Tas¢t (2010) Hessenberg matrislerin
determinant1 ve permanenti iizerine ¢alismislardir. Yilmaz ve Bozkurt (2011) Pell ve Perrin
dizilerinin terimlerini hesaplamak i¢in Hessenberg matrisler tanimlamislardir. Li (2012)
Fibonacci-Hessenberg matrisler tanimlamis ve bu matrisler yardimiyla Pell ve Perrin sayilari

icin baz1 sonuglar elde etmistir. Mesela Strang (1998)

31 0 0
13 1 0
o 1 3 1 - :
E, = (3.1
O -~ --- 1 3 1
0 ««+ -vv oo 1 3

seklinde Hessenberg matris tanimlamis ve

det En = F2n+2 (32)

oldugunu gostermistir. £,, matrisini 6rneklendirelim.

Ornek 3.2.2.

310
detEgzdet 1 3 1 :21:F8

013
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det E4 = det =55 = F10

w
= W = O
@]

o O = W
—_

seklinde ¢ift indisli Fibonacci sayilar1 elde edilir.



4. GENELLESTIRILMIiS FIBONACCI VE LUCAS POLINOMLARI

Bu béliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin, A%° ve D7 matrislerinin
lineer rekiiransa sahip bir¢ok polinom ve dizinin genel hali oldugu gosterilecektir. Lemmalarin
ispat1 genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin ve A;° matrisinin tanimlari ve
onlardan elde edilen say1 dizilerinin tanimlar1 kullanilarak dogrudan elde edildiginden ispatlara

yer verilmemistir.

4.1 Genellestirilmis Fibonacci Polinomlar ve A;° matrisi

Lemma 4.1.1. Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinda (tq,1ts,- -+ ,tx_1,t) icin asagida
belirtilen sekillerde ozel segimler yaparsak (2.5), (2.7), genellestirilmis Tibonacci ve (2.3)
elde edilir.

i) Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinda (t1, - - - ,tx_1,tx) = (1,--- ,1,1) olarakalimirsa
Miles tarafindan tanimlanan k-basamak Fibonacci sayilari (2.5) elde edilir.

i) Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinda (t,ts,--- ,tx) = (2,1,--- | 1) olarak alinirsa
Kili¢ ve Tas¢t tarafindan tamimlanan k-basamak Pell sayilarimin k. dizisi (2.7) elde edilir.
iii) Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinda (t1,t2,t3) = (p, q,r) olarak alind:

ginda iki indis kaymasi ile genellestirilmis Tribonacci sayilari elde edilir.
iv)Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinda k = p+1ve (ty,to, - -+ ,tp_1,t;) = (2,0,--- ,0,y)
olarak alinirsa Tuglu ve ark. tarafindan tamimlanan genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci

p-polinomlar (2.3) elde edilir.

Lemma 4.1.2. A° matrisi iginde (t1,to, -+ ,tx_1,ty) icin asagida belirtilen sekillerde dzel
sec¢imler yaparsak, genellestirilmis k-basamak Fibonacci (2.6), Pell (2.7), Van der Laan
(2.10) sayilarimin k dizisi elde edilir.

i)ei=t; (1<i<k)ve0<r<k—1ligin(=1)"Spmin = fi,l",

i)ty =21t;=12<i<k)ve0 <r <k-—Lligin (=1)"Spu1r = pi,

ii)t1 =0t =12<i<k)ve0 <r <k—1Lligin(—1)"Spi) = v}, .
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Lemma 4.1.3. (Tuglu ve ark., 2011) x,y, p nin farkl degerleri i¢in F, ,,(x,y) nin bazi dizi ve

polinomlarin genel hali oldugu asagidaki tabloda verilmistir.

X y p Fp,n<x7 y)

x |y | 1| iki degiskenli Fibonacci polinomlart F,(x,y)
x |1 | p | Fibonacci p—polinomlart F,,(x)

x | 1 | 1| Fibonacci polinomlart f,(x)

1 |1 | p| Fibonacci p—sayilart F,(n)

1 |1 1 || Fibonacci sayilart F,

2¢ |y | p | iki degiskenli Pell p-polinomlart F},, (2z,y)
2r |y 1 || iki degiskenli Pell polinomlart F,,(2x,y)

2z p || Pell p-polinomlart P, ,,(x)

2¢ | 1 1 || Pell polinomlar: P,(x)

2 |1 1 || Pell sayilart P,

2x | =1 | 1 | ikinci tip Chebysev polinomlar1 U,,_1(x)

x |2y | p | iki degiskenli Jacobsthal p-polinomlar: F, ,(x,2y)

x | 2y | 1| iki degiskenli Jacobsthal Polinomlar: F,(z,2y)

1 | 2y | 1 || Jacobsthal Polinomlart J,,(y)

1 ]2 1 || Jacobsthal Sayilart J,

Cizelge 3.1 F (2, y) nin baz1 dizi ve polinomlarin genel hali oldugunun gosterimi

Genellestirilmis Fibonacci polinomlari, genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci p-polinom
larin1 kapsadigindan (Lemma 4.1.1 iv) genellestirilmis Fibonacci polinomlar1 Lemma 4.1.3

de verilen 15 ¢esit dizi ve polinomun genel halidir.

4.2 Genellestirilmis Lucas Polinomlar1 ve D;° matrisi

Lemma 4.2.1. Genellestirilmis Lucas polinomlart ve D;° matrisinde (ty,ta,- -+ ,tg_1,1x)

icin asagida belirtilen sekillerde ozel segimler yaparsak, (2.8), (2.9), (2.11) ve (2.4) dizileri
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elde edilir.

i)Genellestirilmis Lucas polinomlarinda (t1,ts, - - tx_1,tx) = (1,1,- -+ , 1, 1) olarak alimrsa
k-basamak Lucas sayilart (2.8) elde edilir.

ii) Genellestirilmis k-basamak Lucas sayilarn k dizisi (2.9), Dy° matrisinde (t1,ta, - -+ , i1, )
= (1,1,---,1,1) olarak alinip gerekli indis diizenlemeleri yapilarak elde edilmistir (Sahin,
2010). Bunun i¢in D° matrisinde (t1,ta, -+ ,ti—1,tx) = (1,1,--- |1, 1) alimrsa matrisin i.
stitunu genellestirilmis k-basamak Lucas sayilarin k dizisinin 1. dizisine esit olur.

iii) Genellestirilmis Lucas polinomlarinda (t1,ta, - - - ,tx_1,tx) = (1,1,--+ | 1,0) olarak alinirsa
k-basamak Perrin sayiart (2.11) elde edilir. Burada k = 3 alimirsa klasik Perrin sayilart
elde edilir.

iv)Genellestirilmis Lucas polinomlarinda (t1,ta, - -+ ,tr_1,t;) = (2,0,--- ,0,y) vek = p+1

olarak alimirsa genellestirilmis iki degiskenli Lucas p-polinomlar: (2.4) elde edilir.

Lemma 4.2.2. (Tuglu ve ark., 2011) x,y,p nin farklt degerleri icin genellestirilmis iki
degiskenli Lucas p-polinomlarimin bazi dizi ve polinomlarin genel hali oldugu asagidaki

tablodan goriiliir.

x |y |p| Lyn(z,y)

x |y |1 | iki degiskenli Lucas polinomlart L,(x,y)

z |1 | p | Lucas p—polinomlart Ly, (z)
x |1 |1 || Lucas polinomlari l,,(x)
1 |1 |p | Lucas p—sayilart L,(n)

1 |1 1 || Lucas sayilart L,

2r |y p || iki degiskenli Pell-Lucas p-polinomlart Ly, ,,(2x,y)
2¢ |y | 1 | iki degiskenli Pell-Lucas polinomlart L, (2x,y)

2¢ | 1 | p || Pell-Lucas p-polinomlari Q) ()

2¢ |1 | 1 || Pell-Lucas polinomlart Q,,(x)

2 |1 1 || Pell-Lucas sayilart Q,,

2¢ | —1 | 1 || Ikinci tip Chebysev polinomlar: T, (x)

x |2y | p || iki degiskenli Jacobsthal-Lucas p-polinomlari L, ,(x,2y)

x |2y | 1 || Iki degiskenli Jacobsthal-Lucas polinomlart L, (z,2y)

1 |2y | 1 | Jacobsthal-Lucas polinomlart j,(y)

1 |2 1 || Jacobsthal-Lucas sayilart j,
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Cizelge 3.2 L, ,,(x, y) nin baz1 dizi ve polinomlarn genel hali oldugunun gosterimi

Genellestirilmis Lucas polinomlari, genellestirilmis iki degiskenli Lucas p-polinomlarini
kapsadigindan (Lemma 4.2.1 7v) genellestirilmis Lucas polinomlar1 Lemma 4.2.2 de verilen

15 ¢esit dizi ve polinomun genel halidir.



5. GENELLESTIRIiLMiS FIBONACCI VE LUCAS p-POLINOMLARININ
MATRIS TEMSILLERI

Bu boliimde ilk olarak tez boyunca ispatlarda kullanacagimiz ve Hessenberg matrislerin
determinantlarinin ve permanentlerinin hesaplanmasinda biiyiik kolaylik saglayan iki dnemli

Lemma verecegiz.

Lemma 5.1. (Cahill ve ark., 2002) A,,, n > 1i¢inn x n alt Hessenberg matris ve det(Ag) = 1

olsun. det(Ay) = a1 ven > 2 igin

—_

n—1

(=)™ ans (] ] ajjer) det(A,_1)

j=r

n—

det(A,) = anndet(A,—1) +

r=1

dir.

Lemma 5.2. (Ocal ve ark., 2005) A,, n > 1i¢inn X n alt Hessenberg matris ve per(Ap) = 1

olsun. per(Ay) = ayy ven > 2 igin

n—1 n—1
per(An) = apnper(An-1) + Z an,r‘(H ajj+1)per(Ar—1)
r=1 j=r

dir.

Literatiirde Hessenberg matrisler kullanilarak yapilan matris temsillerinde baz1 ¢calismalarda
matrislerin determinanti, baz1 ¢aligmalarda ise permanenti kullanilmistir. Eger Hessenberg
matrisin determinanti ve permanenti arasinda bir iligki bulunursa bu alanda yapilan ¢aligmalar
birbirine aktarilabilir. Builiski Gibson (1969) elde edilmistir. Burada alt Hessenberg matrisler

i¢in bu iligkinin yeni bir ispati verilecektir.

Teorem 5.3. A, Hessenberg matrisi (2.17) de tanumlanan matris ve _A,, = (b;;) asagidaki

sekilde tanimlanan n x n alt Hessenberg matris olsun.

0, J—1>1,
bij = —Qij, Jg—i=1,

aij, aksi taktirde
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olmak tizere

a1 —a12 0 tee 0
21 22 —G23 - 0
a a a e 0
A, = 31 32 33
Gp—-11 QAn-12 GQp-13 ' —Qp—1n
| Qn 1 Apn 2 ap. 3 Ap.n ]
dir. Bu matrisler i¢in
det(_A,) = per(+A,) vedet(; A,) = per(_A,,) (5.1)

esitlikleri saglanir.

Ispat . (5.1) esitligini ispat etmek igin m iizerinde tiimevarim uygulayalim. Hipotezden

m = 1 i¢in esitlik saglanir.

Farz edelim ki m den kiiciik ve esit tiim pozitif tam sayilar icin esitlik saglansm. Ornegin

det(_A,,) =per(; A,,) olsun. Lemma (5.1) ve (5.2) kullanilirsa

det(_Am+1) = am+17m+1 det(_Am)

S g T b det(— A, 1))
r=1

j=r

= Qmi1mpper(+Am)
m

A (=0 a1, [ [(—aj e1)per( Ar)]

j=r

= Qmi1mprper(+Am)

+ 3 1D g (1) T g aper( A, )
r=1

j=r
m m—+1
= Gmt1mpper(+Am) + Z[am—&-l,r H ajj+1per(+A,_1)]
r=1 j=r

= per(yAmy1)



29

elde edilir. Boylece det(_A,) = per(;A,) esitlig1 tim pozitif tam sayilar i¢in dogru olur.

Benzer sekilde det(A,) = per(_A,,) esitligi de ispatlanir.

Simdi Hessenberg matris metodu kullanarak genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci ve
Lucas p-polinomlar1 i¢in matris temsilleri verilecektir. Burada her bir polinom i¢in 4 er
farkli Hessenberg matris tanimlanacak ve bu matrislerden 2 ser tanesinin determinantinin,
2 ser tanesininde permanentinin bu polinom dizilerinin istenilen terimlerine esit oldugu

gosterilecektir.

5.1 Genellestirilmis Fibonacci p-Polinomlarinin Hesaplanmasi

Teorem 5.1.1. p,n > 1 birer tamsayi, F,,(x,y) genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci

p-polinomu ve (W, ,, = (yw;;), asagidaki gibi tamimlanan n X n alt Hessenberg matris

olsun. 1 = \/—1 icin

l eger i =7 —1,
x eger i=7,
T ey et p=i-i
\ 0 aksi taktirde
olmak iizere, ) )
r 1 0 0
0 =z 1
0 = 0
Won= | iy 0 (52)
0 @#y 0 0
0 x 1
| 00 0 x|
dir. Bu durumda
det(4+ Wyn) = Fpnia(2,y) (5.3)

dir.
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ispat . (5.3) esitligini n iizerinde tiimevarim kullanarak ispat edelim. Hipotezden n = 1 igin
esitlik gegerlidir. Simdi n ye esit ve n den kiiciik tiim degerler icin esitligin saglandigini

varsayalim. Lemma 5.1 1 kullanilirsa,

det(+Wpmt1) = Gmr1,m+1 det(+Wpm)

+ Z (—1)m+1_TQm+1,r(H Gjj+1) det(+var_1)]
r=1
m—p

j=r
= xdet(:W,m) + Z

r=1

> [(—1)m+1‘Tqm+1,r(H Gj+1) det(+Wp,r—1)]

J=r

(=)™ " g1 (] 2751) det(+Wp,r—1)]

j=r

= xdet(+Wp,m) +

ey 1 z'det<+wp,m_p>]

Jj=m—p+1

=z det( W) + [(=1)Py(0)7.(0)P det (. Wpn_p)]

= wdet(+Wym) +ydet(:Wpm—p)

esitligi elde edilir. Tiimevarim hipotezinden ve F}, ,(z, y) nin tanimindan

det(+Wp7m+1) = pr,m+1($a y) + pr7m—p+1 (ZL‘, y) = Fp,m-i—?(xa y)

esitligi elde edilir. Boylece, (5.3) tiim n pozitif tamsayilari i¢in saglanir.

Ornek 5.1.2. Teorem 5.1.1 yi kullanarak p = 4 i¢in F, n(x,y) nin 6. terimini elde edelim;

[ z 1 0 0 O-
0 =z ¢+ 0 0
Fig(r,y)=det | 0 0 = i 0| =y+2"
0 0 0 = 1
_i4y 000 x|
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Teorem 5.1.3. p,n > 1 birer tamsay, F,,(x,y) genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci

p-polinomu ve _M, , = (m;;), asagidaki gibi tamimlanan n x n Hessenberg matris olsun.

(
—1 eger j=1+1,

r eger i =],

_mij =
egeri—j =p,
\ aksi taktirde
olmak tizere _ _
r —1 0 0
0 = -1 0
0 O T 0
_M,, =
y 0 0 0
y 0 0
-1
0 O 0 =z

dir. Bu durumda

det(,Mp,n) = Fp,n+1<x7 y)

dir.

Ispat . Ispat Lemma 5.1 kullanilarak Teorem 5.1.1 in ispatina benzer olarak yapilir.

Ornek 5.1.4. Teorem 5.1.3 yi kullanarak p = 3 igin F, ,,(, y) nin 6. terimini elde edelim;

[ x -1 0 0 0 ]
0O -1 0 O
Fyg(z,y)=det | 0 0 =z -1 0 | =2ay+2"
y 0 0O =z -1
i Y 0 0 =z |

Teorem 5.1.5. p,n > 1 birer tamsay, F,,(x,y) genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci

p-polinomu ve _W,,, = (_w,s), asagidaki gibi tamimlanan n x n Hessenberg matris olsun.
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1 =+/—1icin

—i eger s—1r =1,
T eger r=s,
Wy =
Py eger p=r1—35

0 aksi taktirde

olmak tizere

per(-Wy.) = Fpnyi(z,y)

dir.

Ispat . Teorem 5.1.1 den det(,W,,,,) = F}, .1(,y) oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3 den
per(_W,,) = det(+W,,,,) esitligi elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilerek istenilen sonug elde

edilir.

Ornek 5.1.6. Teorem 5.1.5 yi kullanarak p = 3 igin F), ,(, y) nin 6. terimini elde edelim;

Fig(z,y)=per| 0 0 z —i 0 |=2zy+2°

dir.

Teorem 5.1.7. p,n > 1 birer tamsan, F,,(x,y) genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci

p-polinomu ve . M, ,, = (1 m;;), asagidaki gibi tanumlanan n x n Hessenberg matris olsun.

.
1 eger j=1+1,
r eger 1 =7,
+1Mij = o
y egeri—)=p
aksi taktirde

olmak tizere

per(-ﬁ-Mp,n) = Fp,n—f—l(xa y)

dir.



33

ispat. Teorem 5.1.3 den det(_M,,,) = F,,.1(z,y) oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3 den
per(+M,,,) = det(_M,,,) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.

5.2 Genellestirilmis Lucas p-Polinomlarimin Hesaplanmasi

Teorem 5.2.1. p,n > 1 birer tamsayi, L, (v, y) genellestirilmis iki degiskenli Lucas p-polinomu

ve Vp,n = (4+0rs), asagidaki gibi tammlanan n x n Hessenberg matris olsun. i = \/—1 i¢in

l eger r =5 —1,
x eger r = s,
+Urs = § Py eger p=r—sves#1,

(p+ 1)ty eger p=r—sves=1,

\ 0 aksi taktirde
olmak iizere 3 _
x 1 0 0
0 xr i
0 = 0
Von=| (p+ ity 0 (5-4)
0 Py 0 0
0 T 1
I 0 0 0 =
dr. Bu durumda
det(Vpn) = Lypn(z,y) (5.5)

dir.

Ispat. (5.5) esitligini n iizerinde tiimevarim kullanarak ispat edelim. Hipotezden n = 1 igin

esitlik gecerlidir. Simdi n ye esit ve n den kiiciik tiim degerler icin esitligin saglandigini



34

varsayalim. Lemma 5.1 kullanilarak,

n

det((Vomt1) = nprnsrdet(:Von) + D> (=D T gnpr (] [ @550 det(: V1)

r=1 j=r
n—p n
= xdet(4V,,) + Z (—1)"+1_an+1,r(H Gjj+1) det(+Vpr—1)
r=1 j=r

+ 0y [(—1)”+1_an+1,r(HQj,j+1)det(+Vp,fr—1)

r=n—p-+1

j=r

(=VP(ry I idet(:Vpnp)

j=n—p+1

= xdet(y Vo) + [(=1)Py(i)".(i) det(; Vynp)]

= deet(_i_‘/pm,) +

= wdet(1Vpn) +ydet(1Vyon—p)

esitligi bulunur. Timevarim hipotezi ve L, ,,(z, y) nin tanimindan

det(+%,n+1) = pr,n(xa y) + prm,p(iL', y) = Lp,nJrl (iL’, y)

elde edilir. Boylece (5.5) esitligi tiim pozitif tam sayilar i¢in saglanmis olur.

Teorem 5.2.2. p,n > 1 birer tamsayi, L, ,(x,y) genellestirilmis iki degiskenli Lucas p-polinomu

ve _N, ., = (_ni;), asagidaki gibi tamimlanan n x n Hessenberg matris olsun.

—1 eger j =1+ 1,
x eger i = J,
—Nij =94y eger p=1i—jvej#1,

(p+1)y eger p=i—jvej=1,

0 aksi taktirde




35

olmak tizere

x -1 0 0

0 r -1 0

0 0 =z 0

_Npn = (5.6)

p+1y 0 0 0

0 y 0 0

—1

I 0 0 0z |

dir. Bu durumda

dr.
Ispat . Ispat Lemma 5.1 kullanilarak Teorem 5.2.1 in ispatina benzer olarak yapilir.

Ornek 5.2.3. Teorem 5.2.1’i kullanarak p = 4 igin L, ,,(, y) nin 5. terimini elde edelim;

[ x ¢+ 0 0 0-
0 =« ¢« 0 0
Lys(z,y)=det | 0 0 z i 0|=>5y+a’
0 0 0 x 1
_5i4y 000 z|

dir.

Teorem 5.2.4. p,n > 1 birer tamsayi, L, (v, y) genellestirilmis iki degiskenli Lucas p-polinomu

ve _V,n = (_v,s), asagidaki gibi tammlanan n x n Hessenberg matris olsun. i = \/—1 i¢in

(

—1 eger s—r =1,
x eger r = s,
~Ups = § Py eger p=r—sves#1,

(p+1)iPy eger p=r—sves=1,

0 aksi taktirde



36

olmak tizere

per(—‘/;),n) = me(l’, y)

dir.

Ispat. Teorem 5.2.1 den det(,V,.,,) = L, (7, y) oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(_V,) = det(4V, ) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.

Ornek 5.2.5. Teorem 5.2.4’i kullanarak p = 4 igin L, ,,(, y) nin 6. terimini elde edelim;

zx — 0 0 0 O

O = —2 0 0 O

O 0 o« — 0 O 6
Lyg(z,y) = per =6xy + x

O 0 0 =« — O

5y 0 0 0 =z —1

0O yv 0 0 0 =z

elde edilir.

Teorem 5.2.6. p, n > 1 birer tamsayi, L, (v, y) genellestirilmis iki degiskenli Lucas p-polinomu

ve - Ny, = (1n;), asagidaki gibi tamimlanan n x n Hessenberg matris olsun.

e

1 eger j =1+ 1,
x eger i = J,
+Nij = Ny eger i —j=pvej#l1,

(p+ 1y egeri—j=pvej=1,

0 aksi taktirde

olmak tizere

per(—l—Np,n) - Lp,n(xa y)

dir.

Ispat. Teorem 5.2.2 den det(_N,,,) = L, ..(x,y) oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3 den
per(+Npn,) = det(_N, ) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.



6. GENELLESTIRILMIiS FIBONACCI VE LUCAS POLINOMLARININ
MATRIS TEMSILLERI

Buboéliimde Hessenberg matris metodu kullanarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlari
icin matris temsilleri verilecektir. Burada her bir polinom i¢in 4 er farkli Hessenberg
matris tanimlanacak ve bu matrislerden 2 ser tanesinin determinantinin, 2 ser tanesininde

permanentinin bu polinom dizilerinin istenilen terimlerine esit oldugu gosterilecektir.

6.1 Genellestirilmis Fibonacci Polinomlarimin Hesaplanmasi

Teorem 6.1.1. n > 1, k > 2 birer tamsay, Fy,(t) genellestirilmis Fibonacci polinomu

(2.12) ve +Qrn = (4+Grs), asagidaki gibi tamimlanan n x n alt Hessenberg matris olsun.

to =1vei=+/—1icin

r—s| tr—s+1 >
il |.’;£—i5 eger —1<r—s<k,

+4rs =
0 aksi taktirde
olmak tizere
1 it 0 0 0]
1 tl ltg 0 0
z2i—§ ) t1 1ty 0
2
+Qkin = =1t gk—2te1 sk—3th-2  k—dlr—3 0 (6.1)
tk7 tk72 tk73 tk74
2 2 2 2
k—1 _tp  ;k—2tk—1  k—3lpk—2
0 1 ne 1 ne 1 ne 0
i 0 0 0 t1 |
dir. Bu durumda
det(+Qrn) = Frn(t) (6.2)

dir.
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spat . det(; Qr,) = Fin(t) esitligini m {izerinde tiimevarim kullanarak ispat edelim.

Hipotezden m = 1 i¢in esitlik gegerlidir.

Simdi m ye esit ve m den kiigiik tiim degerler i¢in esitligin saglandigin1 varsayalim. Lemma

5.1 kullanilarak,

det (4 Qkm+1)
= Gmt1,m+1det(4Qrm)
+ Z D™ g H 9j,5+1 det(+Qk,r—1)]
r=1 j=r

m—k+1 m
= t1det(4Qpm) + Z [(_l)m—’—l_TQm-l—l,r H qj,j+1 det(+Qk,r—1)]

r=1 j=r

* Z [(_1)m+l_rq"l+1w H 4j.5+1 det(+ka,r—1)]

r=m—k+2 Jj=r

- tl det —I—Qk m + Z <_1)m+1_TQm+1,'r H Qj,j-‘rl det(—i—Qk,r—l)]

r=m—k+2 L j=r

m B tm . m .
= trdet(4yQpm) + Z (=)t rtm Tﬁ HZthet(-i-Qk,r—l)]

r=m—k+2 L j=r
= tldet(—i—Qk,m)
- tm r m rogm—r
+ Z {( 1>m+1 rogmAl- Ttm—rﬁz +1— A7 +1 det(+Qk,r—1>:|
r=m—k+2

= tydet(+Qrm) + Y
m—k

(=)™ ™ ™ det (1 Q)]
—k+2

r—=
m

=t det(+Qk,m) + Z tmfr+2 det(Jer,rfl)

r=m-—k-+2
= t1det(1Qrm) +tadet(4Qrm—1) + - -+ + te det(L Qrm—(k—1))

esitligi bulunur. Tiimevarim hipotezinden ve genellestirilmis Fibonacci polinomu tanimindan

det(+-Qrmt1) = L1 Fem(t) + toFypm—1(t) + - + e Frm—k—1)(t) = Frm1(t)

elde edilir. Boylece esitligin tiim pozitif tam sayilar i¢in saglandigi gosterilmis olur.
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Ornek 6.1.2. Teorem 6.1.1 kullanilarak k& = 6 i¢in 4. genellestirilmis Fibonacci polinomunu

elde edelim;

t1 ity 0 0

Fs5(t) = det . | =t Bt 4 15 + 2tats + Ly,

Sonug 6.1.3. (Ocal ve ark., 2005)n > 1, k > 2 birer tamsayt, fi, genellestirilmis k-basamak
Fibonacci sayiari ve H,, . = (h,s), asagidaki gibi tammlanan n X n alt Hessenberg matris
olsun.

jlr=sl eger —1<r—s<k,

hys = (6.3)
0 aksi taktirde

Bu durumda

det(Hnyk) = fk:,k:—‘,—n—l (64)
dir.
ispat. Teorem 6.1.1 de t; = 1 olarak alinirsa istenilen sonug elde edilir.

Teorem 6.1.4. n > 1, k > 2 birer tamsayi, Fy, ,,(t) genellestirilmis Fibonacci polinomu (2.12)

ve _By,, = (_bi;), asagidaki gibi tanimlanan n X n alt Hessenberg matris olsun. to = 1 icin

—ta eger j=1+1,

_bij = tz(;i'?)l eger 0<i—j<k,
2
0 aksi taktirde
olmak tizere ) )
t1 -ty O o --- 0
1 t1 —t O 0
;-g 1t —ty 0
_Bk’n o Ly te—1  tk—2 k-3 0 (6.5)
D B L B
U == 0
i 0 0 0 1 |
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dir. Bu durumda

det(_Bkvn) = ka (t)
dir.

Ispat . det(_By,) = Fpn(t) esitligini m {izerinde tiimevarim kullanarak ispat edelim.

Hipotezden m = 1 i¢in esitlik gegerlidir.

Simdi m ye esit ve m den kiigiik tiim degerler i¢in esitligin saglandigin1 varsayalim. Lemma

5.1 kullanilarak,

det(_Bk7m+1)

- bm+1,m+1 det(—Bk,m)

+ Z((_l)m+1_rbm+l7r H bj7j+1 det(—Bk,r—l))
r=1

J=r
m—k+1

= tidet(_Bim)+ Y (=)™ by, [ [ i1 det(-Broi)]

r=1 j=r

> 1D by [ [ by det(CBi)]

r=m—k+2 Jj=r
m m

— tydet(_Ben) + [(—1ymr D Ty det(_ By )

’ t(m—r—l—l)
r=m—k-+2 2

j=r

- tm—r m—r
D (e (e det( By )]

(m—r+1)
r=m—k+2 t2m
= tl det(_B]@m) + Z [tm—r—i-Q- det(_Bkﬂﬂ_l)}
r=m—k+2

= tydet(_By,,) + tadet(—Biym—1) + -+ + tp det (= By pm—(r—1))

esitligi bulunur. Tiimevarim hipotezinden ve genellestirilmis Fibonacci polinomu tanimindan

det(—Brm+1) = tiFem + toFom-1 + - + teFom—(k-1) = Flm+1

elde edilir. Boylece esitlik tiim pozitif tam sayilar i¢in gegerlidir.



41

Ornek 6.1.5. Teorem 6.1.4 kullanilarak k& = 4 i¢in 5. genellestirilmis Fibonacci polinomunu

elde edelim;
tv —ta O 0 0

Fis(t)=det | & 1 ¢, —t, 0

3 2
t2 t2
t t:
0o = 2 1 t
L 2 2 .

=13 + 43ty + 3t1t5 + 3tits + 2tots + 2t1t,.

Sonug 6.1.6. (Ocal ve ark., 2005)n > 1, k > 2 birer tamsayi, [, genellestirilmis k-basamak
Fibonacci sayilart ve F, , = (fij), asagidaki gibi tanmimlanan n x n alt Hessenberg matris

olsun.
-1  eger j=1i-+1,

Jij=< 1 eger 0<i—j<k, (6.6)

0 aksi taktirde

olmak tizere
det(ka) = fk,k—i—n—l (67)
dir.

ispat . Teorem 6.1.4 de t; = 1 alinirsa istenilen elde edilir.

Teorem 6.1.7. n > 1, k > 2 birer tamsayi, Fy,(t) genellestirilmis Fibonacci polinomu

(2.12) ve _Qrn = (—qrs), asagidaki gibi tammlanan n x n alt Hessenberg matris olsun.

to=1vei=+—1licgin

T — tr—s ~
" St(r—_*)l eger —1<r—s<k,
2

—Qrs =
0 aksi taktirde

olmak tizere

per(_Qrn) = Fin(t)
dir.

Ispat . Teorem 6.1.1 den det(,Qy,) = Fi,(t) oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3 den
per(_Qrn) = det(;+ Q) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.
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Ornek 6.1.8. Teorem 6.1.7 kullanilarak k& = 5 i¢in 6. genellestirilmis Fibonacci polinomunu

elde edelim.

t2
F56(t) = per o

t34 _t23 ? ] —uto

2 2

ts —ity —t3 -

% - 1 t —1t

5 3 2 1 2
t5 —it —t3 :

0 i i t t
2 2 2

= 154 Btlty + 6515 + 5 + 4t3ts + 15 + Otytots + 3taty + 2oty + 2t1t5.

Sonug 6.1.9. (Ocal ve ark., 2005)n > 1, k > 2 birer tamsayi, fi., genellestirilmis k-basamak

Fibonacci sayilari ve Hy, ,, = (h,), asagidaki gibi tanimlanan n x n Hessenberg matris olsun.

r—S8

h eger —1<r—s<k,
0 aksi taktirde

olmak tizere

per(Hin) = frktn—1
dir.
ispat . Teorem 6.1.7 de t; = 1 alinirsa istenilen elde edilir.

Teorem 6.1.10. n > 1, k > 2 birer tamsayi, Fy,(t) genellestirilmis Fibonacci polinomu
(2.12) ve 1By, = (1b;j), asagidaki gibi tammlanan n x n alt Hessenberg matris olsun.
to = 1icin

timjt1
Nl

eger —1<1—j <k,

+bij =
0 aksi taktirde

olmak tizere

per(4Brn) = Fin(t)
dir.

Ispat . Teorem 6.1.4 den det(_By,) = Fin(t) oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(4By,,) = det(_By,,) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.



43

Sonu¢ 6.1.11. (Minc, 1964) n > 1, k > 2 birer tamsay, [y, genellestirilmis k-basamak

Fibonacci sayilari ve Dy, ,, = (d;;), asagidaki gibi tammlanan n x n Hessenberg matris olsun.

J 1 eger —1<i—j5<k,
ij =
0 aksi taktirde

olmak tizere

per(Din) = frktn—1

dir.

ispat . Teorem 6.1.10 de t; = 1 alinirsa istenilen elde edilir.

6.2 Genellestirilmis Lucas Polinomlarinin Hesaplanmasi

Teorem 6.2.1. n > 1, k > 2 birer tamsay1, Gy ,,(t) genellestirilmis Lucas polinomu (2.13)

ve +Cypn = (1¢ps), asagidaki gibi tammlanan n x n alt Hessenberg matris olsun. to = 1 ve

1 =+/—1icin

Ap—s| tr—s .
ilr 8‘.tr—,§1, eger s#lve —1<r—s<k,
2
-\ t'rfs ~
4Crs = 4l s‘.tr—_ng.(r—s—l—l), eger s=1ve —1<r—s<k,
2
0, aksi taktirde
olmak tizere
ty 1ty 0 0 - 0
2i th ity 0 - 0
34 i t ity -+ 0
2
C.. =
+kn ]{Z’ik_l g Z'k—2 lk—1 ,l'k—3tk—2 ik_4 k=3 . 0
tk—l tk—2 tk—3 tk—4
2 2 2 2
k—1_t k—2tk—1 k—3tk—2
0 ? tk_ﬁl 1 A2 v k—3 0
2 2 2
ity
0 0 0 VR A1
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seklindedir. Bu durumda
det(+0k’n) = Gk,n(t) (68)

dir.
ispat . (6.8) esitligini m iizerinde tiimevarim kullanarak ispat edelim. Hipotezden m = 1

icin esitlik gecerlidir.

Simdi m ye esit ve m den kiigiik tiim degerler i¢in esitligin saglandigini varsayalim. Lemma

5.1 kullanilarak,

det(+Ck,m+1) = Qm—i-l,m—i-ldet(—i-ck,m)

m

3

r=1

(=)™ g1 H jj+1det(+Cyro1)

j=r

m—k+1 m
= tydet(+Chm) + Z [(_1)m+1_TQm+1,r H jj+1det(1Cr 1)

r=1

j=r

+ Z [<_1)m+1_TQm+l,'r H qj,j+1 det(_l'_Ck’T._l)]

r=m—k+2 Jj=r

dir. m > k i¢in

det (4 Crm+1)
= tldet(+Ck,m)
+ Z (_1>m+1_TQm+1,rHQj,j+1 det(;Cr 1)
r=m—k+2 L j=r
= t1d6t<+0km)
= i m+1—r m+1—r tm—r+2 - .
+ ) (= t(mfﬁl)HZthet(*Ck’“l)
r=m—k+2 L 2 j=r
= tldet<+0k7m>

. ym—+Ll—r tm*r+2 m+1—r (m—r+l
+ ) [T o= R Vdet(4Chp1)
r=m—k+2 2
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m

= tl det(+0k7m) + Z tmfr+2 det(+0k77-,1)

r=m—k+2
= tl det(+Ck,m) + tg det(+Ck,m,1) + -+ tk det(+Ck,m_(k_1)>

esitligi bulunur. Tiimevarim hipotezinden ve genellestirilmis Lucas Polinomu tanimindan
det(4-Crms1) = 1Grm(t) + - + tGrm——1) (1) = Grm+1(t)

elde edilir.

m < k i¢in

det(1Crr) = qrrdet(;Crp-1)

k-1 k-1
+ Z (_1)k—qu77ﬂ H dj,5+1 det(-l—ok,r—l)
r=1 j=r
k-1
ty det(+Crumt) + (= 1)'qraet [ @jj+1 det(:Cru—e) +
j=k—1
k—1
o (1) g H qj.j+1det(+Cro)
j=1

= tl det(+Ck,k_1) + (—1)1i.it2 det(+C’k,k_2) +

t
o (_1)’“*%@’“*1%—12"“*1.15’5*1 det(1Cho)

2
= 1 det(+C’k,k_1) + 1 det(+Ck7k_2) + -+ kit det(+0k70)

= thch—l(t) + ty det Gk,k—2 + -tk

elde edilir. Boylece (6.8) esitligi tiim pozitif tam sayilar i¢in gegerlidir.

Teorem 6.2.2. n > 1, k > 2 birer tamsayi, Gy, (t) genellestirilmis Lucas polinomu (2.13) ve

_Hy.,, = (_hys), asagidaki gibi tanimlanan n x n Hessenberg matris olsun. to = 1 igin

(
—t9, egers =r+1,

tr75+1
t(Qrfs) )

egerr #1ve)<r—s<k,
_hys =

T r—s ), egeri=lve0<i—j<k

0, aksi taktirde
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olmak tizere

t1 —ty 0 o --- 0
2 t7 —ta O -+ 0
3 1 1 —ty 0

7Hk’n o k? tE th—1 lg—2 O
th=1 k=2 4k=3

t tk—1  lk—2
. 4
|0 0 0 tr
dir. Bu durumda

det(_Hyn) = Gin(t) (6.9)

dir.
Ispat . Ispat Lemma 5.1 kullanilarak Teorem 6.2.1 in ispatina benzer olarak yapilir.

Ornek 6.2.3. Esitlik (6.8) y1 kullanarak k& = 5 igin 6. genellestirilmis Lucas polinomunu elde

edelim;

t 1ty 0 0 0

det(.Csg) = det | B

3 2
t2 t2
ts —ity —t3 - .
5t_4 3 = [ tl ZtQ
2 2 2
t —it —t .
0 4 o o4
t2 t2 t2

= 10 4 6tty + 932 4 265 + 6155 + 3t + 12t 1ot
—|—6t%t4 -+ 6t2t4 -+ 6t1t5

= G5e(t).

Ornek 6.2.4. (6.9) esitligi kullanilarak k& = 4 icin 5. genellestirilmis Lucas polinomunu elde

edelim;
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ty —ta O 0 0
2 1 —ty O 0
det(_H4’5) = det 3t—3 1 tl _t2 0
4§—§ i—g 1Lt —ty

0 4 4 1

3 2
ts 15

- G475(t>.

Teorem 6.2.5. n > 1, k > 2 birer tamsay1, Gy, (t) genellestirilmis Lucas polinomu (2.13)

ve _Cyn, = (_¢s) asagidaki gibi tammlanan n x n Hessenberg matris olsun. ty = 1 ve

1 =+/—1icin

i(’"*s).';r(;—i;l, eger s#lve—1<r—s<k,
2
o — t’,«75 ~
s = i 5).t(r—j)1.(r—s+1), eger s=1ve —1<r—s<k,
2
0, aksi taktirde
olmak tizere
t1 —ity 0 0 - 0
21 t1 —ity 0 - 0
31'2;—% i t —ity -0 0
_Cpp =
ko kb1 _tk ik72tk71 Z’k73tk72 Z‘k74tk73 e 0
tkfl tk'72 tk73 tk 4
2 2 2 2
k—1_t k—2tk—1 k—3lk—2
0 7 tkfl ? w2 ¢ k3 0
2 2 2
0 0 0 t1

dir. Bu durumda

per(—Cin) = Gin(t) (6.10)

dir.
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spat . Teorem 6.2.1 den det(,Cy,) = G,(t) oldugunu biliyoruz. Teorem 5.3 den
per(_Cy,,) = det(;Cy ) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.

Ornek 6.2.6. (6.10) esitligini kullanarak & = 4 icin 3. genellestirilmis Lucas polinomunu

elde edelim;

ty, —ity 0
PGT(—O473) = per 21 t1 —1itg
352 i

= 3+ 3tity + 3ts.

Teorem 6.2.7. n > 1, k > 2 birer tamsayi, Gy, (t) genellestirilmis Lucas polinomu (2.13) ve

+Hyn = (1hij) asagidaki gibi tammlanan n x n Hessenberg matris olsun. ty = 1 i¢in

tzgf“ﬁl, eger j#£1ve —1<i—j<k,
+hij = %.(i—j%—l), eger j=1ve0<i—j<k,
0, aksi taktirde
olmak tizere
4t 00 0]
2 t1 to 0 0
3 01t 1 0
+Hk,n = k tk tk_l tk_z tk_3 O
th=1  yk=2 yk=3 ykd
0 tgil zg:; ?,2225 0
| 0 0 0 ty |
dir. Bu durumda
per(yHyn) = Gra(t) (6.11)

dir.
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ispat . Teorem 6.2.2 den det(_H},,,) = G},.,(t) elde edildi. Teorem 5.3 den per(; Hy.,,) =

det(_ Hy ) elde edilir. Bu iki sonug birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.



7. A MATRISININ BILESENLERININ MATRIiS TEMSILIi

Bu boéliimde Hessenberg matris metodu kullanarak A7° matrisinin bilesenleri(gellestirilmis
Fibonacci polinomlarinin k dizisi) icin matris temsilleri verilecektir. Burada 4 farkli Hessenberg
matris tanimlanacak ve bu matrislerden 2 tanesinin determinantinin, 2 tanesininde permanentinin
bu polinom dizilerinin istenilen terimlerine esit oldugu gosterilecektir. A7° matrisinin herbir
stitunu bir polinom dizisidir. Bu £ tane polinom dizisinin herbiri ayn1 matris kullanilarak

sadece indis otelemesi ile elde edilecektir.

Teorem 7.1. n > 1, k > 2 birer tamsayi, (—1)"S(n1r), Af) matrisinin (k —r). siitununun n.

terimi ve +Q};n = (4 quv) asagidaki gibi tanimlanan n X n Hessenberg matris olsun. ty = 1

ve i =+/—1icin

glevl ool psep — 1 <u—v<kvev#1,

t;—v 9
+quo = i“fl.iﬁ’{, eger O<u<k—r+lvev=1
2
0, aksi taktirde
olmak tizere
tri1 ity 0 -0
i t it - 0
P2 i ty 0
Qhm =
+Ckn Z(k:—r—l)t_k Z’(k—r—2) te—r—1 Z'k—r—3 lk—r—2 | 0
F—r—1 (k—r—2) E—r—3
¢ £ ¢k
1 thr ey 9ty
0 Zk r 1tl2cﬁr—1 Zk r 2t§7T7; O
ity
0 0 0 t
dir. Bu durumda
det(+ @} ) = (—=1)"S(nn) (7.1)

dir.
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ispat . (7.1) esitligini n iizerinde tiimevarim kullanarak ispat edelim. Hipotezden n = 1 igin

esitlik gecerlidir. Balangi¢ kosullari

r=0lr=11|---|lr=k—=2lr=k—1
0 0o |... 0 1
1 0
0 0 0 0
0 1
1 0 0 0

n1 gz Oniine alip ilk olarak her bir dizi i¢in ilk &k terimin verilen matrisin determinanti

yardimiyla bulunacagini gdsterelim.

det(-i-qu;,k—r) = Qk—rk—r det(-i—Qz,k—r—l)
k—r—1 k—r—1

+ Z (_1>k_r_SQk—r,s H QU,U+1det(+Q1];7s—1)

v=s

= t1det(+Qf 1) + (1) Ghorp—r—1it2 det (L Qf 4_,_5)
A (D) g (i) det(1Qf )
_tldet(-‘erk 1)+ (=D liity det(4.QF 4, o)
+ (=D)F @) e (i) det (1 Q)
(

=11 det(4Qp 1) + L2 deb (L Qp 4, o) + - + T

dir. Buradan her bir 7 igin k tane baslangi¢ kosulu elde edilir. Simdi £ dan biiyiik tiim tam

sayilar icin esitligin gecerli oldugunu gosterelim.

Simdi n ye esit ve n den kiigiik tiim degerler i¢in esitligin saglandigini varsayalim. Lemma

5.1 kullanilarak,

det(+QZ n+1) = Gn+1n+1 det(+QZ,n)
+ Z ( )n+1 SQH+1,S H Qvv+1 det(+Q2,s_1)

v=s
n—k+1

=1 det(+Q};,n) + 21 (_1>n+1_SQn+1,s H Qv,v+1 det(-{-@i,s—l)
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+ Z |:(_1)n+1SQTL+1,S H Qv,v+1 det(+Q27sl):|

s=n—k+2 V=5
n

= tl det(+Q27n) + Z |:(_1)n+1_SQn+l,s H Qv,v+1 det(+QZ,s—1):|

s=n—k+2 v=s

n n
=tdet(cQp,) + > |(—1)meart e Tty det<+Qz,sl>]
2

s=n—k+2 V=8

= tl det(+Q27n>

S n+l—s ;n+1l—s tn—s ‘n41—s p(n—s+1 r
T R O e e Sl ]
S=n—k+

= t1det(1Q},,) + zk (1)t =st, o™ det (4 Qo))
s=n—k+2

=t1det(1Qrn) + D tasr2det(1Qf )
s=n—k+2

=1 det(+Q27n) + t2 det(+Qz}n,1) + det(+Q2,n—(/€—l))

esitligi bulunur. Tiimevarim hipotezinden ve Lemma 2.2.1 den

det(1Qrns1) = t1(=1)"Sary + -+ te(=1)"Stn—ps1,1m) = (=1)" St
elde edilir. Boylece sonucun tiim pozitif tam sayilar i¢in dogru oldugu gosterilir.

Ornek 7.2. Teorem 7.1 i kullanarak k = 5 igin S(4,12) 1 hesaplayalim;

ts ity 0 0
Yt Gty 0

t2

Sy =det | 2 | =t 4 15 4 2tatats + Tty + toty + tits.
? 1 t1 ito
0 =B i t

3
Teorem 7.3. n > 1, k > 2ve 0 < r < k — 1 birer tamsayi, (—1)"S(n1r), AR matrisinin

(k — ). siitununun n. terimi ve _ By, = (_by,) asagidaki gibi tanimlanan n x n Hessenberg

matris olsun. ty = 1 icin

—t9, eger j=1+1,
Lodtl  oser 0<i—j<kvej#1,

téz‘—j) )

b={ S | |
ﬁ,eger0<z<k—r+1vej:1’
2

0, aksi taktirde
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olmak tizere

tri1 —19 0 0 0
B2~y 0 0
e ] ty  —ty - 0

2

_Bk’n - tk tk—r—l tk—r—Q tk—r—3 R 0

t’2€7r71 t§7T72 t§7T73 tlgcf'rfél

0 t;ffiil ig:::; ig:::ﬁ e 0

—ty
0 0 0 ty ]
dir. Bu durumda
det(_By,,) = (~1) St (72)

elde edilir.
Ispat . Ispat Lemma 5.1 kullanilarak Teorem 7.1 in ispatina benzer olarak yapilir.,

Ornek 7.4. Teorem 7.3 kullanilarak k = 4 icin —S(5,1) yi elde edelim;

ty —ty 0 0 0
Lt —ty 0 0

to

—5(571) = det i—;‘ 1 tl —tg 0
2
0 i—g 1t —t
0 ;-g jﬁ% 1 4

= tito + 3tits + 5 + tits + 15 + Atytoty + tity + 2oty

Teorem 7.5. n > 1, k > 2ve 0 < r < k — 1 birer tamsay, (—1)"S(,1r), Ay matrisinin
(k —r). siitununun n. terimi ve _Qy, ,, = (_quy) asagidaki gibi tanumlanan n x n Hessenberg
matris olsun. to = 1 ve i = \/—1 icin
i(“*“).z;—f,f)l, eger —1<u—v<kvej#1,
—Qup = i(“_l).t;ﬂ), eger O<u<k—r+lvev=1

0, aksi taktirde
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olmak tizere

tr+1 —ZtQ e 0
zt;—;f? t —its o 0
2.2152_42—3 [ 11 0
2
T
_Qk’n N (k—r—1) __tx _ (k—r—2) th—r—1 k—r—3tk—r—2 L. O
1 =T 1 =) 1 k=3
2 2 2
1 ther et
0 Zk r 1t’2“ﬁ"*1 Zk r QtE*’“*é 0
: : —ity
0 0 0 t1
dir. Bu durumda
per(-Q,) = (=1)"Sman) (7.3)

dir.

Ispat. Teorem 7.1 den det(;Qr) = (—1)"S(n17) elde edildi. Teorem 5.3 den per(—Q},,,) =

det(; Q} ,,) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.

Teorem 7.6. n > 1, k > 2ve 0 < r < k — 1 birer tamsayi, (—1)"S(n1r), A7 matrisinin
(k—r). siitunununn. terimive By, ,, = (b;) asagidaki gibi tanumlanan n x n alt Hessenberg

matris olsun. ty = 1 icin

—ty, eger j=1+1lvej#1,

t;@ﬂ}’;, eger 0<i—j<kvej#1,
b =90 c . .
—tﬁf), eger 0 <i<k—r+1lvej=1,
2

0, aksi taktirde

olmak tizere
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b1 to 0 0
t;—j t ts 0
bris 1 t to

B, =
+ k.n 123 th—r—1 th—r—2 lg—r—3

k—r—1 k—r—2 k—r—3 k—r—4
t2 t2 t2 t2

0 ti—r te—r—1 thk—r—2

k—r—1 k—r—2 k—r—3
t th t

dir. Bu durumda

per(+By,) = (=1)"Smn

dir.

23
t1

(7.4)

Ispat. Teorem 7.3 dendet(_Bj, ) = (—1)"S(n1-) elde edildi. Teorem 5.3 denper(,By,,,) =

det(_ By ,,) elde edilir. Bu iki esitlik birlestirilirse istenilen sonug elde edilir.



8. HESSENBERG MATRiS METODUNUN GENELLESTIRILMESI

Bu boliimde Hessenberg matris metodunun bir genellestirilmesi elde edilecektir.

2011 yilinda Chen ve Yu

hiy hi2 0 0
h21 h22 h23
H— . . 0 ’
hn—l,l hn—l,Q e hn—l,n—l hn—l,n
hn,l hn,Q e hn,nfl hn,n
1 0 0 0 0
hi1 hi2 0 0
ﬁ _ h21 h22 h23 0
0 0
hn—l,l hn—l,Q e hn—l,n—l hn—l,n 0
hn,l hn,2 e hn,n—l hn,n 1
ve
~ o ‘ L
Hfl — [ }nxl [ ann (8.1)
h ‘ [ﬂ }1><n (n+1)x(n+1)

sekilde li¢ matris tanimladilar. Daha sonra e,,, I,, birim matrisinin 7. siitunu olmak {izere

det(H) = (—1)"h. det( H), (8.2)
L=H"'+htap” (8.3)

ve
Ha+ he,=0 (8.4)

esitliklerini elde ettiler. Bizde (8.2), (8.3) ve (8.4) esitlikleri ve Hessenberg matrislerin

determinantin1 kullanarak asagidaki Lemmay1 elde ederiz.
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Lemma 8.1. e, I, matrisinin ilk siitunu ve L, 3, h matrisleri (8.1) de tanimli matrisler olsun.

Bu durumda,

BTH 4 hey =0 (8.5)

dir.

Chen ve Yu tarafindan yapilan yukardaki ¢alismada [ matrisinin Hessenberg matris olmasi
ve bu tez ¢alismasinin 5,6 ve 7. boliimlerinin Hessenberg matris kullanilarak olusturulmasi
8. boliimiin olugmasit i¢in motivasyon olusturmustur. Sonug (6.1.3) ve Sonug (6.1.6) de
genellestirilmis £-basamak Fibonacci sayilari (6.3) ve (6.6) Hessenberg matrislerinin determi
nant1 kullanilarak elde edildi. Burada n X n lik bir matrisin determinant1 bize sadece dizinin
tek bir terimini vermektedir. Simdi verecegimiz yontemde yine aynit Hessenberg matrisleri

kullanarak bu dizinin ardigik n tane terimini ( fxm—1,- - -, fr.m-n) €lde edecegiz.

Teorem 8.2. k£ > 2 bir tamsayi, H, , (6.3) de tamimlanan Hessenberg matris ve

1 0 0
ﬁn,k -
Hn,k 0
1
olmak iizere
fk,,k,_l O 0 [N O 0
i —ifk k-1 0 "' 0 0
(Hop) b= | i fomiba 1D frni s 0 0
1 fynins A fonin-a A frais 0 0
(D fenino A fonins 1 foniea o —ifixn 0
L (D frpikor A fonne 1" frngns o ifkr fraa |

dir. Burada i = \/—1 dir.
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ispat .
(ﬁmk)_l _ [a]nxl ‘ [Ljnxn
h ‘ [ﬁ }1><n

(n+1)x(n+1)
matrisini olusturalim ve matrisin sekilde ayrilmis olan 4 bilesenini teker teker elde edelim.

i) (8.2) ve (6.4) esitliklerini kullanarak

det(Hnx) = (—1)"h.det(H,x)

- h, _ det(Hn,]i? _ fk‘7n+k—1 o 7:”+1

(—1)mdet(H,,)  (=Dmnt Jemtk—1

elde edilir.

i1) (8.4) ve (8.5) esitlikleri kullanilarak

Jrr—1
i frk
[a] = —(Hup) ' ()" fronsno16n = :
i(n_g) fk,n+k—3
I iU fyonko |
ve
BT = —(Hup) ' ()" frnsr_1e1
=[6] = | i" D frpine "D frains o ifun fk,kfl]
elde edilir.

ii1) (8.3) esitligi kullanilarak [L] = (H,x) ™' 4+ ((0)" ™ fensr—1) tafT

—1 fr k-1 0 T 0 0
Z'(n_l)fk,n+k75 0 0
i e AN 0 0

i i(n+1)fk,n+k—3 Z.(n73)fk,n+k—4 T _Z'fk:,k:—l 0 ]
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elde edilir. Sonug olarak bu ii¢ adim birlestirilirse ispat tamamlanir.

Ornek 8.3. Teorem 8.2 i kullanarak genellestirilmis 4-basamak Fibonacci sayilarinm ardisik

6 terimini elde edilim;

1 1 0 00
1 1 4+ 00
det H,, =det | —1 ¢ 1 4 0| =15= fag

fir —fie  ifas fia —ifas
—fas  fir —ifie —fas  ifsa fas

1 0 0 00O
1 ¢« 0 000
ﬁ5,4: ¢t 1 4« 000
-1 1 2 00
— =1 7+ 1 ¢ 0
I 0 — -1 7 1 1_

matrisini elde edelim. Bu matrisin tersi alinirsa (I;T ;41)

1 0 0 0 ool [ As 0o 0o 0o o 0]
i — 0 0 0 0 ifaa  —ifas 0 0 0 0
-2 1 = 0 0 0| | —fas Jfra —ifaz O 0 0
45 20 1 —i 0 0 - —ifae  ifas  faa  —ifas 0 0

0 0
1

elde edilir ki burada f, g in yaninda 6 ardisik terim ayni anda elde edilmis olur.
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Teorem 8.4. k > 2 bir tamsayt, F,, i, (6.6) da tanmimli Hessenberg matris ve

1 0 0
ﬁn,k -
Fo 0
1
olmak tizere
frp—1 0 0 e 0 0
frek —frek—1 0 e 0 0
(Fog) ™ = frmth—a = fonti—s 0 0
fremtk—3  —fontk-a —fronth-s - 0 0
Jremth—2  —fentk—3 —Jensh—a o —frp—1 0
| —fenak—1 Srntk-2 frnte-z o Jrk  Frr—1 ]

dir.
Ispat . Ispat (6.7) esitligi kullanilarak, Teorem 8.2 in ispatina benzer olarak yapilir.

Ornek 8.5. Teorem 8.4 yi kullanarak genellestirilmis 4-basamak Fibonacci sayilarindan

bazilarim elde edilim;

detF,,=det| 1 1 1 -1 0 =15 = fag

1 0 0 0 0 O

1 -1 0 0 0 O
- 1 1 -1 0 0 0
F5,4 =

1 1 1 -1 0 0

1 1 1 1 -1 0

0 1 1 1 1 1
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dir. F,, nin tersi

1 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0

- 2 -1 -1 0 0 0

Pl o=

i 4 -2 -1 -1 0 0
8 —4 -2 -1 -1 0
15 8 4 2 1 1

faz 0 0 0
Jaa  —Jfa3 0 0
Jis  —Jfia —ifaz O
fae  —fis —faa —faz O
Jar  —Jfie —Jfas —faa —fi3
| —fas far fae iz faa Jug

o O O
o o o o o

seklinde bulunur ki bu da bizim f, g in yaninda ardisik 6 terimi de ayni anda elde etmemizi

saglar.

Boliim 6 da (6.1) matrisinin determinantinin genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin 7.
terimine esit oldugu gosterilmisti. Yeni elde edilen yontemde ise yine (6.1) matrisi kullanilarak

genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin ardisik n terimi ayni anda elde edilir.

Teorem 8.6. n > 1 bir tamsayt, +Qk n, (6.1) da tanumli Hessenberg matris ve

10 0

+Qk7n =
ka, 0
1



olmak iizere, (_:ka)—l

i(n-i—l)

tnl—l Fk,n(t>
2

elde edilir. Burada v = \/—1 dir.
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0 0 0
0 0 0
0 0

= S5 Fron—al(t) 0 0
o L Frns(t) - 0
- 5 Fipa(t) Z%Fk,l(t) 1

ispat . Ispat (6.2) esitligi kullanilarak, Teorem 8.2 in ispatina benzer olarak yapilir.

Ornek 8.7. Teorem 8.6 u kullanarak genellestirilmis Fibonacci polinomlarni elde edelim.

det Qg4 = det

t
7
—t5
t3

—ity
3
t2

—t3
2
t2

= 14+ 2ty + 3+ t] + 365t

1ty

seklinde elde edilir. Bu matrise listten bir satir ve sagdan bir siitun eklersek

Q6,4 =

0 0
ity 0
ty ity
i b
-l

matrisini elde ederiz. ()¢ 4+ matrisinin tersi alinirsa

o o o O
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_ ! 0 0 0 0]
i —% 0 0 0

g (—ta—11) % —i 0 0
%@ﬁrﬂm@—ﬁ) §WrH@ % —L 0
_é(wy+%u@+4@+4ﬁ+3uﬁg %@4@—2%ﬁ2—%@ %(—@—¢@ it 1]

matrisi elde edilir ki bu bize sadece bu polinomun 4. terimini degil ayn1 zamanda ardisik 4

terimini katsay1 farki ile elde etmemizi saglar.

Bu Teoremlerde de goriildiigli gibi elde edilen yeni yontem onceki boliimlerde yapilan
calismalar1 yeni bir boyuta tasimaktadir. Yani terimleri Hessenberg matrisin determinanti ve
permanenti kullanilarak hesaplanabilen her dizi ve polinoma bu yeni yontem uygulanabilir.
Ornegin Strang (1998) E,, matrisinin determinantinin F,, e esit oldugunu gosterdi. Simdi
yeni yontemle ayni1 matrisi kullanarak cift indisli Fibonacci sayilarinin ardisik n tanesini elde

edelim.

Sonuc 8.8. £, (3.1) de verilen matris, F,, n. Fibonacci sayist olmak iizere

1 0 0
E, =
E, 0
1
L 4 (n+1)x(n+1)
matrisinin tersi alinirsa
Fy 0 e 0 0
—F, F . 0 0
(E) " =
(-1 2R, 5 (D) 3E,, . . 0 0
(- VR, (-1 IR, ., . B 0
i (—=1)"Fonso ()" VEy o —Fy B |

elde edilir.

Ispat . Ispat (3.2) esitligi kullanilarak Teorem 8.2 iin ispatina benzer olarak yapilir.



9. UYGULAMALAR

Bu béliimde elde, 6nceki boliimlerde elde ettigimiz sonuglarin, 40 dan fazla rekiirans iliskisine

sahip dizi ve polinom i¢in de gecerli oldugu gdsterilecektir.

Sonug¢ 9.1. x, y ve p nin farkli degerleri icin Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.3, Teorem 5.1.5 ve
Teorem 5.1.7 tekrar ifade edilirse asagidaki tablo elde edilir,

T Y p | det(4Wp,n) = det(—Mpn) =per(—Wp,n) =per(+ Mpn) = Fpnt1(z,y),

z oy 1| det(+Wpn) = det(-Mp,n) =per(-Wp,n) =per(+ Mp,n) = Finy1)(@,9),

z 1 p | det(+Wpn) = det(—Mp,n) =per(-Wp,n) =per(+ Mp,n) = Fp (n+1)(2),

z 1 1 | det(+Wp,n) = det(— Mp,n) =per(—Wp,n) =per(+Mp,n) = f(n+1)(33)

1 1 p | det(+Wp,n) = det(—Mpn) =per(-Wp,n) =per(+ Mpn) = Fp(n+ 1),

1 1 1 | det(4+Wpn) = det(—Mp n) =per(—Wp n) =per(+Mpn) = F(nJrl),

2z y p | det(+Wpn) = det(—Mp,n) = per(-Wp,n) =per(+Mp,n) = n+1)(21’ Y),
2y 1| det(+Wp,n) = det(-Mp,n) =per(-Wp,n) =per(+Mp,n) = F(n+1)(233,y),
2¢ 1 p | det(+Wp,n) = det(-Mp,n) =per(-Wp,n) =per(+ Mp,n) = Pp,(n41)(2),

2z 1 1| det(+Wp,n) = det(-Mp,n) =per(—Wp,n) =per(+ Mpn) = P(n+1)( ),

2 1 L | det(Wp,n) = det(-Mp,n) =per(-Wp,n) =per(+ Mpn) = Pni1),

2z —1 1 | det(+Wp,n) = det(—Mp,n) =per(—Wpn) =per(+Mpn) = Up(x),

T 2y p | det(4 Wp,n) = det(—Myp,n) =per(—Wp,n) =per(+ Mpn) = Fp (n+1) (2, 29),
¢ 2y 1| det(+Wpn) = det(—Myn) =per(—Wip.n) =per(+ Mpn) = Fipi1) (@, 20)

1 2y 1 | det(4Wp,n) = det(—Mp,n) =per(-Wp,n) =per(+ Mp,n) = Jnt1)(¥),

1 2 1 | det(+Wpn) = det(— Mp,n) =per(—-Wp,n) =per(+ Mpn) = J(n11)-

Cizelge 9.1

ispat . Lemma 4.1.3 den genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci p-polinomlarinin tabloda
verilen dizi ve polinomlarin genel hali oldugu goriiliir. Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.3, Teorem

5.1.5 ve Teorem 5.1.7 de z, y ve p nin farkl degerleri yerine yazilirsa istenilen elde edilir.
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Sonug¢ 9.2. x, y ve p nin farkli degerleri i¢in Teorem 5.2.1, Teorem 5.2.2, Teorem 5.2.4 ve

Teorem 5.2.6 tekrar ifade edilirse asagidaki tablo elde edilir,

X M p det(1Vp,n) = det(= Np,n) =per(—Vp,n) =per(+Npn) = Lp nt1(%,y),
T Y 1 det(1Vp,n) = det(—Np,n) =per(—Vp,n) =per(+Np,n) = Lin(x,y),
x 1 p det(1Vp,n) = det(— Np,n) =per(~Vp,n) =per(+ Npn) = Lpn(x),
r 1 1 det(4Vp,n) = det(~Np,n) =per(-Vp,n) =per(+ Npn) = ln(2),
11 p | det(4Vpn) = det(—Npn) =per(~Vp.n) =per(+Np.n) = Ly(n),
1 1 1 det(4+Vp,n) = det(—Np,n) =per(—Vp,n) =per(+ Np,n) = Ln,
2y p det(1Vp,n) = det(—Np,n) = per(—Vp,n) =per(+Npn) = Lp n(2x,y),
2y 1 det(1Vp,n) = det(—Np,n) =per(~Vp,n) =per(+ Np,n) = Ln(2x,y),
2¢ 1 p det(4Vp,n) = det(—Np,n) =per(-Vp,n) =per(+ Npn) = Qp,n(x),
2z 1 1 det(4Vp,n) = det(~Np,n) =per(-Vp,n) =per(+ Np,n) = Qn(x),
21 1| det(4+Vpn) = det(=Npn) =per(—Vp.n) =per(+Npn) = Q.
22 -1 1 det(1Vp,n) = det(—Np,n) =per(—Vp,n) =per(+Npn) = Tn(x),
T 2y p det(1Vp,n) = det(—Np,n) =per(—Vp,n) =per(+ Npn) = Lp n(x, 2y),
z 2y 1 det(1Vp,n) = det(—Np,n) =per(—Vp,n) =per(+Np,n) = Ln(x, 2y),
1 2y 1 det(4Vp,n) = det(=Np,n) =per(~Vp,n) =per(+Npn) =Jjn(y),
1 2 1 det(4Vp,n) = det(= Np,n) =per(~Vp,n) =per(+Npn) = jn.

Cizelge 9.2

Ispat. Lemma4.2.2 den genellestirilmis iki degiskenli Lucas p-polinomlarinin tabloda verilen

dizi ve polinomlarin genel hali oldugu goriiliir. Teorem 5.2.1, Teorem 5.2.2, Teorem 5.2.4 ve

Teorem 5.2.6 de z, y ve p nin farkli degerleri yerine yazilirsa istenilen elde edilir.

Sonuc¢ 9.3. Teorem 6.1.1, Teorem 6.1.4, Teorem 6.1.7 ve Teorem 6.1.10 ii t; lerin farkh

degerleri icin tekrar ifade edelim.
Dti=c; (1 <i,j<k)icin

det(4+Qrn) = det(_By,)

elde edilir.
i)ty =2vet; =1(2<i<k)igin
det(Jerm) = det(,Bk,n)

elde edilir.
i)ty =0vet; =1 (2 <i<k)icin

det(;+Qrn) = det(_By.,)

:Pe”(ka,n) :per(Jer,n) = fkl,n
= per(_Qrn) = per(4 Brn) = pin
= per(_Qin) = per(+ Bra) = v,
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elde edilir.
iv)k=3vet; =p,ts =q,t3 =1 icin

det(+Qk,n) = det(—Bk,n) :per(—Qk,n) :per(-I—Bk,n) = Un—2

elde edilir.
v)k:=3vet1 = 1,t2 = 1,t3 = 1l§'ll’l

det(-‘er,n) = det(—Bk,n) :per(—Qk,n) :per(-i-Bk,n) = 2fn—2

elde edilir (Burada t,, klasik Tribonacci say: dizisidir).

Ispat . Lemma 4.1.2-(i), 4.1.1-ii, 4.1.2-(iii) ve 4.1.1-7i5 den genellestirilmis Fibonacci
polinomlarinin fk%n, p,ﬁn, Uk]fn, ay, dizilerinin genel hali oldugu gortliir. Teorem 6.1.1, Teorem
6.1.4, Teorem 6.1.7 ve Teorem 6.1.10 de ¢; lerin farkli degerleri yerine yazilirsa istenilen elde

edilir.

Sonuc¢ 9.4. Teorem 6.2.1, Teorem 6.2.2, Teorem 6.2.5 ve Teorem 6.2.7 ii t; lerin farkli degerleri
icin tekrar ifade edelim.

Dt =1(1<1i<k)igin
det(+Cyn) = det(_Hy,) = per(—Ch.n) = per(+ Hi ) = 1y,

elde edilir.
i)ty =0vet;=1(1<i<k—1)icin

det(;Chn) = det(-Hyn) = per(-Crn) = per(1 Hin) = rin

elde edilir.
i)ty =0,t,=1(1<i<k—1)vek=3igin

det(4Cy.n) = det(_Hg,) = per(-Cy.n) = per(+Hiyn) = Ry

elde edilir. (Burada R,, klasik Perrin say dizisidir).

Ispat. Lemma4.2.1 ve4.2.1-74i den genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin genellestirilmis

k-basamak Lucas ve Perrin sayilarinin ve klasik Perrin sayilarinin genel hali oldugu gortiliir.
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Teorem 6.2.1, Teorem 6.2.2, Teorem 6.2.5 ve Teorem 6.2.7 de ¢; lerin ve k nin farkl degerleri
yerine yazilirsa istenilen elde edilir.

Sonuc 9.5. Teorem 7.1, Teorem 7.3, Teorem 7.5 ve Teorem 7.6 ii t; lerin farkli degerleri igin
tekrar ifade edelim.

Dti=c¢; (1<i,7<k)ve0<r<k—1ligin

det(-ﬁ-Qz,n) = det(—Bz,n) :per(—QZ,n) :per("!‘B;,n) = k::l

elde edilir.
t1=2t=12<i<k)ve0<r<k—1igin

det(,Qy,,) = det(_By,) = per(-Qy,,) = per(+ By,.) = pi,

elde edilir.

i)t =0,t;,=12<i<k)ve0<r <kicin

det (4 Q) = det(-By ) = per(-Q}.,,) = per(+ By,)) = vy

elde edilir.

Ispat . Lemma 4.1.2 den genellestirilmis Fibonacci polinomlarmin f, pi ., v} dizilerinin
genel hali oldugu goriiliir. Teorem 7.1, Teorem 7.3, Teorem 7.5 ve Teorem 7.6 de t; lerin

farkl degerleri yerine yazilirsa istenilen elde edilir.

Son olarak Hessenberg matrislerin determinanti ve permanentinin kombinasyon kullanilarak

elde edilebilecegini gdsterelim.

Sonug¢ 9.6. Bu ¢calismada gecen standart gosterimler dikkate alindiginda

det(+ Q) = det(_By,,) = per(—Qk.n) = per(+Bi) = Z ( lal )t‘fl R

.....

dir.

Ispat. Teorem6.1.1, Teorem 6.1.4, Teorem (6.1.7) ve Teorem 6.1.10 dan ve (2.14) esitliginden
elde edilir.
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Sonug¢ 9.7. Bu ¢alismada gecen standart gosterimler dikkate alindiginda

det(4C,n) = det(_Hyn) = per(_Cy,,) = per(y Hyn) = Z ﬁ(

77777

dir.

Ispat . Teorem 6.2.1, Teorem 6.2.2, Teorem 6.2.5 ve Teorem 6.2.7 dan ve (2.15) esitliginden
elde edilir.

Sonug¢ 9.8. Bu ¢calismada gegen standart gosterimler dikkate alindiginda

det(1Q}) = det(-By,) = per(-Q},) = per(1. By ,,)

- Zk: t [ > <a1|a‘ak)t‘f1...tgk] :

Jj=r+1 aFn—j+r N U7
dir.

ispat. Teorem 7.1, Teorem 7.3, Teorem 7.5 ve Teorem 7.6 dan, (2.14) ve (2.18) esitliklerinden
elde edilir.



10. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda Trueman Machenry tarafindan 2000 yilinda tanimlanan genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas polinomlariin, rekiirans iligkisi ile tanimlanan say1 ve polinomlarin
biiyiik bir kismmin genel hali olduguna dikkat ¢ekildi. Sonra yine MacHenry tarafindan
tanimlanan Ac(’,i) matrisinin genellestirilmis £-basamak Fibonacci, Pell, Van der Laan, vb. say1
dizilerinin k dizisini kapsadig1 gosterildi. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin
istenilen terimini ve A?,j) matrisinin bilesenlerini hesaplamak i¢in Hessenberg matris yontemi
kullanildi. Bu yontemde ¢esitli Hessenberg matrisler tanimlanip, bu matrislerin determinanti
ve permanantiin polinomlarin istenilen terimine esit oldugu gosterildi. Daha sonra (Chen
ve Yu, 2011) de Hessenberg matrisler i¢in verilen esitliklerden esinlenilerek Hessenberg
matrisler lizerine yeni bir calisma yapildi. Bu calismada Hessenberg matris yonteminde
kullanilan matrislerden bazilar1 kullanilarak Fibonacci sayilari, genellestirilmis k-basamak
Fibonacci sayilari, genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin terimlerini elde etmek i¢in yeni
bir yontem verildi. Bu yontemde onceki bdliimlerde kullanilan Hessenberg matrislere bir
satir ve bir siitun ekleyerek elde edilen matrisin tersi alindi. Bu ters matris incelendiginde bu
matrisin, ekleme yapilmadan 6nce verilen hessenberg matrisin determinanti sonucu elde edilen
terim ve ondan geriye dogru ardisik n tane terimi igerdigi goriildii. Verilen bu yeni yontem
literatiirde var olan ve bir Hessenberg matrisin determinanti veya permanenti kullanilarak elde
edilen tiim dizi ve polinomlara uygulanabir. Bu ¢alismada son bdliimde dnceki boliimlede
elde edilen temel sonuglarin, literatiirde var olan bir¢ok rekiirans iligkili say1 dizisi ve polinom

i¢cin de gecerli oldugu gosterildi.
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