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ÖZET

Doktora Tezi

HESSENBERG MATR�S YÖNTEM� �LE
GENELLE�T�R�LM�� F�BONACC�
VE LUCAS POL�NOMLARININ

TER�MLER�N�N HESAPLANMASI

Adem �AH�N

Gaziosmanpa³a Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal�

Dan�³man : Yrd. Doç. Dr. Kenan KAYGISIZ

Bu çal�³mada genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar� ve bu polinomlar�n k dizisinden
olu³an A∞

k ve D∞
k matrislerinin, rekürans ili³kisi ile tan�mlanan say� ve polinomlar�n büyük

bir k�sm�n�n genel hali oldu§u gösterildi. Genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci ve
Lucas-p polinomlar�n�n, genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n veA∞

k matrisinin
bile³enleri için Hessenberg matris kullan�larak matris temsilleri verildi. Bu yöntemde çe³itli
Hessenberg matrisler tan�mlanarak, bu matrislerin determinant�n�n ve permanant�n�n polinom
lar�n istenilen terimine e³it oldu§u gösterildi. Daha sonra Hessenberg matris yönteminde
kullan�lan Hessenberg matrislerden baz�lar� kullan�larak Fibonacci say�lar�, genelle³tirilmi³
k-basamak Fibonacci say�lar� ve genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomunun terimlerini elde
etmek için bir yöntem verildi. Son bölümde genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci ve
Lucas-p polinomlar�, genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar� ve A∞

k matrisi üzerine
yap�lan çal�³malar�n, literatürde var olan birçok rekürans ili³kili say� dizisi ve polinom için
de geçerli oldu§u gösterildi.

2013, 74 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fibonacci say�lar�, Lucas say�lar�, Genelle³tirilmi³ Fibonacci
polinomu, Genelle³tirilmi³ Lucas polinomu, Hessenberg matris, Determinant, Permanent.
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In this study, it is demonstrated that generalized Fibonacci andLucas polynomials andmatrices
A∞

k and D∞
k which consist of k sequences of these polynomials are a general form of a great

number of numbers and polynomials de�ned by recurrence relation. Matrix representation has
been implemented in order to generalized Fibonacci and Lucas p-polynomials, generalized
Fibonacci and Lucas polynomials and matrix A∞

k by using Hessenberg matrices. Various
Hessenbergmatrices have been de�ned in themethod, and it has been shown that determinants
and permanents of thesematrixes are equivalent to the desired termof polynomials. Afterwards,
in order to obtain the terms of Fibonacci numbers, generalized order-k Fibonacci numbers and
generalized Fibonacci polynomials, a method is given by using some Hessenberg matrices
which used in Hessenberg matrix method. In the last chepter, it has been demonstrated that
studies on generalized Fibonacci and Lucas polynomials are also valid for many number
sequences and polynomials, de�ned by recurrence relation, in literature.
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1. G�R�� VE L�TERATÜR ÖZET�

Rekürans (yineleme, indirgeme) ili³kili say� dizileri ve polinomlar birçok ara³t�rmac�n�n

ilgisini çekmi³, bunlar üzerine pek çok ara³t�rma yap�lm�³t�r. Fibonacci, Lucas, Pell, Perrin,

Jacobsthal, Pell-Lucas ve Jacobsthal-Lucas, ... gibi de§i³ik say� dizileri üzerine birçok çal�³ma

yap�lm�³t�r. Bu tip dizilere genel olarak Fibonacci tip diziler denir. Özellikle Fibonacci

say�lar� matemati§in hemen hemen her dal�nda (say�lar teorisi, diferansiyel denklemler,

olas�l�k, istatistik, nümerik analiz, lineer cebir) kullan�lmaktad�r. Bunun yan�s�ra Fibonacci

say�lar� biyoloji, kimya, kriptoloji ve elektrik mühendisli§i alanlar�nda geni³ uygulama alan�

bulmaktad�r (Philippou ve ark, 2001). Son y�llarda modern bilimde, özellikle �zikte,

Fibonacci ve Lucas say� dizileri geni³ kullan�m alan�na sahiptir (K�l�ç ve Stakhov, 2009).

Ayr�ca bu say� dizilerinin birçok genelle³tirmesi yap�lmaktad�r. Bu genelle³tirmeler de

aktif olarak di§er bilim dallar�nda kullan�lmaktad�r. Örne§in Stakhov Fibonacci-p say�lar�

için üreteç matrisi vermi³ ve kodlama teorisi ile ilgili �golden cryptograohy� adl� ilginç

bir uygulama yapm�³t�r (Stakhov, 2006a; Stakhov, 2006b; Stakhov, 2007). Swamy a§

fonksiyonlar� ve genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci ve Lucas polinomlar� aras�nda

yak�n ili³kilerin var oldu§unu göstermi³tir (Swamy, 1998). Ayr�ca iki de§i³kenli Fibonacci ve

Lucas-p polinomlar� teorik �zik alan�nda �ziksel süreçlerin modellenmesi için de kullan�lmak

tad�r (El Naschie, 1992a; El Naschie,1993b, El Naschie, 1994). Fibonacci ve Lucas say�

dizileri ile onlar�n genelle³tirmelerinin modern bilimdeki kullan�m alanlar�na örnekler daha

da ço§alt�labilir.

Bu diziler ve polinomlar üzerine yap�lan çal�³malar�n odak noktalar�ndan biri bu dizi ve

polinomlar�n istenilen terimlerinin rekürans ili³kisine gerek kalmadan hesaplanabilmesidir.

Örne§in 10. Fibonacci say�s� F10 = 55 oldu§u rekürans formülü kullan�larak bulunabilir,

fakat bizden F100 istenmi³ olsa bu say� 21 basamakl� ”354224848179261915075” say�s�d�r

ve bu say�y� rekürans kullanarak bulmak zahmet gerektiren bir i³tir. Rekürans ili³kisi ile

tan�mlanm�³ polinom hesaplamalar�nda büyük indisli polinomlar� hesaplamak daha da zordur.

Fibonacci tip dizilerin birçok genelle³tirmesinin (gerek dizi halinde, gerek polinom halinde)

bulundu§u göz önüne al�n�rsa bunlar�n mümkün oldu§u kadar ço§unu kapsayacak bir çal�³ma



2

n�n gereklili§i ortaya ç�kmaktad�r. Son dönemlerde bu say� dizilerinin istenen terimlerini

hesaplayabilmek için baz� teknikler geli³tirilmi³ ve baz� yeni yöntemler ortaya at�lm�³t�r. Bu

yöntemlerden biri de de§i³ik Hessenbergmatrisler tan�mlay�p bumatrislerin determinant�n� ve

permanentini kullanarakFibonacci veLucas benzeri say�lar� ve onlar�n baz� genelle³tirmelerinin

terimlerini hesaplamakt�r. Hesaplamalarda bilgisayar algoritmas�n�n da kullan�labilece§i

dikkate al�nd�§�nda bumatrislerinmatematiksel olarak kolay ifade edilmesi önemarz etmektedir.

Fibonacci tip say�lar�n belki ilk 100 teriminin rekürans kullan�larak hesaplanmas� bilgisayar

yard�m�yla kolayl�kla yap�l�r ancak daha büyük say�lar için yineleme ili³kisi d�³�nda bir

algoritman�n yard�m�na ihtiyaç vard�r.

Son 50 y�lda Fibonacci tip dizilerin terimlerini hesaplamak için Hessenberg matrislerden

yararlan�lm�³t�r. Bu çal�³malardan baz�lar� ³öyle s�ralanabilir. Minc (1964) n × n boyutlu

(0, 1)-matris(bile³enleri sadece 0 ve 1 lerden olu³an matris) tan�mlam�³ ve bu matrisin

pemanentinin Miles (1960) �n tan�mlad�§� genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�na

e³it oldu§unu göstermi³tir. Minc 1978 y�l�nda yay�nlanan kitab�nda da n × n boyutunda

(0, 1)-matris tan�mlam�³ ve bu matrisin permanentinin genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci

say�lar�na e³it oldu§unu göstermi³tir. Strank (1998) de yay�nlanan kitab�nda baz� Hessenberg

matrisler vermi³ ve bunlar�n determinantlar�n�n Fibonacci say�lar�na e³it oldu§unu göstermi³tir.

G.-Y Lee ve S.-G. Lee (1995) de ve G.-Y Lee (2000) de yazarlar (0,1)-matrisler tan�mlam�³ ve

bu matrislerin permanentlerinin genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas say�lar�na e³it oldu§unu

göstermi³lerdir. Öcal ve arkada³lar� (2005) genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci ve Lucas

say�lar�n� hesaplamak için çe³itli Hessenberg matrislerinin determinant�n� ve permanentini

kullanm�³lard�r. K�l�ç ve Stakhov (2009) Fibonacci ve Lucas p-say�lar� için permanent

kullanarak bir çal�³ma yapm�³t�r. Ayr�ca K�l�ç ve Ta³ç� (2010) Hessenberg matrislerin

determinant� ve permanenti üzerine çal�³m�³lard�r. Y�lmaz ve Bozkurt (2011) Pell ve Perrin

dizilerinin terimlerini hesaplamak için Hessenberg matrisler tan�mlam�³lard�r. Li (2012)

Fibonacci-Hessenberg matrisler tan�mlam�³ ve bu matrisler yard�m�yla Pell ve Perrin say�lar�

için baz� sonuçlar elde etmi³tir.

Bu çal�³mada 2.Bölümde genel tan�mlar verildi. Tez içinde kullanaca§�m�z A∞
k ve D∞

k

matrislerinin elde edili³ biçimleri anlat�ld�. 3. Bölümde tezde kullanaca§�m�z Hessenberg

matris metodu anlat�ld�. 4. Bölümde genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n
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ve A∞
k ve D∞

k matrislerinin rekürans ili³kisi ile tan�mlanan ve literatürde s�kça kullan�lan

say� dizileri ve polinomlar�n genel hali oldu§u gösterildi. Bu bölümden sonra tezin orjinal

k�sm� olan 5.,6.,7.,8., ve 9. bölümlere geçildi. �lk olarak 5. bölümde genelle³tirilmi³

Fibonacci ve Lucas-p polinomlar� için matris temsilleri verildi. 6. Bölümde genelle³tirilmi³

Fibonacci ve Lucas polinomlar� için matris temsilleri verildi. 7. Bölümde A∞
k matrisinin

bile³enleri için matris temsilleri verildi. 8. bölümde önceki bölümlerde kullan�lan matris

temsillerine ek olarak Hessenberg matris yönteminin bir genelle³tirilmesi olan metot elde

edildi. Bu metot yard�m�yla Fibonacci say�lar�, genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�

ve genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�n�n terimleri elde edildi. Daha önceki yöntemlerde

tek seferde sadece bir terim elde edilirken yeni yöntemde bir n kare matris kullan�larak ard�³�k

n terim ayn� anda elde edildi. Son bölümde önceki bölümde yap�lan çal�³malar�n literatürde

var olan birçok dizi ve polinomada uygulanabilece§i gösterildi.



2. GENEL B�LG�LER

2.1 Genel Tan�mlar

Fibonacci tip diziler ve bu dizilerin genelle³tirmeleri üzerine birçok tan�myap�lm�³t�r. Bunlardan

baz�lar� a³a§�da verilmi³tir.

Tan�m 2.1.1. Ba³lang�ç ko³ullar� F0 = 0, F1 = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s� için

Fn = Fn−1 + Fn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Fibonacci say�lar� denir. Burada Fn; n-inci

Fibonacci say�s�n� gösterir. Fibonacci say�lar�ndan olu³an diziye Fibonacci dizisi denir ve

{Fn} ile gösterilir (Vajda, 1989).

Tan�m 2.1.2. Ba³lang�ç ko³ullar� L0 = 2, L1 = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s� için

Ln = Ln−1 + Ln−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Lucas say�lar� denir. Burada Ln; n-inci Lucas

say�s�n� gösterir. Lucas say�lar�ndan olu³an diziye Lucas dizisi denir ve {Ln} ile gösterilir
(Vajda, 1989).

Tan�m 2.1.3. Ba³lang�ç ko³ullar� P0 = 0, P1 = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s� için,

Pn = 2Pn−1 + Pn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Pell say�lar� denir. Burada Pn; n-inci Pell say�s�n�

gösterir. Pell say�lar�ndan olu³an diziye Pell dizisi denir ve {Pn} ile gösterilir (Koshy, 2001).

Tan�m 2.1.4. Ba³lang�ç ko³ullar� Q0 = 2, Q1 = 2 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s� için,

Qn = 2Qn−1 + Qn−2
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indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Pell-Lucas say�lar� denir. Burada Qn; n-inci

Pell-Lucas say�s�d�r. Pell-Lucas say�lar�ndan olu³an diziye Pell-Lucas dizisi denir ve {Qn}
ile gösterilir (Koshy, 2001).

Tan�m 2.1.5. Ba³lang�ç ko³ullar� J0 = 2, J1 = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s� için,

Jn = Jn−1 + 2Jn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Jacobsthal say�lar� denir. Burada Jn; n-inci

Jacobsthal say�s�d�r. Jacobsthal say�lar�ndan olu³an diziye Jacobsthal dizisi denir ve {Jn}
gösterilir (Horadam, 1996).

Tan�m 2.1.6. Ba³lang�ç ko³ullar� j0 = 0, j1 = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s� için,

jn = jn−1 + 2jn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Jacobsthal-Lucas say�lar� denir. Burada jn; n-inci

Jacobsthal-Lucas say�s�d�r. Jacobsthal-Lucas say�lar�ndan olu³an diziye Jacobsthal-Lucas

dizisi denir ve {jn} ile gösterilir (Horadam, 1996).

Tan�m 2.1.7. Ba³lang�ç ko³ullar� R0 = 3, R1 = 0, R2 = 2 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al

say�s� için,

Rn+1 = Rn−1 + Rn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Perrin say�lar� denir.

Tan�m 2.1.8. Ba³lang�ç ko³ullar� t1 = t2 = 1, t3 = 2 olmak üzere, her n ≥ 4 do§al say�s�

için,

tn = tn−1 + tn−2 + tn−3

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Tribonacci say�lar� denir (Koshy, 2001).

Tan�m 2.1.9. Ba³lang�ç ko³ullar� a0 = a1 = 0, a2 = 1 olmak üzere, her n ≥ 3 do§al say�s�

ve p,q ve r sabit katsay�lar� için,

an = pan−1 + qan−2 + ran−3

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara genelle³tirilmi³ Tribonacci say�lar� denir (Koshy,

2001).
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Burada p = q = r = 1 al�n�rsa Tribonacci say�lar� elde edilir.

Tan�m 2.1.10. Ba³lang�ç ko³ullar� Fp,0 = 0, Fp,1 = Fp,2 = . . . = Fp,p = 1 olmak üzere,

p ≥ 1 ve n > p do§al say�lar� için,

Fp,n = Fp,n−1 + Fp,n−p−1 (2.1)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Fibonacci p−say�lar� denir (Stakhov, 1977).

Tan�m 2.1.11. Ba³lang�ç ko³ullar� Lp,0 = p + 1, Lp,1 = Lp,2 = . . . = Lp,p = 1 olmak üzere,

p ≥ 1 ve n > p do§al say�lar� için,

Lp,n = Lp,n−1 + Lp,n−p−1 (2.2)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara Lucas p−say�lar� denir (Stakhov, 1977).

Tan�m 2.1.12. Ba³lang�ç ko³ullar� f0(x) = 0, f1(x) = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s�

için,

fn(x) = xfn−1(x) + fn−2(x)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan polinoma Fibonacci polinomu denir (Koshy, 2001).

Tan�m 2.1.13. Ba³lang�ç ko³ullar� l0(x) = 2, l1(x) = x olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s�

için,

ln(x) = xln−1(x) + ln−2(x)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan polinoma Lucas polinomu denir (Koshy, 2001).

Tan�m 2.1.14. Ba³lang�ç ko³ullar� Fp,0(x, y) = 0 ve n = 1, 2, 3, ..., p için Fp,n(x, y) = xn−1

olmak üzere, p ≥ 1 ve n > p do§al say�lar� için,

Fp,n(x, y) = xFp,n−1(x, y) + yFp,n−p−1(x, y) (2.3)

indirgemeba§�nt�s� ile tan�mlanan polinomagenelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci p−polinomu
denir (Tu§lu ve ark, 2011).

Tan�m 2.1.15. Ba³lang�ç ko³ullar�Lp,0(x, y) = p+1 ve n = 1, 2, 3, ..., p içinLp,n(x, y) = xn

olmak üzere, p ≥ 1 ve n > p do§al say�lar� için,

Lp,n(x, y) = xLp,n−1(x, y) + yLp,n−p−1(x, y) (2.4)
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indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan polinoma genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Lucas p−polinomu
denir (Tu§lu ve ark, 2011).

n p = 3 p = 4

0 0 0

1 1 1

2 x x

3 x2 x2

4 x3 x3

5 y + x4 x4

6 2xy + x5 y + x5

7 x6 + 3x2y 2xy + x6

8 x7 + 4x3y x7 + 3x2y
... ... ...

Çizelge 2.1 p = 3 ve p = 4 için iki de§i³kenli Fibonacci p−polinomlar�

Tan�m 2.1.16. a ve b tamsay�lar�∆ = a2−4b 6= 0 ³art�n� sa§layan s�f�rdan farkl� ve aralar�nda

asal tamsay�lar olsun. Ba³lang�ç ko³ullar� ω0 = 0, ω1 = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al say�s�

için ωn = aωn−1 − bωn−2 ³eklindeki ba§�nt� ile tan�mlanan diziye genelle³tirilmi³ Fibonacci

dizisi denir. Ayn� ³ekilde ba³lang�ç ko³ullar� υ0 = 2, υ1 = 1 olmak üzere, her n ≥ 2 do§al

say�s� için υn+2 = aυn+1 − bυn ba§�nt�s� ile tan�mlanan diziye genelle³tirilmi³ Lucas dizisi

denir (Robbins,1993).

Bu genellemede a = 1 ve b = −1 için {ωn} dizisi Fibonacci dizisi {Fn}'e ve {υn} dizisi de
Lucas dizisi {Ln}'e dönü³ür. Ayr�ca a = 2 ve b = −1 için {ωn} dizisi Pell dizisi {Pn}'e
dönü³ür.
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n p = 3 p = 4

0 4 5

1 x x

2 x2 x2

3 x3 x3

4 4y + x4 x4

5 5xy + x5 5y + x5

6 x6 + 6x2y 6xy + x6

7 x7 + 7x3y 7x2y + x7

8 x8 + 8x4y + 4y2 8x3y + x8

... ... ...

Çizelge 2.2 p = 3 ve p = 4 için iki de§i³kenli Lucas p−polinomlar�

Tan�m 2.1.17. k ≥ 2 olmak üzere ba³lang�ç ko³ullar�

fk,1 = fk,2 = . . . = fk,k−2 = 0, fk,k−1 = fk,k = 1

olan ve n > k için

fk,n =
k∑

j=1

fk,n−j (2.5)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan say�lara k-basamak Fibonacci say�lar� (GOkF) denir (Miles,

1960).

Tan�m 2.1.18. 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 2 olmak üzere ba³lang�ç ko³ullar� 1− k ≤ n ≤ 0 için

f i
k,n =





1 i = 1− n,

0 aksi taktirde,

olan ve n > 0 için

f i
k,n =

k∑
j=1

cjfk,n−j (2.6)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan diziye genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar�n�n k

dizisi (kSOkF) denir (Er, 1984).
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Burada cj (1 ≤ j ≤ k) sabit katsay�lard�r. Burada cj = 1 olarak al�n�rsa n ≥ 1− k için

fk
k,n = fk,k+n−2

elde edilir.

Tan�m 2.1.19. 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 2 olmak üzere, ba³lang�ç ko³ullar� 1− k ≤ n ≤ 0 için

pi
k,n =





1 i = 1− n,

0 aksi taktirde

olan ve n > 0 için

pi
k,n = 2pi

k,n−1 +
k∑

j=2

pi
k,n−j (2.7)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan diziye genelle³tirilmi³ k-basamak Pell say�lar�n�n k dizisi

(kSOkP) denir (K�l�ç ve Ta³c�, 2006).

Tan�m 2.1.20. k ≥ 2 olmak üzere ba³lang�ç ko³ullar�

lk,1−k = lk,2−k = . . . = lk,−1 = −1 ve lk,0 = k

olan ve n > 0 için

lk,n =
k∑

j=1

lk,n−j (2.8)

indirgemeba§�nt�s� ile tan�mlanan diziye genelle³tirilmi³ k-basamakLucas Say� dizisi (GOkL)

denir (�ahin, 2010).

Tan�m 2.1.21. 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 2 olmak üzere ba³lang�ç ko³ullar� 1− k ≤ n ≤ 0 için

lik,n =





−i , i− n < k,

−2n + i , i− n = k,

k − i− 1 , i− n > k

olan ve n > 0 için

lik,n =
k∑

j=1

lik,n−j (2.9)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan k tane diziye genelle³tirilmi³ k-Basamak Lucas Say�lar�n�n

k Dizisi (kSOkL) denir (�ahin, 2010).
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Burada verilen bir k de§eri için lik,n i-inci dizinin n-inci terimidir.

Tan�m 2.1.22. 1 ≤ i ≤ k, k ≥ 2 olmak üzere ba³lang�ç ko³ullar� 1− k ≤ n ≤ 0 için

vi
k,n =





1 i− n = k,

0 di§er

olan ve n > 0 için

vi
k,n =

k∑
j=2

vi
k,n−j (2.10)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan k tane diziye genelle³tirilmi³ k-basamak Van der Laan

say�lar�n�n k dizisi denir (Kayg�s�z ve �ahin, 2013).

Tan�m 2.1.23. k ≥ 2 olmak üzere ba³lang�ç ko³ullar�

rk,1−k = (k − 2), rk,2−k = . . . = rk,−2 = rk,−1 = −1 ve rk,0 = k,

olan ve n > 0 için

rk,n =
k∑

j=2

rk,n−j (2.11)

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlanan diziye genelle³tirilmi³ k-basamak Perrin dizisi ad� verilir

(�ahin, 2010).

Tan�m 2.1.24. (MacHenry, 2000) k ≥ 2 olacak ³ekilde bir tamsay� ve P (x; t1, t2, . . . , tk) =

xk−t1x
k−1−· · ·−tk core polinomu verilsin. t = (t1, t2, . . . , tk) olmak üzere genelle³tirilmi³

Fibonacci polinomu Fk,n(t) a³a§�daki gibi tan�mlan�r.

Fk,n(t) = 0, n < 0 (2.12)

Fk,0(t) = 1

Fk,n(t) = t1Fk,n−1(t) + · · ·+ tkFk,n−k(t), n ≥ 1.

Tan�m 2.1.25. (MacHenry, 2000) k ≥ 2 ³eklinde bir tamsay� ve P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk −
t1x

k−1 − · · · − tk polinomu verilsin. t = (t1, t2, . . . , tk) olmak üzere genelle³tirilmi³ Lucas

polinomu Gk,n(t) a³a§�daki gibi tan�mlan�r.
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Gk,0(t) = k (2.13)

Gk,1(t) = t1

Gk,n(t) = Gk−1,n(t), 1 ≤ n < k,

Gk,n(t) =
k∑

i=1

tiGk,n−i(t), n ≥ k.

Burada P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk polinomunun katsay�lar� uygun bir

halkan�n elemanlar�d�r.

Teorem 2.1.26. (MacHenry ve Wong, 2012) Fk,n(t) ve Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Fibonacci ve

Lucas polinomlar� olmak üzere (n, k ∈ N, n ≥ 1) ve

Fk,0(t) = 1, Fk,−1(t) = 0, . . . , Fk,−k+1(t) = 0,

Gk,0(t) = k, Gk,−1(t) = 0, · · · , Gk,−k+1(t) = 0

ba³lang�ç ko³ullar� için s�ras�yla

Fk,n(t) =
∑

a`n

( |a|
a1,...,ak

)
ta1
1 . . . tak

k (2.14)

ve

Gk,n(t) =
∑

a`n

n

|a|
( |a|

a1,...,ak

)
ta1
1 . . . tak

k (2.15)

d�r. Burada her i (1 ≤ i ≤ k) için ai negatif olmayan tamsay�d�r.

Burada, a ` n ve |a| gösterimleri s�ras�yla
k∑

j=1

jaj = n ve
k∑

j=1

aj yerine kullan�lacakt�r.

Ayr�ca MacHenry ve Wong (2012) genelle³tirilmi³ Fibonacci Polinomlar�n� n ∈ N için,

F2,n(t) =

dn
2 e∑

j=0

(−1)j

(
n− j

j

)
F n−2j

1 (−t2)
j (2.16)
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³eklinde vermi³lerdir. Burada
⌈

n
2

⌉
ifadesi n = 2k ve n = 2k − 1 durumlar�n�n her ikisinde

de k de§erini veren bir semboldür.

MacHenry (1999),MacHenry veLi (2010),MacHenry veWong (2011) da yazarlar genelle³tirilmi³

Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n de§i³ik özellikleri üzerine çal�³malar yapm�³lard�r.

n k = 4 k = 5

0 1 1

1 t1 t1

2 t2 + t21 t2 + t21

3 t3 + 2t1t2 + t31 t3 + 2t1t2 + t31

4 t4 + 2t1t3 + t22 + t41 + 3t21t2 t4 + 2t1t3 + t22 + t41 + 3t21t2

5
2t1t4 + 2t2t3 + t51 + 3t1t

2
2 + 3t21t3

+4t31t2
t5 + 2t1t4 + 2t2t3 + t51 + 3t1t

2
2 + 3t21t3 + 4t31t2

... ... ...

Çizelge 2.3 k = 4 ve k = 5 için genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�

n k = 4

0 4

1 t1

2 2t2 + t21

3 3t3 + 3t1t2 + t31

4 4t4 + 4t1t3 + 2t22 + t41 + 4t21t2

5 5t1t4 + 5t2t3 + t51 + 5t1t
2
2 + 5t21t3 + 5t31t2

6 6t2t4 + 12t1t2t3 + 2t32 + 3t23 + t61 + 6t21t4 + 6t31t3 + 6t41t2 + 9t21t
2
2

... ...

Çizelge 2.4 k = 4 için genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�
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n k = 5

0 5

1 t1

2 2t2 + t21

3 3t3 + 3t1t2 + t31

4 4t4 + 4t1t3 + 2t22 + t41 + 4t21t2

5 5t5 + 5t1t4 + 5t2t3 + t51 + 5t1t
2
2 + 5t21t3 + 5t31t2

6 6t1t5 + 6t2t4 + 12t1t2t3 + 2t32 + 3t23 + t61 + 6t21t4 + 6t31t3 + 6t41t2 + 9t21t
2
2

... ...

Çizelge 2.5 k = 5 için genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�

Tan�m 2.1.27. (Horn ve Johnson, 1985) Her k > j + 1 iken ajk = 0 ve en az bir j için

aj,j+1 6= 0 olan, n× n matrise alt Hessenberg matris denir.

+An =




a11 a12 0 0 · · · 0

a21 a22 a23 0 · · · 0

a31 a32 a33 a34 · · · 0
... ... ... ... ...

an−1,1 an−1,2 an−1,3 an−1,4 · · · an−1,n

an,1 an,2 an,3 an,4 · · · an,n




(2.17)

³eklindedir.

Bundan sonraki bölümde A∞
k ve D∞

k matrislerinin nas�l elde edildi§i gösterilecektir. Bu

matrislere genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n k dizisi olarak bak�labilir.

Ayn� genelle³tirilmi³ k-basamak say�lar�n k dizisinde (Fibonacci, Pell, Lucas, ...) oldu§u

gibi A∞
k matrisinin son sütunu genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomunu, D∞

k matrisinin son

sütunu genelle³tirilmi³ Lucas polinomunu verir. Bu matrislerin literatürde var olan birçok

genelle³tirilmi³ k-basamak say�lar�n k dizisinin (Fibonacci, Pell, Lucas, ...) genel hali oldu§u

4. Bölümde gösterilmi³tir.
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2.2 A∞
k Matrisinin Elde Edili³i

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk

core polinomu verilsin. Son sat�r elemanlar� bu polinomun katsay�lar� t = (t1, t2, . . . , tk)

vektörü olmak üzere

A =




0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...

0 0 0 · · · 0 1

tk tk−1 tk−2 · · · t2 t1




k×k

³eklinde tan�mlanan matrise companion matris denir. E§er
[

tk tk−1 tk−2 · · · t2 t1

]

matrisi A matrisi ile soldan çarp�l�r ve bu i³lem sonunda elde edilen sat�r A matrisinin alt�na

sat�r olarak eklenirse (A2)k+1×k matrisi elde edilir (Bunun yerine A matrisi ile yine kendisi

çarp�l�r ve elde edilen matrisin son sat�r� A matrisinin alt�na sat�r olarak eklenirse (A2)k+1×k

matrisi elde edilir). Bu i³lem sonsuz kez tekrarlan�r. Daha sonra A matrisinin tersi olan

A−1 =




−tk−1t
−1
k −tk−2t

−1
k · · · t1t

−1
k t−1

k

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
... ... . . . ... ...

0 0 · · · 1 0




k×k

matrisi alal�n�r ve A−1 matrisi ile yine kendisi ile çarp�l�p elde edilen matrisin son sat�r� A

matrisine üst sat�r olarak eklenirse, yukar� do§ru sonsuz sat�r elde edilir. �³te bu yukar� ve

a³a§� do§ru eklenen sat�rlarla birlikte elde edilen
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A∞
k =




... ... ... ...

(−1)k−1S(−2,1k−1) ... −S(−2,1) S(−2)

(−1)k−1S(−1,1k−1) ... −S(−1,1) S(−1)

(−1)k−1S(0,1k−1) ... −S(0,1) S(0)

(−1)k−1S(1,1k−1) ... −S(1,1) S(1)

(−1)k−1S(2,1k−1) ... −S(2,1) S(2)

(−1)k−1S(3,1k−1) ... −S(3,1) S(3)

(−1)k−1S(4,1k−1) ... −S(4,1) S(4)

... ... ...




= ((−1)k−jS(n,1k−j))∞×k

matrisi aranan matristir. k = 3 için A matrisinin n-inci kuvveti

An =




S(n−2,12) −S(n−2,1) S(n−2)

S(n−1,12) −S(n−1,1) S(n−1)

S(n,12) −S(n,1) S(n)




3×3

biçimindedir. Burada S(n−2) = F3,n−2(t), S(n−1) = F3,n−1(t), S(n) = F3,n(t) dir. Daha

genel olarak A∞
k matrisinin en sa§ sütunu pozitif yönde genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu

Fk,n(t)'ye e³ittir. An matrisinin izi genelle³tirilmi³ Lucas polinomuna e³ittir yani tr(An) =

Gk,n(t) dir (MacHenry ve Wong, 2012). Ayr�ca

S(n−r,1r) = (−1)r

n∑
j=r+1

tjS(n−j), 0 ≤ r ≤ n (2.18)

e³itli§i sa§lan�r (Machenry ve Tudose, 2005).

Lemma 2.2.1. k ≥ 2 ve 0 ≤ r ≤ k − 1 için (−1)rS(n,1r), A∞
k matrisinin (k − r). sütunu

olmak üzere, n > 0 için

(−1)rS(n+1,1r) = t1(−1)rS(n,1r) + · · ·+ tk(−1)rS(n−k+1,1r) (2.19)

d�r. Burada ba³lang�ç ko³ulu 1− k ≤ n ≤ 0 için,

(−1)rS(n,1r) =





1, n = −r,

0, aksi taktirde
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³eklindedir.

�spat . (2.18) e³itli§i, A∞
k matrisi ve bu matrisin sütunlar� içerisindeki rekürans ili³kisi

kullan�larak aranan e³itlik elde edilir.

Örnek 2.2.2. A∞
4 matrisini elde edelim. Bunun için

A =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

t4 t3 t2 t1




matrisini alal�m ve s�ras�yla A−1, A2 ve A3 matrislerini hesaplayal�m.

A−1 =




− t3
t4

− t2
t4

− t1
t4

1
t4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0




,

A2 =




0 0 1 0

0 0 0 1

t4 t3 t2 t1

t1t4 t4 + t1t3 t3 + t1t2 t2 + t21




,

A3 =




0 0 0 1

t4 t3 t2 t1

t1t4 t4 + t1t3 t3 + t1t2 t2 + t21

t2t4 + t21t4 t1t4 + t2t3 + t21t3 t4 + t1t3 + t22 + t21t2 t3 + 2t1t2 + t31




olarak bulunur. Bu matrisler yukarda verilen kuralla birle³tirilirse,



17

A∞
4 =




... ... ... ...

− t3
t4

− t2
t4

− t1
t4

1
t4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

t4 t3 t2 t1

t1t4 t4 + t1t3 t3 + t1t2 t2 + t21

t2t4 + t21t4 t1t4 + t2t3 + t21t3 t4 + t1t3 + t22 + t21t2 t3 + 2t1t2 + t31
... ... ... ...




matrisi elde edilir.

2.3 D∞
k Matrisinin Elde Edili³i

A∞
k matrisi elde edilirken kullan�lan core polinomu

P (x; t1, t2, . . . , tk) = xk − t1x
k−1 − · · · − tk

nin katsay�lar vektörü olan (tk, tk−1, . . . , t1) vektörü yerine bu polinomun x'e göre türevi

Ṕ (x) = kxk−1 − t1(k − 1)xk−2 − · · · − tk−1

polinomunun katsay�lar vektörü D = (−tk−1, . . . ,−t1(k− 1), k) al�n�r. D matrisi, A ve A−1

matrislerinin kuvvetleri ile s�ras�yla soldan çarp�l�rsa (A n�n kuvvetleri ile çarp�m sonucu elde

edilen sat�rlar s�ras�yla, D matrisinin alt�na, A−1 in kuvvetleri ile çarp�m sonucu elde edilen

sat�rlar s�ras�yla, D matrisinin üstüne eklenirse) son sütunu Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Lucas

polinomunu veren (D∞
k )∞×k

matrisi elde edilir (MacHenry ve Wong, 2012).
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Örnek 2.3.1. D∞
4 matrisine örnek verelim.

A =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

t4 t3 t2 t1




ve

D =
(
−t3 −2t2 −3t1 4

)

olmak üzere;

DA−1 =
(
−2t2 +

t23
t4

−3t1 + t2
t3
t4

t1
t3
t4

+ 4 − t3
t4

)

D =
(
−t3 −2t2 −3t1 4

)

DA =
(

4t4 3t3 2t2 t1

)

DA2 =
(

t1t4 4t4 + t1t3 3t3 + t1t2 2t2 + t21

)

DA3 =
(

2t2t4 + t21t4 t1t4 + 2t2t3 + t21t3 4t4 + t1t3 + 2t22 + t21t2 3t3 + 3t1t2 + t31

)

vektörleri elde edilir. Bu vektörler kullan�larak k = 4 için D∞
k matrisi




... ... ... ...

−2t2 +
t23
t4

−3t1 + t2
t3
t4

t1
t3
t4

+ 4 − t3
t4

−t3 −2t2 −3t1 4

4t4 3t3 2t2 t1

t1t4 4t4 + t1t3 3t3 + t1t2 2t2 + t21

2t2t4 + t21t4 t1t4 + 2t2t3 + t21t3 4t4 + t1t3 + 2t22 + t21t2 3t3 + 3t1t2 + t31
... ... ... ...




³eklinde elde edilir.



3. MATERYAL VE YÖNTEM

3.1 Determinant ve Permanent

Determinant matemati§in en önemli konular�ndan biridir. Birçok problem determinant

kullan�larak kolayca çözülebilir. Determinant teorisi, 1696 y�l�nda Leibnitz taraf�ndan ortaya

at�ld� ve kullan�lmaya ba³land�. Daha sonra Bezout, Vandermonde, Crammer, Lagrange ve

Laplace gibi matematikçiler taraf�ndan daha da geli³tirildi. 19. yüzy�lda bu matematikçilere

Cauchy, Jacobi ve Sylvester'de kat�ld�. Bu gün determinant �zikten matemati�ge, maliyeden

istatisti§e bir çok bilim dal�nda ortak olarak kullan�lmaktad�r (Bozkurt ve Türen, 2003).

A = (ai,j) bir cisim üzerinde tan�ml� n× n bir kare matris olsun. A matrisinin determinant�

için Leibniz taraf�ndan verilen formül;

det A =
∑
σ∈Sn

(sgn(σ)
n∏

i=1

ai,σ(i))

³eklindedir. Burada Sn, n elemanl� bir kümenin simetrik grubunu göstermektedir.

Bir karematrisin permanenti de determinant�na benzer olarak a³a§�daki ³ekilde tan�mlanm�³t�r.

A = (ai,j) bir cisim üzerinde tan�ml� n× n bir kare matris olsun. A matrisinin permanenti

per(A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

ai,σ(i)

³eklinde tan�mlan�r (Ta³c�, 2011).

3.2 Hessenberg Matrix Yöntemi

Yineleme ili³kisine sahip dizi ve polinomlar�n istenilen terimlerini yineleme ili³kisine gerek

kalmadan hesaplayabilmek büyük öneme sahiptir. Bu amaç için de§i³ik teknikler geli³tirilmi³



20

ve kullan�lm�³t�r. Bu yöntemlerden biri deHessenbergmatrisler kullanarak dizi veya polinomlar

için matris temsilleri vermektir. Bu yöntemde determinant� veya permanenti aranan say�

dizisinin istenilen terimini verecek ³ekilde boyutu geni³leyen bir Hessenberg matris dizisi

tan�mlan�r. Bu dizide bulunan matrisin determinant�n�n veya permanentinin arad�§�m�z dizi

veya polinomun istenilen terimine e³it oldu§u gösterilir. Bu yöntemde Hessenberg matrisler

kullan�ld�§� için bu çal�³mada bu yöntemHessenber matris yöntemi olarak isimlendirilecektir.

�lk olarak bu yöntem 1964 de Minc taraf�ndan kullan�lm�³t�r. Minc (1964) n×n (0, 1)-matris

F (n, k) y�, "k ≤ n + 1 ve i − 1 ≤ j ≤ i + k − 1 ³art�n� sa§layan (i, j) pozisyonundaki

elemanlar 1 di§er elemanlar ise 0 a e³ittir" ³eklinde bir Hessenberg matris tan�mlam�³ ve

per(F (n, k)) = fk,n+k−1

oldu§unu göstermi³tir.

Örnek 3.2.1. Minc taraf�ndan tan�mlanan Hessenberg matrislere k = 3 için örnek verelim.

Bu yöntem kullan�larak

per(F (3, 3)) = per




1 1 1

1 1 1

0 1 1


 = 4 = f3,5,

per(F (4, 3)) = per




1 1 1 0

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1




= 7 = f3,6,

per(F (5, 3)) = per




1 1 1 0 0

1 1 1 1 0

0 1 1 1 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1




= 13 = f3,7...

³eklinde genelle³tirilmi³ 3-basamak Fibonacci say�lar� elde edilir.
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Minc'ten sonra Strank (1998) de yay�nlanan kitab�nda baz� Hessenberg matrisler vermi³

ve bunlar�n determinantlar�n�n Fibonacci say�lar�na e³it oldu§unu göstermi³tir. G.-Y Lee

ve S.-G. Lee (1995) de ve G.-Y Lee (2000) de yazarlar (0,1)-matrisler tan�mlam�³ ve bu

matrislerin permanentlerinin genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas say�lar�na e³it oldu§unu

göstermi³lerdir. Öcal ve arkada³lar� (2005) genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci ve Lucas

say�lar�n� hesaplamak için çe³itli Hessenberg matrislerinin determinant�n� ve permanentini

kullanm�³lard�r. K�l�ç ve Stakhov (2009) Fibonacci ve Lucas p-say�lar� için permanent

kullanarak bir çal�³ma yapm�³t�r. Ayr�ca K�l�ç ve Ta³ç� (2010) Hessenberg matrislerin

determinant� ve permanenti üzerine çal�³m�³lard�r. Y�lmaz ve Bozkurt (2011) Pell ve Perrin

dizilerinin terimlerini hesaplamak için Hessenberg matrisler tan�mlam�³lard�r. Li (2012)

Fibonacci-Hessenberg matrisler tan�mlam�³ ve bu matrisler yard�m�yla Pell ve Perrin say�lar�

için baz� sonuçlar elde etmi³tir. Mesela Strang (1998)

En =




3 1 0 . . . . . . 0

1 3 1 0 . . .
...

0 1 3 1 · · · ...
... · · · · · · · · · · · · 0

0 · · · · · · 1 3 1

0 · · · · · · · · · 1 3




(3.1)

³eklinde Hessenberg matris tan�mlam�³ ve

det En = F2n+2 (3.2)

oldu§unu göstermi³tir. En matrisini örneklendirelim.

Örnek 3.2.2.

det E2 = det


 3 1

1 3


 = 8 = F6

det E3 = det




3 1 0

1 3 1

0 1 3


 = 21 = F8
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det E4 = det




3 1 0 0

1 3 1 0

0 1 3 1

0 0 1 3




= 55 = F10

...

³eklinde çift indisli Fibonacci say�lar� elde edilir.



4. GENELLE�T�R�LM�� F�BONACC� VE LUCAS POL�NOMLARI

Bu bölümde genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n, A∞
k ve D∞

k matrislerinin

lineer reküransa sahip birçok polinomve dizinin genel hali oldu§u gösterilecektir. Lemmalar�n

ispat� genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n ve A∞
k matrisinin tan�mlar� ve

onlardan elde edilen say� dizilerinin tan�mlar� kullan�larak do§rudan elde edildi§inden ispatlara

yer verilmemi³tir.

4.1 Genelle³tirilmi³ Fibonacci Polinomlar� ve A∞
k matrisi

Lemma 4.1.1. Genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�nda (t1, t2, · · · , tk−1, tk) için a³a§�da

belirtilen ³ekillerde özel seçimler yaparsak (2.5), (2.7), genelle³tirilmi³ Tibonacci ve (2.3)

elde edilir.

i)Genelle³tirilmi³Fibonacci polinomlar�nda (t1, · · · , tk−1, tk) = (1, · · · , 1, 1)olarak al�n�rsa

Miles taraf�ndan tan�mlanan k-basamak Fibonacci say�lar� (2.5) elde edilir.

ii) Genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�nda (t1, t2, · · · , tk) = (2, 1, · · · , 1) olarak al�n�rsa

K�l�ç ve Ta³ç� taraf�ndan tan�mlanan k-basamak Pell say�lar�n�n k. dizisi (2.7) elde edilir.

iii) Genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�nda (t1, t2, t3) = (p, q, r) olarak al�nd�

§�nda iki indis kaymas� ile genelle³tirilmi³ Tribonacci say�lar� elde edilir.

iv)Genelle³tirilmi³Fibonacci polinomlar�nda k = p+1 ve (t1, t2, · · · , tk−1, tk) = (x, 0, · · · , 0, y)

olarak al�n�rsa Tu§lu ve ark. taraf�ndan tan�mlanan genelle³tirilmi³ iki degi³kenli Fibonacci

p-polinomlar� (2.3) elde edilir.

Lemma 4.1.2. A∞
k matrisi içinde (t1, t2, · · · , tk−1, tk) için a³a§�da belirtilen ³ekillerde özel

seçimler yaparsak, genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci (2.6), Pell (2.7), Van der Laan

(2.10) say�lar�n�n k dizisi elde edilir.

i) ci = ti (1 ≤ i ≤ k) ve 0 ≤ r ≤ k − 1 için (−1)rS(n,1r) = f r+1
k,n ,

ii) t1 = 2, ti = 1 (2 ≤ i ≤ k) ve 0 ≤ r ≤ k − 1 için, (−1)rS(n,1r) = p r+1
k,n ,

iii) t1 = 0, ti = 1 (2 ≤ i ≤ k) ve 0 ≤ r ≤ k − 1 için (−1)rS(n,1r) = vk−r
k,n .
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Lemma 4.1.3. (Tuglu ve ark., 2011) x, y, p nin farkl� de§erleri için Fp,n(x, y) nin baz� dizi ve

polinomlar�n genel hali oldu§u a³a§�daki tabloda verilmi³tir.

x y p Fp,n(x, y)

x y 1 iki de§i³kenli Fibonacci polinomlar� Fn(x, y)

x 1 p Fibonacci p−polinomlar� Fp,n(x)

x 1 1 Fibonacci polinomlar� fn(x)

1 1 p Fibonacci p−say�lar� Fp(n)

1 1 1 Fibonacci say�lar� Fn

2x y p iki de§i³kenli Pell p-polinomlar� Fp,n(2x, y)

2x y 1 iki de§i³kenli Pell polinomlar� Fn(2x, y)

2x 1 p Pell p-polinomlar� Pp,n(x)

2x 1 1 Pell polinomlar� Pn(x)

2 1 1 Pell say�lar� Pn

2x −1 1 ikinci tip Chebysev polinomlar� Un−1(x)

x 2y p iki de§i³kenli Jacobsthal p-polinomlar� Fp,n(x, 2y)

x 2y 1 iki de§i³kenli Jacobsthal Polinomlar� Fn(x, 2y)

1 2y 1 Jacobsthal Polinomlar� Jn(y)

1 2 1 Jacobsthal Say�lar� Jn

Çizelge 3.1 Fp,n(x, y) nin baz� dizi ve polinomlar�n genel hali oldu§unun gösterimi

Genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�, genelle³tirilmi³ iki degi³kenli Fibonacci p-polinom

lar�n� kapsad�§�ndan (Lemma 4.1.1 iv) genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar� Lemma 4.1.3

de verilen 15 çe³it dizi ve polinomun genel halidir.

4.2 Genelle³tirilmi³ Lucas Polinomlar� ve D∞
k matrisi

Lemma 4.2.1. Genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar� ve D∞
k matrisinde (t1, t2, · · · , tk−1, tk)

için a³a§�da belirtilen ³ekillerde özel seçimler yaparsak, (2.8), (2.9), (2.11) ve (2.4) dizileri
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elde edilir.

i)Genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�nda (t1, t2, · · · , tk−1, tk) = (1, 1, · · · , 1, 1) olarak al�n�rsa

k-basamak Lucas say�lar� (2.8) elde edilir.

ii)Genelle³tirilmi³k-basamakLucas say�lar�nk dizisi (2.9),D∞
k matrisinde (t1, t2, · · · , tk−1, tk)

= (1, 1, · · · , 1, 1) olarak al�n�p gerekli indis düzenlemeleri yap�larak elde edilmi³tir (�ahin,

2010). Bunun için D∞
k matrisinde (t1, t2, · · · , tk−1, tk) = (1, 1, · · · , 1, 1) al�n�rsa matrisin i.

sütunu genelle³tirilmi³ k-basamak Lucas say�lar�n k dizisinin i. dizisine e³it olur.

iii)Genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�nda (t1, t2, · · · , tk−1, tk) = (1, 1, · · · , 1, 0) olarak al�n�rsa

k-basamak Perrin say�lar� (2.11) elde edilir. Burada k = 3 al�n�rsa klasik Perrin say�lar�

elde edilir.

iv)Genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�nda (t1, t2, · · · , tk−1, tk) = (x, 0, · · · , 0, y) ve k = p+1

olarak al�n�rsa genelle³tirilmi³ iki degi³kenli Lucas p-polinomlar� (2.4) elde edilir.

Lemma 4.2.2. (Tuglu ve ark., 2011) x, y, p nin farkl� de§erleri için genelle³tirilmi³ iki

degi³kenli Lucas p-polinomlar�n�n baz� dizi ve polinomlar�n genel hali oldu§u a³ag�daki

tablodan görülür.

x y p Lp,n(x, y)

x y 1 iki de§i³kenli Lucas polinomlar� Ln(x, y)

x 1 p Lucas p−polinomlar� Lp,n(x)

x 1 1 Lucas polinomlar� ln(x)

1 1 p Lucas p−say�lar� Lp(n)

1 1 1 Lucas say�lar� Ln

2x y p iki de§i³kenli Pell-Lucas p-polinomlar� Lp,n(2x, y)

2x y 1 iki de§i³kenli Pell-Lucas polinomlar� Ln(2x, y)

2x 1 p Pell-Lucas p-polinomlar� Qp,n(x)

2x 1 1 Pell-Lucas polinomlar� Qn(x)

2 1 1 Pell-Lucas say�lar� Qn

2x −1 1 �kinci tip Chebysev polinomlar� Tn(x)

x 2y p iki de§i³kenli Jacobsthal-Lucas p-polinomlar� Lp,n(x, 2y)

x 2y 1 Iki de§i³kenli Jacobsthal-Lucas polinomlar� Ln(x, 2y)

1 2y 1 Jacobsthal-Lucas polinomlar� jn(y)

1 2 1 Jacobsthal-Lucas say�lar� jn

.
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Çizelge 3.2 Lp,n(x, y) nin baz� dizi ve polinomlar�n genel hali oldu§unun gösterimi

Genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar�, genelle³tirilmi³ iki degi³kenli Lucas p-polinomlar�n�

kapsad�§�ndan (Lemma 4.2.1 iv) genelle³tirilmi³ Lucas polinomlar� Lemma 4.2.2 de verilen

15 çe³it dizi ve polinomun genel halidir.



5. GENELLE�T�R�LM�� F�BONACC� VE LUCAS p-POL�NOMLARININ
MATR�S TEMS�LLER�

Bu bölümde ilk olarak tez boyunca ispatlarda kullanaca§�m�z ve Hessenberg matrislerin

determinantlar�n�n ve permanentlerinin hesaplanmas�nda büyük kolayl�k sa§layan iki önemli

Lemma verece§iz.

Lemma 5.1. (Cahill ve ark., 2002)An, n ≥ 1 için n×n alt Hessenbergmatris ve det(A0) = 1

olsun. det(A1) = a11 ve n ≥ 2 için

det(An) = an,n det(An−1) +
n−1∑
r=1

[
(−1)n−ran,r(

n−1∏
j=r

aj,j+1) det(Ar−1)

]

d�r.

Lemma 5.2. (Öcal ve ark., 2005)An, n ≥ 1 için n×n alt Hessenberg matris ve per(A0) = 1

olsun. per(A1) = a11 ve n ≥ 2 için

per(An) = an,nper(An−1) +
n−1∑
r=1

[
an,r(

n−1∏
j=r

aj,j+1)per(Ar−1)

]

d�r.

Literatürde Hessenberg matrisler kullan�larak yap�lan matris temsillerinde baz� çal�³malarda

matrislerin determinant�, baz� çal�³malarda ise permanenti kullan�lm�³t�r. E§er Hessenberg

matrisin determinant� ve permanenti aras�nda bir ili³ki bulunursa bu alanda yap�lan çal�³malar

birbirine aktar�labilir. Bu ili³ki Gibson (1969) elde edilmi³tir. Burada alt Hessenbergmatrisler

için bu ili³kinin yeni bir ispat� verilecektir.

Teorem 5.3. +An Hessenberg matrisi (2.17) de tan�mlanan matris ve −An = (bij) a³a§�daki

³ekilde tan�mlanan n× n alt Hessenberg matris olsun.

bij =





0, j − i > 1,

−aij, j − i = 1,

aij, aksi taktirde



28

olmak üzere

−An =




a11 −a12 0 · · · 0

a21 a22 −a23 · · · 0

a31 a32 a33 · · · 0
... ... ... ...

an−1,1 an−1,2 an−1,3 · · · −an−1,n

an,1 an,2 an,3 · · · an,n




d�r. Bu matrisler için

det(−An) = per(+An) ve det(+An) = per(−An) (5.1)

e³itlikleri sa§lan�r.

�spat . (5.1) e³itli§ini ispat etmek için m üzerinde tümevar�m uygulayal�m. Hipotezden

m = 1 için e³itlik saglan�r.

Farz edelim ki m den küçük ve e³it tüm pozitif tam say�lar için e³itlik sa§lans�n. Örne§in

det(−Am) =per(+Am) olsun. Lemma (5.1) ve (5.2) kullan�l�rsa

det(−Am+1) = am+1,m+1 det(−Am)

+
m∑

r=1

[(−1)m+1−ram+1,r

m∏
j=r

bj,j+1 det(−Ar−1)]

= am+1,m+1per(+Am)

+
m∑

r=1

[(−1)m+1−ram+1,r

m∏
j=r

(−aj,j+1)per(+Ar−1)]

= am+1,m+1per(+Am)

+
m∑

r=1

[(−1)m+1−ram+1,r(−1)m+1−r

m∏
j=r

aj,j+1per(+Ar−1)]

= am+1,m+1per(+Am) +
m∑

r=1

[am+1,r

m+1∏
j=r

aj,j+1per(+Ar−1)]

= per(+Am+1)
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elde edilir. Böylece det(−An) = per(+An) e³itli�g� tüm pozitif tam say�lar için do§ru olur.

Benzer ³ekilde det(+An) = per(−An) e³itli§i de ispatlan�r.

�imdi Hessenberg matris metodu kullanarak genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci ve

Lucas p-polinomlar� için matris temsilleri verilecektir. Burada her bir polinom için 4 er

farkl� Hessenberg matris tan�mlanacak ve bu matrislerden 2 ³er tanesinin determinant�n�n,

2 ³er tanesininde permanentinin bu polinom dizilerinin istenilen terimlerine e³it oldu§u

gösterilecektir.

5.1 Genelle³tirilmi³ Fibonacci p-Polinomlar�n�n Hesaplanmas�

Teorem 5.1.1. p, n ≥ 1 birer tamsay�, Fp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci

p-polinomu ve +Wp,n = (+wij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n alt Hessenberg matris

olsun. i =
√−1 için

+wij =





i e§er i = j − 1 ,

x e§er i = j ,

ipy e§er p = i− j,

0 aksi taktirde

olmak üzere,

+Wp,n =




x i 0 · · · 0

0 x i
. . . ...

... 0 x 0

ipy 0
... · · ·

0 ipy 0 0
... 0

. . . x i

0 0 · · · 0 x




(5.2)

dir. Bu durumda

det(+Wp,n) = Fp,n+1(x, y) (5.3)

dir.
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�spat . (5.3) e³itli§ini n üzerinde tümevar�m kullanarak ispat edelim. Hipotezden n = 1 için

e³itlik geçerlidir. �imdi n ye e³it ve n den küçük tüm de§erler için e³itli§in sa§land�§�n�

varsayal�m. Lemma 5.1 i kullan�l�rsa,

det(+Wp,m+1) = qm+1,m+1 det(+Wp,m)

+
m∑

r=1

[
(−1)m+1−rqm+1,r(

m∏
j=r

qj,j+1) det(+Wp,r−1)

]

= x det(+Wp,m) +

m−p∑
r=1

[
(−1)m+1−rqm+1,r(

m∏
j=r

qj,j+1) det(+Wp,r−1)

]

+
m∑

r=m−p+1

[
(−1)m+1−rqm+1,r(

m∏
j=r

qj,j+1) det(+Wp,r−1)

]

= x det(+Wp,m) +

[
(−1)p(i)py

m∏
j=m−p+1

i det(+Wp,m−p)

]

= x det(+Wp,m) + [(−1)py(i)p.(i)p det(+Wp,m−p)]

= x det(+Wp,m) + y det(+Wp,m−p)

e³itli§i elde edilir. Tümevar�m hipotezinden ve Fp,n(x, y) nin tan�m�ndan

det(+Wp,m+1) = xFp,m+1(x, y) + yFp,m−p+1(x, y) = Fp,m+2(x, y)

e³itli§i elde edilir. Böylece, (5.3) tüm n pozitif tamsay�lar� için sa§lan�r.

Örnek 5.1.2. Teorem 5.1.1 yi kullanarak p = 4 için Fp,n(x, y) nin 6. terimini elde edelim;

F4,6(x, y) = det




x i 0 0 0

0 x i 0 0

0 0 x i 0

0 0 0 x i

i4y 0 0 0 x




= y + x5.
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Teorem 5.1.3. p, n ≥ 1 birer tamsay�, Fp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci

p-polinomu ve −Mp,n = (mij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun.

−mij =





−1 e§er j = i + 1,

x e§er i = j,

y e§er i− j = p,

0 aksi taktirde

olmak üzere

−Mp,n =




x −1 0 · · · 0

0 x −1 · · · 0

0 0 x · · · 0
... ... ... ...

y 0 0 · · · 0

0 y 0 · · · 0
... ... . . . −1

0 0 · · · 0 x




d�r. Bu durumda

det(−Mp,n) = Fp,n+1(x, y)

d�r.

�spat . �spat Lemma 5.1 kullan�larak Teorem 5.1.1 in ispat�na benzer olarak yap�l�r.

Örnek 5.1.4. Teorem 5.1.3 yi kullanarak p = 3 için Fp,n(x, y) nin 6. terimini elde edelim;

F3,6(x, y) = det




x −1 0 0 0

0 x −1 0 0

0 0 x −1 0

y 0 0 x −1

0 y 0 0 x




= 2xy + x5.

Teorem 5.1.5. p, n ≥ 1 birer tamsay�, Fp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci

p-polinomu ve −Wp,n = (−wrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n Hessenberg matris olsun.



32

i =
√−1 için

−wrs =





−i e§er s− r = 1 ,

x e§er r = s ,

ipy e§er p = r − s

0 aksi taktirde

olmak üzere

per(−Wp,n) = Fp,n+1(x, y)

d�r.

�spat . Teorem 5.1.1 den det(+Wp,n) = Fp,n+1(x, y) oldu§unu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(−Wp,n) = det(+Wp,n) e³itli§i elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilerek istenilen sonuç elde

edilir.

Örnek 5.1.6. Teorem 5.1.5 yi kullanarak p = 3 için Fp,n(x, y) nin 6. terimini elde edelim;

F3,6(x, y) = per




x −i 0 0 0

0 x −i 0 0

0 0 x −i 0

−iy 0 0 x −i

0 −iy 0 0 x




= 2xy + x5

dir.

Teorem 5.1.7. p, n ≥ 1 birer tamsay�, Fp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci

p-polinomu ve +Mp,n = (+mij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun.

+mij =





1 e§er j = i + 1,

x e§er i = j,

y e§er i− j = p,

0 aksi taktirde

olmak üzere

per(+Mp,n) = Fp,n+1(x, y)

d�r.
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�spat . Teorem 5.1.3 den det(−Mp,n) = Fp,n+1(x, y) oldu§unu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(+Mp,n) = det(−Mp,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.

5.2 Genelle³tirilmi³ Lucas p-Polinomlar�n�n Hesaplanmas�

Teorem5.2.1. p, n ≥ 1 birer tamsay�,Lp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Lucas p-polinomu

ve +Vp,n = (+vrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun. i =
√−1 için

+vrs =





i e§er r = s− 1,

x e§er r = s,

ipy e§er p = r − s ve s 6= 1,

(p + 1)ipy e§er p = r − s ve s = 1,

0 aksi taktirde

olmak üzere

+Vp,n =




x i 0 · · · 0

0 x i
. . . ...

... 0 x 0

(p + 1)ipy 0
... · · ·

0 ipy 0 0
... 0

. . . x i

0 0 · · · 0 x




(5.4)

d�r. Bu durumda

det(+Vp,n) = Lp,n(x, y) (5.5)

d�r.

�spat . (5.5) e³itli§ini n üzerinde tümevar�m kullanarak ispat edelim. Hipotezden n = 1 için

e³itlik geçerlidir. �imdi n ye e³it ve n den küçük tüm de§erler için e³itli§in sa§land�§�n�
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varsayal�m. Lemma 5.1 kullan�larak,

det(+Vp,n+1) = qn+1,n+1 det(+Vp,n) +
n∑

r=1

[
(−1)n+1−rqn+1,r(

n∏
j=r

qj,j+1) det(+Vp,r−1)

]

= x det(+Vp,n) +

n−p∑
r=1

[
(−1)n+1−rqn+1,r(

n∏
j=r

qj,j+1) det(+Vp,r−1)

]

+
n∑

r=n−p+1

[
(−1)n+1−rqn+1,r(

n∏
j=r

qj,j+1) det(+Vp,r−1)

]

= x det(+Vp,n) +

[
(−1)p(i)py

n∏
j=n−p+1

i det(+Vp,n−p)

]

= x det(+Vp,n) + [(−1)py(i)p.(i)p det(+Vp,n−p)]

= x det(+Vp,n) + y det(+Vp,n−p)

e³itli§i bulunur. Tümevar�m hipotezi ve Lp,n(x, y)'nin tan�m�ndan

det(+Vp,n+1) = xLp,n(x, y) + yLp,n−p(x, y) = Lp,n+1(x, y)

elde edilir. Böylece (5.5) e³itli§i tüm pozitif tam say�lar için sa§lanm�³ olur.

Teorem5.2.2. p, n ≥ 1 birer tamsay�,Lp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Lucas p-polinomu

ve −Np,n = (−nij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun.

−nij =





−1 e§er j = i + 1,

x e§er i = j,

y e§er p = i− j ve j 6= 1,

(p + 1)y e§er p = i− j ve j = 1,

0 aksi taktirde
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olmak üzere

−Np,n =




x −1 0 · · · 0

0 x −1 · · · 0

0 0 x · · · 0
... ... ... ...

(p + 1)y 0 0 · · · 0

0 y 0 · · · 0
... ... . . . −1

0 0 · · · 0 x




(5.6)

d�r. Bu durumda

det(−Np,n) = Lp,n(x, y)

d�r.

�spat . �spat Lemma 5.1 kullan�larak Teorem 5.2.1 in ispat�na benzer olarak yap�l�r.

Örnek 5.2.3. Teorem 5.2.1'i kullanarak p = 4 için Lp,n(x, y) nin 5. terimini elde edelim;

L4,5(x, y) = det




x i 0 0 0

0 x i 0 0

0 0 x i 0

0 0 0 x i

5i4y 0 0 0 x




= 5y + x5

dir.

Teorem5.2.4. p, n ≥ 1 birer tamsay�,Lp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Lucas p-polinomu

ve −Vp,n = (−vrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun. i =
√−1 için

−vrs =





−i e§er s− r = 1 ,

x e§er r = s ,

ipy e§er p = r − s ve s 6= 1,

(p + 1)ipy e§er p = r − s ve s = 1,

0 aksi taktirde
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olmak üzere

per(−Vp,n) = Lp,n(x, y)

d�r.

�spat . Teorem 5.2.1 den det(+Vp,n) = Lp,n(x, y) oldu§unu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(−Vp,n) = det(+Vp,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.

Örnek 5.2.5. Teorem 5.2.4'i kullanarak p = 4 için Lp,n(x, y) nin 6. terimini elde edelim;

L4,6(x, y) = per




x −i 0 0 0 0

0 x −i 0 0 0

0 0 x −i 0 0

0 0 0 x −i 0

5y 0 0 0 x −i

0 y 0 0 0 x




= 6xy + x6

elde edilir.

Teorem5.2.6. p, n ≥ 1 birer tamsay�,Lp,n(x, y) genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Lucas p-polinomu

ve +Np,n = (+nij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun.

+nij =





1 e§er j = i + 1,

x e§er i = j,

y e§er i− j = p ve j 6= 1,

(p + 1)y e§er i− j = p ve j = 1,

0 aksi taktirde

olmak üzere

per(+Np,n) = Lp,n(x, y)

d�r.

�spat . Teorem 5.2.2 den det(−Np,n) = Lp,n(x, y) oldu§unu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(+Np,n) = det(−Np,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.



6. GENELLE�T�R�LM�� F�BONACC� VE LUCAS POL�NOMLARININ
MATR�S TEMS�LLER�

BubölümdeHessenbergmatrismetodu kullanarak genelle³tirilmi³ Fibonacci veLucas polinomlar�

için matris temsilleri verilecektir. Burada her bir polinom için 4 er farkl� Hessenberg

matris tan�mlanacak ve bu matrislerden 2 ³er tanesinin determinant�n�n, 2 ³er tanesininde

permanentinin bu polinom dizilerinin istenilen terimlerine e³it oldu§u gösterilecektir.

6.1 Genelle³tirilmi³ Fibonacci Polinomlar�n�n Hesaplanmas�

Teorem 6.1.1. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Fk,n(t) genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu

(2.12) ve +Qk,n = (+qrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n alt Hessenberg matris olsun.

t0 = 1 ve i =
√−1 için

+qrs =





i|r−s|. tr−s+1

tr−s
2

e§er − 1 ≤ r − s < k ,

0 aksi taktirde

olmak üzere

+Qk,n =




t1 it2 0 0 · · · 0

i t1 it2 0 · · · 0

i2 t3
t22

i t1 it2 · · · 0
... ... ... ... ...

ik−1 tk
tk−1
2

ik−2 tk−1

tk−2
2

ik−3 tk−2

tk−3
2

ik−4 tk−3

tk−4
2

· · · 0

0 ik−1 tk
tk−1
2

ik−2 tk−1

tk−2
2

ik−3 tk−2

tk−3
2

· · · 0

... ... ... . . .

0 0 0 · · · · · · t1




(6.1)

d�r. Bu durumda

det(+Qk,n) = Fk,n(t) (6.2)

dir.
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�spat . det(+Qk,n) = Fk,n(t) e³itli§ini m üzerinde tümevar�m kullanarak ispat edelim.

Hipotezden m = 1 için e³itlik geçerlidir.

�imdi m ye e³it ve m den küçük tüm de§erler için e³itli§in sa§land�§�n� varsayal�m. Lemma

5.1 kullan�larak,

det(+Qk,m+1)

= qm+1,m+1 det(+Qk,m)

+
m∑

r=1

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Qk,r−1)

]

= t1 det(+Qk,m) +
m−k+1∑

r=1

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Qk,r−1)

]

+
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Qk,r−1)

]

= t1 det(+Qk,m) +
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Qk,r−1)

]

= t1 det(+Qk,m) +
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−r.im+1−r tm−r+2

tm−r+1
2

m∏
j=r

it2 det(+Qk,r−1)

]

= t1 det(+Qk,m)

+
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−r.im+1−r tm−r+2

tm−r+1
2

.im+1−r.tm−r+1
2 det(+Qk,r−1)

]

= t1 det(+Qk,m) +
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−r.im+1−rtm−r+2.i

m+1−r. det(+Qk,r−1)
]

= t1 det(+Qk,m) +
m∑

r=m−k+2

tm−r+2 det(+Qk,r−1)

= t1 det(+Qk,m) + t2 det(+Qk,m−1) + · · ·+ tk det(+Qk,m−(k−1))

e³itli§i bulunur. Tümevar�m hipotezinden ve genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu tan�m�ndan

det(+Qk,m+1) = t1Fk,m(t) + t2Fk,m−1(t) + · · ·+ tkFk,m−(k−1)(t) = Fk,m+1(t)

elde edilir. Böylece e³itligin tüm pozitif tam say�lar için sa§land�§� gösterilmi³ olur.
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Örnek 6.1.2. Teorem 6.1.1 kullan�larak k = 6 için 4. genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomunu

elde edelim;

F6,5(t) = det




t1 it2 0 0

i t1 it2 0

−t3
t22

i t1 it2

−it4
t32

−t3
t22

i t1




= t41 + 3t21t2 + t22 + 2t1t3 + t4.

Sonuç 6.1.3. (Öcal ve ark., 2005) n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, fk,n genelle³tirilmi³ k-basamak

Fibonacci say�lar� ve Hn,k = (hrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n alt Hessenberg matris

olsun.

hrs =





i|r−s| e§er − 1 ≤ r − s < k ,

0 aksi taktirde
(6.3)

Bu durumda

det(Hn,k) = fk,k+n−1 (6.4)

d�r.

�spat . Teorem 6.1.1 de ti = 1 olarak al�n�rsa istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 6.1.4. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Fk,n(t) genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu (2.12)

ve −Bk,n = (−bij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n alt Hessenberg matris olsun. t0 = 1 için

−bij =





−t2 e§er j = i + 1,

ti−j+1

t
(i−j)
2

e§er 0 ≤ i− j < k,

0 aksi taktirde

olmak üzere

−Bk,n =




t1 −t2 0 0 · · · 0

1 t1 −t2 0 · · · 0

t3
t22

1 t1 −t2 · · · 0
... ... ... ... ...
tk

tk−1
2

tk−1

tk−2
2

tk−2

tk−3
2

tk−3

tk−4
2

· · · 0

0 tk
tk−1
2

tk−1

tk−2
2

tk−2

tk−3
2

· · · 0

... ... ... . . .

0 0 0 · · · · · · t1




(6.5)
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d�r. Bu durumda

det(−Bk,n) = Fk,n(t)

dir.

�spat . det(−Bk,n) = Fk,n(t) e³itli§ini m üzerinde tümevar�m kullanarak ispat edelim.

Hipotezden m = 1 için e³itlik geçerlidir.

�imdi m ye e³it ve m den küçük tüm de§erler için e³itli§in sa§land�§�n� varsayal�m. Lemma

5.1 kullan�larak,

det(−Bk,m+1)

= bm+1,m+1 det(−Bk,m)

+
m∑

r=1

((−1)m+1−rbm+1,r

m∏
j=r

bj,j+1 det(−Bk,r−1))

= t1 det(−Bk,m) +
m−k+1∑

r=1

[(−1)m+1−rbm+1,r

m∏
j=r

bj,j+1 det(−Bk,r−1)]

+
m∑

r=m−k+2

[(−1)m+1−rbm+1,r

m∏
j=r

bj,j+1 det(−Bk,r−1)]

= t1 det(−Bk,m) +
m∑

r=m−k+2

[(−1)m+1−r.
tm−r+2

t
(m−r+1)
2

m∏
j=r

(−t2) det(−Bk,r−1)]

= t1 det(−Bk,m)

+
m∑

r=m−k+2

[(−1)m+1−r.
tm−r+2

t
(m−r+1)
2

.(−1)m+1−rt
(m−r+1)
2 det(−Bk,r−1)]

= t1 det(−Bk,m) +
m∑

r=m−k+2

[tm−r+2. det(−Bk,r−1)]

= t1 det(−Bk,m) + t2 det(−Bk,m−1) + · · ·+ tk det(−Bk,m−(k−1))

e³itli§i bulunur. Tümevar�m hipotezinden ve genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu tan�m�ndan

det(−Bk,m+1) = t1Fk,m + t2Fk,m−1 + · · ·+ tkFk,m−(k−1) = Fk,m+1

elde edilir. Böylece e³itlik tüm pozitif tam say�lar için geçerlidir.
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Örnek 6.1.5. Teorem 6.1.4 kullan�larak k = 4 için 5. genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomunu

elde edelim;

F4,5(t) = det




t1 −t2 0 0 0

1 t1 −t2 0 0

t3
t22

1 t1 −t2 0

t4
t32

t3
t22

1 t1 −t2

0 t4
t32

t3
t22

1 t1




= t51 + 4t31t2 + 3t1t
2
2 + 3t21t3 + 2t2t3 + 2t1t4.

Sonuç 6.1.6. (Öcal ve ark., 2005) n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, fk,n genelle³tirilmi³ k-basamak

Fibonacci say�lar� ve Fn,k = (fij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n alt Hessenberg matris

olsun.

fij =





−1 e§er j = i + 1,

1 e§er 0 ≤ i− j < k,

0 aksi taktirde

(6.6)

olmak üzere

det(Fn,k) = fk,k+n−1 (6.7)

d�r.

�spat . Teorem 6.1.4 de ti = 1 al�n�rsa istenilen elde edilir.

Teorem 6.1.7. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Fk,n(t) genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu

(2.12) ve −Qk,n = (−qrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n alt Hessenberg matris olsun.

t0 = 1 ve i =
√−1 için

−qrs =





ir−s. tr−s+1

t
(r−s)
2

e§er − 1 ≤ r − s < k,

0 aksi taktirde

olmak üzere

per(−Qk,n) = Fk,n(t)

dir.

�spat . Teorem 6.1.1 den det(+Qk,n) = Fk,n(t) oldu§unu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(−Qk,n) = det(+Qk,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.
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Örnek 6.1.8. Teorem 6.1.7 kullan�larak k = 5 için 6. genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomunu

elde edelim.

F5,6(t) = per




t1 −it2 0 0 0 0

i t1 −it2 0 0 0

−t3
t22

i t1 −it2 0 0

−it4
t32

−t3
t22

i t1 −it2 0

t5
t42

−it4
t32

−t3
t22

i t1 −it2

0 t5
t42

−it4
t32

−t3
t22

i t1




= t61 + 5t41t2 + 6t21t
2
2 + t32 + 4t31t3 + t23 + 6t1t2t3 + 3t21t4 + 2t2t4 + 2t1t5.

Sonuç 6.1.9. (Öcal ve ark., 2005) n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, fk,n genelle³tirilmi³ k-basamak

Fibonacci say�lar� veHk,n = (hrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n×nHessenberg matris olsun.

hrs =





ir−s e§er − 1 ≤ r − s < k,

0 aksi taktirde

olmak üzere

per(Hk,n) = fk,k+n−1

dir.

�spat . Teorem 6.1.7 de ti = 1 al�n�rsa istenilen elde edilir.

Teorem 6.1.10. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Fk,n(t) genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomu

(2.12) ve +Bk,n = (+bij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n alt Hessenberg matris olsun.

t0 = 1 için

+bij =





ti−j+1

t
(i−j)
2

e§er − 1 ≤ i− j < k,

0 aksi taktirde

olmak üzere

per(+Bk,n) = Fk,n(t)

dir.

�spat . Teorem 6.1.4 den det(−Bk,n) = Fk,n(t) oldu§unu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(+Bk,n) = det(−Bk,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.
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Sonuç 6.1.11. (Minc, 1964) n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, fk,n genelle³tirilmi³ k-basamak

Fibonacci say�lar� veDk,n = (dij), a³a§�daki gibi tan�mlanan n×nHessenberg matris olsun.

dij =





1 e§er − 1 ≤ i− j < k,

0 aksi taktirde

olmak üzere

per(Dk,n) = fk,k+n−1

d�r.

�spat . Teorem 6.1.10 de ti = 1 al�n�rsa istenilen elde edilir.

6.2 Genelle³tirilmi³ Lucas Polinomlar�n�n Hesaplanmas�

Teorem 6.2.1. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Lucas polinomu (2.13)

ve +Ck,n = (+crs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n alt Hessenberg matris olsun. t0 = 1 ve

i =
√−1 için

+crs =





i|r−s|. tr−s+1

tr−s
2

, e§er s 6= 1 ve − 1 ≤ r − s < k,

i|r−s|. tr−s+1

tr−s
2

.(r − s + 1), e§er s = 1 ve − 1 ≤ r − s < k,

0, aksi taktirde

olmak üzere

+Ck,n =




t1 it2 0 0 · · · 0

2i t1 it2 0 · · · 0

3i2 t3
t22

i t1 it2 · · · 0
... ... ... ... ...

kik−1 tk
tk−1
2

ik−2 tk−1

tk−2
2

ik−3 tk−2

tk−3
2

ik−4 tk−3

tk−4
2

· · · 0

0 ik−1 tk
tk−1
2

ik−2 tk−1

tk−2
2

ik−3 tk−2

tk−3
2

· · · 0

... ... ... ... . . . it2

0 0 0 · · · i t1



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³eklindedir. Bu durumda

det(+Ck,n) = Gk,n(t) (6.8)

dir.

�spat . (6.8) e³itli§ini m üzerinde tümevar�m kullanarak ispat edelim. Hipotezden m = 1

için e³itlik geçerlidir.

�imdi m ye e³it ve m den küçük tüm de§erler için e³itli§in sa§land�§�n� varsayal�m. Lemma

5.1 kullan�larak,

det(+Ck,m+1) = qm+1,m+1 det(+Ck,m)

+
m∑

r=1

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Ck,r−1)

]

= t1 det(+Ck,m) +
m−k+1∑

r=1

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Ck,r−1)

]

+
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Ck,r−1)

]

d�r. m > k için

det(+Ck,m+1)

= t1 det(+Ck,m)

+
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−rqm+1,r

m∏
j=r

qj,j+1 det(+Ck,r−1)

]

= t1 det(+Ck,m)

+
m∑

r=m−k+2

[
(−1)m+1−r.im+1−r tm−r+2

t
(m−r+1)
2

m∏
j=r

it2 det(+Ck,r−1)

]

= t1 det(+Ck,m)

+
m∑

r=m−k+2

[
(−i)m+1−r tm−r+2

t
(m−r+1)
2

.im+1−r.t
(m−r+1)
2 det(+Ck,r−1)

]
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= t1 det(+Ck,m) +
m∑

r=m−k+2

tm−r+2 det(+Ck,r−1)

= t1 det(+Ck,m) + t2 det(+Ck,m−1) + · · ·+ tk det(+Ck,m−(k−1))

e³itli§i bulunur. Tümevar�m hipotezinden ve genelle³tirilmi³ Lucas Polinomu tan�m�ndan

det(+Ck,m+1) = t1Gk,m(t) + · · ·+ tkGk,m−(k−1)(t) = Gk,m+1(t)

elde edilir.

m ≤ k için

det(+Ck,k) = qk,k det(+Ck,k−1)

+
k−1∑
r=1

[
(−1)k−rqk,r

k−1∏
j=r

qj,j+1 det(+Ck,r−1)

]

t1 det(+Ck,k−1) + (−1)1qk,k−1

k−1∏

j=k−1

qj,j+1 det(+Ck,k−2) +

· · ·+ (−1)k−1qk,1

k−1∏
j=1

qj,j+1 det(+Ck,0)

= t1 det(+Ck,k−1) + (−1)1i.it2 det(+Ck,k−2) +

· · ·+ (−1)k−1kik−1 tk

tk−1
2

ik−1.tk−1
2 det(+Ck,0)

= t1 det(+Ck,k−1) + t2 det(+Ck,k−2) + · · ·+ ktk det(+Ck,0)

= t1Gk,k−1(t) + t2 det Gk,k−2 + · · ·+ tkk

elde edilir. Böylece (6.8) e³itli§i tüm pozitif tam say�lar için geçerlidir.

Teorem 6.2.2. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Lucas polinomu (2.13) ve

−Hk,n = (−hrs), a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun. t0 = 1 için

−hrs =





−t2, e§ers = r + 1,

tr−s+1

t
(r−s)
2

, e§er r 6= 1 ve 0 ≤ r − s < k,
tr−s+1

t
(r−s)
2

.(r − s + 1), e§er i = 1 ve 0 ≤ i− j < k,

0, aksi taktirde
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olmak üzere

−Hk,n =




t1 −t2 0 0 · · · 0

2 t1 −t2 0 · · · 0

3 t3
t22

1 t1 −t2 · · · 0
... ... ... ... ...

k tk
tk−1
2

tk−1

tk−2
2

tk−2

tk−3
2

. . . · · · 0

0 tk
tk−1
2

tk−1

tk−2
2

tk−2

tk−3
2

· · · 0

... ... ... ... . . . −t2

0 0 0 · · · · · · t1




d�r. Bu durumda

det(−Hk,n) = Gk,n(t) (6.9)

dir.

�spat . �spat Lemma 5.1 kullan�larak Teorem 6.2.1 in ispat�na benzer olarak yap�l�r.

Örnek 6.2.3. E³itlik (6.8) y� kullanarak k = 5 için 6. genelle³tirilmi³ Lucas polinomunu elde

edelim;

det(+C5,6) = det




t1 it2 0 0 0 0

2i t1 it2 0 0 0

3−t3
t22

i t1 it2 0 0

4−it4
t32

−t3
t22

i t1 it2 0

5 t5
t42

−it4
t32

−t3
t22

i t1 it2

0 t5
t42

−it4
t32

−t3
t22

i t1




= t61 + 6t41t2 + 9t21t
2
2 + 2t32 + 6t31t3 + 3t23 + 12t1t2t3

+6t21t4 + 6t2t4 + 6t1t5

= G5,6(t).

Örnek 6.2.4. (6.9) e³itli§i kullan�larak k = 4 için 5. genelle³tirilmi³ Lucas polinomunu elde

edelim;
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det(−H4,5) = det




t1 −t2 0 0 0

2 t1 −t2 0 0

3 t3
t22

1 t1 −t2 0

4 t4
t32

t3
t22

1 t1 −t2

0 t4
t32

t3
t22

1 t1




= t51 + 5t31t2 + 5t1t
2
2 + 5t21t3 + 5t2t3 + 5t1t4

= G4,5(t).

Teorem 6.2.5. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Lucas polinomu (2.13)

ve −Ck,n = (−crs) a³a§�daki gibi tan�mlanan n × n Hessenberg matris olsun. t0 = 1 ve

i =
√−1 için

−crs =





i(r−s). tr−s+1

t
(r−s)
2

, e§er s 6= 1 ve− 1 ≤ r − s < k,

i(r−s). tr−s+1

t
(r−s)
2

.(r − s + 1), e§er s = 1 ve − 1 ≤ r − s < k,

0, aksi taktirde

olmak üzere

−Ck,n =




t1 −it2 0 0 · · · 0

2i t1 −it2 0 · · · 0

3i2 t3
t22

i t1 −it2 · · · 0
... ... ... ... ...

kik−1 tk
tk−1
2

ik−2 tk−1

tk−2
2

ik−3 tk−2

tk−3
2

ik−4 tk−3

tk−4
2

· · · 0

0 ik−1 tk
tk−1
2

ik−2 tk−1

tk−2
2

ik−3 tk−2

tk−3
2

· · · 0

... ... ... ... . . .

0 0 0 · · · · · · t1




d�r. Bu durumda

per(−Ck,n) = Gk,n(t) (6.10)

dir.
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�spat . Teorem 6.2.1 den det(+Ck,n) = Gk,n(t) oldu§unu biliyoruz. Teorem 5.3 den

per(−Ck,n) = det(+Ck,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.

Örnek 6.2.6. (6.10) e³itli§ini kullanarak k = 4 için 3. genelle³tirilmi³ Lucas polinomunu

elde edelim;

per(−C4,3) = per




t1 −it2 0

2i t1 −it2

3−t3
t2

i t1




= t31 + 3t1t2 + 3t3.

Teorem 6.2.7. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, Gk,n(t) genelle³tirilmi³ Lucas polinomu (2.13) ve

+Hk,n = (+hij) a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun. t0 = 1 için

+hij =





ti−j+1

t
(i−j)
2

, e§er j 6= 1 ve − 1 ≤ i− j < k,
ti−j+1

t
(i−j)
2

.(i− j + 1), e§er j = 1 ve 0 ≤ i− j < k,

0, aksi taktirde

olmak üzere

+Hk,n =




t1 t2 0 0 · · · 0

2 t1 t2 0 · · · 0

3 t3
t22

1 t1 t2 · · · 0
... ... ... ... ...

k tk
tk−1
2

tk−1

tk−2
2

tk−2

tk−3
2

tk−3

tk−4
2

· · · 0

0 tk
tk−1
2

tk−1

tk−2
2

tk−2

tk−3
2

· · · 0

... ... ... . . .

0 0 0 · · · · · · t1




d�r. Bu durumda

per(+Hk,n) = Gk,n(t) (6.11)

dir.
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�spat . Teorem 6.2.2 den det(−Hk,n) = Gk,n(t) elde edildi. Teorem 5.3 den per(+Hk,n) =

det(−Hk,n) elde edilir. Bu iki sonuç birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.



7. A∞
k MATR�S�N�N B�LE�ENLER�N�N MATR�S TEMS�L�

Bu bölümde Hessenberg matris metodu kullanarak A∞
k matrisinin bile³enleri(gelle³tirilmi³

Fibonacci polinomlar�n�nk dizisi) içinmatris temsilleri verilecektir. Burada 4 farkl�Hessenberg

matris tan�mlanacak ve bumatrislerden 2 tanesinin determinant�n�n, 2 tanesininde permanentinin

bu polinom dizilerinin istenilen terimlerine e³it oldu§u gösterilecektir. A∞
k matrisinin herbir

sütunu bir polinom dizisidir. Bu k tane polinom dizisinin herbiri ayn� matris kullan�larak

sadece indis ötelemesi ile elde edilecektir.

Teorem 7.1. n ≥ 1, k ≥ 2 birer tamsay�, (−1)rS(n,1r), A∞
(k) matrisinin (k−r). sütununun n.

terimi ve +Qr
k,n = (+quv) a³a§�daki gibi tan�mlanan n× n Hessenberg matris olsun. t0 = 1

ve i =
√−1 için

+quv =





i|u−v|. tu−v+1

tu−v
2

, e§er − 1 ≤ u− v < k ve v 6= 1,

iu−1. tr+u

tu−1
2

, e§er 0 < u < k − r + 1 ve v = 1

0, aksi taktirde

olmak üzere

+Qr
k,n =




tr+1 it2 0 · · · 0

i tr+2

t2
t1 it2 · · · 0

i2 tr+3

t22
i t1 · · · 0

... ... ... ...

i(k−r−1) tk
tk−r−1
2

i(k−r−2) tk−r−1

t
(k−r−2)
2

ik−r−3 tk−r−2

tk−r−3
2

· · · 0

0 ik−r−1 tk−r

tk−r−1
2

ik−r−2 tk−r−1

tk−r−2
2

· · · 0

... ... . . . it2

0 0 0 · · · t1




d�r. Bu durumda

det(+Qr
k,n) = (−1)rS(n,1r) (7.1)

dir.
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�spat . (7.1) e³itli§ini n üzerinde tümevar�m kullanarak ispat edelim. Hipotezden n = 1 için

e³itlik geçerlidir. Balang�ç ko³ullar�

r = 0 r = 1 · · · r = k − 2 r = k − 1

0 0 · · · 0 1
... ... 1 0

0 0 · · · 0 0

0 1
... ...

1 0 · · · 0 0

n� göz önüne al�p ilk olarak her bir dizi için ilk k terimin verilen matrisin determinant�

yard�m�yla bulunaca§�n� gösterelim.

det(+Qr
k,k−r) = qk−r,k−r det(+Qr

k,k−r−1)

+
k−r−1∑

s=1

[
(−1)k−r−sqk−r,s

k−r−1∏
v=s

qv,v+1 det(+Qr
k,s−1)

]

= t1 det(+Qr
k,k−r−1) + (−1)1qk−r,k−r−1it2 det(+Qr

k,k−r−2)

+ · · ·+ (−1)k−r−1qk−r,1(it2)
k−r−1 det(+Qr

k,0)

= t1 det(+Qr
k,k−r−1) + (−1)1i.it2 det(+Qr

k,k−r−2)

+ · · ·+ (−1)k−r−1(i)k−r−1 tk
tk−r−1
2

(it2)
k−r−1 det(+Qr

k,0)

= t1 det(+Qr
k,k−r−1) + t2 det(+Qr

k,k−r−2) + · · ·+ tk

d�r. Buradan her bir r için k tane ba³lang�ç ko³ulu elde edilir. �imdi k dan büyük tüm tam

say�lar için e³itli§in geçerli oldu§unu gösterelim.

�imdi n ye e³it ve n den küçük tüm de§erler için e³itli§in sa§land�§�n� varsayal�m. Lemma

5.1 kullan�larak,

det(+Qr
k,n+1) = qn+1,n+1 det(+Qr

k,n)

+
n∑

s=1

[
(−1)n+1−sqn+1,s

n∏
v=s

qv,v+1 det(+Qr
k,s−1)

]

= t1 det(+Qr
k,n) +

n−k+1∑
s=1

[
(−1)n+1−sqn+1,s

n∏
v=s

qv,v+1 det(+Qr
k,s−1)

]
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+
n∑

s=n−k+2

[
(−1)n+1−sqn+1,s

n∏
v=s

qv,v+1 det(+Qr
k,s−1)

]

= t1 det(+Qr
k,n) +

n∑
s=n−k+2

[
(−1)n+1−sqn+1,s

n∏
v=s

qv,v+1 det(+Qr
k,s−1)

]

= t1 det(+Qr
k,n) +

n∑
s=n−k+2

[
(−1)n+1−s.in+1−s tn−s+2

t
(n−s+1)
2

n∏
v=s

it2 det(+Qr
k,s−1)

]

= t1 det(+Qr
k,n)

+
n∑

s=n−k+2

[
(−1)n+1−s.in+1−s tn−s+2

t
(n−s+1)
2

.in+1−s.t
(n−s+1)
2 det(+Qr

k,s−1)

]

= t1 det(+Qr
k,n) +

n∑
s=n−k+2

[
(−1)n+1−s.in+1−stn−s+2.i

n+1−s. det(+Qr
k,s−1)

]

= t1 det(+Qk,n) +
n∑

s=n−k+2

tn−s+2 det(+Qr
k,s−1)

= t1 det(+Qr
k,n) + t2 det(+Qr

k,n−1) + · · ·+ tk det(+Qr
k,n−(k−1))

e³itli§i bulunur. Tümevar�m hipotezinden ve Lemma 2.2.1 den

det(+Qk,n+1) = t1(−1)rS(n,1r) + · · ·+ tk(−1)rS(n−k+1,1r) = (−1)rS(n+1,1r)

elde edilir. Böylece sonucun tüm pozitif tam say�lar için do§ru oldu§u gösterilir.

Örnek 7.2. Teorem 7.1 i kullanarak k = 5 için S(4,12) i hesaplayal�m;

S(4,12) = det




t3 it2 0 0

it4
t2

t1 it2 0

i2t5
t22

i t1 it2

0 −t3
t22

i t1




= t31t3 + t23 + 2t1t2t3 + t21t4 + t2t4 + t1t5.

Teorem 7.3. n ≥ 1, k ≥ 2 ve 0 ≤ r ≤ k − 1 birer tamsay�, (−1)rS(n,1r), A∞
k matrisinin

(k− r). sütununun n. terimi ve −Br
k,n = (−buv) a³a§�daki gibi tan�mlanan n×n Hessenberg

matris olsun. t0 = 1 için

−buv =





−t2, e§er j = i + 1,

ti−j+1

t
(i−j)
2

, e§er 0 ≤ i− j < k ve j 6= 1,

tr+i

t
(i−1)
2

, e§er 0 < i < k − r + 1 ve j = 1,

0, aksi taktirde
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olmak üzere

−Br
k,n =




tr+1 −t2 0 0 · · · 0

tr+2

t2
t1 −t2 0 · · · 0

tr+3

t22
1 t1 −t2 · · · 0

... ... ... ... ...
tk

tk−r−1
2

tk−r−1

tk−r−2
2

tk−r−2

tk−r−3
2

tk−r−3

tk−r−4
2

· · · 0

0 tk−r

tk−r−1
2

tk−r−1

tk−r−2
2

tk−r−2

tk−r−3
2

· · · 0

... ... ... . . . −t2

0 0 0 · · · · · · t1




d�r. Bu durumda

det(−Br
k,n) = (−1)rS(n,1r) (7.2)

elde edilir.

�spat . �spat Lemma 5.1 kullan�larak Teorem 7.1 in ispat�na benzer olarak yap�l�r.

Örnek 7.4. Teorem 7.3 kullan�larak k = 4 için −S(5,1) yi elde edelim;

−S(5,1) = det




t2 −t2 0 0 0

t3
t2

t1 −t2 0 0

t4
t22

1 t1 −t2 0

0 t3
t22

1 t1 −t2

0 t4
t32

t3
t22

1 t1




= t41t2 + 3t21t
2
2 + t32 + t31t3 + t23 + 4t1t2t3 + t21t4 + 2t2t4.

Teorem 7.5. n ≥ 1, k ≥ 2 ve 0 ≤ r ≤ k − 1 birer tamsay�, (−1)rS(n,1r), A∞
k matrisinin

(k− r). sütununun n. terimi ve −Qr
k,n = (−quv) a³a§�daki gibi tan�mlanan n×n Hessenberg

matris olsun. t0 = 1 ve i =
√−1 için

−quv =





i(u−v). tu−v+1

t
(u−v)
2

, e§er − 1 ≤ u− v < k ve j 6= 1,

i(u−1). tr+u

t
(u−1)
2

, e§er 0 < u < k − r + 1 ve v = 1

0, aksi taktirde
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olmak üzere

−Qr
k,n =




tr+1 −it2 · · · 0

i tr+2

t2
t1 −it2 · · · 0

i2 tr+3

t22
i t1 · · · 0

... ... ... ...

i(k−r−1) tk
tk−r−1
2

i(k−r−2) tk−r−1

t
(k−r−2)
2

ik−r−3 tk−r−2

tk−r−3
2

· · · 0

0 ik−r−1 tk−r

tk−r−1
2

ik−r−2 tk−r−1

tk−r−2
2

· · · 0

... ... ... . . . −it2

0 0 0 · · · t1




d�r. Bu durumda

per(−Qr
k,n) = (−1)rS(n,1r) (7.3)

dir.

�spat . Teorem 7.1 den det(+Qk,n) = (−1)rS(n,1r) elde edildi. Teorem 5.3 den per(−Qr
k,n) =

det(+Qr
k,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 7.6. n ≥ 1, k ≥ 2 ve 0 ≤ r ≤ k − 1 birer tamsay�, (−1)rS(n,1r), A∞
k matrisinin

(k−r). sütunununn. terimi ve +Br
k,n = (+bij) a³a§�daki gibi tan�mlanann×n alt Hessenberg

matris olsun. t0 = 1 için

+bij =





−t2, e§er j = i + 1 ve j 6= 1,

ti−j+1

t
(i−j)
2

, e§er 0 ≤ i− j < k ve j 6= 1,

tr+i

t
(i−1)
2

, e§er 0 < i < k − r + 1 ve j = 1,

0, aksi taktirde

olmak üzere
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+Br
k,n =




tr+1 t2 0 0 · · · 0

tr+2

t2
t1 t2 0 · · · 0

tr+3

t22
1 t1 t2 · · · 0

... ... ... ... ...
tk

tk−r−1
2

tk−r−1

tk−r−2
2

tk−r−2

tk−r−3
2

tk−r−3

tk−r−4
2

· · · 0

0 tk−r

tk−r−1
2

tk−r−1

tk−r−2
2

tk−r−2

tk−r−3
2

· · · 0

... ... ... . . . t2

0 0 0 · · · · · · t1




d�r. Bu durumda

per(+Br
k,n) = (−1)rS(n,1r) (7.4)

dir.

�spat . Teorem 7.3 den det(−Br
k,n) = (−1)rS(n,1r) elde edildi. Teorem 5.3 den per(+Br

k,n) =

det(−Br
k,n) elde edilir. Bu iki e³itlik birle³tirilirse istenilen sonuç elde edilir.



8. HESSENBERGMATR�S METODUNUN GENELLE�T�R�LMES�

Bu bölümde Hessenberg matris metodunun bir genelle³tirilmesi elde edilecektir.

2011 y�l�nda Chen ve Yu

H =




h11 h12 0 · · · 0

h21 h22 h23
. . . ...

... ... . . . . . . 0

hn−1,1 hn−1,2 · · · hn−1,n−1 hn−1,n

hn,1 hn,2 · · · hn,n−1 hn,n




,

H̃ =




1 0 0 · · · 0 0

h11 h12 0
. . . ... 0

h21 h22 h23
. . . 0

...
... ... . . . . . . 0 0

hn−1,1 hn−1,2 · · · hn−1,n−1 hn−1,n 0

hn,1 hn,2 · · · hn,n−1 hn,n 1




ve

H̃−1 =


 [α]n×1 [L]n×n

h
[
βT

]
1×n




(n+1)×(n+1)

(8.1)

³ekilde üç matris tan�mlad�lar. Daha sonra en, In birim matrisinin n. sütunu olmak üzere

det(H) = (−1)nh. det( H̃), (8.2)

L = H−1 + h−1αβT (8.3)

ve

Hα + hen = 0 (8.4)

e³itliklerini elde ettiler. Bizde (8.2), (8.3) ve (8.4) e³itlikleri ve Hessenberg matrislerin

determinant�n� kullanarak a³a§�daki Lemmay� elde ederiz.
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Lemma 8.1. e1, In matrisinin ilk sütunu ve L, β, hmatrisleri (8.1) de tan�ml� matrisler olsun.

Bu durumda,

βT H + he1 = 0 (8.5)

d�r.

Chen ve Yu taraf�ndan yap�lan yukardaki çal�³mada H matrisinin Hessenberg matris olmas�

ve bu tez çal�³mas�n�n 5,6 ve 7. bölümlerinin Hessenberg matris kullan�larak olu³turulmas�

8. bölümün olu³mas� için motivasyon olu³turmu³tur. Sonuç (6.1.3) ve Sonuç (6.1.6) de

genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci say�lar� (6.3) ve (6.6) Hessenberg matrislerinin determi

nant� kullan�larak elde edildi. Burada n× n lik bir matrisin determinant� bize sadece dizinin

tek bir terimini vermektedir. �imdi verece§imiz yöntemde yine ayn� Hessenberg matrisleri

kullanarak bu dizinin ard�³�k n tane terimini (fk,m−1, . . . , fk,m−n) elde edecegiz.

Teorem 8.2. k ≥ 2 bir tamsay�, Hn,k, (6.3) de tan�mlanan Hessenberg matris ve

H̃n,k =




1 0 · · · 0
...

Hn,k 0

1




olmak üzere

(H̃n,k)
−1 =




fk,k−1 0 0 · · · 0 0

ifk,k −ifk,k−1 0 · · · 0 0
... ... . . . . . . ... ...

i(n−3)fk,n+k−4 i(n−1)fk,n+k−5
. . . . . . 0 0

i(n−2)fk,n+k−3 i(n)fk,n+k−4 i(n−4)fk,n+k−5
. . . 0 0

i(n−1)fk,n+k−2 i(n+1)fk,n+k−3 i(n−3)fk,n+k−4
. . . −ifk,k−1 0

i(n+1)fk,n+k−1 i(n−1)fk,n+k−2 i(n−2)fk,n+k−3 · · · ifk,k fk,k−1




dir. Burada i =
√−1 dir.
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�spat .

(H̃n,k)
−1 =


 [α]n×1 [L]n×n

h
[
βT

]
1×n




(n+1)×(n+1)

matrisini olu³tural�m ve matrisin ³ekilde ayr�lm�³ olan 4 bile³enini teker teker elde edelim.

i) (8.2) ve (6.4) e³itliklerini kullanarak

det(Hn,k) = (−1)nh. det(H̃n,k)

⇒ h =
det(Hn,k)

(−1)n det(H̃n,k)
=

fk,n+k−1

(−1)nin−1
= in+1fk,n+k−1

elde edilir.

ii) (8.4) ve (8.5) e³itlikleri kullan�larak

[α] = −(Hn,k)
−1(i)n+1fk,n+k−1en =




fk,k−1

ifk,k

...

i(n−2)fk,n+k−3

i(n−1)fk,n+k−2




ve

[βT ] = −(Hn,k)
−1(i)n+1fk,n+k−1e1

⇒ [β] =
[

i(n−1)fk,n+k−2 i(n−2)fk,n+k−3 · · · ifk,k fk,k−1

]

elde edilir.

iii) (8.3) e³itli§i kullan�larak [L] = (Hn,k)
−1 + ((i)n+1fk,n+k−1)

−1αβT

=




0 0 · · · 0 0

−ifk,k−1 0 · · · 0 0
... . . . . . . ... ...

i(n−1)fk,n+k−5
. . . . . . 0 0

i(n)fk,n+k−4 i(n−4)fk,n+k−5
. . . 0 0

i(n+1)fk,n+k−3 i(n−3)fk,n+k−4
. . . −ifk,k−1 0



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elde edilir. Sonuç olarak bu üç ad�m birle³tirilirse ispat tamamlan�r.

Örnek 8.3. Teorem 8.2 i kullanarak genelle³tirilmi³ 4-basamak Fibonacci say�lar�n�n ard�³�k

6 terimini elde edilim;

det H5,4 = det




1 i 0 0 0

i 1 i 0 0

−1 i 1 i 0

−i −1 i 1 i

0 −i −1 i 1




= 15 = f4,8

olmak üzere H5,4 matrisine üstten bir sat�r ve sa§dan bir sütun ekleyerek;

H̃5,4 =




1 0 0 0 0 0

1 i 0 0 0 0

i 1 i 0 0 0

−1 i 1 i 0 0

−i −1 i 1 i 0

0 −i −1 i 1 1




matrisini elde edelim. Bu matrisin tersi al�n�rsa (H̃−1
5,4
)




1 0 0 0 0 0

i −i 0 0 0 0

−2 1 −i 0 0 0

−4i 2i 1 −i 0 0

8 −4 2i 1 −i 0

−15 8 −4i −2 i 1




=




f4,3 0 0 0 0 0

if4,4 −if4,3 0 0 0 0

−f4,5 f4,4 −if4,3 0 0 0

−if4,6 if4,5 f4,4 −if4,3 0 0

f4,7 −f4,6 if4,5 f4,4 −if4,3 0

−f4,8 f4,7 −if4,6 −f4,5 if4,4 f4,3




elde edilir ki burada f4,8 in yan�nda 6 ard�³�k terim ayn� anda elde edilmi³ olur.
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Teorem 8.4. k ≥ 2 bir tamsay�, Fn,k, (6.6) da tan�ml� Hessenberg matris ve

F̃n,k =




1 0 · · · 0
...

Fn,k 0

1




olmak üzere

(F̃n,k)
−1 =




fk,k−1 0 0 · · · 0 0

fk,k −fk,k−1 0 · · · 0 0
... ... . . . . . . ... ...

fk,n+k−4 −fk,n+k−5
. . . . . . 0 0

fk,n+k−3 −fk,n+k−4 −fk,n+k−5
. . . 0 0

fk,n+k−2 −fk,n+k−3 −fk,n+k−4
. . . −fk,k−1 0

−fk,n+k−1 fk,n+k−2 fk,n+k−3 · · · fk,k fk,k−1




dir.

�spat . �spat (6.7) e³itli§i kullan�larak, Teorem 8.2 in ispat�na benzer olarak yap�l�r.

Örnek 8.5. Teorem 8.4 yi kullanarak genelle³tirilmi³ 4-basamak Fibonacci say�lar�ndan

baz�lar�n� elde edilim;

det F5,4 = det




1 −1 0 0 0

1 1 −1 0 0

1 1 1 −1 0

1 1 1 1 −1

0 1 1 1 1




= 15 = f4,8

F̃5,4 =




1 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0

1 1 −1 0 0 0

1 1 1 −1 0 0

1 1 1 1 −1 0

0 1 1 1 1 1



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d�r. F̃5,4 n�n tersi

F̃−1
5,4

=




1 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0

2 −1 −1 0 0 0

4 −2 −1 −1 0 0

8 −4 −2 −1 −1 0

−15 8 4 2 1 1




=




f4,3 0 0 0 0 0

f4,4 −f4,3 0 0 0 0

f4,5 −f4,4 −if4,3 0 0 0

f4,6 −f4,5 −f4,4 −f4,3 0 0

f4,7 −f4,6 −f4,5 −f4,4 −f4,3 0

−f4,8 f4,7 f4,6 f4,5 f4,4 f4,3




³eklinde bulunur ki bu da bizim f4,8 in yan�nda ard�³�k 6 terimi de ayn� anda elde etmemizi

sa§lar.

Bölüm 6 da (6.1) matrisinin determinant�n�n genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�n�n n.

terimine e³it oldu§u gösterilmi³ti. Yeni elde edilen yöntemde ise yine (6.1)matrisi kullan�larak

genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�n�n ard�³�k n terimi ayn� anda elde edilir.

Teorem 8.6. n ≥ 1 bir tamsay�, +Qk,n, (6.1) da tan�ml� Hessenberg matris ve

+̃Qk,n =




1 0 0

Qk,n 0

1






62

olmak üzere, (+̃Qk,n)−1 =




1 0 0 · · · 0 0

i
t2

Fk,1(t) − i
t2

0 · · · 0 0
... ... . . . . . . ... ...

i(n−3) 1
tn−3
2

Fk,n−3(t) i(n−4) 1
tn−3
2

Fk,n−4(t)
. . . . . . 0 0

i(n−2) 1
tn−2
2

Fk,n−2(t) i(n−3) 1
tn−2
2

Fk,n−3(t) i(n−4) 1
tn−3
2

Fk,n−4(t)
. . . 0 0

i(n−1) 1
tn−1
2

Fk,n−1(t) i(n−2) 1
tn−1
2

Fk,n−2(t) i(n−3) 1
tn−2
2

Fk,n−3(t)
. . . − i

t2
0

i(n+1) 1
tn−1
2

Fk,n(t) i(n−1) 1
tn−1
2

Fk,n−1(t) i(n−2) 1
tn−2
2

Fk,n−2(t) · · · i 1
t2

Fk,1(t) 1




elde edilir. Burada i =
√−1 dir.

�spat . �spat (6.2) e³itli§i kullan�larak, Teorem 8.2 in ispat�na benzer olarak yap�l�r.

Örnek 8.7. Teorem 8.6 u kullanarak genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlarn� elde edelim.

det Q6,4 = det




t1 it2 0 0

i t1 it2 0

−t3
t22

i t1 it2

−it4
t32

−t3
t22

i t1




= t4 + 2t1t3 + t22 + t41 + 3t21t2

³eklinde elde edilir. Bu matrise üstten bir sat�r ve sa§dan bir sütun eklersek

Q̃6,4 =




1 0 0 0 0

t1 it2 0 0 0

i t1 it2 0 0

−t3
t22

i t1 it2 0

−it4
t32

−t3
t22

i t1 1




matrisini elde ederiz. Q̃6,4 matrisinin tersi al�n�rsa
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


1 0 0 0 0

i t1
t2

− i
t2

0 0 0

1
t22

(−t2 − t21)
t1
t22

− i
t2

0 0

1
t32

(−it3 − 2it1t2 − it31)
1
t32

(it2 + it21)
t1
t22

− i
t2

0

1
t32

(it4 + 2it1t3 + it22 + it41 + 3it21t2)
1
t32

(−it3 − 2it1t2 − it31)
1
t22

(−t2 − t21) i t1
t2

1




matrisi elde edilir ki bu bize sadece bu polinomun 4. terimini de§il ayn� zamanda ard�³�k 4

terimini katsay� fark� ile elde etmemizi sa§lar.

Bu Teoremlerde de görüldü§ü gibi elde edilen yeni yöntem önceki bölümlerde yap�lan

çal�³malar� yeni bir boyuta ta³�maktad�r. Yani terimleri Hessenberg matrisin determinant� ve

permanenti kullan�larak hesaplanabilen her dizi ve polinoma bu yeni yöntem uygulanabilir.

Örne§in Strang (1998) En matrisinin determinant�n�n F2n e e³it oldu§unu gösterdi. �imdi

yeni yöntemle ayn� matrisi kullanarak çift indisli Fibonacci say�lar�n�n ard�³�k n tanesini elde

edelim.

Sonuç 8.8. En, (3.1) de verilen matris, Fn n. Fibonacci say�s� olmak üzere

Ẽn =




1 0 . . . 0
...

En 0

1




(n+1)×(n+1)

matrisinin tersi al�n�rsa

(Ẽn)−1 =




F2 0 · · · 0 0

−F4 F2 · · · 0 0
... ... . . . ... ...

(−1)(n−2)F2n−2 (−1)(n−3)F2n−4
. . . 0 0

(−1)(n−1)F2n (−1)(n−2)F2n−2
. . . F2 0

(−1)nF2n+2 (−1)(n−1)F2n · · · −F4 F2




.

elde edilir.

�spat . �spat (3.2) e³itli§i kullan�larak Teorem 8.2 ün ispat�na benzer olarak yap�l�r.



9. UYGULAMALAR

Bu bölümde elde, önceki bölümlerde elde etti§imiz sonuçlar�n, 40 dan fazla rekürans ili³kisine

sahip dizi ve polinom için de geçerli oldu§u gösterilecektir.

Sonuç 9.1. x, y ve p nin farkl� de§erleri için Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.3, Teorem 5.1.5 ve

Teorem 5.1.7 tekrar ifade edilirse a³a§�daki tablo elde edilir;

x y p det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = Fp,n+1(x, y),

x y 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = F(n+1)(x, y),

x 1 p det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = Fp,(n+1)(x),

x 1 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = f(n+1)(x),

1 1 p det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = Fp(n + 1),

1 1 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = F(n+1),

2x y p det(+Wp,n) = det(−Mp,n) = per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = Fp,(n+1)(2x, y),

2x y 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = F(n+1)(2x, y),

2x 1 p det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = Pp,(n+1)(x),

2x 1 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = P(n+1)(x),

2 1 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = P(n+1),

2x −1 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = Un(x),

x 2y p det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = Fp,(n+1)(x, 2y),

x 2y 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = F(n+1)(x, 2y),

1 2y 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = J(n+1)(y),

1 2 1 det(+Wp,n) = det(−Mp,n) =per(−Wp,n) =per(+Mp,n) = J(n+1).

Çizelge 9.1

�spat . Lemma 4.1.3 den genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Fibonacci p-polinomlar�n�n tabloda

verilen dizi ve polinomlar�n genel hali oldu§u görülür. Teorem 5.1.1, Teorem 5.1.3, Teorem

5.1.5 ve Teorem 5.1.7 de x, y ve p nin farkl� de§erleri yerine yaz�l�rsa istenilen elde edilir.
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Sonuç 9.2. x, y ve p nin farkl� de�gerleri için Teorem 5.2.1, Teorem 5.2.2, Teorem 5.2.4 ve

Teorem 5.2.6 tekrar ifade edilirse a³a§�daki tablo elde edilir;

x y p det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Lp,n+1(x,y),

x y 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Ln(x,y),

x 1 p det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Lp,n(x),

x 1 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = ln(x),

1 1 p det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Lp(n),

1 1 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Ln,

2x y p det(+Vp,n) = det(−Np,n) = per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Lp,n(2x,y),

2x y 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Ln(2x,y),

2x 1 p det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Qp,n(x),

2x 1 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Qn(x),

2 1 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Qn,

2x −1 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Tn(x),

x 2y p det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Lp,n(x,2y),

x 2y 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = Ln(x,2y),

1 2y 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = jn(y),

1 2 1 det(+Vp,n) = det(−Np,n) =per(−Vp,n) =per(+Np,n) = jn.

Çizelge 9.2

�spat . Lemma4.2.2 den genelle³tirilmi³ iki de§i³kenli Lucas p-polinomlar�n�n tabloda verilen

dizi ve polinomlar�n genel hali oldu§u görülür. Teorem 5.2.1, Teorem 5.2.2, Teorem 5.2.4 ve

Teorem 5.2.6 de x, y ve p nin farkl� de§erleri yerine yaz�l�rsa istenilen elde edilir.

Sonuç 9.3. Teorem 6.1.1, Teorem 6.1.4, Teorem 6.1.7 ve Teorem 6.1.10 ü ti lerin farkl�

de§erleri için tekrar ifade edelim.

i) ti = cj (1 ≤ i, j ≤ k) için

det(+Qk,n) = det(−Bk,n) = per(−Qk,n) = per(+Bk,n) = f 1
k,n

elde edilir.

ii) t1 = 2 ve ti = 1 (2 ≤ i ≤ k) için

det(+Qk,n) = det(−Bk,n) = per(−Qk,n) = per(+Bk,n) = p k
k,n

elde edilir.

iii) t1 = 0 ve ti = 1 (2 ≤ i ≤ k) için

det(+Qk,n) = det(−Bk,n) = per(−Qk,n) = per(+Bk,n) = v k
k,n
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elde edilir.

iv) k = 3 ve t1 = p, t2 = q, t3 = r için

det(+Qk,n) = det(−Bk,n) = per(−Qk,n) = per(+Bk,n) = an−2

elde edilir.

v) k = 3 ve t1 = 1, t2 = 1, t3 = 1 için

det(+Qk,n) = det(−Bk,n) = per(−Qk,n) = per(+Bk,n) = tn−2

elde edilir (Burada tn klasik Tribonacci say� dizisidir).

�spat . Lemma 4.1.2-(i), 4.1.1-ii, 4.1.2-(iii) ve 4.1.1-iii den genelle³tirilmi³ Fibonacci

polinomlar�n�n f 1
k,n, p k

k,n, v k
k,n, an dizilerinin genel hali oldu§u görülür. Teorem 6.1.1, Teorem

6.1.4, Teorem 6.1.7 ve Teorem 6.1.10 de ti lerin farkl� de§erleri yerine yaz�l�rsa istenilen elde

edilir.

Sonuç 9.4. Teorem 6.2.1, Teorem 6.2.2, Teorem 6.2.5 ve Teorem 6.2.7 ü ti lerin farkl� de§erleri

için tekrar ifade edelim.

i) ti = 1 (1 ≤ i ≤ k) için

det(+Ck,n) = det(−Hk,n) = per(−Ck,n) = per(+Hk,n) = ln

elde edilir.

ii) tk = 0 ve ti = 1 (1 ≤ i ≤ k − 1) için

det(+Ck,n) = det(−Hk,n) = per(−Ck,n) = per(+Hk,n) = rk,n

elde edilir.

iii) tk = 0, ti = 1 (1 ≤ i ≤ k − 1) ve k = 3 için

det(+Ck,n) = det(−Hk,n) = per(−Ck,n) = per(+Hk,n) = Rn

elde edilir. (Burada Rn klasik Perrin say� dizisidir).

�spat . Lemma4.2.1 ve 4.2.1-iii den genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�n�n genelle³tirilmi³
k-basamak Lucas ve Perrin say�lar�n�n ve klasik Perrin say�lar�n�n genel hali oldu§u görülür.
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Teorem 6.2.1, Teorem 6.2.2, Teorem 6.2.5 ve Teorem 6.2.7 de ti lerin ve k n�n farkl� de§erleri

yerine yaz�l�rsa istenilen elde edilir.

Sonuç 9.5. Teorem 7.1, Teorem 7.3, Teorem 7.5 ve Teorem 7.6 ü ti lerin farkl� de§erleri için

tekrar ifade edelim.

i) ti = cj (1 ≤ i, j ≤ k) ve 0 ≤ r ≤ k − 1 için

det(+Qr
k,n) = det(−Br

k,n) = per(−Qr
k,n) = per(+Br

k,n) = f r+1
k,n

elde edilir.

ii) t1 = 2, ti = 1 (2 ≤ i ≤ k) ve 0 ≤ r ≤ k − 1 için

det(+Qr
k,n) = det(−Br

k,n) = per(−Qr
k,n) = per(+Br

k,n) = p r+1
k,n

elde edilir.

iii) t1 = 0, ti = 1 (2 ≤ i ≤ k) ve 0 ≤ r ≤ k için

det(+Qr
k,n) = det(−Br

k,n) = per(−Qr
k,n) = per(+Br

k,n) = v k−r
k,n

elde edilir.

�spat . Lemma 4.1.2 den genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�n�n f i
k,n, p i

k,n, v i
k,n dizilerinin

genel hali oldu§u görülür. Teorem 7.1, Teorem 7.3, Teorem 7.5 ve Teorem 7.6 de ti lerin

farkl� de§erleri yerine yaz�l�rsa istenilen elde edilir.

Son olarak Hessenberg matrislerin determinanti ve permanentinin kombinasyon kullan�larak

elde edilebilece§ini gösterelim.

Sonuç 9.6. Bu çal�³mada geçen standart gösterimler dikkate al�nd�§�nda

det(+Qk,n) = det(−Bk,n) = per(−Qk,n) = per(+Bk,n) =
∑

a`n

( |a|
a1,...,ak

)
ta1
1 . . . tak

k

d�r.

�spat . Teorem6.1.1, Teorem6.1.4, Teorem (6.1.7) veTeorem6.1.10 dan ve (2.14) e³itli§inden

elde edilir.
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Sonuç 9.7. Bu çal�³mada geçen standart gösterimler dikkate al�nd�§�nda

det(+Ck,n) = det(−Hk,n) = per(−Ck,n) = per(+Hk,n) =
∑

a`n

n

|a|
( |a|

a1,...,ak

)
ta1
1 . . . tak

k

d�r.

�spat . Teorem 6.2.1, Teorem 6.2.2, Teorem 6.2.5 ve Teorem 6.2.7 dan ve (2.15) e³itli§inden

elde edilir.

Sonuç 9.8. Bu çal�³mada geçen standart gösterimler dikkate al�nd�§�nda

det(+Qr
k,n) = det(−Br

k,n) = per(−Qr
k,n) = per(+Br

k,n)

=
k∑

j=r+1

tj

[ ∑

a`n−j+r

( |a|
a1,...,ak

)
ta1
1 . . . tak

k

]
.

d�r.

�spat . Teorem 7.1, Teorem 7.3, Teorem 7.5 ve Teorem 7.6 dan, (2.14) ve (2.18) e³itliklerinden

elde edilir.



10. TARTI�MA VE SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda Trueman Machenry taraf�ndan 2000 y�l�nda tan�mlanan genelle³tirilmi³

Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n, rekürans ili³kisi ile tan�mlanan say� ve polinomlar�n

büyük bir k�sm�n�n genel hali oldu§una dikkat çekildi. Sonra yine MacHenry taraf�ndan

tan�mlananA∞
(k) matrisinin genelle³tirilmi³ k-basamak Fibonacci, Pell, Van der Laan, vb. say�

dizilerinin k dizisini kapsad�§� gösterildi. Genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas polinomlar�n�n

istenilen terimini ve A∞
(k) matrisinin bile³enlerini hesaplamak için Hessenberg matris yöntemi

kullan�ld�. Bu yöntemde çe³itli Hessenberg matrisler tan�mlan�p, bu matrislerin determinant�

ve permanant�n�n polinomlar�n istenilen terimine e³it oldu§u gösterildi. Daha sonra (Chen

ve Yu, 2011) de Hessenberg matrisler için verilen e³itliklerden esinlenilerek Hessenberg

matrisler üzerine yeni bir çal�³ma yap�ld�. Bu çal�³mada Hessenberg matris yönteminde

kullan�lan matrislerden baz�lar� kullan�larak Fibonacci say�lar�, genelle³tirilmi³ k-basamak

Fibonacci say�lar�, genelle³tirilmi³ Fibonacci polinomlar�n�n terimlerini elde etmek için yeni

bir yöntem verildi. Bu yöntemde önceki bölümlerde kullan�lan Hessenberg matrislere bir

sat�r ve bir sütun ekleyerek elde edilen matrisin tersi al�nd�. Bu ters matris incelendiginde bu

matrisin, ekleme yap�lmadan önce verilen hessenbergmatrisin determinant� sonucu elde edilen

terim ve ondan geriye do§ru ard�³�k n tane terimi içerdi§i görüldü. Verilen bu yeni yöntem

literatürde var olan ve bir Hessenberg matrisin determinant� veya permanenti kullan�larak elde

edilen tüm dizi ve polinomlara uygulanabir. Bu çal�³mada son bölümde önceki bölümlede

elde edilen temel sonuçlar�n, literatürde var olan birçok rekürans ili³kili say� dizisi ve polinom

için de geçerli oldu§u gösterildi.
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