KESIRLI ANALIiZDE LAPLACE DONUSUMLERI VE BAZI
BiYOFIiZIKSEL UYGULAMALARI

Fahri OZKARA

YUKSEK LISANS TEZi

MATEMATIK

GAZi UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

SUBAT 2013

ANKARA



Fahri OZKARA tarafindan hazirlanan “KESIRLI ANALIZDE LAPLACE
DONUSUMLERI VE BAZI BiYOFIZIKSEL UYGULAMALARI” adli bu tezin

Yiiksek Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Dog¢. Dr. Fatma AYAZ

Tez Danismani, Matematik Anabilim Dal1

Bu ¢aligma, jiirimiz tarafindan oy birligi ile Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek

Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Dog. Dr. Yeter SAHINER .

Matematik Egitimi Anabilimi Dali, Hacettepe Universitesi

Doc¢. Dr. Fatma AYAZ

Matematik Anabilim Dali, Gazi Universitesi

Dog. Dr. Adil MISIR

Matematik Anabilim Dal1, Gazi Universitesi

Tez Savunma Tarihi: 13/02/2013

Bu tez ile G.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek Lisans derecesini

onamistir.

Prof. Dr. Seref SAGIROGLU

Fen Bilimleri Enstitiisi Mudura



TEZ BiLDiRiMi

Tez i¢indeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu
calismada bana ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif

yapildigini bildiririm.

Fahri OZKARA



KESIRLI ANALIiZDE LAPLACE DONUSUMLERI VE BAZI
BiYOFIZiKSEL UYGULAMALARI
(Yiiksek Lisans Tezi)

Fahri OZKARA

GAZIi UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Subat 2013

OZET

Bu calismada Kesirli analiz icin Laplace doniisiimleri ve baz biyofiziksel
uygulamalar1 incelenmistir. Tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim
giris kismudir. Ikinci boliim matematiksel 6n bilgilerden olusmaktadir. Bu
boliim Laplace doniisiimleri, Gama fonksiyonu, Hata fonksiyonu, Dawson
fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonu konularimm ve bu fonksiyonlarin
grafiklerini icermektedir. Ugiincii béliim kesirli analizin matematiksel araclar
ile ilgilidir. Bu bdlim Kkesirli integrasyon, Riemann-Liouville Kkesirli
integrasyonu, Weyl Kkesirli integrasyonu, Kkesirli tiirev, Kkesirli integrasyon ve
tirev alma icin Laplace doniisiimii iliskileri, kesir mertebeli diferansiyel
denklemler Kkonularindan olusmaktadir. Dordiincii boliim Kesirli analizin
biyofiziksel uygulamalarindan olusmaktadir. Bu béliimde, kesirli mertebeden
tirevler ve Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ile tanimlanabilen bir
biyofizik probleminin oOrnegi olarak sinir uyarilmasimin basit bir modeli

incelenmistir.

Bilim Kodu :204.1.138

Anahtar Kelimeler : Laplace Déniisiimleri, Kesirli Integrasyon, Kesirli Tiirev,
Kesirli Diferansiyel Denklem

Sayfa Adedi : 95

Tez Yoneticisi : Dog¢. Dr. Fatma AYAZ



LAPLACE TRANSFORMS OF FRACTIONAL CALCULUS AND SOME OF
THE BIOPHYSICAL APPLICATIONS
(M.Sc. Thesis)

Fahri OZKARA

GAZI UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
February 2013

ABSTRACT

In this study, Laplace transforms for fractional calculus and some of the
biophysical applications are investigated. The thesis consists of four chapters.
The first chapter is the introduction. The second chapter consists of
mathematical background. This chapter involves Laplace transforms, the
Gamma function, the Error function, the Dawson function, the Mittag-Leffler
function and graphics of these functions. The third section is related to the
mathematical tools of fractional calculus. This chapter consists of fractional
integration, Riemann-Liouville fractional integration, Weyl fractional
integration, fractional derivatives, fractional integration and derivation
relations for the Laplace transform, and the topics of fractional order
differential equations. The fourth chapter consists of a fractional analysis, some
of the biophysical applications. In this chapter, the fractional derivatives and
fractional order differential equations can be identified with a biophysical

model of the problem as an example of simple nerve stimulation were examined.

Sciance Code : 204.1.138

Key Words : Laplace Transforms, Fractional Integration, Fractional
Derivative, Order Differantial Aquations

Page Number : 95

Adviser : Assist. Prof. Dr. Fatma AYAZ



Vi

TESEKKUR

Yiiksek lisans ¢alismam boyunca her adimda bilgi ve hosgoriisiinden yararlandigim,
tez calismamin her sathasinda emegi olan, degerli ilgi ve yardimlarint benden
esirgemeyen, danismanim Dog¢. Dr. Fatma AYAZ’a, beni her zaman destekleyen
aileme ve tezin diizenlenmesinde yardimlarini esirgemeyen Emre DEMIRBAS’a

tesekkiirti bir borg bilirim.



Vii

ICINDEKILER
Sayfa
OZET ..ottt iv
ABSTRACT ...ttt ettt ettt et e st e b e et e st e enaeensesseenseeneenaeans v
TESEKKUR ..ottt es sttt es s s seseseseses e esesesennas vi
ICINDEKILER ..ottt vii
CIZELGELERIN LISTESI.....ooiiioioioieieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e ix
SEKILLERIN LISTEST ..o, X
SIMGELER VE KISALTMALAR .........coooiuiieieeeeeeeeeeeeee e Xii
LGIRIS oot 1
2. MATEMATIKSEL ONBILGILER ........coooiuiiiiiiieieeeeeeceeeeeeeee e 3
2.1. Laplace DONUSTMICTIL.......cc.eeviiiiiieiiieiie ettt 3
2.2. Gama FONKSIYONU....cc.uiiiiiiieiiieeiiie ettt ettt e e eenneeenneas 8
2.3. Hata FONKSTYONU.....cc.eoiiiiiiiiiieiieet ettt st e 13
2.4. Dawson FONKSIYONU .......cccuiiiiiiiiieiiieeiiesie ettt e e e eteesreessneeseeeeseenns 18
2.5 Mittag-Leffler FONKSIYONU .......cocuiiiiiiiiiiiiieiieieecee e 21
3. KESIRLI ANALIZIN MATEMATIKSEL ARACLARI ......coovoviiiiiieeeenne 36
3.1, KeSirli INtEZIaSYON .....v.vvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 36
3.1.1. Riemann- liouville kesirli integrasyonu............ccceeeveevueenieeneenieenieeeneenne 42
3.1.2. Weyl kesirli INteZrasSyOnU........eeecveeeeieeeiiieeiiieeeeieeeeieeeeieeesveeesveeeseveeenns 49
3.2 KESITI TUICV...eeiutiiiiieiieiteie ettt st sttt st 52
3.3. Kesirli integrasyon ve Tiirev Alma i¢in Laplace Déniisiimii Iliskileri ........... 59
3.4. Kesir Mertebeli Diferansiyel Denklemler .............coocoiiiiniiiiiiniiiiiineeee 62

4. ZARLARIN KESIRLI ANALiZ MODELLERI VE ZAR OZELLIKLERI ........ 74



viii

Sayfa

4.1, SINIr Uyarilmast.......c.eeeieeiieniieiieee ettt ettt 74
4.2. Kuvvet-SUre Modellert ... ....oouiiiiiiiiiiiiiieieeee e 76
4.3. Zar Yiiklemenin Kesirli Analiz Modeli...........cccoeoieiiiiiiiiniiniieecee 83
KAYNAKLAR .ottt sttt sttt et st e b et eene e 93

OZGECMIS ettt ettt ettt en e, 95



CIZELGELERIN LISTESI

Cizelge Sayfa
Cizelge 2.1. Laplace Déniisiim Islemleri...............coooooiiiiiiiiiiiii e, 4
Cizelge 2.2. Kesirli Analizde Kullanilan Laplace Dontisiim Ciftleri..................... 5
Cizelge 2.3. Ustel ve Mittag-Leffler Fonksiyonlarina Karsilik Gelen Gosterimleri
Iceren Laplace Dontisiim Ciftleri..............ooovvviiiiiiiiiiiiie, 31
Cizelge 2.4. Ozel Fonksiyonlar1 Iceren Laplace Doniisiim Ciftleri..................... 33

Cizelge 3.1. Kesirli Integral ve Tiirev Ornekleri ................cocoeiiiiiiiiiiiiiiinnn, 50



SEKILLERIN LISTESI
Sekil Sayfa
Sekil 2.1. x > 0 i¢in gama fonksiyonu grafigi.............ccooeviiiiiiiiiiiiinin, 10
Sekil 2.1. Pozitif ve negatif x degerleri i¢in gama fonksiyonu I'(x) grafigi........... 11
Sekil 2.3. erf (x) ve erfc(x) fonksiyonlarinmn grafikleri................................. 17
Sekil 2. 2. daw(x) ve daw(\&)Dawson fonksiyonlarinin grafikleri................. 19
Sekil 2.5. Secilen Mittag-Leffler fonksiyonlarmin grafikleri............................ 24

Sekil 2.6. E; /, (—\/E) = e*erfc (\/E) Mittag-Leffler fonksiyonunun, iistel fonksiyon
(e7*) ve gerilmis tistel fonksiyon (e“/?) ile karsilastirilmasi .............. 25

Sekil 3.1. k ’nin 0 ile 1 arasindaki degerleri icin, [t*~1/T'(k)] kesirli integrasyon
agirlik fonksiyonunun grafigi..............oooii 44

Sekil 3. 2. ', 3/2 ve 2. mertebeden bir u(t) birim basamak fonksiyonunun tamsayili
ve kesirli kuvvet iIntegrasyonu............o.vviieiiiiiiiiiiii i, 46

Sekil 3.3. Yari-mertebeden kesirli diferansiyel denklemin tamamlayici1 ¢6ziimiiniin
(Riemann-Liouville tlirev tanimin1 kullanan) birinci mertebeden adi
diferansiyel denkleminkiyle karsilastirilmasi.........................ooiil 66

Sekil 3. 4. a = b = 1 ve Fy = 1 ile baslangi¢ kosullar1 ihmal edilerek, birinci
mertebeden bir sistemin ve kesirli 2 mertebesinden bir sistemin basamak
yanitlarinin karsilastirtlmast.............oooooii e, 69

Sekil 3. 5. Birinci mertebeden bir sistem ve 2. mertebeden bir sistemin dogal
davraniglarinin karsilagtirtlmasi...............ooo 72

Sekil 4.3. Weiss, Lapicque ve Nernst empirik kuvvet-siire esitliklerinin
karsilastirtlmast.........oooeiii e, 82

Sekil 4.4. t=0 aninda 7, sabit akiminin uygulanmasiyla sinir simiilasyonu i¢in R-C
devre odeli......o.oiu i &3



Sekil

Sekil 4.5.

Sekil 4.6.

Sekil 4.7.

Sekil 4.8.

Sekil 4.9.

xi

Zar kapasitansinin kesirli mertebe yiikleme modeli i¢in sematik
ez v ) P 85

Kesirli kapasitor zar modelinin o = 0.25, 0.50, 0.75 ve 1.0 i¢in bir adim
girig akimina karsiliginin grafi................ 85

Kurbaga diz kasi fiberinde akimda bir adim fonksiyonu girisi i¢in
normallesmis gegis voltaji karsiligt. ... 86

a=0.25, 0.50, 0.75 ve 1.0 degerleri i¢in kuvvet-siire denkleminin zamana
kars1 kesirli mertebe grafigi...........coooiiiiiiiiiiii 88

[lave Ry seri direncine sahip bir sinir zarinin kesirli mertebe kapasitor
modeli igin e3deger deVIeSI......ouivuiitiii et 91



Xii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis baz1 simgeler, acgiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklama
L{F(t)} Laplace dontigiimii
LY f(s)} Ters Laplace doniigiimii
I'(x) Gama fonksiyonu
erf (x) Hata fonksiyonu
erfc(x) Tamamlayici hata fonksiyonu
daw(x) Dawson fonksiyonu
E,(x) Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunu
Eqp(x) Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunu
y(a, x) Eksik Gama fonksiyonu
1Fi(a; c; x) Birlesik hipergeometrik fonksiyon
oD ¢ Riemann-Liouville kesirli integrali
D¢ Weyl kesirli integrasyonu
D& Caputo kesirli tiirevi

Riemann-Liouville kesirli turevi



1. GIRIS

Kesirli tiirev ve integral hesaplarinin uygulama alami gittikce artmaktadir. Bu
konudaki temel matematiksel fikirler ¢ok Onceleri Leibniz(1965), Louville(1834),
Riemann (1892), ve diger matematik¢iler tarafindan gelistirilmis ve 1890 l1 yillarda
da Oliver Heaviside tarafindan miihendislik alaninin giindemine tasinmis olsa da,
konu hakkindaki ilk kitap ancak 1947 yilinda Oldham ve Spanier tarafindan
yaymnlanmigtir. Halihazirda devam eden caligmalarda kesirli analiz; fizik, siirekli
ortamlar mekanigi, sinyal isleme ve elektromanyetik gibi alanlardaki
kullanilmaktadir fakat biyomiihendislik alaninda ¢ok az sayida 6rnegi bulunmaktadir.
Tam anlamiyla 1s1 aktarimi, elektrot/elektrolit davranislar1 ve esik alt1 sinir yayilimi
gibi genel olarak miihendisliklerde karsilasilan problemleri olusturan olaylari

tanimlamaktadir ve bu fiziksel olaylarin yorumlarina da katkida bulunmaktadir.

Cavus (2006) soyle demektedir [1].

“Tirev ve integral genel olarak teknolojinin temelini olusturmaktadir ve ayni
zamanda dogal ve yapay sistemlerin ¢aligma prensiplerini anlamada ¢ok dnemli bir
aractir. Kesirli diferansiyel, matematiksel analizin bir kolu olarak, kendi adindan da
tahmin edilecegi tizere, tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi) mertebelere
genigletilmis bir seklidir. Konu, diferansiyel hesap kadar eski olup Leibniz ve
Newton’un diferansiyel hesaplama teknigini bulmalarina kadar uzanir (Bayin S.,

2004).

Bir fonksiyonun birinci, ikinci, liglincli ve daha yiiksek mertebeden tiirevlerinin nasil
alindigin1 biliyoruz fakat 3/2 nci tiirevini nasil alabiliriz? Ayni sekilde bir fonksiyonu
iki ya da ii¢ kez integre edebiliriz ama 2 defa integre edebilir miyiz? Leibniz 1695°te
L’Hospital’a sordugu “Tam say1 mertebeden tiirevler, kesirli mertebeden tiirevlere
genellestirilebilir mi?”” sorusu kesirli diferansiyelin dogum tarihi olarak gdsterilebilir.
Leibniz’in kesirli tiirevler ilizerine ortaya attigi bu soru, 300 yildan daha fazla bir
zamandir ilizerinde calisilan bir konu olmustur. Leibniz’in yani sira Liouville,

Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Grunwald ve



Letnikov gibi iinlii birgcok matematik¢i de bu konu tizerinde ¢alismislardir (Loverro

A., 2004).

O gilinden bu yana hizla artan bir bigimde, kesirli diferansiyel denklemler bir¢ok
fiziksel siireclere uygulanmistir ve incelenen fiziksel siiregleri ¢ok daha iyi
betimleyen sonuclar elde edilmistir. Viscoelasticity, akiskanlar, elektrokimya, fraktal
stirecler, bir¢ok diflizyon siirecleri ve benzeri konular bu uygulamalar arasinda yer

almaktadir.

Kesirli hesap tekniginin matematik uygulamalarinin ¢ogu 20.yy. bitmeden ortaya
koyulmustur fakat miihendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici basarilar
elde edilmesi ancak gectigimiz yiizyil igerisinde gerceklesebilmistir. Su var ki kesirli
diferansiyel denklemlerin anlagilmasinin oldukc¢a gii¢ olmasinin yani sira tamsay1

kuvvetli diferansiyellere gore daha dogru ya da kesin oldugu da sdylenemez.

Kesirli hesabin tanimlar1 ve kullanimimi anlamak i¢in bazi matematik tanimlarin iyi

bilinmesi gerekmektedir”.



2. MATEMATIKSEL ONBILGILER

Laplace doniisiim teorisi ve 6zel fonksiyonlar (6rnegin; gama, hata), kesirli analizin
gelisiminde Onemli bir role sahiptir. Bunlarin yanisira, kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde, Dawson fonksiyonu ve Mittag-Leffler
fonksiyonu kullanilmaktadir. Bu yiizden, oncelikli olarak, bu temel matematiksel

araglarin tanimlar1 ve 6zelliklerini incelemek yerinde olacaktir.

2.1. Laplace Doniisiimleri

Matematikte sinir  deger problemleri dahil diferansiyel denklemleri ¢gozmekte
ve olasilik teorisinde, miihendislik alaninda, zamandan bagimsiz dogrusal sistemleri
modellemekte kullanilan 6nemli bir doniisiimdiir. Genel anlamda bir fonksiyonun
tanim kiimesini zamandan frekansa cevirir. Zaman tanim kiimesinde ¢dzmesi zor
olan diferansiyel denklemler frekans tanim kiimesinde daha basit cebirsel
denklemlere doniistiiglinden diferansiyel denklemleri ¢6zmekte kullanilirlar. f(s);
asagida gosterildigi gibi, e "StF(t) ’nin, 0 ve sonsuz araliginda integralinin alinmasi

ile bulunur:

[o e}

£(s) = LIF(D)} = f et F(t)dt

0

Bu tanimi birgok yararli 6zellik izlemektedir. Bu oOzellikler Cizelge 2.1.°de

verilmektedir.

Ters Laplace doniisiimii F(t) = L™{f(s)} , karmagik diizlemde degerlendirilmesi

gereken bir ters integral ile tanimlanir:

" a+jb
F(t)z—,lirg0 f eStf(s)ds

2mj b
a—jb



Doéniisiim islemlerini basitlestirme amacli olarak, zaman (t) ve frekans (s) bolgeleri
arasinda gecis yapmak icin Laplace doniisiimii ¢izelgeleri kullanilmaktadir. Cizelge
2.2.’de, baz1 Laplace fonksiyonlarin doniisiimlerine dair kisa bir liste verilmektedir.
Cizelge 2.2.; Laplace doniisiimiiniin, Cizelge 2.1.’in son iki satirinda verilen

Olgekleme ve Oteleme Ozelliklerinden yararlanilarak, kolaylikla elde edilebilir. Daha

kapsamli cizelgelere pekgok kaynaktan ulasmak miimkiindiir.

Cizelge 2.1. Laplace doniisiim iglemleri
F(t) f(s)
F(t) f e StF(t)dt
0

aF (t) + bG(t)

af(s) +bg(s)

j dtn—lf dt,_, ...fF(tO)dt0
0 0 0

P =0 sF(s) = F(0*)
pr(ey = EE0 $2£(s) = SF(0%) = F'(0%)
s"f(s) —s"IF(0%)
F™ (o) —s"2F'(0%) — -
_ F(n—l)(0+)
g 1
fF(T)dT ;f(s)
0
t T 1
ij(r)dr dr S—Zf(s)
00
fffF(/l)d)l drdt S%f(s)
o 00
t tn-1 th—2 t1 )
[ dtus 0
0




Cizelge 2.1. ( Devami ) Laplace doniisiim islemleri

F(t) f(s)
f Fy(t — DF,()dr f()f(5)
1
—F(t/c),c>0 f(cs)
e™F(t) fs—a)

Burada, n bir tamsay1; a, b ve ¢ de birer sabittir. F(0) sembolii, t sifira sagdan
yaklagirken F (t)’nin limit degerini, F'(t) ise tiirevini gostermektedir.

Cizelge 2.2. Kesirli analizde kullanilan Laplace doniigiim ¢iftleri

f(s) F(t)
1 5(t)
2z M forn=123..
sn (n-1)!
L " k>0
sk (k)
1 1
Vs Vrt
t
S 2 |z
1 1
5 S
e =] e
1 1
—e™Vs erfc —]
¢ f 24/t
1 1 1
—e Vs ——exp [——]
Vs it 4t
1 t 1 1
e ol 3]
5372 j;exp i erfc G




Cizelge 2.2. ( Devam ) Kesirli analizde kullanilan Laplace doniisiim ¢iftleri

f(s) F(t)
1 T,
N ﬁ—e erfc[vt]
1
m eterfc[Vt]
1
ey 1= eterfel]
eV e /M t+1 1
N 7 —e erfc[\/f+2—ﬁ]
s 1
e t+1 -
\/E(\/§+1) e rerfc [ﬁ+2ﬁ
f(s) F(t)
e_\/g 1 t+1 1
WD) erfc[z—\/z]—e erfc[\/f+2—\/z]
1 et
Vs +1 ﬁ
1
svs+1 erf\/f
1
5G-D eterft
1 2
Vs(s + 1) gt
% T
— = + eterft
Vs 12
o et




Cizelge 2.2. ( Devam ) Kesirli analizde kullanilan Laplace doniisiim ¢iftleri

f(s) F(t)
1
s(s—1) et -1
1 t
$3/2(s — 1) eterf(vVe) -2 |
1 t 2
(s + 1) 2 \E — JpdawVt

Burada I'(x) = fome‘“ux‘ldu , erfc(x) =1—erf(x), erf(x) = \/%foxe‘“zdu

daw(x) = e~ [Ye¥du , ve &(t) ise t#ty ve [ 8(t—ty)dt=1 igin
6(t — ty) = 0 ile tanimlanan Dirac delta fonksiyonudur.

Ormegin, Ruel Churchill’in islemsel matematik [2] iizerine olan kitabma ya da
Roberts ve Kaufmann’in “Laplace Dontlisiimii Cizelgeleri” [3] kitabina bakilabilir.
Bu Laplace doniisiimiinii kesirli analize tasimadaki ana unsur; frekans yani s
bolgesinde, irrasyonel fonksiyonlar yani s ’nin kesirli kuvvetlerini igeren
fonksiyonlar i¢in déniisiim ¢iftlerinin bulunabilirligidir. Ornegin, /s ’yi iceren bazi
integral ifadeler, yayimlanan ¢ogu Laplace doniisiimii ¢izelgesinde bulunurken, pek

¢ogunda da bulunmamaktadir.

Bu boliimde, kesirli analizde en faydali olabilecek doniisiim ciftlerinden bazilarinin
ozellikleri incelenecek ve listelenecektir. Bu ifadeler, 2. mertebeden ve diger kesirli
diferansiyel denklemlere karsilik gelen transfer fonksiyonlarinda olduk¢a sik
goriilmektedir. Cizelgelerde; gama, hata, Dawson ve Mittag-Leffler gibi 6zel
fonksiyonlar siklikla yer aldigindan, bu fonksiyonlarin tanimlarini ve 6zelliklerini

0zet halinde incelemek yerinde olacaktir.



2.2. Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonunun, ileri matematikte uygulamasi olan pekgok gosterimi

bulunmaktadir. Integral gosterimi agagidaki gibidir:

I'(x) = j e “u*1du

0

I'(x)’in sifirla sonsuz araligindaki grafigi (Sekil 2.1), minimum degeri x = 1.46’da
yaklagik 0.885 olan yukar1 konkav bir fonksiyona isaret etmektedir. x sifira

yaklagirken ve x sonsuza dogru artarken gama fonksiyonu sonsuza yaklasir.

Gama fonksiyonunun integral gosteriminden;

F'x+1) = f e *u*du
0

yazilabilir ve kismi integrasyon ile;
Fx+1) =[(—e *“uM)]y — f (—e ¥)xu*"1du
0

oldugu gosterilebilir.
Koseli parantez i¢indeki terimin limitleri degerlendirildikten sonra ise,
I'x+1) =xI'(x)

sonucuna ulasilir. Bu yineleme iliskisi x’in tam degerleri i¢in faktoriyel islemini

tanimlamak tizere kullanilabilir, ¢iinkii ['(1) = 1 dir.



Boylece, bir n sayisi i¢in,
'n+1) =nl'(n) =n!

yazabiliriz. Boylece, gama fonksiyonunun integral gosterimi; kesirli degerler i¢in de

faktoriyel hesab1 yapmay1 miimkiin kilmaktadir.

Ornegin;

Burada I'(1/2) degerini bulmak igin,

0

belirli integralini kullandik, ¢linkii

(0] [00]

r1/2) = f e Yu~Y2dy = Zf e'dy =1

0 0

Gama fonksiyonu i¢in alternatif bir tanim kullanabiliriz:

X

1 nl'n
() = noox(x + D(x +2) . (x + 1)
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Bu tanim, x > 0 i¢in integral gosterime esdegerdir. Bu tanim gostermektedir ki;
x = 0 ve tiim negatif tamsayilar (x = —1,—2,—3,...) haricinde gama fonksiyonu

x < 0 i¢in tanimlanabilir.

Boylelikle, hem negatif hem de pozitif x degerleri i¢in tanimlandiginda, gama
fonksiyonunun grafigi (Sekil 2.2), herbiri ya yukar1 ya da asagi konkav olan ve
herbiri ya bir minimum ya da bir maksimum degere sahip olan, birbirini izleyen

boliimlerden olusur. Simdi yineleme iligkisini kullandigimizda,

esitligini yazabiliriz.

20n

144

r(x)

Sekil 2.1. x > 0 i¢in gama fonksiyonu grafigi



10r

r(x)

11

.2-‘
.4-
st
8k
A0 L ‘ ; ‘ : =
$ 4 4 2 9 0 1 2 3 5
X

Sekil 2.2. Pozitif ve negatif x degerleri i¢in gama fonksiyonu I'(x) grafigi
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x’in tiim miimkiin negatif degerlerinde faktoriyel ve gama fonksiyonunu bulabiliriz.

Ornegin;

S (-1/2)

3)- r(-1/2)

2 4
CT I A

<
(-5
<
<

S e s (R

Gama fonksiyonu, s’nin kesirli kuvvetlerinin ters Laplace doniisiimlerinin
bulunmasinda merkezi bir rol oynar. Ornegin; n bir tamsay1 olmak iizere, F(t) = t"

fonksiyonunun Laplace doniigiimiiniin standart ifadesini diislinelim:

L{t"} =

sn+i
Bu ifadeyi, n’nin tamsay1 olmayan degerleri i¢in asagidaki sekilde genisletebiliriz:
F(t) = t* olsun.

Laplace doniisiimii tanimini kullanarak

L{t*} = f e Sttxdt

0

ifadesini elde ederiz.
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u = st aldigimizda ise

e xdu_ 1 X
e (;) o = ot e “u*du
0

1
0
seklinde yazabiliriz ya da

x+1
L{t"}=%,x> -1

diyebiliriz. Eger, 6rnegin, x = —1/2 alirsak

7=

=075

olur ve s71/2 i¢in ters Laplace déniisiimiinii

seklinde buluruz.
2.3. Hata Fonksiyonu

Hata fonksiyonunun ortaya c¢ikisi, bir boyutlu 1s1 transferi probleminin ¢dzimii
hakkindaki tarihsel tartigmanin ilk zamanlarina dayanmaktadir. Gama fonksiyonu
gibi, hata fonksiyonu da bir integral ile tanimlanan 6zel fonksiyonlar sinifindandir.
Hata fonksiyonu; olasilik teorisi, diflizyon ve 1s1 transferi konular1 agisindan énem

tagimaktadir.

Hata fonksiyonu su integral ile tanimlanir:
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2 X
erf(x)zﬁfe‘uzdu —0<x <
0

Hata fonksiyonunun x =0 ve x = oo ’daki degerleri, fonksiyonun tanimindan,

asagidaki gibi kolaylikla bulunabilmektedir:

0
2 2
erf(0) = ﬁj e Wdu=0
0

20 . 1 r(1/2)
erf(oo) = —f e Wdu = —f e Vv 1/2qy = =1
V) V) Vm

Tamamlayic1 hata fonksiyonu ise soyle tanimlanir:
erfc(x) = if e~ du
Vv
X

Bu tanimi sdyle yazmak da miimkiindiir:

co X
2 2 2 2
erfc(x) = —f e “du ——je‘u du
V) V)

Boylece ifade, erfc(x) = 1 —erf(x) ifadesine indirgenmis olur. Bu da erfc(x)
fonksiyonunun  Ozellliklerinin, erf(x) fonksiyonun o6zellikleri cinsinden

yazilabilmesini saglar.
erf (x) ve erfc(x) fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 2.3’te verilmektedir.
Hata fonksiyonunun kuvvet serisi gosterimi, iistel fonksiyonu kendi kuvvet serisi

cinsinden genisleterek ve sonrasinda toplama ve integrasyonun sirasi degistirilerek

elde edilebilir.
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Bu, yakinsak bir kuvvet serisi i¢in gegerlidir ve terim terim integrasyon sonunda

asagidaki seri gosterimi elde edilir:

2 o (—1)x2n+1
) =— > —=—— | |x|<
erf(x) 7= 0 @t D |x| < o0
n=

Tamamlayic1 hata fonksiyonunun asimptotik seri ag¢ilimi, x’in biiyiik degerleri igin,

tekrarl bir kismi integrasyon ile elde edilebilir:

e

x2
Jrx

erfc(x)~

- 1.35...2n—1)
1+ Z(—l)n ) , X > 00
n=

Hata ve tamamlayici hata fonksiyonlari, siklikla, 1s1 ya da difiizyon denklemlerinin

Laplace doniisiimii ¢oziimleri esnasinda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu durumlarda, v/s

ya da e~ Vs igeren doniisiimler bulunmaktadir.

Basit bir 6rnek olarak,

R
sVvs+a

ifadesini ele alalim. Burada a bir sabittir.

Ustel teleme teoreminden biliyoruz ki;

L{e®F(0)} = f(s —a)

Onceki 6rnekten biliyoruz ki;




esitligini elde etmistik ve integrasyonun Laplace doniistimii,
t

1
L fF(T)dT =;f(s)

0

seklinde yazilabildiginden,

1 g e %t
L"l{ } = f dr
svVs+a J VrT
olur. Eger u? = at alirsak, 2u du = a dt olur ve degisken degistirerek,

Vat

Vat
1 2udu 2
—j e‘”Z( ) = e " du
N ) at Jrma )

ifadesini elde ederiz. Bu ifade de son olarak, asagidaki gibi yazilabilir:

L—1{ 1 } — %erf(\/a)

sVvs+a

16
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25

erf (x)

05F

r(x)

erfc(x)
Q.5

-1.5F

L% ]
=
=
-
-
-
=
-

Sekil 2.3. erf (x) ve erfc(x) fonksiyonlarinin grafikleri

erf(—x) = —erf (x) oldugundan erf(x) tek fonksiyondur; fakat erfc(x) tek
fonksiyon degildir. Ciinkii; erfc(—x) = 2 — erfc(x) esitligi elde edilmektedir.
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2.4. Dawson Fonksiyonu

Dawson fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

X
daw(x) = e~ f e’ du

0

Dawson fonksiyonu,
daw(—x) = —daw(x)

esitligini sagladigindan tek fonksiyondur ve asagidaki kuvvet serisi gosterimine

sahiptir:
daw(x) = 2x3 N 4x5
aw(x) = x —— T
" (2x2)k
d —x )
aw(x) * Lk D)

Burada (2k +1)! = 2k +1)(2k —1)(2k — 3) ...5.3.1 ve biyik x ‘ler igin,

daw(x) su asimptotik seri ile gosterilebilir:

Dawson fonksiyonunun grafigi Sekil 2.4’te verilmektedir.
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09

T

0.8

0.7

06

0.5

daw ( \';)
04F
0.3F
daw (x)

0.2

01F

Sekil 2.4. daw(x) ve daw(&) Dawson fonksiyonlarinin grafikleri
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Dawson fonksiyonu, x = 0.924°te 0.541 degerinde bir maksimuma sahiptir. Dawson

fonksiyonunun Laplace doniisiimii,

1 bt
L‘l{ } = f dt
svVs—b J VT
ifadesinden yola ¢ikarak elde edilir.

u? = bt alindiginda 2udu = dt olur. Yukaridaki ifadede yerine konuldugunda,

Vbt
L‘l{ ! }— 2 fe“zdu
svs—b>b \/bno

ifadesi elde edilir.

L™ Yf(s + b)} = e P'F(¢t) oldugu i¢in,

Vbt
1 2 2 2
Lt = e bt | e¥du=-—dawVbt
{\/E(s + b)} Vbr , Vbr
seklinde yazabiliriz. Boylece,
Vb

L{dawvbe) = Y2 Y0

2 \s(s+b)

ifadesini elde ederiz. Bununla birlikte,




21

oldugu i¢in, ayn1 zamanda

Lf Vs )1 2V
: {<s+b)}‘m v bt

ifadesini elde ederiz.
2.5 Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu, kesirli analizde énemli bir role sahip iistel fonksiyonun
bir genellemesidir. Fonksiyon, Oliver Heaviside (1850-1925) ile aym yillarda
yasamis olan Iskandinav matematik¢i G.M. Mittag-Leffler (1846-1927) tarafindan

gelistirilmistir.

Mittag-Leffler Stockholm’de dogdu ve 1872°de doktorasini aldigi Uppsala
Universitesi’nde egitim gordii. Giiniimiizdeki adi Stockholm Universitesi olan,
Helsinki Universitesi’ne profesor olarak atanmadan énce Avrupa’nin pek¢ok yerinde
calisti. Eliptik fonksiyonlar ve karmasik degiskenler iizerine olan calismalarinin
yanisira, Mittag-Leffler, niifuzlu bir dergi olan Acta Mathematica’nin [4] kurucusu
ve bas editdrii olmas1 yaniyla taninmistir. Editor olarak, giiniimiizde “kesirsel analiz”
olarak tabir edilen konuda onemli katkilar1 olan Cantor ve Poincaré gibi pekcok

matematik¢inin ¢alismalarini desteklemistir.

Ustel fonksiyonlarm, birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin dogal
cozlimleri olmas1 gibi, Mittag-Leffler fonksiyonlar1 da kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleridir. Bununla birlikte, bir diferansiyel denklemin
kesirsel mertebesi 1’e yaklastikca, Mittag-Leffler fonksiyonu iistel ¢6ziime yakinsar.
Mittag-Leffler fonksiyonunun bir ve iki parametreli gosterimleri asagidaki gibi

yazilan bir kuvvet serisi ile tanimlanabilir:
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E (x) = ;m (a >0)

oS £k
Ea’ﬁ(X):kzzom ((X>O,ﬁ>0)

Burada a ve  parametreleri sadece gama fonksiyonu iginde goriinmektedirler. iki
parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu, 1953’te R.P. Agarwal [5] tarafindan ileri
stirlilmiistiir.

Eyp(x)'nin  bir tam fonksiyon (Ornegin, karmasik diizlemin heryerinde
tiirevlenebilir) olmasina ragmen, bu calismada sadece reel degerler kullanilacaktir.

Dikkat edilmelidir ki; E, 5(0) = 1.

Mittag-Leffler fonksiyonu, parametrelerinin belli degerleri i¢in bilinen fonksiyonlara

indirgenir.

Ornegin;

E()—io 2 —wak—x
W= Tk+ ) Lk T

xk )
Eijp.(x) = kzzom = e* erfc(—x)

£, () i xk 1 i xk+1 e* -1
1,2 xX) = - = — ' =
o I'(k+2) X & (k + 1)! X

ka

, 2 x2k >
Eyq(x*) = ,Zom = ;(Zk)! = cosh (x)

E,,(x?) = i x2k B i x?*  sinh (x)
220 = L T2k +2)  Li@k+1D! | «x
k=0 k=0
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x > 0 icin bu fonksiyonlarin grafikleri Sekil 2.5’te verilmektedir.

Mittag-Leffler fonksiyonunun ©nemli bir karakteristik 6zelligi, asimptotik
davranigidir. Argiiman x i¢in x < 0 olmasi durumunda, Mittag-Leffler fonksiyonu

monoton olarak azalir. Ozellikle x’in biiyiik degerleri igin,

a 1
Ea,a(_x) = F(l—— (Z)F a+1

a 1
Eqp(—x) = Tw—ax ° *a
E,.(—x) ! ! + 1
I E T T yx ¢

yazabiliriz. Bununla birlikte,

( x
1-— 0t
r+a) 7
Ea,l(_xa) = 9
x—a
\ F(l - a) x—®
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2
e* erfc (x)

25F

15
[ cosh(x)

sinh(x)/x

0.5F

Sekil 2.5. Secilen Mittag-Leffler fonksiyonlarinin grafikleri

Mittag-Leffler fonksiyonunun, iistel fonksiyona (e™*) ve hatta “gerilmis” {stel

fonksiyona (e_&) gore daha yavas azalmasindan ya da , bir diger deyisle,
Mittag-Leffler fonksiyonu grafiginin uzun egrisi bu davranis sebebiyledir.Bu

davranisin bir 6rnegi Sekil 2.6’da gosterilmektedir.
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<
o

Sekil 2.6. Ey j,(—Vx) = e*erfc(Vx)

Asagida, analizimiz icin gerekli olan, Mittag-Leffler fonksiyonlar1 arasindaki birkag
faydali iligki, kanitlar1 verilmeden listelenmektedir. Bu iligkiler cogu durumda, direkt

olarak fonksiyonun tanimindan elde edilmektedir.

Mittag-Leffler fonksiyonu, matematiksel fonksiyonlarla ilgili pekcok standart
elkitabinda tanimlanmamaktadir. Bununla beraber, Ahmed Zayed’in “Fonksiyon ve
Genellesmis Fonksiyon Doniisiimii Elkitab1” nda [6] ; Igor Podlubny’nin “Kesirli
Diferansiyel Denklemler” kitabinda [7]; Alberto Carpinteri ve Francesco
Mainardi’nin editorliigiinii yaptig1r “Stirekli Ortamlar Mekaniginde Fraktallar ve
Kesirli Analiz” konulu monograf [8] ve A. Erdelyi’nin editorliigiinii yaptig “Yiiksek
Transandantal Fonksiyonlar” serisinde [9], Mittag-Leffler fonksiyonu ve dzellikleri

detayli bir bicimde incelenmektedir. Gorenflo ve digerlerinin makalesinde [10] ise
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E,p(z)  Mittag-Leffler ~ fonksiyonu ve tiirevlerinin  niimerik  olarak

degerlendirilmelerine yonelik algoritmalar bulunmaktadir.

Iki-parametreli Mittag-Leffler fonksiyonlarinin arasindaki iki énemli iliski asagida

gosterilmektedir.Birinci olarak,

Eqp(x) + Eqp(—x) = 2E4 g (x?) ve
Ea,ﬂ (x) — Ea,ﬂ (—x) = ZXEZa,a+[>’ (xZ)

iliskisi vardir. Ornegin;

E1,1(x) +E; (—x) = 252,1(352) ve
E1,1(x) - E1,1(_x) = Zsz,z(xz)

2coshx = e* + e ™* ve 2sinhx = e* +e™™*

formiillerine karsilik gelir.Ikinci olarak,

1
Eqp(x) = TR + XEq a4 (x)

iliskisi vardir. Ornegin, @ = § = 1/2 i¢in

E1/2,1/2(x) + xEq 3, 1(x)

F(1/2)

x = —/t olsun. ['(1/2) = v ile birlikte

1
E —Vt) =—=+VtE; 51 (—Vt
v o(V) = = +VE By (V)
olur. Bu ifadeyi de asagldaki gibi yazmak miimkiindiir:

\}—El/21/2( VE) ==~ Eipaa(- ‘/_)——— e‘erfe(Vt )
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Benzer sekilde, a = 1 ve f = 1/2 igin,

1 1
ﬁEm/z(—t) = ﬁ — Wt Ei3/2(—t)

ifadesini elde ederiz. Bazi uygulamalarda, Mittag-Leffler fonksiyonunun tamsay1
mertebeli tiirevi ve integrasyonu da 6nemli olmaktadir. Bu durumda, asagidaki iliski

kullanilir:

d
Eup (x) = BEa,,B+1(x) + axaEa,B+1(x)

Ornegin, a = § = 1 alirsak,

d
Ei1(x) = BE1,(x) + xaELz (x)

olur. Mittag-Leffler fonksiyonu tanimimi kullanarak bu denklemin ispatini

yapabiliriz:
1 d 1
ex——[ex—1]+x—[—(ex—1)]
x dx Ix
1 1
X =Zfe* —1]=Z[e¥ —1] + e*
e¥ = —[e¥—1]-~[e" — 1] +e
e* =e*

Bu iligki soyle de yazilabilir:

d
Tx [Ea ()] = [Eqp-1(x) — (B — 1)Eq p(x)]/ax

Ornegin, a = = 2 alirsak,
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sinhv/x
Vx

[Ez,l(x) - Ez,z(x)] _ cosh/x —
2x B 2x

d
dx [Ez,z (x)] =
olur. Bunun da ispat1 E, , (x)’nin adi tiirevi alinarak yapilabilir. Clinkii

sinhvx
Vx

E;» (x) =

Ayrica,

d p
(&) (5715 pe)] = 9771y )

yazabiliriz. Burada p, herhangi bir pozitif tamsayidir. Bu denklemde, a = f = 2

olarak alirsak ve yanisira birinci tiirevi (p = 1) alirsak;

d
dx [XEz,z (xz)] = E2,1(x2)

olur. Hiperbolik siniis ve kosiniisii denklemde yerine koydugumuzda,

d | sinh(x)
—|x
dx X

= cosh(x)

cosh(x) = cosh(x)
0zdesligini elde ederiz. Mittag-Leffler fonksiyonunun seri gosteriminin, terim terim

integrasyonu;

t
fEa,B(lTa)TB_ldT =tPE p1 (1%, B> 0

o
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ifadesini verir. Ornegin, @ = g = 1/2 igin,

t
1

J‘EE1/2,1/2 (ﬂ\/?)df = \/EE1/2,3/2 (/1\/?)

o

elde edilir.

Bir ve iki-parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii, birbiriyle
iliskili ve ¢cok 6nemli olan, ii¢ tane, has olmayan integral tanimlar. Bu integralller

asagida verilmektedir:

r 1
t~1/2g +a+/t)e Stdt =
| €2 (FaEe st = —

0
f tPF=1E, p(Fat¥)e stdt =
0

s®+a

a
f E,(+at®)e Stdt =

0

s(s®+a)

Son formiil, asagida verilen yoldan kolaylikla elde edilebilir: Once tek parametreli
Mittag-Leffler fonksiyonunun kuvvet serisi tanimin1 Laplace integralinde yerine

koyalim. Boylece,

[o e}

° ayk
! Z F((i(;i—t-l—)l)e_“dt

k=0

ifadesini elde ederiz. Sonra integrasyon ve seri toplaminin sirasini degistirelim.

Boylece,
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o)

ak ,—st
LTk + 1) ) tede

ifadesini elde ederiz. Simdi de

[(ak +1)

Sak+1

L{t%} =

ifadesini kullanalim. Boylece,
ey
S s«

k=0
geometrik serisini elde ederiz ki; o da,
la/s*| <1 yada s > |a|Y* icin,

1 1 15
s1+ (a/s%) ssata

toplamini verir. Boylelikle,

LEq(£at®) = —

yazabiliriz. Dolayisiyla burada, s ‘nin tamsay1 kuvvetlerini iceren listel fonksiyon
icin Laplace doniisiim ciftlerinin; donlisim parametresi s’nin kesirli kuvvetlerini
iceren Mittag-Leffler fonksiyonlarina dogal bir acilimini gérmiis oluyoruz.

Bu durum, Cizelge 2.3.’te verilen, s ve +/s’yi iceren Laplace doniisiim giftleri

listesinde 6rneklerle ortaya konulmaktadir.



Cizelge 2.3. Laplace doniistim ciftleri
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f(s) F(t) f(s) F(O)
1 1 L
s+a ¢ Vs+a \/EE1/2,1/2( at)
1 1 — e-at 1
sGra | "o | (B+e) Bra(=at)
1 1 1 1
Gt @€ TU D {(Gra) 7 (1= Eipa(=avt))
1 » 1 ;
Graor e ray |A+200E(-avt) — 2a |-
1
SZ-I-;QZ cos at - faz ﬁEl’l/z (—a?t)
1 1 1 ,
S+ ) E(l — cos at) D) VEE, 3/, (—a?t)

Benzer sekilde, E,(—at) Mittag-Leffler fonksiyonunun kuvvet serisi gdsteriminin

terim terim tiirevi alinacak olursa, asagidaki iligki ortaya c¢ikar:

dt

@ By (~at®)] = —at™E, 4 (—at®)

Yukaridaki Laplace doniisiimlerinden bu Mittag-Leffler fonksiyonlar1 i¢in olanlar ve

adi tiirevin Laplace doniisimii L{F'(t)} = sf(s) — F(0") (bkz. Cizelge 2.1.)

kullanilarak, bu iliskinin Laplace bdlgesinde ispat1 yapilabilir.

Dolayistyla,

L{Eq(=at®)} =

elde edilir.

a—-1

s*+a
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1

L{t*E, o(—at®)} = o

oldugu i¢in, yerine koyma ile,

Slsa—ll_Ea(O““):—a[ 1 ]

s*+a s+ a

ifadesini elde ederiz. E,(0%) = 1 oldugu i¢in yerine koydugumuzda da,

s® —a

_1_
s®+a s+ a

elde edilir.

Bu da asagidaki 6zdesligi verir:

—a —a
s*4+a s%+a

. mertebeden Mittag-Leffler fonksiyonlari ile ilgili olarak, cogu Laplace doniisiimii
cizelgesinde bulunabilen erfc\/; gibi 6zel fonksiyonlari igeren, iyi bilinen eslenikler

bulunmaktadir.

Fakat belirtilmelidir ki; Mittag-Leffler fonksiyonlarimin Laplace doniisimii igin
tanimlayici ifadeler o =1/2 ile smurl degildir. Dolayisiyla, doniisiim g¢iftlerini,
geleneksel tamsayl ve yari-tamsayi degerlerin 6tesinde herhangi bir kesirli degere

genisletmek miimkiindiir.

Bu daha genel durumlarin bazilarina dair 6rnekler, kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde yararlanabilecegimiz diger 6zel fonksiyonlarin tanimlart ile

birlikte Cizelge 2.4.’te verilmektedir.
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Bu kesirli mertebeden doniisiim ¢iftleri, matematik modellerimizi adi diferansiyel
denklemlerden kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere genisletirken ihtiyag
duyulacak olan doniisiim ¢iftleridir. Bu temel bilgi ile birlikte, kesirli mertebeden

tiirev ve integral almanin tanimi ve 6zelliklerini incelemeye baslayabiliriz.

Cizelge 2.4. Ozel fonksiyonlari iceren Laplace doniisiim ciftleri

10 0
1 tzx—l
s I'(a)
1 ta—l
(s + ) —at
(s+a)* @) e
a® 1
- 1 aty
S(S + a)“ F(a)Y(a a )
! a—-1 a
s*+a t Ea,a(_at )
SO_’
> o (—ap
s(s® 4+ a) L (—at®)
= a
s(s® +a) 1— E,(—at%)
SlX
s(s —a)? 1Fi(a; 1; at)™
1 a
m tEq144(at)
SO_’
(s—a) t™“Ej1-q(at), 0<a<1
saB i}
s®—a tF 1Ea,ﬁ(ata)
Sa_'B tﬁ_l
(s—a)~ Q) 1F; (a; B; at)

Bagka tiirlii belirtilmedikce, ¢ > 0 ve B > 0 olmak kaydiyla, @ ve [ keyfidir.

Buradaki incomplete gama fonksiyonu, su sekilde tanimlanir:
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X

y(a,x) = fr“‘le‘fdr
0

Dikkat edilmelidir ki; y(a,x) ve onunla yakindan iliskili olan tamamlayict

incomplete gama fonksiyonu,

oo}

I'(a,x) = f 1% le~7dr

X

su denklemi saglarlar:

I'(a) = f 1% le~%dr = y(a,x) + T'(a, x)

0

Dikkat edilmelidir ki; hata fonksiyonu, incomplete gama fonksiyonu cinsinden

asagidaki gibi ifade edilebilir:
1

erf(x) = —vy (—,xz)

ve

B0 = [1+ 2 (5.7

Birlesik hipergeometrik fonksiyon su sekilde tanimlanar:

C (@ x"

1 (C)n !

Fi(a;c;x) = — < x <o

n=

Burada, (a),, ve (c¢), asagidaki gibi tanimlanan Pochhammer sembolleridir:



(@ = % , n=012,..
Ve
(C)p = F(;(—J;)n) , n=01.2,..

Dolayisiyla, asagidaki esitlikleri yazabiliriz:

ex = 1F1(1; 1; x)

E;g+1(at) = F(1;a+ 1;at)

T(a+1)

2 3
erf(x) = \/—%xe 1F (1;§;x )

35
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3. KESIRLI ANALIiZIN MATEMATIKSEL ARACLARI

Bu béliimde, iyi davranish fonksiyonlarin pek ¢ogu ile ilgili kesirli integral ve tiirev
hesabinda gerekli olan araglardan bahsedilecektir. Bu araglar, kesirli diferansiyel
denklemlerin basit orneklerini ¢d6zmek i¢in kullanilacak ve Laplace doniisiim
yontemleri iizerinde yogunlasilacaktir. Ciinkii bu teknikler, siklikla zaman
bolgesindeki baslangic deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilmakta ve bir model
sistemin transfer fonksiyon gdsterimi vasitasi ile, gecici ve siniizoidal kararli hal

davranisin1 tanimlayan bir girdi-¢ikt1 ifadesi saglamaktadirlar.

Kesirli analiz ile ilgili daha fazla bilgi, Oldham ve Spanier [11], Miller ve Ross [12]
ile Igor Podlubny’nin [13] kesirli diferansiyel denklemler kitaplarinda bulunabilir.

3.1. Kesirli integrasyon

Birinci mertebeden kimyasal reaksiyonlari, radyoaktif bozunmay1 ve basit- yiiksek
ve diisiik-gecis filtrelerini modellemek i¢in siklikla kullanilan bir denklem tiirii olan
sabit katsayili, homojen olmayan, birinci-mertebeden bir adi diferansiyel denklemin
¢Oziimiini inceleyelim. Zamanin bir fonksiyonu olan F(t) girdisinin asagidaki

denklemle Y (t) ciktisina bagli oldugunu varsayalim:

dy (t) ~
— A (@) = F(0) @

Burada a ’nin bir sabit oldugu ve Y(t)’nin, t = 0% ’da, Y(0*) ile gosterilen ve
bilinen bir baglangic degerine sahip oldugu varsayilmaktadir. Genel ¢oziim
kolaylikla elde edilebilir. Bunun i¢in, dncelikle, bu denklemin her iki tarafi da

—at

integrasyon faktorii e ?* ile ¢arpilir ve asagidaki ifade elde edilir:

d —at — p—at
e YOl =e"F(1)
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Bu ifadenin integrasyonu ile,

V() = eat j e~ F(r)dr + Y (0+)e® )

0

elde edilir. Bu denklem, Y (0*) = 0 olarak varsayilirsa,

Y(t) = e f e"YF(t)dr (3)

ifadesine indirgenir. Bu ¢oziim, Laplace doniisiimii kullanilarak da elde edilebilir.

Denklem (1)’e terim terim Laplace dontigiimii uygulandiginda,
sy(s) —Y(0%) —ay(s) = f(s)
elde edilir. Bu ifadeyi, y(s)’yi yanliz birakarak yeniden diizenledigimizde ise,

Y(0%)
s—a

v =[]+

ifadesini elde ederiz. Eger tekrar Y(0%)’mn sifir oldugunu varsayarsak, Denklem
(3)’iin Laplace doniisiimii eslenigi, (s —a)™! ve f(s)’in konvoliisyon carpimi

seklinde olur ve

v =1 o)

seklinde yazilabilir.

1
L{e%} = P
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esitligini kullanirsak,

t t
Y(t) = fF(T)ea(t_T)dT = e“th(T)e_aTdT

0 )

—art

ifadesini elde ederiz. Bdylece yine, F () girdi fonksiyonunun e tistel fonksiyonu

at «

ile carpiminin integrasyonu ile e%* ‘nin ¢arpimini igeren bir ¢dziim elde etmis

oluyoruz.

Kesirli analizde, bu konvoliisyon gosterimi genellestirilecektir. Simdi, birinci
mertebeden diferansiyel denklemin, yiiksek mertebelere, asagidaki bicimde, bir

genellemesini yaptigimizi diisiinelim:

Y _ v = Fe
Y =F®

dZ—Y—Zad—Y+a2Y =F(t)
dt? dt
d3y d?y ,dY 5
F—Baﬁ+3a E—a Y=F(t)
ﬂ—4aﬂ+6azdz—y—4a3d’—y+a‘*Y = F(t)
dt* dt3 dt? dt

Bu diferansiyel denklem serisi su bi¢imde yazilabilir:

N -n
Z (N) (—1)" qn lw —F@) (0<n<N) 4)
n dtN-n

n=0

Burada,
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(%)==

ifadesi, her ikisi de tamsay1 olan n ve N i¢in, binomial katsayidir. N, diferansiyel

denklemin mertebesi; n = 0,1,2 ... N ise tek tek terimleri belirten bir indekstir.

Bu diferansiyel denklemler grubuna Laplace donilisiimii uygularsak ve tiim baglangic
kosullarinin sifir oldugunu ( kesirli analizde farkli yollardan yerine getirilebilen bir

kosul ) varsayarsak,

sy(s) —ay(s) = f(s)
s?y(s) — 2asy(s) + a’y(s) = f(s)
s%y(s) — 3as?y(s) + 3a*sy(s) — a®y(s) = f(s)
sty(s) — 4as3y(s) + 6a%s?y(s) — 4a3sy(s) + a*y(s) = f(s)

Bu denklem serisi su sekilde yazilabilir:

i (%) omanstv=m = s)

n=0

Esitligin sol tarafi binomial bir ifade tanimladig1 i¢in, su sekilde yazilabilir:
(s —a)¥y(s) = f(s)
y(s) ’yi ¢ektigimizde ise
1
y(s) = G- f(s)

olur. Konvoliisyon teoremini ve (s —a) ™™ ‘’nin ters Laplace doniisiimiinii

uygularsak,
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L {(s —1a)N} B (Nt N—_11)! et

olur. Denklem (4)’iin genel ¢6ziimii ise asagidaki gibi olur:

(s—f_(sj)w} - [ R

Yo = L_l{ GRS

Bu da, F(7)’nin agirlikli bir iistel fonksiyon ile ¢carpiminin integrasyonunu igerecek

sekilde yazilabilir:

t

Y(t) =e? J —(N Y

e F(t)dt (5)

Burada, denklem (3)’teki ile aymi genel bigim hakimdir, fakat F(7) ile ¢arpim

durumunda olan agirlik faktorii e™** ’dan farkli olarak,

_ \N-1
% gt
ifadesidir. Boylelikle, transfer fonksiyonu N tekrarli koke sahip genel bir adi
diferansiyel denklem ailesi i¢in kapali formda bir ¢oziim elde etmis olduk. Simdi,
tanimlayict denklemimizi, koklerin ve sifir dis1 baslangic kosullarinin ilave
kombinasyonlarint igerecek sekilde genisletmek yerine, a sabitini sifir olarak

alacagiz. Bu durumda genel denklemimiz basit bir sekilde asagidaki hali alir:

dVy (t)
dtN

=F(t) (6)

ve ¢ozlimil de denklem (5) ’te a = 0 ’1 yerine koyarak bulunur:
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t

_ \N-1
Y(t) = I%F(T)df (7)

0

Laplace doniisiimii cinsinden, bu c¢oziimiimiizii konvoliisyon carpimi seklinde

yazabiliriz:

1
Y = ) = L f o)

Bu sonug, F(t) fonksiyonunun N. integrasyonuna denk gelmektedir. Ornegin, pozitif

N tamsayilari i¢in,

t
N= 1, Y() = fF(‘L’)dT

o

N= 2 Y(t)= f f F(A)dAdt

t T A
N=3 Y@= Of Oj of F(w)dwdAdr

t

N=N, Y()= f%F(ﬂdr
0

Matematik literatiiriinde genellikle Cauchy’ye atfedilen ve tiiretilen bu formiil,

N ardisik integrali tek bir integral ile degistirmemize olanak tanir. Bu tek integral de

(t — T)N_l
(N —1)!

ile F () carpiminin integralidir. Bu formiil basit bir 6rnek ile kontrol edebilir.
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Ornegin, F(t) = 1, N = 3 alindiginda t3 /6 sonucu elde edilir.
3.1.1. Riemann- Liouville kesirli integrasyonu

N’nin tamsayr olmayan ara degerleri gozoniine alindiginda, Y (t)’nin Laplace

bolgesindeki konvoliisyon integrali gdsterimini kullandigimizda,

1
y(s) = S f(s)

olur. Fakat Laplace doniisiimii teorisinden biliyoruz ki; N, tamsay1 degerlerle sinirli
degildir. Cinkii k > 0 icin, genellestirilmis, integral olmayan Laplace donlisimi

sOyledir:

v =1

Burada TI'(k) , gama fonksiyonudur. Dolayisiyla, zaman bolgesinde kesirli

mertebeden integrasyon i¢in soyle bir formiil elde ederiz:

F(t— )k

YO = |~

o

F(r)dr (8)

Bu formiil de, baslangic kosullar1 sifir olan,

dky(t)
“are T 0

kesirli diferansiyel denkleminin ¢6ziimiine karsilik gelmektedir. T(N) = (N — 1)!
oldugu i¢in, bu sonug direkt olarak denklem (7)’den de elde edilebilir. Denklem

(8)’de gosterilen konvoliisyon integrali ve onun Laplace doniisiimii gosterimi, kesirli
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integrasyon tanimidir. Tarihsel olarak, kesirli integrasyonun bu tanimi, Riemann ve

Liouville’e [12] atfedilmektedir.

Dikkat edilmelidir ki; kesirli integrasyon, en basit tanimiyla, zaman fonksiyonu F (t)
ile [t*~1/T'(k)] ‘nin konvoliisyon integralidir ve bu integralde agirhik fonksiyonu k

ile degismektedir.

k ‘nin 0 ile 1 arasinda secilen degerleri icin, [t*~1/T'(k)] agirlik fonksiyonunun bir

grafigi, sekil 3.1°de verilmektedir.

Grafiksel olarak goriilebilir ve matematiksel olarak da kanitlanabilir ki, agirlik
fonksiyonu [t*~1/T'(k)]; k — 0 durumunda, Delta fonksiyonu &§(t)’ye ve k — 1

durumunda ise Heaviside birim basamak fonksiyonu u(t) ’ye yakinsar. Dolayisiyla,

t
k=0icinY(t) = f 6(t —1)F(t)dt = F(t)

\(

t t

k=1icinY(t) = fu(t —1)F(t)dt = ]F(T)d‘[

0 o

elde edilir.
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- k=0.20

b k=0.10

1.2 14 16 1.8 2

-

0.2 04 0.6 0.8

Sekil 3.1. [t*~1/T'(k)] kesirli integrasyon agirlik fonksiyonunun grafigi

Bunun

yanisira, eger F(t) girdi fonksiyonunun; t > 0 i¢in 1 ve t < 0 i¢in 0 olan

u(t) birim basamak fonksiyonu oldugunu varsayarsak; k = 1/2 i¢in, tanim,

asagidaki ifadeyi verir:

Y(t) =
0

(G-
T/ —u(r)dt = Of

u =t — 7 olsun. O halde,

Y(t) =

I
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olur ki; bu ifadenin de direkt olarak karsilig1 soyledir:

Y(t) =L Yy(s)}=L"1 {%%} =L {53%} =2 L

Benzer sekilde, k = 3/2 i¢in, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

1 4¢3/2
Y(t ==L‘1{———}-=

Bu ifade, 1 sabitinin 3/2. mertebeden integrasyonuna aittir. Dolayisiyla, Sekil 3.2 *de
de gosterildigi tlizere, bir basamak fonksiyonunun 3/2. mertebeden integrasyonu, u(t)
birim basamak fonksiyonunun tek ve c¢ift integrasyonu arasinda bir davranis

gostermektedir.

Kesirli integrasyona dair ilave Ornekler, Oldham ve Spanier’in [11] kitabinda
bulunabilir. Kitabin 7. boliimiinde, yaygin pek¢ok fonksiyonun yari-integrallerinin
(1/2. mertebeden kesirli integrasyon i¢in Oldham ve Spanier [11] tarafindan ortaya

atilan bir terim) bulundugu cizelgeler vardir.

Ozet olarak; kesirli integrasyon, bir Laplace déniisiimii konvoliisyonu cinsinden

tanimlanmig oldu. Simdi kesirli integrasyonu, (D¢ operator sembolii ile asagidaki
gibi tanimlayabiliriz:

te1

I'a) ’

oD ¥F(t) = F(t) * a>0 9
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s_
1:2)(2 (413) V( Orx )
5F // /
4+
> 3} 2 [Urx)
'cf'

A\

u(t)

1"\7//// —= .
=5 " ; 3 4 5 .

Sekil 3. 2. u(t)’nin tamsayili ve kesirli kuvvet integrasyonu

Burada * sembolii, konvoliisyon islemini isaret etmektedir ve t < 0 i¢in,

te-1
I'(a)

sifir olarak tanimlanir. Dolayisiyla, Riemann-Liouville integrasyonu tanimini su

sekilde yazabiliriz:

1 [ F@
oD; F(t)—r(a)o o (10)
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Buiglem i¢in (D7 % semboliiniin kullanimi, Harold T. Davis [14] ile baslamustir.
Bu sembol; alt indisleri integrasyon limitlerini gdsteren, @ mertebesinden ters bir
operatdor olarak, kesirli integrasyonu simgelemektedir. Laplace doniisiimii

uyguladiktan sonra, bu tanim asagidaki bigimi alir:

1
L DFF O} = /(5)

Bu ifade ise, @ = 1 ve @ = 2 i¢in, sirasiyla, asagidaki, bilinen tamsay1 gosterimlerini

Verir.
t

1
L{ DF'F()} =1L f F(t)dt} = <f()

0

L{ D7?F(t)} =L f f F()dAdt =Si2f(s)
00

Denklem (10)’da verilen integral taniminin bir zayif tekilligi vardir, fakat F(t)

tizerindeki su sartla yakinsayacaktir:
Ft) =0(t*™Y), €>0,t—> 0"
Bu ifade gerektirmektedir ki; zaman sifira yaklastikca, F(t) fonksiyonu t~1 ’den

daha yavas biiyiir. k > —1 i¢in kuvvet fonksiyonlar1 bu sart1 saglar, dolayisiyla,

F(t) = t* icin, asagidaki a mertebeli integral yazilabilir:

t
1
oDF otk = m.f ™®(t —1)* tdr (11)
0

Beta fonksiyonu tanimini kullandigimizda,
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_E@Hﬁﬁ—fuw%l—uwﬂm‘

SO =T )

ve denklem (11)’de u = 7/t ‘yi yerine koydugumuzda, k = ¢ — 1 ve p = « igin,

T(k +1)
D%tk = —————tk+* g >0,k > -1 12
ot Fk+1+a) * (12)

formiiliine ulasiriz. Bu formiil; basamak, rampa veya kuadratic bir fonksiyonun yari-
integrasyonu icin Heaviside operatorii kullanilarak elde edilen sonucu

dogrulamaktadir. Ornegin, denklem (12)’i kullanarak asagidaki ifadeleri buluruz:

_ I'(1) t
D0 = ——— 1/ =2 |-
0=t r'(3/2) T
Ir'2 4 |t3
ODt_l/ztl — (2) £3/2 = 2 |
r(5/2) 3™

I'(3 16 |[t>
r(7/2) 157

Su da aciktir ki; kuvvet serisi ile gosterilebilen her fonksiyonun; integrasyon ve seri
toplam1 islemlerinin yer degistirilmesinin miimkiin oldugu kendi yakinsaklik

bolgesinde, kesirsel olarak integrasyonu yapilabilir.

Cizelge 3.1.°de, kesirsel integrallerin (ve tiirevlerin ) kisa bir listesi verilmektedir. Bu
calismada daha Onceden alinti yapilan kitaplarda [11-13,14], Samko’ya [15] ait
“kesirli integraller ve tiirevler” konulu monografta ve Erdelyi’ye [16] ait ‘“yiiksek
transandantal fonksiyonlar’> konulu elkitabinda, ¢cogu yaygin ve 6zel fonksiyonlarla

ilgili kesirsel integralleri igceren cizelgeler bulunmaktadir.
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3.1.2. Weyl Kesirli integrasyonu

Kesirli integrasyon icin Riemann-Liouville tanimi direkt olarak Laplace doniisiimii
konvoliisyon isleminden gelmektedir. Bu tanim, keyfi bir baslangi¢c noktasindan

baslamak lizere, su sekilde genellestirilebilir:

1

oDy “F(8) = @)

f(t — 1) 1F(7)dr

Bu ifade a mertebesinden bir kesirli integrali tanimlamak i¢in kullanilabilir. Bu
durumda Laplace konvoliisyonu, a = 0 iken Riemann-Liouville kesirli integral
tanim1 ve a = —oo iken Weyl kesirli integrali (ilk olarak Liouville tarafindan ortaya

konulmustur) ile yapilmaktadir.

Integrasyon igin baslangic noktasi segimi, ayni zamanda, modellenecek fiziksel
duruma bagldir (6rnegin, viskoelastisite problemlerinde stress ¢ = 0’da
uygulanabilecegi gibi tiim zamanlarda da mevcut olabilir). Ayrica, baslangi¢ noktasi
secimi, integrallerin yakinsamasi agisindan kabul edilebilir fonksiyonlar kiimesine
kisitlamalar getirir. Son olarak, a = —oo seklinde bir se¢im yapmanin hesaplama

acisindan avantajlar1 vardir.



Cizelge 3.1. Kesirli integral ve tiirev drnekleri (0 < @ < 1)

F(t) oDEF() >0
u(t) —tia
r1+a)
e T(k + 1)tkte
hriza <77

pat t**E1144(at)

In(t) (o) + () - W(l £ o)
Mzt " -

tF=1E, g(ath)

tPEe=1E, 51 q(at®)

tB—leat

r(p)

mtﬁi“_l 1F1(B; B £ «; at)

u(t), birim basamak fonksiyonudur (t > 0 i¢in 1, t < 0 i¢in 0) ve a, k, a, B, u reel

say1 olarak varsayilmaktadir. W(t), digamma fonksiyonudur: W(t) = % [In([‘(t))]

ve W(1) = —y . Burada, y = 0.577215 ... Euler sabitidir. E, g(t), Mittag-Leffler

fonksiyonudur ve F;(a;f;t) ise birlesik hipergeometrik fonksiyondur. Ayni

zamanda, kesirli integral gizelgelerinin kesirli tiirevler i¢in de kullanilabilmesi igin

0 <a<1igin, (DEF(t) = %[ oDE™%F (t)] olduguna dikkat edilmelidir.




a = 1/2 icin istel fonksiyonun Weyl kesirli integralini diisiinelim.

t
1 et

—ooD_l/Z at _—

c T ) =

Eger y =a(t — 1), at =at —y vedy = —adt seklinde alirsak,

_ pri/2gat f et~ y dy
‘ F(1/2) 1/y/a
olur. Simdi,

I'a) = f e Vy*ldy

0

oldugu i¢in,

oo

r(1/2) =fe‘yy_1/2dy
0

dir. Bdylece, su ifadeyi yazabiliriz:

12 eat
- at _—
_oDMPet =

Va

a ) B F(1/2)\/_f

Bunu da su sekilde genellestirebiliriz:

at

—-a,at —
_oth e —F

51



52

Bu da asagidaki tamsay1 mertebeli integral operatdriiniin kesirsel analogudur:

at

D—neat —
a‘l’l

Benzer sekilde, cos at ‘nin Weyl kesirli integrali, a > 0 ve 0 < a < 1 i¢in, soyledir:
—wDf*cosat = a~*cos(at — an/2)

Weyl kesirli integrasyonuna (ve tiirevine) dair detayli bir tanim, Samko
[15] tarafindan verilmektedir ve Weyl kesirli integrallerine dair bir ¢izelge de
Erdelyi’nin [16] monografinda mevcuttur. Ross’un [17] editorliigiinii yaptigi, kesirli
analiz lizerine olan monografta ve Miller ve Ross’a [12] ait kitabin VII. bdliimiinde,
K.S. Miller tarafindan, Weyl kesirli analizine giris niteliginde Ozet bilgi

verilmektedir.
3.2. Kesirli Tiirev

a mertebeli kesirli tiirevin, kesirli integrasyonun ters islemini tanimlamasi beklenir.
Benzer sekilde a, tamsayr degerler aldiginda da adi tlirevin biitiin 6zelliklerini
tagimasi gerekir. Ayrica, tanimin da gerektirdigi ilizere, Laplace doniistimii
bolgesinde, uygun baslangi¢ kosullariyla birlikte s* bigiminde bir ¢arpimsal operator

icermelidir.

Elbette, kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin formiilasyonunda ve ¢ézlimiinde,
Laplace doniisimii operatdr gosterimi anahtar rol oynayacaktir. Kesirli tiirevi
tanimlamamiz i¢in, @ mertebeli bir kesirli integralle tanimlanan Y (t) fonksiyonunu

distinelim.

Y(t) = (D7*F(t) = F(la)f G F@ dt 0<a<l1 (13)
0
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Burada, F(t) bilinen ya da verilen bir fonksiyondur ve Y(t) ise bulunacak olan
fonksiyondur. Bu, integral denklemlerde goriilen klasik bir matematik problemidir
(Abel 1.tip integral denklemi) ve lineer sistemler teorisinde de karsimiza

cikmaktadir.

Bir kesirli diferansiyel operator D¢ soldan uygulandiginda bigimsel olarak,
oDY(8) = (D¢ oDy “F(E)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeyi, su sekilde yeniden yazabiliriz:

F() = oDfY (1)

Bu islem, Laplace doniisiimii bdlgesinde de tanimlanabilir: Once denklem (12) ’nin

Laplace dontisiimii aliriz ve

y(s) = L{ D “F ()} = Siaf(s)

ifadesini elde ederiz. Daha sonra, bu ifadeyi f (s) i¢in ¢6zdiiglimiizde,

f(s) =s%y(s) (14)
elde ederiz.

Simdi, Gorenflo ve Mainardi’nin [18] izledikleri yoldan gidersek ve 0 < a <1

oldugunu varsayarsak, Df ifadesini ortaya ¢gikarmak i¢in ters Laplace doniisiimii

uygulamadan 6nce, Denklem (14)’lin sag tarafini iki sekilde yazabiliriz:

fs)=s [y (52]

si-
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ya da

1 ot
sy () — Y09 + S0

Fs) =+
Birinci durumda; L{G'(t)} = sg(s) — G(0™) ifadesini kullanirsak -burada G(0%),

Y (t)’nin kesirli integralinin baglangi¢ degerini temsil etmektedir ve

G(0Y) = [OD;“‘“)Y@)] ~0

t=o0t

varsayiminda bulunursak bu varsayim, Y (t) tiirevlenebilir ve sinirh ise gegerlidir.

Ters Laplace doniisiimii sonucunda,

d 1 . Y (1)

dt r-a) G-’

F(t) =

ifadesini elde ederiz. Ikinci durumda ise, ters Laplace doniisiimii uygulandiginda,
Y(t)’nin adi tiirevinin kesirli integrali (1 — a mertebeli) ve Y(t)’nin baslangi¢

degerini, 6zellikle, iceren bir terim elde edilir.

Y' (1) Y (0*)t—c
(-0 ) C=F "t Ta-a

F(t) = T

Bu yiizden, kesirli integrasyon igin olan tanimimizi uyguladiktan sonra, kesirli tiirev

i¢in iki ifade elde ederiz. Birincisi,
p dr -a-ao
F©) = oDEY (D) = | oDy Y (©)]

Ikincisi ise,
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Y(0H)t—«

FO = oDFY© = o0 OO+ oy

Bu kismen sasirtict sonug, farkli baslangi¢ kosullari varsaydigimiz igin, aslinda

anlamsiz degildir.

Ayrica, son olarak elde edilen bu iki ifadede operatdr notasyonunun kullanimi ile
ilgili olarak, ilk ifade, tamsay1 tiirev operatérii D = d/dt cinsinden su sekilde

yazilabilir:
oDEY(£) = D[ oDy V¥ (1)]
Ikinci ifade de

a —(-a) Y(0H)t ¢
oDEY (t) = oD, [DY ()] + —F(l )

seklinde yazilabilir. Bu ifadelerde, direkt olarak gozlemlemekteyiz ki; ayni tamsay1
mertebeli operatdrlerde oldugu gibi (6rnegin, D™1D[x] = x + C ve DD~ 1[x] = x,
burada C bir sabittir), D ve (D, (1-a) birbirleriyle yer degistiremezler. Fakat burada

fark bir sabit degil, bir fonksiyondur.

Iyi olan durum sudur: Kesirli tiirev i¢in tamamen yeni bir ifade gelistirmek zorunda
degiliz. En basit tanimiyla, kesirli integrasyon i¢in olan tanimimizi adi tiirevinki ile

birlestiriyoruz.

Kétii olan durum da, baslangi¢ kosullarin1 varsayarken ya da tanimlarken ve kesirli

islemlerin siralarini degistirirken ¢ok dikkatli olmak zorundayiz.
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Ayni zamanda, kullandigimiz integrallerin yakinsakligini kontrol etmek de c¢ok
biiyiik 6nem tasiyor. Bu konular, Gorenflo ve Mainardi tarafindan, bu tanimlar i¢in
detayli bir sekilde ele alinmistir. Yukarida, kesirli tiirev icin ortaya konulan ve
bundan sonra (Df ile gosterecegimiz ilk ifade, Riemann-Liouville kesirli analiz
yaklasimindan gelmektedir. ikinci ifade ise Caputo’ya aittir ve {DE ile gosterilir.

Dolayistyla,

. B 1 Y'(7)
EDEY(t) = 1“(1—a)0 (t_T)adT

Burada Y'(t), zamana gore birinci mertebeden tiirevi gostermektedir.

Kesirli analizin fiziksel problemlere uygulanmasindaki anahtar konulardan biri,
kesirli tiirev i¢in uygun gosterimin se¢ilmesidir. Bu farkin en dramatik yonii, kesirli
tirev i¢cin olan bu formiiller, birim basamak fonksiyonuna uygulandiginda ortaya

cikar.

Riemann-Liouville durumunda,

1
=— yada 0Dtl/zu(t) =

o0 w0} =s[=7] = =
S

1
Vs s vt

Caputo durumunda ise,

1

1
L{%Dtl/zu(t)} = NG [s <;> — u(0+)] =0 yada thl/zu(t) =0

olur. Dolayisiyla, birim basamak fonksiyonunun adi birinci tiirevi, genellestirilmis
bir fonksiyon ya da sadece t = 0’da sifir-dis1 olan &(t) fonksiyonunu veren

fonksiyonlar serisinin limiti olarak tanimlanabilirken; kesirli tiirev, t = 0’da tanimhi
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olmayan kuvvet fonksiyonunu vermektedir. Kesirli tiirev i¢in Caputo taniminin giizel

bir 6zelligi, boylesi iraksak davraniglari ortadan kaldirmasidir.

Bununla birlikte, kesirli tiirevin Laplace donilisimii 6zelliklerini daha detayh
incelemeye baslamadan Once, belirtmek isteriz ki, ¢ > 1 i¢in, tiirev alma mertebesi,
kesirli integrasyonu uygun bir aralikta simirlandirarak, kolaylikla genisletilebilir.
Dolayisiyla m, a’dan biiyiik ilk pozitif tamsay1 olmak kaydiyla, m—1<a <m

icin, su ifadeleri yazabiliriz:

t
dm 1 Y (7)

a —
DY) = T v — | G 4T
o
A\~
(m)(T)
DEY(O) = 7 f e

Dikkat edilmelidir ki; t » 0% durumunda Y (t) ve ilk m tiirevi sifir iken, bu iki tanim

cakisacaktir. Dolayisiyla, bir kuvvet fonksiyonu t* igin, kolaylikla gdsterilebilir ki;

I'(k + 1)tk@
oDEtk = D“k—m t>0,k>—-1,a>0

Diger iyi-davranmigh fonksiyonlar i¢in, Caputo formiilasyonu uygulandiginda
baslangigtaki 1raksak davranimin ortadan kaldirilmasindan dolayi, iki tamim
birbirinden farkli olacaktir. Ornegin, Y(t) = Ae®u(t) iistel fonksiyonunun Y.
mertebeden kesirli tlirevini diislinelim. Burada, A bir sabit, a pozitif bir sabit ve u(t)

birim basamak fonksiyonudur. Ilk durumda, Riemann-Liouville tanimini kullanarak,

-l

L{ oD{/*Ae%} = \/‘[
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yazabiliriz. Laplace doniisiimleri ¢izelgesini (bkz. Cizelge 2.2.) kullanarak,

1 1
DY Ae = 4 ﬁ+ Vaeerf (\/E)] =4 [ﬁEm/z(at)]

ifadesini, hata fonksiyonu ya da Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden yazabiliriz.

Ikinci durumda, Caputo tanimimi kullanarak,

sA
A

1
L{5D}/? e} = . [S -

A] _ al
~ Vs(s—a)
yazabiliriz. Benzer prosediirlerden sonra,

CD}/2 e = AVae erf(VaT) = aAVEE;3a(at)

ifadesini elde ederiz. Mittag-Leffler fonksiyonlar1 i¢in taban o&teleme iligkisini

kullanarak,

+ (at)Ey 3/,(at)

1
Eiq1/2(at) = m

yazabiliriz. Boylece,

A A
—E at) = — + aAVtE at
NG 11/2(at) Ne=s 13/2(at)

olur. Bu da gostermektedir ki; Ae® nin iki kesirli tiirevi, birbirinden 1/+/mt faktorii

kadar farklidir. Bu fark da kesirli tlirevin alternatif tanimlarindan dogmaktadir.

Cizelge 3.1.’de baz1 secilmis fonksiyonlar i¢in kesirli Riemann-Liouville tiirevlerine
dair ornekler verilmektedir. Daha fazlasi, bu ¢alismada daha 6ncesinde alint1 yapilan
kaynaklarda [11-13,15,16] bulunmaktadir ve 6zel fonksiyonlar i¢in olanlar1 ise

Lavoie’ye ait calismalarda [19] listelenmistir.
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Caputo kesirli tiirevlerinin kisa bir listesi, yakin bir tarihte Freed ve digerleri

tarafindan yayimlanan bir NASA raporunda bulunmaktadir.
3.3. Kesirli integrasyon ve Tiirev Alma i¢in Laplace Déniisiimii liskileri

Nedensellik fonksiyonlar1 (6rnegin, t < Oigin F(t) =0 ) i¢in bir Laplace
konvoliisyonu seklinde sectigimiz kesirli integrasyon tanimi; kesirli integrasyon ve
Laplace bolgesinde s~¢ ile carpim arasinda bir uyum saglamaktadir. @’ nin tamsay1
olmayan degerler almasina izin verilmesi, kesirli integrasyona, t > 0 i¢in tanimh
olan t*"1/T'(a) agirhk fonksiyonu cinsinden bir bicimcilik saglar. Bu gosterim

kisaca su ifade ile karakterize edilir:

¢
(t—1)*1

oDF¥Y(t) = L1 {S%Y(S)} = IWY(TMT
0

ya da bir konvoliisyon cinsinden yazacak olursak,

a-—1

WDEY (8) = {m} 40

Ayni1 zamanda, kesirli tiirevin her iki tanim1 da konvoliisyon seklinde yazilabilir:

. dm t(m—a)—l
oDEY (t) = T IF(m — * Y(t)l

yada

tm=®=1  gmy(¢)
*
'm—a) dtm

Cpa _—
ODt—
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Belli bir formiilasyonun se¢imi, deneysel sistemin dogasina baglidir. Cogu dinamik
biyomiihendislik modelleri adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢erdiginden, kesirli
analizin uygulamadaki anahtar basamaklardan biri de adi ve kismi diferansiyel
denklemleri, kesir mertebeli diferansiyel denklemlere genigletmeye olanak taniyan,
fiziksel olarak anlamli ve matematiksel olarak gecerli genellemelerin
gelistirilmesidir. Bu bolimdeki o6nemli bir unsur; kesirli tiirev ve baslangic
kosullariin, diferansiyel denklemin ¢oziimiinde direkt olarak kullanilabilmelerine

olanak saglayacak bir bi¢imcilik igerisinde gosterimlerinin yapilmasidir.

Tamsay1 mertebeli adi tiirevler i¢in geleneksel Laplace doniisiim teorisinde, her sonlu
aralikta Y (M (t) siirekli tiirevlerine sahip, ve hepsinin de iistel mertebesi (yani, M ve
a pozitif sabit olmak kaydiyla, t — oo durumunda Me®" *den hizli biiyiimezler) olan

siirekli fonksiyonlar i¢in asagidakileri yazabiliriz:

L{Y'(£)} = sy(s) —Y(0)
L{Y"(t)} = s*y(s) — sY(0*) — Y'(0%)
L{Y""(t)} = s3y(s) — s?Y(0%) —sY'(0") — Y"'(0%)

L{Y™ ()} = s™y(s) — s" 1Y (0*) — s™2Y’(0%) — s™3Y"(0%) .Y~ (0%)
Bu da su sekilde ifade edilebilir:

dn k— 1Y
L{Y(n)(t) =5 y(s)—z I = St)

0+

Dolayisiyla, Laplace doniisiimii; adi diferansiyel denklemleri, Y (t)’nin t = 0% ’da
hesaplanan (n — 1). tiirevi yoluyla prosese dahil edilen baslangi¢ kosullarini igeren
cebirsel denklemlere doniistirmek icin bir yontem saglamaktadir. Kesirli tiirevin
Riemann-Liouville tanimi i¢in, Laplace doniisiimiiniin direkt olarak uygulanmasi,

benzer bir terimler serisi olusturur. Bu da genel olarak, su sekilde yazilabilir:
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m-—1

L{Y(“)(t)} = s%y(s) — Z gk[ ODf“k‘lY(t)]t:OJr m—1<a<m
k=0

ya da belli durumlar igin,

LY@ ()} = s*y(s) = [ oDEY ()], 0<a<l
L{Y @)} = s%y(s) = s[ oDE2Y O], _oe = [ oDETY(O)],_ s 1<a<2
LY@ ®)}s®y(s) = s*[ oDE2Y )], _ e = s[ oDEPY(®)],_ s —

[ DETTY (O], 2<a<3

Aynen adi tlirevde oldugu gibi, Riemann-Liouville ¢ mertebeli kesirli tiirevinin
Laplace doniigiimii, s% ile doniisiim fonksiyonun ¢arpimindan baslangi¢ kosullarini
igeren bir terimler serisinin ¢ikartilmasini i¢cermektedir. Bununla birlikte, dikkat
edilmelidir ki, bu durumda belirlenen baslangi¢ kosullari; Y (¢t) nin, herbiri t = 0*
zamaninda hesaplanan kesirli integrallerini icerir. Bu baslangic kosullari,
hesaplanmas1 gereken sabitler olarak varsayilabilecegi gibi sifir olarak da verilebilir.
Bununla birlikte, bu gosterim, Y(t)’'nin t =0 zamaninda bir Y(t) baslangi¢
pozisyonu, Y'(t) hizi ya da Y'”(t) ivmesi cinsinden bilinebilecegi fiziksel
problemlerin ¢dziimiinde bilhassa yararli degildir. Ornegin, bu tiir durumlarda, kesirli
tirevin Caputo gosterimi i¢in Laplace doniisiimii daha yararlidir. Ciinkii geleneksel
tamsay1 mertebeli tiirevleri igeren bir seri seklinde yazilabilen, asagidaki gibi bir

baslangi¢ kosullar1 kiimesi verir:

m—1
dky
LESDEY (1)} = s%y(s) — Z ga—k-1 l dtlgt)

k=0 t=0%

Boylece asagidaki gibi belli durumlar igin,

L{5DEY (1)} = s%y(s) — s*~1yY(01) 0<a<l1
L{EDEY (1)} = s%y(s) — s*1Y(0%) — s*72Y'(01) l1<a<?2
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L{GDEY (8)} = s%y(s) — s* 1Y (0%) — s*72Y'(0*) — s*73Y""(0*) 2<a<3

ifadeleri yazilabilir. Dolayisiyla, Caputo tiirevinde, t = 0% ‘da hesaplanan fiziksel
olarak anlamli baglangi¢ kosullarinin direkt olarak yerine konmasina izin veren bir
gosterim vardir. Nasil ki sistemler analizinde geleneksel bir problemi ¢ézmek iizere
Laplace ya da Fourier doniisiimii se¢imi, iizerinde calisilan problemin dogasina ve
varsayilan davranigina bagli ise, kesirli analizde de tiirev bigimciligi se¢imi, fiziksel

probleme, baslangi¢ kosullarina, ve zorlayici fonksiyonlara baglidir.

Son olarak, Podlubny’nin [8] yolunu izleyerek, belirtmek isterizkiim —1 < a <m
olmak kaydiyla, m. tirevi [0,t] araliginda integrallenebilir olan (m — 1) kere
siirekli, tiirevlenebilir Y(t) fonksiyonlar1 (drnegin t* seklindeki kuvvet

fonksiyonlar1) i¢in,
[ DEY(®)],_yr =0 vej=0,12,..,m—1icinY/(0*) =0

seklindeki  baslangic  kosullar1  esdegerdir. Bu  durumlarda, iki tiirev

formiilasyonundan herhangi bir kullanilabilir.
3.4. Kesir Mertebeli Diferansiyel Denklemler

Bu bolimde, kesir-mertebeli bir diferansiyel denklemi ¢ozmek ig¢in Laplace
dontisiimii  yontemlerini kullanacagiz. '2. mertebeden bir kesirli diferansiyel
denklemin sonuglarini, ilgili birinci mertebeden denklemin bilinen Laplace ¢oziimii

ile karsilastiracagiz.

Y (t) yanit fonksiyonu ve sifir olarak verilen bir referans zamaninda uygulanan keyfi
bir girdi fonksiyonu F(t) icin birinci-mertebeden bir adi diferansiyel denklem

diistinelim. Bu problem sdyle yazilabilir:

PO 1 av) = bF (o (15)
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Burada, a ve b pozitif reel sabitler olarak varsayilmaktadirlar. F(t) fonksiyonunun
t = 07 zamaninda basladig1 varsayilmaktadir. Bu diferansiyel denkleme Laplace

doniisiimii uygulandiginda,
sy(s) —=Y(0%) + ay(s) = bf(s)
ifadesi elde edilir. Burada, Y(0%), yanit fonksiyonunun t = 0% ‘daki degeridir.

Ifadeyi y(s) i¢in ¢dzdiigiimiizde, denklem (15)’in Laplace bdlgesindeki ¢dziimiinii

asagidaki bi¢imde buluruz:

7 (16)

Dikkat edilmelidir ki; F(t) =0 ise Y({) = Y(0")e ™ olur ki bu da

denklem (15)’in homojen formunun tamamlayici ¢éztiimiidiir.

Simdi, F,, t = 0 zamaninda uygulanan bir yilikseklik basamagi olmak kaydiyla,
F(t) = Fyu(t) igin,

Y (01) bF, Y(0") bF,[1 1
y(s) = + = + [ ]
s+a s(s+a) s+a als s+a
olur. Bu ifadenin, Laplace donilisiim ¢izelgeleri kullanilarak tersi alindiginda,

basamak girdisi i¢in ¢oziimii asagidaki sekilde verir:
bF,
V() = Y(0Me * +—(1-e™™)

t = 0 ’da baslayan bir girdi olarak genel bir F(t) varsayarsak ve denklem (16)’nin
sag tarafindaki ikinci terimin e™% ve F(t)’nin konvoliisyonu oldugunu dikkate

alirsak, genel ¢6ziimii su sekilde yazabiliriz:
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Y(t) = Y(0H)e * + b f e~ t-DF(7)dr (17)

Simdi, denklem (15)’deki ilk tiirevi, Riemann-Lioville yaklasimindaki bir Y.

mertebeden kesirli tiirev ile degistirirsek, denklemi su sekilde yazabiliriz:

dV/2y (t)

iz T () =bF@) yada DY () + a¥ (t) = bF(t) (18)

Laplace dontigiimiinii uyguladigimizda ise,
Vsy(s) = [ o072V (®)],_,v + ay(s) = bf(s)

ifadesini elde ederiz.

Burada, koseli parantez i¢indeki terim, Y (t)’ nin yari-integralinin baglangi¢ degeridir

ve a¢ilimi asagidaki sekildedir:

~1/2 _ 1 ? 1
LoDV @] e = F(1/2)f N

0 t=0+

Y(t)dt

Simdilik bu integralin varoldugunu ve degerinin bir ¢ sabiti oldugunu varsayacagiz.
Sonra, y(s) i¢in ¢ozersek, denklem (18)’in Laplace bdlgesindeki ¢oziimiini

asagidaki sekilde buluruz:

c b
y©) ==t | =] 9 (19)

Dolayisiyla, yukaridaki denklem, denklem (16)’nin kesirsel eslenigidir ve burada c,

Y (0") baslangi¢ kosulunun roliinii iistlenmekte ve s ise v/s degistirilmektedir.
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Eger oncelikle, zorlayici kuvvetin olmadigt F(t) =0 durumunu disiiniirsek,

y(s) = ¢/(V/s + a), bu kesirli diferansiyel denklemin tamamlayic1 ¢dziimiinii saglar.

Cizelge 2.3.’teki Laplace doniisiim ¢iftlerini kullanarak, ¢6ziimii {istel bir fonksiyon
olarak degil de bir Mittag-Leffler fonksiyonu olarak buluruz. Dolayisiyla,
F(t) = 0 i¢in,

c

Y(t) = 7

E1/2.1/2(—avt) (20)
buluruz ya da bu ifadenin eslenigi olan,

1
Y®)=c \/ﬁ —VaE, ), (—avt)

ifadesini buluruz ki bunu su sekilde de yazmak miimkiindiir:

Y(t)=c \/% - \/Eeazterfc(a\/f)]



66

- 112 1
t E1.'2, 1l M)

14}

1.2F

Y(t)

0.8

06

04F

02

Sekil 3.3 A = ¢ = a = 1 i¢in ¢Ozlimlerin karsilastirilmasi

Bu fonksiyonun, Sekil 3.3’te verilen grafigi gostermektedir ki, fonksiyon, kiigiik t’ler

icin hizl biiyiime gostermektedir ve av/t argiimani arttik¢a, hizli bir bigimde sifira
dogru azalmaktadir. Sekil 3.3’te karsilastirma amaclh olarak, basit bir {istel azalma

grafigi de verilmektedir.

Mittag-Leffler fonksiyonu i¢in kuvvet serisi gosteriminin terim terim kesirli

tiirevlenmesi kullanilarak, gosterilebilir ki,
ODéx[ta_lEa,a(ata)] = ata_lEa,a(ata)

Dolayisiyla, denklem (20)’de verilen fonksiyonun kesirli tiirevi gostermektedir ki;

aslinda, bu fonksiyon, F(t) = 0 i¢in denklem (18)’in ¢6ziimiidiir.
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Bu yiizden, t*'E,,(—at®) Mittag-Leffler fonksiyonu, (D&Y (t)+a¥Y(t) =0
denkleminin ¢oziimiidiir ve dY(t)/dt + aY(t) = 0 adi diferansiyel denkleminde
listel e~% fonksiyonunun oynadig1 role esdeger bir rol oynar. ( Ornegin, her ikisi de

—a Aygen degerine sahip Aygen fonksiyonlaridir.) Ayni zamanda, dikkat edilmelidir
ki,

a = 1igin, t* 1E, ,(—at¥)=e"

Keyfi girdi fonksiyonu F(t) i¢in denklem (18)’in genel ¢oziimiinii su sekilde

yazabiliriz:

F(t)dt (21)

t
c E —avt—1
Y(t) = ﬁEl/Z,l/Z(_a\/E) + bf 1/2'1/3/m )
0

Bu da birinci mertebeden olan denklem (15)’in, asagida verilen genel ¢oziimiiniin

kesir-mertebeli eslenigidir.
t
Y(t) = Y(0*)e % + bf e *E-DFE(7)dr
0

Ayrica, dikkat edilmelidir ki, F(t) = Fyu(t) seklindeki bir basamak fonksiyonu
girdisi i¢in, denklem (19)’den yola ¢ikarak, asagidaki ifadeye ulasiriz:

(s) = c_ . bFy, ¢ +bF0F_ Vs l
ys_\/§+a s(\/§+a)_\/§+a a|s s(Hs+a)

Bu ifadenin tersi alindiginda ise,

c

Y(t) = 7

E1/2,1/2(_a\/f) + bFo‘/?E1/2,3/2(_a\/E)
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ya da

c

e =+

E1/2,1/2(—avt) + % [1 = E1/p(—avt)]

ifadesini elde ederiz. Ayni sonug, denklem (21)’deki basamak fonksiyonu girdisinin,
asagidaki ifade kullanilarak, t~1/2E, /2,1)2 (a\/f) fonksiyonu i¢in, direkt integrasyonu
ile de elde edilir.

t

fEa,B(ﬂTa)Tﬁ_ldT = tPE, p1 (ALY)
0

a=1 ve a=1/2 durumlart i¢in basamak yanitlarinin, ¢ = 0 igin grafikleri

sekil 3.4’te verilmektedir.
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15
(1-e")
1_
- (1-E,, (1))
5
0.5F
0 L 'l L 1 1 1 1 J
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Sekil 3.4.a = b = 1 ve Fy = 1 i¢in ¢oziimlerin karsilastirilmasi

Dikkat edilmelidir ki; baslangi¢ kosulunun degerindeki belirsizlik, Caputo kesirli
tiirevini kullanirsak ortadan kaldirilabilir. Dolayisiyla, 0 < a < 1 i¢in, tanimdan yola

cikarak asagidaki ifadeye ulasiriz:

tY,(T)d = ! *Y'(t
/) Vime vt ©

D%y (b) =

Bu ifadenin Laplace doniisiimiinii aldigimizda ise,

1 1 1
L{5D Y ()} = \/_E\/_\/g [sy(s) = Y(07)] = Vsy(s) - ﬁY(OJ’)
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elde edilir. Bu da su sekilde yazilabilir:

L{DY?Y (1)} = L{ oD}/ ?Y (£)} — lY(O?l
T

N
Burada, Y (0*) baslangi¢ kosulu, direkt olarak goriinmektedir.
Simdi eger,

D2y (t) + a¥ (b) = bF(t)

denklemini, kesirli tiirevin Caputo tanimini kullanarak yeniden diisiinecek olursak,

Laplace doniistimii uyguladiktan sonra asagidaki ifadeyi elde ederiz:
1 -1/2 +
Vsy(s) — NE oDy Y (0] + ay(s) = bf(s)

y(s) i¢in ¢ozdiigiimiizde ise,

oD PIY (01)] IO

YO = e e Vsta

olur. Eger girdi fonksiyonu F(t), sifir olarak verilirse, ve Laplace doniisiim ciftleri

cizelgesine bagvurdugumuzda, asagidaki ¢6ziimii elde ederiz:
Y(t) = AEy /51 [—avt] = Ae¥terfc(avt)
Burada,

A= oDy (0M)]
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tamamlayict hata fonksiyonu, t’nin biiyiik degerleri i¢in, asagidaki asimptotik seri

seklinde agilabildiginden,

e%rfc(t)««i 1_L+ 1.3 _1'3'5+...]
Jmolt  2t3 0 22t5 23¢t7

hemen gormekteyiz ki, t’nin biiyiik degerleri i¢in, bu ¢éziim, A/avmt olarak sifira
yaklagsmaktadir. Bunun yanisira, aynt denklemin, kesirli tiirevin Riemann-Liouville
tanim1 kullanilarak bulunan sonucu, t’nin biiylik degerleri i¢in, asagidaki gibi

davranir:

1
¢ |—= — ae®terfc(avi)~
s

c
Vrt 2a2+/mt3/2

Bu fonksiyonlarin davraniglarini gosteren bir grafik, sekil 3.5’te verilmektedir.
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25¢

2H
(1N(=1)) - E, ,(-+1)
15}
=

1k

0.5} E (")
0D L L ] L 1 L T - |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 a

Sekil 3.5. A = ¢ = a = 1 i¢in ¢Ozlimlerin karsilastirilmasi

Dolayisiyla, gérmekteyiz ki; t’nin biiyiik degerleri icin, her iki fonksiyon da sifira
yaklagir, fakat farkli hizlarda yaklasirlar. Bunun yanisira, gormekteyiz ki;
¢Oziimlerden biri, t sifira yaklastikca iraksamaktadir. Bu davranis, iki farkli

baslangi¢ kosulunu yansitmaktadir:

[ oD 2Y(09)] ve [ oD 2Y (D], _y
Ilk baslangic kosulu, Y(0') baslangic degerinin 2 mertebesinden kesirli
integrasyonudur. Ikinci baslangic kosulu ise, Y (t)’nin, t sifira sagdan yaklasirken

hesaplanan, /2 mertebesinden kesirli integrasyonudur.
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Mekanik sistemlerin ¢ogunda, Caputo formiilasyonu tercih edilmektedir. Fakat
baslangigta biiyiik gecici akimlarin gegebildigi, elektriksel ve elektrokimyasal
uygulamalarda, deneysel durumu Riemann-Liouville formiilasyonu daha iyi temsil

etmektedir.
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4. ZARLARIN KESIiRLi ANALiZ MODELLERI VE ZAR OZELLIiKLERI

Bu boliimde, kesirli mertebe tiirevler ve kesirli mertebe diferansiyel denklemler ile
tanimlanabilen bir biyofizik probleminin 6rnegi olarak sinir uyarilmasinin [20] basit
bir modeli incelenecektir. Oncelikle problemin, analizin standart yaklasimi
kullanilarak ¢6ziimii verilecektir. Sonrasinda, kesirli analiz tarafindan saglanan
genellestirilmis ¢éziimlerin gézlenmis zamana bagl olaylara nasil daha iyi uydugu

gosterilecektir.

4.1. Sinir Uyarilmasi

Sinir ve kaslarin elektrik ve manyetik alan simiilasyonu, 6nemli bir tan1 araci oldugu
kadar, rehabilitasyon miihendisliginde bir tedavi secenegidir. Voltaj veya akim
darbeleri ile sinir simiilasyonunun elektrofizyolojisini anlamanin anahtari, darbe
biiyiikliigii ve siire arasindaki karsilikli iliskidir. “Siddet-siire” egrisi, norofizyolojide

tyice anlasilmis deneysel bir gézlemdir.

Ornegin sekil 4.1°de gosterilen veriler, Lapicque tarafindan kurbaga {izerinde yapilan
bir siyatik sinir simiilasyonu ¢aligmasindan ¢izilmistir. Bu egri, verilen bir sinir igin,
daha kisa simiilasyon darbelerinin, sinir hiicre zarinin hareket potansiyeli olusturma
amaglh olarak esik degerine (Vr) getirmek icin uzun darbelerden daha yiiksek

yogunlukta olmasi gerektigi gergegini ortaya koymaktadir.

Kuvvet-siire egrisinin tam sekli, siiphesiz, simiilasyon tipi ve deneysel model ile
degisir. Bu analiz icin biz, sekil 4.2°deki ideallestirilmis egri dikkate alinacaktir.
Bu egri, simiilasyon olay1 olarak, /,, biiyiikligiinde ve ¢ siiresinde tek bir izole

monofazik depolarizasyon akim darbesi varsayar.

1900 li yillardan baglayarak, bazi arastirmacilar, gozlenen kuvvet-siire egrilerini
tanimlamak i¢in empirik modeller gelistirmislerdir. Bu arastirmacilar tarafindan

sunulan ti¢ tipik model, asagida listelenmistir:
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Ir=Io(1+t/t) (Weiss, 1901)
1
Iy = To—t/r (Lapicque, 1907)
Ir-lToyT/t ( Nernst, 1908)
300

220

200

150

Voltage (volits)

100

50

Pulse Duration (ms)

Sekil 4.1. Kuvvet-siire egrileri

Kuvvet-siire egrileri, Lapicque tarafindan yapilmis bir ¢alismayla ¢izilmistir. Veriler,
kurbagada (rana esculenta) bulunan siyatik siniri ve gastroknemius kas
preparasyonlarindan iki farkli sekilde toplanmistir. Burada sinirin  disiik

sicakliklarda daha kolay uyarildigi not edilmelidir.

Bu esitliklerde, /7, bir hareket potansiyelinin simiilasyonu i¢in gerekli esik degeri
akimidir, /) ve 7, deneysel veriyi olusturacak olan sinirin parametreleri ve
karakteristigidir. Bu esitliklerin hepsi, sinir simiilasyonu i¢in tiim davranisi tanimlar.

Ancak fonksiyonel form, her durum i¢in farkli asimptotik davranis gosterir.
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4.2. Kuvvet-Siire Modelleri
Sinir simiilasyonu i¢in basit bir elektrik devresi modeli, hiicre zarinin uyari

darbesinin baslangicinda calistirilan paralel bir diren¢ ve kapasitoriin ideal bir akim

kaynagina baglanmasi ile temsil edilebilecegini varsaymaktadir.

\ Action Potentba

2 IE
h'\l‘ Resting Potential I (a)
= 1 i
= \ ¢
=
e (>
3 e
.
e P——
Hheobase
(b)
(! e ——— L -  F— — — P — i ol -
0 4 1 2 3 4 5 & 7 8 g 10
2 Pulse Duration ( t )
Chronaxae

Sekil 4.2. (a) Zar depolarizasyonu (b) Tipik bir sinir hiicresi i¢in kuvvet- siire egrisi

Bu devre, Sekil 4.4’te gosterilmistir. Bu modelde, zar alaninin (4) bir parcasinin 6zel
bir zar direncine (7,,) ve kapasitansina (c,,) sahip oldugu kabul edilmektedir. Buradan

ilgili esdeger devre R, ve C,, degerlerine asagidaki ifadeler araciligryla ulasilir:
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ve
Cn,=cnA4

Dinlenme durumunda olan sinir hiicre zarlari i¢in ,, ve ¢, tipik degerleri, sirasiyla

1000 ohm-cm” ve 1 pfarad/cm? seklindedir.

Toplam akim (7,,)’nin R,, ve C,,’den akmasi gerektiginden, su sekilde yazabiliriz:

In1:IR+IC

Ohm kanununu kullanarak, V=IR, ve ideal kapasitdor davranisi olacagimi kabul

ederek, I=CdV/dt, sunu elde ederiz:

Imou(t)={ I(r)no : iig oldugunda,
dv. () V. (t
n® | o ®

moodt R,
Bu birinci mertebe diferansiyel denklemin ¢oziimii,

Vis(t)= I Ry [1 — e7t/7] dir.
Burada,
7=R,,C,, dir.
Zar - zaman sabitini (ohm-farad=saniye) tanimlar ve bu tipik olarak milisaniyeler
seviyesindedir. Esik degeri akimi I, ¢ kadar siiren bir darbe i¢in zar potansiyelini

Va(t) hareket potansiyeli esik degerine getirmek i¢in gereken 7,, degeridir. Esik

degeri akim ve voltaji, Irve V7, bu modele su denklemle baglanirlar:

Vp = IpRp[1 —e7t/7]
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VT/Rm _ IO
[1—e"t/7]  [1—e"t/7]

IT=

Bunu /7i¢in ¢ozdiiglimiizde; burada /y ve 7, sinir hiicresinin karakteristikleridir. Bu
ifadede Iy, sekil 4.2°de gosterilen reobaza karsilik gelir. Ayni1 zamanda, I7 = 21, bu
ylizden de ¢= (In2) R,C, oldugunda, bu model i¢in kronaksi olusur. Buradan
hareketle, V,,, = IR, nin uygulanan voltaj darbesinin biyiikliigli oldugu durumda,
Sekil 4.1°de gosterilen veriyi tanimlamak i¢in ilk defa 1907 yilinda Lapicque
tarafindan tiiretilmis iissel kuvvet-siire iliskisini elde ederiz ve su esdeger iliskiye

ulasiriz:

Vr

Vmo = [1 _ e_t/-[]

Burada V,, uzun siireli voltaj darbeleri i¢in V7 (reobaz)’a yaklasir. Kisa akim

darbeleri i¢in, (t << 7 ), iissel fonksiyonu kendi Maclaurin serisinin

2 3

ilk iki terimiyle gosterebiliriz. Buradan ¢ikacak sonug:

Iy Iy
=0 O ¢t
1—[1—t/q ¢ °f

It
olur ve su denklem elde edilir:

Irt = QTzloT

Bu ifade, akimin bir "esik degeri" miktar1 (Qr=Ip7) zar1 gectiginde hareket

potansiyeli simiilasyonunun olustugunu gosterecek sekilde ¢ikartilmigtir.
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Ek olarak, kisa siireli darbe sinirinda Lapicque iistel ifadesi, 7 / t >>1 oldugunda,

Weiss kanununa benzerdir.

Tam Weiss ifadesi, uygulanan akimin 7, , ayr1t R, ve C, elemanlar {izerinden

asagidaki denkleme gore aktigi kabul edilerek elde edilebilir.

_n® , Cnbn®

Burada,

t
Cme(t) = flmodT
0

denklemine gore kapasitor yiikleri R,‘den bagimsiz olarak sabit bir akim icin
zamanin dogrusal bir fonksiyonu olacak sekilde V,(?)’yi verir. 1,9 ig¢in ¢oziilmesi

halinde, su sekilde yazabiliriz:
V(1) T
ImO = W [1 + E]

Ayrica yukarida kullanilan esik degeri voltaji ve akimin ayni tanimlari igin

(Vm(t)=Vrve [y=Vi/R,, i¢in I,,,=I7) Weiss ifadesini elde ederiz:
T
I =11+ ;]

Bu, basitce [y / t hiperbolik igleminin /, kadar Gtelenmis halidir. Boylece sifir

akimdan ziyade uzun siireli darbeler asimptotik olarak /,’a ulasir.

Nernst modeli ilk olarak zar/elektrolit gegisindeki diflizyon denkleminin
¢Oziilmesiyle elde edilmistir. Bu ¢oziimde tiim akim, tek bir iyon tiirii tarafindan

tasinmaktadir.
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Fakat burada,

1= CdV/dt

ifadesi asagidaki formun kesirli mertebe tiirev ifadesine genellestirilecek alternatif

bir yaklasim elde edilecektir.

d*Vn (1)

I =Cp, Jra

burada C5 , [amp*(sec) a]/volt; birimli, kesirli, mertebeli kapasitanstir. Sayet zar
modelimizde R, ‘nin ¢ok biiyiik oldugunu kabul edersek, Iz ihmal edilebilir. Buradan,

Ic=1,,u(?) i¢in diren¢ ihmal edilip a = 1/2 alindiginda, denklem asagidaki hale gelir:

dl/ZVm(t) _ ImO u(t)
dtl/2 C1/2

m

bu denklemin her iki tarafinda 2 mertebesinde kesirli integral alindiginda, denklem

su hale gelir:

V() — 1 [d~Y2,(t) A2 [Lnou(t)
m Jrt dt=1/2 . T dt—1/2 C1/2
= m

Bu denklemin sol tarafinin ilk durumu, kesirli integralin alt limitinin
degerlendirilmesiyle ortaya ¢ikar. (Burada kolaylik olmasi i¢in negatif mertebeli

kesirli tlirev olarak gdsterilmistir.)

Tamsay1 durumuna benzer sekilde,F'(t) = dF /dt igin analizin temel teoreminden

su denklem elde edilir:
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t

fF’(T)dT =F(t) — F(0")

0

Kesirli mertebe integrali halinde islemlerin tersi, analog kesirli mertebe ilk durumunu
olusturmaktadir. Bu terimlerin genel formu, Miller ve Ross, Podlubny ve Zayed

tarafindan hazirlanmis metinlerde detaylariyla incelenmistir.

Bu durum ig¢in ilk halin sifir oldugunu varsayarsak (6rnegin, kapasitor lizerinde bir
ilk voltaj bulunmadigini), £ > 0 i¢in birim adim fonksiyonu u(z)’nin kesirli mertebe

fonksiyonu i¢in agagidaki sonucu elde ederiz:

nO=rE TV Vr

Burada bu kesirli mertebe kapasitor modelini R,, = C;l/ > =1 seklinde
tanimliyoruz. Simdi, esik degerinde, V,,(t)=Vr ve IL,=I;, t streli bir darbede

asagidaki denkleme ulasiriz:

Ve Ip 24t
IO=__

Rm VTV

Bunu /rigin ¢ozdiigiimiizde,

T T
1T=£10\F
2 t

elde ederiz. Bu da neredeyse Nernst denklemine benzerdir. (vt / 2 =0.886). Burada
gelistirilen kuvvet-siire modellerinin her biri, Sekil 4.3’te cizilmistir. Tiimi, esik
degeri akim darbe yiiksekligi (Z,,,=IT) ile darbe siiresi (t/ T ) arasindaki ters iligkiyi

tanimlarlar.
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Lapicque ve Weiss modelleri, uzun stireli darbeler i¢in /) reobazina ulasirken, kisa

siireli darbeler igin hiperbolik (/) T / #)’dir. (Ornegin sifira ¢~ olarak ulagir).

Gergekte kesirli bir tiirev model olan Nernst modeli, uzun siireli darbeler i¢in sifir

akima diiser, ve ¢ = 0 oldugunda, at~1/2

davranisi gelistirir. Genelde, kesirli tiirev
model, t = 0 iken bir gii¢c kanunu asimptotik davranisi1 gosterir, burada tiirevin kesirli
mertebesi, giic kanunu iissiine karsilik gelir. Kisa siireli darbeler i¢in bu giic kanunu
davranisi, genellikle kuvvet-siire deneylerinde gozlenir; ancak, bizim basit kesirli
kapasitor zar modelimiz I’ yi ihmal eder ve uzun siire darbeler i¢in sabit bir reobaza

ulagsmaz. Sonraki adimda, bu smirlarin iistesinden gelen bir modelden

bahsedilecektir.

e \ H"‘""‘--—-_____ {1 +1/1) Waiss
e z

\ .%"‘-.____\_ ——— e
-\_\-\_-‘_‘— —
\ 1245 -e V) Lapicgue

-'|;' 1) Nermsl

a | ! L I L 1 1 I e L J
IE a 2 q 4 E 6 T 2] a 10

Pulse Duration (L/ 1)

Sekil 4.3. Empirik kuvvet-siire esitliklerinin karsilastirilmasi
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{'ll
—c'}v > o
.l

Switch closes I Vi
at t=0

(D Re = it Vit

fvo

Sekil 4.4. t=0 aninda sinir simiilasyonu i¢in R-C devre modeli

4.3. Zar Yiiklemenin Kesirli Analiz Modeli

Bir direncin kesirli zar kapasitansi ile paralel baglandig1 bir zar empedans1 modeli

diisiinelim. Bu devre i¢in sematik diyagram, Sekil 4.5’te gosterilmistir.

Bunun diferansiyel denklemi, Sekil 4.4’te kullanilan devrenin analiz edilmesi i¢in
kullanilanla ayni sekilde ¢ikartilir. Bagimsiz akim terimleri eklendiginde, kesirli

mertebe diferansiyel denklem asagidaki hale gelir:

24 Vn(@) 1
Cn—Qgra T R, Vi (£) = Lpou(t)
Kesirli tiirevler icin Caputo temsilini seg¢tigimiz Laplace doniisiimiinii bu esitlige

uyguladigimizda sunu elde ederiz:

1 I
CRLsUn(s) = sV (0M)] + ——vp(s) = —
R, s

Sayet V,,(0") *nm ilk degerini sifira esitlersek ve 7% = R,, C& oldugundan, buradan

su esitligi elde ederiz:

ImO
CY's

1
v (s) [s“ + | =
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ImORm

Bunu da asagidaki sekilde yeniden yazarsak, ters Laplace doniisiimleri cizelgesini
kullanarak iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu E, s (at ) seklinde, asagidaki

gibi yazilabilen bir ¢6ziime ulasiriz:

Vs ®) = o (5) B |~ (5) ] (22)

T

Alternatif olarak, Laplace alan1 ¢6ziimiini kismen kesirler kullanarak

genisglettigimizde asagidaki sonucu buluruz:

1 S

a-1
Uin($) = ImoRm l; - ml

Buna da ters Laplace donilisimii uygulayarak tek parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu E, (at *) seklinde, asagidaki gibi yazilabilen bir ¢6ziime ulasiriz:

Vin(t) = InoRim[1 — Eq(=[t/7]%) ] (23)

Denklem (22) ve (23)’ teki iki ¢oziimiin denkligi, Mittag-Leffler fonksiyonlar1 i¢in
kaydirma (shift) denklemi kullanilarak kontrol edilebilir:

Ea',l(ata) =1+ at%Eyq4q1(at?)

burada @ = —1/7% seklindedir. Sekil 4.6’da, V,,(2)’nin o = 0,25, 0,50, 0,75 ve 1,0

icin zamana kars1 grafigi gosterilmistir.
o =1 i¢in bu sonug,

Vm(t) = ImORm(l - e_t/T)
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iistel denklemi haline gelir. Mittag-Leffler fonksiyonu araciligiyla kesirli kapasitor

modeli, iistel ¢oziimden daha hizli bir ilk ytlikselme gosterir ve devaminda sonugtaki

kararl1 hal voltajina daha yavas ulasir.

ﬂc—
®

att=0
'rl"h'_'l

R."I'I

o

Sekil 4.5. Zar kapasitansinin kesirli mertebe yiikleme modeli i¢in sematik diyagram

e E L0
08k e es
_‘_.f'f = =075
OBE //f y ——
+ F e - a=l
01 W PEEPUCC
_n—'-—-'_‘_'_.-.-.-
0§ — s e e =025
. " g ——
I|-
_E 5k
- D4F
5
03
Vo=l RO[1=E (- ("))
02
01pF
(M
4.1 i i i i
0 0.5 2 2 25 3

¥ g
L

Sekil 4.6. 0=0,25, 0,50, 0,75 ve 1,0 i¢in giris akiminin kargiliginin grafigi
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Bu sonucun uygulanmasi ile ilgili bir 6rnek olarak model, Falk ve Fatt tarafindan
adim-fonksiyonlu akim ile simiile edilen bir kurbaga diz kasindan alinmis gegis
voltaj1 karsilik verisine karsilik gelmek tizere kullanilabilir. Bu veriler, Sekil 4.7°de
cizilmistir. Bu Ornekte Mittag-Leffler karsiligi, Hodgkin ve Rushton’un [21] basit

silindirik fiber modeli ile karsilagtirilmistir:

0DapF
0.7F

06

mo

(t)y/v

[P 8]

m

1 F_.‘(- )" )

v

O4p

03P

02p

0k

Sekil 4.7. Normallesmis gegis voltaji
V,(t) = Vyeerf (w/t/‘r)

Burada 7 = 24.2 ms’dir. Zar zaman sabiti olarak t =10 ms ve 0=0.5 kabul
edildiginde, kesirli kapasitor zar modeli, 6zellikle erken zaman noktalarinda veriye
daha fazla uyum gosterir. Bu problemin daha eksiksiz bir analizi, Fatt ve Falk
tarafindan bulunmus olup, iki zaman sabitli model ve tam kablo sinir iletimi i¢in
kismi diferansiyel denklem modeli ¢6ziimii gelistirilmesini gerektirmektedir.

Daha onceki sekilde simiille akim ve voltaj esik degerleri icin ayni tanimlari
kullanarak (V,.(t)=Vr ve L.,=Ir), R, 'yi de ise katacak sekilde kesirli mertebe zar

modelini su sekilde elde ederiz:
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5O gy = gyl = By (—[t/]°)]

ve kesirli mertebe kuvvet-siire denklemi asagidaki hale gelir:

Iy

NEED]

Bu model, uzun siireli darbeler i¢in /7'nin Iy’a yaklastigini dngoriir ki Weiss ve
Lapicque modellerinde de bu aymidir. Mittag-Leffler fonksiyonu, #'nin biiyiik
degerleri icin sifira dogru azalir. Ek olarak, Mittag-Leffler fonksiyonu i¢in gii¢ serisi

temsili kullanilarak;

(at®)"

Ea(at®) = —~ F'(an+ 1)

elde edilebilir.
Denklemin paydasini /; i¢in genisletebiliriz:

Iy

P N T N (T
l+a T(1+20) T(1+30)

IT:

t<<t i¢in ve daha yiliksek mertebeli terimler ihmal edilerek, asagidaki hale

getirebiliriz:

t
IT = IO F(l + d)(;)_a

Burada 0=1/2 koyuldugunda, daha 6nce elde edilmis olan Nernst ifadesine ulasiriz.

Ir = ,T'(3/2) (t B = —Io\f
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o’nin farkli degerleri i¢in kuvvet-siire denkleminin zamana karsi kesirli mertebe

grafigi, Sekil 4.8’de gosterilmistir.

L T
R
L
ERE
|\‘ L
25 'Y \l\
LAY
LY LY 1
\‘“\-\\\\\‘-. o=l d[1-E f-(ti o)
N, \.\c_
M
\tq-*-.____‘_\_\_—_- e — 1= 025
~ 15 i e e
- . “‘H&: e e = 0.50
= e . = 4= 075
L i o - =10
0.5
0 i i . i
] 0.5 1.5 2 2.5 3 15

Sekil 4.8. a=0.25, 0.50, 0.75 ve 1.0 i¢in kesirli mertebe grafigi

Bu model, hem /7, Iy’a giderken uzun siireli reobaz davranisini, hem de kisa stireli
gli¢ kanunu ¢ ™ davranisini ¢ sifira dogru azalirken tanimlar. Bu yiizden, sonlu R,, ile
zar kapasitanst i¢in o mertebesinde bir kesirli tlirevin kabuliiniin iiclincii
parametreyle (/y ve T ’ya ek olarak) yeni bir model sagladigini goriiriiz. Bu da
deneysel verinin karakterize edilmesi veya modellenmesi i¢in kullanilabilir. Son
olarak, Mittag-Leffer fonksiyonunun asimptotik davranisi, verinin kisa ve uzun siire
davranislarina uyar. Buradan, o=1 iken {istel fonksiyona yaklastigi gibi bir

genellemeye gotiiriir.

Bu kesirli eleman devre modeli icin verilen transfer fonksiyonu ile, diger akim
uyarilma dalga sekilleri i¢in voltaj davranislarini ¢ozebiliriz.

Ormegin, I, = I.t u(t) gibi bir akim oldugunu varsayarsak, sunu elde ederiz:
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IR
vm(s) = = 1
T®5?2[s% + @

Bu sayede, Laplace doniisiimii tersi su sekilde yazilabilir:

a a
Vi (8) = IrtRmG) Eqa+2 [_ (%) ]
Zar i¢in temel devre modeli, ayn1 zamanda Sekil 4.9°da gosterildigi sekilde seri bir
direng icerecek sekilde genisletilebilir. V,,u(t) giris voltajimin r=0’da devreye

uygulandigini varsayarsak, bu devre modeli i¢in sonug zar voltaji su hale gelir:

Ryt Ry

A9=———
RmROCr?l

1¢in

RmeO

W) =g TR
m

[1 - E.[-(A0)*]]

Bu problem, bir kesirli kapasitor varsayildiginda, Harold T. Davis tarafindan 1936°da
kesirli analiz metodlar1 kullanilarak ¢oziilmiistiir. Bu ‘The Theory of Linear
Operators’ (Dogrusal Operatorler Teorisi) yazisinda, Profesor Davis, ornegin
kendisine 1933 yilinda Kantitatif Biyoloji {izerine Cold Spring Harbor
Sempozyumu’nda Dr. Kenneth S. Cole tarafindan bir goériisme sonrasi verildigini

belirtmektedir.

Sayet hareket potansiyeli simiilasyonu i¢in bir esik degeri voltaji V7 kabul edersek,

uygulanan voltaj Vi, i¢in sunu yazabiliriz:

R,V
V(8) = Vp = R—H;’O [1— Eo(~(AD)Y)]

Buradan, V,(?)’yi Vr'ye yiikseltmek icin yeterli en diisiik deger veya V,, , t—o©
degerinde meydana gelir. Bu voltaj, V,,,= V), reobaz veya V,(1)’yi Vr'ye getirecek
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olan devreye uygulanan minimum voltaja karsilik gelir: V,,,>V, seklinde belirli
siireli bir voltaj darbesi icin zar simiilasyonu esik degeri V), asagidaki durumda

ortaya cikar:

RmVO — RmeO
R, +Ry, R,+R,

[1 = Eq(=(16))]

Burada bu model i¢in kuvvet-siire denklemi, asagidaki sekildedir:

Vo = Vimo = [1 = Eq(—=(A0)*®)]

Bu denklemde, V,, Vm(t)’yi Vi'ye getirmek i¢in ihtiyag duyulan ¢ siiresince
uygulanan voltaj darbesi biiyiikliigiidiir, ve Vj da reobazdir. V,, / Vo’ 1n zamana kars1

cizilmis grafigi, Sekil 4.8’de gosterilen ile esdegerdedir. V,,,= 2V, oldugunda,

kronaksi olusacaktir. Buradan, genel olarak sunu yazabiliriz:
a1 1
Eq[-(At)*] = E

a = % durumunda, sunu elde ederiz ( Sekil 4.6)

At.=0.53 veya devre model parametreleri ile

2

0,53 R,,R,CL/?
t, = —— =053 |22m
2 R, + R,
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Sekil 4.9. ilave R, icin esdeger devre

Kuvvet-siire egrilerini gosteren erken donem kayitlari, genellikle verinin kisa darbe
stireleri i¢in basit gli¢ kanununa (¢ 1y de, Nernst modellerine (¢ %) de uymadigindan
bahsetmektedir. Bu yiizden, genel giic kanunu iliskisi olan &k “ siklikla

kullanilmastir.

Rushton ve Lapicque’nin kuvvet-siire verisi, 1933 yilinda 0=0,5 ile 1,0 aras1 i¢in orta
seviye degerler bulan Cole tarafindan &zetlenmistir. Ornek olarak, Rushton, sicak
haldeki kurbaga siyatik siniri i¢in 0,76 ve soguk haldeki i¢in de 0,86 degerinde bir o

degeri raporlamistir.

Lapicque'in sinir i¢in verileri, 0,22’lik bir standart sapmayla a=0,656 gibi bir
ortalama gostermistir. Lullies kurbaga siyatik sinir verisi lizerine Cole'nin analizleri,
a = 0,71 gibi bir sonu¢ vermistir. Daha yeni incelemeler bu degerleri
dogrulamaktadir. Sinir uyarilmasit i¢in genellestirilmis bir kapasitoriiniin
gelistirilmesi, kuvvet-siire  verisine gelismis mertebede uyacak temelde

diizenlenebilir.

Bu zar modeli alt esik degeri ve tamamen pasif olup (Hodgkin-Huxley zar davranisi
gostermez), zar Ozelliklerinin voltaj ve akimin lineer olmayan fonksiyonlarindan

olustugu hareket potansiyellerinin tanimina uygulanmaz.
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Diger taraftan, genellestirilmis kesirli kapasitdr zar modeli, zarlarin, hiicrelerin ve
dokularin = siniizoidal voltaj veya akimla uyarilma durumundaki dielektrik
davraniglarinin tanimlanmasinda 6nemli rol oynamaktadir, ve dogrusu, Cole’iin ve
Cole ve Curds’lin ilk raporlarinda bile bir ¢cok biyolojik malzemenin (sinir, kas, deri,
vb.) 0,61 ile 0,86 arasinda degerler aldigini ileri siliren alternatif akim verisi

bulunmaktadir.
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