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OZET

DINKELBACH YON'_I'EMi ILE RAYLEIGH ORANI ALT VE UST
SINIRLARININ BELIRLENMESI

Bu tez calismasinda, Lineer Kesirli Programlama problemi genel olarak tanimlanarak
cesitli ¢cozim yontemleri verilmistir. Bu yontemlerden biri olan Dinkelbach!® tarafindan
ortaya konulan Kkesirli programlama problemi parametrik probleme donustirilerek
Nonlineer Pro?ramlama problemi olarak ¢ozilmustir. Uygulama olarak Rayleigh Orani
kullaniimistir.!

Bu calismayi, ilk ikisi hazirhik asamasi seklinde olan dort bolume ayirmak mdmkdndur.
Genel kisimlarin ilk béliminde vektdr uzayi, lineer bagimhilik, norm, 6zdeger ve
Ozvektor ile ilgili bazi temel bilgilere deginilmistir. B6lumin sonunda ¢alismamizda
oldukga 6nemli bir rol oynayan bir 6rnek yer almaktadir.

Genel kisimlarin ikinci béliminde calismamizin esasi lineer ( dogrusal ) programlama
problemindeki temel varsayim, burada kullanilan butin fonksiyonlarin lineer ifadeler
olmasini gerektirmektedir. Ancak bunu pratikte gergeklestirmek her zaman mumkun
olmamaktadir. Bu ytizden nonlineer ( dogrusal olmayan ) programlama ile dogrudan
ilgilenmek geregini duyariz. Bu nedenle bu bélimde nonlineer programlama ve onun ile
ilgili bazi yontemler anlatiimaktadir.

Genel kisimlarin tglincu bolumunde Tek Amacli Lineer Kesirli Programlama problemi
( TALK.P. ) gosterilmis. Lineer Programlamanin Degisken Donlsumi Yontemi,
Guncellestirilmis Ama¢ Fonksiyonu yénteminden bahsedilmistir. Ayni zamanda
T.A.L.K.P.”in ¢6zim ydntemlerinden biri olan Dinkelbach Ydntemine de deginilmistir.

Calismamizin son bolumiinde, ¢alismamizin esasi olan Dinkelbach tarafindan ilk defa

ortaya konulan Tek Amacl Lineer Kesirli Programla probleminin ¢dzim yéntemi olan
Dinkelbach yonteminin Rayleigh Oranina uygulanisi gésterilmistir.

Vi



SUMMARY

DETERMINATION OF LOWER AND UPPER BOUNDS OF RAYLEIGH
RATIO WITH DINKELBACH METHOD

In this thesis study, Linear Fractional Programming has been defined in general and
various solution methods have been pointed out. As one of the solution methods,
fractional linear programming problem as defined by Dinkelbach® has been
transformed to a parametric problem and solved as a non-linear programming problem.
Rayleigh Ratio is used in application.?

This study can be divided into four chapters first two of which constitute preparation
phase. First part of the general section mentions same basic information is given on
vector space, linear dependency, norm, eigenvalue and eigenvector. An example that
plays a crucial part in this study is given in the end of the chapter.

Second part of the general chapters includes our fundamental of our study; the base
assumption of the linear programming problem requires all functions to be expressed
linearly. However this is not always practical. Therefore we are forced to take interest in
nonlinear programming directly. Hence this chapter defines nonlinear programming and
some methods it employs.

Third part of the general chapter exhibits Single Purpose Linear Fractional
Programming problem (S.A.L.F.P.) variable transformation method in Linear
Programming, Updated Objective Function method has been explained. Additionally
Dinkelbach Method, which is a method for solving S.A.L.F.P. has been mentioned.

Final chapter of the study explains application of Dinkelbach method, the solution

method for Single Purpose Linear Fractional Programming Problem first exhibited by
Dinkelbach to the Rayleigh Ratio

vii



1. GIRIS

Gunlmuizde karsilastigimiz fiziksel sistemler icindeki iliskiler matematiksel
fonksiyonlarla ifade edilmek suretiyle fiziksel sistemin matematik modeli olusturulur.
Bir matematik modelde baslica ¢ ana 6ge bulunur. Bunlar; “Karar Degiskenleri”
( dacision variables ), “Kisitlar” ( constraints ) ve “Ama¢ Fonksiyonu” ( Objective

Function ) dur.

Daha 6nce geometri ve fizikte bazi maksimum ve minimum problemlerinin
¢6zUmUnl bulmak icin baslayan en iyileme teorisi karar bilimcilerin gercek dinya
problemlerinin ¢ézimiinde kullanmaya baslamalari ile hizla gelismistir. Karar
bilimcilerin var olan kit kaynaklar altinda en iyi doyumu saglayan ¢6zimu bulmak igin
en iyileme tekniklerini kullanmalariyla *“Matematik Programlama” ortaya

cikmistir. !

Matematik Programlama Problemlerinde amag fonksiyonunun tek olmasi halinde
“Tek Amacli Matematik Programlama Problemi” nin ¢6zimi s6z konusudur. Bu ¢6zim

bir reel sayidir.

Calismamizda tek amacli matematik programlamanin; Tek Amagh Lineer Kesirli
Programlama ve Nonlineer Programlama modeli ile ilgilidir. Amacimiz; Hem Lineer
hem de Nonlineer programlama probleminin ¢6zim yodntemlerinden biri olan

“Dinkelbach Yontemini”, “Rayleigh Oranina” uygulamaktir.

Bazi kaynaklarda Kesirli Programlama Problemi hiperbolik programlama
problemi olarak tanimlanmistir. Bu 6zelligi nedeniyle problem ayni zamanda Nonlineer

Programlama problemidir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. TEMEL MATEMATIK KAVRAMLAR

2.1.1. Lineer Uzaylar ve Ozellikleri

Tanim 2.1.1.1. Bos olmayan ve elemanlari X,y,Z... vektorleri olan bir X ctmlesi

Uzerinde asagidaki Ug aksiyon gercekleniyorsa bu X cumlesine bir “lineer uzay” veya

“vektor uzay!” denir.

(@) X cumlesine ait herhangi iki X ve y vektorlerinin toplami olarak tanimlanan ve

yine X ’de bulunan bir z= x+ y elemani vardir. Bu tanimin sonucunda;

i. VX, ye X igin X+y=y+X degisme ( komutatif ) 6zelligi gerceklenir.
ii. VX,y,ZeXicin( X+y)+2Z= X+ (y+Z)birlesme (assosyatif ) dzellik oldugu
gerceklenir.
iii. V XeX icin X+ (=x)= 0 esitligini saglayan X’ e ait bir tek - X elemani vardir.

iv. V Xe X icin Xx+0=x esitligini saglayan bir tek 0 elemani vardir.

(b) Xxe X ve a bir skaler olmak lizere Xile a ’nin carpimi olarak tanimlanan X ’e ait

bir tek ax elemani vardir. Bu ¢arpimdan asagidaki dzellikler elde edilir.

i. a veb skalerler olmak lizere; a (bx) =(ab )X olur.

ii. 1.X =X olacak sekilde bir tek 1 elemani vardir.
(c) Asagida toplama ve skalerle carpma islemleri arasindaki dagilma kurallari asagidaki
gibidir.
i. (a+b)x=ax+bx
i. a(x+y)=ax+ay
Verilen U¢ aksiyomdaki gibi tanimlanan bir X lineer uzayinin elemanlarina

uzayin noktalari veya vektorleri denir. X uzayl a skalerleri reel sayi ise “reel lineer



uzay” kompleks sayilar ise “kompleks lineer uzay”dir. Daha genel olarak lineer

uzaylar bir cisim zerinde tanimlanir.
2.1.2 Lineer Uzay Ornekleri

(a) Reel Sayilar Cumlesi; Gizerinde tanimlanmis bilinen toplama ve carpma islemleri ile

bir lineer uzaydir. Kompleks Sayilar Cumlesi de bir lineer uzaydir.

(b) x.,X,,..., X, reel veya kompleks sayilar olmak uzere X = (x;,X,,...,X,) sirali n—liler’i

( ordered n-tuples ) goz 6nune alinsin. Bu n—liler Gizerinde toplama ve skalerle ¢carpma

islemi asagidaki sekilde tanimlanir.
(X0 X 1000 X0 ) + (Y1 Yoo Vo) = (4 + Y1 X + Yoo X +Yy)
a(X, Xy, X,) = (@x,ax,,...,ax,) (21.21)

(2.1.2.1) ile verilen tanimlamalarda X = (X, X,,..., X,) Seklinde bitun sirali n- liler’in

ctiimlesi bir lineer uzaydir. Boyle bir uzaya “n- boyutlu vektér uzay!” ya da kisaca

“n-uzay1” denir.

X, Xy,.., X, SQYIar reel ise vektor uzayr R",x,X,,..., X, sayllari kompleks ise vektor

uzayl C" ile gosterilir.
2.1.3. Lineer Bagimlilik ve Alt Uzay

Tanim 2.1.3.1. n boyutlu uzayda m tane

—

%, = X0, Xz e Xin ]

Xz = [X21' Ko 10+ XZn]

Xm = [Xml’ Xm2""’ an]



Vektorleri ile m tane k;,k,,...,k,, saytlarini distinelim. Buna gore;

KX +K,X, +...+kmxm:6

Yukaridaki bagintt  k;,k,,....k, sayilarinin en az biri sifirdan farkh oldugunda

saglaniyorsa X, X,,..., X,, vektorlerine “lineer bagiml’” denir. Aksi halde;

k% + KX +..+k X =0

Bagintist  k, =k, =...=k, =0 sayllarinin hepsi sifir oldugunda saglaniyorsa

X, Xy ,..., X, Vektorlerine “lineer bagimsiz’ denir.

Eger bir X lineer uzayinda n lineer bagimsiz eleman bulunabilirse ve herhangi
n+1 vektor lineer bagimli ise X uzayina n — boyutlu ( boyutu n') “lineer uzay” denir.
Her n icin X ’de n lineer bagimsiz eleman bulunabildigi varsayilsin. O zaman X
uzayina “sonsuz — boyutlu denir. n — boyutlu bir X lineer uzayinin, lineer bagimsiz n

elemanin herhangi bir cimlesine X ’in “tabani” denir.

Tanim 2.1.3.2. X, vektorl X, X,,..., X, vektorleri cinsinden

m

X = KX +K, X, +...+ K, X, seklinde yazilabiliyorsa X, vektorine X,X,,...,X

m

vektorlerinin “lineer kombinezonu” denir.

Tanim 2.1.3.3. n- boyutlu uzayin bir S alt uzayini géz éniune alalim. Eger bu S
ciimlesinin her nokta ciftinin bir konveks kombinezonu gene S climlesinde ise S

ctimlesine “konveks kiime” denir.

Tanim 2.1.3.4. Bir X lineer uzayina ait herhangi bir S cimlesi g6z 6niine alinsin.
X, yeS ve a,b ayni cisimlerden alinan skalerler olmak lzere aX+bye S elde
ediliyorsa S climlesi X uzayinin bir “lineer alt uzay1” denir. Bu nedenle X uzayinda
herhangi bir 0 elemani verildiginde veya {0} clmlesi verildiginde, bu cimlede X’ in

en kiiciik lineer alt uzayidir.[*®l



Lineer uzaylar teorisindeki birgok 6nemli konunun dayandigi bir kavram da
“konveksliktir”.

Ornek 2.1.3.1. R uzay! tek boyutludur. R uzaymin sifirdan farkli her elemani lineer

bagimsizdir. S={L} lineer bagimsizdir. S={a,,a, } lineer bagimhidir. a, = 0 ise

la, +0a,=0

a
(——Z}al +la, =0
al

seklinde ifade edilir.

2.1.4. Normlanmis Lineer Uzaylar

Tanim 2.1.4.1. X bir cimle, pde XxX de tanimli ve reel degerli bir fonksiyon olsun.

Her X,y,Ze X icin p fonksiyonu
i p(%,9)>0
i. p(X,y)=0<%x=V
. p(X,y)= p(y,X) ( simetri 6zelligi )
iv. p(X,y) < p(X,2)+ p(Z,Y) (Ucgen ozelligi )

kosullarini saglasin. O zaman p fonksiyonuna “metrik” ve X cumlesinin elemanlari
ile p’den olusan bos olmayan (X, p) uzayina da “metrik uzay” denir. x,,X,,..., X

n

sayllarinin batin X= (X, , X, ,....,X,), ¥Y=(Y;,Y,,...,y¥,)stirali n- lilerinin cumlesi

p= /Z(Xk -y,)° nun olusturdugu uzay metrik uzaydir ve bu uzaya n- boyutlu R"
k=1

Euclid uzayi ( veya Euclid n- uzay! ) denir.

T 0Ozel olarak “metrik uzay” olsun. Bir f fonksiyonu T’den R’in

( reel eksenin ) icine bir tasvir ise, o zaman f *“reel degerli” bir fonksiyondur

( reel fonksiyon ). Ornegin bilinen “n degiskenli fonksiyon” R" Euclid n- uzayinda



bir reel degerli fonksiyondur. T elemanlari fonksiyonlar olan bir “fonksiyon uzayi”
olsun. Bu durumda T Uizerindeki bir reel degerli fonksiyona bir “fonksiyonel” 4! denir.
Ancak buradaki fonksiyonel kavrami ilerde bahsedecegimiz fonksiyonel kavrami ile

iliskili degildir sadece s6zcuk olarak benzerlik vardir.

Tanim 2.1.4.2. Herhangi bir X lineer uzayi Uzerinde tanimli negatif olmayan reel-

degerli || fonksiyonu X,y e X olmak tzere eger,

i. [ax|=ja| [X| (a skaler)

iii. X+ 9| <[%|+|¥] (ucgen esitsizligi)

kosullarini sagliyorsa ona X (zerinde bir “norm” denir. Bir X lineer uzay izerinde
bir norm tanimlanmissa o uzay “normlanmis lineer uzay” ( N.L.U ) olur. Her N.L.U. ,

uzerindeki norm tarafindan dogrulanan

p(X, ¥)=|%— | metrigi ile bir metrik uzay yapisina sahiptir.

2.1.5. Ozdeger ve Ozvektor Kavrami
2.1.5.1. Ozdeger Kavrami

A= [aﬂ, elemanlari reel sabitler olan bir kare matris olsun. Sifirdan farkli reel

veya kompleks X = {x,X,,...,X, | vektoériini alahm. | reel veya kompleks bir sabit

olmak Uzere;

AX =1 X veya (I | = A)X =0 agik olarak yazalim.



a11_|

a21

anl

a, a, - Q,
A= a.21 a‘zz o Qg
anl an2 ann
AX -1 X =0
(A-11X =0 elde edilir.
| 0 -~ 0
0 0
= . . A-l1 =
0 0 [
(A-11NX =0 ifadesi
a11 I a12 1n
a‘21 a22 I a2n
L a‘nl a‘n2 nn — 1

seklinde acikca yazilabilir.

(a, -1 )x +a,x +...+a,x,=0

a21X1+(a22 =1 )Xz +e+ A, X, =0

Ay X +a,,X%, +“'+(ann =1 )Xn =0

olmak Uzere;

(2.15.1.1)

| ya A’in 6zdegeri, X ya A’in | 6zdegerine karsilik gelen “6zvektdrii” veya
“dogrultusu” denir.

(X # 6) sisteminin hepsi sifir olmayan bir ¢6ziimi olmasi igin



I —a; —a; Ty,
R I R Y (215.12)
—ay —a, I_a'nn

olmasi gerekir ve yeter. Bir | sayisinin A’in bir 6zdegeri olmasi icin ( 2.1.5.1.2 )
denkleminin gerceklenmesi gerek ve yeter. Bu yuzden bu denkleme A vya ait

“6zdenklem” denir. Ozdenklem | vya gore n nci dereceden cebirsel bir denklemdir:
p(l)=[C(l J=I"+a,l "*+...+a,,l +a,=0 (2.1.5.1.3)

Eger | , 6zdenklemin m kath bir kokl ise, | ya m Kath bir 6ézdegeri denir.
Cebrin temel teoremine gore yukarida verilen A matrisinin, farkli olan 6zdegerlerinden

her biri katliligi kadar sayilmak tzere tam n 6zdegeri oldugu bilinmektedir.

2.1.5.2. Ozvektdér Kavrami

(A—1.1)X =0 sisteminin sifir géziimiinden baska en az bir X =0 ¢6ziim vardir.

Bu ¢6zim )Zi ile gosterilir. )Zi ¢cozumine A matrisinin |, 6zdegerine karsilik gelen

Ozvektoru denir.
2.1.5.3. Simetrik Bir Matrisin Ozdegerlerinin Siralanmasi
Simetrik bir A matrisinin reel olan 6zdegerleri | , <1, <...<1|  sirasinda olsun.

Bunlara karsilik gelen 6zvektorleri ( yani HU'H =1)U,U,,..U, olsun.

Herhangi bir X vektérii icin A matrisinin Rayleigh Orani:™

R[X]= = “ dir. (2.153.1)



Ayrica her % =0 vektori icin:

2. Heri=1..n icin R[Ui]:l . dir.

Ornek 2.1.5.3.1.

4 2 -2
A=l 2 1 4
—2 4 -8

<|, <l

Yukarida verilen simetrik A matrisinin reel olan o6zdegerleri |, <I, <I,

sirasinda olsun. Bunlara karsilik normlanmis dzvektorleri ( yani HU'H =1)U,U,,U,

olsun. Herhangi bir x =0 vektorii icin A matrisinin Rayleigh Orant:

R[X]= quA#x = x:éz\x olduguna gore,
AR

Yukaridaki A matrisi ile her % =0 vektéri icin:

2. Her i =1,2,3 icin RJ, |=1,
oldugunu gosterelim,

Co6zim 2.1.5.3.1.

4-1 2 -2
p(l)=det(A-1E)=| 2 1-1 4
2 4 -8

=—1°-31%+60l -100=0
Ozdegerler: |, =-10,1 , =2,| ,=5 bunlara karsilik gelen 6zvektorler;

1 1 2
l,=-10icin i, =|-2; |,=2icinf,=|-2 ly=5icinT, =1
5 -1 0
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Bu dzvektorler ikiser ikiser ortogonaldir. Yani skaler carpimlari sifirdir.
FTF, =1.1+ (-2)(2) +5.(-1) =0

F,=1.2+(-2)(1) +5.(0) =0
I, =1.2+(-2)1) + (-1).(0) =0

Bu vektorlerin birim vektorleri sirasiyla

Bu arada R® uzayinin herhangi bir X =0 vektériiniin bu iic vektorden olusan

{UI,UZ ,03} tabanina gore ifade edilebildigine deginelim.

Boyle bir vektor olarak X = (1,0,0) vektérunu alalim. Bu vektér bagimsiz g

vektér olan U,,U,,U, " iin lineer kombinezonu olarak séyle ifade edilebilir:

Buradan a; katsayilari kolayca bulunur. Gergekten:

a, = )EU‘ Gte yandan HUi HZ =1 dir,
U.

-=xU, olur. O halde;

1 1 2
a, =——, a, =—, a,=—— olur.
o J30 N ° 5
O halde;
X :LU1 +LL]2 +i03 olur.
30 6 5
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1. 1, <R[X]<I, oldugunu gostermek igin ,R[X] oranini rasgele segtigimiz
sifirdan farkli iki X, = (1,0,0) ve X, = (1,1,0) vektdrleri icin bulahm.
4 2 -2|1 4
2

A=l 2 1 4]0|=
-2 4 -gjo| |-2

4
L o 0] 2
-2
RIX |= =4
[%] .
4 2 -21] [e
AL, =2 1 4|1|=|3
-2 4 -g|lo] |0
6
L 1 0]f3
R%,]= 21_9% 48
2 2

2. U, icin R[Ul]’ in hesabl

4 2 -2 . 1 . -10
AU, =| 2 1 4 |—=—|-2|=—=| 20

-2 4 -8 V30 5 V30 ~50

1 B

— [ -2 5] 20 |=—

e AN
RU, |= = —(-300) =-10
U] - 15 (-300)
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Rl,|=2 ve RU,|=5 olur. O halde bulunan bu oranlarin siralamasi asagidaki

gibi olur.

|, =-10<l,=2<4<45<|,=5

Bu sonuglar ile her x=0 vektorii icin hesaplanan Rayleigh Oranlari en kiicik

0zdeger ile en blylk 6zdeger arasinda siralanir.

2.2. TEK AMACLI LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA

Bu bélimde F(X) :% seklindeki bir amac fonksiyonunun AX<b ve X>0
g(X

kisitlar1 altindaki maksimumui ile ilgili bazi hatirlatmalar yapacagiz.

XeS=1{XeR'|Ax<b,%>0,beR*| olmak izere (22.1)
cX+a

mak = z(X 222
5{dx+b ()} (222)

Yukaridaki tanimda, ( 2.2.1) ile kisitlarin olusturdugu “uygun bélge”, ( 2.2.2) ile
de maksimum yapacak amag fonksiyonu belirtilmistir. Bu tlr bir probleme Tek Amacl
Lineer Kesirli Programlama ( T.A.L.K.P. ) problemi denilmektedir. T.A.L.K.P.
probleminde, payda S’de daima pozitif kabul edilmektedir.’” Burada T.A.L.K.P.

probleminin ¢ézumd icin gelistirilen yontemler (izerinde duracagiz.

2.2.1. Degisken Déntisiimii Yéntemi !

Bu yontemde, payda Snin her yerinde pozitif sayildigindan,

D= 1
dx +b

donastima yapihir. Boylece amag fonksiyonu
z (cx p)+ap
i=1

seklinde gelir. EGer her i icin
Yi =XPp
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dersek (2.2.1) ve (2.2.2) ile verdigimiz T.A.L.K.P. problemi;

4y + bp =1 (2.2.3)

0<yeR", 0< peR olmak lizere
maks{cy +ap} (2.2.4)
seklini alir. Bu problemde k +1 kisit ve n+1 degisken bulunmaktadir.

2.2.2. Guincellestirilmis Amagc Fonksiyonu Yontemi !

Bu yontemde ( 2.2.2 )’de verdigimiz kesirli amag fonksiyonunun x,..., X, ye gore

hesaplanan kismi tirevlerinin olusturdugu

(dX +b)c—(cx+a)d
(dX+b)?

VZ(X) =

gradienti hesaplanir ve bir X° uygun noktasi ( vektorii ) secilir. Bu noktadaki

VZ(X°) = (%", %,",....x.,") yerel gradient vektorii bulunur. Bu vektoriin bilesenlerini

5 e X
amac fonksiyonu katsayilari olarak kabul eden Lineer Programlama ( L.P. ) problemi
cozllerek bir baska uygun nokta elde edilir. Bu islem optimum ¢6zim buluncaya dek

strdardlir. Yéntemin algoritmik 6zellikleri asagidaki gibidir.

Adim1l: i=0 yap

Adim2: i=i+1 yap

Adim 3: X' noktasindaki yerel gradient bul

Adim 4: X" ug noktasini bulmak icin elde edilen L.P.” yi optimum yap.
Adim5: Eger X' = X' ise 2. adima git. Degilse 6. adima geg.

Adim 6: X' Lineer kesirli programlamanin optimum ¢éztmiidiir.



14

Kesirli Programlamada f (X) :% ama¢ fonksiyonu f(X)veya g(X)

g(x
fonksiyonlarinin herhangi birisinin nonlineer olmasi halinde kesirli programlama
problemine nonlineer kesirli programalama problemi denir. Ayrica kisitlardan herhangi
birinin yada en az birinin nonlineer olmasi halinde de ayni adla anilir. Asagida tanimini
verecegimiz Dinkelbach Ydéntemi hem lineer hem de nonlineer kesirli programlama

probleminin ¢ozimdande kullanilan bir yontemdir.

2.2.3. Dinkelbach Yontemi:

Dinkelbach Ydnteminde, S:{X|A>?sb;f<20}g R" bos olmayan kompakt bir

kiime, f,g:S — R fonksiyonlari strekli g(x) >0 oldugunda,
maks{a (X) = L):()b( € S} problemi
9(X)
a € R olmak uzere;
F(a) = maks{f (%) —ag(X)|% € S}

parametrik problemine cevrilerek ¢ozulmektedir. ( Dinkelbach, 1967 ),
Diger yontemlerden farkl olarak Dinkelbach Yodntemi hem lineer hem de

nonlineer kesirli programlama probleminin ¢6ziiminde kullanilan bir yontemdir.

2.3. NONLINEER PROGRAMLAMA

Karsilasilan matematik modellerinin bir ¢ogunda gerek amag fonksiyonu ve
gerekse sinirlayict kosullar dogrusal degildir. Bazi durumlarda dogrusal ifadeler
kullanilabilir veya bir egriyi yaklasik olarak karakterize eden dogrusal ifadelerden
yararlanilabilir. Ancak bu yaklasim her zaman kullanilamaz. Boyle modeller arasinda
matematik olarak ¢6zimi mimkun olmayanlar da vardir.

Nonlineer Programlama problemi genel olarak:!"

X=[x.%...x,]' ve f,g.h

;  fonksiyonlari rllixnf(i) fonksiyonu igin

diferansiyellenebilir olmak tizere;



15

g,(X) <0, i=12,...,m<n, (2.3.1)
h, (%) >0, j=12,..r1, (2.32)
ya da

g, (%) =0, i=12,.,m<n, (233)
h, (%) >0, j=12,..r1, (2.3.4)

Kosullarini  saglayan  f(X) fonksiyonunun degerini minimum yapan

[xl*,xz*,...,xn*] kiimesidir. m<n olmak zorundadir. Eger m>n olursa optimize

etmek igin sol serbestlik dereceleri olmadigindan, problemin ¢6zimu ¢ok zor olur.

n—m serbestlik derecesi sayisidir.

Kisitlari saglayan uygun degerler kiimesine “uygun kiime” denir. [x1 X, beees xn*]
kiimesine de “uygun nokta” denir.

Nonlineer Programlamada optimizasyon problemlerinin ¢oziminde g(X)=0
olmasi durumunda kullanilan Lagrange Yoéntemi ve g(X)>0 olmasi durumunda

kullanilan Kuhn-Tucker Yontemi denilen direkt olmayan yontemler kullanilir. Ayrica
serbestlik derecesi tek olan fonksiyonlarin optimizasyonu igin de direkt yontemler
kullanihir. Bu yéntemler tekrarli sayisal ¢alismalarda da kullanilir. Burada algoritmalar
ile sayisal sonuclar elde edilir. Ayrica ¢ok boyutlu problemleri ¢6zmek igin de direkt
yontemler yararlanilir. Direkt yontemlerden gradient yontemi hem kisitli hem de kisitsiz

problemlerin optimizasyonu icin kullantlir.

Tanim 2.3.1. n- degiskenli f(x;,X,,...,X,) fonksiyonu,

0, (X % %, ) =Dy
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kosullar1 altinda maksimize eden noktalari “Lagrange Yontemi” ile bulabiliriz. Bu
yontemin ilk asamasinda bir Lagrange Fonksiyonun olusturulmasi gerekir. Bu

fonksiyon:

L(X,, Xyrevey X108 4,8 5,08 ) = (X, Xp0enns X)) (2.3.1.1)

_Za[gi(xlvxzy--.,xn)—bi]
i=1
seklindedir. Buradaki a,,a,,...,a, degerleri Lagrange Garpanlari olarak adlandirilir.

Lagrange Fonksiyonlarinin en énemli 6zelligi i > nin butiin degerleri icin
0i (X, %550, %) —b =0 (2.3.1.2)

kosulunu gercekleyen (x1 xz,...,xn) degerleri mimkin ¢céztmlerdir.

Bu degerler icin ( 2.3.1.1) esitligi nedeni ile;
L(X,, Xy yeves X108 4,85,..08 ) = F(X, Xps.00 X)) (2.3.1.3)

olacaktir.

*

Boylece (xl*,xz*,...,xn ,a*l,az*,...,am*) ¢6zimi  L(X,%,,...,X,,a,,8,,...,a,,)

fonksiyonu icin bir maksimum veya minimum gosterirken ayni anda, (xlx2 xn*)

¢6zimii de asil fonksiyonun ekstremumu olacaktir. O halde burada, (n+m) kismi tirev

sifira esitlenerek;

LT 38, Bp (i=12.m) )
ox, OoX;, I OX,

> (2.3.1.4)
a—L:—gl(xl,xz, X, )+b =0 (i=12,...,m) )
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( 2.3.1.4 ) sistemi elde edilecektir. Bu sistemin ¢ozimda ile aranilan ekstrem noktalar

bulunacaktir.

Tanim 2.3.2. (%) 9,(X)9,(X).....9,,(X) ifadeleri gerekli kosullari gercekleyen ve

tirevleri bulunan fonksiyonlar olmak (zere, asagidaki kosullari saglayacak sekilde

a,a,,...,a, degerlerinin bulunmasi durumunda;

cumlesi, dogrusal olmayan programlama problemi icin optimum ¢dzim olabilir.

Gergeklenmesi istenen kosullar sdyledir:

1. %—:aig%so (i=12,...,n)
2 *J*(%—iai%}o (i=12,...,n)
3. g(x)-p <0 (i=12,...,n)
4. alg(x)-n]=0 (i=12,...,n)
5. % 20 (j=12,...,m)
6. a,>0 (i=12,...,m)

( minimizasyon durumunda a; <0 olacaktir. )

Bu kosullar genel olarak, “Kuhn-Tucker” kosullari olarak adlandirilirlar.

Buradaki a, degerleri, aslinda, dogrusal programlamadaki dual degiskenlerine

benzerler ve bunlarin ekonomik yorumlari da vardir. Bu kosullardan (3) ve (5), sadece
¢cozimun olabilirligi ile ilgilidir. Diger kosullar ise optimum ¢6ziime aday olabilecek
muimkin ¢ozumlerin cogunu eleme gorevi yaparlar. Ancak hemen belirtelim ki, bu
kosullarin gerceklenmesi ¢ozimiin optimalligini garanti etmeye yetmez. Yani bu

kosullar gereklidir fakat yeterli degildir.
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Asagida litaratirde hiperbolik programlama olarak tanimlanan kesirli

programlama ayni zamanda Nonlineer Programlama problemidir.

Tanim 2.3.3. n degiskenli diferansiyellenebilir f(Y() fonksiyonunun gradienti,

vi (=] (x) af(x) ot (x)]

x Xk, ek

n boyutlu vektordir. Bu vektor gradient algoritmalarina temel teskil eden “gradient

yontemini” tanimlar.

Cok degiskenli fonksiyonlarda, bagimli degiskene her bir bagimsiz degiskeninin
etkisi s6z konusudur. Buna gore ¢ok degiskenli fonksiyonlardaki tiirev kavrami; her bir
bagimsiz degiskendeki degisimin ( artis veya azalisi ) bagimli degisken tzerindeki etkisi
ve hem de bagimsiz degiskenlerden birkagi veya tiimiindeki degisimlerin ( artis veya
azalisi ) yine bagimh degisken Uzerindeki toplam etkisi olarak dustintlecektir. Buna
gore, cok degiskenli bir fonksiyon turevi her bir bagimsiz degisken icin ayri ayri ele
alinmalidir. iste, cok degiskenli fonksiyonlardaki bagimsiz degiskenlerden her birine

gore uygulanan bu tireve “kismi tirev” denir.

2.3.1. Nonlineer Kesirli Programlama ve Nonlineer Parametrik Programlama
Arasindaki iliski®

S,R" nin konveks ve baglanti bir alt kimesi N(X) ve D(X),S Uzerinde strekli,

reel degerli fonksiyonlar, N(X) >0 ve dogrusal, D(X) kuadratik ve konveks olsun.
i. maks{N(%)/D(R)|% € S}

ii. maks{N(%) -aD(X)|x € S}

N(X) ve D(X) surekli, S kompakt ve D(X)=0 disinda tanimli oldugundan i ve ii

¢cozlme sahiptir.
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Onerme 2.3.1.1. F(a) = maks{N(Y() —aD(X)|7< € S} R Uzerinde konvekstir.
Ispat. x. ,a’#a’ ve 0<t<1 olmak lizere
F(ta'+(1—a)a’)’ yi maksimum yapar.
F(ta+(l-a)a"”)=N(X)-(ta'+1-t)a")D(X) =
tIN(%) -a’D(%)]+ @-H[N(%) -a"D(%)]<
tmaksN(X) —a'D(X)[% € S|+ (L—t)makgN(X) —a " D(X)|X & S]
=tF@)+@1-t)F@")

Onerme 2.3.1.2. a e R igin F(a) streklidir.

Onerme 23.13. a',a”eR icin va'<a” ise , F@")<F@’)
F@)= maks[N(X) —aD(X)|7< € S] kesin monoton azalandir.

Ispat. F(a’')in X" de maksimumu alinmis olsun.

F@") =makgN(X)-a" " D(X)[% € S|]= N(X") - q"D(X") <
N(X")—a'D(X") < maksN(X) ~aD(X)|x € S]= F@’)

Onerme 2.3.1.4. F(a) =0 esitliginin a”~ e R gibi bir tek ¢ézimi vardir.

Ispat. Onerme 2 ve Onerme 3’ ten lim F(a) =+ ve lim F(a)=—o dur.

a——w

Onerme 2.3.1.5. X" eSvea* =N(X")/D(x") verilirse F(@*)>0 olur.

ispat:  F(a*) = makgN(X)-a "D(X)[% e S|> N(X")-a *D(X") >0 dir.

F@")>0 olur.

oluyorsa

Bdylece

Teorem 2.3.1.1. a” = N(X')/D(X") = makgN(X)/ D(X)|% € S| olabilmesi icin gerek

ve yeter kosul,

F@’)= maks[N(X) —a D(X)|x e S]: 0 olmasidir.
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Ispat.
(i) X" (1) probleminin ¢6ziimii olsun. Bu halde VX € S igin;
a’ =N(X")/D(Xx") > N(X)/ D(X)
Boylece;
(@) VX e Sigin N(X)—a ' D(X) <0
(b) N(X)-a'D(x’)=0

VX e S igin (a) esitsizligi tzerinden maksimum alinirsa;
Fa") = maksN(%X)—a D(X)[% € S|=0
(b) esitligi iseF(a”)’ in X"’ da maksimumu alinmis seklidir. Boylece ispatin birinci
kismi bitmistir.
(i) Bir a” degeri icin X" noktasi, N(X")—a 'D(X") =0 esitligini saglasin. (II)
probleminin taniminda Vx e S igin;
N(X)-a D(X) < N(X)-a D(X)=0 olur.
Boylece;
(@) VX e Sigin N(X)—a D(X)<0
(b) N(X)-a D(X") =0
(a) dan VX e Sicin a” > N(X)/D(X)’ dir. Yani;
(1) probleminin maksimumu a ™’ dir. (b) esitsizlijinden de a” = N(X")/D(X") elde

edilir. Bunun anlami, (1) probleminin ¢oziimi X dir.
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3. MALZEME VE YONTEM

Genel kisimlarin ilk bdliminde matematik kavramlari, bazi 6zellikleri ve bunlarin

6nemlerinden bahsedilmistir.

Genel kisimlarin ikinci boéliminde calismamizin esasi lineer ( dogrusal )
programlama problemindeki temel varsayim, burada kullanilan bitiin fonksiyonlarin
dogrusal ifadeler olmasini gerektirmektedir. Ancak bunu pratikte gerceklestirmek her
zaman mimkin olmamaktadir. Bu yizden nonlineer ( dogrusal olmayan ) programlama
ile dogrudan ilgilenmek geregini duyariz. Bu nedenle bu boélimde nonlineer

programlama ve onun ile ilgili bazi yontemler anlatiimistir.

Genel kisimlarin tgtinct boliminde Kesirli Programlamaya yer verilmis olup, bu
programlama probleminin lineer ¢ézimda icin kullanilan Degisken Donlisima Yodntemi
ve Guncellestirilmis Amag¢ Fonksiyonu Ydntemleri verilmistir. Ayrica bunlara alternatif
diger bir yaklasim olan Kesirli Programlama Probleminin hem lineer hem de nonlineer

¢ozimiinde kullanilan “Dinkenbach Yo6ntemi” den bahsedilmistir.

Bulgularda Tek Amagcli Lineer Kesirli Programlama ( T.A.L.K.P. ) probleminin
¢cozim yontemi olan Dinkelbach Yontemi ile Rayleigh Oraninin alt ve Gst sinirlarini

elde etmek kosulu ile bu yéntemin Rayleigh Oranina uygulanisi verilmistir.

Sonugta, Tek Amach Lineer Kesirli Programlama ( T.A.L.K.P. ) probleminin
¢cozim yontemi olan Dinkelbach Yonteminin Tek Amach Nonlineer Kesirli
Programlama problemlerinin de ¢dzim yontemi oldugu vurgulanmistir. Bu yontemin
Rayleigh Oranina uygulanisi yani Dinkelbach Yontemi ile ¢ozilebilen bir problemin
Rayleigh Orani ile de c¢oOzulebilecegi gosterilmistir. Boylece Tek Amaclh Kesirli
Programlama probleminin ¢6zumu igin standart tekniklere alternatif olusturulabilecek

yeni yontemlerin kullanilabilirligi gosterilmistir.
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4. BULGULAR

4.1. DINKELBACH YONTEMININ RAYLEIGH ORANINA UYGULANISININ
SONUCLARI

Calismamizin esasi Dinkelbach’in ilk defa ortaya koydugu kesirli programlama
probleminin parametrik probleme donustirilerek ¢6zimi nonlineer programlama
problemine uygulayarak ¢ézmek ve bu yontem ile ¢6ztlen problemin Rayleigh Orani ile
de cozllebilecegini gostermektir.

Boylece genel kisimlarin ilk boéliminde Rayleigh Orani ile ¢6zimi yapilan

Ornek 2.1.5.3.1.”i bu boliimde 6nce Dilkelbach Yontemi ile ¢ozelim.

Ornek 4.1.1.
4 2 -2
A=l 2 1 4
2 4 -8

Simetrik 3x3’luk bir A matrisinin reel olan 6zdegerleri |, <I, <I, sirasinda

olsun. Bunlara karsilik normlanmis vektorleri 6zvektorleri ( yani HU,H =1)U,U,,U,

olsun. Herhangi bir X = 0 vektérii icin A matrisinin Rayleigh Orani:

=T ne =T ne
|:R[)_<]:XAX X' AX

olduguna gore,

Yukaridaki A matrisi ile her X =0 vektdri igin:
i I, <RX]<I,
i. Heri=123 icin RU,|=1, olur.
Dinkelbach Ydnteminde, S:{X|A>?sb;f<20}g R" bos olmayan kompakt bir

kiime, f,g:S — R fonksiyonlari strekli g(x) >0 oldugunda,

maks{a (X) = @R € S} problemi
9(X)
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a € R olmak (zere;
F(a) = maks{f (%) —ag(R)|% € S|

parametrik problemine gevrilerek ¢ozulmektedir.

Dinkelbach Yontemi ile bu problemi ¢dzerken bunun bir nonlineer programlama
problemi oldugunu g6z o©nine alalim ve bu problemi bu sekilde dizenleyelim,

Dinkelbach Ydntemini uygulayalim.

Dinkelbach Yontemindeki amag¢ fonksiyonumuz F(X):% seklinde
g(x

=T — =T —
verilmistir. Bu orani Rayleigh Orani a = R[X]z quA:x = )|(| |'|02‘X ile ifade edelim. Yani
X' X X
Rayleigh Oranini Dinkelbach Ydntemine gore diizenlersek;
f(X) X' AX X' AX )
FX)=— =" ="—7 = _R[X]
9(®) XX |
||>*<||2 >0 oldugundan amag fonksiyonun paydasi olan > (4.1.1)
g(X) > 0 kosulu saglanir.
XeS={x |xeR",x=0}
kisitlarin olusturdugu S uygun bolgesi de saglanur. J

Problemimiz R®’te tanimlandigi icin Ornek 2.1.5.3.1."i ( 4.1.1 ) genel tanimina gore

duzenleyelim.
4 2 -2||x
xxxl 2 1 4| x
1 XTAX -2 4 -8||x
_R — —
a ~Rix]- 25 "
[X1X2X3]' XZ
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KTAX A%+ X, —8X," + A% X, — 4X X, +8X, X,
=

a =R[X|= T

2 2 2
X X X

seklinde diizenlenen problemin paydasi x,° +x,” +x, >0 oldujundan Dinkelbach

Yonteminde ki g(X) > 0 kisitini saglar.

(X)) A%7 +%,° = 8%, +4X X, — 4% X, +8%,X,
(X) XX, X

F(R) =
g

Dinkelbach Yontemi ile ¢ozimdini yaparsak; Rayleigh Oraninin alt ve (st

sinirlarini elde etmek igin ;

% =1 0 0] % = 0 herhangi bir baslangi¢ vektorii alalim.

RGN

—= > problemini minimuma goére duzenlersek
9(X)

min[f(X) -a g()?)] bu fonksiyon ile girilen matrisin 6zdegerlerinin minimumu

—

hesaplanir. Bu fonksiyon A matrisi ve X, baslangic vektori icin bulunan Rayleigh

Orani olan a, degerini hesaplar. a,degerine karsilik gelen min[f(X)—a g()?)] amag

fonksiyonu optimize edilir. Bulunan %~ vektoriine karsilik a, :% orant bulunur
gi%

ve f(X)-ag(x)=0 oluncaya kadar devam edilip minimum orana ulasilr. Ornek

2.15.3.1. de A matrisinde 6zdegerlerinin minimumu -10 olarak bulunmustur.
Dinkelbach Yo6nteminde Program 4.1.1°de bu adimlar tekrarlanarak -10’a en yakin olan

degerlere ulagilir.
Ayni problemi maksimuma gore dizenlersek max[f(X)—a g()?)] fonksiyonu ile

A matrisinin 6zdegerlerinin maksimumu hesaplanir. Burada da Ornek 2.1.5.3.1. de A
matrisinin 6zdegerlerinin maksimumu 5 olarak bulunmustur. Dinkelbach Yd&nteminde

Program 4.1.1” de bu adimlar tekrarlanarak 5’e en yakin olan degerlere ulasilir.
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Yukarda verilen Ornek 4.1.1. asagida MATLAB 7.0 programinda Dinkelbach
Yontemini, Rayleigh Oranina uygulayalim

Algoritma 4.1.1.

Adim 1: Matris olusturulur. ( A Matrisi )
Adim 2: Baglangi¢ sutun vektora verilir ( %)

Adim 3: Girilen matrisin minimum 6zdegerini hesaplar.

Adim 4: A ve X, girdilerinden sonra R[)?] ( Rayleigh Orani ) ve Amag

Fonksiyonu hesaplanir. ( Minimum igin)

Adim 5: Minimum deger icin hassasiyet belirlenir.

Adim 6: Dongu olusturulur, déngtide elde edilen yeni R[Y(] degerleri ile minimum
R[X]'ye ulasiimaya calisir. (R[X]dederi minimum olan -10 degerine yaklagir.

Hassasiyeti arttirdikca bu deger -10 degerine daha da yaklasacaktir. )

Program 4.1.1.

A=[42-2;214;-24-8]; (Adim 1)
x0=[1;0;0] (Adim 2)
ozdmin=min(eig(A)); (Adim 3)
clear Rx h

Rx(1)=(x0*A*x0)/(x0™*x0) . (Adim 4)
[x,fval]=fminunc(@ (X)(x*A*x-Rx(1)*x'*x),x0)

h=0.00000000000000000000000001; ’ (Adm5)
for i=2:10 )

RX(1)=(X"*A*X)/(X*X)
[x,fval]=fminunc(@ (x)(x*A*x-Rx(i)*x"*x),x0)
if Rx(i)- ozdmin < h
break
end )

(Adim 6)

end
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Tablo 4.1.1.
MATLAB 7.0’daki girdiler ve minimum sonuclari asagidaki tablodaki gibi gosterilir.

A 4 2 2
2 1 4
2 4 8
Rx 4 -10.00 -10.00 -10.00 -10.00 -10.00 -10.00
fval -3.3E-16
h 1E-26
i 10
ozdmin -10
X 0.033333
-0.06667
0.166667
x0 1
0
0

Algoritma 4.1.2.

Adim 1: Matris olusturulur. ( A Matrisi )
Adim 2: Baglangi¢ sutun vektora verilir (X, )

Adim 3: Girilen matrisin maksimum 6zdegerini hesaplar.
Adim 4: A ve X, girdilerinden sonra R[)?] ( Rayleigh Orani ) ve Amag

Fonksiyonu hesaplanir. ( Maksimum igin )

Adim 5: Maksimum deger icin hassasiyet belirlenir.

Adim 6: Déngii olusturulur, dongide elde edilen yeni R[X]degerleri ile

maksimum R[X]’ye ulasiimaya cahsilir. (R[X] degeri maksimum olan 5 degerine

yaklasir. Hassasiyeti arttirdikca bu deger 5 degerine daha da yaklasacaktir. )



Program 4.1.2.

A=[42-2;214;-24-8];
x0=[1;0;0]
ozdmax=max(eig(A));

clear Rx

Rx(1)=(x0*A*x0)/(x0™*x0)

[x,fval]=fminunc(@ (X)(-(X*A*Xx-Rx(1)*x'*x)),x0)

h=0.00000000000000000000000001;

for i=2:10

RX(D)=(X"*A*X)/(X*X)
[x,fval]=fminunc(@ (X)(-(X*A*X-Rx(i)*x*x)),x0)
If Rx(i)- ozdmax > h

break
end
end
Tablo 4.1.2.
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(Adim 1)
(Adim 2)
(Adim 3)

(Adim 4)

(Adim 4)

(Adim 6)

MATLAB 7.0’daki girdiler ve maksimum sonugclari asagidaki tablodaki gibi gosterilir.

A 4 2 -2

2 1 4

-2 4 -8

Rx 4 4.02 4.31 4.75 4.99 4.99 5.00 5.00

fval -2.7E-15
h 1E-26
i 10
ozdmax 5
X 0.8
0.4
2.33E-10
x0 1
0

0
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Dinkelbach’in ilk defa ortaya koydugu Kkesirli programlama probleminin
parametrik probleme dondsturilerek ¢dzimi nonlineer programlama problemine
uygulanarak ¢6zulmastir. Bu 6rnek problem hem Rayleigh Orani ile hem de
Dinckelbach Yontemi ile ¢ozulmustdr.

Sonugta, Tek Amagh Kesirli Programlamada kullanilan yontemlere alternatif ve
daha genis kapsamli olan Dinkelbach Ydnteminden esinlenilmis ve bu yontemin
Rayleigh Oranina uygulanisi verilmistir. Béylece bir problemin her iki yontem ile de

cozilebilecegi gosterilmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Calismamizda matematik programlama probleminde amag¢ fonksiyonunun tek
olmasi halinde Tek Amacli Matematik Programlama probleminin tanimi, 6zellikleri ve
bu konularin bazi énemli teoremleri bulunmaktadir. Tek Amacli Lineer Matematik

Programlamanin, Lineer Programlama ve Nonlineer Programlama modeli gosterilmistir.

Tek Amacli Lineer Kesirli Programlama problemi Degisken Donlisumi Y éntemi,
Guncellestirilmis Amag Fonksiyonu Ydéntemi ile ¢ozilur. Bu yontemlere alternatif diger
bir yaklasimda Dinkelbach’in ilk defa ortaya koydugu; bir Kesirli Programlama
probleminin parametrik probleme donustirilerek ¢ozumudur bu yoéntem, bu konu
uzerinde calisan diger yazarlar tarafindan incelenerek gelistirilmistir. ( Ibaraki ( 1983 ),
Mazzoleni ( 1973), Schaible ( 1976 ) )

Dinkelbach Yonteminde, S:{X|Ax£ b;izo}g R" bos olmayan kompakt bir

kiime, f,g:S — R fonksiyonlari stirekli g(x) >0 oldugunda,

maks{a (X) = L):()b( € S} problemi
g(X)

a € R olmak Uzere;

F(a) = maks{f (%) —ag(R)|% € S|

parametrik problemine gevrilerek ¢ozulmektedir. ( Dinkelbach, 1967 )

Sonug olarak, ¢alismamizda bu yontem ile Rayleigh Oraninin alt ve (st sinirina

ulastimistir.
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