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OZET
NIiL ARMENDARIZ HALKALAR UZERINE

ARZU KAPCIK

Yiiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Yrd. Dog¢. Dr. Ummahan ACAR
Eyliil 2013, 55 sayfa

Bu ¢alismada 3-Armendariz halkalarin bir genellemesi olan nil-3-Armendariz halka
ve M monoidine gore nil-3-Armendariz halka tanimlanmis ve Ozellikleri
sunulmustur. Bu tezin amaci Armendariz, Weak-Armendariz ve Nil-Armnedariz
halkayla ilgili temel 6zellikleri inceleyerek tanimlanan nil-3-Armendariz halkanin
ozelliklerini irdelemektir. M monoidine gore nil-3-Armendariz halka ile ilgili
Ozellikler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: 3-Armendariz Halka, Weak 3-Armendariz Halka.
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ABSTRACT
ON NIL ARMENDARIZ RINGS

ARZU KAPCIK

Master of Science(M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ummahan ACAR
September 2013, 55 pages

This study involves properties and definitions of M-nil-3-Armendariz and nil-3-
Armendariz rings which are a generalization of 3-Armendariz rings.The aim of the
thesis is investigating basic properties of Armendariz, Weak-Armendariz and Nil-
Armendariz rings then examining properties of nil-3-Armendariz ring. Also this
study presents properties of nil-3-Armendariz rings with relative to monoid.

Keywords: 3-Armendariz Ring, Weak 3-Armendariz Ring.



ONSOZ

Yiiksek lisans egitimim boyunca ilminden faydalandigim, insani ve ahlaki degerleri
ile de ornek edindigim, yaninda caligmaktan onur duydugum ve ayrica
tecriibelerinden yararlanirken gostermis oldugu hosgorii ve sabirdan dolay1 en 6nemli
tesekkiirti hak eden degerli hocam, danismanim Yrd. Dog¢. Dr. Ummahan ACAR' a

Birlikte ¢alismaktan zevk aldigim, her konuda benden desteklerini esirgemeyen ve
bu ¢alismaya katkilarindan dolayr Tuba Kaliz' a ve Nurbige Turan, ayrica matematik
boliimiindeki hocalarima ve arastirma gorevlilerine,

Calismam sirasinda her zaman yanimda olan ve beni basariya siiriikleyen dostlarima,

biitiin hayatim boyunca benden maddi manevi desteklerini esirgemeyen, bu giinlere
gelmemi saglayan aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Herhangi polinom halkasi iizerinde f(x) = Zn:aixi ve g(x) = anj b;x’ elemanlar1 icin
her a;b; = 0 ise f(x)g(x) = 0 oldugu kolaycellzglg'oriilijr. E. Armejrfcllariz (1974) "A Note
On Extensions of Baer and P. P.-rings" calismasinda R inmis bir halka olmak iizere
f(x)g(x) = 0 olmasinin ancak ve ancak her i, j i¢in a;b; = 0 olmasiyla miimkiin oldu-
gunu ispatlamigtir. Bu durum tamlik bolgesi iizerindeki polinom halkalar1 da agiktir.
Dolayisiyla tamlik bolgesi olmayan halkalar i¢in Armendariz’ in vermis oldugu bu

ozellik onem kazanir. Rege ve Chhawchharia (1997) ¢alismalarinda, R herhangi bir

halka olmak tizere
f(x)g(x) =0 iken her i,j i¢in a;b; =0

ise R halkasin1 Armendariz halka olarak adlandirmislardir. Boylece Armendariz’ in

inmis halka i¢in vermis oldugu bu 6zelligi keyfi bir halkaya tagimiglardir.

Yang (2008) calismasiyla Armendariz halkalar1 3-Armendariz halkalara genellemis-
tir. Bu ¢alismada 3-Armendariz halkalar baz alarak nil-3-Armendariz halkalar tanim-
lanmis ve Ozellikleri verilmistir. Ayrica M monoidine gore nil-3-Armendariz kavrami
incelenmistir. Calisma alt1 boliimden olugsmaktadir. ikinci boliimiinde ihtiya¢ duyulan
monoid, halka, monoid halkalari, polinom halkalar1, matris halkalar1 sirasiyla Kisim
2.1, Kisim 2.2, Kisim 2.3, Kisim 2.4’ de yer verilmistir. Ugiincii bolimde Armendariz,
Weak-Armendariz ve Nil-Armendariz halkalariyla ilgili literatiir taranmis ve 6rnekler
sunulmustur (Armendariz, 1974; Rege ve Chhawachharia, 1997; Kim ve Lee, 2000;
Liu Z, 2005; Liu ve Zhao, 2006; Antonie, 2008; Yang, 2008; Abotalebi ve Hasemi,
2009; Jeon, Kim, Lee ve Yoon, 2009; Dixit ve Singh, 2010; Hizen, 2010; Hui-feng,
2012).

Giintimiizde bir c¢ok aragtirmaci tarafindan Armendariz, Weak-Armendariz, Nil-

Armendariz halkalar yogun bir sekilde calisgiimaktadir. Yang (2008)’ de f(x) = 3 a;x',
i=1

m ) [
g(x) = 3 bix/ ve h(x) = Y cxx* € R[X] olmak iizere;
=1 k=1

J=

f(x)g()h(x) =0 ise her i,jk i¢in abjc, =0

1



ozelligini saglayan halkalar1 3-Armendariz halka olarak adlandirmistir. Daha sonra
Hui-feng (2012) calismasinda Weak-3-Armendariz halkayr tanimlamigtir. Weak-3-

Armendariz dzellikleri Kisim 4.1” de verilmistir.

Calismanin son boliimii 6zgiin sonuglardan olusmaktadir. Bu boliim icin temel ¢ikis
noktas1 Yang (2008) ve Hui-feng (2012) ¢alismalaridir. Bu calismalardan Kisim 4.1°
de bahsedilmistir. Kisim 5.1° de nil-3-Armendariz tanimu yapilarak 6zellikleri ince-
lenmistir. M monoidine gore nil-3-Armendariz halka ve 6zellikleri Kisim 5.2° de su-
nulmustur. Ayrica Kisim 3.4’ de verilen M-nil-Armendariz halka 6zellikleri M-nil-3-

Armendariz halkaya taginmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez boyunca gerekli olan bazi temel kavramlar verilecektir. Daha ayrintil
bilgi i¢in Hungerford (1980) ve Anderson-Fuller (1974) kaynaklarindan yararlanilabi-

lir.
2.1. Monoid, Grup, Halka

Boliim 4.2 de nil-Armendariz halkalarin M monoidine gore 6zellikleri arastirilmistir.

Bu nedenle 6ncelikle monoid tanimini verecegiz.
M bostan farkli bir kiime ve %, M iizerinde bir i¢ islem olsun.

e Eger hera, b, c € M icin a x (b x ¢) = (a * b) x ¢ saglaniyorsa % islemine

birlesme 0zelligine sahiptir denir.

e Eger hera € M i¢in a x e = e x a = a olacak sekilde e € M varsa e’ ye x

islemine gore M’ nin birimi denir.

e ae Micinax b =b%a = eolacak sekilde b € M varsa b’ ye a’ nin % iglemine

gore tersi denir.

e Egerhera, b € Micinaxb = bxa oluyorsa M’ ye % islemine gore degismelidir

denir.

Tanmm 2.1.1 M bostan farkli bir kiime ve %, M kiimesi iizerinde tanimli bir islem

olsun. Eger M kiimesi x islemine gore birimli ve birlesmeli ise M’ ye monoid denir.

Tamim 2.1.2 M bostan farkli bir kiime ve *x, M kiimesi tizerinde tanimli bir islem ol-
sun. Eger M kiimesi x iglemine gore birlesmeli, birimli ve her elemanin elemanin tersi
varsa (M, x) grup denir. Eger M grubu % iglemine gore degismeli ise M’ ye degismeli

grup denir.

Tanim 2.1.3 R bir degismeli grup olmak iizere R iizerinde ”.” bir i¢ islem olsun.

99 99

a, b, c € Rigin ”.” iglemi;



e a.(b.c) = (a.b).c (birlesme 6zelligi)

e a.(b+c)=a.b+ a.c(soldan dagilma ozelligi)

(a + b).c = a.c + b.c (sagdan dagilma ozelligi)

sartlarini sagliyorsa (R, +, . ) sirali li¢liisiine halka denir. Halka ¢arpma islemine gore
degismeli ise halkaya degismeli halka denir. Halkanin toplamsal birimine halkanin
sifir1 denir. Halka carpma islemine gore birimli ise halkaya birimli halka denir ve hal-

kanin birimi 1 ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 R bir halka, sifirdan farkli @ ve b € R i¢cin a.b = 0 ise a’ ya sol sifir
boleni b’ ye sag sifir boleni denir. Eger R halkasinin sifir boleni yoksa sifir bolensiz

halka denir.

Tanim 2.1.5 R birimli degismeli bir halka ve O # 1 olsun. Eger R sifir bolensiz ise

R’ ye bir tamlik bolgesi denir.

Tamim 2.1.6 R bir halka ve I, R’ nin bir toplamsal alt grubu olsun. Eger her a € I ve
her r € Ricin ra € I ise I’ ya R’ nin bir sol ideali ve hera € I, r € Ricinar € [ ise I’
ya R’ nin bir sag ideali denir. Eger I hem sol ideal ve hem sag ideal ise I’ ya R’ nin bir

ideali denir.

Tamim 2.1.7 R bir halka ve r € R olmak {izere her x € R i¢in r.x = x.r sartin1 saglayan

r elemanlarinin kiitmesine halkanin merkezi denir.

Halkalarin Armendariz 6zelligi icin baz olusturan nilpotent eleman ve Abel halka icin

gerekli olan idempotent eleman tanimi verilecektir.

Tamim 2.1.8 R bir halka olmak iizere, R ’ nin bir a elemani icin a” = 0 olacak sekilde
bir n € N varsa a elemanina nilpotent eleman denir. " = 0 olacak sekilde en kiiciik

pozitif n tamsayisina a > nin nilpotentlik derecesi denir.



Tamm 2.1.9 R bir halka ve A C R olmak {iizere, her xi, x5, ...x,, € A icin x1x3...x, = 0
oluyorsa A kiimesine nilpotent alt kiime denir. Eger A kiimesinin her elemani nilpotent

ise A kiimesine nil kiime denir. A’ nin nil kiimesi nil/(A) seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.10 /, R halkasinin bir ideali olsun.

e /[ idealinin her bir elemani nilpotent ise I’ ya nil ideal denir.

e [" =0 olacak sekilde n € Z* varsa I’ ya nilpotent ideal denir.

Tamm 2.1.11 R halkasinin ¢®> = e sartin1 saglayan e elemanina idempotent eleman

denir. Eger idempotent eleman halkanin merkezinde ise merkezcil idempotent denir.

2.2. Dik Toplam

Bu calismada incelenen ve ortaya konulan halkalarin dik toplamininda aym 6zelligi
saglayip saglamadig1 arastirllmistir. Dolayisiyla bu boliimde gerekli olan halkalarin

dik toplami1 tanimi verilecektir.

I indeks kiimesi olmak iizere {R; | i € I} halka ailesi olsun. Bu halka ailesinin kartezyen

carpimi
[TR1ien=tr1r:1— | JiR1ien. fG)eRherieIigin dir

f,g € [I{R; | i € I} olmak lizere kartezyen carpim kiimesi iizerinde her i € [ i¢in
toplam ve ¢arpim iglemleri

(f +8)0) = f() + g()

(f&)(0) = f(Dg()

seklinde tanimlanir. Tanimlanan bu igslemlere gore [ [{R; | i € I} kiimesi bir halka yapis1
olusturur. Bu halkaya tam dik toplam denir ve [] R; ile gosterilir. Halkanin 0 elemani
fonksiyonu 0 : I — (J{R; |i € I} olan 0(i) = Olielle tanimhdir. f € [[ R; i¢in toplamsal

i€l

tersi —f : I — (J{R; |i € I} olan —f(i) = —f(i) € R; fonksiyonu ile tanimlidir.

Heri e I'icin f € [[R; ve f(i) = a; € R; olsun. f, {a; | i € I} goriintii kiimesi ile
i€l
tanimlanir. Bu gosterimi kullanarak her i € [ icin

5



{ailiel}+{bi|i61}:{Cli+bi|iel}
lailieI{b;|iel}={ab;|icl}

islemleri tanimlanabilir.

I =1{1,2,---,n} sonlu kiime olsun. Bu sart altinda tam dik toplam
Pr=R+R+-+R,
iel
ile gosterilir. Bu kiimenin herhangi bir {a; | i € I} elemam (a;,a,,--- ,a,) seklinde
yazilir.

Tanim 2.2.1 {R;|i € I} halka ailesinin dik toplam1 @ R; ile gosterilmek iizere

iel
P ri=latienc| |RIsonluieligina#0)
iel iel
ifadesi bir dik toplamdir.
ED R; halkas1 [ R; halkasinin bir alt halkasidir.
iel i€l
Tamim 2.2.2 I = {1,2,--- ,n} ve {A; | i € I} R halkasinin ideal ailesi olsun. Bu sonlu

ailenin toplami ) A; ile gosterilir.
i€l

ZAi:{al+a2+“'+an|ai€Ai’ i=12,-.n) dr

i€l
Tanim 2.2.3 [ indeks ve Iy C I sonlu kiimesi i¢in {A; | i € I}, R halkasinin ideallerinin

ailesi olsun. Bu ailenin toplam }] A; ile gosterilir ve
i€l

ZA,- —{aeR|ac ZA,}' dir.

iel i€l

R halkasinin ideallerinin toplam1 R halkasinda bir idealdir.

Tanim 2.2.4 {A; | i € I}, R halkasinin ideallerinden olusan bir aile olsun. ideallerinin

toplam kiimesi her k € [ icin

sartin1 sagliyorsa bu toplam kiimesine dik toplam denir.
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Teorem 2.2.5 [ sonlu olmak iizere {A; | i € I}, R halkasinin ideal ailesi olsun. Asagi-

dakiler denktir;

(i) > A; dik toplamdir.

iel

(i) aj+a,+---+a,=0,a;, € A;,ie€lisea; =0 dir.

(ii1)) Hera € ) A, tek sekilde a = a; + - - - + a, formunda ifade edilir.

i€l
2.3. Monoid Halkalar

Bolim 3.4 ve 5.2° de M monoidine gore Armendariz olma ozelligi ile ilgili R[M]
halkasi iizerinde caligmalar yapilacaktir. Bu nedenle bu kisimda R[M] halka yapisi

tanitilacaktir.

Bir R halkas1 ve M monoidi i¢in

RIM]={r|7:M — R,m €M hemen hemen her 7(m) = 0} dir.

R[M] iizerinde toplama islemi 7, 8 € R[M] i¢in

(T +pB)(m) = 7(m) + B(m)
olarak tanimlansin. R[M] toplama islemine gore degismeli grup olur. @, 8 € R[M] i¢in
carpimsal islem tanimlanacak olursa

(@B)(2) = ) a(x)B(y) dir.

xy=z

X,y € M olmak lizere z = xy olacak sekilde tiim (x,y) ciftleri iizerinden tek sekilde
verilir. Bu toplam sonludur ciinkii yalnizca sonlu sayida a(x)B(y) # 0 olacak sekilde
(x,y) € M x M ikilisi vardir. Hemen hemen her ¢ € M icin (aB)(t) = 0’ dir. Bu ise

carpimun R[M] ye ait oldugunu gosterir.

a, B,y € R[M] olmak lizere;

(@B))(@) = 2 (@B)(x)y(y) = 2 (2 a@)BM)y(y) = X a@)B)y(y) dir.

xXy=z Xy=z uv=x uvy=z



Benzer sekilde (a(By))(z) = X a(x)B(u)y(v) elde edilir. Bu iki ifade de bir

XUv=zg

birine esittir. Dolayisiyla R[M] ¢arpma islemine gore birlesmelidir.

R[M] kiimesinin ¢arpimsal birimi ise x € M olmak iizere;
lp ; eSer x=e
50x) = R g
O ; eferx+e

seklinde olan ¢ fonksiyonudur. @ = éa = a6 oldugu acgik¢a goriiliir.

a € Rve x € Molsun. @ € R[M] icin @ = ), a(x)x seklinde yazilabilir. Burada a(x)’
xXeM
in degeri x # yicin a(y) = 0, x = y i¢in a(y) = a’ dir. Yani a(x) = ax. Gergekten,

eger {a,}ey R’ nin elemanlarinin sonlu tanesi 0 olan kiimesi ise herhangi y € M icin

B = Z a,x’ dir.

xeM

B() = a, olmak iizere

Bu ise bir @ elemaninin tek sekilde )’ a.x toplamsal formda ifade edildigini gosterir.

Dolayisiyla R[M] tizerindeki ¢carpma iglemi

O ax)() by)= ) adbyxy

xeM yeM x,yeM

seklinde yazilabilir ve toplama islemi

Z a,x + Z bx = Z(ax +b)x

xeM xeM xeM

seklinde yazilabilir. Ayrica R[M]’ nin birimi 1gze’ dir.

Simdi ise R ve M’ nin ikisininde R[M] icine gdmiilebilecegi gosterilecelktir.

¢o : M — R[M], ¢o(x) = Ix seklinde verilen bir doniisiim olsun. ¢, carpimsal
monoid homomorfizmasidir ve i¢ine doniisiimdiir yani M, R[M]’ nin i¢ine gdomiiliir.

Jo + R — R[MT de fy(a) = ae seklinde verilen bir doniisiim olsun. f; halka ho-
momorfizmasidir ve iistelik i¢ine bir doniisiimdiir. Bu ylizden R[M]’ nin bir alt halkas1
olarak goriiliir. Dolayisiyla R[M] monoid halkasi yada M’ nin A {izerine monoid cebri

ya da M bir grup ise grup cebri denir.



2.4. Polinom Halkalar:

Tamim 2.4.1 R bir halka, x bir bilinmeyen ve ay, a;, - - - , a; lar R nin elemanlar1 olmak

uzere,

k
a0+a1x+---+akxk:2aixi
i=0

seklindeki bir ifadeye katsayilar1 R halkasindan olan bir polinom denir. Katsayilar1 R

de olan tiim polinomlar kiimesi R[X] ile gosterilir.

p(x) =ag+ax+--+ax* ve g(x) = ap + ayx + - + a,x' € R[x] olsunlar.
px)=qx) oVi>0, a=b;
R[x] polinom kiimesi iizerinde f(x) = i)ai x, g(x) = ﬁ:o b;-x/ € R[X] igin,
i= =
f)+gx) =co+cr.x+-+(c).x

k
cx = 2, a;by_; olmak tizere
i=0
m+n

F).800 = ) e

k=0
bu islemlere gore (R[x], +,.) halka olur. Ayrica Og,; = O polinomu R[x]" in etkisiz

elemanidir.

Onerme 2.4.2 R bir halka ise R[x] de bir halkadur. Ayrica;
1) R birimli ise R[x] de birimlidir.
i1) R degismeli ise R[x] de degismelidir.

ii1) R tamlik bolgesi ise R[x] de tamlik bolgesidir.

2.5. Matris Halkalar

R bir halka, X X ¥, N X N’ nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun. A(i, j) = a;; € R ile

tanimlanan A : X X Y — R fonksiyonuna |X| X |Y| boyutunda matris denir. Kisaca

9



A = [a;jlixxy seklinde gosterilir. Satir ve siitun sayisi birbirine esit olan matrislere kare
matris denir. R halkasi lizerinde X X Y tipindeki biitiin matrislerin kiimesi My y|(R)
ile gosterilir.

A = [a;j] ve B = [b;j], Mx)qy/(R) kiimesinin elemanlar1 olsun. M xy(R) kiimesi iize-
rinde [a;;]+[b;;] = [a;;+ b;;] seklinde tammlanan toplama islemine gore (M xxy(R), +)
degismeli gruptur. Bu sistemin toplamsal birim elemani 0y, ., z) = [0;;] matrisidir. Bu
matrise 0 matris denir. A matrisinin toplamsal tersi ise —A = [—a;;] "dir.

M)y (R) kiimesi lizerinde A - B = [} ; a;jbji]xxy seklinde tanimlanan igleme matris
carpimi denir. M\x;xy|(R) kiimesi iizerinde tanimlanan matris toplami ve matris ¢arpimi

islemleriyle halka yapis1 olusturur. (M x)«y(R), +, -) sistemine matris halkas: denir.

Simdi Armendariz ve nil-Armendariz halkalarin karakterizasyonunda kullanilacak

olan alt ve iist iicgensel matris tanimlar1 ve 6zellikleri verilecektir.

Tamm 2.5.1 Her i # jicin A(i, j)) = 0 olan A € M,,(R) matrisine diagonal matris

denir.

Tamm 2.5.2 i > ji¢in A(i, j)) = 0 olan A € M,,(R) matrisine iist iiggenal matris
denir. R halkasi iizerindeki iist ticgensel matris kiimesi UT M(R) ile gosterilir (her n

sayist i¢in T,,(R) seklinde de gosterilebilir).

Tamm 2.5.3 i < jicin A(i, j) = 0 olan A € M,,(R) matrisine alt iicgensel matris

denir. R halkas1 tizerindeki alt tiggensel matris kiimesi LT M(R) ile gosterilir.

Teorem 2.5.4 Alt (iist) licgensel matrisler toplama, ¢carpma ve skalerle ¢carpma iglem-

lerine gore kapalidir.
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3. KAYNAK OZETLERI

Armendariz, R inmis halka iizerinde f(x) = g)aixi, g(x) = ﬁ]b X/ € R[X] ¢arpi-
minin sifir olmasi igin gerek ve yeter kosul };:1)* i, jigin a;b; :F(()) olmas1 gerektigini
gostermistir (Armendariz, 1974)). Bu durum tamlik bolgeleri i¢in acik bir durumdur.
Dolayisiyla tamlik bolgesi olmayan halkalar i¢in Armendariz’ in vermis oldugu 6zel-
lik 6nem kazanir. Rege ve Chhawchharia (1997) calismalarinda Armendariz’ in bu

caligsmasini herhangi bir halka icin genellestirmis ve asagidaki tanim verilmistir.

3.1. Armendariz Halka

Tammm 3.1.1 f(x) = Y a;x' ve g(x) = Y, bjx/, R[X] polinom halkasinin elemanlari
i=1 j=1
olmak iizere; f(x)g(x) = 0 oldugunda her i, j i¢in a;b; = 0 oluyorsa R halkasina

Armendariz halka denir.

Armendariz halkalar Rege, Chhawchharia ve bir ¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmis

ve giiniimiizde de ¢aligmalar yogun olarak stirmektedir.

Rege ve Chhawchharia (1997) calismalarinda Armendariz halkalarin alt halkalarinin

ve kartezyen carpimlarinin da Armendariz oldugunu gostermislerdir.

Ornek 3.1.2 Her n tamsayisi icin Z/nZ halkas1 bir Armendariz halkadir (Rege ve Ch-
hawchharia, 1997). Gergekten,

Aritmetigin temel teoremi geregince n asal sayilarin carpimi seklinde yazilir. Dolay1-

€i
i

styla p, py,- -+, p; bir birinden farkli asal sayilar olmak iizere, n = p” ven = p{' -+ p
iki sekilinde incelenebilir. n = p™ olsun. f(x) = f(x)+ p"™, g(x) = g(x) + p" elemanlari
Z[X] € (Z/p™Z)[X] kiimesinin elemanlar1 olmak iizere f(x)g(x) = 0 olsun. Dolayi-
styla p™|f(x)g(x)” dir. Bu da bize f(x) ve g(x) polinomlarini p asal sayis1 tarafindan
boliinemeyen f (x) ve g (x) polinomlarinin ¢arpimu seklinde sirasiyla f(x) = p"f (x) ve
g(x) = p*g'(x) seklinde yazilir. f(x)g(x) = p’** f (x)g (x) ifadesi p™ tarafindan tam bo-

lilnebildiginden r + s > m’ dir. Dolayisiyla her i, j icin a_ib_j =p'a;p’b; = p"aib; =0
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olur. Dolayisiyla Z/p™Z Armendariz halkasidir. n = p{'--- p;’ olsun. Cin kalan te-
oremi geregince Z/nZ = Z/p'L P L/ ps P --- P Z/p;'. Her Z/ p{* halkasi Armen-
dariz halka oldugundan Z/nZ halkasi her n icin Armendariz halkadir. Degismeli hal-

kalar Armendariz 6zelligini tasimak zorunda degildir (Rege ve Chhawchharia, 1997).

Sifirdan farkli nilpotent eleman1 olmayan halkaya inmis (reduced) denir. Rege ve Ch-
hawchharia (1997) calismalarinda inmis halkalarin Armendariz oldugunu géstermis-
lerdir. Buradan Armendariz halkalarin inmig halkalarin bir genellemesi oldugu goriiliir.

Dolayisiyla nilpotent elemanlar halkalarin sinifinda 6nemli bir yere sahiptir.

Asagidaki onerme de katsayilar1 nil(R) kiimesinden olan polinomlar ile R[X] polinom

halkasinin nilpotent elmanlarindan olusan kiime arasindaki iligki verilmistir.
Onerme 3.1.3 R Armendariz halka ise nil(R)[X] C nil(R[X]) (Antonie, 2008).

Kanmit: R Armendariz halka, f(x) = i a;x' € nil(R)[X] ve heri = 0,1,2,--+ ,nigin
a¥ = 0 olacak sekilde k > 1 olsun. Idda edelimki f(x)™*Dk = 0. f(x)™*DYk = 0 polino-
munun katsayilar1 ;" nin (n + 1)k uzunluklu monimal toplamlar1 seklinde yazilabilir.
Bir monimal a;,a;, - - - a;,,, seklindedir ve bu ifade en az k tane 0 < jo < n olmak iizere
aj, tekrarindan olusmaktadir. 1 < rj <--- <rn < (n+ Dkicina;, =---=a;, = aj
olsun. Biitiin i, # i,, degerleri i¢in f; (x), f; (x) polinomlari

fi() =1-a.x,

fl ‘X)=1l+a,+-+ aff:l)c"‘l

seklinde olsun. iki polinomu carptigimizda fi;(x) fl.:(x) = 1 ve g;, bu iki polinomu-
nun katsayilarinin carpimi olur. Carpimin katsayilar1 (n + 1)k uzunlugundaki moni-
a

mal oldugundan a; a;, - -~ a;, a4, ., -a jo ot @iy i, < Gy, seklinde ya-

irz—l

zabiliriz. Herbir a; igin f.’ (x)f; (x) carpimu tekrarlanirsa ve @f = 0 oldugundan

L@@ f @ajf, (@ f] (Dajf, () f | (x) = 0 elde edilir. R Ar-

mendariz halka oldugundan herbir polinomun katsayilarindan olusan ¢arpim 0 olacak-

lr +1 Tk +l

tir. Dolayisiyla f(x) € nil(R[X]) olacagindan nil(R)[X] C nil(R[X])’ dir. O
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3.2. Weak Armendariz Halka

Weak-Armendariz halkalar, Armendariz halkalarin bir genellemesidir. Bu boliimde Liu
ve Zhao (2006) calismasindaki weak-Armendariz halka tanimi ve bazi 6zellikleri ve-

rilecektir.

Tamim 3.2.1 R bir halka f(x) = Y a;x' ve g(x) = Y, b;x/, R[X]" in elemanlar ol-
i=1 j=1
mak lizere f(x)g(x) = 0 oldugunda her i, j i¢in a;b; € nil(R) ise R halkasina weak-

Armendariz halka denir.
a;b; = 0ise a;b; € nil(R) oldugundan her Armendariz halka weak Armendariz halkadur.

Onerme 3.2.2 R halkasinin weak-Armendariz halka olmast icin gerek ve yeter kosul

her n i¢in T, (R) weak-Armendariz’ dir.

R bir halka olsun.Kim ve Lee (2000) ¢alismalarinda, n > 2 olmak iizere n X n tipindeki
ist tiggensel matrislerin Armendariz olmadigini bir 6rnekle gostermislerdir. Ancak R
Armendariz halka ise n i¢in 7,(R) weak-Armendariz halka oldugunu gostermislerdir
(Liu ve Zhao, 2006). R halka olmak iizere M,(R) halkas1 weak-Armendariz halka de-

gildir. Bu durum asagidaki 6rnekte gézlemlenir.

Ornek 3.2.3 R ve S = M,(F) birer halka olsun.

0 1 10 11 0 O
f(x) = -+ x, gkx)= + X
0 0 00 00 -1 -1
polinomlar1 S[X] polinom halkasinin elemanlart icin f(x)g(x) = 0 dir. An-

cak

ko

degildir(Liu ve Zhao, 2006).

11
00

} nilpotent degildir. Dolayisiyla S halkas1 weak-Armnedariz
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R bir halka olsun. (R + R) kiimesi genel toplama islemine gore degismeli gruptur. Bu
kiime {izerinde a, b, u ve v € R olmak iizere (a,u)(b,v) = (ab,av + bu) tanimlanan

carpma islemine gore halka yapisi olusturur. Bu halka kisaca T'(R, R) olarak gosterilir.

Kim ve Lee (2000) calismalarinda R Armendariz iken 7'(R, R) halkasinin Armendariz
olmayacagin bir 6rnekle gostermistir. Fakat weak-Armendariz halkalar i¢cin bu durum

asagidaki onermeyle acikliga kavusmustur.

Onerme 3.2.4 R weak-Armendariz olmas1 icin gerek ve yeter sart T(R,R) weak-

Armendariz olmasidir.

Onerme 3.2.5 Weak Armendariz halkalarin sonlu dik toplamlari da weak-

Armendariz’ dir (Liu ve Zhao, 20006).

Onerme 3.2.6 R bir Abel halka ve e € R bir idempotent eleman olsun. Asagidakiler

denktir;

(1) R weak-Armendariz’ dir.

(2) eR ve (1 — )R weak-Armendariz’ dir (Liu ve Zhao, 2006).

Onerme 3.2.7 I, R halkasinin bir ideali ve R/I weak-Armendariz olsun. I C nil(R)

ise R weak-Armendariz’ dir (Liu ve Zhao, 20006).

3.3. Nil Armendariz Halka

Nil Armendariz halkalar, Antoine (2008), Hizen (2010) ve daha bir ¢ok arastirmaci
tarafindan ¢aligilmakta olan giincel bir konudur. Biz de ¢alismamizda nil-Armendariz
halka kavramini temel alarak nil-3-Armendariz halka tanimlayacagiz. Bu nedenle nil-

Armendariz halka ile ilgili literatiirde bulunan bazi calismalari bu kisimda sunacagiz.

Nil-Armendariz halkalar Armendariz halkalarin farkli bir genellemesidir.

Tamim 3.3.1 R bir halka f(x) = Y a;x' ve g(x) = Y, b;x/, R[X]" in elemanlar1 ol-
i=1 j=1

mak lizere f(x)g(x), nil(R)[X] kiimesinin eleman1 oldugunda her i, j i¢in a;b; nil(R)

kiimesinin eleman1 oluyorsa R halkasina nil-Armendariz halka denir.
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Ornek 3.3.2 R = {(Zm, D|m,le Z4}, R nil-Armendariz halkadir.
f(x) ve g(x) katsayilar sirasiyla her i, j i¢in a; = (a;,, a;,) ve b; = (bj,, bj,) olan

flx = iaix", gx) = g]bjxj seklindeki polinomlarin f(x)g(x) ¢arpimu nil(R)[X]
kiimesinélze1 ise carpimin k];tlsayllarl incelenecek olunursa;

aoboy = (ao, by, , aop,bo,) € nil(R)

aoby+a by = (ao,by,,ao,by,)+(ay,bo,,ai,by,) = (aop,by, +ay, by, , ap,by, +ai,by,) € nil(R)
buradan ilk bilesenin nilpotent oldugu asikardir. Ikinci bilesen analiz edilirse k € Z

olmak tizere;
ag,by, +a;,by, = 2k (3.1

(3.1) denklemi soldan ay, ile carpilirsa ag,ao,b1, + ag,a1,bo, = ap,2k buradan ay,a,,bo,
eleman1 nilpotent oldugu goriiliir. # € Z olmak iizere ap,a0,b;, = 2t olur. Buradan
(ag,b1,)* = 0 bulunur. Denklem sagdan by, ile carpildiginda a,b,, € nil(Zs) olur. Ben-
zer sekilde denklem (3.1) de sagdan by, ile carpilirsa ao,b1,by, + ai,bo,by, = 2kby,
olur. Buradan a,b,,by, eleman nilpotent eleman oldugu asikardir. #; € Z olmak iizere
ao,b1,bp, = 2t, bulunur. Buradan (a]zbgz)2 = 0 olur. Denklem sagdan a;, ile ¢arpildi-
ginda a,,by, € nil(Z4) olur. Dolayisiyla apb; ve a;by € nil(R) seklinde bulunur.

aoby +aby+axby = (ap, by, +ay, by, +az, by, ap,br, +ai,by, +az,by,) € nil(R) buradan ilk

bilesenin nilpotent oldugu asikardr. ikinci bilesen analiz edilirse k; € Z olmak iizere;
d02b22 + a12b12 + Clzzbo2 = 2k, (32)

(3.2) denklemi soldan ay, ile ¢arpilirsa ay,ao,b,, + ay,a1,b1, + ay,as,by, = a;,2k, bura-
dan a,,a,,by, elemani nilpotent oldugu bellidir. #, € Z olmak iizere;

a,ao,by, + ay,a,by, = 2t, olur.

Bu denklem de sagdan b,, ile ¢arpilirsa ay,a0,b2,b1, + a,a,,b1,b1, = 2t,b,, buradan
ay,ap, by, by, eleman nilpotent oldugu bellidir. 3 € Z olmak lizere ay,a;,b1,b1, = 213
olur. Buradan (a7 b7 )* = 0 bulunur. Dolayisiyla a,by, € nil(Zs) olur. Dolayisiyla
ty € Z olmak lizere ay,by, + az,by, = 2t4 olur. Bu denklem sagdan b, ile carpilirsa
ap,ba, by, + as,bo,by, = 2t4b¢, olur. Buradan ay,b,,b,, elemani nilpotent oldugu asikar-

dur. 15 € Z olmak iizere; ay, by = 215 olur. (a5,b; )* = 0 bulunur. Denklem sagdan a,, ile
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carpildifinda a,,by, € nil(Z4) olur. Sonug olarak (3.2) denkleminden ag,b,, € nil(Zy)
oldugu goriiliir. Dolayisiyla ag,b,, a1,b1, ve as,by, € nil(R) olur. Benzer sekilde diger
katsayilar icinde benzer iglemler yapildiginda her i, j i¢in a;b; € nil(R) olur. Dolay1-

styla R bir nil-Armendariz’ dir.

Herhangi bir halkada nil(R) kiimesi ideal olmaz. Eger nil(R) < R ise R nil-Armendariz’

dir. Asagidaki onermede bu 6zellik genellestirilerek verilmistir.

Onerme 3.3.3 R halka ve / < R bir nil ideal olsun. R nil-Armendariz olmasi icin

gerek ve yeter kosul R/ halkasinin nil-Armendariz olmasidir (Antoine, 2008).

Kanit: 7 nil ideal oldugu i¢in

nil(R/I) = {F| 7 = r € (modI), (7F = 0,3k € N} = nil(R)

olur. Dolayisiyla her f(x)g(x) € nil(R)[X] i¢in f(x)g(x) € nil(R) olur ve a, b sirasiyla
f(x) ve g(x) polinomlarinin katsayilar kiimesinden birer elemanlar olmak iizere; ab
carpiminin ni/(R) kiimesi i¢ine diigsmesi i¢in gerek ve yeter kosul ab € nil(R/ ). Dolayi-
styla, R nil-Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/ halkasinin nil-Armendariz

olmasidir. O

Bu calisma boyunca f(x) € R[X] olmak iizere f(x) polinomunun katsayilar kiimesi

coef(f) ile gosterilecektir.

Onerme 3.3.4 R nil-Armendariz halka ve n > 2 olsun. S1(0), fo(x,) -+, fu(x) po-

linomlart R[X]” in fi(x)f>2(x)--- fu(x) € nil(R)[X] olsun. a; € coef(f;) omak iizere

aa, - - - a, carpimi nil(R) kiimesinin elemani olur (Antoine, 2008).

Nil-Armendariz halkalarin Armendariz halkalarin bir genellemesi oldugu Antoine’ nin

(2008) "Nilpotent Elements and Armendariz Rings" adli calismasinda verilmistir.
Onerme 3.3.5 R bir Armendariz halka ise R nil-Armendariz halkadir.

Kamt: f(x)g(x) € nil(R)[X] seklinde R[X] halkasinin iki elemani1 olsun. R Armendariz

oldugu icin, 6nerme 3.1.3 geregince, f(x)g(x) bir nilpotent elemandir. Buyiizden k£ > 1
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olacak sekilde bir k dogal sayis1 vardir ve (f(x)g(x))* = 0 olur. R Armendariz oldugu
icin a € coef(f) ve, b € coef(g) olmak iizere ababab - --ab = 0 ve ab € nil(R) olur.

Dolayisiyla R, nil-Armendariz halkadir. O

Onerme 3.3.5 sonucunda nil Armendariz halkalar Armendariz halkalarin genellemesi

ve ayn1 zamanda weak-Armendariz halkalarin 6zel bir durumudur.

Asagidaki onerme ile nil-Armendariz halkalar i¢in bir karakterizasyon verilmistir.

Onerme 3.3.6 R halkasimin nil-Armendariz olmasi icin gerek ve yeter kosul her n

sayist1 i¢in, T,,(R) halkasinin nil-Armendariz olmasidir (Antoine, 2008).

Kamt: R nil-Armendariz halka olsun. f(x) = Y A;x' ve g(x) = Y B jxj, T,(R)[X]
i J

halkasinin elemanlar1 olmak iizere, f(x) ve g(x) polinomlarinin katsayilari sirasiya

i i
ay, ... a,
Ai=l0 . |, aseRicinl<s<nver<s,
i
0O 0 a,
J J
by, ... by,
Bi=10 . | by€Ricinl<s<nver<s
0O 0 b,

seklindedir. Ayrica T,(R) halkasinin nilpotent elemanlarindan olusan n_il(Tn(R))

kiimesi
nill(R) R R
nil(T,(R)) = 0 R R
0 0 nil(R)

seklindedir(Antoine, 2008). Varsayalim ki f(x)g(x) € nil(T,,(R))[X] olsun.

> a"“b{lxl Y a"]nb{nxl
i+j=l i+j=1
S(0glx) = 0 : € nil(T,(R))[X]
0 0o X afmb,’;nxl
i+j=1 ]

seklinde gozlemlenir ve matris bilesenleri icin ), airb{,xl € nil(R)[X] olur ve R
i+j=I

nil-Armendariz halka oldugundan dolay: her i, j, icin airbf, € nil(R) elde edilir.
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Dolayisiyla carpimin katsayilar matrisi incelendiginde

aillb{IC]Il e ainb{tzc];n
AB;Cy = 0 . : € nil(T,(R)) olur. Buradan 7,,(R) nil-Armendariz
0 0 a bl.ck
oldugu elde edilir.

f(x) = zn] ax', g(x) = f} b;x’ € R[X] olmak iizere, varsayalim ki f(x)g(x) € nil(R)[X]
i=0 =0

olsun. f(x) ve g(x) polinomlar1 matris polinomlar1 haline getirilirse;

Fo 0 ... 0] |[Zax 0 ... 0

i=0

F(x) = 0O 0 . 0f= 0 0O . 0
0O 0 0 O 0 0O 0 0
) ax 0 0 a 0 ... 0 )
= 0 0 . ol=>(lo 0 - ofx)=> Ax
i=0 i =0
0O 0 0 O 00 0 O
a; 0O ... 0
Buradai=0,1,--- ,nolmak iizere A; =|0 0 °'-. 0}, F(x)polinomunun katsayilar
00 0 O
matrisleridir.
g(x) 0 0 _Zobjxj 0 ...0
j:
Gx) = [0 0 . 0f=]| o 0 0
0O 0 0 O 0 0 0 0
. bjxf 0 0 by 0 ... 0O i
= >10 0 - ol=>(lo 0 - o]|¥)=> By
=0 ; i=0
1o 0 0 0 00 0 0 ’
b; 0 0
Burada j = 0,1,---,m olmak ilizere B; = |0 0 0|, G(x) polinomunun
0O 0 0 O

katsayilar matrisleridir.
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Matris polinomlar1 ¢arpildiginda

fogx) 0 ... 0
F(x)G(x) = 0 0 "-. 0|e€nl(T,(R)[X] oldugu acik¢a goriiliir.

0O 0 0 O

T,(R) nil-Armendariz oldugu icin, her i, j icin

Cl,‘bj 0O ... 0
ABij=|0 0 . 0|€nil(T,(R)olur. Dolayisiyla her i, j i¢in a;b;c; € nil(R) olur
0O 0 0 O

ve buradan R nil-Armendariz oldugu ortaya ¢ikar. O

Onerme 3.3.7" de bi-modiil kavramindan yararlanarak nil-Armendariz halkalar igin

yeni bir karakterizasyon verilmistir. Bu nedenle dncelikle R-modiil tanimin1 verelim.

(M, +) degismeli grup olmak iizere (r,m) +— r - m ile tammmli R X M — M olmak

uzere
e Herr,seRvemeMicin(r+s)-m=r-m+s-m
e Herre Rvemy,mye Micinr-(m;+mp)=r-m; +r-m

e Herr;,r, e Rvem e Migin (ryrp) - m = ry(ry - m)

kosullar1 saglaniyorsa M’ ye sol R-modiil denir. Benzer sekilde sag modiil de tanimla-

nir.

R, S iki halka ve (M, +) degismeli grup olsun. M hem sol R-modiil hem de sag R-modiil

veherre R, s€S vex e Micin
r(xs) = (rx)s

sartin1 sagliyorsa M’ ye sol R, sag S bimodiil denir. xMy ile gosterilir.
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Onerme 3.3.7 R, ve R, birer halka olsunlar. M, R;-sol modiil ve R>-sag modiil olmak

izere (R, Ry)-bimodiil olsun. 7' = halkas1 nil-Armenderiz olmas1 i¢in gerek

0 R,
ve yeter sart Ry ve R, halkalarinin da nil-Armendariz olmasidir.

Kamit: R; ve R, halkalar1 nil-Armendariz olsun. f(x), g(x) € T[X]; her i, j icin
bi,al € Ry ve bl,a; € Ry, miym; € M; fi(x),g1(x) € Ri[X], f(x),82(x) € Ra[X]

i

ve fin(X), gn(x) € M[X] olmak iizere,

fo = Y Ax =) a mil ZRaix Lmx _ A0 )
i | 10 a 0 Y aix 0 fHk) ,

1,.j o
gx) = Zij:Z b Xl = gbjﬂ gm]xj _ (81 gmlx)
j ! 1o p? 0 Xbx 0 g

seklindedir. f(x)g(x) € nil(T) olsun. Iki matris polinomu carpildiginda

matrisi nil(T)[X] kiimesinin eleman1 oldugundan

J1(0g1(x)  fu(0)gm(x)
0 J2(x0)g2(x)

fitogi(x) € nil(R)[X], L(x)g(x) € nil(Ry)[X] elde edilir. R, ve R, halkalar
nil-Armendariz oldugundan her i, j i¢in ,a}b; € nil(R); ve afb? € nil(R), olur.

Dolayisiyla her i, j i¢in A;B; € nil(T) elde edilir. Sonug olarak 7" nil-Armendariz olur.

T nil-Armendariz olsun. fi(x) = Y ax', gi(x) = Zb}.xj € Ri[X] ve fo(x) = Y a?x',
o) = bixj € R,[X] olmak ijzerle, J |
£1(0g1(x) € nil(R)IX] ve fo(0g2(x) € nil(R;)[X] olsun.

F(x)

ﬁ (.X) 0 ~ zl: a} .xi 0
0 fx) 0 Yax

Z la"l O}xi = ZAixi e T[X]

Oa?

i
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seklinde tanimlansin. Benzer olarak

Yhlx 0
Gx) = [gl(X) 0 }— e

0 el | o o

I

2
J 0 bj

¥/ =" Byl € T[X]
J

seklinde tanimlansin. F(x)G(x) € nil(T) olur. T nil-Armendariz oldugundan her i, j
i¢in A;B; € nil(T) olur. Dolayistyla her i, j i¢in a b} € nil(R,) ve afb? € nil(R,) olur.

R, ve R, nil-Armendariz halkalardir. O

3.4. M-Nil-Armendariz Halka ve Ozellikleri

Liu (2005) calismasinda M monoidine gore Armendarizlik 6zelligini arastirmistir. Bu
calismaya gore @ = a, g, +- - - +a,&,, B = bihy +- - -+ b,,h,, € R[M] olmak iizere aff = 0
oldugunda her i, j i¢in a;b; = 0 ise R’ ye; M monoidine gore Armendariz halka denir.
Kisaca M-Armendariz halka seklinde yazilir. M = {e} ise her halka M-nil-Armendariz
halkadir. M = {N U {0}, +} olsun. R M-nil-Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter sart
R nil-Armendariz olmasidir. Bu boliimde Lunqun ve Jinwang (2012) ¢alismalarinda
elde ettikleri M monoid olmak iizere bir R halkasinin monoide goére M-nil-Armendariz

ozelliklerinden bahsedilecektir.

Tammm 3.4.1 R halka ve M bir monoid olsun. @ = >, a;8;, B = )} bjh; € R[M] ol-
mak lizere af € nil(R)[M] oldugunda her i, j i¢in a,-b‘,i € nil(R) ohjlyorsa R halkasina

M monoidiyle iligkili nil-Armendariz halka denir. Kisaca M-nil-Armendariz seklinde

gosterilir.
Onerme 3.4.2 R, M-Armendariz halka olsun. ay, @, - - ,a, € R[M] olmak iizere
aja, -+ ,a, = 01ise her @;; @; * nin herhangi bir katsayis1 olmak {izere a;a, ---a, = 0

olur (Lungun ve Jinwang, 2012).
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Teorem 3.4.3 R M-Armendariz halka ise M-nil-Armendariz halkadir (Lungun ve Jin-

wang, 2012).

Kanmit: R M-Armendariz halka olsun. @ = a g, + axg, + -+ + a,g, € nil(R)[M] ve
her i = 0,1,2,...,n igin a* = 0 olacak sekilde k > 1 olsun. Idda edelimki @™ = 0.
@™ = 0 polinomunun katsayilar1 @;’ nin nk uzunluklu monimal toplamlar1 seklinde

yazilabilir. Bir monimal a;,a;, - - - a;,, seklindedir ve bu ifade en az k tane 0 < jo < n

olmak iizere aj, tekrarindan olugsmaktadir. Varsayalimki 1 < r; < --- < r; < nk igin

a, =---=a;, =aj olsun. Biitini, #i,’ lerii¢in, ,; polinomlarna; = le—a;g ve
"o k=1 k-1 . 1 . o ’ "o _

@; = le+a; g+ --+a; g seklinde olsun. Iki polinomu ¢arptiimizda @; ; = le = e

ve a; bu iki polinomunun katsayilarinin ¢carpimi olur. Carpimin katsayilar1 nk uzun-
lugundaki monimal oldugundan a; a;, - - - a;, ,a;,a;, ,, - @, Qjo Qi Ajoi, ., * iy,
seklinde yazilabilir. Herbir a;, igin a; @; carpim tekrarlamrsa ve ¢ = 0 oldugun-
dan “;. a/;.'] X -a;.'rl_]a R N LT ---oz;.;k = 0 elde edilir. R Armendariz halka
oldugundan herbir polinomun katsayilarindan olusan ¢arpim O olacaktir. Dolayisiyla
a € nil(R[M]) olacagindan nil(R)[M] C nil(R[M])’ dir.

R M-Armendariz, @ = a\g, + -+ + a,gn, B = bihy + - -- + byh,, € R[M] olmak iizere
af € nil(R)[M] olsun. Dolayisiyla @ € nil(R[M]) olur. nil(R[M]) kiimesinin eleman1
oldugu icin en az bir p € N icin (af)” = 0 olur. Onerme 4.1.2 geregince her i, j icin

a;b; € nil(R) olur. Dolayistyla R M-nil-Armendariz’ dir. O

Asagidaki ornek Teorem 3.4.3’ {in tersinin dogru olmadigina dairdir.

app apz diyg

a dy dp

Ornek 3.4.4 S, = | a, a;; € R} halkas1 bir M monoidi iizerinde

0 a asy

0O 0 a |

' o o o

M-nil-Armendariz halkadir. e, g € M icin
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0
0
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o o o o © o o o
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o
)

000
000
00 0|

S O o O o o o

S O O O o o o ©

0
0
0
0

S o o o o o

e

e

S O O O

+

+

0 1 -1 0]
00 0 0
8,
00 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0001
000 1
0 0 0 0
ol [o oo 1] [oo
1l 1o oo ol loo
= #
1l 1o oo ol loo
o/ [0 0oo0of [0oo0

M-Armendariz degildir(Liu, 2005).

o o o O

g € R[M] icin 8 = 0’ dir. Ancak

oldugundan

==

Eger M = {N|J{0},+} ise R’ nin M-nil-Armendariz olmasi i¢in R nil-Armendariz

olmasi gerek ve yeter kosuldur.

Teorem 3.4.5 R bir halka olsun. R’ nin M-nil-Armendariz olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her n sayis1 i¢in, T,,(R) M-nil-Armendariz olmasidir. (Lungun ve Jinwang, 2012)

Kamit: 7, (R)[M] — T, (R[M]) halka izomorfizmas1 olsun. Bu homomorfizma

i
ap

0

i
ap,

ay,

g&i—

Z aiugi Z a"lzg,-
0 Z ab,g;
0 0

n
)y all,,gi
i

n .
)y alzngi
i

n .
Z a;mgl'
i |

seklinde tanimlansin. @« = Ay g, +---+ A, g, ve B = Bih; + - - - + B,h,, € T,(R)[M],
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ay dy @, by by - by,
0 d, - d 0 b -+ b
A = 22 | B, = . | € T,(R) olmak iizere
,O 0o - aizn_ »O o - b{m_
Va'lﬁl ke %
0 Q/Zﬁz Ce *
ap € nil(T,(R))[M] olsun. af = | o | e nil(T,(R)[M]
| 0 0 T anﬁni

olmak tizere her bir 1 < s < n icin a8, € nil(R)[M] olur. R M-nil-Armendariz
oldugundan her i, j icin af'm; a,’ 1n katsayilar kiimesinden herhangi bir eleman, b‘{s; By
in katsayilar kiimesinin herhangi bir eleman1 olmak {izere aisbfs € nil(R) olur. Dolay1-
styla her i, jicin A;B; € nil(T,(R)) elde edilir. Sonug olarak R M-nil-Armendariz halka
iken T,(R) M-nil-Armendariz olur.

T,(R) M-nil-Armendariz halka olsun. R halkasi1 7,(R) halkasinin bir alt halkas1 olan

a 0 0
0 a -

i . _|l a € R} halkasina izomorfdur. Dolayisiyla R M-nil-Armendariz
00 a

halkadir. O

Sonug¢ 3.4.6 M, |M| > 2 olmak iizere, bir monoid olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) R M-nil-Armendariz halkadir.

>Cl i - Ay
a e azn . .
@ S.®={l |l a,a;; € R} halkas1 M-nil-Armendariz halkadir.
0 O a
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Val a, - a,
0 a - au . .
Q) TR, ={| |l a; € R} halkas1 M-nil-Armendariz halkadur.
0 0 - a

(4) T(R,R) halkas1 M-nil-Armendariz halkadir.

(5) Her n > 2 icin R[X]/(x") halkas1t M-nil-Armendariz halkadir. (Lungun ve Jinwang,
2012)

M, |[M| > 2 olmak iizere, bir monoid ve R M-nil-Armendariz halka olsun. Teorem
4.1.77 e gore 2 x 2 tipindeki alt ve iist ticgensel matris halkalar1 M-nil-Armendariz

halkadir.

ain 0 0
G3(R) = { app dy adr | aij € R}
0 0 ass

matris kiimesi genel matris toplami1 ve ¢arpimi islemleri altinda bir halka yapis1 olustu-
rur. G3(R) halkasi alt ve {ist licgensel matrislerle benzer formdadir. Dolayisiyla G3(R)
halkas1 tizerinde M-nil-Armendariz yapis1 6zelligi tagir mi1? Bu sorunun cevabi Teorem

3.4.7° da verilmektedir.

Teorem 3.4.7 M, |[M| > 2 olmak iizere, bir monoid osun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) R M-nil-Armendariz halkadir.
(2) G3(R) M-nil-Armendariz halkadir (Lungun ve Jinwang, 2012).

nil(R) 0 0
Kamt: Oncelikle nil(G5(R)) =| R nil(R) R | oldugunu gosterelim.
0 0 nil(R)

ap, 0 0 nil(R) 0 0
an ap ap|€| R nil(R) R |olsun.

0 0 ass 0 0 nil(R)
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- N S SR S
En az bir k > 0 i¢in a}, = a3, = az; = 0 olsun.

2k

a; 0 0 nil(R) 0 0
ap, ayp ap| =0olur. Dolayisiyla| R nil(R) R | Cnil(Gs(R))
0 0 as 0 0  nil(R)

an O 0

oldugu gozlemlenir. Benzer sekilde |a, ay ax| € nil(G3(R)) olsun. Nilpo-

0 0 ass
tent
k
an 0 0
eleman oldugundan bir k i¢in a1, @y a»;| = 0 olur. Dolywsiylaat, = dab, = a%, =0
0 0 ass

elde edilir. Sonug olarak
nil(R) 0 0
nilGs(R)=| R  nil(R) R
0 0 nil(R)
oldugu goriiliir. R M-nil-Armendariz halkasi olsun. Teorem 3.4.5 geregince G;(R) M-
nil-Armendariz halka olur. Diger taraftan G;(R) M-nil-Armendariz iken R halkasinin

M-nil-Armendariz oldugu agiktir. O

Alt tiggensel matris, iist tiggensel matris ve G3(R) matris halkalari, R M-nil-Armendariz
halkasiyken, M-nil-Armendariz halka oldugu goézlemlendi. Fakat bu durum M,(R)

matris halkas1 icin gecerli olmadig1 bir 6rnekle gdzlemlenebilir.

Ornek 3.4.8 M, |M| > 2 olmak iizere, bir monoid ve R bir halka olsun.

1 0 1 -1 00
a = e + gve B =
{O 0} {O 0} L 0

elemant olsun. af8 = 0 € nil(R) oldugu goriiliir. Fakat

1
1

e +

0
}g, M>(R)[M] halkasiin iki
0

o IR
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nilpotent eleman degildir. Dolayisiyla M;(R) M-nil-Armendariz degildir. (Lun-
gun ve Jinwang, 2012)

Teorem 3.4.9 M, |[M| > 2 olmak iizere, bir monoid ve R bir halka olsun. M-nil-
Armendariz halkalarinin sonlu dik toplamlar1 da M-nil-Armendariz’ dir. (Lungun ve

Jinwang, 2012)
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4. MATERYAL VE METODLAR

Bu boliimde weak-3-Armendariz halka tanimi1 ve 6zellikleri verilecektir. Bu tanim ve
ozellikler besinci boliimde de tanimlanacak olan nil-3-Armendariz halkalar1 icin temel
almacaktir. Bu nedenle 6nce, Liu ve Zhao (2006) yaptig1 weak-Armendariz tanimini
hatirlatacagiz. R bir halka, f(x), g(x) € R[X] olsun. a; € coef(f) ve b; € coef(g) olmak
lizere f(x)g(x) = 01iken her i, j i¢in a;b; € nil(R) oluyorsa halkaya weak-Armendariz
halka denir. Yang (2008) "On the Extension of Armendariz Rings" ¢alismasinda 3-

Armendariz halka tamimini vermistir. R bir halka, f(x) = Y aix', g(x) = 3 b;x/
i=1 =1

ve h(x) = 3 cx* € R[X] olmak iizere f(x)g(x)h(x) = 0 oldugunda her i, j,k
=1

icin a;bjc, = O oluyorsa R halkasina 3-Armendariz halka denir. Hui-feng (2012)

On Weak-3-Armendariz Rings calismasinda 3-Armendariz tanimindan yararlanarak

weak-3-Armendariz halkayr tanimlamisgtir.

4.1. Weak-3-Armendariz Halka

Bu kisimda Hui-feng’ in (2012) calismasinda verdigi tanim ve 6zellikler sunulacaktir.

Tamm 4.1.1 R bir halka olmak iizere f(x) = 3 ax', g(x) = 3 b/ ve h(x) =
i=1 =1

Zs] cxx* € R[X] olmak iizere f(x)g(x)h(x) = 0 oldugunda her i, j, k i¢in a;b icr € nil(R)
k=1

oluyorsa R halkasina weak-3-Armendariz halka denir.

Onerme 4.1.2 Weak-3-Armendariz halkanin her alt halkas1 weak-3-Armendariz hal-
kadir ayrica weak-3-Armendariz halkalarin sonlu dik toplamida weak-3-Armendariz

halkadir (Hui-feng, 2012).

Teorem 4.1.3 R bir halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:
(1) R bir weak-3-Armendariz halkadir.
(2) Her n € N icin UT M,,(R) weak-3-Armendariz halkadir.

(3) Her n € N i¢in LT M,(R) weak-3-Armendariz halkadir (Hui-feng, 2012).
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Sonuc 4.1.4 R weak-3-Armendariz halka olmasi icin gerek ve yeter kosul n € Z*
ve (x"), x" tarafinan iiretilen R[X] halkasinin ideali olmak iizere R[X]/(x") halkasinin

weak-3-Armendariz halka olmasidir (Hui-feng, 2012).

Onerme 4.1.5 R weak-3-Armendariz halka olmasi icin gerek ve yeter kosul T(R,R)
weak-3-Armendariz halka olmasidir. (Hui-feng, 2012)

Onerme 4.1.6 I, R halkasinin bir nilpotent ideali olsun. R/I weak-3-Armendariz hal-

kaysa R weak-3-Armendariz halkadir (Hui-feng, 2012).

Onerme 4.1.7 R Abelian (idempotent elemanlar halkanin merkezinde) halka olmak

lizere, asagidaki ifadeler denktir:

(1) R weak-3-Armendariz halkadir.

(2) R halkasinin her e idempotent elemani i¢in eR ve (1 — ¢)R weak-3-Armendariz

halkalardir.

(3) R halkasinin baz1 e idempotent elemanlari i¢in eR ve (1—e)R weak-3-Armendariz

halkalardir (Hui-feng, 2012).
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5. BULGULAR VE IRDELEME

Calismamizin bu boliimiinde literatiirde var olan Armendariz, 3-Armendariz ve nil-
Armendariz halka kavramlar1 baz alinarak nil-3-Armendariz ve M monoidine gore nil-

3-Armendariz halka tanimlar1 yapilmig ve elde edilen sonuglar sunulmustur.

5.1. Nil-3-Armendariz Halka

Bu kisimda 3-Armendariz halkalarin bir genellemesi olarak nil-3-Armendariz tanim

yapilacak ve ornek sunulacaktir.

Tamm 5.1.1 R bir halka ve f(x) = Y aix', g(x) = X, bjx/, h(x) = Z Xk € R[X]
i=1 j=1 k=1
olmak iizere f(x)g(x)h(x) € nil(R)[X] oldugunda her i, j, k i¢in a;b jc; € nil(R) oluyorsa

R halkasina nil-3-Armendariz halka denir.

Ornek 5.1.2 Z, bir nil-3-Armendariz halkadir.

m S

Gergekten; f(x) = X a:x', g(x) = X bx/ ve h(x) = 3 cxx* € Z,[X] olmak iizere;
i=0 =0 #=0

f(x)g(x)h(x) = id,x’ € nil(Z,)[X] olsun. nil(Z,) kiimesini liste yontemiyle ifade
edecek olursak {(ﬁo’ dir. Dolayisiyla u € nil(Z) icin u = 0 diyebiliriz.

dy = apbocy =0

dy = a1byco + apbico + agbycy = 0

seklindedir. d, katsayisin ay ile carpalim. Z, degismeli halka olmak iizere;

dyay = a1bocoag + apgbicoag + agbociag = 0ag = 0

aibocoap = 0 oldugundan

(a0)*bico + (ag)*boct = 0 (5.3)
olur. 5.3 denklemini ¢ ile ¢arparsak

(ao)*bicoco + (ag)*bocico = 0 (5.4)

olur. (ag)*bocicy = 0 oldugundan 5.4 denkleminden (ay)’*hi(co)> = O bulunur. Bu

denklemi de b, ile carparsak
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(a0)*(b1)*(co)* = (aphico)* = 0
elde edilir. Dolayisiyla agb;cq € nil(Z,) bulunur. Yani apb,cy = 0’ dir.
di = aybocy + apbpc; = 0 olur. Benzer sekilde bu denklemi a, ile carparsak

aibocoap = 0 oldugundan
(ap)’boc; =0 (5.5)

bulunur. 5.5 denklemini by ve c; ile carparsak apboc; = O bulunur. Dolayisiyla
aibocy = 0 olur. Buradan i + j + k = [ = 1 i¢in a;bc; € nil(Z,) elde edilir.

d> = a,byco + a1byco + arbocy + apbicy + apgbyco + agbycy = 0

d, katsayisini a ile carparsak;

dray = arbocoag + a1bicoag + arbociag + agbciag + agbacoay + agbocrag = 0ag = 0
olur. Daha 6nceki denklemlerin ¢oziimlerinden aopbocy € nil(Z,) = {0} oldugun-
dan a,bocoap = 0 bulunur. Ayrica apbicy = 0 ve apbpc; = 0 oldugundan sirasiyla

apabicy = 0 ve apaboc; = 0 elde edilir. Dolayisiyla
(ao)*bicy + (ag)*baco + (ag)*bocs = 0 (5.6)

olur. 5.6 denklemini b ile carpalim.

(a0)*bic1bo + (ag)*bacobo + (ag)*bocaby = 0

elde edilir. agboc; = 0 ve apbocy = 0 oldugundan sirasiyla (ag)*biciby = 0 ve
(ao)*bycoby = 0 bulunur. Dolayisiyla (ag)*(bg)*c; = 0 olur. (ag)*(bo)*(c2)* = 0 olur.

Boylece apbyc, € nil(Z,) olur. Bulunan bu degeri 5.6 denkleminde yerine koyarsak;
(ao)’bicy + (ap)*baco = 0 (5.7)

olur. 5.7 denklemini ¢ ile carparsak;

(ag)*bicico + (ag)*by(co)* = 0

olur. aghicy = 0 oldugundan (ag)*bhicicy = O bulunur. (ay)’*bhr(co)> = 0 elde
edilir.(ag)*(b,)*(cp)> = O olur. Dolayisiyla aghrco = 0 olur. 5.6 denkleminde bulu-
nan degerler yerine kondugunda (ao)?b;c; = 0 olur. Béylece apb,c, € nil(Z;) = {0}
elde edilir.

dr = arboco + a1bico + arbocy + apbicy + apgbico + agbyca = 0

Dolayisiyla d, = axbocy + abicy + a1boc; = 0 oldugu goriiliir.
dgb()C() + a1b1c0 + a1b0c1 =0 (58)
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denklemini by ile carpalim. a,(bo)>co + a\bicoby + ai(bg)*c; = 0 olur. a;bycy = 0

oldugundan a;b;coby = 0 olur. Boylece
ax(bo)’co + ai(bg)’ci = 0 (5.9)

elde edilir. 5.9 denklemini ¢, ile carparsak; abocy = 0 oldugundan a,(by)*c; = 0
bulunur. a;bpcy = 0 olur. Bulunan bu deger 5.8 denkleminde yerine konuldugunda
aibicy +aibypc; = 0 elde edilir. Bu denklemi de ¢ ile carparsak; a,b,cy = 0 elde edilir.
Dolayisiyla a1byc; = 0 elde edilir. Boylece i + j + k = [ = 2 i¢in a;bjc; € nil(Z,)
bulunur. Diger katsayilarla benzer sekilde uygun carpimlar yapildiginda her i, j, k i¢in
a;b jci € nil(Z,) bulunur. Dolayisiyla Z, nil-3-Armendariz halkadir.

Ornek 5.1.3 R = {(m, 2r) | m, r € Z4}, R nil-3-Armendariz halkadir. Gergekten;

f(x), g(x) ve h(x) katsayllan sirastyla her i, j, k icin a; = (a,l,a,z) bj = (bj,bj,) ve
¢k = (cx,, Cr,) Olan f(x) = Z aix', g(x) = Z b; x/ ve h(x) = Z cxx* seklindeki polinom-
larin f(x)g(x)h(x) garp1m1 ml(R)[X] kumesmde ise garplgnln katsayilar1 incelenecek
olunursa;

apbocy = (aop,bo, co,, ao,bo,co,) € nil(R)

apbocy + apbco + arbocy

= (a0, bo, 14> a0,bo,¢1,) + (a0, b1, o, ao,b1,¢0,) + (a1, bo, o, , a1,b0,c0,)

= (ag,by,c1, + ao,byi,co, + ai,bo,co,,a0,bo,c1, + ao,bi,co, + a,bo,co,) € nil(R) bura-
dan ikinci bilesenin nilpotent oldugu asikardr. Ilk bilesen analiz edilirse k € Z olmak

uzere;
El()lb()lcl1 + aolbllCol + allb()ICO1 =2k (510)

(5.10) denklemi soldan ay, ile carpilirsa Z4 degismeli halka oldugundan

ao,ao,bo,c1, + ap,a0,b1,co, + ao,ai,bo,co, = ap,2k buradan ay, by, c;, nilpotent eleman ve
t € Z olmak lizere ag,ao,by,co, + ai,bo,co, = 2t olur. (5.10) denklemi soldan by, ile
carpilirsa by, ao, by, c1, + bo,ao,b1,co, + bo,a1,bo,co, = by,2k buradan a,, by, cp, nilpotent
eleman ve #; € Z olmak lizere by, ao,by,c1, + bo,ao,b1,co, = 2t; olur. Boylece ay, by, co,
nilpotent oldugu asikardir. Benzer sekilde diger katsayilar icinde benzer islemler ya-

pildiginda her i, j, k i¢in a;b jc, € nil(R) olur. Dolayistyla R bir nil-3-Armendariz’ dir.
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Nil-3-Armendariz tanimindan kolayca goriilebilecegi gibi 3-Armendariz halkalar nil-

3-Armendarizdir. Tersi ise dogru degildir. Asagidaki ornekte tersinin dogru olmadigi

kolayca goriiliir.

Ornek 5.14 S = {

ayy dpp diz dig
0 axn axy an L.

|aij € Zgsinj = 1.....4 ay = 2kik € Z}
0 0 azx asy

0 0 0 ayq

halkast bir nil-3-Armendariz halkadir ama bir 3-Armendariz halka degildir ciinkii;

0 1

0 0
fx) =

0 0

0 0

0 0

0 0
g(x) =

0 0

0 0

0 0

0 0
h(x) =

0 0

0 0
S(x)g(x)h(x)

S O O O o o o O

oS O O O

o] Jo 1 =1 0
0 00 0 O
+ x=A; +Ax
0 00 0 O
0] [0 0 0 O
o] o oo o
0 00 01
+ X =By + Byx
1 00 01
0] [0 000
0_
0
x = C,x olmak iizere;
0
2_

0 olmaktadir. Fakat A1B,C, # 0’ dir. Dolayisiyla S halkasi

3-Armendariz halka degildir.

Onerme 5.1.5 Nil-3-Armendariz halkanin her alt halkasi nil-3-Armendariz halkadir

ayrica nil-3-Armendariz halkalarin sonlu dik toplamida nil-3-Armendariz halkadir.

Kamit: R nil-3-Armendariz halka ve §, R’ nin bir alt halkas1 olsun. Varsayalim ki

her f(x), g(x), h(x) € S[X] i¢in f(x)g(x)h(x) € nil(S)[X] olsun. nilS C nilR ve R nil-
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3-Armendariz oldugu icin, f(x)g(x)h(x) € nil(R)[X] olur. Dolayisiyla her i, j, k icin
a;bjci € nil(R) olur. Boylece (a;bjc,)" = 0 olacak sekilde bir n € N vardir ve her i, j, k
icin a;bjci € nil(S) olur. S nil 3-Armendariz halkadir.

Nil-3-Armendariz halkalarin kiimesi {R,|s € I} ve nil-3-Armendariz halkalarin sonlu

carpimlarinin kiimesi § = []R, olsun. Katsayilan swrasiyla a; = (a;, - ,a;),
sel
bj = (bjl,"' ’bjn)’ ¢ = (ck, " ,c) olan f(x) = .Zla"xi’ glx) = '21 bjxj
= J=
t
ve h(x) = Y c;x* polinomlart S[X] polinom halkasiin elemanlari olmak iizere,

f (x)g(x)h(x)kelnil(S)[X] olsun. fi(x)g(x)h,(x) € nilR;[X] olmak tizere f(x)g(x)h(x) =
(fix)g1(x)h1(x), -, filx)g(x)h(x)) € nil(S)[X] oldugunda, R nil-3-Armendariz, her
i, j,k i¢in a; bj ck, € nil(R,) olur. En az bir n;, € N i¢in (a; b, ci,)™ = 0 olur. Dola-
yistyla tiim (a; bj ci,) carpimlan i¢in max(ny,--- ,n,) = m olmak iizere (a;b;c,)" =
((ay,bjce,)", -+ ,(a;,bj,ci,)™) = 0 olur. Boylece her i, j, k i¢in a;b ¢, € nil(S') oldugun-

dan S nil-3-Armendariz halkadir. O

Asagidaki teorem ile nil-3-Armendariz halkalar, matris halkalari ile karakterize edile-
cektir. Ust iiggensel matris halkalarinin nil kiimesi Antoine 2008 ¢alismasinda analiz
ettigi sekildedir. Alt ticgensel matris halkasinin nil kiimesi ise nil(7,(R))’ nin transpo-

zesi seklindedir. nil(LT M,,(R)) = [nil(T,(R))]"" dir.

Teorem 5.1.6 R bir halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:
(1) R bir nil 3-Armendariz halkadir.
(2) Her n € N i¢in UT M,,(R) nil-3-Armendariz halkadir.

(3) Her n € N i¢in LT M,(R) nil-3-Armendariz halkadir.

Kamt: (1) = (2)

Hern e Nve a,, by, c,s € Rigin 1 < s < nver < solmak iizere katsayilari sirasiyla;

a, ... d, b{l b{n kb
Al: 0 ,BJ: O s Ck_ O
0 0 d, 0 0 b, 0 0 c

34



seklinde olan f(x) = Z Aix', g(x) = Z B, X/, h(x) = i Cix* matris polinomlari
k=0

UTM,(R)[X] polinom halkasmm elemanlarl olur. f(x)g(x)h(x) € nil(UT M,(R)[X] ol-
dugunda

Z ay, by, c 11xl S aanb{ncllcnxl
i+jth=l i+jk=l
J()g(x)h(x) = 0 : € nil(UT M,(R))[X]
0 0 3 d bk x

i+j+k=1

olur. Buradan ), a. birck x! € nil(R)[X] oldugu elde edilir. R nil-3-Armendariz halka

i+ j+k=1

oldugundan her i, j, k i¢cin ai,b;’,c’r‘, € nil(R) oldugu goriiliir. Dolayisiyla

a“bj ko alnb’ et
AB;Cy = 0 : € nil(lUT M,(R)) olur.
0 0 a bl.ck
Sonug olarak UT M,,(R) bir nil-3- Armendariz halka olur.
=0
fx) = z ax, gx) = z bixl, ve h(x) = z e € R[X] olmak iizere

f(x)g(x)h(x) € nil(R)[X] olsun f(x), g(x) ve h(x) pohnomlarl matris polinomu

halkasina tasinirsa katsayilari sirasiyla;

a; 0 0 b, 0 ... 0 a 0 0
Ai=10 0 0|, B 0 0 OfveCr=(0 0 0| olan;
00 0 0 00 0 0 00 0 0
f(x) 0 0 ;)aix" 0 ... 0] ax' 0 0
Fix) = [0 0 ol=l o o . ol= 0 0 0
i=0
0O 0 0 O 0 0O 0 0 0O 0 0 O
aiO...O "
= > (o 0 . ofx) =D A,
“1o 0o 0 0 )
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G =10 0 0= o0 o o=),0 00
=0
0 0 0 0 o 00 o 10 00 0
b; 0 0 i
- 3o 0 o= Dme
j =0
00 0 0 ’
¢ k
hix) 0 ... O kZ:OCkx 0 ... 0 . axk 0 ... 0
Hx) = [0 0 . 0|=] o o0 ol = 0 0 0
k=0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O
Cr 0O ... 0 ;
= > (o o - o|¥)=>
k k=0
0 0 0 O
matris polinomlari elde edilir. A¢ikca goriiliiyorki,
f()gx)h(x) 0 ... O
F(x)G(x)H(x) = 0 0 . 0leni(UTM,(R))[X] dir.
0 0O 0 O
UT M, (R) nil-3-Armendariz halkas1 oldugundan her i, j, k i¢cin
a,-bjck 0O ... 0
ABCi,=| 0 0 '-. 0|€nil(UTM,(R)) olur. Dolayisiyla her i, j, k i¢in
0O 0 0 O

a;bjcy € nil(R) olur. Bdylece R nil-3-Armendariz halkasidir.

MH=03)

Hern e Nve a,, by, c,s € Rigin 1 < s < nver < solmak iizere katsayilari sirasiyla;
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a, 0 0 b, 0 0 k0 0

A; = O[Bj=: . 0fveC=|: ". 0
i i J J k k
a, ... a, b, by Cop oo Cpp

matrisleri seklinde olan f(x) = Y Aix', g(x) = Y Bix) ve h(x) = Y Cx*
i=0 Jj=0 k=0
matris  polinomlart LTM,(R)[X] polinomu halkasinin elemanlar1 olsun.

f(x)g(x)h(x) € nil(LT M,,(R))[X] oldugunda

— 2 aqlbilcllclxl 0 0
i+ j+k=1
F(0)g(x)h(x) = : 0 € nil(LT M,,(R))[X]
> afﬂbilc’,‘llxl DY aﬁmb{;ncfmxl
Li+j+k=1 i+ j+k=1 |

olur. Bu ¢arpimda her i + j+ k = licin Y, a bl,c* x' € nil(R)[X] oldugu elde edilir.

i+j+k=I

Ayrica R nil-3-Armendariz halkasi oldugundan her i, j, k i¢gin airbf,c’r‘r € nil(R)

aillb{lcllcl 0 0
oldugu goriiliir. Bu nedenle her i, j, k i¢in A;B;Cy = : 0

]Ck

i i 1) Ak
anlbnl nl annbnncnn

matrisi nil(LT M,(R)) kiimesinin elemani olur. Dolayisiyla LT M, (R) nil-3- Ar-

mendariz halkadir.

(3) = (1) (2) = (1)’ deki gibi benzer sekilde yapilir. O

Hui-feng (2012) ¢calismasinda § = { la; e R;i=0,1,...,n— 1}

0o ... 0 ap
olmak iizere R[X]/(x") = S izomorfizmasi verilmistir. Asagidaki dnermede bu izomor-

fizma yardimiyla bir R halkasiin nil-3-Armendariz karakterizasyonu verilecektir.

Onerme 5.1.7 R nil-3-Armendariz halka olmasi icin gerek ve yeter kosul n € Z*
ve (x"), x" tarafinan iiretilen R[X] halkasinin ideali olmak iizere R[X]/(x") halkasinin

nil-3-Amendariz halka olmasidir.

37



0 ap -2
Kamt: § = { la;e R;i=0,1,...,n— 1}, UT M,(R) halkasinin
0 ao a
0 0 [0

alt halkas1 olmak iizere R[X]/(x") = S’ dir. Teorem 5.1.6 geregince, UT M,(R)
nil-3-Armendariz oldugundan S nil-3- Armendariz halkadir. S halkas1t R[X]/(x")

halkasina izomorf oldugu i¢in R[X]/(x") nil-3-Amendariz halkadir. O

Halkanin nil-3-Armendarizlik 6zelligi / bir nilpotent ideal olmak iizere R/I nil-3-
Armendariz halka yardimiylada kontrol edilebilir. Asagidaki 6nermede bu 6zellik aras-

tirtlmstir.

Onerme 5.1.8 1 , R halkasinin bir nilpotent ideali olsun. R/ nil-3-Armendariz hal-

kaysa R nil-3-Armendariz halkadir.

Kamt: @ =a;+ 1L, bj =b;+1,¢ = c;, +1 € R/I ve f(x) = Y ax, gx) = Y b;x/,
h(x) = 3, cexk € nil(R/1[X] olmak iizere;

f(x) =Y ax, gx)=3 bjxj ve h(x) = 3 cxx* € R[x] olsun. f(x)g(x)h(x) € nil(R)[X]
oldugunda ?(x)g(x)ﬁ(x) € I[X] bulunur. Dolayisiyla f(x)g(x)h(x) € I[X] olur. Boylece
her i, j, kicin a;bjc;, € I C nil(R)’ dir. Her i, j, k i¢in a;bjc, € nil(R) olur. Sonug

olarak R nil-3-Armendariz halka oldugu goriiliir. O

Nil Armendariz halkalarda T'(R, R) ile verilen karakterizasyon nil-3-Armendariz hal-

kalar i¢in korunup korunmadig1 asagidaki 6nermede incelenmistir.

Onerme 5.1.9 R nil-3-Armendariz halka olmas icin gerek ve yeter kosul T(R,R) nil-

3-Armendariz halka olmasidir.
Kanit: Teorem 5.1.6 geregi ispat1 agiktir. O

Nil-3-Armendariz halkalarin alt halkalar1 da ayn1 6zelligi tasidig1 6nerme 5.1.5 gos-
terilmisti. R Abel halka olmak iizere e[nilR(X)] = nil(eR)[X] esitligi mevcuttur. Asa-

g1daki onerme ile 0zel olarak Abel halkalarin bazi idempotent elemanlar: tarafindan
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tiretilen alt halkalari nil-3-Armendarizlik 6zelligi tagiyorsa halkanin kendisi de bu 6zel-

ligini tasidig gosterilmistir.

Onerme 5.1.10 R Abel halka (idempotent elemanlar halkanin merkezinde) olmak

tizere, asagidaki ifadeler denktir:
(1) R nil-3-Armendariz halkadir.

(2) R halkasinin her e idempotent elemant i¢in eR ve (1 — e¢)R nil-3-Armendariz halka-

lardir.

(3) R halkasinin bazi e idempotent elemanlari icin eR ve (1 — e)R nil-3-Armendariz

halkalardir.

Kanit: (1) = (2)

r, n €Rve(l—e)r, (1 —e)r e (l—e)R veolmak iizere;
(I-eyry—(—e)ry=ri—ery—ry+er, =(ri—ry)—e(ri—ry) = (1—-e)(ry—ry) € (1-e)R
(1 —e)yri(1 —e)yr, = (1 —e)rir, € (1 —e)R olugundan (1 — e)R, R’ nin alt halkasidir.
Onerme 5.1.5 geregince, (1 — e)R bir nil-3-Armendariz halka olur.

Benzer sekilde, eR R halkasinin alt halkasidir. Onerme 5.1.5 geregince, eR nil-3-
Armendariz halka olur.

(2) = (3) Aciktir.

B)=0

f(x) = Za X, g(x) = Z b; x/ ve h(x) = Z cx* € R[X] icin f(x)g(x)h(x) € nil(R)[X]
olsun. f; (x) g1(x) Vehl(x) polinomlari 51ra51yla

Jilx) = ef(x), g1(x) = eg(x) ve hi(x) = eh(x) seklinde tanimlanacak olursa
fi)gi(x)h(x) = ef(x)eg(x)eh(x) = ef(x)g(x)h(x) € nil(eR)[X] bulunur. eR nil-3-
Armendariz halka oldugundan her i, j, k igin ea;b jc; € nil(eR) olur. Benzer olarak f,(x),
g2(x) ve hy(x) polinomlar1 da sirasiyla;

LH(x) =1 =e)f(x), g2(x) = (1 = e)g(x), ha(x) = (1 — e)h(x) seklinde tanimlanabilir.
F(0)g20)ha(x) = (1 = e)f(0)(1 — e)g(x)(1 — e)h(x) = (1 - e)f(x)g(x)h(x) ¢arpimi
nil[(1 — e)R][X] kiimesine diiserse her i, j, k i¢in (1 — e)a;bc, € nil[(1 — e)R] eleman,

(1 = e)abjcy = a;bjcy — ea;bjc, bulunur. (1 — e)a;bjci + ea;bjc, = a;bjc; elde edilir.
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Bir m € Z i¢in ((1 — e)a;bjc;)™ = 0 olur. Ciinkii (1 — e)a;bcy, nil[(1 — e)R] kiimesinin
elemanidir. Ayrica ea;bjc; € nil(eR) oldugundan

(1- 6)(Clibjck)m = (aibjck)m - e(aibjck)m =0

esitlifinden (a;bjc;)" = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla her i, j, k i¢in a;bjc; € nil(R)

olur. Bu da R halkasinin nil-3-Armendariz halka oldugunu gosterir. O

5.2. M-Nil-3-Armendariz Halka ve Ozellikleri

Bu boliimde M monoidine gore nil-3-Armendariz olma 6zelligi verilecektir ve nil-3-

Armendariz halkalarin bu 6zelligi arastirilacaktir.

Tamm 5.2.1 M monoid ve R bir halka olsun. @ = a; fi+- - -+a, fn, B = bi1g1+ - -+b,ugm
vey = cthy + -+ + c;hy € R[M] olmak tizere; aBy carpimi nil(R)[M] kiimesinde bir
eleman oldugunda her i, j, k i¢in a;b jc; nil(R) kiimesinin elemani olursa R halkasina M
monoidiyle iligkili nil-3-Armendariz halka denir. Kisaca M nil-3-Armendariz olarak

yazacagiz.

Teorem 5.2.2 |M| > 2 olmak iizere M monoid olsun. M nil-3-Armendariz halkalarin
alt halkalarida M nil-3-Armendariz halkadir. Iki M-nil-3-Armendariz halkanin direkt

toplam1 M-nil-3-Armendariz halkasidir.

Kanit: R, M nil-3-Armendariz halka ve S, R’ nin alt halkasi olmak tizere; a = ). a;f;,
B = 2bjgjvey = Y chy € nilS[M] olsun. afy € nilS[M] C nilR[M] dir. R, M
nil-3-Armendariz halka oldugundan her i, j, k i¢in a;bjc; € nilR olur. Dolayisiyla her

i, J, kigin a;bjcy € nilS olur. Boylece S, M nil-3-Armendariz halkadir.

2

Ri, R,. Ry, R, M-nil-3-Armendariz halkalar1 ve S = @Ri olsun. a, 8 ve y, S[M]
i=1

halkasinin elemanlari, a4, 81 ve y; € R;; a3, B> ve ¥, € R, olmak iizere,

a = (alabl)fl +e+ (amabm)fm = (alfl R amfm7b1fl +e+ bmf;n) = (Q’l,a’z),
B =(d,b)gi+ -+ (a,b)g, = @g + - +ag.bg + - +bg,) = (B.p) ve
v = (a;',bl')hl +-- ~+(af/ b;/)hs = (all'hl +- - -+a;/hs,b/1'h1 +-- -+b;/hs) = (y1,7») seklinde

s

tanimlansin. aBy = (a181y1, @2B2Y2) € nil(S)[M] olsun, ozaman a8y, € nil(R;)[M]
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ve a2, nil(Ry)[M] kiimesinin elemanidir. R; ve R, halkalar1 M-nil-3-Armendariz
halka olduklarindan, her i, j, k i¢cin a,-a'ja; € nil(R;) ve bib'jbl nil(R,) kiimesinin elemani
olur. A;, B; ve Cy sirasiyla (a;, b;), (a'j, b'j), (a;, b;) esit olsun. A;, B; ve Cy sirasiyla a, 8
ve v’ min katsayilar kiimesinden herhangi elemanlar1 i¢in A;B;C;. € nil(S) olur. Boylece

S M-nil-3-Armendariz halkadir. O

Teorem 5.2.3 |M| > 2 olmak iizere M monoid olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(1) R M-nil-3-Armendariz halkadir.

(2) Her n € N i¢in T,,(R) M-nil-3-Armendariz halkadir.

Kanit:

a, B ve y T,(R)[M] kiimesinin elemanlar1 olmak iizere;

i i P
ay ai, ay, fi a,fi

@ = ZAiﬁ:Z S ﬁzz

i R i

Yayfe o Ly,

0 Y dif;
b{I b{n b{lgi U b{ngl
B = D Bgi=), o ei= ) ' :
! "lo b, 1o big
Shhe o Thhg
0 S bhg;
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0 ck 0 ck hy
Z C]flhk % Cllcnhk
0 Z Cﬁnhk
k

seklinde tanimlansin. @By € nil(T,(R))[M] olsun ve ifadeler yerine yazildiginda

Zalﬁfk Zailnﬁ %bqlgj %b{ngj zklclﬁhk %C'fnhk
0 > a,f; 0 > big; 0 DI
i j k
an o apl| B o Bl |y 0 Y
O a}’ll’l 0 ﬁl’l}’l O ynn
ayBuyn - *
= e : elde edilir.
O a’nnﬁnn)’nn

Boylece 1 < s < n olmak lizere a8y s bileseni nilR[M] kiimesinin elemani
olur. R M-nil-3-Armendariz halka oldugundan her i, j, k i¢in aisb'_{:sck € nil(R) elde

s

edilir. Dolayisiyla her i, j, k icin

i )k
ay, by ey *
A,»BjCk =

k

i3
0 ay,, bunCh,

matrisi nil(T,(R)) matris kiimesinin elemani olur. Sonu¢ olarak 7,(R) halkas1 bir
M-nil-3-Armendariz halkadir.
2)= (1)
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a

R

IR

{

0

0
| a € R} halkas1 7T,(R) halkasinin alt halkasi olsun. M-nil-3-

a

Armendariz halkasinin her alt halkas1 da M-nil-3-Armendariz halkadir. Dolayisiyla R
halkas1t M-nil-3-Armendariz halkadir.

O

Sonuc 5.2.4 M, M| > 2 olmak iizere, bir monoid olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) R M-nil-3-Armendariz halkadir.

0
(2) Su(R) = { :

(3) TR, n) = {

Va ap - aln—
a P azn . .
a,a;; € R} halkas1 M-nil-3-Armendariz halkadr.
0 a
Val a2 P an
0 a -+ an . .
| a; € R} halkas1 M-nil-3-Armendariz halkadir.
0 0 -+ a

(4) T(R, R) halkas1 M-nil-3-Armendariz halkadir.

(5) Her n > 2 i¢in R[X]/(x") halkas1 M-nil-3-Armendariz halkadir.

M, |M| > 2 olmak iizere, bir monoid ve R M-nil-3-Armendariz halka olsun. Teorem

5.1.6° e gore 2 x 2 tipindeki alt ve iist iicgensel matris halkalart M-nil-3-Armendariz

an 0 0

halkadir. G3(R) = { ap a»n anl|laij€ R} halkasinin M-3-Armendariz oldugu asa-

0 0 ass

gidaki teoremde gosterilecektir.

Teorem 5.2.5 M, |M| > 2 olmak iizere, bir monoid olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) R M-nil-3-Armendariz halkadir.
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(2) G3(R) M-nil-3-Armendariz halkadir.

nil(R) 0 0
Kamt: nil(Gz;(R))=| R nil(R) R | oldugunu gosterelim.
0 0 nil(R)

ap, 0 O nil(R) 0 0
ay ap an|€| R nil(R) R |olsun.

0 0 ass 0 0 I’lll(R)

all = d = d¥ = 0 olacak sekilde ki, ko, k3 € Z* vardir. max{k, ks, k3} = k

e ko ok ok _
i¢in a}, = a,, = a3; = 0 olsun.

2%k
a; 0 O nil(R) 0 0
ax a» an = 0 olur. Dolayisiyla | R nil(R) R C nil(G3(R))
olur.

an 0 0

Benzer sekilde |ay; ayy  axs| € nil(G3(R)) olsun.

0 0 ass
k
an 0 0
Nilpotent eleman oldugundan bir k € Z* i¢in |a,;, ay, ay;| = 0 olur.
0 0 ass

Dolayisiyla a*, = df, = d}, = 0 elde edilir. Sonug olarak

nil(R) 0 0
nil(G3(R)) =| R nil(R) R
0 0 nil(R)
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oldugu goriiliir. R, M-nil-3-Armendariz halkas1 olsun. Teorem 5.1.6 geregince
G3(R) M-nil-3-Armendariz halka olur. Diger taraftan G3(R) M-nil-3-Armendariz iken

R halkasinin M-nil-3-Armendariz oldugu agiktir. O

R bir M-nil-3-Armendariz halka iken UT M,(R), LT M,(R) ve G3(R) halkalarinin da
M-nil-3-Armendariz halka oldugu gozlemlendi. Fakat bu durum M, (R) matris halkasi

icin gecerli olmadigi bir 6rnekle goriilebilir.

Ornek 5.2.6 M, |M| > 2 olmak iizere, bir monoid ve R bir halka olsun.

F 0} F 0
a = e+ 8B =
00

1 0
halkasinin elemanlari olsun. @By = 0 € nil(R) oldugu goriiliir. Fakat,

R 0 A

M-nil-3-Armendariz degildir.

I -1
0 O

1 0
10

0
e, Mry(R)[M]
00

e+

gvey={

nilpotent eleman degildir. Dolayisiyla M,(R)

6. SONUCLAR

Bu calismada nil-3-Armendariz halkalar tanimlanmis ve ozellikleri arastirilmustir.
Boylece nil-3-Armendariz halkalar 3-Armendariz halkalarin bir genellemesi oldugu
goriilmiistiir ve nil-3-Armendariz olup 3-Armendariz olmayan bir halka 6rnegi sunul-

mustur.

Ayrica M monoidiyle iligkili nil-3-Armendariz halka tanimi ve 6zellikleri verilmistir. R
bir M-nil-3-Armendariz halka iken UT M, (R), LT M,(R) ve G3(R) halkalarinin da M-
nil-3-Armendariz halka oldugu goézlemlenmistir. Fakat bu durum M, (R) matris halkas1

icin gecerli olmadig: bir 6rnekle gosterilmistir..
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