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1. GİRİŞ

Herhangi polinom halkası üzerinde f (x) =
n∑

i=1
aixi ve g(x) =

m∑
j=1

bix j elemanları için

her aib j = 0 ise f (x)g(x) = 0 olduğu kolayca görülür. E. Armendariz (1974) "A Note

On Extensions of Baer and P. P.-rings" çalışmasında R inmiş bir halka olmak üzere

f (x)g(x) = 0 olmasının ancak ve ancak her i, j için aib j = 0 olmasıyla mümkün oldu-

ğunu ispatlamıştır. Bu durum tamlık bölgesi üzerindeki polinom halkaları da açıktır.

Dolayısıyla tamlık bölgesi olmayan halkalar için Armendariz’ in vermiş olduğu bu

özellik önem kazanır. Rege ve Chhawchharia (1997) çalışmalarında, R herhangi bir

halka olmak üzere

f (x)g(x) = 0 iken her i, j için aib j = 0

ise R halkasını Armendariz halka olarak adlandırmışlardır. Böylece Armendariz’ in

inmiş halka için vermiş olduğu bu özelliği keyfi bir halkaya taşımışlardır.

Yang (2008) çalışmasıyla Armendariz halkaları 3-Armendariz halkalara genellemiş-

tir. Bu çalışmada 3-Armendariz halkalar baz alarak nil-3-Armendariz halkalar tanım-

lanmış ve özellikleri verilmiştir. Ayrıca M monoidine göre nil-3-Armendariz kavramı

incelenmiştir. Çalışma altı bölümden oluşmaktadır. İkinci bölümünde ihtiyaç duyulan

monoid, halka, monoid halkaları, polinom halkaları, matris halkaları sırasıyla Kısım

2.1, Kısım 2.2, Kısım 2.3, Kısım 2.4’ de yer verilmiştir. Üçüncü bölümde Armendariz,

Weak-Armendariz ve Nil-Armendariz halkalarıyla ilgili literatür taranmış ve örnekler

sunulmuştur (Armendariz, 1974; Rege ve Chhawachharia, 1997; Kim ve Lee, 2000;

Liu Z, 2005; Liu ve Zhao, 2006; Antonie, 2008; Yang, 2008; Abotalebi ve Hasemi,

2009; Jeon, Kim, Lee ve Yoon, 2009; Dixit ve Singh, 2010; Hizen, 2010; Hui-feng,

2012 ).

Günümüzde bir çok araştırmacı tarafından Armendariz, Weak-Armendariz, Nil-

Armendariz halkalar yoğun bir şekilde çalışılmaktadır. Yang (2008)’ de f (x) =
n∑

i=1
aixi,

g(x) =
m∑

j=1
bix j ve h(x) =

l∑
k=1

ckxk ∈ R[X] olmak üzere;

f (x)g(x)h(x) = 0 ise her i, j, k için aib jck = 0
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özelliğini sağlayan halkaları 3-Armendariz halka olarak adlandırmıştır. Daha sonra

Hui-feng (2012) çalışmasında Weak-3-Armendariz halkayı tanımlamıştır. Weak-3-

Armendariz özellikleri Kısım 4.1’ de verilmiştir.

Çalışmanın son bölümü özgün sonuçlardan oluşmaktadır. Bu bölüm için temel çıkış

noktası Yang (2008) ve Hui-feng (2012) çalışmalarıdır. Bu çalışmalardan Kısım 4.1’

de bahsedilmiştir. Kısım 5.1’ de nil-3-Armendariz tanımı yapılarak özellikleri ince-

lenmiştir. M monoidine göre nil-3-Armendariz halka ve özellikleri Kısım 5.2’ de su-

nulmuştur. Ayrıca Kısım 3.4’ de verilen M-nil-Armendariz halka özellikleri M-nil-3-

Armendariz halkaya taşınmıştır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez boyunca gerekli olan bazı temel kavramlar verilecektir. Daha ayrıntılı

bilgi için Hungerford (1980) ve Anderson-Fuller (1974) kaynaklarından yararlanılabi-

lir.

2.1. Monoid, Grup, Halka

Bölüm 4.2’ de nil-Armendariz halkaların M monoidine göre özellikleri araştırılmıştır.

Bu nedenle öncelikle monoid tanımını vereceğiz.

M boştan farklı bir küme ve �, M üzerinde bir iç işlem olsun.

• Eğer her a, b, c ∈ M için a � (b � c) = (a � b) � c sağlanıyorsa � işlemine

birleşme özelliğine sahiptir denir.

• Eğer her a ∈ M için a � e = e � a = a olacak şekilde e ∈ M varsa e’ ye �

işlemine göre M’ nin birimi denir.

• a ∈ M için a � b = b � a = e olacak şekilde b ∈ M varsa b’ ye a’ nın � işlemine

göre tersi denir.

• Eğer her a, b ∈ M için a�b = b�a oluyorsa M’ ye � işlemine göre değişmelidir

denir.

Tanım 2.1.1 M boştan farklı bir küme ve �, M kümesi üzerinde tanımlı bir işlem

olsun. Eğer M kümesi � işlemine göre birimli ve birleşmeli ise M’ ye monoid denir.

Tanım 2.1.2 M boştan farklı bir küme ve �, M kümesi üzerinde tanımlı bir işlem ol-

sun. Eğer M kümesi � işlemine göre birleşmeli, birimli ve her elemanın elemanın tersi

varsa (M, �) grup denir. Eğer M grubu � işlemine göre değişmeli ise M’ ye değişmeli

grup denir.

Tanım 2.1.3 R bir değişmeli grup olmak üzere R üzerinde ”.” bir iç işlem olsun.

a, b, c ∈ R için ”.” işlemi;
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• a.(b.c) = (a.b).c (birleşme özelliği)

• a.(b + c) = a.b + a.c (soldan dağılma özelliği)

(a + b).c = a.c + b.c (sağdan dağılma özelliği)

şartlarını sağlıyorsa (R, +, . ) sıralı üçlüsüne halka denir. Halka çarpma işlemine göre

değişmeli ise halkaya değişmeli halka denir. Halkanın toplamsal birimine halkanın

sıfırı denir. Halka çarpma işlemine göre birimli ise halkaya birimli halka denir ve hal-

kanın birimi 1R ile gösterilir.

Tanım 2.1.4 R bir halka, sıfırdan farklı a ve b ∈ R için a.b = 0 ise a’ ya sol sıfır

böleni b’ ye sağ sıfır böleni denir. Eğer R halkasının sıfır böleni yoksa sıfır bölensiz

halka denir.

Tanım 2.1.5 R birimli değişmeli bir halka ve 0R � 1R olsun. Eğer R sıfır bölensiz ise

R’ ye bir tamlık bölgesi denir.

Tanım 2.1.6 R bir halka ve I, R’ nin bir toplamsal alt grubu olsun. Eğer her a ∈ I ve

her r ∈ R için ra ∈ I ise I’ ya R’ nin bir sol ideali ve her a ∈ I, r ∈ R için ar ∈ I ise I’

ya R’ nin bir sağ ideali denir. Eğer I hem sol ideal ve hem sağ ideal ise I’ ya R’ nin bir

ideali denir.

Tanım 2.1.7 R bir halka ve r ∈ R olmak üzere her x ∈ R için r.x = x.r şartını sağlayan

r elemanlarının kümesine halkanın merkezi denir.

Halkaların Armendariz özelliği için baz oluşturan nilpotent eleman ve Abel halka için

gerekli olan idempotent eleman tanımı verilecektir.

Tanım 2.1.8 R bir halka olmak üzere, R ’ nin bir a elemanı için an = 0 olacak şekilde

bir n ∈ N varsa a elemanına nilpotent eleman denir. an = 0 olacak şekilde en küçük

pozitif n tamsayısına a ’ nın nilpotentlik derecesi denir.
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Tanım 2.1.9 R bir halka ve A ⊆ R olmak üzere, her x1, x2, ...xn ∈ A için x1x2...xn = 0

oluyorsa A kümesine nilpotent alt küme denir. Eğer A kümesinin her elemanı nilpotent

ise A kümesine nil küme denir. A’ nın nil kümesi nil(A) şeklinde gösterilir.

Tanım 2.1.10 I, R halkasının bir ideali olsun.

• I idealinin her bir elemanı nilpotent ise I’ ya nil ideal denir.

• In = 0 olacak şekilde n ∈ Z+ varsa I’ ya nilpotent ideal denir.

Tanım 2.1.11 R halkasının e2 = e şartını sağlayan e elemanına idempotent eleman

denir. Eğer idempotent eleman halkanın merkezinde ise merkezcil idempotent denir.

2.2. Dik Toplam

Bu çalışmada incelenen ve ortaya konulan halkaların dik toplamınında aynı özelliği

sağlayıp sağlamadığı araştırılmıştır. Dolayısıyla bu bölümde gerekli olan halkaların

dik toplamı tanımı verilecektir.

I indeks kümesi olmak üzere {Ri | i ∈ I} halka ailesi olsun. Bu halka ailesinin kartezyen

çarpımı

∏
{Ri | i ∈ I} = { f | f : I −→

⋃
{Ri | i ∈ I}, f (i) ∈ R her i ∈ I için}′ dir.

f , g ∈ ∏{Ri | i ∈ I} olmak üzere kartezyen çarpım kümesi üzerinde her i ∈ I için

toplam ve çarpım işlemleri

( f + g)(i) = f (i) + g(i)

( f g)(i) = f (i)g(i)

şeklinde tanımlanır. Tanımlanan bu işlemlere göre
∏{Ri | i ∈ I} kümesi bir halka yapısı

oluşturur. Bu halkaya tam dik toplam denir ve
∏
i∈I

Ri ile gösterilir. Halkanın 0 elemanı

fonksiyonu 0 : I −→ ⋃{Ri |i ∈ I} olan 0(i) = 0 ile tanımlıdır. f ∈ ∏
i∈I

Ri için toplamsal

tersi − f : I −→ ⋃{Ri |i ∈ I} olan − f (i) = − f (i) ∈ Ri fonksiyonu ile tanımlıdır.

Her i ∈ I için f ∈ ∏
i∈I

Ri ve f (i) = ai ∈ Ri olsun. f , {ai | i ∈ I} görüntü kümesi ile

tanımlanır. Bu gösterimi kullanarak her i ∈ I için
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{ai | i ∈ I} + {bi | i ∈ I} = {ai + bi | i ∈ I}
{ai | i ∈ I}{bi | i ∈ I} = {aibi | i ∈ I}
işlemleri tanımlanabilir.

I = {1, 2, · · · , n} sonlu küme olsun. Bu şart altında tam dik toplam

⊕
i∈I

Ri = R1 + R2 + · · · + Rn

ile gösterilir. Bu kümenin herhangi bir {ai | i ∈ I} elemanı (a1, a2, · · · , an) şeklinde

yazılır.

Tanım 2.2.1 {Ri | i ∈ I} halka ailesinin dik toplamı
⊕
i∈I

Ri ile gösterilmek üzere

⊕
i∈I

Ri =
{{ai | i ∈ I} ⊆

∏
i∈I

Ri | sonlu i ∈ I için ai � 0
}

ifadesi bir dik toplamdır.

⊕
i∈I

Ri halkası
∏
i∈I

Ri halkasının bir alt halkasıdır.

Tanım 2.2.2 I = {1, 2, · · · , n} ve {Ai | i ∈ I
}

R halkasının ideal ailesi olsun. Bu sonlu

ailenin toplamı
∑
i∈I

Ai ile gösterilir.

∑
i∈I

Ai = {a1 + a2 + · · · + an | ai ∈ Ai, i = 1, 2, · · · , n}′ dır.

Tanım 2.2.3 I indeks ve I0 ⊂ I sonlu kümesi için
{
Ai | i ∈ I

}
, R halkasının ideallerinin

ailesi olsun. Bu ailenin toplamı
∑
i∈I

Ai ile gösterilir ve

∑
i∈I

Ai = {a ∈ R | a ∈
∑
i∈I0

Ai}′ dir.

R halkasının ideallerinin toplamı R halkasında bir idealdir.

Tanım 2.2.4
{
Ai | i ∈ I

}
, R halkasının ideallerinden oluşan bir aile olsun. İdeallerinin

toplam kümesi her k ∈ I için

Ak

⋂ ∑
i∈I, i�k

Ai = 0

şartını sağlıyorsa bu toplam kümesine dik toplam denir.
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Teorem 2.2.5 I sonlu olmak üzere
{
Ai | i ∈ I

}
, R halkasının ideal ailesi olsun. Aşağı-

dakiler denktir;

(i)
∑
i∈I

Ai dik toplamdır.

(ii) a1 + a2 + · · · + an = 0, ai ∈ Ai, i ∈ I ise ai = 0’ dır.

(iii) Her a ∈ ∑
i∈I

Ai tek şekilde a = a1 + · · · + an formunda ifade edilir.

2.3. Monoid Halkaları

Bölüm 3.4 ve 5.2’ de M monoidine göre Armendariz olma özelliği ile ilgili R[M]

halkası üzerinde çalışmalar yapılacaktır. Bu nedenle bu kısımda R[M] halka yapısı

tanıtılacaktır.

Bir R halkası ve M monoidi için

R[M] = {τ | τ : M −→ R,m ∈ M hemen hemen her τ(m) = 0}′ dır.

R[M] üzerinde toplama işlemi τ, β ∈ R[M] için

(τ + β)(m) = τ(m) + β(m)

olarak tanımlansın. R[M] toplama işlemine göre değişmeli grup olur. α, β ∈ R[M] için

çarpımsal işlem tanımlanacak olursa

(αβ)(z) =
∑
xy=z

α(x)β(y)′dir.

x, y ∈ M olmak üzere z = xy olacak şekilde tüm (x, y) çiftleri üzerinden tek şekilde

verilir. Bu toplam sonludur çünkü yalnızca sonlu sayıda α(x)β(y) � 0 olacak şekilde

(x, y) ∈ M × M ikilisi vardır. Hemen hemen her t ∈ M için (αβ)(t) = 0’ dır. Bu ise

çarpımın R[M]’ ye ait olduğunu gösterir.

α, β, γ ∈ R[M] olmak üzere;

((αβ)γ)(z) =
∑

xy=z
(αβ)(x)γ(y) =

∑
xy=z

(
∑

uv=x
α(u)β(v))γ(y) =

∑
uvy=z
α(u)β(v)γ(y)’ dir.
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Benzer şekilde (α(βγ))(z) =
∑

xuv=z
α(x)β(u)γ(v) elde edilir. Bu iki ifade de bir

birine eşittir. Dolayısıyla R[M] çarpma işlemine göre birleşmelidir.

R[M] kümesinin çarpımsal birimi ise x ∈ M olmak üzere;

δ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1R ; eğer x = e

0R ; eğer x � e

şeklinde olan δ fonksiyonudur. α = δα = αδ olduğu açıkça görülür.

a ∈ R ve x ∈ M olsun. α ∈ R[M] için α =
∑

x∈M
α(x)x şeklinde yazılabilir. Burada α(x)’

in değeri x � y için α(y) = 0, x = y için α(y) = a’ dır. Yani α(x) = ax. Gerçekten,

eğer {ax}x∈M R’ nin elemanlarının sonlu tanesi 0 olan kümesi ise herhangi y ∈ M için

β(y) = ay olmak üzere

β =
∑
x∈M

axx′ dir.

Bu ise bir α elemanının tek şekilde
∑

axx toplamsal formda ifade edildiğini gösterir.

Dolayısıyla R[M] üzerindeki çarpma işlemi

(
∑
x∈M

axx)(
∑
y∈M

byy) =
∑

x,y∈M

axbyxy

şeklinde yazılabilir ve toplama işlemi

∑
x∈M

axx +
∑
x∈M

bxx =
∑
x∈M

(ax + bx)x

şeklinde yazılabilir. Ayrıca R[M]’ nin birimi 1Re’ dir.

Şimdi ise R ve M’ nin ikisininde R[M] içine gömülebileceği gösterilecelktir.

φ0 : M −→ R[M], φ0(x) = 1x şeklinde verilen bir dönüşüm olsun. φ0 çarpımsal

monoid homomorfizmasıdır ve içine dönüşümdür yani M, R[M]’ nin içine gömülür.

f0 : R −→ R[M]’ de f0(a) = ae şeklinde verilen bir dönüşüm olsun. f0 halka ho-

momorfizmasıdır ve üstelik içine bir dönüşümdür. Bu yüzden R[M]’ nin bir alt halkası

olarak görülür. Dolayısıyla R[M] monoid halkası yada M’ nin A üzerine monoid cebri

ya da M bir grup ise grup cebri denir.
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2.4. Polinom Halkaları

Tanım 2.4.1 R bir halka, x bir bilinmeyen ve a0, a1, · · · , ak lar R nin elemanları olmak

üzere,

a0 + a1x + · · · + akxk =

k∑
i=0

aixi

şeklindeki bir ifadeye katsayıları R halkasından olan bir polinom denir. Katsayıları R

de olan tüm polinomlar kümesi R[X] ile gösterilir.

p(x) = a0 + a1x + · · · + akxk ve q(x) = a0 + a1x + · · · + atxt ∈ R[x] olsunlar.

p(x) = q(x) ⇔ ∀ i ≥ 0, ai = bi

R[x] polinom kümesi üzerinde f (x) =
m∑

i=0
ai · xi, g(x) =

n∑
j=0

bj · x j ∈ R[X] için,

f (x) + g(x) = c0 + c1.x + · · · + (ct).xt

ck =
k∑

i=0
aibk−i olmak üzere

f (x).g(x) =
m+n∑
k=0

ck · xk

bu işlemlere göre (R[x],+, .) halka olur. Ayrıca 0R[x] = 0 polinomu R[x]’ in etkisiz

elemanıdır.

Önerme 2.4.2 R bir halka ise R[x] de bir halkadır. Ayrıca;

i) R birimli ise R[x] de birimlidir.

ii) R değişmeli ise R[x] de değişmelidir.

iii) R tamlık bölgesi ise R[x] de tamlık bölgesidir.

2.5. Matris Halkaları

R bir halka, X × Y , N × N’ nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. A(i, j) = ai j ∈ R ile

tanımlanan A : X × Y −→ R fonksiyonuna |X| × |Y | boyutunda matris denir. Kısaca
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A = [ai j]|X|×|Y | şeklinde gösterilir. Satır ve sütun sayısı birbirine eşit olan matrislere kare

matris denir. R halkası üzerinde X × Y tipindeki bütün matrislerin kümesi M|X|×|Y |(R)

ile gösterilir.

A = [ai j] ve B = [bi j], M|X|×|Y |(R) kümesinin elemanları olsun. M|X|×|Y |(R) kümesi üze-

rinde [ai j]+[bi j] = [ai j+bi j] şeklinde tanımlanan toplama işlemine göre (M|X|×|Y |(R),+)

değişmeli gruptur. Bu sistemin toplamsal birim elemanı 0M|X|×|Y |(R) = [0i j] matrisidir. Bu

matrise 0 matris denir. A matrisinin toplamsal tersi ise −A = [−ai j] ’dir.

M|X|×|Y |(R) kümesi üzerinde A · B = [
∑

j ai jb jk]X×Y şeklinde tanımlanan işleme matris

çarpımı denir. M|X|×|Y |(R) kümesi üzerinde tanımlanan matris toplamı ve matris çarpımı

işlemleriyle halka yapısı oluşturur. (M|X|×|Y |(R),+, ·) sistemine matris halkası denir.

Şimdi Armendariz ve nil-Armendariz halkaların karakterizasyonunda kullanılacak

olan alt ve üst üçgensel matris tanımları ve özellikleri verilecektir.

Tanım 2.5.1 Her i � j için A(i, j) = 0 olan A ∈ Mn×n(R) matrisine diagonal matris

denir.

Tanım 2.5.2 i > j için A(i, j) = 0 olan A ∈ Mn×n(R) matrisine üst üçgenal matris

denir. R halkası üzerindeki üst üçgensel matris kümesi UT M(R) ile gösterilir (her n

sayısı için Tn(R) şeklinde de gösterilebilir).

Tanım 2.5.3 i < j için A(i, j) = 0 olan A ∈ Mn×n(R) matrisine alt üçgensel matris

denir. R halkası üzerindeki alt üçgensel matris kümesi LT M(R) ile gösterilir.

Teorem 2.5.4 Alt (üst) üçgensel matrisler toplama, çarpma ve skalerle çarpma işlem-

lerine göre kapalıdır.
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3. KAYNAK ÖZETLERİ

Armendariz, R inmiş halka üzerinde f (x) =
m∑

i=0
aixi, g(x) =

n∑
j=0

bjx j ∈ R[X] çarpı-

mının sıfır olması için gerek ve yeter koşul her i, j için aib j = 0 olması gerektiğini

göstermiştir (Armendariz, 1974)). Bu durum tamlık bölgeleri için açık bir durumdur.

Dolayısıyla tamlık bölgesi olmayan halkalar için Armendariz’ in vermiş olduğu özel-

lik önem kazanır. Rege ve Chhawchharia (1997) çalışmalarında Armendariz’ in bu

çalışmasını herhangi bir halka için genelleştirmiş ve aşağıdaki tanım verilmiştir.

3.1. Armendariz Halka

Tanım 3.1.1 f (x) =
n∑

i=1
aixi ve g(x) =

m∑
j=1

bix j, R[X] polinom halkasının elemanları

olmak üzere; f (x)g(x) = 0 olduğunda her i, j için aib j = 0 oluyorsa R halkasına

Armendariz halka denir.

Armendariz halkalar Rege, Chhawchharia ve bir çok araştırmacı tarafından çalışılmış

ve günümüzde de çalışmalar yoğun olarak sürmektedir.

Rege ve Chhawchharia (1997) çalışmalarında Armendariz halkaların alt halkalarının

ve kartezyen çarpımlarının da Armendariz olduğunu göstermişlerdir.

Örnek 3.1.2 Her n tamsayısı için Z/nZ halkası bir Armendariz halkadır (Rege ve Ch-

hawchharia, 1997). Gerçekten,

Aritmetiğin temel teoremi gereğince n asal sayıların çarpımı şeklinde yazılır. Dolayı-

sıyla p, p1, · · · , pi bir birinden farklı asal sayılar olmak üzere, n = pm ve n = pe1
1
· · · pei

i

iki şekilinde incelenebilir. n = pm olsun. f (x) = f (x)+ pm, g(x) = g(x)+ pm elemanları

Z[X] ∈ (Z/pmZ)[X] kümesinin elemanları olmak üzere f (x)g(x) = 0 olsun. Dolayı-

sıyla pm| f (x)g(x)’ dir. Bu da bize f (x) ve g(x) polinomlarını p asal sayısı tarafından

bölünemeyen f
′
(x) ve g

′
(x) polinomlarının çarpımı şeklinde sırasıyla f (x) = pr f

′
(x) ve

g(x) = psg
′
(x) şeklinde yazılır. f (x)g(x) = pr+s f

′
(x)g

′
(x) ifadesi pm tarafından tam bö-

lünebildiğinden r + s ≥ m’ dir. Dolayısıyla her i, j için aib j = prai psb j = pr+saib j = 0
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olur. Dolayısıyla Z/pmZ Armendariz halkasıdır. n = pe1
1
· · · pei

i olsun. Çin kalan te-

oremi gereğince Z/nZ � Z/pe1
1
Z
⊕
Z/pe2

2

⊕ · · ·⊕Z/pei
i . Her Z/pek

k halkası Armen-

dariz halka olduğundan Z/nZ halkası her n için Armendariz halkadır. Değişmeli hal-

kalar Armendariz özelliğini taşımak zorunda değildir (Rege ve Chhawchharia, 1997).

Sıfırdan farklı nilpotent elemanı olmayan halkaya inmiş (reduced) denir. Rege ve Ch-

hawchharia (1997) çalışmalarında inmiş halkaların Armendariz olduğunu göstermiş-

lerdir. Buradan Armendariz halkaların inmiş halkaların bir genellemesi olduğu görülür.

Dolayısıyla nilpotent elemanlar halkaların sınıfında önemli bir yere sahiptir.

Aşağıdaki önerme de katsayıları nil(R) kümesinden olan polinomlar ile R[X] polinom

halkasının nilpotent elmanlarından oluşan küme arasındaki ilişki verilmiştir.

Önerme 3.1.3 R Armendariz halka ise nil(R)[X] ⊆ nil(R[X]) (Antonie, 2008).

Kanıt: R Armendariz halka, f (x) =
n∑

i=1
aixi ∈ nil(R)[X] ve her i = 0, 1, 2, · · · , n için

ak
i = 0 olacak şekilde k > 1 olsun. İdda edelimki f (x)(n+1)k = 0. f (x)(n+1)k = 0 polino-

munun katsayıları ai’ nin (n + 1)k uzunluklu monimal toplamları şeklinde yazılabilir.

Bir monimal ai1ai2 · · · ai(n+1)k şeklindedir ve bu ifade en az k tane 0 ≤ j0 ≤ n olmak üzere

aj0 tekrarından oluşmaktadır. 1 ≤ r1 < · · · < rk ≤ (n + 1)k için air1
= · · · = airk

= aj0

olsun. Bütün is � irt değerleri için f
′
is
(x), f

′′
is
(x) polinomları

f
′
is
(x) = 1 − ais x,

f
′′
is
(x) = 1 + ais + · · · + ak−1

is
xk−1

şeklinde olsun. İki polinomu çarptığımızda f
′
is
(x) f

′′
is
(x) = 1 ve ais bu iki polinomu-

nun katsayılarının çarpımı olur. Çarpımın katsayıları (n + 1)k uzunluğundaki moni-

mal olduğundan ai1ai2 · · · air1−1aj0air1+1
· · · air2−1aj0 · · · airk−1aj0airk+1

· · · ai(n+1)k şeklinde ya-

zabiliriz. Herbir ais için f
′
is
(x) f

′′
is
(x) çarpımı tekrarlanırsa ve ak

j0
= 0 olduğundan

f
′
i1(x) f

′′
i1 (x) · · · f

′′
ir1−1

(x)aj0 f
′
ir1+1

(x) · · · f
′′
irk−1

(x)aj0 f
′
irk+1

(x) · · · f
′′
i(n+1)k

(x) = 0 elde edilir. R Ar-

mendariz halka olduğundan herbir polinomun katsayılarından oluşan çarpım 0 olacak-

tır. Dolayısıyla f (x) ∈ nil(R[X]) olacağından nil(R)[X] ⊆ nil(R[X])’ dir. �
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3.2. Weak Armendariz Halka

Weak-Armendariz halkalar, Armendariz halkaların bir genellemesidir. Bu bölümde Liu

ve Zhao (2006) çalışmasındaki weak-Armendariz halka tanımı ve bazı özellikleri ve-

rilecektir.

Tanım 3.2.1 R bir halka f (x) =
n∑

i=1
aixi ve g(x) =

m∑
j=1

bjx j, R[X]’ in elemanları ol-

mak üzere f (x)g(x) = 0 olduğunda her i, j için aib j ∈ nil(R) ise R halkasına weak-

Armendariz halka denir.

aib j = 0 ise aib j ∈ nil(R) olduğundan her Armendariz halka weak Armendariz halkadır.

Önerme 3.2.2 R halkasının weak-Armendariz halka olması için gerek ve yeter koşul

her n için Tn(R) weak-Armendariz’ dir.

R bir halka olsun.Kim ve Lee (2000) çalışmalarında, n ≥ 2 olmak üzere n× n tipindeki

üst üçgensel matrislerin Armendariz olmadığını bir örnekle göstermişlerdir. Ancak R

Armendariz halka ise n için Tn(R) weak-Armendariz halka olduğunu göstermişlerdir

(Liu ve Zhao, 2006). R halka olmak üzere Mn(R) halkası weak-Armendariz halka de-

ğildir. Bu durum aşağıdaki örnekte gözlemlenir.

Örnek 3.2.3 R ve S = M2(F) birer halka olsun.

f (x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ x , g(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

−1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ x

polinomları S [X] polinom halkasının elemanları için f (x)g(x) = 0’ dır. An-

cak

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ nilpotent değildir. Dolayısıyla S halkası weak-Armnedariz

değildir(Liu ve Zhao, 2006).
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R bir halka olsun. (R + R) kümesi genel toplama işlemine göre değişmeli gruptur. Bu

küme üzerinde a, b, u ve v ∈ R olmak üzere (a, u)(b, v) = (ab, av + bu) tanımlanan

çarpma işlemine göre halka yapısı oluşturur. Bu halka kısaca T (R,R) olarak gösterilir.

Kim ve Lee (2000) çalışmalarında R Armendariz iken T (R,R) halkasının Armendariz

olmayacağını bir örnekle göstermiştir. Fakat weak-Armendariz halkalar için bu durum

aşağıdaki önermeyle açıklığa kavuşmuştur.

Önerme 3.2.4 R weak-Armendariz olması için gerek ve yeter şart T (R,R) weak-

Armendariz olmasıdır.

Önerme 3.2.5 Weak Armendariz halkaların sonlu dik toplamları da weak-

Armendariz’ dir (Liu ve Zhao, 2006).

Önerme 3.2.6 R bir Abel halka ve e ∈ R bir idempotent eleman olsun. Aşağıdakiler

denktir;

(1) R weak-Armendariz’ dir.

(2) eR ve (1 − e)R weak-Armendariz’ dir (Liu ve Zhao, 2006).

Önerme 3.2.7 I, R halkasının bir ideali ve R/I weak-Armendariz olsun. I ⊆ nil(R)

ise R weak-Armendariz’ dir (Liu ve Zhao, 2006).

3.3. Nil Armendariz Halka

Nil Armendariz halkalar, Antoine (2008), Hizen (2010) ve daha bir çok araştırmacı

tarafından çalışılmakta olan güncel bir konudur. Biz de çalışmamızda nil-Armendariz

halka kavramını temel alarak nil-3-Armendariz halka tanımlayacağız. Bu nedenle nil-

Armendariz halka ile ilgili literatürde bulunan bazı çalışmaları bu kısımda sunacağız.

Nil-Armendariz halkalar Armendariz halkaların farklı bir genellemesidir.

Tanım 3.3.1 R bir halka f (x) =
n∑

i=1
aixi ve g(x) =

m∑
j=1

bjx j, R[X]’ in elemanları ol-

mak üzere f (x)g(x), nil(R)[X] kümesinin elemanı olduğunda her i, j için aib j nil(R)

kümesinin elemanı oluyorsa R halkasına nil-Armendariz halka denir.
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Örnek 3.3.2 R =
{
(2m, l) | m, l ∈ Z4

}
, R nil-Armendariz halkadır.

f (x) ve g(x) katsayıları sırasıyla her i, j için ai = (ai1 , ai2) ve bj = (bj1 , bj2) olan

f (x) =
n∑

i=1
aixi, g(x) =

m∑
j=1

bjx j şeklindeki polinomların f (x)g(x) çarpımı nil(R)[X]

kümesinde ise çarpımın katsayıları incelenecek olunursa;

a0b0 = (a01b01 , a02b02) ∈ nil(R)

a0b1+a1b0 = (a01b11 , a02b12)+(a11b01 , a12b02) = (a01b11+a11b01 , a02b12+a12b02) ∈ nil(R)

buradan ilk bileşenin nilpotent olduğu aşikardır. İkinci bileşen analiz edilirse k ∈ Z
olmak üzere;

a02b12 + a12b02 = 2k (3.1)

(3.1) denklemi soldan a02 ile çarpılırsa a02a02b12 + a02a12b02 = a022k buradan a02a12b02

elemanı nilpotent olduğu görülür. t ∈ Z olmak üzere a02a02b12 = 2t olur. Buradan

(a2
02

b12)
2 = 0 bulunur. Denklem sağdan b12 ile çarpıldığında a02b12 ∈ nil(Z4) olur. Ben-

zer şekilde denklem (3.1) de sağdan b02 ile çarpılırsa a02b12b02 + a12b02b02 = 2kb02

olur. Buradan a02b12b02 elemanı nilpotent eleman olduğu aşikardır. t1 ∈ Z olmak üzere

a02b12b02 = 2t1 bulunur. Buradan (a12b
2
02
)2 = 0 olur. Denklem sağdan a12 ile çarpıldı-

ğında a12b02 ∈ nil(Z4) olur. Dolayısıyla a0b1 ve a1b0 ∈ nil(R) şeklinde bulunur.

a0b2+a1b1+a2b0 = (a01b21+a11b11+a21b01 , a02b22+a12b12+a22b02) ∈ nil(R) buradan ilk

bileşenin nilpotent olduğu aşikardır. İkinci bileşen analiz edilirse k1 ∈ Z olmak üzere;

a02b22 + a12b12 + a22b02 = 2k1 (3.2)

(3.2) denklemi soldan a12 ile çarpılırsa a12a02b22 + a12a12b12 + a12a22b02 = a122k1 bura-

dan a12a22b02 elemanı nilpotent olduğu bellidir. t2 ∈ Z olmak üzere;

a12a02b22 + a12a12b12 = 2t2 olur.

Bu denklem de sağdan b12 ile çarpılırsa a12a02b22b12 + a12a12b12b12 = 2t2b12 buradan

a12a02b22b12 elemanı nilpotent olduğu bellidir. t3 ∈ Z olmak üzere a12a12b12b12 = 2t3

olur. Buradan (a2
12

b2
12
)2 = 0 bulunur. Dolayısıyla a12b12 ∈ nil(Z4) olur. Dolayısıyla

t4 ∈ Z olmak üzere a02b22 + a22b02 = 2t4 olur. Bu denklem sağdan b02 ile çarpılırsa

a02b22b02 + a22b02b02 = 2t4b02 olur. Buradan a02b22b02 elemanı nilpotent olduğu aşikar-

dır. t5 ∈ Z olmak üzere; a22b
2
02
= 2t5 olur. (a22b

2
02
)2 = 0 bulunur. Denklem sağdan a22 ile
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çarpıldığında a22b02 ∈ nil(Z4) olur. Sonuç olarak (3.2) denkleminden a02b22 ∈ nil(Z4)

olduğu görülür. Dolayısıyla a02b22 , a12b12 ve a22b02 ∈ nil(R) olur. Benzer şekilde diğer

katsayılar içinde benzer işlemler yapıldığında her i, j için aib j ∈ nil(R) olur. Dolayı-

sıyla R bir nil-Armendariz’ dir.

Herhangi bir halkada nil(R) kümesi ideal olmaz. Eğer nil(R) � R ise R nil-Armendariz’

dir. Aşağıdaki önermede bu özellik genelleştirilerek verilmiştir.

Önerme 3.3.3 R halka ve I � R bir nil ideal olsun. R nil-Armendariz olması için

gerek ve yeter koşul R/I halkasının nil-Armendariz olmasıdır (Antoine, 2008).

Kanıt: I nil ideal olduğu için

nil(R/I) =
{
r | r ≡ r ∈ (modI), (r)k = 0,∃k ∈ N} = nil(R)

olur. Dolayısıyla her f (x)g(x) ∈ nil(R)[X] için f (x)g(x) ∈ nil(R) olur ve a, b sırasıyla

f (x) ve g(x) polinomlarının katsayılar kümesinden birer elemanlar olmak üzere; ab

çarpımının nil(R) kümesi içine düşmesi için gerek ve yeter koşul ab ∈ nil(R/I). Dolayı-

sıyla, R nil-Armendariz olması için gerek ve yeter koşul R/I halkasının nil-Armendariz

olmasıdır. �

Bu çalışma boyunca f (x) ∈ R[X] olmak üzere f (x) polinomunun katsayılar kümesi

coe f ( f ) ile gösterilecektir.

Önerme 3.3.4 R nil-Armendariz halka ve n ≥ 2 olsun. f1(x), f2(x, ) · · · , fn(x) po-

linomları R[X]’ in f1(x) f2(x) · · · fn(x) ∈ nil(R)[X] olsun. ak ∈ coe f ( fk) omak üzere

a1a2 · · · an çarpımı nil(R) kümesinin elemanı olur (Antoine, 2008).

Nil-Armendariz halkaların Armendariz halkaların bir genellemesi olduğu Antoine’ nin

(2008) "Nilpotent Elements and Armendariz Rings" adlı çalışmasında verilmiştir.

Önerme 3.3.5 R bir Armendariz halka ise R nil-Armendariz halkadır.

Kanıt: f (x)g(x) ∈ nil(R)[X] şeklinde R[X] halkasının iki elemanı olsun. R Armendariz

olduğu için, önerme 3.1.3 gereğince, f (x)g(x) bir nilpotent elemandır. Buyüzden k ≥ 1
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olacak şekilde bir k doğal sayısı vardır ve ( f (x)g(x))k = 0 olur. R Armendariz olduğu

için a ∈ coe f ( f ) ve, b ∈ coe f (g) olmak üzere ababab · · · ab = 0 ve ab ∈ nil(R) olur.

Dolayısıyla R, nil-Armendariz halkadır. �

Önerme 3.3.5 sonucunda nil Armendariz halkalar Armendariz halkaların genellemesi

ve aynı zamanda weak-Armendariz halkaların özel bir durumudur.

Aşağıdaki önerme ile nil-Armendariz halkalar için bir karakterizasyon verilmiştir.

Önerme 3.3.6 R halkasının nil-Armendariz olması için gerek ve yeter koşul her n

sayısı için, Tn(R) halkasının nil-Armendariz olmasıdır (Antoine, 2008).

Kanıt: R nil-Armendariz halka olsun. f (x) =
n∑
i

Aixi ve g(x) =
n∑
j

B jx j, Tn(R)[X]

halkasının elemanları olmak üzere, f (x) ve g(x) polinomlarının katsayıları sırasıya

Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11 . . . ai

1n

0
. . .

...

0 0 ai
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, ars ∈ R için 1 ≤ s ≤ n ve r ≤ s,

Bj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj
11
. . . bj

1n

0
. . .

...

0 0 bj
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, brs ∈ R için 1 ≤ s ≤ n ve r ≤ s

şeklindedir. Ayrıca Tn(R) halkasının nilpotent elemanlarından oluşan nil(Tn(R))

kümesi

nil(Tn(R)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) R R

0
. . . R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
şeklindedir(Antoine, 2008). Varsayalım ki f (x)g(x) ∈ nil(Tn(R))[X] olsun.

f (x)g(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
i+ j=l

ai
11b

j
11

xl . . .
∑

i+ j=l

ai
1nb j

1nxl

0
. . .

...

0 0
∑

i+ j=l

ai
nnb j

nnxl

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(Tn(R))[X]

şeklinde gözlemlenir ve matris bileşenleri için
∑

i+ j=l

ai
rrb

j
rr xl ∈ nil(R)[X] olur ve R

nil-Armendariz halka olduğundan dolayı her i, j, için ai
rrb

j
rr ∈ nil(R) elde edilir.
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Dolayısıyla çarpımın katsayılar matrisi incelendiğinde

AiBjCk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11b

j
11

ck
11 . . . ai

1nb j
1nck

1n

0
. . .

...

0 0 ai
nnb j

nnck
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(Tn(R)) olur. Buradan Tn(R) nil-Armendariz

olduğu elde edilir.

f (x) =
n∑

i=0
aixi, g(x) =

m∑
j=0

bjx j ∈ R[X] olmak üzere, varsayalım ki f (x)g(x) ∈ nil(R)[X]

olsun. f (x) ve g(x) polinomları matris polinomları haline getirilirse;

F(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f (x) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n∑
i=0

aixi 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

n∑
i=0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aixi 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
∑

i

(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi
)
=

n∑
i=0

Aixi

Burada i = 0, 1, · · · , n olmak üzere Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, F(x) polinomunun katsayılar

matrisleridir.

G(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g(x) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m∑
j=0

bjx j 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

m∑
j=0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bjx j 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
∑

j

(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x j
)
=

n∑
j=0

Bjx j

Burada j = 0, 1, · · · ,m olmak üzere Bj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, G(x) polinomunun

katsayılar matrisleridir.
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Matris polinomları çarpıldığında

F(x)G(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f (x)g(x) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(Tn(R))[X] olduğu açıkça görülür.

Tn(R) nil-Armendariz olduğu için, her i, j için

AiBj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aib j 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(Tn(R) olur. Dolayısıyla her i, j için aib jck ∈ nil(R) olur

ve buradan R nil-Armendariz olduğu ortaya çıkar. �

Önerme 3.3.7’ de bi-modül kavramından yararlanarak nil-Armendariz halkalar için

yeni bir karakterizasyon verilmiştir. Bu nedenle öncelikle R-modül tanımını verelim.

(M,+) değişmeli grup olmak üzere (r,m) 
−→ r · m ile tanımlı R × M −→ M olmak

üzere

• Her r, s ∈ R ve m ∈ M için (r + s) · m = r · m + s · m

• Her r ∈ R ve m1,m2 ∈ M için r · (m1 + m2) = r · m1 + r · m2

• Her r1, r2 ∈ R ve m ∈ M için (r1r2) · m = r1(r2 · m)

koşulları sağlanıyorsa M’ ye sol R-modül denir. Benzer şekilde sağ modül de tanımla-

nır.

R, S iki halka ve (M,+) değişmeli grup olsun. M hem sol R-modül hem de sağ R-modül

ve her r ∈ R, s ∈ S ve x ∈ M için

r(xs) = (rx)s

şartını sağlıyorsa M’ ye sol R, sağ S bimodül denir. RMS ile gösterilir.
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Önerme 3.3.7 R1 ve R2 birer halka olsunlar. M, R1-sol modül ve R2-sağ modül olmak

üzere (R1,R2)-bimodül olsun. T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
R1 M

0 R2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ halkası nil-Armenderiz olması için gerek

ve yeter şart R1 ve R2 halkalarının da nil-Armendariz olmasıdır.

Kanıt: R1 ve R2 halkaları nil-Armendariz olsun. f (x), g(x) ∈ T [X]; her i, j için

b1
j , a

1
i ∈ R1 ve b2

j , a
2
i ∈ R2, mi,mj ∈ M; f1(x), g1(x) ∈ R1[X], f2(x), g2(x) ∈ R2[X]

ve fm(x), gm(x) ∈ M[X] olmak üzere,

f (x) =
∑

i

Aixi =
∑

i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1

i mi

0 a2
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ xi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∑

i

a1
i xi ∑

i

mixi

0
∑

i

a2
i xi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f1(x) fm(x)

0 f2(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

g(x) =
∑

j

B jx j =
∑

j

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
b1

j m j

0 b2
j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ x j =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
j

b1
j x

j ∑
j

m jx j

0
∑

j

b2
j x

j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
g1(x) gm(x)

0 g2(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

şeklindedir. f (x)g(x) ∈ nil(T ) olsun. İki matris polinomu çarpıldığında

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
f1(x)g1(x) fm(x)gm(x)

0 f2(x)g2(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ matrisi nil(T )[X] kümesinin elemanı olduğundan

f1(x)g1(x) ∈ nil(R1)[X], f2(x)g2(x) ∈ nil(R2)[X] elde edilir. R1 ve R2 halkaları

nil-Armendariz olduğundan her i, j için , a1
i b1

j ∈ nil(R)1 ve a2
i b2

j ∈ nil(R)2 olur.

Dolayısıyla her i, j için AiBj ∈ nil(T ) elde edilir. Sonuç olarak T nil-Armendariz olur.

T nil-Armendariz olsun. f1(x) =
∑

i

a1
i xi, g1(x) =

∑
j

b1
j x

j ∈ R1[X] ve f2(x) =
∑

i

a2
i xi,

g2(x) =
∑

j

b2
j x

j ∈ R2[X] olmak üzere,

f1(x)g1(x) ∈ nil(R1)[X] ve f2(x)g2(x) ∈ nil(R2)[X] olsun.

F(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
f1(x) 0

0 f2(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∑

i

a1
i xi 0

0
∑

i

a2
i xi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
∑

i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1

i 0

0 a2
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ xi =
∑

i

Aixi ∈ T [X]
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şeklinde tanımlansın. Benzer olarak

G(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
g1(x) 0

0 g2(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
j

b1
j x

i 0

0
∑

j

b2
j x

i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
∑

j

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
b1

j 0

0 b2
j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ x j =
∑

j

B jx j ∈ T [X]

şeklinde tanımlansın. F(x)G(x) ∈ nil(T ) olur. T nil-Armendariz olduğundan her i, j

için AiBj ∈ nil(T ) olur. Dolayısıyla her i, j için a1
i b1

j ∈ nil(R1) ve a2
i b2

j ∈ nil(R2) olur.

R1 ve R2 nil-Armendariz halkalardır. �

3.4. M-Nil-Armendariz Halka ve Özellikleri

Liu (2005) çalışmasında M monoidine göre Armendarizlik özelliğini araştırmıştır. Bu

çalışmaya göre α = a1g1+ · · ·+angn, β = b1h1+ · · ·+bmhm ∈ R[M] olmak üzere αβ = 0

olduğunda her i, j için aib j = 0 ise R’ ye; M monoidine göre Armendariz halka denir.

Kısaca M-Armendariz halka şeklinde yazılır. M = {e} ise her halka M-nil-Armendariz

halkadır. M = {N ∪ {0},+} olsun. R M-nil-Armendariz olması için gerek ve yeter şart

R nil-Armendariz olmasıdır. Bu bölümde Lunqun ve Jinwang (2012) çalışmalarında

elde ettikleri M monoid olmak üzere bir R halkasının monoide göre M-nil-Armendariz

özelliklerinden bahsedilecektir.

Tanım 3.4.1 R halka ve M bir monoid olsun. α =
∑

i

aigi, β =
∑

j

b jh j ∈ R[M] ol-

mak üzere αβ ∈ nil(R)[M] olduğunda her i, j için aib j ∈ nil(R) oluyorsa R halkasına

M monoidiyle ilişkili nil-Armendariz halka denir. Kısaca M-nil-Armendariz şeklinde

gösterilir.

Önerme 3.4.2 R, M-Armendariz halka olsun. α1, α2, · · · , αn ∈ R[M] olmak üzere

α1α2 · · · , αn = 0 ise her ai; αi ’ nin herhangi bir katsayısı olmak üzere a1a2 · · · an = 0

olur (Lungun ve Jinwang, 2012).
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Teorem 3.4.3 R M-Armendariz halka ise M-nil-Armendariz halkadır (Lungun ve Jin-

wang, 2012).

Kanıt: R M-Armendariz halka olsun. α = a1g1 + a2g2 + · · · + angn ∈ nil(R)[M] ve

her i = 0, 1, 2, ..., n için ak
i = 0 olacak şekilde k > 1 olsun. İdda edelimki αnk = 0.

αnk = 0 polinomunun katsayıları ai’ nin nk uzunluklu monimal toplamları şeklinde

yazılabilir. Bir monimal ai1ai2 · · · aink şeklindedir ve bu ifade en az k tane 0 ≤ j0 ≤ n

olmak üzere aj0 tekrarından oluşmaktadır. Varsayalımki 1 ≤ r1 < · · · < rk ≤ nk için

air1
= · · · = airk

= aj0 olsun. Bütün is � irt’ leri için α
′
is
, α

′′
is
polinomları α

′
is
= 1e−aisg ve

α
′′
is
= 1e+aisg+· · ·+ak−1

is
gk−1 şeklinde olsun. İki polinomu çarptığımızda α

′
is
α
′′
is
= 1e = e

ve ais bu iki polinomunun katsayılarının çarpımı olur. Çarpımın katsayıları nk uzun-

luğundaki monimal olduğundan ai1ai2 · · · air1−1aj0air1+1
· · · air2−1aj0 · · · airk−1aj0airk+1

· · · aink

şeklinde yazılabilir. Herbir ais için α
′
is
α
′′
is
çarpımı tekrarlanırsa ve ak

j0
= 0 olduğun-

dan α
′
i1α

′′
i1 · · ·α

′′
ir1−1

aj0α
′
ir1+1

· · ·α′′irk−1
aj0α

′
irk+1

· · ·α′′ink
= 0 elde edilir. R Armendariz halka

olduğundan herbir polinomun katsayılarından oluşan çarpım 0 olacaktır. Dolayısıyla

α ∈ nil(R[M]) olacağından nil(R)[M] ⊆ nil(R[M])’ dir.

R M-Armendariz, α = a1g1 + · · · + angn, β = b1h1 + · · · + bmhm ∈ R[M] olmak üzere

αβ ∈ nil(R)[M] olsun. Dolayısıyla αβ ∈ nil(R[M]) olur. nil(R[M]) kümesinin elemanı

olduğu için en az bir p ∈ N için (αβ)p = 0 olur. Önerme 4.1.2 gereğince her i, j için

aib j ∈ nil(R) olur. Dolayısıyla R M-nil-Armendariz’ dir. �

Aşağıdaki örnek Teorem 3.4.3’ ün tersinin doğru olmadığına dairdir.

Örnek 3.4.4 S 4 =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a a12 a13 a14

0 a a23 a24

0 0 a a34

0 0 0 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| a, ai j ∈ R

}
halkası bir M monoidi üzerinde

M-nil-Armendariz halkadır. e, g ∈ M için
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α =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
g,

β =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
g ∈ R[M] için αβ = 0’ dır. Ancak

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
�

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olduğundan

M-Armendariz değildir(Liu, 2005).

Eğer M = {N⋃{0},+} ise R’ nin M-nil-Armendariz olması için R nil-Armendariz

olması gerek ve yeter koşuldur.

Teorem 3.4.5 R bir halka olsun. R’ nin M-nil-Armendariz olması için gerek ve yeter

koşul her n sayısı için, Tn(R) M-nil-Armendariz olmasıdır. (Lungun ve Jinwang, 2012)

Kanıt: Tn(R)[M] −→ Tn(R[M]) halka izomorfizması olsun. Bu homomorfizma

n∑
i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11 ai

12 · · · ai
1n

0 ai
22 · · · ai

2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · ai
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
gi 
−→

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n∑
i

ai
11gi

n∑
i

ai
12gi · · · n∑

i

ai
1ngi

0
n∑
i

ai
22gi · · · n∑

i

ai
2ngi

...
...

. . .
...

0 0 · · · n∑
i

ai
nngi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
şeklinde tanımlansın. α = A1g1 + · · · + Angn ve β = B1h1 + · · · + Bmhm ∈ Tn(R)[M],
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Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11 ai

12 · · · ai
1n

0 ai
22 · · · ai

2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · ai
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Bj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj
11

bj
12

· · · bj
1n

0 bj
22

· · · bj
2n

...
...
. . .

...

0 0 · · · bj
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Tn(R) olmak üzere

αβ ∈ nil(Tn(R))[M] olsun. αβ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α1β1 ∗ · · · ∗
0 α2β2 · · · ∗
...

...
. . .

...

0 0 · · · αnβn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(Tn(R))[M]

olmak üzere her bir 1 ≤ s ≤ n için αsβs ∈ nil(R)[M] olur. R M-nil-Armendariz

olduğundan her i, j için ai
ss; αs’ in katsayılar kümesinden herhangi bir eleman, bj

ss; βs’

in katsayılar kümesinin herhangi bir elemanı olmak üzere ai
ssb

j
ss ∈ nil(R) olur. Dolayı-

sıyla her i, j için AiBj ∈ nil(Tn(R)) elde edilir. Sonuç olarak R M-nil-Armendariz halka

iken Tn(R) M-nil-Armendariz olur.

Tn(R) M-nil-Armendariz halka olsun. R halkası Tn(R) halkasının bir alt halkası olan

{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a 0 · · · 0

0 a · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| a ∈ R

}
halkasına izomorfdur. Dolayısıyla R M-nil-Armendariz

halkadır. �

Sonuç 3.4.6 M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R M-nil-Armendariz halkadır.

(2) S n(R) =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a a12 · · · a1n

0 a · · · a2n

...
...
. . .

...

0 0 · · · a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| a, ai j ∈ R

}
halkası M-nil-Armendariz halkadır.
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(3) T (R, n) =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1 a2 · · · an

0 a1 · · · an−1
...
...
. . .

...

0 0 · · · a1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| ai ∈ R

}
halkası M-nil-Armendariz halkadır.

(4) T (R,R) halkası M-nil-Armendariz halkadır.

(5) Her n ≥ 2 için R[X]/(xn) halkası M-nil-Armendariz halkadır. (Lungun ve Jinwang,

2012)

M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid ve R M-nil-Armendariz halka olsun. Teorem

4.1.7’ e göre 2 × 2 tipindeki alt ve üst üçgensel matris halkaları M-nil-Armendariz

halkadır.

G3(R) =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| ai j ∈ R

}

matris kümesi genel matris toplamı ve çarpımı işlemleri altında bir halka yapısı oluştu-

rur. G3(R) halkası alt ve üst üçgensel matrislerle benzer formdadır. Dolayısıyla G3(R)

halkası üzerinde M-nil-Armendariz yapısı özelliği taşır mı? Bu sorunun cevabı Teorem

3.4.7’ da verilmektedir.

Teorem 3.4.7 M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid osun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R M-nil-Armendariz halkadır.

(2) G3(R) M-nil-Armendariz halkadır (Lungun ve Jinwang, 2012).

Kanıt: Öncelikle nil(G3(R)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olduğunu gösterelim.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olsun.
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En az bir k ≥ 0 için ak
11 = ak

22 = ak
33 = 0 olsun.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

2k

= 0 olur. Dolayısıyla

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊆ nil(G3(R))

olduğu gözlemlenir. Benzer şekilde

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(G3(R)) olsun. Nilpo-

tent

eleman olduğundan bir k için

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

k

= 0 olur. Dolyısıyla ak
11 = ak

22 = ak
33 = 0

elde edilir. Sonuç olarak

nilG3(R) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olduğu görülür. R M-nil-Armendariz halkası olsun. Teorem 3.4.5 gereğince G3(R) M-

nil-Armendariz halka olur. Diğer taraftan G3(R) M-nil-Armendariz iken R halkasının

M-nil-Armendariz olduğu açıktır. �

Alt üçgensel matris, üst üçgensel matris veG3(R) matris halkaları, R M-nil-Armendariz

halkasıyken, M-nil-Armendariz halka olduğu gözlemlendi. Fakat bu durum Mn(R)

matris halkası için geçerli olmadığı bir örnekle gözlemlenebilir.

Örnek 3.4.8 M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid ve R bir halka olsun.

α =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ g ve β =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ g, M2(R)[M] halkasının iki

elemanı olsun. αβ = 0 ∈ nil(R) olduğu görülür. Fakat

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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nilpotent eleman değildir. Dolayısıyla M2(R) M-nil-Armendariz değildir. (Lun-

gun ve Jinwang, 2012)

Teorem 3.4.9 M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid ve R bir halka olsun. M-nil-

Armendariz halkalarının sonlu dik toplamları da M-nil-Armendariz’ dir. (Lungun ve

Jinwang, 2012)
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4. MATERYAL VE METODLAR

Bu bölümde weak-3-Armendariz halka tanımı ve özellikleri verilecektir. Bu tanım ve

özellikler beşinci bölümde de tanımlanacak olan nil-3-Armendariz halkaları için temel

alınacaktır. Bu nedenle önce, Liu ve Zhao (2006) yaptığı weak-Armendariz tanımını

hatırlatacağız. R bir halka, f (x), g(x) ∈ R[X] olsun. ai ∈ coe f ( f ) ve bj ∈ coe f (g) olmak

üzere f (x)g(x) = 0 iken her i, j için aib j ∈ nil(R) oluyorsa halkaya weak-Armendariz

halka denir. Yang (2008) "On the Extension of Armendariz Rings" çalışmasında 3-

Armendariz halka tanımını vermiştir. R bir halka, f (x) =
n∑

i=1
aixi, g(x) =

m∑
j=1

bjx j

ve h(x) =
s∑

k=1
ckxk ∈ R[X] olmak üzere f (x)g(x)h(x) = 0 olduğunda her i, j, k

için aib jck = 0 oluyorsa R halkasına 3-Armendariz halka denir. Hui-feng (2012)

On Weak-3-Armendariz Rings çalışmasında 3-Armendariz tanımından yararlanarak

weak-3-Armendariz halkayı tanımlamıştır.

4.1. Weak-3-Armendariz Halka

Bu kısımda Hui-feng’ in (2012) çalışmasında verdiği tanım ve özellikler sunulacaktır.

Tanım 4.1.1 R bir halka olmak üzere f (x) =
n∑

i=1
aixi, g(x) =

m∑
j=1

bjx j ve h(x) =

s∑
k=1

ckxk ∈ R[X] olmak üzere f (x)g(x)h(x) = 0 olduğunda her i, j, k için aib jck ∈ nil(R)

oluyorsa R halkasına weak-3-Armendariz halka denir.

Önerme 4.1.2 Weak-3-Armendariz halkanın her alt halkası weak-3-Armendariz hal-

kadır ayrıca weak-3-Armendariz halkaların sonlu dik toplamıda weak-3-Armendariz

halkadır (Hui-feng, 2012).

Teorem 4.1.3 R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) R bir weak-3-Armendariz halkadır.

(2) Her n ∈ N için UT Mn(R) weak-3-Armendariz halkadır.

(3) Her n ∈ N için LT Mn(R) weak-3-Armendariz halkadır (Hui-feng, 2012).
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Sonuç 4.1.4 R weak-3-Armendariz halka olması için gerek ve yeter koşul n ∈ Z+
ve (xn), xn tarafınan üretilen R[X] halkasının ideali olmak üzere R[X]/(xn) halkasının

weak-3-Armendariz halka olmasıdır (Hui-feng, 2012).

Önerme 4.1.5 R weak-3-Armendariz halka olması için gerek ve yeter koşul T(R,R)

weak-3-Armendariz halka olmasıdır. (Hui-feng, 2012)

Önerme 4.1.6 I, R halkasının bir nilpotent ideali olsun. R/I weak-3-Armendariz hal-

kaysa R weak-3-Armendariz halkadır (Hui-feng, 2012).

Önerme 4.1.7 R Abelian (idempotent elemanlar halkanın merkezinde) halka olmak

üzere, aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) R weak-3-Armendariz halkadır.

(2) R halkasının her e idempotent elemanı için eR ve (1 − e)R weak-3-Armendariz

halkalardır.

(3) R halkasının bazı e idempotent elemanları için eR ve (1−e)R weak-3-Armendariz

halkalardır (Hui-feng, 2012).
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5. BULGULAR VE İRDELEME

Çalışmamızın bu bölümünde literatürde var olan Armendariz, 3-Armendariz ve nil-

Armendariz halka kavramları baz alınarak nil-3-Armendariz ve M monoidine göre nil-

3-Armendariz halka tanımları yapılmış ve elde edilen sonuçlar sunulmuştur.

5.1. Nil-3-Armendariz Halka

Bu kısımda 3-Armendariz halkaların bir genellemesi olarak nil-3-Armendariz tanımı

yapılacak ve örnek sunulacaktır.

Tanım 5.1.1 R bir halka ve f (x) =
n∑

i=1
aixi, g(x) =

m∑
j=1

bjx j, h(x) =
s∑

k=1
ckxk ∈ R[X]

olmak üzere f (x)g(x)h(x) ∈ nil(R)[X] olduğunda her i, j, k için aib jck ∈ nil(R) oluyorsa

R halkasına nil-3-Armendariz halka denir.

Örnek 5.1.2 Z2 bir nil-3-Armendariz halkadır.

Gerçekten; f (x) =
n∑

i=0
aixi, g(x) =

m∑
j=0

bjx j ve h(x) =
s∑

k=0
ckxk ∈ Z2[X] olmak üzere;

f (x)g(x)h(x) =
p∑

l=0
dlxl ∈ nil(Z2)[X] olsun. nil(Z2) kümesini liste yöntemiyle ifade

edecek olursak
{
0
}
’ dır. Dolayısıyla u ∈ nil(Z2) için u = 0 diyebiliriz.

d0 = a0b0c0 = 0

d1 = a1b0c0 + a0b1c0 + a0b0c1 = 0

şeklindedir. d1 katsayısını a0 ile çarpalım. Z2 değişmeli halka olmak üzere;

d1a0 = a1b0c0a0 + a0b1c0a0 + a0b0c1a0 = 0a0 = 0

a1b0c0a0 = 0 olduğundan

(a0)
2b1c0 + (a0)

2b0c1 = 0 (5.3)

olur. 5.3 denklemini c0 ile çarparsak

(a0)
2b1c0c0 + (a0)

2b0c1c0 = 0 (5.4)

olur. (a0)
2b0c1c0 = 0 olduğundan 5.4 denkleminden (a0)

2b1(c0)
2 = 0 bulunur. Bu

denklemi de b1 ile çarparsak
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(a0)
2(b1)

2(c0)
2 = (a0b1c0)

2 = 0

elde edilir. Dolayısıyla a0b1c0 ∈ nil(Z2) bulunur. Yani a0b1c0 = 0’ dır.

d1 = a1b0c0 + a0b0c1 = 0 olur. Benzer şekilde bu denklemi a0 ile çarparsak

a1b0c0a0 = 0 olduğundan

(a0)
2b0c1 = 0 (5.5)

bulunur. 5.5 denklemini b0 ve c1 ile çarparsak a0b0c1 = 0 bulunur. Dolayısıyla

a1b0c0 = 0 olur. Buradan i + j + k = l = 1 için aib jck ∈ nil(Z2) elde edilir.

d2 = a2b0c0 + a1b1c0 + a1b0c1 + a0b1c1 + a0b2c0 + a0b0c2 = 0

d2 katsayısını a0 ile çarparsak;

d2a0 = a2b0c0a0 + a1b1c0a0 + a1b0c1a0 + a0b1c1a0 + a0b2c0a0 + a0b0c2a0 = 0a0 = 0

olur. Daha önceki denklemlerin çözümlerinden a0b0c0 ∈ nil(Z2) = {0} olduğun-

dan a2b0c0a0 = 0 bulunur. Ayrıca a0b1c0 = 0 ve a0b0c1 = 0 olduğundan sırasıyla

a0a1b1c0 = 0 ve a0a1b0c1 = 0 elde edilir. Dolayısıyla

(a0)
2b1c1 + (a0)

2b2c0 + (a0)
2b0c2 = 0 (5.6)

olur. 5.6 denklemini b0 ile çarpalım.

(a0)
2b1c1b0 + (a0)

2b2c0b0 + (a0)
2b0c2b0 = 0

elde edilir. a0b0c1 = 0 ve a0b0c0 = 0 olduğundan sırasıyla (a0)
2b1c1b0 = 0 ve

(a0)
2b2c0b0 = 0 bulunur. Dolayısıyla (a0)

2(b0)
2c2 = 0 olur. (a0)

2(b0)
2(c2)

2 = 0 olur.

Böylece a0b0c2 ∈ nil(Z2) olur. Bulunan bu değeri 5.6 denkleminde yerine koyarsak;

(a0)
2b1c1 + (a0)

2b2c0 = 0 (5.7)

olur. 5.7 denklemini c0 ile çarparsak;

(a0)
2b1c1c0 + (a0)

2b2(c0)
2 = 0

olur. a0b1c0 = 0 olduğundan (a0)
2b1c1c0 = 0 bulunur. (a0)

2b2(c0)
2 = 0 elde

edilir.(a0)
2(b2)

2(c0)
2 = 0 olur. Dolayısıyla a0b2c0 = 0 olur. 5.6 denkleminde bulu-

nan değerler yerine konduğunda (a0)
2b1c1 = 0 olur. Böylece a0b1c1 ∈ nil(Z2) = {0}

elde edilir.

d2 = a2b0c0 + a1b1c0 + a1b0c1 + a0b1c1 + a0b2c0 + a0b0c2 = 0

Dolayısıyla d2 = a2b0c0 + a1b1c0 + a1b0c1 = 0 olduğu görülür.

a2b0c0 + a1b1c0 + a1b0c1 = 0 (5.8)
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denklemini b0 ile çarpalım. a2(b0)
2c0 + a1b1c0b0 + a1(b0)

2c1 = 0 olur. a1b0c0 = 0

olduğundan a1b1c0b0 = 0 olur. Böylece

a2(b0)
2c0 + a1(b0)

2c1 = 0 (5.9)

elde edilir. 5.9 denklemini c0 ile çarparsak; a1b0c0 = 0 olduğundan a1(b0)
2c1 = 0

bulunur. a2b0c0 = 0 olur. Bulunan bu değer 5.8 denkleminde yerine konulduğunda

a1b1c0 + a1b0c1 = 0 elde edilir. Bu denklemi de c0 ile çarparsak; a1b1c0 = 0 elde edilir.

Dolayısıyla a1b0c1 = 0 elde edilir. Böylece i + j + k = l = 2 için aib jck ∈ nil(Z2)

bulunur. Diğer katsayılarla benzer şekilde uygun çarpımlar yapıldığında her i, j, k için

aib jck ∈ nil(Z2) bulunur. Dolayısıyla Z2 nil-3-Armendariz halkadır.

Örnek 5.1.3 R =
{
(m, 2r) | m, r ∈ Z4

}
, R nil-3-Armendariz halkadır. Gerçekten;

f (x), g(x) ve h(x) katsayıları sırasıyla her i, j, k için ai = (ai1 , ai2), bj = (bj1 , bj2) ve

ck = (ck1 , ck2) olan f (x) =
n∑

i=1
aixi, g(x) =

m∑
j=1

bjx j ve h(x) =
l∑

k=1
ckxk şeklindeki polinom-

ların f (x)g(x)h(x) çarpımı nil(R)[X] kümesinde ise çarpımın katsayıları incelenecek

olunursa;

a0b0c0 = (a01b01c01 , a02b02c02) ∈ nil(R)

a0b0c1 + a0b1c0 + a1b0c0

= (a01b01c10 , a02b02c10) + (a01b11c01 , a02b12c02) + (a11b01c01 , a12b02c02)

= (a01b01c11 + a01b11c01 + a11b01c01 , a02b02c12 + a02b12c02 + a12b02c02) ∈ nil(R) bura-

dan ikinci bileşenin nilpotent olduğu aşikardır. İlk bileşen analiz edilirse k ∈ Z olmak

üzere;

a01b01c11 + a01b11c01 + a11b01c01 = 2k (5.10)

(5.10) denklemi soldan a01 ile çarpılırsa Z4 değişmeli halka olduğundan

a01a01b01c11 + a01a01b11c01 + a01a11b01c01 = a012k buradan a01b01c11 nilpotent eleman ve

t ∈ Z olmak üzere a01a01b11c01 + a11b01c01 = 2t olur. (5.10) denklemi soldan b01 ile

çarpılırsa b01a01b01c11 + b01a01b11c01 + b01a11b01c01 = b012k buradan a11b01c01 nilpotent

eleman ve t1 ∈ Z olmak üzere b01a01b01c11 + b01a01b11c01 = 2t1 olur. Böylece a01b11c01

nilpotent olduğu aşikardır. Benzer şekilde diğer katsayılar içinde benzer işlemler ya-

pıldığında her i, j, k için aib jck ∈ nil(R) olur. Dolayısıyla R bir nil-3-Armendariz’ dir.
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Nil-3-Armendariz tanımından kolayca görülebileceği gibi 3-Armendariz halkalar nil-

3-Armendarizdir. Tersi ise doğru değildir. Aşağıdaki örnekte tersinin doğru olmadığı

kolayca görülür.

Örnek 5.1.4 S =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 a13 a14

0 a22 a23 a24

0 0 a33 a34

0 0 0 a44

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| ai j ∈ Z4; i, j = 1, . . . , 4 aii = 2k; k ∈ Z

}

halkası bir nil-3-Armendariz halkadır ama bir 3-Armendariz halka değildir çünkü;

f (x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x = A1 + A2x

g(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x = B1 + B2x

h(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x = C2x olmak üzere;

f (x)g(x)h(x) = 0 olmaktadır. Fakat A1B2C2 � 0’ dir. Dolayısıyla S halkası

3-Armendariz halka değildir.

Önerme 5.1.5 Nil-3-Armendariz halkanın her alt halkası nil-3-Armendariz halkadır

ayrıca nil-3-Armendariz halkaların sonlu dik toplamıda nil-3-Armendariz halkadır.

Kanıt: R nil-3-Armendariz halka ve S , R’ nin bir alt halkası olsun. Varsayalım ki

her f (x), g(x), h(x) ∈ S [X] için f (x)g(x)h(x) ∈ nil(S )[X] olsun. nilS ⊆ nilR ve R nil-
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3-Armendariz olduğu için, f (x)g(x)h(x) ∈ nil(R)[X] olur. Dolayısıyla her i, j, k için

aib jck ∈ nil(R) olur. Böylece (aib jck)
n = 0 olacak şekilde bir n ∈ N vardır ve her i, j, k

için aib jck ∈ nil(S ) olur. S nil 3-Armendariz halkadır.

Nil-3-Armendariz halkaların kümesi
{
Rs|s ∈ I

}
ve nil-3-Armendariz halkaların sonlu

çarpımlarının kümesi S =
∏
s∈I

Rs olsun. Katsayıları sırasıyla ai = (ai1 , · · · , ain),

bj = (bj1 , · · · , bjn), ck = (ck1 , · · · , ckn) olan f (x) =
n∑

i=1
aixi, g(x) =

m∑
j=1

bjx j

ve h(x) =
t∑

k=1
ckxk polinomları S [X] polinom halkasının elemanları olmak üzere,

f (x)g(x)h(x) ∈ nil(S )[X] olsun. fs(x)gs(x)hs(x) ∈ nilRs[X] olmak üzere f (x)g(x)h(x) =

( f1(x)g1(x)h1(x), · · · , fl(x)gl(x)hl(x)) ∈ nil(S )[X] olduğunda, Rs nil-3-Armendariz, her

i, j, k için aisb jscks ∈ nil(Rs) olur. En az bir ns ∈ N için (aisb jscks)
ns = 0 olur. Dola-

yısıyla tüm (aisb jscks) çarpımları için max(n1, · · · , nn) = m olmak üzere (aib jck)
m =

((ai1bj1ck1)
m, · · · , (ainb jnckn)

m) = 0 olur. Böylece her i, j, k için aib jck ∈ nil(S ) olduğun-

dan S nil-3-Armendariz halkadır. �

Aşağıdaki teorem ile nil-3-Armendariz halkalar, matris halkaları ile karakterize edile-

cektir. Üst üçgensel matris halkalarının nil kümesi Antoine 2008 çalışmasında analiz

ettiği şekildedir. Alt üçgensel matris halkasının nil kümesi ise nil(Tn(R))’ nin transpo-

zesi şeklindedir. nil(LT Mn(R)) = [nil(Tn(R))]T ’ dir.

Teorem 5.1.6 R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) R bir nil 3-Armendariz halkadır.

(2) Her n ∈ N için UT Mn(R) nil-3-Armendariz halkadır.

(3) Her n ∈ N için LT Mn(R) nil-3-Armendariz halkadır.

Kanıt: (1) ⇒ (2)

Her n ∈ N ve ars, brs, crs ∈ R için 1 ≤ s ≤ n ve r ≤ s olmak üzere katsayıları sırasıyla;

Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11 . . . ai

1n

0
. . .

...

0 0 ai
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Bj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj
11
. . . bj

1n

0
. . .

...

0 0 bj
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Ck =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ck
11 . . . ck

1n

0
. . .

...

0 0 ck
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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şeklinde olan f (x) =
n∑

i=0
Aixi, g(x) =

m∑
j=0

Bjx j, h(x) =
m∑

k=0
Ckxk matris polinomları

UT Mn(R)[X] polinom halkasının elemanları olur. f (x)g(x)h(x) ∈ nil(UT Mn(R)[X] ol-

duğunda

f (x)g(x)h(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
i+ j+k=l

ai
11b

j
11

ck
11xl . . .

∑
i+ j+k=l

ai
1nb j

1nck
1nxl

0
. . .

...

0 0
∑

i+ j+k=l

ai
nnb j

nnck
nnxl

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(UT Mn(R))[X]

olur. Buradan
∑

i+ j+k=l

ai
rrb

j
rrck

rr xl ∈ nil(R)[X] olduğu elde edilir. R nil-3-Armendariz halka

olduğundan her i, j, k için ai
rrb

j
rrck

rr ∈ nil(R) olduğu görülür. Dolayısıyla

AiBjCk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11b

j
11

ck
11 . . . ai

1nb j
1nck

1n

0
. . .

...

0 0 ai
nnb j

nnck
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(UT Mn(R)) olur.

Sonuç olarak UT Mn(R) bir nil-3- Armendariz halka olur.

(2) ⇒ (1)

f (x) =
n∑

i=0
aixi, g(x) =

m∑
j=0

bjx j, ve h(x) =
t∑

k=0
ckxk ∈ R[X] olmak üzere

f (x)g(x)h(x) ∈ nil(R)[X] olsun. f (x), g(x) ve h(x) polinomları matris polinomu

halkasına taşınırsa katsayıları sırasıyla;

Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Bj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ve Ck =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ck 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olan;

F(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f (x) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n∑
i=0

aixi 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

n∑
i=0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aixi 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
∑

i

(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xi
)
=

n∑
i=0

Aixi,
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G(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g(x) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

m∑
j=0

bjx j 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

m∑
j=0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bjx j 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
∑

j

(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x j
)
=

n∑
j=0

Bjx j

H(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h(x) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t∑
k=0

ckxk 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

t∑
k=0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ckxk 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
∑

k

(
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ck 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
xk
)
=

t∑
k=0

Ckxk

matris polinomları elde edilir. Açıkca görülüyorki,

F(x)G(x)H(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f (x)g(x)h(x) 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(UT Mn(R))[X]’ dır.

UT Mn(R) nil-3-Armendariz halkası olduğundan her i, j, k için

AiBjCk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aib jck 0 . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(UT Mn(R)) olur. Dolayısıyla her i, j, k için

aib jck ∈ nil(R) olur. Böylece R nil-3-Armendariz halkasıdır.

(1) ⇒ (3)

Her n ∈ N ve ars, brs, crs ∈ R için 1 ≤ s ≤ n ve r ≤ s olmak üzere katsayıları sırasıyla;
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Ai =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11 0 0
...
. . . 0

ai
n1 . . . ai

nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Bj =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj
11

0 0
...
. . . 0

bj
n1 . . . bj

nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ve Ck =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ck
11 0 0
...
. . . 0

ck
n1 . . . ck

nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
matrisleri şeklinde olan f (x) =

n∑
i=0

Aixi, g(x) =
m∑

j=0
Bjx j ve h(x) =

m∑
k=0

Ckxk

matris polinomları LT Mn(R)[X] polinomu halkasının elemanları olsun.

f (x)g(x)h(x) ∈ nil(LT Mn(R))[X] olduğunda

f (x)g(x)h(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
i+ j+k=l

ai
11b

j
11

ck
11xl 0 0

...
. . . 0∑

i+ j+k=l

ai
n1b

j
n1c

k
n1xl . . .

∑
i+ j+k=l

ai
nnb j

nnck
nnxl

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(LT Mn(R))[X]

olur. Bu çarpımda her i + j + k = l için
∑

i+ j+k=l

ai
rrb

j
rrck

rr xl ∈ nil(R)[X] olduğu elde edilir.

Ayrıca R nil-3-Armendariz halkası olduğundan her i, j, k için ai
rrb

j
rrck

rr ∈ nil(R)

olduğu görülür. Bu nedenle her i, j, k için AiBjCk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11b

j
11

ck
11 0 0

...
. . . 0

ai
n1b

j
n1c

k
n1 . . . ai

nnb j
nnck

nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
matrisi nil(LT Mn(R)) kümesinin elemanı olur. Dolayısıyla LT Mn(R) nil-3- Ar-

mendariz halkadır.

(3) ⇒ (1) (2) ⇒ (1)’ deki gibi benzer şekilde yapılır. �

Hui-feng (2012) çalışmasında S =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a0 a1 . . . an−1

0 a0 . . . an−2
... 0 a0 a1

0 . . . 0 a0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
|ai ∈ R; i = 0, 1, . . . , n − 1

}

olmak üzere R[X]/(xn) � S izomorfizması verilmiştir. Aşağıdaki önermede bu izomor-

fizma yardımıyla bir R halkasının nil-3-Armendariz karakterizasyonu verilecektir.

Önerme 5.1.7 R nil-3-Armendariz halka olması için gerek ve yeter koşul n ∈ Z+
ve (xn), xn tarafınan üretilen R[X] halkasının ideali olmak üzere R[X]/(xn) halkasının

nil-3-Amendariz halka olmasıdır.
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Kanıt: S =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a0 a1 . . . an−1

0 a0 . . . an−2
... 0 a0 a1

0 . . . 0 a0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
|ai ∈ R; i = 0, 1, . . . , n − 1

}
, UT Mn(R) halkasının

alt halkası olmak üzere R[X]/(xn) � S ’ dır. Teorem 5.1.6 gereğince, UT Mn(R)

nil-3-Armendariz olduğundan S nil-3- Armendariz halkadır. S halkası R[X]/(xn)

halkasına izomorf olduğu için R[X]/(xn) nil-3-Amendariz halkadır. �

Halkanın nil-3-Armendarizlik özelliği I bir nilpotent ideal olmak üzere R/I nil-3-

Armendariz halka yardımıylada kontrol edilebilir. Aşağıdaki önermede bu özellik araş-

tırılmıştır.

Önerme 5.1.8 I, R halkasının bir nilpotent ideali olsun. R/I nil-3-Armendariz hal-

kaysa R nil-3-Armendariz halkadır.

Kanıt: ai = ai + I, bj = bj + I, ck = ck + I ∈ R/I ve f (x) =
∑

aixi, g(x) =
∑

bjx j,

h(x) =
∑

ckxk ∈ nil(R/I)[X] olmak üzere;

f (x) =
∑

aixi, g(x) =
∑

bjx j ve h(x) =
∑

ckxk ∈ R[x] olsun. f (x)g(x)h(x) ∈ nil(R)[X]

olduğunda f (x)g(x)h(x) ∈ I[X] bulunur. Dolayısıyla f (x)g(x)h(x) ∈ I[X] olur. Böylece

her i, j, k için aib jck ∈ I ⊂ nil(R)’ dır. Her i, j, k için aib jck ∈ nil(R) olur. Sonuç

olarak R nil-3-Armendariz halka olduğu görülür. �

Nil Armendariz halkalarda T (R,R) ile verilen karakterizasyon nil-3-Armendariz hal-

kalar için korunup korunmadığı aşağıdaki önermede incelenmiştir.

Önerme 5.1.9 R nil-3-Armendariz halka olması için gerek ve yeter koşul T(R,R) nil-

3-Armendariz halka olmasıdır.

Kanıt: Teorem 5.1.6 gereği ispatı açıktır. �

Nil-3-Armendariz halkaların alt halkaları da aynı özelliği taşıdığı önerme 5.1.5 gös-

terilmişti. R Abel halka olmak üzere e[nilR(X)] = nil(eR)[X] eşitliği mevcuttur. Aşa-

ğıdaki önerme ile özel olarak Abel halkaların bazı idempotent elemanları tarafından
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üretilen alt halkaları nil-3-Armendarizlik özelliği taşıyorsa halkanın kendisi de bu özel-

liğini taşıdığı gösterilmiştir.

Önerme 5.1.10 R Abel halka (idempotent elemanlar halkanın merkezinde) olmak

üzere, aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) R nil-3-Armendariz halkadır.

(2) R halkasının her e idempotent elemanı için eR ve (1 − e)R nil-3-Armendariz halka-

lardır.

(3) R halkasının bazı e idempotent elemanları için eR ve (1 − e)R nil-3-Armendariz

halkalardır.

Kanıt: (1) ⇒ (2)

r1, r2 ∈ R ve (1 − e)r1, (1 − e)r2 ∈ (1 − e)R ve olmak üzere;

(1−e)r1− (1−e)r2 = r1−er1−r2+er2 = (r1−r2)−e(r1−r2) = (1−e)(r1−r2) ∈ (1−e)R

(1 − e)r1(1 − e)r2 = (1 − e)r1r2 ∈ (1 − e)R oluğundan (1 − e)R, R’ nin alt halkasıdır.

Önerme 5.1.5 gereğince, (1 − e)R bir nil-3-Armendariz halka olur.

Benzer şekilde, eR R halkasının alt halkasıdır. Önerme 5.1.5 gereğince, eR nil-3-

Armendariz halka olur.

(2) ⇒ (3) Açıktır.

(3) ⇒ (1)

f (x) =
∑
i

aixi , g(x) =
∑

j
b jx j ve h(x) =

∑
k

ckxk ∈ R[X] için f (x)g(x)h(x) ∈ nil(R)[X]

olsun. f1(x), g1(x) veh1(x) polinomları sırasıyla

f1(x) = e f (x), g1(x) = eg(x) ve h1(x) = eh(x) şeklinde tanımlanacak olursa

f1(x)g1(x)h1(x) = e f (x)eg(x)eh(x) = e f (x)g(x)h(x) ∈ nil(eR)[X] bulunur. eR nil-3-

Armendariz halka olduğundan her i, j, k için eaib jck ∈ nil(eR) olur. Benzer olarak f2(x),

g2(x) ve h2(x) polinomları da sırasıyla;

f2(x) = (1 − e) f (x), g2(x) = (1 − e)g(x), h2(x) = (1 − e)h(x) şeklinde tanımlanabilir.

f2(x)g2(x)h2(x) = (1 − e) f (x)(1 − e)g(x)(1 − e)h(x) = (1 − e) f (x)g(x)h(x) çarpımı

nil[(1 − e)R][X] kümesine düşerse her i, j, k için (1 − e)aib jck ∈ nil[(1 − e)R] elemanı,

(1 − e)aib jck = aib jck − eaib jck bulunur. (1 − e)aib jck + eaib jck = aib jck elde edilir.
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Bir m ∈ Z için ((1 − e)aib jck)
m = 0 olur. Çünkü (1 − e)aib jck, nil[(1 − e)R] kümesinin

elemanıdır. Ayrıca eaib jck ∈ nil(eR) olduğundan

(1 − e)(aib jck)
m = (aib jck)

m − e(aib jck)
m = 0

eşitliğinden (aib jck)
m = 0 olduğu görülür. Dolayısıyla her i, j, k için aib jck ∈ nil(R)

olur. Bu da R halkasının nil-3-Armendariz halka olduğunu gösterir. �

5.2. M-Nil-3-Armendariz Halka ve Özellikleri

Bu bölümde M monoidine göre nil-3-Armendariz olma özelliği verilecektir ve nil-3-

Armendariz halkaların bu özelliği araştırılacaktır.

Tanım 5.2.1 M monoid ve R bir halka olsun. α = a1 f1+· · ·+an fn, β = b1g1+· · ·+bmgm

ve γ = c1h1 + · · · + cshs ∈ R[M] olmak üzere; αβγ çarpımı nil(R)[M] kümesinde bir

eleman olduğunda her i, j, k için aib jck nil(R) kümesinin elemanı olursa R halkasına M

monoidiyle ilişkili nil-3-Armendariz halka denir. Kısaca M nil-3-Armendariz olarak

yazacağız.

Teorem 5.2.2 |M| ≥ 2 olmak üzere M monoid olsun. M nil-3-Armendariz halkaların

alt halkalarıda M nil-3-Armendariz halkadır. İki M-nil-3-Armendariz halkanın direkt

toplamı M-nil-3-Armendariz halkasıdır.

Kanıt: R, M nil-3-Armendariz halka ve S , R’ nin alt halkası olmak üzere; α =
∑

ai fi,

β =
∑

bjg j ve γ =
∑

ckhk ∈ nilS [M] olsun. αβγ ∈ nilS [M] ⊂ nilR[M]’ dir. R, M

nil-3-Armendariz halka olduğundan her i, j, k için aib jck ∈ nilR olur. Dolayısıyla her

i, j, k için aib jck ∈ nilS olur. Böylece S , M nil-3-Armendariz halkadır.

R1, R2. R1, R2 M-nil-3-Armendariz halkaları ve S =
2⊕

i=1
Ri olsun. α, β ve γ, S [M]

halkasının elemanları, α1, β1 ve γ1 ∈ R1; α2, β2 ve γ2 ∈ R2 olmak üzere,

α = (a1, b1) f1 + · · · + (am, bm) fm = (a1 f1 + · · · + am fm, b1 f1 + · · · + bm fm) = (α1, α2),

β = (a
′
1, b

′
1)g1 + · · · + (a

′
n, b

′
n)gn = (a

′
1g1 + · · · + a

′
ngn, b

′
1g1 + · · · + b

′
ngn) = (β1, β2) ve

γ = (a
′′
1 , b

′′
1)h1+ · · ·+(a′′

s , b
′′
s )hs = (a

′′
1h1+ · · ·+a

′′
s hs, b

′′
1h1+ · · ·+b

′′
s hs) = (γ1, γ2) şeklinde

tanımlansın. αβγ = (α1β1γ1, α2β2γ2) ∈ nil(S )[M] olsun, ozaman α1β1γ1 ∈ nil(R1)[M]
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ve α2β2γ2, nil(R2)[M] kümesinin elemanıdır. R1 ve R2 halkaları M-nil-3-Armendariz

halka olduklarından, her i, j, k için aia
′
ja

′′
k ∈ nil(R1) ve bib

′
jb

′′
k nil(R2) kümesinin elemanı

olur. Ai, Bj ve Ck sırasıyla (ai, bi), (a
′
j, b

′
j), (a

′′
k , b

′′
k ) eşit olsun. Ai, Bj ve Ck sırasıyla α, β

ve γ’ nın katsayılar kümesinden herhangi elemanları için AiBjCk ∈ nil(S ) olur. Böylece

S M-nil-3-Armendariz halkadır. �

Teorem 5.2.3 |M| ≥ 2 olmak üzere M monoid olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir:

(1) R M-nil-3-Armendariz halkadır.

(2) Her n ∈ N için Tn(R) M-nil-3-Armendariz halkadır.

Kanıt:

α, β ve γ Tn(R)[M] kümesinin elemanları olmak üzere;

α =
∑

i

Ai fi =
∑

i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11 · · · ai

1n
. . .

...

0 ai
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
fi =
∑

i

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11 fi · · · ai

1n fi

. . .
...

0 ai
nn fi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
i

ai
11 fk · · · ∑

i
ai
1n fi

. . .
...

0
∑
i

ai
nn fi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

β =
∑

j

B jg j =
∑

j

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj
11

· · · bj
1n

. . .
...

0 bj
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
gj =

∑
j

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bj
11

gi · · · bj
1ng j

. . .
...

0 bj
nng j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
j

b j
11

gj · · · ∑
j

b j
1ng j

. . .
...

0
∑

j
b j

nng j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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γ =
∑

k

Ckhk =
∑

k

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ck
11 · · · ck

1n
. . .

...

0 ck
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
hk =

∑
k

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ck
11hk · · · ck

1nhk

. . .
...

0 ck
nnhk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
k

ck
11hk · · · ∑

k
ck
1nhk

. . .
...

0
∑
k

ck
nnhk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

şeklinde tanımlansın. αβγ ∈ nil(Tn(R))[M] olsun ve ifadeler yerine yazıldığında

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
i

ai
11 fk · · · ∑

i
ai
1n fi

. . .
...

0
∑
i

ai
nn fi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
j

b j
11

gj · · · ∑
j

b j
1ng j

. . .
...

0
∑

j
b j

nng j

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑
k

ck
11hk · · · ∑

k
ck
1nhk

. . .
...

0
∑
k

ck
nnhk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α11 · · · α1n

. . .
...

0 αnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β11 · · · β1n

. . .
...

0 βnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ11 · · · γ1n

. . .
...

0 γnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α11β11γ11 · · · ∗
. . .

...

0 αnnβnnγnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
elde edilir.

Böylece 1 ≤ s ≤ n olmak üzere αssβssγss bileşeni nilR[M] kümesinin elemanı

olur. R M-nil-3-Armendariz halka olduğundan her i, j, k için ai
ssb

j
ssck

ss ∈ nil(R) elde

edilir. Dolayısıyla her i, j, k için

AiBjCk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai
11b

j
11

ck
11 · · · ∗
. . .

...

0 ai
nnb j

nnck
nn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
matrisi nil(Tn(R)) matris kümesinin elemanı olur. Sonuç olarak Tn(R) halkası bir

M-nil-3-Armendariz halkadır.

(2) ⇒ (1)
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R �
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a 0

. . .

0 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| a ∈ R

}
halkası Tn(R) halkasının alt halkası olsun. M-nil-3-

Armendariz halkasının her alt halkası da M-nil-3-Armendariz halkadır. Dolayısıyla R

halkası M-nil-3-Armendariz halkadır.

�

Sonuç 5.2.4 M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R M-nil-3-Armendariz halkadır.

(2) S n(R) =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a a12 · · · a1n

0 a · · · a2n

...
...
. . .

...

0 0 · · · a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| a, ai j ∈ R

}
halkası M-nil-3-Armendariz halkadır.

(3) T (R, n) =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1 a2 · · · an

0 a1 · · · an−1
...
...
. . .

...

0 0 · · · a1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| ai ∈ R

}
halkası M-nil-3-Armendariz halkadır.

(4) T (R,R) halkası M-nil-3-Armendariz halkadır.

(5) Her n ≥ 2 için R[X]/(xn) halkası M-nil-3-Armendariz halkadır.

M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid ve R M-nil-3-Armendariz halka olsun. Teorem

5.1.6’ e göre 2 × 2 tipindeki alt ve üst üçgensel matris halkaları M-nil-3-Armendariz

halkadır. G3(R) =
{
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
| ai j ∈ R

}
halkasının M-3-Armendariz olduğu aşa-

ğıdaki teoremde gösterilecektir.

Teorem 5.2.5 M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R M-nil-3-Armendariz halkadır.
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(2) G3(R) M-nil-3-Armendariz halkadır.

Kanıt: nil(G3(R)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olduğunu gösterelim.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a21 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
olsun.

ak1
11
= ak2

22
= ak3

33
= 0 olacak şekilde k1, k2, k3 ∈ Z+ vardır. max

{
k1, k2, k3

}
= k

için ak
11 = ak

22 = ak
33 = 0 olsun.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a21 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

2k

= 0 olur. Dolayısıyla

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊆ nil(G3(R))

olur.

Benzer şekilde

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a21 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ nil(G3(R)) olsun.

Nilpotent eleman olduğundan bir k ∈ Z+ için

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0

a21 a22 a23

0 0 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

k

= 0 olur.

Dolayısıyla ak
11 = ak

22 = ak
33 = 0 elde edilir. Sonuç olarak

nil(G3(R)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

nil(R) 0 0

R nil(R) R

0 0 nil(R)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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olduğu görülür. R, M-nil-3-Armendariz halkası olsun. Teorem 5.1.6 gereğince

G3(R) M-nil-3-Armendariz halka olur. Diğer taraftan G3(R) M-nil-3-Armendariz iken

R halkasının M-nil-3-Armendariz olduğu açıktır. �

R bir M-nil-3-Armendariz halka iken UT Mn(R), LT Mn(R) ve G3(R) halkalarının da

M-nil-3-Armendariz halka olduğu gözlemlendi. Fakat bu durum Mn(R) matris halkası

için geçerli olmadığı bir örnekle görülebilir.

Örnek 5.2.6 M, |M| ≥ 2 olmak üzere, bir monoid ve R bir halka olsun.

α =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ g, β =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e +
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ g ve γ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e, M2(R)[M]

halkasının elemanları olsun. αβγ = 0 ∈ nil(R) olduğu görülür. Fakat,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ nilpotent eleman değildir. Dolayısıyla M2(R)

M-nil-3-Armendariz değildir.

6. SONUÇLAR

Bu çalışmada nil-3-Armendariz halkalar tanımlanmış ve özellikleri araştırılmıştır.

Böylece nil-3-Armendariz halkalar 3-Armendariz halkaların bir genellemesi olduğu

görülmüştür ve nil-3-Armendariz olup 3-Armendariz olmayan bir halka örneği sunul-

muştur.

Ayrıca M monoidiyle ilişkili nil-3-Armendariz halka tanımı ve özellikleri verilmiştir. R

bir M-nil-3-Armendariz halka iken UT Mn(R), LT Mn(R) ve G3(R) halkalarının da M-

nil-3-Armendariz halka olduğu gözlemlenmiştir. Fakat bu durum Mn(R) matris halkası

için geçerli olmadığı bir örnekle gösterilmiştir..
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