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ONSOZ

Son yillarda teknolojinin hizli gelisimi bilgisayarlarin taginabilir hale gelmesi giinliik
yasamimizi onemli derecede etkilemistir. Boyle bir yasam, bir¢ok insan gibi beni de
bilgisayara yaklastirmistir. Matematik ve bilgisayara olan yogun ilgimden dolayi
boyle bir tez ortaya ¢ikmistir. Bilgisayar ve matematigin bir arada oldugu en 6nemli
olusumlardan biri de bilimsel hesaplamadir. Calisma sadece bilgisayar ve matematik
agirlikli degil biraz da yerbilimi igerigi barindirmaktadir. Calismanin ilk kismi kisisel
ilgi alanlarimdan bahsederken ikinci kisimda elektromanyetik teoriden ve model
kavramindan bahseder. Ugiincii kismm igerigi elektromanyetik alanlarin belirli bir
kaynaktan nasil yayilacagini belirtmektedir. Dordiincii boliimde ise modelleme igin
sayisal yaklasim yoOntemleri anlatilarak besinci bdliimde uygulanacak model
karsilastirmalart i¢in temel olusturulmustur. Son olarak altinci boliimde, besinci
bolmde yapilan karsilagtirmalarin sonuglar1 hakkinda yorumlara yer verilmistir.

Boyle bir tezin ortaya ¢ikmasinda sadece bilimsel olarak degil ayn1 zamanda hayat
gorlisii anlaminda da yol gosteren yiiksek lisans tez danigsmanim Prof. Dr. Giigin
Oziirlan Agacgdzgii "ye, calismalarim esnasinda yardimini higbir zaman esirgemeyen
Didem Beskardes’e tesekkiirii bir borg bilirim.

Aralik 2012 Mustafa Deniz
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GECICi ELEKTROMANYETIK ALAN YAYILIMININ SONLU FARKLAR
YONTEMLERIYLE iKi BOYUTLU MODELLENMESI

OZET

Bu calisma, gecici elektromyanetik yontemde iki-boyutlu diiz ¢6ziimde kullanilan
difiizyon denkleminin farkli sayisal yontemlerle ¢ozlimleri, ¢Oziim giicii ve
hesaplama zamani bakimindan karsilastirilmistir. Bu yoOntemler sonlu farklar
yaklagimlar1 olan; zamanda geri adimla merkezi fark, zamanda ileri adimla merkezi
fark, Du Fort-Frankel yontemi ve Crank-Nicolson yontemidir. Model olarak yer
yiizeyinde zit isaretli iki ¢izgisel kaynagin, yer icinde olusturdugu elektromanyetik
alan yayilimi incelenmistir. Elektromanyetik alanin ‘transverse electric (TE)” modu
esas alinmistir. Karsilagtirmalar iki boyutlu tekdiize ortam ve bir boyutlu (1B) model
i¢in yapilmistir. Tek ¢izgisel kaynak i¢in verilen iki boyutlu (2B) analitik bagint1, zit
isaretli iki ¢igisel kaynaga uygulanarak model olusturulmustur.

Gegici elektromanyetik alanlarin  farkli sonlu farklar teknikleriyle hesaplanmasi
amaciyla yazilan programlar, MATLAB dili ile yazilmistir. Farkli yontemler igin
yapilan karsilastirmalar hata, orani, islem siiresi, yontemlerin durayliligt ve
duyarliliklar1 iizerine yapilmistir. Yazilan MATLAB programimin dogrulugu
elektromanyetik alan yayilimi i¢in verilen analitik baginti yardimiyla sinanmuistir.

Hesaplamalar sonuncunda, Crank-Nicolson yontemi duraylillk ve tutarlilik
ozellikleriyle difiizyon tipi problemlerin ¢oziimiinde en uygun yontem olarak tespit
edilmistir. Hesaplamalarda islem hizi g6z Oniine alindiginda, Du-Fort Frankel
yontemi diger yontemlere listiinliik saglamistir.
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TWO DIMENSIONAL MODELING OF ELECTROMAGNETIC FIELD
PROPOGATION WITH FINITE DIFFERENCE SCHEMES

SUMMARY

This study compares the frequently used finite difference methods for two
dimensional (2D) modeling of transient electromagnetic method (TEM). Also
electromagnetic boundary conditions are mentioned to define the electromagnetic
model. Finite difference methods was used for modeling of electromagnetic field
diffusion in two dimensional homogeneous media. Transient electromagnetic
method’s theory and it’s apllications were mentioned in small details because of the
exact purpose of this study is just comparing of the most-used finite difference
methods to simulate of TEM diffusion. Comparisons have been done by accuracy,
stability, consistency and process (CPU) time. To make these comparisons
MATLAB scripting language was used for computations.

Electromagnetic theory is essential to understand how the electromagnetic diffusion
behaves in materials. So electromagnetic theory explained by the Maxwell equations
which depend on time, spatial parameters and material’s electric and magnetic
properties. Electromagnetic diffusion occurs only when electromagnetic wave
frequency is very low. Therefore, wave type behavior is negligible on low
frequencies where diffusion type behavior is dominant. Hence, the derivation of
electromagnetic diffusion equation explained for homogeneous media when
electromagnetic source terms are excluded. Because the electromagnetic source is
shutted down when the electric field is recorded.

TEM method has a wide application area and has been used by many geophysicist.
Mineral and geothermal explorations and static shift problem in Magnetotelluric
method are a few examples of these applications. In this study, analytical expressions
for a double line source generating the 2D electric field has been used as initial
condition.

Finite difference approximations used in this study are forward-time centered-space
scheme (FTSC). Du Fort-Frankel scheme, backward-time centered-space scheme
(BTSC) and Crank Nicolson scheme. These approximations are based on the Taylor
series expansion’s first term. In other words, the linear approximation has been used,
other terms are negligible and not dominant as first one. Each scheme has been
analzed in terms of stability, consistency, accuracy and relative computational
speed. Crank-Nicholson and Du Fort-Frankel methods have been found to be more
accurate and stable than other methods. These methods’s accuracy are second order
when fully implicit and fully explicit methods are only first order. Du Fort-Frankel
method’s inconsistent behavior needs more care in selecting the time-stepping and
grid spacing of the finite difference network. For this reason, Du Fort-Frankel
method has been found to be always out of running method. Fully explicit method
has failed in terms of both accuracy and stability. Due to it’s stable and consistent
behavior, Crank-Nicolson scheme has been determined to be most suitable method.
Du Fort-Frankel scheme has been found to be superior than other methods when the
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CPU time is considered. Because this method does not require solution of the system
of linear equations as in Crank-Nicolson method.

Implicit schemes’s finite difference equations have been reestablished in sparse
matrices. To solve these large linear systems, their specific properties like symmetric
or positive definiteness are helpful. This is generally related to finite difference grid
and boundary conditions of the model. In this study, linear system has been found to
be symmetric and positive definite. Hence Conjugate-Gradient method which is
known as an optimization method has been used to solve this large linear system.
MATLAB codes have been developed to solve sparse systems. All scripts and
functions were coded by author to optimize the solution of the specific problem
which is electromagnetic propagation in two-dimensional homogeneous media.

The electromagnetic diffusion for two different homogeneous media has been shown
as snapshots for three different values of time. Two stations has been selected for
comparisons with the analytical solution. In these comparisons, Crank-Nicolson and
Du Fort-Frankel method have been found to be more accurate with less than two per
cent relative error. Other methods have been found to have much more relative error
relative to Crank-Nicolson and Du Fort-Frankel method. Regular grids have been
used to estimate how accuratetly values of left and right boundaries are calculated.
Both Crank-Nicolson and Du Fort-Frankel methods have been found to be superior
in terms of accuracy with less than sixteen per cent relative error. Even in the worst
case scenario where relative error is largest at the right and left boundaries has been
found to be almost acceptable. This case has been analzed for two different values of
Courant number’s, applicable values for the all methods except for only fully explicit
method. For different values of Courant’s number, ratio of time-stepping value to
grid spacing, each finite difference method has been compared in terms of accuracy.
For each finite difference scheme, mean absolute errors as a function of Courant’s
number have been compared. Due to it’s unstable behavior, fully explicit scheme
failed to calculate electromagnetic diffusion at higher values of 0.25 of Courant’s
number.

Electromagnetic field propagation, triggered by opposite signed double line source,
was analzed from earth’s surface to earth’s interior. TE mode was predicted for
electromagnetic field propagation. In the comparisons, 2D homogeneous resistivity
models were used. Primary electromagnetic field for a line source was calculated
using the analytical solution for a homogeneous medium.

Programs with aim of calculating transient electromagnetic field by different finite
difference methods have been coded by MATLAB scripting language environment.
Comparisons of finite difference methods were made in terms of stability,
consistency, accuracy and process (CPU) time. MATLAB programs, used for
computation of electromagnetic field of 2D homogeneous medium, has been
confirmed by the analytic equation.

Crank-Nicolson and Du Fort-Frankel method has been found to be most suitable
methods for computing electromagnetic diffusion in two-dimensional homogeneous
media. Each methods has it’s own disadvantage. Crank-Nicolson method has much
more calculation than the Du Fort-Frankel method so this method is relatively
slower. Du Fort-Frankel method is inconsistent in some situations. Therefore, it is
always good to simulate electromagnetic field propagation with hybrid methods
which Crank-Nicolson and Du Fort-Frankel. This type of approach guarantees
stability and consistency with Crank-Nicolson method and process speed with Du
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Fort-Frankel method. After gaining stability using smaller time-steps with Crank-
Nicolson, Du-Fort-Frankel method can be wused with larger-time-steps for
computation. Since both stability and speed takes place. Hence, Courant’s number is
vital to model two-dimensional electromagnetic diffusion as it is in any other
diffusion type problem.

Furthermore, this study can be developed by using more accurate explicit methods.
Adding alternate direction implicit (ADI) and locally one dimensional (LOD)
methods to comparisons can provide more accurate results.
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1. GIRIS

Zaman ortami bir Jeofizik yontem olan gecici elektromanyetik yontem (Transient
Electromagnetic Method, TEM), bir telden gecen akim sonucu olusan
elektromanyetik alan ve bu alanlarin yer igindeki iletken yapilarla etkileserek Eddy
akimlariyla ortaya c¢ikan ikincil manyetik alanlarin, zamanla soniimlenmesini
kaydetmektedir. Olgiilen bilgiler yardimiyla; fiziksel parametreler olan yer igindeki
derinlige bagl olarak iletkenlik (=1/6zdireng) gibi Ozelligi kestirilmeye
calisilmaktadir. Jeotermal alanlarda, hidrojeolojik arastirmalarda ve mineral
aragtirmalarinda bu yonteme birgok bilmadami ve miihendis tarafindan sikca

bagvurulmaktadir (Oristaglio ve Hohmann, 1984).

Gegici elektromanyetik yontem, ingilizce isminin bas harfleri ile kisaca TEM olarak
anilmaktadir. TEM ile yer i¢inin sadece fiziksel yapisi degil, geometrik yapisi
hakkinda da bilgi sahibi olunmaktadir. Boylece hangi geometrik yapinin hangi
fiziksel Ozellikler ile TEM o6l¢iimlerinde nasil tepki verecegi, jeofizik bilimiyle
ugrasanlar i¢in 6nem arzetmektedir. Bu sebeple, diger bilim dallarinda oldugu gibi
jeofizik biliminde de modelleme islemlerine siklikla bagsvurulmaktadir. Gilintiimiizde
rahat calisma; kolay, anlasilabilir ve estetik gorsellestirme 6zellikleri ¢ok kisa siirede
yapabilmesi  nedeniyle, bilgisayarlar  siklikla ~modelleme ¢alismalarinda
kullanilmaktadir. Araba iireten kuruluslarin, kaza anindaki fiziksel, mekanik olaylar
gozlemlemek igin araba c¢arpim testlerini; miihendislerin, ucaklarin tiirbiilans
esnasindaki davraniglarini giiniimiizde bilgisayar modellemeleri ile yapmasi is giicii
ve maddi kaynaklarin verimli olarak kullanilmasi gibi faydalar1 olmustur. Bilgisayar
diinyasindaki islemci giicleri ve bellek kapasiteleri gibi donanim o6zelliklerindeki
hizli artis, modelleme islemlerinin bircok kisi tarafindan kolayca yapilmasini

saglamaktadir.

Gegici elektromanyetik yontemi icin de birgok modelleme ¢alismasi yapilmistir
(Adhidjaja, 1985; Oristaglio, 1982; Oristaglio ve Hohmann, 1984). Cok basit sekiller
disinda modelleme islemleri, analitik olarak yapilamamaktadir. Bunun sebebi ise

karmagsik modeller i¢in analitik bagintilar tiiretmek bazen ¢ok zor, bazen de imkansiz



olmasindandir. Tek bir ¢izgisel kaynagin olusturacagi elektromanyetik alanin sayisal
modellenmesi, Oristaglio (1982) tarafindan yapilmistir. Oristaglio ve Hohmann
(1984) yilinda sonlu farklar yaklasim yontemiyle geg¢ ve erken zaman birincil elektrik
alan yayiliminin difiizyon tipi (parabolik) modellemesini yapmuslardir. Adhidjaja,
Oristaglio ve Hohmann (1985) bu yayillimin ikincil alan i¢inde difilizyon tipi
oldugunu goéstermislerdir. Ug boyutlu tekdiize olmayan bir ortam icin sonlu fark
yaklasimi ile modellemesi Carciaone (2010) tarafindan yapilmistir. Tiirev
yaklasimlarmi frekans ortaminda gergeklestirmistir. Bu ¢alisma i¢in kaynak
olusturmayan fakat bahsedilen makalelerde farkli yontemleri de ig¢inde barindan

modelleme ¢alismalar1 yapilmstir,

Bu ¢alismanin amaci, parabolik tipte bir kismi diferansiyel denklem olan iki boyutlu
difiizyon denkleminin dort degisik sonlu farklar yaklasimi ile ¢o6ziimiini
incelemektedir. Elektromanyetik alan yayilimi, enine elektrik (Transverse Electric,
TE) modu iizerinden hesaplanmigtir. Diger bir degisle elektrik alan bilesenlerinin
yayillma yoniinde enlemesine oldugunu ifade etmektedir. Birincil ve ikincil elektrik
alan yayiliminin difiizyon tipi yayilimi sebebiyle (Oristaglio ve Hohmann, 1984)
sadece cizgisel kaynagin olusturacagi tepki sonrast modelleme yapilmistir. Ortamda
bulunan iletkenin yaratacagi ikincil alan yeni bir kaynak olarak davranacaktir.
Yapilan karsilagtirmalar dogrudan elektromanyetik alan yayilimimin hesaplamasini
incelemektedir. Bu 0Ozelligiyle uygulamali jeofizik alanindan ayrilir. Yontem
uygulamasindan ziyade yapilan hesaplamalarin dogrulugu ve siirati, ¢alismanin
hedefidir. 1ki boyutlu gegici elektromanyetik modelleme calismasi daha ©nce
Beskardes (2011) tarafindan yapilmistir. Bu sebeple uygulamali jeofizikte oldugu
gibi siklikla hesaplanan goriiniir 6zdireng ve manyetik alan bilgilerini hesaplama
yoluna gidilmemistir. Bu c¢alismada, 6zdiren¢ egrilerinin hesaplanmamasinin bir
diger nedeni, TEM yontemi i¢in zaman araligina bagli olarak farkli 6zdireng
egrilerinin  tanimlanmis  olmasidir.  Literatiirde yapilan ¢aligmalarda da
elektromanyetik alanlarin difiizyonu i¢in elektrik alanin zamana veya derinlige bagl
davranig1 incelenmistir. Manyetik alan ve goriiniir 6zdireng hesaplamalari, elektrik
alan bilgilerinden elde edilebilecegi igin elektrik alan bilgilerinin dogru hesaplanmasi

daha sonra elde edilecek bilgilerin dogrulugu i¢inde 6nem arzetmektedir.



2. ELEKTROMANYETIK TEORIi

2.1 Elektromanyetik Model

Elektromanyetizma, durgun ve hareketli elektrik yiiklerinin davranislarini
incelemektedir. Yiiklerin hareketi, elektrik akimini, akim ise manyetik alanin
olusumunda rol oynar. Bu yiikler ayn1 zamanda elektrik alan kaynaklaridir. Burada
bahsedilen alan kavrami fiziksel bir biiyiikliigiin konumsal dagilimini ifade
etmektedir. Zamanla degisen manyetik alan, elektrik alani; zamanla degisen elektrik
alan ise manyetik alan1 olusturmaktadir. Bu sebeple manyetik alan ve elektrik alan
birbirini tetikleyici bicimdedir. Boylece her iki alan birlikte, elektromanyetik alan

olarak adlandirilmaktadir.

Model ise sozciik anlami olarak, bir nesnenin 6zelligi ve bi¢imini ifade etmektedir.
Elektromanyetik modelde bi¢im, nesnenin geometrik yapisini; 6zellik ise fiziksel
olarak hangi malzemeden olustugu ve bu malzemenin elektrik, manyetik 6zellikleri
anlamina gelmektedir. Biitiin bu 6zellikler, elektromanyetik teori igerisinde Maxwell

denklemleri ve biinye denklemleri ile tanimlanmaktadir.

2.2 Maxwell Denklemleri

Elektromanyetik modellerin matematiksel tanimlarimi yapmak i¢in Maxwell
denklemlerine ihtiya¢ vardir. Bu denklemler; Gauss, Amper ve Faraday gibi bilim
insanlarmin yaptigi deneysel ¢alismalara dayanmaktadir. Belli bagli dort ana temel
bagintiyla ifade edilir. Elektrik alan ve manyetik alan degisimlerinin birbirleri
arasindaki iligskiyi acgiklar. Elektromanyetik modelleri tanimlamak igin Maxwell
denklemleri tek baslarina yeterli degillerdir. Elektromanyetik model tanimlamalari,
model iizerindeki fiziksel yapmin 6zelliklerini belirleyen biinye denklemlerine de
ihtiya¢ duyarlar. Zamanla degisen manyetik alanin, elektrik alan yaratacagi bir ¢ok
deneyle dogrulanmistir (Cheng, 1989). Maxwell denklemlerinin diferansiyel
bigimleri; Denklem (2.1), Denklem (2.2), Denklem (2.3) ve Denklem (2.4) ile

verilmektedir:



0B

VXE =— T (2.1)
VXH=]+ a—D (2.2)
ot
V.D=p (2.3)
V.B=0. (2.4)
Burada,
E: Elektrik alan siddeti [V/m]
B: Manyetik aki yogunlugu [Wh/m?]
H: Manyetik alan siddeti [A/m]
J: Akim yogunlugu [A/m?]
D: Elektriksel ak1 yogunlugu [C/m?]
P: Elektriksel yiik yogunlugu [C/m°]

olarak tanimlanir. Denklem (2.1) de verilen Faraday yasasina gore zamanla degisen
bir manyetik alan kendisine dik dogrultuda bir elektrik alan olusturur. Denklem
(2.2) de verilen Ampere yasasi, zamanla degisen elektrik aki yogunlugu kendisine
dik dogrultuda bir manyetik alan olusacagimi ifade eder. Gauss yasasina gore
Denklem (2.3), kapali bir yiizeyden gegen aki yogunlugu yiizey igindeki yiik
yogunluguna esit oldugunu ifade etmektedir. Denklem (2.4) ise manyetik yiik
olmadiginda, kapal ylizeyden ¢ikan manyetik akinin sifir oldugunu tanimlamaktadir.
Cogu kez sinirlar belli kapali ortamlarda elektromanyetik alan incelemeleri yapildigi
i¢cin bu denklemlerin integraller bigimleri ile karsilasmak da miimkiindiir. Maxwell
denklemlerinin farkli malzeme ozellikleri; elektrik alan siddetini elektriksel aki
yogunluguna; manyetik alan siddetini manyetik alan siddetine baglayan baz1 yapisal
bagintilarla ifade edilir. Bu bagintilar biinye denklemleri olarak bilinir ve Denklem
(2.5), Denklem (2.6) ve Denklem (2.7) ile ifade edilmektedir:



D =¢E (2.5)
B = pH (2.6)

J = ok. 2.7)

Burada; ¢, u, o sirasiyla dielektrik gegirgenligi (F/m), manyetik gegirgenligi (H/m) ve
elektrik iletkenligi (S/m) ifade etmektedir. Bu fiziksel nicelikler, farkli malzemelerin

ozelliklerini tanimlamaktadir.

2.3 Elektromanyetik Sinir Kosullari

Farkli parametrelerden olusan bitisik bdolgelerde elektromanyetik problemlerin
coziilebilmeleri i¢in Maxwell denklemleriyle verilen B, H, E ve D alan yoneylerinin
bolgeler arasindaki smnirda, smir kosullarini saglamalari gerekmektedir. Sinir
kosullarin1 elde edebilmek i¢in daha 6nce verilen Maxwell denklemlerinin, integral
bicimlerinden faydalanilmaktadir. Maxwell denklemlerinin integral bigimleri

Denklem (2.8), (2.9), (2.10) ve (2.11) ile verilmektedir

7& E.dl = - fs 2 s (28)
566 H.dl = L (1+ %) as (2.9
565 D.ds = JV p.dv (2.10)
ﬁB- ds =0. (211)

Maxwell denklemlerinin integral bicimlerinde C, S ve V ifadeleri sirasiyla ylizey
¢izgisini, yiizey alanini ve hacimi ifade etmektedir. Denklem (2.8) ve Denklem (2.9)
yardimiyla E ve H “ye ait olan tegetsel bilesenler i¢in sinir kosullar1 Denklem (2.12)

ve Denklem (2.13) de verilmektedir.

Eir = Ey (2.12)



Ayn X (Hy — Hy) = s (2.13)

Burada alt indislerde verilen 1 ve 2, birinci ve ikinci ortami; t ve n ise sirasiyla

tegetsel ve normal bileseni ifade etmektedir. Burada a,, ikinci ortamdan disariya

dogru olan birim normlu yoneydir. Benzer sekilde, D ve B 'nin normal bilesenleri

icin sinir kosullar1 Denklem (2.14) ve Denklem (2.15) ile birlikte verilmektedir

Bin = Ban (2.14)

azn X (D1 = D3) = ps. (2.15)

Boylece elektromanyetik sinir kosullart i¢in genel ¢ikarimlar izleyen bigimde

verilmektedir (Cheng, 1989);

E alaninin tegetsel bileseni arayiizey boyunca siireklidir.

H alanmin tegetsel bileseni yiizey akimlart oldugu durumlarda siireksizdir,

stireksizlik miktar1 ise Denklem (2.13) ile ifade edilmektedir.

D alaninin normal bileseni yiizey yiikleri oldugu durumlarda siireksizdir,

stireksizlik miktar1 ise Denklem (2.14) ile ifade edilmektedir.

B alaninin normal bileseni arayiizey boyunca siireklidir.



3. YER ICINDE ELEKTROMANYETIK ALAN YAYILIMI

3.1 Gegici Elektromanyetik Alan Difiizyon Denkleminin Elde Edilmesi

Gegici elektromanyetik alan yayilimini incelemek i¢in Maxwell denklemlerinden,
Denklem (2.1) ve Denklem (2.2)'yi biinye denklemleri yardimiyla diizenlendiginde
Denklem(3.1) ve Denklem (3.2) de verilen iki ifadesi elde edilmektedir:

VXE = —H (3.1)

VXH=0.E+]Js. (3.2)

Burada Js, indiiklenmis akim yogunlugudur. Denklem (3.1)'i Denklem (3.2) de
yerine yazildiginda diistik frekanslardaki elektromanyetik alan yayilimi igin temel
olusturan diiz ¢6zliim bagintist Denklem (3.3) olarak elde edilmektedir:

aE—l[Vx<1VxE)+aIS
it o U otl’ (3.3)

Elektromanyetik alan kaynagmin kapatildigi, yani yer degistirme akimlarinin
olmadigi durumda Denklem (2.1)’e gore V.J = 0 olacaktir. Tekdiize ortamda elektrik
alanin yon bagimsiz olmasi sebebiyle, elektrik alanin diverjansi sifira esit olmaktadir.
Elektrik alan diverjansmin sifira esit olmasi1 Denklem (3.3)’iin, VX VX E = —V?E
0zdesligi yardimiyla Denklem (3.4)’deki hali almaktadir. Bu denklem difiizyon tipi
(parabolik) bir denklemdir: Boylece elektromanyetik alan yayilimi dalga tipi degil,
difiizyon tipi olmaktadir:

0E 1 _,
=—V°E. (3.4)

a Uo
Burada X, yanal yonde konum degisimini, z diisey yonde, yani yerin igerisine dogru

konum degisimini ifade ederken, t ise zaman degisimini ifade etmektedir. Denklem

(3.4), ikinci kerteden parabolik gore tiirevli denklemdir. Bu denklemin ¢6ziimiinden



dordiincii bolimde bahsedilecektir. Jeofizik bilimi igerisinde bu denklemlerin
modellenmesi, Gegici  Elektromanyetik  Yontemi igerisinde oldukga sik
kullanilmaktadir. Bu yontem, bir vericiden verilen elektrik akiminin aniden kesilmesi
ve yer igerisinde olusan elektromanyetik alanin yavasga soniimlenmisiyle ortama ait
iletkenlik, 6zdireng gibi fiziksel 6zellikleri belirlemede kullanilir. Boylece ortamin
fiziksel 6zellikleri hakkinda bilgi sahibi olunur. Mineral arastirmalarinda, jeotermal

arastirmalarda siklikla kullanilan bir yontemdir.

Bu ¢alismanin amacit TEM yonteminde kullanilan elektrik alan yayilimini ifade eden
difiizyon denkleminin farkli yontemlerle sayisal ¢6ziimlerinin karsilastirmasi
oldugundan yontemin c¢aligma prensibi ve uygulanmasina ayrintili bir sekilde bu
calismada deginilmeyecektir. Yontemde kullanilan elektrik alan yayilimina ait
analitik ifadeler {iglincii boliimiin igerisinde anlatilmaktadir. Bu ifadeler ayni

zamanda sayisal sonuglarin dogrulanmasinda da kullanilmistir.

3.2 Elektrik Alan Yayilim

Tekdiize ortamda, yilizeyde bulunan bir ¢izgisel kaynagin olusturdugu elektrik alan
Denklem (3.3) ile verilmektedir (Oristaglio, 1982; Oristaglio ve Hohmann, 1984):

[ 2,2 ,—02r? x? —z° -02r2
E = — 20°z%e + = [erfc(ez) —e ]
9 g 1 (3.5)
— ﬁeze [1 — 20x (1 + W) F(QX)] .

Burada; r, yarigapi; 0 ise normallestirilmis zamani ifade eder:

r=+/x2+ 22

uo
0= [—.
4t

Denklem (3.2)’deki erfc(x), timleyen hata islevidir, F (6x) ise Dawson integralidir
ve Denklem (3.4) ile ifade edilmektedir:

u

F(u) = e‘uzj; eV dv. (3.6)



Denklem (3.5.), x yanal yon ve z derinlik olmak tizere iki boyutlu uzayda verilmistir.

Cizgisel kaynak, bu yonlere dik olarak y yoniindedir.

Analitik olarak elektromanyetik alan yayilimimi ifade eden Denklem (3.5), bu
calismada sayisal ¢oziimlemeler icin bir altyapi olusturmaktadir. Bu altyapi, sayisal
hesaplamalara baslamadan once sonlu farklar yaklasimlar1 yapilirken baslangig
kosulu olarak kullanilacaktir. Bunun sebebi ise yer icinde kaynak tanimlamanin

zorlugundandir (Oristaglio ve Hohmann, 1984).

Bu boliimde verilen analitik ifadeler, bir sonraki boliimde agiklanan sonlu farklar

yaklasim yontemleri i¢in bir dogrulama mekanizmasi olusturmaktadir.
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4. SONLU FARKLAR YAKLASIMI

Sonlu farklar, siradan ya da gore tiirevli denklemleri ¢6zmek icin kullanilan sayisal
bir yontemdir. Sonlu eleman yontemlerine gore, programlanmasi daha basit ve daha
hizli olmasi sebebiyle giiniimiizde de etkin bir sekilde kullanilmaktadir. Sonlu
eleman yontemlerine gore farki ise; sonlu eleman yontemleri tiirevli denklemlerin
¢Oziimiine yakinsama yaparken, sonlu fark yontemlerinin dogrudan tiirevli
denklemlere yakinsamasidir. Yaklasim yapilmak istenen islev, Taylor serisine agilir
ve serinin en bastan bir ya da iki terimi ile yaklasimda bulunulur. Bunun sebebi,
serinin ilk terimlerinin daha sonraki terimlere gore daha baskin olmasindan
kaynaklanmaktadir. Boylece 6nceden belirlenen bir kesme hatasi kadar yaklasimda
bulunulmus olunur (Chapra ve Canale, 2009; Farlow, 1993; Heath, 2002;
Langtangen, 2003; Lapidus ve Pinder, 2003; Leveque, 2007; Li ve Chen, 2007
Lynch, 2010; Morton ve Mayers, 2005; Strikwerda, 2007). Bu g¢alismada, Taylor
serisine acilmis islevlerin, serinin yalmizca ilk terimi alinarak dogrusal yaklagimda

bulunulmustur.

Siradan ve gore tiirevli denklemler, bazen zamana bagl olur, bazende bir konuma
dagilimdan ibarettir. Her iki kosulda da, sonlu farklar yontemini uygulamak miimkiin
olmaktadir. Amag, tiirev barindan ifadeleri ayrik karsiliklar: ile degistirerek stirekli
olaylara ayrik yaklagimda bulunmaktir. Ayriklastirmanin miktari, ¢ézlime yapilan
yaklasimin miktar1 ile ilgilidir ve bu bolimiin konusunu olusturmaktadir. Bu
boliimde sonlu farklar yaklasim denklemlerin ¢ikarimi ve duraylilik ¢oziimlemeleri
bir boyutlu olarak yapilmistir. Duraylilik ¢oziimlemeleri, Lax esitlik kanitsalina gore
yontemin dogru sonuca yakinsaylp yakinsamayacagini etkileyen bir unsurdur
(Thomas, 2010). Durayli olan sonlu farklar yontemlerinin se¢imi, yakinsayan sonuca
ulagmak bakimindan dogru bir yol olmaktadir. Daha yiiksek boyuttaki sonlu farklar
yaklasim denklemleri, basit cebirsel islemlerle elde edilebilmektedir. Boyutun
artmast duraylilik ¢oziimlemelerini etkilememektedir. Bu ¢alismada yapilan
uygulama 6rnegi, iki boyutlu model {izerinden yapilmis olsa da kolaylik sebebiyle

burada bir boyutlu tiirevler tizerinden anlatim se¢ilmistir.
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4.1 Taylor Serisi Ve Sonlu Farklar Yaklasimlari

Sonlu fark yaklasimlari Taylor seri agilimindan faydalanilarak yapilirlar. Denklem
(4.1)’de Ax ayriklastirma miktar1 kadar Otelenmis bir islevin Taylor seri agilimi

verilmektedir:

0E (x) A 0%E(x) Ax? O"E (x) Ax™

E(x+Ax) =E(x) + 9% x + oz 20 + .4+ Fyra—ng

(4.1)

Burada E, x ve z degiskelerine bagli olan bir islevdir Birinci kerteden daha yiiksek
kerteli tiirevli terimler yoksayilarak baskin olan ilk iki terimle yaklasimda bulunur ve
birinci kerteden tiirevli terimi yalmz birakildiginda islevin birinci tiirevi igin

yaklagim Denklem (4.2)’de izleyen bigimde verilir:

JE(x) _ E(x + Ax) — E(x)
ox Ax

+0(Ax). (4.2)

En ¢ok kullanilan sonlu farklar bi¢imlerinden biri olan Denklem (4.2), ileri fark
olarak adlandirilmaktadir. Buradaki; O(Ax), kesme hatasini ifade etmektedir. ikinci
kerteden yiiksek terimleri barindirmadigi i¢cin kesme hatasi ikinci kertedendir ve
ismini, islevin ileri yonde Ax kadar 6telenmesinden almaktadir. Benzer sekilde geri

fark denklemi, Denklem (4.3)’de; merkezi fark denklemi, Denklem (4.4)’de verilir:

OE (x;) _ Ei —E;_4

d0x 2Ax +0(4x) (4.3)

0E (x;) _ Eiy1 — E;
0x 2Ax

— +0(Ax?). (4.4)

Burada alt indis i sonlu fark agmin ayirklastirilmasi sonucu olusan hesaplama
noktalarim1 ifade etmektedir ve sayist ayriklastirilan hesaplama noktasi1 kadar
olmaktadir. Merkezi fark, ileri farktan geri farkin ¢ikartilmasiyla elde edilir. Bu
sayede ikinci kerteden tiirevli terim yok olur ve kesme hatasi ikinci kerteye ¢ikar. Bu
yapilan yaklasimin hassasiyetini arttirmaktadir. Boylelikle merkezi farklar
kullanmak, duyarlilik géz oniine alindiginda daha uygun bir yol olmaktadir. Merkezi
farklar yardimiyla E'(x) islevinin ikinci kerteden tiirevli ifadesi ise Denklem (4.5) ile

verilmektedir:
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0%E(x;) _ Eiv1 —2Ei + Eiy
d0x? Ax?

+0(Ax?). (4.5)

Denklem (3.5)’de verilen diflizyon denklemindeki gore tiirevli ifadeleri sonlu fark
karsiliklariyla Denklem (4.6), Denklem (4.7) ve Denklem (4.8)’de verilmektedir:

0E _E(x,y,t+At) —E(x,y,t)

ot At (4.6)
0°E _E(x+Ax,y,t) — 2E(x,y,t) + E(x — Ax,y,t)
ox2 Ax2 4.7)
0°E _E(x,y +Ay) —2E(x,y,t) + E(x,y — Ay, t)
= (4.8)

dy? Ay?

Burada t degiskeni zamana bagimliligi ifade etmektedir. Genelde hesaplamalarda
islem kolaylig1 agisindan, herhangi bir 6zel sebep olmadik¢a uzay ortamindaki birim
araliklar arasindaki mesafe (Ax, Ay) birbirine esit secilmektedir. Bunun sebebi,
diizensiz araliklarin getirecegi hesaplama zoruluklarindan kag¢inmaktir. Sinir ve
baslangi¢ kosulu bilgilerini kullanilarak, dnceden belirlenen elektromanyetik model

icin gergek ¢oziim olmasa da yaklasik bir ¢oziim elde edilmektedir.

Sonlu farklar yaklagimlarini agik ve kapali yontemler olmak {izere iki grupta
incelenebilirler. Bunlarin disinda hem ag¢ik hem kapali yontemlerin birlikte
kullanildigr melez yontemler de mevcuttur. Bu yontemler yiiksek boyutlu model
¢oziimlerinde ¢ok sayida bir boyutlu modele indirgeyerek ¢oziim yapmaktadirlar

(Locally one dimensional, alternate direction implicit methods).

4.2 Acik Yontemler

Acik yontem ismi herhangi bir noktadaki islev degerlerini daha erken zamanlardaki
sonlu farklar ¢oziim degerlerinden acik¢a hesaplamasindan gelmektedir. Bulunan
zaman degerinden bir zaman adim sonraki degerleri hesaplamaktadir.
Ayriklastirilmis model iizerinde, tek bir hesaplama noktasinda bir bilinmiyenli
cebirsel denklemin ¢oziimiinii yapmaktadir. Boylece istenilen zamana ulasilincaya

kadar bu siire¢ tekrarlanilarak gore tiirevli denkleme yaklagimda bulunulmaktadir.
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Tam acik yontem (Zamanda ileri adimla merkezi fark) ve Du Fort-Frankel yontemi,
acik yontemler i¢in ornektir. Bunlarin disinda bagka yontemlerde mevcuttur.
4.2.1 Tam acik yontemi

Simdiki t ve bir zaman adimi sonraki t + At olmak f{izere iki farkli zaman adimi1
kullandig1 i¢in iki zaman seviyeli yontem olarak adlandirilmaktadir. Zamanda ileri

adimla merkezi fark yontemi i¢in hesaplama isleci Sekil (4.1)’de verilmektedir.

9 t+At

O O Ot

*-Ax X XA

Sekil 4.1 : Zamanda ileri adimla merkezi fark yontemi i¢in hesaplama isleci.

Bundan sonraki asama, Denklem (4.9) *da verilen 6zyineleme bagintis1 yardimiyla
istenilen zamana ulasilinciya kadar bolge igerisindeki her nokta i¢in hesap yapmaktir.
Boylece bir zaman adimi sonrasi igin hesaplama yapilmis olmaktadir. Istenilen

zamana ulasilincaya kadar bu islemler tekrarlanilir:

BEYY = B + o (Bl — 26 + B, “9)
Alt indis i, hesaplama noktalarini; iist indis t iSe zaman adimin ifade etmektedir.
Denklem (4.9)’da bilinmeyen E*1 degeri igin basitce esitligin sag tarafindaki
ifadeler hesaplanmaktadir. Zaman bagimli modellemeler, her zaman adimi i¢in
islecin model tizerindeki her hesap noktasinda uygulanmasiyla hesaplanmaktadir.
Zaman bagimli olmayan problemlerde daha sonra anlatilacak olan kapali yontemler

kullanilmaktadir.
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4.2.1.1 Tam acik yontem icin durayhlik ¢c6ziimlemesi

Duraylilik ¢éziimlemeleri igin bir ¢ok yontem mevcuttur. Bu ¢alismada duraylilik
¢oziimlemeleri, Von Neumann yontemiyle yapilmistir. Gore tiirevli denklemin
dogrusallastirilmasi sonucu elde edilen sonlu fark denkleminde, ger¢ek ¢oziimiin,
baslangi¢c dagilimindaki karmagik Fourier serisinde bulunan genel Fourier bileseni ile
elde edilmektedir. Eger bu genel bilesen bir sekilde kosullu ya da kosulsuz
sinirlanmamissa kararsiz, sinirlanmigsa durayli oldugu anlasilmaktadir. Duraylilik
analizleri icin tek yontem bu degildir. Baska yontemler de mevcuttur. Bir diger
yontemde dizey yontemi olarak adlandirilmaktadir. Dizey yontemi, sonlu fark
denklemlerinin birlestirilmesi sonucu elde edilen katsayilar dizeyinin 6zdegerleri
incelenerek duraylilik ¢dziimlemesi yapabilmektedir. Iki yéntem arasindaki fark ise
dizey yontemi duraylilik analizlerine siir kosullarini dahil ederken, Von Neumann
yontemi sinir kosullarini ihmal etmektedir. Denklem (3.4) ile birlikte verilen
dogrusal gore tiirevli denklemin ¢oziimii i¢in Denklem (4.10)'daki gibi bir Oneri

yapilmaktadir

E=¢el’ (4.10)

Burada @, ile sistemin 6zdegerleri gosterilmektedir, alt indis j ise karmagik sayiy
ifade etmektedir. Sistem 06zdegerleri, ¢oziim igin gerekli olan gore tiirevli
denklemden tiiretilen sonlu farklar denkleminin durayhiligi hakkinda bilgi
vermektedir. Duraylilik ¢6ziimlemleri igin sonlu fark yaklasik ¢6ziimiinii, Denklem
(4.11)’daki gibi tek bir adimda elde edecegi disiiniilmektedir:

E{*' = GEj. (4.11)

Burada G biiyiitme carpani olarak bilinmektedir ve Denklem (4.12)’deki kosulu
saglamas1 gerekmektedir (Strang, 2007):

6] < 1. (4.12)

Denklem (4.11), sonlu farklar denkleminin duraylilik 6zelliklerinin kosullandirima
bilgisini elde etmeyi saglamaktadir. Denklem (4.13) ve Denklem (4.14)’i, Denklem
(4.9) da yerine yazarak
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(i =E{tet)? (4.13)
Effl = Ef*'e/PE] (4.14)
r= ”iJA“TtZ déniigiimii yapildiginda Denklem (4.15) elde edilmektedir:
EF' = EF(1 + 2r(cos @ — 1)). (4.15)
Boylece biiylitme ¢arpan1 Denklem (4.16) ile verilmektedir:
G =1+ 2r(cos® — 1)). (4.16)

(cos @ — 1)) ifadesi i¢in minimum ve maksimum bilgisi Denklem (4.12) yardimiyla
¢ozilildiigiinde acik yontem i¢in duraylilik kosulu, r sabiti icin Denklem (4.17) ile
elde edilmektedir:

r<

N =

. (4.17)

Denklem (4.17), anlasilacagi iizere sonlu farklar ¢oziimiiniin durayliligi dogrudan
ayriklastirilan nokta sayist ve zaman adimi miktar1 arasindaki oranla ilgili
olmaktadir. Bu oran, Courant sabiti olarak adlandirilmaktadir (Thomas, 2010).
Boylece zamanda ileri adimla merkezi fark yontemi, Courant sabitinin 0.5

degerinden kii¢iik oldugu durumlarda yakinsama saglamaktadir.

4.2.2 Du Fort-Frankel yontemi

Uc zaman seviyeli acik bir yontemdir. Du Fort ve Frankel (1953) tarafindan
gelistirilmigtir. Difiizyon tipi gore tiirevli denklemlerin yaklasik ¢dziimlerinde

kullanilmaktadir. Hesaplama isleci Sekil (4.2)’de verilmektedir.
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O t+At

®-Ax X x+Ax

P t-At

Sekil 4.2 : Du Fort-Frankel Yontemi icin hesaplama isleci.

Bir hesap noktasi i¢in 6zyineleme bagintisi, Denklem (4.17) ile verilmektedir:

(1+2rEf*™ = (1= 2r)E{ ™" + 2r(Ef, + E{,) (4.18)

Zamanda ileri adimla merkezi fark yonteminde oldugu gibi Ef** ifadesi bilinmeyen
degerdir. Denklem (4.18)’deki esitiligin sag tarafindaki bilinen degerler yardimiyla
tek bir hesaplama noktas1 i¢in hesaplama yapilmaktadir. Benzer sekilde her zaman
adimi i¢in bu siire¢ tekrarlanmaktadir. Boylece belirlenen bir zaman igin sonlu
farklar yaklasik ¢6ziimii elde edilmektedir. Zamanda ileri adimla merkezi fark
yontemine gore en onemli farki Courant sabitinin alacagi degerler i¢in bir kisitlama
getirmemektedir. Fakat bdyle bir kisitlamanm olmamasi, sonucun dogru olacagi

anlamima gelmemektedir (Du Fort ve Frankel, 1953; Thomas, 2010).
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4.2.2.1 Du Fort Frankel yontemi i¢cin durayhlik ¢céziimlemesi

Bu yontem i¢inde, tam agik yontem (zamanda ileri adimla merkezi fark) i¢in yapilan
islem adimlar1 izlenirse Courant sabiti, r’nin her degeri i¢in kosulsuz durayh
olmaktadir. Yani tam agik yontemin getirdigi gibi bir kisitlama getirmemektedir.
Boylece; Du Fort-Frankel yontemi, zaman adimi ve hesaplama noktas: arasindaki
mesafenin belirlenmesinde daha esnek bir se¢im imkani saglamaktadir. Du Fort-

Frankel yontemi i¢in biiyiitme ¢arpan1 Denklem (4.19) ile verilmektedir:

e 2r cos(@) + /1 — 4r2sin?()

1+2r (4.19)

Biiylitme ¢arpaninin mutlak degeri,  ’nin her degeri i¢in |G| < 1 olmasina karsilik
bu yontemin her zaman yakinsayacagi anlamina gelmemektedir. Yontemin tutarlihig,
Du Fort-Frankel sonlu farklar denkleminin Taylor seri ag¢iliminda kendini
gostermektedir. Denklem (4.20)’e goére, At —» 0 oldugunda Ax — 0 olacaktir ve
At/Ax oran belirsiz kalacaktir. Bu sebeple yontemin durayli olmas: sonlu farklar
yaklasik ¢6ziimiine yakinsayacagi anlamina gelmemektedir:

At? Ax? At? At*
E: + T = E,x + EExxxx - mEtt - mEtttt' (4.20)

Burada E,yx, Etre ifadeleri alt indisdeki degisken sayisi kadar tiirevi ifade
etmektedir. Yani, sirastyla E nin X'e gore dordiincii, t'ye gore dordiincii tiirevini
gostermektedir. Gergekte At/Ax orani sifira gitmesi istenen bir olgudur, ¢iinkii ancak
o zaman yoOntem tutarli olacak ve ¢oziime yakinsayacaktir. Ayrica Denklem
(4.19)’daki 1 — 4r? ifadesinin sifira esit olmasi istenmeyen bir olgudur, ciinkii birim
merkezli kiire iizerinde ¢akisik kok olusmasina sebebiyet vermektedir (Thomas,

2010).
4.3 Kapah Yontemler

Kapali yontemler (Implicit Schemes), agik yontemlerdeki gibi bir 6nceki zaman
adim1 degerlerinde agik¢a hesaplama yapilmamaktadir. Bunun yerine sonlu farklar
denkleminde birden fazla bilinmeyen bulunmaktadir. Boylece, model igerisindeki
tim hesaplama noktalarinda dogrusal denklem takimi olusturulmaktadir. Bir zaman

adimi, bu denklem takimini ¢ozerek hesaplama yapilmaktadir. Elde edilmek istenen
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zamandaki ¢ozlime ulasilincaya kadar bu siire¢ tekrarlanmaktadir. Hesaplama
noktasinin artigi, denklem sayisinin artmasina sebep vermektedir. Ag¢ik yonteme
karsilik bu kotii bir 6zellik gibi goriinse de kapali yontemlerin duraylilik ve tutarlilik
ozellikleri, kapali yontemli tercih sebebi yapmaktadir. Kapali yontemler, duraylilik
saglamak i¢in hesaplama miktarinda artis gibi bir bedel 6deyerek ¢ozliime ulasmayi
amaclamaktadir. Bu caligmada tam kapali yontem (Zamanda geri adimla merkezi
fark) ve Crank-Nicolson kapali yontemlerine yer verilmektedir. Bunun sebebi ise en
cok kullanilan ve en meshur yontemler olmasindan kaynaklanmaktadir (Strang,

2007).

4.3.1 Tam kapah yontem

Sadece “kapali” (Fully Implicit Scheme, Backward Euler) yontem olarak da
anilmaktadir. Gore tiirevli denklemde E; ifadesi, birinci kerteden geriye dogru sonlu
farklar karsihigi ile degistirilmesi sonucu elde edilir ve Denklem (4.21)’de bir

hesaplama noktasi igin 6zyineleme bagintisi1 verilmektedir:
—rE{R + L+ 20E[T —rEZT = B (4.21)

Denklem (4.21)’in sol tarafindaki degerler, bir zaman adimi sonraki degerler yani
bilinmeyenlerdir. Denklemin yalnizca sag tarafindaki ifadeler bilinen degerlerdir.

Sekil (4.3)’de yontem isleci verilmistir.

®x-Ax ®xtAx

O O O

P t-At
Sekil 4.3 : Zamanda geri adimla merkezi fark yontemi i¢in hesaplama isleci.

Iki zaman seviyeli olan bu yontem simdiki zaman (t) ve bir dnceki zaman (t-At)

adimlarinda hesaplama yaptig1 icin baslangic degerine ihtiya¢ duymaktadir. Bu
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sebeple, bu yontem baslangi¢ kosulu verilmis modeller {izerinde siklikla kullanilan

bir yontem olmaktadir (Thomas, 2010).

4.3.1.1 Zamanda geri adim ile merkezi fark yontemi icin durayhlik ¢éziimlemesi

Denklem (4.21)"in Taylor serisine agilmis hali Denklem (4.22) ile verilmektedir:

At At? Ax?
Ee =Exx + 5 Eet ——Egee —

2 6 g B 0 (4.22)

Zamanda geri adimla merkezi fark yontemi i¢in biiyiitme ¢arpani ise Denklem (4.23)

ile verilmektedir:

1
G= 1+ 2r(1 — cos @) (4.23)

Denklem (4.23)’de @’nin alacagi her deger i¢in (1 — cos @) = 0 olacaktir. Boylelikle
|G| < 1 saglanmus olur. Biiyiitme ¢arpaninin mutlak degerinin, birden kiigiik olmasi

yontemin kosulsuz durayli oldugunu gostermektedir (Thomas, 2010).

4.3.2 Crank-Nicolson yontemi

Ik defa 1947 yilinda Crank-Nicolson tarafindan sunulmustur. Zamanda geriye dogru
merkezi fark yontemi, zaman tiirevini birinci kerteden hesaplarken Crank-Nicolson
yontemi, tek adim yerine zaman ekseninin merkezini bakisim ekseni alarak iki
adimda hesaplar ve duyarliligi ikinci kerteye ¢ikarir. Crank-Nicolson yontemi igin
hesaplama isleci Sekil (4.4)’de verilmektedir. Hesaplanan zamanla bir zaman sonraki
degerleri yar1 yariya agirliklandiran bir isle¢ olarak da diisiiniilebilir. Boylece bir
sonraki zaman t + At ile simdiki zaman t degerlerinin bir ortalamasini almaktadir.
Bu agirliklandirma 6 metodu olarak bilinmektedir. Agirliklandirmanin yar1 yariya

yapilmasi, duyarlilig: ikinci mertebeye ¢ikarmaktadir.
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O @ O t+AL

O O O ¢

x-Ax X xtAx
Sekil 4.4 : Crank-Nicolson yontemi i¢in hesaplama isleci.

Crank-Nicolson yontemi i¢in sonlu farklar 6zyineleme bagintis1 Denklem (4.24) ile

verilmektedir:
—rEHY + 20 + n)EFF —rEE! = rEE + 2(1 — )Ef + TEE). (4.24)

Denklem (4.24), Denklem (4.21) gibi bilinmeyen deger sayisi aynidir. Crank-
Nicolson yontemine ait 6zyineleme bagmtisinin sag tarafindaki hesaplama sayisi,
zamanda geri adimla merkezi fark yoOnteminin 0Ozyineleme bagmtisinin sag
tarafindaki hesaplama sayisindan ti¢ kat daha fazladir. Bu nedenle hesaplama stiresi
g0z Oniine alindiginda, Crank-Nicolson yontemi i¢in hesaplama siiresi daha fazla
olmasi beklenmektedir. Fakat dogrusal denklem takimi ¢oziimlerinde, yinelemeli
yontemler kullanildiginda, ¢oziim 6nceden belirlenen bir toleransa bagli olarak
bulunacagindan bu hesaplama siiresi icin beklenti her zaman ayni olmamaktadir.
Bunun sebebi denklem ¢6ziimii ig¢in gereken yakinsamanin daha az yineleme ile elde

edilmesiyle gerceklesmektedir.

4.3.2.1 Crank-Nicolson yontemi i¢in duraylhlik ¢éziimlemesi

Crank-Nicolson sonlu farklar 6zyineleme bagintisi i¢in Taylor serisi agilmi Denklem
(4.25) ile verilmektedir:

At? Ax? Ax*
Ep = Exx — ﬁEtt - EExxxx + %Exxxxxx + - (4.25)
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Zaman adimmin ve hesaplama noktalar1 arasindaki mesafelerin yeterince kiiciik
oldugu durumlarda diger bir degisle bu degerleri sifira yakinsadigi durumlarda,
kesme hatalarinin hepsi sifira yakinsayacaktir Boylece, |G| < 1 kosulu saglanmis
olmaktadir. Crank-Nicolson yontemi i¢in biiyiitme c¢arpani Denklem (4.26) ile

verilmektedir:

_1—-r(1—cos®)
1471 —cos@) (4.26)

@’nin her degeri i¢in (1 — cos @) = 0 olur. Boylece Courant sabit r ’nin her degeri
icin kosulsuz duraylidir ve Lax esitlik kanitsalina (Thomas, 2010) gore yakinsaktir.
Fakat zaman adiminin ve hesaplama noktalar1 arasindaki mesafenin biiyiik
degerlerde seg¢ilmesi, Denklem (4.26)’ya goére yakinsama duyarliligini olumsuz

etkilemektedir.

4.4 Seyrek Dogrusal Denklem Takimlarinin Coziimii

Seyrek sozciigii denklem takimlarinin birlestirilmesi ile olusturulan dizeyde bol sifir
barindiracagina isaret etmektedir. Bu tiir dizeyler sonlu fark, sonlu eleman gibi
sayisal yontemlerin gore tiirevli denklemleri dogrusallastirmasi sonucu ortaya

Denklem (4.27)’deki bigiminde ¢ikmaktadir:

Ax =D. (4.27)

Burada x bilinmeyenler iken, A gore tiirevli denklemin dogrusallastirilmasi ile elde
edilen katsayilar dizeyidir. Denklemin sag tarafi ise bilinen kaynak terimlerinin
yoney halinde yazilmasiyla olusmaktadir. A dizeyi, bol sifir iceren bir dizeydir.
Hesaplamalar bilgisayar ile yapildiginda bu sifir elemanlarin bellekte tutacag: yer ve
bu elemanlarla yapilacak gereksiz hesaplamalardan kaginarak zaman kazanmak igin
yogun dizeylerden farkli ¢oziim yontemleri gelistirilmistir (Saad, 2003). Bunlar
dogrudan ve yinelemeli olmak tiizere iki gesittir. Dogrudan yontemlerde hesap
coklugu ve fazla bellek miktar1 yiiziinden tercih edilen yontemler olmamaktadir.
Yinelemeli yontemler ise hem hizli hemde az bellek ihtiyact vardir. Burada
bahsedilenler biiyiik sistemler i¢in gegerli olmaktadir (Saad, 2003). Dogrudan
yontemler dizeyin bakisik ve arti tanimli olmasi gibi 6zel yapisindan faydalanarak

tekrar siralama (pivoting) ile yok etme (elimination) yontemiyle ¢6zme amacini
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hedeflemektedir. Biiyiikk ve seyrek denklem takimlarin ¢6ziimiinde kullanilan
yontemlerin bagliacalart Kirmizi-Siyah yeniden siralama, Thomas yontemi, tam
olmayan LU ve tam olmayan Cholesky ayristirnmlar1 olarak bilinmektedir. Gauss-
Seidel ve ardisik asir1 gevsetme gibi yontemler ise yinelemeli yontemlere ornektir.
Diger bir secenek ise Krylov alt uzaylarini baz alan yontemlerdir (Saad, 2003). Bu
caligmada bunlardan biri olan eslenik yonelegim (Conjugate Gradient) yontemi
kullanilmistir. Bu yonemin secilme sebebi ise A katsayilar dizeyinin bakisik ve arti
tamiml1 olma 6zelliginden ileri gelmektedir. Eslenik yonelegim yontemi bakisik ve
art1 taniml1 denklem takimlarinin ¢oziimlerinde hizli sonug¢ veren bir yontem olarak

bilinmektedir (Strang, 2007).

4.4.1 Eslenik yonelegim yontemi

Eslenik yonelegim yontemi bir eniyileme yontemidir. Dogrusal denklem takimlarinin
¢oziimiinde kullanilmasi, aslinda denklemlerdeki bilinmeyen degerlerinin dnceden
belirlenmis bir toleransa bagli olarak bulunmasini saglamaktadir. Eniyileme yontemi
olmasi ise iste tam burada devreye girer ve Onceden belirlenen toleransin en kiigiik
olmasimi saglamaktadir. Hesaplamalar bilgisayar ortaminda sayisal olarak yapildig
icin virgiilden sonraki kesme hatalar1 gibi hatalarinda varolabilecegini
diisiiniildiiginde, eslenik yonelegim yontemi dogrusal denklem takimlarin
¢Oziimiinde bilinmeyen parametreleri en kiiciik hata ile bulmasi bu yontemi sikca
basvurulan bir yontem haline getirmistir. Temelde bir islevin yonelegimine bakar ve
ilk aramay1 bu yonde yapar. Bunun sebebi ise minimum degerin yonelegim yoniinde

olmasindan kaynaklanir.

Denklem (4.27)’deki bilinmeyen x yoneyini bulmak i¢in bir diger bakis agisida
Denklem (4.28) ile verilmektedir (Saad, 2003):

1
flx) = ExTAx = bx. (4.28)

Denklem (4.27) deki f(x) ifadesini en kiigiik yapan x bilinmeyen yoneyini bulmaktir.
Bu durum ancak Vf = Ax — b sifira esit oldugunda miimkiindiir. Yontem x

yoneyini en kiigiikleyen 6zyineleme bagintis1 Denklem (4.29)’de verilmektedir.

Xk+1 = X + Qg Sk, (4.29)
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Bu 6zyineleme bagmtist s, yoniinde arama yapmaktadir. Buradaki a; ise sy
yoniinde hangi Olglide ilerlenecegini belirten bir dlgekleme degiskenidir. Burada
@, yoniiniin seg¢imi yonelegimin tersidir. Ciinkii ancak o zaman f(x)’in eksi yonde en
biiylik degisimi olcaktir. Bu, en dik inis yontemi olarak bilinir. Yavas yakinsama
0zelligi sebebiyle fazla kullanilmayan bir yontemdir (Saad, 2003). Eslenik yonelegim

yontemi ise Denklem (4.30) ve Denklem (4.31) ile tanimlanmaktadir:
Xp+1 = X T ApSk (4.30)

Sk = =V (xr) + BrSk-1- (4.31)

Buradaki S ile diger arama yonii olan a;’nin eslenigi olan bagka bir yonde arama
yapmaktadir. B, ’nin se¢imi ile ilgili Polak-Ribiere, Fletcher-Revees ve Powell
formiilleri mevcuttur (Press ve dig., 2007). Bu ¢alismada uygulamadaki kolayligi
sebebiyle Denklem (4.32)’de verilen Fletcher-Reeves bagintisi se¢ilmistir:

IVf I

P G P (432)
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5. ELEKTROMANYETIK ALANIN iKi BOYUTLU UZAYDA YAYILIMI

Gegici elektromanyetik alanin, diisiik frekanslardaki yayiliminin difiizyon ile
gerceklestigi liclinci bolimde belirtilmistir. Bu boliimde Oristaglio (1982) ve
Oristaglio ve Hohmann (1984) tarafindan verilen Denklem (3.5) ile verilen elektrik
alanin iki boyutlu uzay ortaminda zaman igerisindeki yayilimi incelenmistir.
Sirasiyla, 6nce Sekil (5.1) ile 10 Qm'lik , daha sonra Sekil (5.5) ile 100 Qm'lik yar1-

sonsuz ortam i¢in elektrik alanin zamana bagli davranis1 hesaplanmistir.

25 25
Mo M'-’!D M200
- ¥ &
= &
: I0m
200 m
10 Om
500 m
i L
-+ 2000 m >

Sekil 5.1 : 10 Qm 6zdirence sahip ortamda elektromanyetik alan yayilimi i¢in yer
modeli.

Birbirinden 50 metre uzaklikta olan iki zit isaretli ¢izgisel kaynaktan ¢ikan elektrik
alan yayilimi1 x genisliginde ve z derinliginde bir alan i¢in hesaplanmistir. Burada iki
boyutlu uzay ortaminda elektromanyetik alan yayilimi incelendigi icin ¢izgisel
kaynagin y ekseninde sayfa diizlemine bir dik sekilde sonsuza uzandigi
diistintilebilir. Gergekte boyle bir sey mimkiin olmamakla birlikte modelin
matematiksel ifadesi boyle olmaktadir. Sekil (5.1)’de verilen ortamin 6zdirenci 10
Qm olarak belirlenmistir. Burada M20 ve M200 elektrik alanine zaman igerisindeki
sontimlenmesini kaydeden alicilarin yerlestirildigi istasyonlar1 ifade etmektedir. m20

istasyonun pozitif isaretli kaynaga uzakligi 20 m iken, M200 istasyonunun kaynaga
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olan uzaklig1 200 m olarak verilmektedir. Ortam tekdiize bir ortamdir yani sadece bir
malzeme tiirinden olusmaktadir. Sekil (5.1)’de fiziksel ve geometrik 6zellikleriyle
verilen modeldeki elektrik alan yayilimini kaynaklarin kapatilmasindan 0.01 ms,
0.015 ms ve 0.02 ms siire sonundaki halleri sirasiyla Sekil (5.2), Sekil (5.3) ve Sekil
(5.4)’de kesitler halinde verilmektedir. Sekiller, Denklem (3.5) de verilen analitik
bagint1 yardimiyla hesaplanmistir. Calismada hesaplamalar ve analizler birincil alan
ve TE modu iizerinden yapilmistir. Maxwell denklemleri yardimiyla manyetik alan,

iletkenlik gibi diger fiziksel 6zelliklere doniisiim yapilabilmektedir.

Elektramanyetik Alan Yayilirm (vm)

_250 - i
-500

-1000 1000
H(m)

Derinlik(rm)

Sekil 5.2 : 10Qm 6zdirence sahip ortdama 0.01 ms sonra elektromanyetik alan
yayilimi.

Elektromanyetik Alan Yayilirm m)

-500 - i

-T000 1000
x(m)

-250

Derinlik{rn)

Sekil 5.3 : 10Qm 6zdirence sahip ortdama 0.015 ms sonra elektromanyetik alan
yayilimi.
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Elektrormanyetik &lan Yaylim M)

Derinlik{rm)

000 -600 0 500 1000
x(rm)

Sekil 5.4 : 10 Qm 6zdirence sahip ortdama 0.02 ms sonra elektromanyetik alan
yayilimi.

Sekil (5.1)'de 10 Qm i¢in verilen modelin farkli 6zdirence sahip bir ortamdaki

gosterimi Sekil (5.5) de verilmektedir.

25 25
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Sekil 5.5 : 100 Qm 6zdirence sahip ortdamda elektromanyetik alan yayilimi i¢in yer
modeli.

Bu durumda Sekil (5.5)'de verilen elektromanyetik alan yayilimi, kaynaklarin
kapatilmasindan 0.01 ms, 0.015 ms ve 0.02 ms siire sonundaki halleri sirastyla Sekil

(5.6), Sekil (5.7) ve Sekil (5.8)de verilmektedir.
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Elektrarmanyetik Alan Yayilm (vm)

EDD- i

-1000 1000
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Sekil 5.6 : 100 Qm &zdirence sahip ortdama 0.01 ms sonra elektromanyetik alan
yayilimi.

Elektromanyetik Alan Yayilir {v/m)

1000

Derinlik(m)

}cm

Sekil 5.7 : 100 Qm 6zdirence sahip ortdama 0.01 ms sonra elektromanyetik alan
yayilimi.

Elektrarnanyetik Alan Yayihirn (W)

-250 “ i
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Sekil 5.8 : 100 Qm ozdirence sahip ortdama 0.01 ms sonra elektromanyetik alan
yayilimi.
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10 Om ve 100 QOm o6zdirence sahip iki ortamda elektromanyetik alan yayilimi
incelendiginde daha yiiksek ozdirence sahip ortamlarda elektromanyetik alan

yayiliminin daha hizli oldugu gerg¢eklesmektedir.

5.1 Baslangic¢ ve Simir Kosullari

Analitik olarak ¢oziimlemesi verilen elektromanyetik alan yayiliminin, sayisal
¢oziimlemesi yapilabilmesi i¢in 6nceden belirlenmis sinir ve baslangi¢ kosullarina
sahip olmasi gerekmektedir. (3.2) denkleminde verilen, gore tiirevli denkleminin
sonsuz ¢oziimii vardir. Ancak belirli baslangi¢ ve sinir kosullari altinda ¢oziim essiz
(unique) olacaktir. Bu sebeple Sekil (5.1)’de geometrik ve fiziksel 6zellikleri verilen
model i¢in sinir kosullar1 sag, sol ve alt sinirda sifira esit alinmis ve zamanla
degismedigi kabul edilmistir (Beskardes, 2011; Oristaglio, 1982; Oristaglio ve
Hohmann, 1984). Bu sinir kosullar1 Dirichlet sinir kosullar1 oalrak bilinmektedir. Bu
durum ortamin gergek fiziksel davranigini tam anlamiyla ifade etmemektedir. Ancak
elektrik alan yayilimi sag, sol ve alt sinira yeteri kadar ulasmadigi siirece Dirichlet

siir kosullarinin uygulanmasinda bir sakinca yoktur (Oristaglio ve Hohmann, 1984).

Ust sinir i¢in dogrudan hava ile yer arasindaki siireksizlikte hesaplama zorlugu
sebebiyle, iist sinir degerlerini hesaplama yerine, yukar1 uzanimla elde edilen
havadaki elektrik alan degerleri hesaplanmaktadir (Oristaglio ve Hohmann, 1984).
Havada iletkenligin sifir olacagini igin elektrik alan Laplace denklemini

saglamaktadir:
V2E = 0. (5.1)
Boylece havadaki elektrik alan degerleri Denklem (5.2) ile hesaplanabilmektedir:

Z E(x',z=0,t) ,

E(x,zt) = 7 ) Goxyrtz dx'. (5.2)

Baslangi¢ kosulu ise Denklem (3.5) ile elde edilmektedir. Elektromanyetik alan
yayilimi daha sonra sayisal olarak hesaplanmistir (Oristaglio, 1982; Oristaglio ve

Hohmann, 1984). Sayisal hesaplamalar dordiincii boliimde incelenen agik yontemler
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(Zamanda ileri adimla merkezi fark, Du Fort Frankel) ve kapal1 yontemler (Zamanda

geri adimla merkezi fark, Crank-Nicolson) ile yapilmistir.

5.2 Sonlu Farklar Yontemlerinin Uygulanmasi

Sekil (5.1) ’de verilen model ii¢iincii bolimde anlatilan tiim sonlu farklar yontemleri
ile hesaplanmistir. Yontemler incelenirken  hesaplamalar bilgisayar ortaminda
yapildigi i¢in her yontemin verdigi sonuctaki hata, hesaplama siiresi ve yontemlerin
durayliliklarina dikkat edilmistir. Sekil (5.1) ve Sekil (5.5)’de verilen modellerin
sonlu fark yaklasim yontemlerini uygulayabilmek icin X yoniinde 401, z yoniinde ise
101 hesaplama noktasi igerecek bi¢imde ayriklastirilmigtir. Yanal X ve diisey z
yoniinde hesaplama noktalar1 arasindaki mesafeler birbirlerine esit olarak alinmistir.
Boylece hesaplama noktalar1 arasindaki uzaklik 5 m olmaktadir. Boyle yapilmasinin
sebeplerinden birisi bilgisayar programi yaziminda kolaylik saglamasi g¢alisma
icerisinde smira yakin bolgelerin ayni duyarlilikla hesaplanmasidir.. Diger sebep ise
hesaplama noktalar1 arasindaki mesafelerin farkli yonlerde farkli alinmasi, duraylilik
¢cozimlemelerini de etkileyecektir. Boylece model, 40,501 hesaplama noktas: ile
ayriklagtirllmis olmaktadir. Her hesaplama noktasi igin bir cebirsel denklem
yazildiginda toplamda 1,640,331,001 adet elemani olan bir dizey elde edilmistir.
Sekil (5.9) da yapisi verilen bu dizeyin yalnizca 201,501 adet eleman: sifir degildir.
Diger elemanlar sifira esittir. Dizeyin yogunlugu yani sifir olmayan eleman sayisinin

dizey eleman sayisina orani %0.0123 kadar bir orana sahip olmaktadir.

Sekil 5.9 : Sonlu fark katsayilar dizeyinin seyrek yapisi.
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Bol sifir igeren bu (seyrek) dizeyler bilgisayar ortaminda hesaplama yapilirken
dizeyin sifir degerleri ile yapilan gereksiz hesapalmalardan kaginmak igin bazi
yontemler mevcuttur, bu yontemlerden tgiincli boliimde bahsedilmistir. Bu
calismada dogrusal denklem takiminin ¢6ziimii i¢in eslenik yonelegim yontemi
kullanilmigtir. Dizeyin yapisi dogrudan sonlu fark yontemleriyle elde edilen
katsayillardan ~ olugmaktadir =~ ve  genellikle  katsayillar  dizeyi  olarak
adlandirilirmaktadir. Denklemin ¢6ziimii aslinda sonlu fark katsayilar1 yakindan
ilgilidir. Bunu aciklamak i¢in dizeyin 0Ozdegerlerine bakmak gereklidir.
Ozdegerlerinin smirli olmast énemlidir. Sinirli olmayan 6zdegerler, sagliksiz dizey
yapist olusturdugundan, dogrusal denklem takimi ¢oziilememektedir (Saad 2003).
Burada bahsedilenler, tgiincii boliimde bahsedilen duraylilik ¢6ziimlemeleriyle
iligkilidir.

Sekil (5.1)'de verilen modelde M20 istasyonunda elektrik alanin zamanla
soniimlenmesinin dort farkli sonlu farklar yontemiyle hesaplanan karsilastirmasi
Sekil (5.10)"da verilmektedir.

. 10 ohm-m igin elektrik alan
10 T T

Analitik ]
FTSC I
Crank-Micalson |4
BTSC
Du Fort-Frankel | |

Elektrik Alan{¥rm)

Zarman(s)

Sekil 5.10 : M20 istasyonunda sonlu farklar yontemleri i¢in duyarlilik analizi.

Bu sekilde yapilan tiim hesaplamalar analitik egri ile karsilastirilarak dogrulugu
stnanmistir. Sekil (5.10) da verilen FTCS, zamanda ileri adimla merkezi fark; BTSC
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ise zamanda geri adimla merkezi fark yontemini ifade etmektedir. 5*107 s zaman
adimi ile r'nin 0.159 e esit oldugu durumda hesaplamalar yapilmistir. Courant
sabitinin boyle sec¢ilmesinin sebebi ise tiim yontemler i¢in durayli sonu¢ vermesinden
kaynaklanmaktadir. Sekil (5.10)a gore en iyi yakinsamayi %0.99 maksimum bagil
hata ile Crank-Nicolson yontemi saglamistir. Du Fort- Frankel i¢in maksimum bagil
hata %2.03, zamanda ileri adimla merkezi fark i¢in maksimum bagil hata %19.44,
zamanda geri adimla merkezi fark yontemi i¢in ise maksimum bagil hata %13.47
olmaktadir. Bagil hata (BH) degerleri Denklem (5.3) ile hesaplanmaktadir.

E.-—F
BH:u

x 100

. (5.3)
Burada E; ve Ey degerleri; sirasiyla ¢oziimsel bagintiyla elde edilen elektromanyetik
alan degerleri ve sonlu farklar yaklasimi ile elde edilen elektromanyetik alan

degerlerini ifade etmektedir.

Sekil (5.11)'de ise M200 istasyonu ig¢in elektrtik alanin zamanla soniimlenmesinin
dort farkli yontemle hesaplanan sonlu farklar karsilastirmasi Sekil (5.5)'de verilen
modele uygulanarak elde edilmistir.

} 100 ohrm-m igin elektrik alan
10 T T

Analitik
—— FT3C
Crank-Nicolson
— BTSC

Du Fort-Frankel

(]
L
T

Elektrik Alan(/m)

=,
s
T

Zaman(s)

Sekil 5.11 : M200 istasyonunda sonlu farklar yontemleri i¢in duyarlilik analizi.
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Sekil (5.11) i¢in zaman adimi 5%10% s secilerek yine ayni Courant sabiti degerine
(r=0.159) esit durumdaki hesaplamalar yapilmistir. Bu durumda maksimum bagil
hata degerleri; Crank-Nicolson yontemi i¢in %2.5; Du Fort-Frankel yontemi i¢in
%3.58, zamanda geri adimla merkezi fark i¢in %9.57 ve zamanda ileri adimla

merkezi fark yontemi icin %13.18 olmaktadir.

Yapilan hesaplamalarda bagil hatanin en fazla oldugu x noktalarin1 (merkezden 995
uzakliktaki sag ve sol sinirin bitisigindeki hesaplama noktlarini) gosteren Sekil (5.12)

“de her yontem i¢in duyarlilik ¢oziimlemesi yapilmuistir.

% 10'8 =025
12 T T T T T T T I I
Analitik
FTCS
Crank-Nicolson [
BTCS
Du Fort Frankel

Elektrik Alan {y/m)

1 1 1 1 1 A 1
u] &0 100 150 200 250 300 350 400 450 &00
Derinlik {rm)

Sekil 5.12 : Sonlu farklar yontemleri i¢in duyarlilik analizi.

Sekil (5.11) de verilen hesaplamalar, x ekseninde sag ve sol sinirlarinin bitisigindeki
degerleri gostermektedir. Bu degerlerin model merkezinden uzakligi 995 metreye
denk gelmektedir. Daha 6nce bahsedildigi gibi gergek fiziksel kosulu belirtmese de
sag ve sol smirda Dirichlet sinir kosulu uygulanmasi hata miktarimin diger x

noktalarina gore oldukca fazla olmasina neden olmaktadir.

Sonlu farklar yaklasiminda bir diger 6nemli unsur, hesaplamalar igin harcanan
stiredir. Acik yontemlerin kapali yontemler gibi dogrusal denklem takimi ¢ozme
gereksinimi olmadigr i¢in daha hizlidirlar. Bu sebeple bilgisayar iizerinde yapilan
hesaplamalarda kapali yontemler gibi daha fazla bellek ve islemci giicii ihtiyacina
gerek duymazlar. Yine bu boliimde bahsedilen katsayilar dizeyini diisiindiigiimiizde,
sifir degerleride bellege alinirsa 1.53 GB’lik bellek ihtiyaci olacaktir. Dizeyin sifir
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olan elemanlart bellege alinmadiginda bu deger 197 KB’a diismektedir. Cebirsel
islemler yapilirken sufirlarla yapilan gereksiz islemlerden kurtulmak, hem agik
hemde kapali yontemler i¢in islem siiresini diisiirecektir. Cizelge (5.1) ve Cizelge
(5.2), Sekil (5.12) de gosterilmekte olan model merkezinden 995 m uzaklikta sag ve
sol sinir bitisigindeki hesaplama noktalarindaki bagin hatanin en fazla oldugu durum
hesaplanmistir. Cizelge (5.1)'de yoOntemlerin hesaplamalar igin gereken islem

siireleri verilmistir.

Cizelge 5.1 : Courant sabitinin 0.25 degeri i¢in islem siiresi ve hata miktari.

Du Fort Cranck-

FTSC BTSC Frankel Nicolson
Ortalama Bagil Hata (%) 136.72 23.78 18.67 13.28
Maksimum Bagil Hata (%) 454,55 27.6 25.02 23.99
Islemci Siiresi(s) 20.69 44.72 29.99 39.45

Cizelge (5.1)"e gore islem siiresi ve hata ayni anda diistintildiigiinde; Du Fort-Frankel
yontemi diger yontemlere gore oldukea iyi sonu¢ vermektedir. Burada r degeri 0.25
almmistir. Bu ayn1 zamanda (Oristaglio, 1982; Oristaglio ve Hohmann, 1984)
tarafindan Du Fort Frankel yontemi i¢in Onerilen degerdir. Courant sabiti, farkli
yontemler icin farkli degerler aldiginda yontemin hata oranini ve islem hizim
degistirebilir. Bu sebeple r=0.5 i¢in hesaplamalar yapilmis ve sonuglar Cizelge

(5.2) de verilmistir.

Cizelge 5.2 : Courant Sabitinin 0.5 degeri i¢in islem siiresi ve hata miktari.

Du Fort Cranck-

FTSC BTSC Frankel Nicolson
Ortalama Bagil Hata (%) - 23.96 19.91 13.36
Maksimum Bagil Hata (%) - 31.15 25.72 24.01
Islemci Siiresi(s) - 38.9 20.75 47.06

Dikkat edilmelidirki r=0.5 degeri zamanda ileri adimla merkezi fark yontemi igin
uygun olmayan degerdir. Ciinkii Denklem (4.12)’de verilen kosul saglanmaz. Bu
sebeple yontem durayli sonuglar vermeyecektir. Boylece sonuca yakinsama yerine
iraksama gozlenecektir. Bu sebeple Cizelge (5.2)’de zamanda ileri adimla merkezi

fark i¢in hesaplamalara yer verilmemistir.

Courant sabiti, r=0.5 alindiginda Cizelge (5.2)’ye gore duyarlilik olarak en iyi

sonucu islem siiresinin azlig1 bakimindan Du-Fort Frankel yontemi diger yontemlere
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gore istiinliik saglamistir. Zamanda ileri adimla merkezi fark yontemi, diger

yontemlere gore hata oranina bakildiginda daha kétii sonug vermektedir.

Cizelge (5.1) ve Cizelge (5.2) ’ye gore, r degerinin se¢imi ¢oziimi islem sliresi ve
hata oran1 bakimindan etkilemektedir. Bu sebeple modeli olustururken yapilan
ayriklastirma sonucu olusan hesaplama noktalari arasindaki fark (Ax) ve her zaman
adimi arasindaki farkin (At) belirlenmesi sonlu fark yaklasiminin duraylilik,
duyarlilik ve islem siiresini dogrudan etkilemektedir. Zamanda ileri adimla merkezi
fark yontemini diisiindiigiimiizde daha iyi bir ¢oziinlirlik etmek i¢in Ax lizerinde
yapacagimiz kiigliltme miktarint At iizerinde yapmamiz gerekmektedir. Boylece r
degeri istenilen bir oranda tutulabilmektedir. Bu da belirli bir zaman i¢in istenen

sonuca ulagsmada daha fazla zaman adim1 gereksinimini getirmektedir.

Calismalarda hesaplama noktalarinin 6nceden belirlenmesi ya da 6nceden belirlenen
noktalarda bazi deneysel degerlerin elde edilmesi sebebiyle modelleme islemleri
zaman adiminin degistirilmesi tizerinden yapilmaktadir. Bu zaman adimi1 degisimleri
Courant sabitini etkilemektedir. Courant sabitinin degisimi ise dogrudan hatayi
etkilemektedir. Sekil (5.13)'de Courant sabiti ile ortalama mutlak hata degisimi
gozlemlenmektedir. Durayli olmayan ve elektromanyetik alanin sifira esit oldugu
noktalardaki sifira bolmeden dolay1 olusan belirsizliklerden dolay1 tiim hesaplama

noktalarinda bagil hatalar hesaplanamamaktadir.

wio?
3 T T T T T T

T
—&— Crank-Nicolson
BTSC
—+— Du Fort-Frankel
W FT3C

Sekil 5.13 : Sonlu farklar yontemleri igin Courant sabiti-mutlak ortalama hata
degisimi.
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Bu sebeple Sekil (5.13)’de Courant sabitinin farkli degerleri i¢in sonlu farklar
yontemlerinin meydana getirdigi mutlak hatalar gosterilmektedir, Zamanda ileri
adimla merkezi fark yontemi igin Courant sabitinin 0.25 den biiyiik degerleri gittikge
artan hata degerleri vermektedir. Bu sebeple Sekil (5.13) de bir kismi gosterilmistir.
Sekil (5.13)'e gore Crank-Nicolson yontemi i¢in bagil hata %0.98-13.59; Du Fort-
Frankel yontemi icin bagil hata %1.01-13.95; zamanda geri adimla merkezi fark

yontemi i¢in bagil hata %16-100.54 arasinda degismektedir.

Cizelge (5.3) ile ¢alisma kapsaminca yapilan tiim karsilastirmalar1 i¢eren genel bir
tablo verilmektedir.Tabloda verilen hiz 6zelligi yontemlerin birbirleri arasindaki
goreceli kiyaslamayi belirtmektedir Buna gore Tam kapali yontem ve Crank-
Nicolson yontemi, tam agik yontem ve Du Fort-Frankel yontemine gore goreceli

olarak daha yavas olmaktadir.

Cizelge 5.3 : Sonlu Farklar yontemleri i¢in karsilastirma.

Kesme Hatasi Tutarlilik | Durayhilik | Hiz
Kapali BTSC 0(Ax) + O(At) Tutarli r>0 | Yavas
Yontemler | Crank-Nicolson | 0(Ax?) + O(At?) | Tutarh r>0 | Yavas
Acik Du Fort-Frankel | 0(Ax?) + O(At?) | Tutarsiz | >0 Hizli
Yontemler FTSC 0(Ax) + O(AY) Tutarlh | r < 0.5 | Hizli
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Diisiik frekansta yayilan gecici elektromanyetik alanlarin Maxwell denklemleri ve
birtakim 06zdeslik ve esitliklerden yararlanarak yayilimin dalga yapisi yerine
difiizyon seklinde oldugu gosterilmis ve ilgili bagintilar tiiretilmistir. Bu ¢alismada
elektromanyetik alan TE modu iizerine yogunlasilmis ve hesaplamalar yine TE modu
tizerinden tek diize ortamda iki boyutlu olarak yatay yonde ve diisey olarak yer igine
dogru derinlik olarak gerceklestirilmistir. Hava yer arasindaki sinir kosulunun
ozelliginden dolay1r modelleme ¢alismasi iki boyutlu olarak hesaplanmigtir. Matlab
betik dili ile yapilan sayisal hesaplamalar, Denklem (3.5) “de verilen elektromanyetik
alan yayillimi i¢in ¢6ziimsel bagintt yardimiyla calismada kullanilan bilgisayar
programinin dogrulugu test edilmistir. Sayisal hesaplamalarla elde edilen sonuglar;

hata miktari, islem siiresi gibi parametrelerle degerlendirilmistir.

Sekil (5.1) ve Sekil (5.5) ile olusturulan farkli 6zdirence sahip ortamlar i¢in yapilan
duyarlilik analizleri sonucu Crank-Nicolson ve Du Fort-Frankel yontemleri ikinci

mertebeden duyarlilik ile %1-2 hata ile digger yontemlere karsi tistiinliik saglamistir.

Sekil (5.12), sag ve sol snirdaki en kotii durumu, yani bagil hatanin en fazla oldugu
yeri yan smirlar boyunca gostermektedir. Dirichlet snir kosullart burada gergek
fiziksel durumu karsilamasa da %13-32 arasinda bagil hata ile hesaplanmistir.
Cizelge (5.1) ve Cizelge (5.2)’ye bakildiginda bu en kotli durum igin islemci siiresi,
duyarlilik karsilagtirmast Courant sabitinin iki farkli degeri i¢in yapilmistir. Agik
yontemin diger yontemlere goreceli olarak daha yiiksek bagil hata degerleri vermesi
bu yontemin elektromanyetik alan yayilimi i¢in pek de uygun olmadigimin bir

gostergesi olmaktadir.

Cizelge (5.3)'e gore duraylilik goz oniline alindiginda Crank-Nicolson ydnteminin
her zaman durayli olmasi, elektromanyetik alan yayilimi ig¢in uygun bir yontem
olarak belirlemektedir. Zamanda geri adimla sonlu fark ve Du Fort-Frankel yontemi
duraylilhik konusunda yeterli sonu¢ verse de; tutarlilik konusunda, olusturulan

modelin yontem i¢in uygun olup olmadiginin incelenmesi gerekmektedir.
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Du Fort-Frankel yontemi, iiclincli boliimde incelenen duraylilik ¢éziimlemelerinde
durayli olmasina karsilik At/Ax oram1 g6z Oniine alindiginda, tutarsizlik
gostermektedir. Bu sebeple yontem sadece Courant sabitinin smirli bir aralik
igerisinde olmasi, gore tiirevli denkleme yakinsayacagi anlamina gelmektedir. Du
Fort-Frankel yontemi kullanilmadan 6nce modelin planli bir sekilde olusturulmasi
hesaplama ve zaman adimi araliklarinin iyi secilmesi gerekmektedir. Ciinkii zaman
adimi At ile hesaplama noktalar1 arasindaki mesafe Ax oram tutarlilig
etkilemektedir. Crank-Nicolson yonteminin boyle bir dezavantaji bulunmadigi igin
modelleme yapan kisiye hesaplama noktasi araliklar1 ve zaman adimi i¢in daha esnek
secim yapma imkani tanimaktadir. Boylece Du-Fort-Frankel yontemi diflizyon tipi

(parabolik) modellemeler i¢in her zaman uygun bir yontem olmaktan ¢ikmaktadir.

Sekil (5.13)"e gore yontemlerin Courant sabitinin artan degerlerinde hata miktarinin
gittikge artan bir yapida oldugunun gostergesidir. Crank-Nicolson ve Du Fort-
Frankel yontemleri ortalama bagil hata %2.54 altinda kalmaktadir. Tam agik yontem
(FTSC) ve tam kapali yontem (BTSC) i¢in minimum bagil hatanin %16 olmasi bu
yontemlerin uygun olmadiginin bir gostergesidir. Boylece modelleme i¢in tek bir
yontemi se¢ip biitin modelleme islemini sadece tek bir yontemle yapmak verimli
olmayabilir. Bunun yerine modelleme birka¢ yontemden elde edilmis melez bir
yontemle yapmak hesaplamanin dogrulugu ve islem siiresinde iyilestirme
saglayacaktir. Modellemenin ilk asamasinda zaman adimlarini kiiciik se¢ip buna
bagl olarak Crank-Nicolson yontemi ile durayli bir sekilde ilerledikten sonra Du-
Fort Frankel yontemiyle daha biiyiikk zaman adimlar1 ilerlemek hem duyarlilik hem

tutarlilik hem de islem siiresinden kazang saglanmis olur.
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