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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
IKIiLI BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARI UZERINE

Zeliha BEDIR
Cumhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dal
Danisman: Doc.Dr.Oznur GOLBASI

Bu calismada X bos olmayan bir kiime olmak tizere elemanlar:

Z1CZQCZ3CZ5
Z1CZQCZ4CZ5
Z3\Z47§®,Z4\Zg7é@,Z3UZ4:Z5

kosullarim saglayan D = {Z1, Zs, Z3, Z4, Z5} birlesimlerin tam X-yarilatisinin 6zel-
likleri belirlenmistir. D nin bu 6zelliklerinden faydalanilarak D ile tanimlanan ikili
bagintilarin tam yarigrubu olan Bx (D) nin sag birim ve idempotent elemanlarinin
yapisi tarif edilmigtir. Bx (D) nin sag birim ve idempotent elemanlar1 arasindaki
iligkiler gosterilmigtir. Ayrica X sonlu bir kiime iken Bx (D) nin sag birim ve idem-
potent elemanlarinin sayisini veren formiil elde edilmigtir.

Calisma kapsaminda D ye tam izomorf olan birlesimlerin tam X-yarilatislerinin
smifi ) . (X,5) olmak tizere bu smifin elemanlar1 karakterize edilmistir. Ayrica
> 5 (X, 5) smufinin yarilatisleri ile tanimlanan ikili bagintilarin tam yarigruplarinin
sag birim ve idempotent elemanlarmin yapisi Bx (D) nin sag birim ve idempo-
tent elemanlar1 yardimu ile tarif edilmistir. Bununla birikte X sonlu iken ) (X, 5)
siifinin yarilatisleri ile tanimlanan ikili bagintilarin tam yarigruplarinin sag birim
ve idempotent elemanlarinin sayisini veren formiil bulunmustur.

Anahtar sézciikler: Yarigrup, ikili baginti, Yarilatis, Sag Birim Eleman, Idem-

potent Eleman
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SUMMARY

MSc Thesis

ON COMPLETE SEMIGROUP OF BINARY RELATIONS

Zeliha BEDIR
Cumbhuriyet University
Faculty of Science

Department of Mathematics

Supervisor: Asoc. Prof. Dr. Oznur GOLBASI

In this study, let X be a nonempty set, D = {Z1, 2y, Z3,Z4,Z5} be a finite

X-semilattice of unions which satisfies the following conditions:

Z1 C Zy C Zs C Zs

Z1 C 4y C Zy C Zs

Z3\Zy# B, 24\ 73+ D, 723U Zy = Zs
Firstly, we describe the properties of D. Then, we describe the construction of right
unit and idempotent elements of Bx (D). Additionally, by the help of the structure
of idempotent elements of By (D) we can obtain the characteristic properties of the
right unit elements of Bx (D). Thus when X is a finite set, one can also obtain the
number of idempotent elements by taking into consideration the number of right
unit elements.

Actually, by the help of D we characterize the class of which elements are iso-
morphic to D. By the symbol > . (X,5) we denote the class of all X-semilattice
of unions whose every element is isomorphic to D. Besides, by means of right unit
and idempotent elements of By (D) for any @ € Y - (X,5), we can describe the
structure of right unit and idempotent elements of Bx (D).

Additionally, by the help of the structure of idempotent elements of Bx (D) we

can obtain the characteristic properties of the right unit elements of By (D). Thus
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when X is a finite set, one can also obtain the number of idempotent elements by
taking into consideration the number of right unit elements.

Key Word: Semigroup, Binary relation, Semilattice, Right unit elements, Idem-

potent element.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Birlesimlerin tam X-yarilatisi

Ikili bagmtilarin yarigrubu

D’ kiimesinin D ic¢indeki alt smirlar kiimesi

D’ kiimesinin en biiyiik alt sinir1

m elemanli birlegimlerin tam X-yarilatislerinin sinifi

> (X, m) smufinda n.sirada olan D ye izomorf olan birlegimlerin tam
X-yarilatislerin sinifi

D ile tanimlanan ikili bagintilarin tam yarigrubu

D nin tiim X I-yarilatislerinin kiimesi

Bx (D') niin tiim sag birim elemanlarimin kiimesi

Bx (D) nin tiim idempotent elemanlarmin kiimesi

@, X I-alt yarilatisinin biitiin tam otomorfizmlerinin kiimesi

Q(Q) ={Q" | @', D nin XI-alt yarilatisi ve @Q ile @’ tam izomorf}

r@=,49 B

D nin karakteristik kiimeler ailesi

D nin karakteristik doniigiimii
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GIRIS

Yarigrup teorinin temel amaglarindan biri, bir yarigrubun miimkiin olan biitiin
gegitlerini siniflandirmak ve yapilarimi agiklamaktir. Bunu gergeklegtirmek igin yari-
gruplar tizerinde cesitli simirlamalar yapilarak yarigruplar gesitlerine ayrilir. Bu sinir-
lamalar farkl yollarla yapilabilir. Ornegin; doniisiimlerin yarigrubu ve ikili bagin-
tilarin yarigrubu gibi. Ikili bagintilarin yarigruplarimin smifi ise herhangi bir yari-
grubun bu siiftan alinan bir yarigrubun alt yarigrubuna izomorf olmasindan dolay:
yarigrup teoride énemli bir rol oynar. Ote yandan bir yarigrubun sag birimleri,
idempotentleri, regiiler elemanlar1 ve bu tiir elemanlarin sayilar:1 hakkindaki bilgiler
yarigrup teoride biiyiik 6nem tasimaktadir.

ikili bagmtilarin yarigrubu calisilirken birlesimlerin tam X-yarilatisi metodu
onemli sonuclar verir. Bu sonuclar ikili bagintilarin yarigruplar ile ilgili sistem-
atik calismalara ve yarigruplarin énemli simiflarina birlesimlerin tam X- yarilatisi
yoluyla uygulanir.

Ikili bagmtilar kavrami matematigin temel kavramlarmdan biridir. Ikili bagin-
tilar teorisinin temel kavramlar ilk olarak Morgan, Pierce ve Frege nin matematiksel
mantikla ilgili galigmalarinda ele alinmigtir. 1890 hi yillarda E. Schroder in "Cebirsel
Mantik" kitabinin 3. cildinde ikili bagintilar teorisi sistematik olarak agiklanmigtr.
20. yy baglarinda Whitehead ve Russel tarafindan hazirlanan ve Schoder in ¢alig-
malarina dayanan kitapta bir boliim bu teoriyi icermektedir. Fakat ikili bagintilar
teorisindeki bu ¢aligmalar sadece matematiksel mantigin temeli olarak sunulmug ve
matematigin diger alanlarinda neredeyse hi¢ kullanilmamigtir. Fransiz matematikgi
Riquet, Schoder ikili bagintilar teorisini modernize etmistir ve uygulamalar igin daha
elverigli hale getirmistir. Bu teoriyi kullanarak sirali kiimeler teorisini sistematik
olarak olusturmustur.

Yarigruplar teorisinde her yarigrup ikili bagintilar yarigrubunun bir alt yari-
grubuna izomorftur. Bu nedenle yarigrup teoride ikili bagintilarin yarigrubu énemli
rol oynamaktadir. Ayrica yarigruplarin idempotentleri, tek tarafli birimleri ve ad-
joint elemanlar: hakkindaki bilgiler yarigruplarin soyut 6zelliklerinin incelenmesinde
onem tagimaktadir. Ilk kez Diasamidze (2000) ikili bagmtilarm tam yarigruplarini

ve bu yarigrubun énemli bir sinifi olan birlegimlerin tam X-yarilatislerini kullanarak
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ikili bagintilarin yarigrubunu sistematik olarak incelemigtir. Ayrica ikili bagintilarin
yarigruplarinin yapisin1 daha iyi anlayabilmek icin ikili bagintilarin tam yarigru-
plariin sag birim, idempotent ve regiiler elemanlarinin yapisini karakterize etmistir.
(Diasamidze 2003, Diasamidze ve ark., 2007, 2010)

Bu tezde Diasamidze nin gelistirmis oldugu yontem kullanilarak elemanlar:

Z1 C 4y C Z3 C Zs

Z1 C Zo C Zy C Iy

Zs\Zy# D, 24\ Z3 + &, 73U Zy = Zs
kosullarim saglayan D = {Z, Zs, Zs, Z4, Z5} birlegimlerin tam X- yarilatisine tam
izomorf olan birlesimlerin tam X- yarilatislerinin simifi karakterize edilecektir. Bu
simifin tam X - yarilatisleri tarafindan belirlenen ikili bagintilarin tam yarigruplarinin
sag birim ve idempotent elemanlarin yapist By (D) nin sag birim ve idempotent
elemanlar1 yardimiyla tarif edilecektir. Ayrica X sonlu bir kiime iken bu siifin
yarilatisleri ile belirlenen ikili bagintilarin tam yarigruplarinin idempotent ve sag

birim elemanlarinin sayisini veren formiil bulunacaktur.
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1. GENEL BiLGILER

Bu boliimde ilk olarak yarigruplar konusundaki temel tanim, teorem ve érnekler
verilecektir.

1.1. Yarigruplar

Tanim 1.1.1: S bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere S x S den S iizerine
tanimli olan fonksiyona S iizerinde bir ikili islem denir.

Tanim 1.1.2: S bog kiimeden farkli bir kiime ve S {izerinde

Sx S — S8
(z,y) — .y

bi¢iminde tanimh bir ikili iglem olsun. Bu durumda (.S, -) ikilisine bir grupoid denir.
Tanim 1.1.3: S bir grupoid olmak iizere - iglemi birlesme 6zelligini saghyor,
yani Vz,y, 2z € S igin

z.(y.z) = (z.y) .z

oluyor ise S ye yarigrup denir.
S kiimesi sonlu elemana sahip bir yarigrup ise S ye sonlu yarigrup denir.

Tanim 1.1.4: S bir yarigrup olsun. Eger Vz,y € S icin

T.Y = Y.x

saglaniyor ise bu durumda S ye degigmeli yarigrup denir.
Ornek 1.1.5 (N,.) bilinen ¢arpma iglemi ile bir yarigruptur.
(N, +) bilinen toplama iglemi ile bir yarigruptur.

Ornek 1.1.6: (N, ) kiimesi iizerinde tanimlanan
n*m = max {n,m}

islemi ile bir yarigruptur.
Ornek 1.1.7: (Z,+),(Q,.),(Q,+),(R,.),(R,+),(C,.),(C,+) kiimeleri birer

yarigruptur.

e n
Ornek 1.1.8: § = |n>1,n €N » iist tiggensel matrisler kiimesi
0 1

olsun. S matrislerde bilinen ¢arpma iglemine gore bir yarigruptur.
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Ornek 1.1.9:X # @ bir kiime olmak tizere Tx = {a: X — X |a fonksiyon }

kiimesini alalim.
Va,B € Tx igin (a0 B)(s) =a(B(z)), VoeX

seklinde fonksiyonlarda bilinen bilegke iglemi ile (T’x, o) bir yarigruptur.
Ornek 1.1.10: S = {a,b, ¢} kiimesi iizerindeki agagidaki tabloda verilen islem

tanimlansin.

a a b ¢
b b a c

c ¢ b c

S kiimesi bu iglem ile bir yarigruptur.

Ornek 1.1.11: n herhangi bir dogal say1 olmak iizere M = {0,1,2,....,n — 1}
tamsayilarin bir kiimesi olsun. M kiimesi tizerindeki iglem mj,me € M igin
m.mg ¢arpiminin 7 ile boliimiinden kalandir. (M, *) kiimesi tanimlanan bu iglem
ile degismeli bir yarigruptur.

Burada * islemi mj * mo = n.t — m1.mo bicimindedir. M kiimesi verilen bu
islem ile bir degismeli yarigruptur.

Gergekten;

-Iyi tanmmhdir.

mq * mg < n oldugundan mq * mg € M dir. O halde islem iyi tanimlidir.

-Birlesmelidir.

mi1xmg =mi.mg —n.k;k €7

mi,me,m3 € M ve t € Z igin

(mq *mg) *mg = (m1.ma —n.k) x ms
= (m1.mg —n.k).mg —n.t
= mi.mgo.m3g — n.k.mg —n.t

=my.mg.mg — n.(k.ms +1t)
ve
my * (mg * m3) = my x (mams — n.t)

=my.(mams —n.t) —n.k
= mi.my.m3 — mi.nt —n.k

= my.mg.mg — n. (myt + k)
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oldugundan (mj * mg) * mg = mq * (ma * mg) dir.
-Degigmelidir.
mi * Mg = m1.Mmy — n.k = mo.m; —n.k =mo xmy
O halde M kiimesi tanimlanan bu iglem ile degismeli bir yarigruptur.

Ornek 1.1.12:
A={f(z,y) |0 <z <a,0<y < akapali karede taniml siirekli fonksiyonlar}

bigiminde tanimlanan fonksiyonlar kiimesini ele alalim. Bu kiimeden K (z,y) ve

K5 (z,y) fonksiyonlarini diigiinelim. Bu iki eleman igin * iglemi
a
Kl * K2 = /K1 (.’L‘,t) .K2 (t, y) dt
0
olarak tamimlansin. Kapallik 6zelliginin saglandig1 aciktir. Ustelik

(K1 x Ko)x K3 = /K1 (z,t) Ko (t,y)dt | x K3
0

a

_ / /Kl(x,t).Kg(t,Q)dt K3 (60,)df
0

0

= /Kl(m,t). /Kg(t,e)Kg(e,y).de dt
0 0

= /K1 (x,t). (K2 % K3) (t,y)dt
0
= Kix* (K K3)

oldugundan birlegme 6zelligi de saglanir.
O halde A kiimesi tanimlanan iglem ile bir yarigruptur.

Tanim 1.1.13: (S,.) bir yarigrup olsun. Eger bir 2 € S i¢in
Vyes, xy=y
oluyor ise z € S ye S nin sol birimi denir. Benzer sekilde bir z € S igin
Yyes, yr=uy

oluyor ise z € S ye S nin sag birimi denir.
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Tanim 1.1.14: (S,.) bir yarigrup olsun. Eger bir € S eleman1 hem sol, hem
de sag birim ise bu durumda x € S ye S yarigrubunun birims denir.

Tanim 1.1.15: Eger bir yarigrubun birim elemani var ise bu yarigruba bir
monoid denir. S monoidinin birimi 14 veya kisaca 1 ile gosterilir.

Not: S yarigrubunun birim elemani yoksa S ye birimin eklenmesi ile S* monoidi

tamimlanabilir. Yani,

S , S monoid ise

SuU{l}, S monoid degilse

st =

olur.
Eger G bir monoid ve Vo € G icin z.27! = 1 = 2~ 1.2 olacak sekilde 3z~ € G
eleman varsa (ters eleman) G ye bir grup denir.

Tanim 1.1.16: (S,.) bir yarigrup ve = € S olsun. Eger Vy € S i¢in
Ty=c

oluyor ise z € S ye sol sifir ve

Yyxr=x

oluyor ise x € S ye sag sifir denir. Eger z, S yarigrubunun hem sag sifiri, hem sol
sifir1 ise « elemanina S nin sifir elemans denir.

Tanim 1.1.17: S yarigrubunun sifir elemani varsa S ye sifirli yarigrup denir. S
yarigrubunun sifir1 Og veya kisaca 0 ile gosterilir.

Not: S yarigrubunun sifir eleman yoksa S ye bir 0 elemani eklenebilir. Bu

durumda

S , S nin sifir eleman1 varsa

SuU{0}, diger durumlarda

S0 =

kiimesi olarak tanimlanir.

Tanim 1.1.18: (S,.) bir yarigrup ve e € S olsun. Eger

ise e ye idempotent eleman denir.

S yarigrubunun biitiin idempotentlerinin kiimesi £ = FEg ile gosterilir.
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Tanim 1.1.19: (S,.) bir yarigrup ve y € S olsun. Eger

Yy.z2.y=y

olacak sekilde bir z € S varsa y elemanina S kiimesinin regiiler elemans denir.

Ornek 1.1.20: Sonlu bir S = {a,b, ¢} kiimesi tizerinde

a a b ¢
b b a c

c ¢ b c

islemi tanimlansin. (S,.) bir yarigruptur.

Bu kiime i¢in a € S birim eleman, ¢ € S sag sifir, a ve ¢ idempotent elemandir.
Ustelik S nin sol sifir eleman1 yoktur.

Ornek 1.1.21: S bir yarigrup olmak iizere 25 = {A | A C S} olsun. Bu kiime

tizerinde YA, B € 2% icin
AB={ablac A,be B}

islemi tanimlansin. (2°,.) kiimesi verilen bu iglem ile bir yarigruptur.
Bu yarigruba S nin global yarigrubu denir.

Tanim 1.1.22: § bir yarigrup olsun. Eger z,y,z € S igin

z.x = z.y iken x =y ise S yarigrubu soldan kisalma ¢zelligini saglar,

x.z = y.z iken x =y ise § yarigrubu sagdan kisalma 6zelligini saglar

denir. S yarigrubu hem sol, hem de sagdan kisalma 6zelligini saghyor ise S kisalma
ozelligini sagliyor denir.

Not 1.1.23: Biitiin gruplar kisalma ¢zelligini saglayan yarigruptur.

Ornek 1.1.24: Zj,, matrisler yarigrubunu diigiinelim. Bu yarigrup kisalma
ozelligine sahip degildir.

Ciinkii



oldugundan kisalma 6zelligi yoktur.

Ornek 1.1.25: VA € Zyyo icin det (A) = 1 ise bu durumda verilen yarigrup
kisalma 6zelligini saglar.

Tanim 1.1.26: (S,.) bir yarigrup ve @ # A C S olsun. Eger A kiimesi S

tizerinde tanimli ¢arpma iglemi kapalilik 6zelligini saghyor ise yani
Ve,y € Aiginz.y € A

saglaniyor ise (A4,.) ya (.S,.) nin alt yarigrubu denir. A < S ile gosterilir.
Ornek 1.1.27: S = (Q, +) yarigrubu icin A = (N, +) alt yarigruptur.
Tanim 1.1.28: (S,.) bir yarigrup, @ # X C S alt kiimesi olsun. S nin X i

kapsayan tiim alt yarigruplarinin arakesiti kiimesi, yani
X]g=n{A| X CAALS}

S nin alt yarigrubudur. Bu alt yarigruba X kiimesi tarafindan iiretilen alt yarigrup
denir.
Eger X kiimesi tek eleman iceriyorsa yani X = {z} ise [z]g gosterimi kullanilir.
Tanim 1.1.29: X = {z}, S yarigrubunun tek elemanl alt kiimesi ise bu du-

rumda
[2]g = {z,2% 2%, ..}
kiimesine devirli yarigrup denir.

Tanim 1.1.30: S ve T iki yarigrup olsun. Bu durumda S x T kiimesi iizerinde

tanimh
(x1,y1) - (2, 92) = (x1.22,y1.92) ; (x5 € S,y € T,i = 1.2)

islemiyle S x T bir yarigruptur.
S x T direkt carpim yarigrubu olarak adlandirilir.

Ornek 1.1.31: S = (N, +), T = (N,.) icin
SxT={(n,r)|n,re N}

icin
(n,r).(m,s) = (n+m,r.s)

bir direkt ¢arpim yarigrubudur.
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Tanim 1.1.32: S x T direkt carpim yarigrubu olmak iizere

m: SxT— S mo: SxT —T
(z,y) — = (z,y) —y
doniigiimlerine S x T direkt carpimlarinin izdistim déniisimd denir.
Tamim 1.1.33: (S,.) ve (P, ) iki yarigrup olsun. « : S — P doniigiimii igin
eger

a(zy)=a(@)*aly), Ve,yesS

saglaniyor ise « ya bir yarigrup homomorfizmi denir.

Ornek 1.1.34: S = (N, +), P = (N,.) ve Vn € N igin

a: S— P

n— a(n)=2"

doniigiimii bir homomorfizmdir.
Ornek 1.1.35: S = (Z,.) yarigrubu ve P = (Z,+) yarigrubu olsun. Bu du-

rumda
a: S— P

n—n

doniisiimiinii diisiinelim. Bu bir homomorfizm degildir.

Tanim 1.1.36: «: S — P bir homomorfizma olsun. Eger

a: S — P homomorfizmasi 1 — 1 ise a ya monomorfizm denir.

a: S — P homomorfizmasi 6rten ise « ya epimorfizm denir.

a: S — P homomorfizmasi hem o6rten, hem de 1 — 1 ise a ya izomorfizm ve
S, P ye izomorftur denir ve S = P ile gosterilir.

a: S — S homomorfizmasina endomorfizm denir.

a:S — S izomorfizm ise o ya otomorfizm denir.

Ornek 1.1.37: Her sonsuz devirli yarigrup pozitif tamsayilarin toplamsal yari-
grubuna izomorftur.

Coziim: S sonsuz devirli bir yarigrup olsun. S = [z] = {x,x2, . } seklinde tek

eleman tarafindan tiretilir. Bu durumda

a: S— (ZT,+)

2" — a(z")=n
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doniistimiinii tanimlayalim.

-a homomorfizmadir.

a(@”.a™)=a (") =n+m=a(z") + a(@™)

-a birebirdir.

a(xz™) = a(z™) olsun. a doéniigiimiiniin tanimindan n = m dir. Buradan

™ = z™ elde edilir.

-a ortendir.

Vn € NT igin S sonsuz devirli yarigrup oldugundan y = 2™ € S; a (z") = n dir.

Boylece a bir izomorfizmadir. S = Z™* dir.

Tanim 1.1.38: X # & bir kiime ve T, = {a: X — X |« fonksiyon } olsun.
Bu durumda T, kiimesi fonksiyonlardaki bileske islemi ile bir yarigruptur. (7,o)
yarigrubuna tim dondsimler yarigrubu denir.

Ornek 1.1.39: X = {1,2,3} olsun.

Tx kiimesinin 33 = 27 tane eleman vardur.

a : X —X

doniistimii
1 2 3

2 3 3
seklinde de ifade edilebilir. Aym sekilde

doniigiimii de

seklinde gosterilir.
Yukaridaki érnekte verilen «, 8 i¢in S = [a, B]p, kiimesi yani a ve § tarafindan

iiretilen T’ in alt yarigrubu olan S yi olusturalim.



a? = !
3
|t
1
1
Ba? =
1
1
o=
1
1
aﬁ2 =
2

2
2

3
2

12 3
=a®, fa = =4
I 11
_ 8 af = 12 3
2 23
=a?B
=3 =8
=af

oldugundan S = {a, B, a2, a,@} elde edilir.

Teorem 1.1.40: Her S sonlu yarigrubu T’x in bir alt yarigrubuna izomorftur.

Tanmim 1.1.41: S bir yarigrup ve T'x tiim doniigiimler yarigrubu olmak iizere

p: 8 —Tx

homomorfizmine S yarigrubunun temsili denir.

Eger ¢ : S — T'x homomorfizmasi 1 — 1 ise ¢ ye faithful temsil denir.

Teorem 1.1.42: Her S yarigrubunun bir faithful temsili vardir.

ispat: S bir yarigrup olsun. Eger S nin birim elemani yok ise 1 in eklenmesiyle

X = 8! kiimesini olusturabiliriz. Simdi 7" = Ts: tiim doniisiimler yarigrubunu

diigtinelim.

x € S igin

py: St — Gt

y — p, (y) =y, (ye st

doniisiimiinii tanimlayalim.

p, € T oldugu aciktr.

Ustelik =,y € S ve Vz € St icin;

Puy (2) = (xy) 2 = p, (y2) = ps (py (2)) = pupy (2) = Puy = Pupy

saglanir. Simdi

p: S—T

T — Py
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dontigtimiinii tanimlayalim.
x,y € S icin;

P (2Y) = pay = papy = ¢ (2) ¢ (y)
p, 1 —1 dir.

x,y € S icin

p@)=9W) = pr=p, = p,(1)=p,(1) = z=y

O halde S bir yarigrup ve X = S olmak iizere 1—1 bir ¢ : § — T, homomorfizmas:
vardir. Yani S yarigrubunun bir faithful temsili vardir.

Ornek 1.1.43: Sonlu bir S = {e, a,b, ¢} kiimesi iizerinde

e a b c
e e a b c
a a e ¢ b

b b b b b

c C¢c ¢C¢c c ¢

islemi tammlansin. ¢ : S — Ty, 4 ) olacak sekilde faithful temsili vardir.

2 S — T{e,a,b,c}
o — (@) =py: §— 8

Yy — p, (y) = ay

olsun.
e a b c e a b ¢
ple)=p.=ey= p(b)=p,=by=
e a b c b bbb
e a b c e a b ¢
p(a)=p, =ay= pc)=p.=cy=
a e ¢ b b b b b
- homomorfizma mi?
e a b ¢
p(ab)=p(c)=
c ¢ c ¢
e a b c e a b c e a b ¢
¢ (a).p(b) = : =
a e ¢ b b b b b c ¢ ¢ ¢

oldugundan ¢ (a.b) = ¢ (a) . (b) dir.

Bu sekilde tiim durumlara bakilirsa hepsinde egitlik saglanir.
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- birebir mi?

x,y € S icinjz # y iken ¢ (z) # ¢ (y) oldugundan birebirdir.

Yani ¢ faithful temsildir.

Tanim 1.1.44: X # & bir kiime olmak iizere X x X in tiim alt kiimelerine
X kiimesi tizerinde ikili baginte denir. Ikili bagintilar o, 3,7,... gibi sembollerle
gosterilir.

Not 1.1.45: X # @ bir kiime olmak iizere o, X kiimesi iizerinde ikili bagint:
ise (z,y) € « ifadesi zay ile gosterilir. Ayrica zay ve yBz ise zayBz bigiminde
gosterilir.

Not 1.1.46: « bir ikili baginti, Y C X alt kiimesi ve y € X olsun.

ot ={(z,y)| yoz}
Ay={ylyeY}
ya={r e X|yax} ve ay={zre X|zay}

Ya= Uya ve oY = U ay
yey yey
ya=aly

tanimlanir.
Tanim 1.1.47: X kiimesi iizerindeki tiim ikili bagintilarin kiimesi Bx olmak
iizere By kiimesi iizerinde tanimh o iglemi, Vo, 8 € Bx igin, § = a0 § olmak iizere

her z,y € X igin;

xdy <= zazfy olacak sekilde 3z € X vardir.
< xaz ve zBy olacak sekilde dz € X vardir.

tanmimlansin. o iglemi kapalhlik ve birlesme 6zelligini saglar. Bu nedenle (Bx ,0)
bir yarigruptur. Bu yarigruba X kiimesi tizerindeki tiim ikili bagintilarin yarigrubu
denir.

Tanim 1.1.48: X kiimesi iizerinde tanimh « ikili bagintis1 yansimali, simetrik
ve gecismeli ise a bagintisina denklik bagintisy denir.

Tanim 1.1.49: X kiimesi iizerinde tanmimh « ikili bagintisi yansimali, ters
simetrik ve gecismeli ise o bagintisina kismi siralama bagintisy denir. Bu durumda
(S, ) kiimesine kismi siraly kiime denir.

Kismi siralama "<"sembolii ile gosterilir.
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Not 1.1.50: X kiimesi tizerinde tiim ikili bagintilarin yarigrubu olan By, kiime
teorisindeki "C" bagintisi ile kismi siralidir.

Tanim 1.1.51: X kiimesinin {X; | ¢ € I} alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger
bu aile

1-X, £o;,Viel

22XiNX;=a;Vi,jelvei#j

3-X=UX;

i€l
kogullarini saglarsa X kiimesinin bir parcalanig: denir.
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1.2. Birlesimlerin Tam X-Yarilatisleri

Bu tezin ana konusunu birlesimlerin tam X- yarilatisleri ve bu yarilatisler ile
tanimlanan ikili bagintilarin tam yarigruplar: olusturmaktadir. Bu béliimde bir-
legimlerin tam X- yarilatislerinin ve bu yarilatisler ile tanimlanan ikili bagintilarin
tam yarigruplarinin ¢zelliklerinden bahsedilecektir. Bu boliimde verilen tanim ve
teoremler Diasamidze (2003), Diasamidze ve ark. (2007), Diasamidze ve ark. (2010a,b)
caligmalarinda detayl olarak yer almaktadir.

Tanim 1.2.1: X bos kiimeden farkli bir kiime ve @ # D, X in alt kiimelerinin
bir ailesi olsun. Eger D, kiimelerdeki birlesme islemine gére kapali ise yani her
g+ D'CcD icin UD" € D ise D ye birlegimlerin tam X -yarilatisi denir.

D nin biitiin elemanlarinin birlesimi

D= u D
D eD
sembolii ile gosterilir ve D ,D nin en biiyiik elemanidir.
D birlegimlerin tam X- yarilatisi, kiimelerdeki birlesme iglemi ile degigsmeli ve
idempotent elemani olan bir yarigruptur.

Not 1.2.2: D birlesimlerin tam X- yarilatisi ve T' C D,t €D, % D' C D ve

a € By olmak iizere agagidaki gosterimleri tanimlayalim:

a) V(D,a)={Ya|Y €D}

) v—l(D,a):{aYngD}
¢) D*=D\{@}, X*=2%\{o}
) V(a)=V(2¥,a)

e) V(a)={za|ze X}

) Dp={zepD|TCZ}

) ﬁT:{Z’eD/\Z’gT}
)

=

=9

Q=

/

Dt:{z’ep’\tez'}

>

Not 1.2.3: Herhangi bir birlesimlerin tam X yarilatisi kiime teorisindeki "C"
kapsama bagintisi ile kismi siralidir.

Tanim 1.2.4: D bir yarilatis, Y, Z € D icin

ZCYikenZcCcTCY
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olacak gekilde T € D yoksa Y, Z nin o¢rtiistidiir denir.

Ortii bagmtismi kullanarak, sonlu D yarilatisinin asagidaki gibi bir grafik tem-
silini elde edebiliriz. D yarilatisinin her bir eleman: kiiciik bir daire formunda
gosterilir ve eger Y D Z ise Y, Z nin iizerine konuglanir. Y elemani Z elemanini
ortiiyor ise Y ve Z dogrusal bir ¢izgi ile birlestirilir.

Bu durum asagidaki diyagramda gosterilmistir. Bu diyagrama Hasse Diyagrama

denir.

Figure 1:

Tanim 1.2.5: D kismi sirali bir kiime ve Z1, D nin alt kiimesi olsun.

Yy € Z7 i¢cin ¢ < y oluyorsa x € D elemanina Z; in alt sinwry denir. Benzer
olarak Vy € 77 igin y < x oluyorsa z € D elemanina Zy in st sinire denir. Ayrica
bir z € D i¢in y < z olacak bigcimde y € D yoksa z € D elemanina D nin minimal
elemant denir.

Tanim 1.2.6: D kismi sirali bir kiime olsun.

i) D den alinan her eleman ¢iftinin en kiiciik tist sinir1 varsa D ye st yarilatis,

i1) D nin bos olmayan her alt kiimesinin en kiiciik iist sinir1 varsa D ye tam st
yarilatis denir.

Not 1.2.7: D birlegimlerin tam X- yarilatisi ve @ € Bx olsun. O halde V (D, o)
de birlegimlerin tam X-yarilatisidir.

ispat: D # @ oldugundan en az bir Y € D vardir. Buradan Yo € V (D, a)
olur.

Simdi bir @ # D; C V (D, «) igin
D' ={YeD|Yae D}

kiimesini tamimlayalim. D, birlegimlerin tam X- yarilatisi oldugundan UD' = Y" €

D dir. O halde

UD; = u/m:( U Y>a:(up’)a:Y’aeV(D,a)
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oldugundan V (D, «) kiimesi birlesme iglemine gore kapalidir. O halde V (D, «)
birlegimlerin tam X- yarilatisidir.

Benzer gekilde V=1 (D,a),D*, X*,V (o) = V (2%, a) kiimelerinin de birlesim-
lerin tam X- yarilatisi oldugu gosterilebilir.

Lemma 1.2.8: D birlegimlerin tam X-yarilatisi ve «, 5 € Bx olsun. V (X*, a)
ve V (X*,8), D nin alt kiimeleri yani V (X*, a),V (X*, 5) C D ise asagidaki ifadeler
dogrudur.

a) V(D,a)C D

=

geV (Do)« €D

$)

)

) @eV(Xfa)<=ra=x€X
) Vi) =V (X", a)u{z}

) V(D,a)\{g} CV (X" a)

=

CY)

~

) V(X*7 o) CV(D,B) =V (D,a) CV(D,p)
) vV (D, )VeV(X*aa)QV(D75):>D=V(D75)
) DCV(a) ve V(X*,a) CV (D,p) = D=V (D,p)

>

Lemma 1.2.9: o € Bx olsun.
a€ Bx (D)« V(X",a) CD

dir.

Tanim 1.2.10: D, birlesimlerin tam X- yarilatisi, « € Bx ve
Yi={re X |za=T}

olsun. Eger

ise 0 zaman « ikili bagintisi

a= U (YFxT
TeV[a}( T xT)
biciminde gosterilebilir. Bu gosterime « ikili bagintisinin quasinormal gdsterimi

denir.
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Not 1.2.11: Bir « ikili bagintisinin quasinormal gosteriminde tiim Y kiimeleri
bos kiimeden farkli olmak zorunda degildir. Ancak « ikili bagintisinin quasinormal

gosterimi varsa agagidakiler saglanir.

a) VI,T' e D, T # T ic¢in YANYS =2

b) X= U Y&
) TeV]a] T

Tamim 1.2.12: D, birlegimlerin tam X- yarilatisi olmak iizere @& # D' . DCD
olsun. Eger D' kiimesinin her elemam D kiimesinin elemanlarinm birlesimi olarak
yazilabiliyorsa D kiimesine D" kiimesinin irete¢ kiimesi denir.

Ayrica D kiimesinin hi¢ bir 6zalt kiimesi D kiimesini iiretmiyorsa D kiimesine
D’ kiimesinin indirgenemez tirete¢ kiimesi denir.

Tanim 1.2.13: D, birlesimlerin tam X- yarilatisi ve & # D' CDolsun. T e D'
olmak {izere

I (D’,T) —U (D’\D’T) -
ise T' ye D’ kiimesinin bir limit elemans denir.

Tamm 1.2.14: D, birlesimlerin tam X- yarilatisi ve @ # D' C D olsun. T € D'
olmak {izere

l (D’,T) —U (D’\D}) + o
ise T ye D' kiimesinin bir nonlimit elemans denir.

Tanim 1.2.15: D, birlesimlerin tam X- yarilatisi, bog olmayan D' C D ve
N (D,D’) — {Z eD|zcCZ vz e D’}

olsun. N <D, D/> kiimesine D’ kiimesinin D icindeki alt sinirlarinin kiimesi denir.
Eger N (D,D/> #+ & ise UN (D, D/) € D elemam D’ kiimesinin en biiyiik alt
siniridir ve
A (D,D’) — UN (D,D’)
ile gosterilir.
Tanim 1.2.16: D birlesimlerin tam X- yarilatisi olsun. Eger asagidaki kosullar

saglaniyorsa D ye birlegsimlerin tam X I-yarilatisi denir.

i) A(D,Dy)eD,VteD
iW) Z= U AN(D,D),Vo#ZeD
teZ
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Teorem 1.2.17: D; = {T1,T>,...,T;} ve @ # Y C X olacak bigimde X,Y
kiimelerini alalim.

f:X —Dj, yeYicn f(y) =T;

olacak bigimdeki tiim fonksiyonlarin sayisi
s = jIX\YI (j\y\ — (- 1)|Y|>

tanedir.

Tanim 1.2.18: X bos olmayan bir kiime ve m ve n birer dogal say1 olsun. O
zaman

i) m elemanh birlegimlerin tam X yarilatislerinin simfi, > (X, m) ile gosterilir.

i1) D, m elemanl birlesimlerin tam X yarilatisi olsun D, m elemanl birlegimlerin
tam X yarilatisleri arasinda n. sirada ise D ye izomorf olan biitiin birlegimlerin tam
X yarilatislerinin siifi ) (X, m) ile gosterilir.

Tanim 1.2.19: X bos olmayan bir kiime ve D birlesimlerin tam X yarilatisi
olsun. f : X — D keyfi bir doniigiim olsun. Bu gekilde tanimlanan her bir f
doniigiimii icin

ay: U (o} x [ (@)
biciminde bir ikili bagint1 yazabiliriz. Bu sekildeki biitiin « ikili bagintilarinin
kiimesi Bx (D) olmak iizere Bx (D), Bx in alt yarigrubudur. Bx (D) yarigrubuna
D birlesimlerin tam X-yarilatisi ile tamimlanan ikili bagintilarn tam yarigrubu
denir.

Teorem 1.2.20: D birlegimlerin tam X- yarilatisi olsun. Bx (D) yarigrubunun
sag birim elemaninin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D nin birlegimlerin X I-
yarilatisi olmasidir.

Teorem 1.2.21: « ikili bagintisi Bx (D) yarigrubunun idempotent eleman
olsun. O zaman V (D, «) birlegimlerin tam X-yarilatisi olur.

Teorem 1.2.22: ¢ € Bx (D) olsun. ¢ ikili bagntisimim Bx (D) yarigrubunun
sag birim eleman1 olmasi i¢in gerek ve yeter kogul & nun idempotent ve D =V (D, ¢)
olmasidir.

Lemma 1.2.23: D birlegimlerin tam X- yarilatisi olsun.

e=c(D,f)= U ({z} x A(D,Dy)) U ((X\[)) X f))

teD
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formundaki bir e ikili bagintis1 Bx (D) yarigrubunun sag birimi ise € en biiyiik sag
birimdir.

Teorem 1.2.24: D birlesimlerin tam X- yarilatisi, > (D), D nin birlegimlerin
tam X I- yarilatislerinin kiimesi olsun. O zaman D' € 3~ (D) igin Egg) (D/) , Bx (D/

N~——7

yarigrubunun sag birim elemanlarimin kiimesi ve I, Bx (D) yarigrubunun idempo-
tent elemanlarinin kiimesi olmak tizere Eg?) (D/> ve I kiimeleri icin asagidakiler

dogrudur.

i) Bger @ € D ise Y, (D) = {D’ e (D) |2 e D’} olmak fizere

1) D'#D,D',D" €Y, (D) i¢in BV (D’) nEY (D”) — o

3) X sonlu kiime ise |I| = ) ‘Egp (D’)

D€y, (D)

ii) Eger @ ¢ D ise

1) D'#£D,D,D €Y (D) igin EY (D’) nEY (D”) -y

QNN
2) I= u FE D
) p'ex(p) ( )
3) X sonlu kiime ise [I| = > ’Eg) (D')
D'e> (D)

Tamm 1.2.25: D' ve D’ birlegimlerin tam X-yarilatisi, ¢ : D' — D" birebir
doniigiim olsun. Eger her @ # D1 C D igin

UDy) = U (T)
¢ (UD) . P

kosulu saglaniyorsa ¢ doniigiimiine tam izomorfizma denir.
Teorem 1.2.26: D («a),V (D,a)\ {2} yarlatisinin iirete¢ kiimesi ve « ikili
bagintist Bx (D ) nin

= U YA xT
“ TEV(D,a)( 7 xT)

quasinormal gosterimine sahip idempotent elemanidir ancak ve ancak agagidaki du-
rumlar dogrudur.
i) V (D, «) birlegimlerin tam X [-yarilatisidir.

i) U YS2T; VTeD(a)
T'eD(a)p

i13) D (a)p kiimesinin her nonlimit elemani i¢in Y N7 # @ dir.
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i) T, D () kiimesinin bir limit elemani ise
B(T) = {Ze D(a)y| YﬁmT;é@}

kiimesi i¢in daima UB (T') = T esitligi saglanir.
Diger taraftan o € Bx (D) ikili bagmntis1 teoremin i), ii), iii) ve iV) kogullarini
saglarsa a, Bx (D) yarigrubunun idempotent elemandir.

Not 1.2.27: D', D" € 3y, (D) ve

Uxr C (Z (D) x Z (D)>

XI XI
olsun. Eger D' ve D” arasinda bir  tam izomorfizmasi varsa D'y x1D” olarak tanim-
lanir. Bu durumda 9 x; ikili bagintisi Z,X ; (D) kiimesi iizerinde denklik bagintisi
olur.
ZIX ; (D) kiimesinin her bir ¥x; -denklik sinifindan birer temsilci segelim ve
biitiin temsilcilerin kiimesini ), (D) ile gosterelim. Bu durumda @ € ), (D)
icin

Qixr = {D' € Z (D) | Qile D' tam izomorf}
X1

olur.

@ yarilatisine tam izomorf olan D nin X [-yarilatisleri ile tanimlanan ikili bagin-
tilarin tam yarigruplarimin idempotent elemanlarinin kiimesi 7* (Q) olsun. O zaman
rQ=_u EY (D’)

D eQixy
olur.
Teorem 1.2.28: I, By (D) nin idempotent elemanlarimin kiimesi olsun. O za-

man agagidakiler saglanir.

a) I(D)NI(D")=@,¥D #D" €., (D),

b) I= u I(D",
D'ey” (D)
¢) X sonluise |I| = S| IF (D).
D'ed x (D)

Tanim 1.2.29: D birlegimlerin tam X- yarilatisi ve C (D) . D kiimesinin ikiser
ikiger ayrik alt kiimelerinden olugan bir kiimeler ailesi olsun. Asagidaki kogullar

saglaniyorsa C' (D) ailesine D yarilatisinin karakteristik kiimeler ailesi denir.
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i) nNDeC (D)

i) UC(D)=D

i) YO #ZeD icin Z=UCz(D) olacak sekilde Cz (D) C C (D) vardir.
Tanim 1.2.30: D birlegimlerin tam X- yarilatisi ve C' (D), D nin karakteristik

kiimeler ailesi olsun. VZ € D ve
D(Z):D\{Z’ eD|Z§Z’}
kiimesi icin
Z=(MD)U U ¥ (Z)
kosulunu saglayan
x:D— C(D)

doniisiimiine D nin karakteristik doniigiimii denir.

Teorem 1.2.31: D birlegimlerin sonlu tam X- yarilatisi olsun. O zaman C (D),
D nin karakteristik kiimeler ailesi ve x : D — C (D) karakteristik dontigiimii teklikle
belirlidir.

Teorem 1.2.32: D birlegimlerin sonlu tam X- yarilatisi olsun. O zaman D nin
karakteristik kiimeler ailesi C' (D) ile D nin eleman sayisi aynidir.

Uyar:: D¢, “<” kismi siralama bagmntisi ile tam {ist yarlatis ve bir D €

> (X, m) birlesimlerin tam X-yarilatisine tam izomorf olsun. Ayrica
X+ D¢ — C(Dy)

birebir ve 6rten doniisiim olmak iizere

D ={7= Du U T)| Z € D
{ X(( ) TEDC(Z)XC( ) | c}

kiimesi iizerinde ¥ bagintisi,

/ P . v . v
tanmimlansin. Bu durumda D' kiimesi iizerinde ¥ bagintisi, kismi siralama bagin-

tisidir.
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Lemma 1.2.33: D¢, “<” kismi siralama bagintisi ile tam tist yarilatis,
X¢: De = C(Dg)

birebir, érten doniigiim ve

D ={Z=v,(D)u U T)| Z € D
{ Xg( ) TEDC(Z)XC( )’ C}

olsun. O zaman D've D¢ tam izomorf olur.
O halde her Z € D¢ eleman: tam izomorfizma altinda goriintiileri olan
7:Xg <D)U U Xg(T)
TeD:(Z)
ile belirlenebilir. Her bir Z € D elemam i¢in yazilabilen bu esitliklere D nun

formal egitlikleri denir.

Tamm 1.2.34: Z ¢ D¢\ {DC} olsun. Z' € ﬁg (Tp) ve

De () \De (7)] =1

olacak sekilde en az bir tane Ty € D varsa x, (Zl> € C(D¢) elemanmma D¢
yarilatisinin temel kaynak eleman: denir.

Not 1.2.35: D yarilatisinin temel kaynak elemanlar: bos kiimeden farkhduir.

ispat: X¢ (Z,> € C(D¢) eleman1 D, yarilatisinin temel kaynak elemani olsun.
O halde D (Tp) \D¢ (Z/> = {Z/} olacak sekilde en az bir tane Ty € D¢ vardir.
Dolayisiyla

D¢ (1y) = D¢ (2')u{Z'}

olur. X (Z/> = & oldugunu kabul edelim. x, karakteristik doniigiim oldugundan
Z' = Ty olur. Dolayisiyla Z' € D¢ (Z,) bulunur. Bu ise x, (Z,) elemaninin D
yarilatisinin temel kaynak eleman olmasi ile geligir. O halde x (Z ’) # @ olur. Yani
D¢ yanlatisinin temel kaynak elemanlar1 bos kiimeden farkhdir.

Tamm 1.2.36: Z ¢ D¢ olsun. x. (Z’) = X¢ (15<> veya her Z € D¢ ve
Z' € D¢ (Z) igin

’154 (2)\D¢ (Z>’ > 2

ise x¢ (Z /> € C (Dy¢) elemanima D¢ yarlatisinin yardimes kaynak elemani denir.
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Not 1.2.37: x. <lv7> € C(D¢) eleman1 D¢ yarlatisinin her zaman yardimci
kaynagidir.

Teorem 1.2.38: D sonlu yarilatis ve 7 e D¢ elemanim o6rten sadece bir
eleman var olsun. X, (Z ,> € C (D) eleman1 D, yarilatisinin temel kaynak eleman
olur.

Teorem 1.2.39: D sonlu yarilatis ve A D¢ elemanim 6rten elemanlarin
sayis1 2 den bilyiik veya esit olsun. X, (Z,) € C(D¢) eleman1 D¢ yarilatisinin
yardimci kaynak elemani olur.

Lemma 1.2.40: Y = {y1,y2,...,yx} ve D; = {T1,T5, ..., T;} iki kiime olsun. Y
kiimesinden her D;- C D; alt kiimesine tamiml tiim miimkiin doniistimlerin sayisi

s (k,j) olmak tizere; T € D

s(k,j) =4 — (- 1)

seklinde bulunur.
Teorem 1.2.41: X sonlu bir kiime D¢ € ) (X, m) yarilatisinin temel kaynak
elemanlariin sayisi 6 ve D¢ nin otomorfizlerinin sayisi ¢ olsun. Bu durumda

I X|[=n>0veld, (X,m)|=sise

1 &n (B ()PP (1) ((p — 6)Y) "
qu’Z(Z( G—DL(p—it D) ))

olur.

Teorem 1.2.42: D birlegimlerin tam X- yarilatisi olsun. Ayrica m > 1 ve
ToC Ty C Ty C ... C T, olmak tizere Q = {Tp, 11,15, ...,Tyn}, D birlesimlerin tam
X- yarilatisi olsun. (Figure 2). O zaman @ birlesimlerin tam X I-alt yarilatisi olur.

I Tn
Tm-l

L[]

[ ]

Ts
[ T:
T:

Figure 2:
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Teorem 1.2.43: D birlegimlerin tam X- yarilatisi ve m > 3 olmak iizere
Q = {11,T,T5,....,T,,} , D birlegsimlerin tam X-yarilatisinin bir alt yarilatisi

olsun. Ayrica () yarilatisinin elemanlar
Ty, Ts §é {@},Tl Ulpy=T3velsCTyC..CTy

kosullarim saglasin (Figure 3). O zaman @ yarilatisinin birlesimlerin tam X I-alt

yarilatisi olmasi igin gerek ve yeter kosul 71 N'T5 = & olmasidir.
I Tm
. Tm-l
Ta
A
T

Figure 3:

T:

Teorem 1.2.44: D birlesimlerin tam X- yarilatisi ve m > 3 olmak iizere
Q ={Tv,T1,....,T}, ..., T} , D birlesimlerin tam X- yarlatisi olsun. @ yarilatisinin
elemanlar1 0 < 57 < m — 3 i¢gin
Ty C T1C...C7}C]}+1C1}+3C...CTm,
Tp, € ThC..CT; CTjya CTjy3 C ... CThy,

Tisi\Tj42 # @, Tjpo\Tjr1 # D ve Tj41 UTj0 =Tjis

kogullarimi saglasin(Figure 4). O zaman @ birlegimlerin tam X I-alt yarilatisi olur.

Tm
Tm-1
-

Ti+a
Ti+3
Ti+1 Ti+2z
LE
Ti-1
I T2
To

Figure 4:
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Sonug 1.2.45: Ty C Ty C ... C T;, olacak sekilde Q = {7y, T4, ..., T} (m >1)
kiimesi D birlegimlerin tam yarilatisinin bir alt yarilatisi olsun. @ = (V, D) olacak
bi¢imde o = z‘go (Y, x T;) quasinormal gosterime sahip o € Bx (D) ikili bagintist
Bx (D) yarigrubunun idempotent elemanidir

= YFUYULUY O T, ve Y NT, # &;Vp=0,1,...,m—1veq=1,2,...m
dir.

Sonug 1.2.46: Ty C Ty C ... C Ty, olacak gekilde @ = {Tp,T1,...,Trn} (m > 1)
kiimesi D birlegimlerin tam yarilatisinin bir alt yarilatisi olsun. @ = (V, D) olacak
bi¢imde o = ig() (Y, x T;) quasinormal gosterime sahip o € Bx (D) ikili bagintist
Bx (D) yarigrubunun sag birimidir.

— Yo UYPULLUY) DT ve YNNI, #2;Vp=0,1,...,m—1veq=1,2,..,.m
dir.

Sonug 1.2.47: T, Th ¢ {@} , T NTe =@, ThUTo =T3ve T35 C Ty C ... C Ty
olacak sekilde @ = {T1,...,Tn} (m > 3) kiimesi D birlesimlerin tam yarilatisinin
bir alt yarilatisi olsun. @ = V (D, «) olacak bigimde o = 2@0 (Y™ x T;) quasinor-
mal gosterime sahip o € Bx (D) ikili bagintis1 By (D) yar;grubunun idempotent
elemanidir

= Y DTy, Vg D Tp, YEUYSU..UYE D Ty ve YONT, # @V = 4,5, ..., m—1
ve ¢ =4,5,...,m dir.

Sonug 1.2.48: T1, Ty ¢ {@}, 1 NTe =, T UTy =Tz3ve T3 C Ty C ... C Ty
olacak sekilde @ = {11, ...,T),} (m > 3) kiimesi D birlegimlerin tam yarilatisinin bir
alt yarilatisi olsun. @ = V (D, a) olacak bicimde a = igo (Y,* x T;) quasinormal
gosterime sahip o € Bx (D) ikili bagintis1 By (D) yar1gru£unun sag birimidir.

= Y DTy, Y 2 Tp, YEUYSU..UYE D Ty ve YONT, # @3 Vk = 4,5, .., m—1
ve g =4,5,...,m dir.

Sonug 1.2.49: Q = {1y, T1, ..., T}, ..., Tr,} (m > 3) bir yanlatis, 0 <j <m—3

kosulunu saglayan j bir dogal say1 ve

Ty ¢ ThC..CT;CTjy1 CTjy3 C ... CThy,
Tp € ThC..CT; CTjyo CTjy3 C ... C Ty,

Tjti\Tjv2 # @, Tjr2\Tjr1 # @ ve Tjp1 UTjpo = Tjy3
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olsun. Q =V (D, a) olacak bicimde o = BO (Y, x T;) quasinormal gosterime sahip
1=

a € Bx (D) ikili bagmtis1 Bx (D) yarigrubunun idempotent elemanidir.

<~
Y(-)aUYflU...Ulfja D Tj+1ﬁTj+27
Yo uYru.LuYy 2O T, YANT, #2

Vp=0,1,...m—1veq=1,2,..m (p#j+2,q#j+3)

Sonug 1.2.50: Q = {Ty,T1,...,T},...., Tn} (m > 3) bir yarilatis, 0 < j <m —3
kosulunu saglayan j bir dogal say1 ve olsun. @ =V (D, «) olacak bigimde

a= igﬁ (Y, x T;) quasinormal gosterime sahip o € By (D) ikili bagintis1 Bx (D)

yarigrubunun sag birimidir.

<~
YOQUYFU...UYJQ 2 Tj41NTjya,
Yo uYr UL Uy O T, YONT, #2

Vp=0,1,....m—1veq=1,2,..m (p#j+2,q#7+3).
Sonug 1.2.51: Ty C T C ... C T}, olacak sekilde Q = {7y, T1,....,Tm} (m > 1)
bir yarilatis olsun. Eger Egg) (Q) kiimesi Bx (D) nin tiim sag birimlerinin kiimesi

ise bu kiimenin eleman sayisi;

’Eg) (Q)‘ = (2|T1\T0|—l),<3|T2\T1|_2|T2\T1\>

m\ m— m
<(m+1)|T Tyn—1] _me\Tm_1|> '<m+1>\X\T \

biciminde bulunur.
Sonug 1.2.52: 17,715 ¢ {@}, TNl =2, TYUly=T3vels CTyC..CTy,
olacak sekilde @ = {T1,...,T,n} (m > 3) bir yarilatis olsun. Eger Eg;) (Q) kiimesi

Bx (D) nin tiim sag birimlerinin kiimesi ise bu kiimenin eleman sayisi,

B Q) = (47l - giTB) (sl (i — 1) T \Tca ) 0
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biciminde bulunur.
Sonug 1.2.53: Q = {To, T4, ..., Tj, ..., Ty}, (m > 3) bir yarilatis, 0 < j <m—3

kosulunu saglayan j bir dogal say1 ve

To € ThC..CT;CTj41 CTjy3 C ... CThy,
Tp € ThC..CT; CTjyo CTjy3 C ... CThpy,

Tivi\Tjv2 # 9, Tjto\Tjt1 # S ve Tjp1 UTj1o = Tjys

olsun. Eger Eg;) (Q) kiimesi By (D) nin tiim sag birimlerinin kiimesi ve

Jj = 0(T; = Tp) ise bu kiimenin eleman sayisi;

’Eg) (Q)‘ — <2|T1\T2| _ 1) i <2|T2\T1| - 1) . <5|T4\T3| _ 4|T4\T3|>

- ((m+ 1)ITm\T,,HI B m|Tm\Tm_1|> (m+ 1>\X\Tm\

biciminde bulunur..
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2. IKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARI

X bos olmayan bir kiime ve D = {7, Zs, Z3, Z4, Z5} kiimesi X in alt kiimelerinden

olusan ve elemanlar1 agagidaki kogullar1 saglayan bir aile olsun. D kiimesi

Z1CZ2CZ3CZ5
Z1CZ2CZ4CZ5
Z3\Z47§®,Z4\Z375®,Z;3UZ4:Z5

kogullarini saglasin. O halde kapsama bagintisina gére D kiimesinin Hasse Diyagrami

Figure 5 deki gibidir. D nin her alt kiimesinin kapsama bagintisina gore bir en kiigiik

Z

Figure 5:

iist sinir1 var oldugundan D kiimelerdeki kapsama bagintisi ile bir iist yarilatistir.
Ayrica D kiimesi, kiimelerdeki birlesme iglemine gore kapali oldugundan tam X-
yarilatisdir ve en biiyiik elemani D = Zs dir.

Teorem 1.2.31 den dolayr D nin karakteristik kiimeler ailesi olan C (D) ve x :
D — C (D) karakteristik doniigiimii teklikle belirlidir. Ayrica Teorem 1.2.32 den
C (D) nin eleman sayist D nin eleman sayisina egit oldugu biliniyor. O halde
Py, Py, P3, Py, Ps kiimeleri D = Zs in ikiger ikiger ayrik alt kiimeleri olmak iizere

C (D) karakterisik kiimeler ailesi

C(D):{P17P27P37P4ap5}



30

ve karakteristik dontigtimii

Zy Ly Z3 Zy Zs
X¢ 't
P P, P3s Py Ps

biciminde bulunur.
Simdi Lemma 1.2.33 den faydalanarak D nin formal esitliklerini bulalim. x
karakteristik doniigiim olmak {izere;

VZeDi¢n D(Z)=D\{T e D|ZCT}

Z =X (D) U Teg(z)xc (T)

formal birlegimi tammlanabilir. Bu sekildeki formal birlesimlerin kiimesi D'ile gos-
terilirse Lemma 1.2.33 den D' ve D kiimeleri tam izomorf olur. O halde D nin
elemanlar1 formal birlegimlerle ifade edilebilir.

D(Z) =D\ {Z’ eD|ZcC Z’} oldugundan
— D\ {Z’ eD| 2 C Z’} = D\{Z1, 2,73, 24, Z5} = &
= D\{Z €D |2 C 2} = D\{2, 2,21, %5} =

(Z1)
(Z2)

D(Zs) = D\ {Z’ €D|Z;C Z’} = D\{Zs, Zs} = {71, Zo, Zu}
(Z1) = D\{Z/ED]Z4QZ/}:D\{Z4,Z5}:{Zl,Zz,Zg}
(Zs5)

= D\{Z' €Dz C 2} = D\{Z)} = {2, %, 25, %1}
kiimeleri kullanilarak D nin formal esitlikleri;

Z=PU U x(T)
TeD(Z)

olmak tizere
Z; = Ps (1)
Zy = PsUx(
Zs = P;Ux(Z1)Ux
Zy = BPsUx(Z1)Ux(Z2)Ux(Z3) =PsUPLUP,U P
( X

Zs = PsUx(Z1)U

biciminde bulunur.
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Simdi X kiimesi sonlu iken ) . (X, 5) kiimesinin eleman sayisii bulalim.
Lemma 2.1: X sonlu bir kiime, | X|=n>3veD € ) . (X,5)i¢in|Y - (X,5)] =
s olsun. O halde

1
325.(6"—3.5"4—3.4"—3") (2)
olur.
Ispat: D nin otomorfizmleri
Zs Zy Zs Zo I Zys Zy Zs Za 7
$1 - P2 -
Zs Zy Zs Zo I Zs Zs Zy Zo Iy

formunda olup 2 tanedir. O halde D nin otomorfizmlerinin sayisi ¢ = 2 dir. Temel

kaynak elemanlarin sayist § = 3 ve C;»“ = Wlk)' oldugundan Teorem 1.2.41 den

1 &L (2 [(—nypritt gpo Cp-(8!) . (p — o)Li"
326'2 (Z( (i—l)!é(p—i—l)! ))

p=4 \i=1

dolay1

olup gerekli hesaplamalar yapildiginda

s==.(6" — 3.5" +3.4" — 3"

N |

olarak bulunur.
Ornek: X kiimesinin eleman sayis: swrasi ile; n = 3,4,5,6,7,8,9,10 olarak
alindiginda ) - (X, 5) smifinin ve By (D) kiimesinin eleman sayilarini hesaplayalim.
(2) esitliginde n = 3,4,5,6,7,8,9,10 sayilar1 yerine koyuldugunda ) (X, 5)

siifinin  eleman sayisi sirasi ile
’25 (X, 5)) =s=3,54,615,5670,41763, 348919, 2492535, 17127990

olarak bulunur.

Simdi verilen n degerleri i¢gin Bx (D) kiimesinin eleman sayisin sirasi ile bulalim.
|Bx (D) = |D|™!

oldugundan

[Bx (D)| = 5"

olur. Buradan verilen | X| = n degerleri i¢in

|Bx (D)| = 125,625,3125, 15625, 78125, 390625, 1953625, 9765625
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olarak bulunur
Simdi D tam X-yarilatisinin tiim tam X-alt yarilatislerini bulalim.

Lemma 2.2:

1) AZs} {24} AZs} {22} {21}

{Z5, Z4} {25, Z3} {Zs, Za} {25, 21} {24, Zo} {24, 21},

{23, Za} {23, Z1} {22, Z1}

{Z5, 24,72} {Z5, 24,71} ,{Z5,Z3, Z2} ,{Z5, Z3, Z1 }

{Zs, Za, Z1} {24, Z2, Z1} {23, Z2, Z1} (3)
4) {Zs5, 24,29, 21} ,{Z5,Z3, Z2, Z1}
5) {Zs,Z4,Z3}
6) {Z5,24,723, 71} ,{Z5, 24, Z2, 71}
7) {Zs,Z4, Z3, Z9, Z1} = D

Ispat: D nin bir elemanl alt kiimeleri birlesim iglemine kapali oldugundan (3)
de verilen kiimeler D nin tam X-alt yarilatisleri olur.

D nin iki elemanl alt kiimelerinin sayisi C’g = 10 dur.D nin zincir olusturan
asagidaki 9 alt kiimesi

{Zs, Za} {Zs, Z3} ,{Z5, Za} {25, Z1} {24, 22},

{24, 20} {23, Za} {23, 20} {22, 21}

kiimelerdeki birlesme iglemine kapali olduklarindan D nin tam X-alt yarilatis-
leri olur. Fakat {Z4, Z3} alt kiimesi ise kiimelerdeki birlegme iglemine gore kapali
olmadigindan D nin tam X-alt yarilatisi degildir.

D nin ii¢ elemanli alt kiimelerinin sayist C3 = 10 dur. D nin zincir olusturan
asagidaki 8 alt kiimesi

{Z5, 24,72} {Z5, 24,71} ,{Z5,Z3, Zo2} ,{Z5, Z3, Z1}

{Zs, Za, 21} {24, Zo, 21} \{Z3, Z2, Z1 } ,{Z5, Za, Z3}

kiimelerdeki birlesme iglemine gore kapali olmadigindan D nin tam X-alt yarilatisi
degildir.

Benzer olarak D nin geriye kalan diger alt kiimelerinin de D nin tam X-alt
yarilatisleri olduklar1 gosterilebilir.

Lemma 2.2. de verilen D nin tam X alt yarilatislerinin diyagrami Figure 6 daki

gibidir.
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Figure 6:

Simdi D nin tam X alt yarilatislerinden X1 olanlar1 belirleyecegiz.
Lemma 2.3: D kiimesi birlesimlerin tam X /-yarilatisidir.
ispat: Herhangi bir t € D igin Py, P», P3, Py, Ps kiimeleri D =Zsin ikiger ikiser

ayrik alt kiimeleri ve
D=Z5=P UP,UP3;UPUPs

oldugundan t, P;(i = 1,...,5) kiimelerinden yalnizca birinin elemani olur. O halde

(1) esitliginden

{Zs, 24,25, 22} ,te Py
{Zs, Zs, Z3} tE Py
Dy = {Zs,Z4} .t € Ps
{Zs, Z3} ,te Py
D .t € Ps

olarak bulunur. Buradan her bir D; kiimesinin alt simirlarinin kiimesi;

{Zy, 21} tep
{Zy, 71} te P
N (D,Dy) =< {Z4, 75,71} ,t€ Ps
(23,25, 21} ,t€ Py
{Z1} ,t € Ps

biciminde bulunur.

Buradan tam alt siir i¢in (yani alt sinirlarin en biiyiigii igin)

A (D, Dy) = UN (D, Dy)
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oldugundan
Zy ,teP
Zy ,te€ Py
AN(D,Di)=4 Zy ,teP;
Z3 ,te Py
Zy ,te P

olarak bulunur.
Simdi X7 olma kogullarini inceleyelim.
iVt € D = Zs icin A (D, D) € D dir.
i)t € Zs = PLUP,UP3UPyU Ps olup t € P1, Py, P3, Py, Ps igin

UA(D,Dy) = ZoUZyUZ1UZ3U Zy = Zs
te Zy=P,UP,U P3U P;5 olup
UA(D,Dy) = Z3UZyUZyUZy = Zy
te Z3 =P UP,UPyUPs olup
UA(D,Dy) =Z3UZyUZ3sU Zy = Z3
t € Zo = Py U Pj olup
UA(D,Dy) = Zy U Zy = Zy

t € Z1 = Ps inceleyelim.

Tanim 1.2.34 de verilen temel kaynak eleman tanimindan ve Not 1.2.35,Teorem
1.2.38 den 71, Z3, Z4 ii orten sadece bir eleman oldugundan x (Z1), x (Z3), x (Z4)
temel kaynak elemandir.

Tanim 1.2.36 da verilen yardimci kaynak eleman tanimindan ve Teorem 1.2.39
dan Zj yi orten iki eleman oldugundan x (Z3) yardimc: kaynak elemandir.

Not 1.2.37 den Z5 i¢in x (Z5) her zaman yardime:r kaynak elemandir.

O halde D tam X-yarilatisinin iki tane yardimci kaynak elemani ve ii¢ tane temel
kaynak elemani vardir.

Yardime:r kaynak eleman bog kiime olabileceginden x (Z2) = P2 ve x (Z5) = Ps
bosg kiime olabilir. O halde
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t € Z1 = P5 oldugunda

71 = & ise X I olmanin ikinci koguluna bakmaya gerek yoktur.

Z1 # @ iset € Zy = Ps oldugundan A (D,D;) = Z; olur. Yani X/ olmanin
ikinci kogulu saglanmig olur.

O halde @ # Z; (Vi = 1,2,3,4,5) igin XI olmanin ikinci kogulu saglanmig olur.
Bu durumda Tanim1.2.16 dan her iki kosul da saglandig: i¢in D birlesimlerin tam
X I-yarlatisidir.

Lemma 2.4: $ekil 6 da diyagrami (1), (2), (3), (4) biciminde olan X-alt
yarilatisleri X I-yarilatistir.

Ispat: Teorem 1.2.42 den D nin X-alt yarilatislerinden diyagram (1), (2), (3),
(4) deki gibi olanlar her zaman X I-alt yarilatistir.

Lemma 2.5: Sekil 6 da diyagram (6) bi¢iminde olan D nin X-alt yarilatisleri
X I-yarilatistir.

Ispat: Qi = {Zs, Z4, Z3, 71} kiimesinin karakteristik kiimeler ailesi olan C (Q1)
ve karakteristik doniisiimii olan x : Q1 — C(Q1) doniisiimiinii bulahm. Oyleki
Teorem 1.2.31 dan bunlar teklikle belirlidir.

C(Ql) = {P15P3)P4)P5}
ve
Zv Zs Zy Zs
Xe -
P Ps P P
biciminde bulunur.

Simdi Lemma 1.2.33 den faydalanarak )1 in formal egitlikleri

Q1(Z1) = @\ {Z/ €|z C Zl} =Qi\{%1,25,24, 25} = @
Q1 (Z3) = Q1\{Z' €Q1|Z3CZ } Q\{Zs, Z5} = {21, Z4}
Q1(Z1) = @i\ {Z/ € |Zsc 2z } = Q1\{Z4, Z5} = {21, Zs}
Q1(Zs) = @1\ {Z/ €Qi|ZsCZ } Q\{Zs} = {21, Z3, Z4}

kiimeleri kullamlarak
Z1 = P
3 = P5UX(Zl)UX(Z4):P5UP1UP4

Zy = P5UX(Zl)UX(Zg):P5UP1UP3
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biciminde bulunur.
Simdi Z; = Ps = @ olsun.
t € Zs igin;
t € Ppicin Qu=1{73,24,75} — N(Q,Qu) ={Z1}
t € Psicin Quu=1{24,Z5} — N (Q,Qu) =1{Z4,71}
t € Pyicin Quu=1{%3,Z5} = N(Q,Q1) ={Z3, 71}

O halde buradan

Zl ,tEP1
ANQ, Q) = Zy ,t€ P
73 ,t€P4

i) Her ¢ i¢cin U A (@, Q1) € @1 oldugundan X7 olmanin ilk kogulu saglanir.
ii)t €Zs=PUPsUP,olupt e P, P3Py icin

UA(Q,Qu) =Z1UZ3UZy = Zs
te Zy= P, UP;3olup
UA(Q,Q1t) = Z1UZy = Zy
t € Z3 = Py U Py olup
UA(Q,Q1t) = Z1UZ3 = Z3
olur. O halde bu durum icin )7 alt yarilatisi X1 yarilatistir.
Z1 = P5s # & olsun.
t € Zs igin
t € Ppicin Quy ={723,7Z4,75} — N (Q,Qu)=1{Z1}
t € Psicin Qu=1{Z4,7Z5} — N (Q,Qu) ={Z4,71}
t € Pyicin Quu=1{23,Z5} = N(Q,Q1) ={Z3, 71}
t € Psicin Quu=1{21,%23,24,75} — N (Q,Q1) ={Z1}

O halde buradan

71 ,t€P1

Zy ,t€ P
/\(Qant) =

Zs ,te Py

Z1 ,t e P
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i) Her ¢ igin UA (Q, Q1) € Q1 oldugundan X T olmanin ilk kogulu saglanir.
i)t € Zs = PLUP3U Py olup t € Py, P, Py igin

UAN(Q,Qut) =Z1UZ3U Zy = Zs
te Zy = P, UP;olup
UA(Q,Qu) = Z1UZy = Z4
t € Z3 = Py U Py olup
UA(Q,Q1t) = Z1UZ3 = Z3

t e Zy = Ps olup
UNA(Q, Q1) = 71

dir. Boylece bu durum i¢in de @)1 alt yarilatisi X I-yarilatistir.

Sonug olarak Tanim 1.2.16 dan @)1 alt yarilatisi X I-alt yarilatistir.

Benzer sekilde Qo = {Z5, Z4, Z3, Z2} alt yarilatisini incelersek Z; # & olacagin-
dan ispat kolaylikla yapilabilir.

Lemma 2.6: Sekil 6 da diyagram (5) bi¢iminde olan D nin X-alt yarilatisleri
X I-yarilatis degildir.

ispat: Q3 = {Zs5,Z4, Z3} kiimesinin karakteristik kiimeler ailesi olan C (Q3) ve
karakteristik doniisiimii olan x : Q3 — C (Q3) doniisiimiinii bulalim. Oyleki Teorem

1.2.31 den bunlar teklikle belirlidir.

C(Q3) = {3, Py, P5}

ve

Z3 Zy Zs

X¢
Py Py Py

biciminde bulunur.

Simdi Lemma 1.2.33 den faydalanarak ()3 in formal egitlikleri olan

Qs (Z3) = Qs\ {Z, €Q3|Z3C Z,} = Q3\{Z3,Z5} = {Z4}
Q3 (Zs) = @3\ {Z/ €Q3|ZsC Z/} =\ {Z4, Z5} = {Z3}
Qs (Zs) = Qs\ {Z/ €Q3|Zs C Z/} =\ {Zs} = {73, Z4}
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kiimelerini kullanarak

Z3 = P5UX(Z4):P5UP4
3 = P5UX(Z3):P5UP3

Zs = P5UX(Z3)UX(Z4):P5UP3UP4

bulunur. ¢ € P5 i¢in alt sinir olmadigi i¢in Tanim 1.2.16 da X T olmanin i) kogulu

her ¢ elemani icin saglanmaz. Dolayisi ile @3 alt yarilatisi X I-alt yarilatis degildir.
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3. iKiLi BAGINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ

IiDEMPOTENT VE SAG BiRiM ELEMANLARI

Birlesimlerin tam X-yarilatisi D ye izomorf olan X-yarilatislerin smifi ) . (X, 5)
oldugundan bu smiftan alinan herhangi bir tam X-yarilatisi ile tamimlanan ik-
ili bagmntilarin tam yarigrubunun idempotent elemanlarimin yapisini Bx (D) yari-
grubunun idempotent elemanlarimin yardimi ile karakterize edebiliriz. Dolayisiyla
> 5 (X, 5) smifinin tam X-yarilatisleri ile belirlenen ikili bagmntilarn tam yarigru-
plarinin idempotent ve sag birim elemanlarmin 6zelliklerini belirlemek yerine By (D)
yarigrubunun idempotent ve sag birim elemanlarinin 6zelliklerini belirlemek yeter-
lidir.

Teorem 1.2.20 den D nin her bir D', X I-alt yarilatisi ile tanimlanan Bx (D/)
yarigrubunun bir ¢ sag birim elemani vardir. Ustelik Teorem 1.2.22 den & idem-
potent eleman olup V (D,,s> = D’ kosulunu saglar. Dolayisiyla Not 1.2.27 den
Bx <D/> yarigrubunun sag birim elemanlarinin kiimesi olan Egg) (D/) ve Bx (D/)
yarigrubunun V' (D,, 5) = D' kosulunu saglayan e idempotent elemanlarinin kiimesi

I* (Q;) olmak tizere;
Q)= u EY(D
(Q:) X

D'eQivxr
olur. O halde X sonlu iken

Q= > |[EY (D)

D'eQivxr

olarak bulunur.
Teorem 3.1: a € Bx (D) ikili bagintisi i¢in V (D, ) = D kosulu saglansin ve

« ikili bagintisinin quasinormal gosterimi

a= U  (YpxT)
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bigiminde olsun. D («) kiimesi, V (D, a) \ {@} nin iireteg kiimesi olmak iizere

(

Yi* 2 74

YOUYR D Zy

YOUYPUYS D Z3

« idempotenttir <= YOUYrUYY D Zy (4)
YN Zy # @

YXNZs # @

YXNZy# @

Ispat: V (D,a)\{@} nin D (a) = {Z1, Zo, Z3, Z4} tireteg kiimesini alalm.
(=:) @ idempotent eleman olsun. Teorem 1.2.26 (i) den V (D, «) birlegimlerin
tam X I-yarilatisidir.
Ba), ={T € D(a) | T C 2}

olmak iizere

D(a)y, = {Z1}
D(a)y, = {Z1, 2}
D(a)y, = {Z, %, 23}
D(a),, = {Z1, 7, Z4}

olur. Buradan Teorem 1.2.26 (ii) den

Z1 € ) icin Yla D 7 (*)

D(a)
D(a)

Zy € a) i¢in YP UYXUY® D Zy

bi¢ciminde bulunur.

Simdi D (a) , kiimesinin nonlimit elemanlarmi bulahm. Tanim 1.2.14 den
l (D’, Z) — U (D’\D’Z) olmak iizere Z\I (D’\D’Z) 4o
ise Z nonlimit elemandir. Buna gore

D'Z:{TeD’yng}
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kiimesinin tanimini kullanarak
-Z1 # @ olarak kabul ettigimiz i¢in Z; ne limit eleman, ne de nonlimit elemandir.

-Z9 nonlimit elemandir. Gergekten

H(Dla)yy 22) =0 (D), (D)), ) = (Dla), \ () = (2)

oldugundan Z5\Z; # @ dir. O halde Z3 nonlimit elemandir.

-Z3 nonlimit elemandir. Gergekten

1(D(a)g, Z8) = U (D (@)z,\ (D (a)ZB)Z) —U (D (@) \{2s})
= U{Z1,Z2} =Z1UZy =75

oldugundan Z3\Zs # @ dir. O halde Z3 nonlimit elemandir.

-Z4 nonlimit elemandir. Gergekten

HDlars z2) = 0 (D@ \(Dla)), ) =0 (B (z:})
= U{Z1, 22} =21UZy =2,

oldugundan Z4\Zs # @ dir. O halde Z4 nonlimit elemandir.

Simdi Teorem 1.2.26 de (iii) sikkinda oldugu gibi her bir nonlimit eleman igin
YINT #@
olmasi durumuna bakalim.

Zyicin Y3XNZy # @ (**)
Zsicin Y3*NZ3 # @

Z4 icin Yf NZy # <

kosullar: bulunur. O halde (*) ve (**) kosullar1 birlikte diisiiniiliirse teoremin ispati
tamamlanir.

(<) D () kiimesi, V (D, a)\ {@} nin iirete¢ kiimesi ve V (D, ) = D olsun.
D, X I-yarilatis oldugundan V (D, «) da X I-yarilatistir. Boylece Teorem 1.2.26 nin
(i) kosulu saglanir.

VZ; € D, igin U Y7 D Z;
Z'eD(a) z

dir. Dolaysiyla Teorem 1.2.26 iin (ii) kogulu saglanir.
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D (a), kiimesinin her bir nonlimit eleman igin ¢ N Z # @ dir. Dolayisiyla
Teorem 1.2.26 iin (iii) kosulu saglanir.

O halde Teorem 1.2.26 den « ikili bagintis1 idempotenttir.

Sonug 3.2: « € By (D) ikili bagmtisi igin V' (D, «) = D kogulu saglansin ve «

ikili bagintisinin quasinormal gosterimi

= U Y xT
@ TEV(D,a)( T )

biciminde olsun.

« sag birimdir <= (4) kosullar1 saglanir.

Ispat: Teorem 3.1 den a idempotent ve V (D,a) = D oldugundan Teorem
1.2.22 den a € Bx (D) sag birimdir.
Teorem 3.3: X sonlu bir kiime ve D = {Z1, Zs, Z3, Z4, Z5} elemanlar1 agagidaki

kogullar1 saglayan bir aile olsun.

Z1 C Zy C 43 C Zs
Z1 C ZyC Zy C Zs

Z3\Zy # O, Zs\Z3# D, Z3UZy = s

a € Bx (D) ikili bagintist i¢in V (D, ) = D kosulu saglansin. O halde Bx (D) nin

idempotent elemanlarinin sayisi

II* (D)| = 9l(Z3NZa)\Z2| (2|ZQ\21\ _ 1> ] (3\24\23\ _ 2\24\23\) ) (3|Z3\Z4| . 2|Zg\Z4|> 5IX\Zs|

duir.
Ispat: o € Bx (D) ikili bagmtisi icin V (D, a) = D kosulu saglansm. Teorem
3.1 den biliyoruz ki o idempotent ise (4) kosullar1 saglanir.

(1) de D nin formal birlegimlerinden

Z, = P

Zy = PsUP

Zy = PsUPLUP,UP;
Zy = PsUPLUPUP;

Zs = PRUPLUP,UP3UP,
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oldugundan

P = 7

P = Z\7Z

Py, = (ZsNZy)\Z
Py = Z4\Z3

Py = Z3\Zy

ifadelerini elde ederiz.

1=1,2,...,5 igin P; ler ayrik ve UP; = Z5 dir. Dolayisiyla
K ={Z:\71,(Z3 N Z4)\Z2, Zs\Z3, Z3\ Za, Z1, X\ Z5}

kiimesi X kiimesinin pargalanigidir.

a € Bx (D) oldugundan

f: X—D

x— f(x) =za

fonksiyonu tanimlanmir. Bu f fonksiyonunu
ZQ\Zl, (Z3QZ4) \ZQ, Z4\Zg, Zg\Z4, Z1 ve X\Z5
kiimelerine kisitlayalim. Bu kisitlanig fonksiyonlarina sirayla

flon f20u f3a7 f4ou f50u fﬁa

diyelim. Simdi bu doniisiimlerin 6zelliklerini bulalim:
- f1a fonksiyonunun deger kiimesini bulalim. Bunun i¢in

t € Zo\Zy olsun. Zo\Z; C Zy C YUYy olup buradan ise ¢t € Y{* UYZ* bulunur.

t e YPUYY =teYveyateYy = ta= 2 veyata = 2

= tae {Zl,ZQ} = f(t) S {Zl,Zz}

oldugundan dolay1 fi, fonksiyonu

fia: Zo\Z1 — {21, Z2}
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bigiminde tanimlanabilir.
- foq fonksiyonunun deger kiimesini bulalim. Bunun igin
te (Zg N Z4) \Zg olsun. (Zg N Z4) \Zg CZ3NZy CYPUYY olup

buradan ise ¢t € Y|* U Y5* bulunur.
t e YPUYY =teYveyateYy = ta= 2 veyata = 2y
= ta€{Z1,Z2} = f(t) € {Z1, 22}

oldugundan dolay1 fa, fonksiyonu

Joa: Zo\Z1 — {Z1,Z2}

biciminde tanimlanabilir.

fia-foa = f{a olsun. Bu durumda;

fia : (Z3 N Z4) \Zl - {Zl, ZQ}

oldugundan ayr1 ayr1 incelemek yerine f{ ., fonksiyonunu inceleyelim.
fro: (Z30Z)\Z1 — {Z1, Zy} diir. Ayrica Y3* N Z; # & oldugu icin
Jt € Y3* N Z3 vardir. Buradan t € Y3¥ ve t € Z dir. Zy C Z3 N Z4 oldugundan
t € Z3 N Z4 olur.
t € Zy olsun. Z; C Y{" oldugundan ¢ € Y{* olur. Yani ta = Z; dir. Bu ise
71 = Zy olmasim gerektirir ki bu geligkidir. O halde ¢t ¢ Z; dir.
Dolaysiyla ¢t € Z5\Z; dir. Buradan;

Yza N Zy C ZQ\Zl - (Z3 N Z4) \Zl

olur. Ozel olarak baz t € Zy elemanlar i¢in f;, (t) = Zy diir. Teorem 1.2.17 den

X = (Zg N Z4) \Zl, Y = ZQ\Zl ve Dj = {Zl, Zg} olmak iizere;

s=|fla

— 9l((ZsNZa)\Z1)\(Z2\21)| (2\22\21\ _ 1‘22\21'> (3120\Za] _ 9IZi\Zal) (3125\Za] _ 9lZs\Zal)
— ol(Z3sNZs)\ 22| (2\22\Z1\ _ 1)

olarak bulunur. Yani

!
floc

— 9l(Z3sNZ4)\ 22| (2\22\le — 1)

elde edilir.
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- f3 fonksiyonunun deger kiimesini bulalim. Bunun igin;
t € Z4\Zs olsun. Zy\Z3s C Z, CYXUYSUY olup buradan ise
te YUYy uYy® bulunur.
t € YUY UY=>teY  veyateYy veyat €Y,
= ta = 71 veya ta = Zy veya ta = Zy

= ta €{Z1,22,Zs} = [ (t) € {Z1, 22, Z4}

oldugundan dolay1 f3, fonksiyonu

fia s Za\Z3 — {Z1, Za, Za}
biciminde tanimlanabilir. Ayrica Y* N Zy # @ oldugu i¢in 3t € Y N Zy vardir.
Buradan t € Y* ve t € Z4 dir.

Y;la NZy C Z4\Z3 mu?

t € Z3 olsun. Bu durumda Z3 C Y* U Yy* U Y3® oldugundan ¢ € Y* U Y3* U Y3
dir. ta € {Z1, 23, Z3} olur. Fakat Zy ¢ {Z1, Z2, Z3} oldugundan celigkidir. O halde
t ¢ Zs dir.

t € Zyvet¢ Zs oldugundan t € Z4\ Z3 diir.
Dolayisiyla 3t € Z4\Z3 icin f3, (t) = ta = Z4 dir. Lemma 1.2.40 dan en az bir

eleman1 Z e giden fonksiyon sayisi;
| f3a| = 3124\ Zs| _ 9|Za\Z3|

elde edilir.

- f4o, fonksiyonunun deger kiimesini bulalim. Bunun icin;

y g Gin;
t € Z3\Zy olsun. Z3\Zy C Z3 C Y UYs* UYs olup buradan ise
te YUYy UYs bulunur.
t e YUY UYS=>teY veyateYy veyat €Yy
= ta= 271 veya ta = Zy veya ta = Z3

= tae€ {21722723} = f(t) € {21722723}

oldugundan dolay1 f3, fonksiyonu

Jaa : Z3\Zy — {Z1, Za, Z3}
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bi¢iminde tanmimlanabilir. Ayrica Y3* N Z3 # & oldugu i¢in 3¢t € Y5* N Z3 vardir.
Buradan t € Y3* ve t € Z3 dir.

Y},a NZs C Z3\Z4 mu?

t € Zy olsun. Bu durumda Z; C Y* U Y3 UY) oldugundan t € Y* U Y3* U Y
dir. ta € {Z1,Zy,Z4} olur. Fakat Zs ¢ {Z1, Zs, Z4} oldugundan bu bir celigkidir.
O halde t ¢ Z4 dir.

t € Zg vet ¢ Zy oldugundan t € Z3\ Zy diir.
Dolaywsiyla 3t € Z3\Zy icin faq (t) = ta = Z3 dir. Lemma 1.2.40 dan en az bir

elemani Z3 e giden fonksiyon sayisi;

| faa| = 3123\ Za| _ 9|Z3\Z4]

elde edilir.

- 5o fonksiyonunun deger kiimesini bulalim. Bunun igin;

t € Ziolsun. Z; C Y™ olup buradan ise ¢t € Y|* bulunur.
teY=ta=21=tac{Z1} = f(t)e{Z1}
oldugundan dolay1 f5, fonksiyonu
foa: Z1— 2
bi¢iminde tanimlanabilir. O halde
fral = 11411 =1

elde edilir.
- feo fonksiyonunun deger kiimesini bulalim. Bunun igin;

t € X\Zsolsun. Z5 C YUY UY UYS UYSE olup buradan ise
t € YUYy uUYsruYSuYy
teY veyate Yy veyat e Yy veyat € Yy veyat € Y

ta = Z1 veya ta = Zo veya ta = Z3 veya ta = Zy4 veya ta = Zs

ta € {Z1, 22,73, Za, Z5 }

L

f(t) € {217227237Z47Z5} =D
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oldugundan dolay1 fg, fonksiyonu
foa : X\Zs — D
bigiminde tanimlanabilir. O halde
[foa| = 51X\

elde edilir.
f X — D tanimh fonksiyon sayist f{ o [30 faas [5as fea NN eleman sayilarinin

carpimidir. Yani;
|f| = 2/(ZaNZa)\22] <2|zz\zu _ 1) . (3\24\23\ _ 2\24\23\) . (3|23\Z4| _ 2|23\Z4|) 51X\Z|

formiilii elde edilir.

Simdi bir g fonksiyonuna karsilik gelen oy idempotent elemanini bulmaya caligalim.

9= (91,92, 93,94, 95) — g
g1 : (Zg N Z4) \Z1 — {Zl,ZQ}, dxi € Z5 igin a1 (1‘1)

gs - Z4\Z3 — {Zl, ZQ, Z4}, 3332 c Z4\Z3 i(;in g2 (:132) = Z4
g3 : Zg\Z4 — {Zl,ZQ,Zg}, E|:173 c Zg\Z4 i(;in gs (333)

I
&

I
N

g4 N Zl — Zl
gs - X\Z5 - D= {Z17Z27Z37Z47Z5}
ve

g = (917 92,93, 94,95)

olsun. g : X — D doniisiimii icin

f=ag= U ({z} xg(2))

olsun. Ilk énce

vWoz

vPuyf o 7,

Yuvfuvl oz

vPuvfuyl oz,

YPnZ,#+ @

YPnZy+ o

Yinz,+ o
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kogullarinin saglandigini gosterelim. Bu durumda g idempotent eleman olur.
Zy CYP UV m?
t € Zy = 71U (Z2\Zy) olsun. Zy\Zy C (Z3 N Zy) \Z; oldugu igin
t € Zy veyat € Zo\Z1 C (Z3 N Z4) \Z; olur.
g(t) =94(t) =21, g(1) = 94 (t) = {Z1, Z2} = g (t) ={Z1, Z2}
—tBe{Z1, %} —=teY UY)
O halde
Zy CYPUY)

kapsami saglanir.
—Yzﬁ N Zy # & mi?
dz € Zyigin g (2) = g1 (2) = Zo = 28 = Z» :>z€Y25 dir.
O halde z € Zy ve z € Yy = 2 € Yy N Zy => Y{ N Zy # @ oldugu elde edilir.

Bu sekilde biitiin kogullar saglandigindan 3 idempotenttir. Yani

g = (91a92793794,95) X —D

doniigtimii i¢in 3 = a4 idempotent elemandir.
f # g iken ay # ay oldugundan bu sekildeki fonksiyonlarin sayis1 ay lerin yani

idempotent elemnlarin sayisina egittir.



49

3.1. Z;= @ iken Idempotent ve Sag Birim Elemanlar

Bu boliimde D birlegimlerin tam X-yarilatisi ile belirlenen ikili bagintilarin tam
yarigrubu Bx (D) nin Z;= & kosulu altinda idempotent ve sag birim elemanlarinin
ozellikleri ve X sonlu iken idempotent ve sag birim elemanlarinin sayis1 belirlenecek-
tir.

Teorem 3.1.1: D = {Z5,Z4, 73,22, Z1} € Y 5 (X,5) olsun. Z1= @ olmak iizere
a € Bx (D) bagmtisinin idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul agagida ver-
ilen bicimlerde quasinormal gosterimlerden birine sahip olmasi ve yanlarinda verilen

kosullar1 saglamasidir.

Ha=o
2)a=Y*x2)U Y xT);
YoNT @

3)a=(Y1ax®)u(Yng)u(Y; ><T/>;
YRUYREDT,YENT #2,Y5NT #

4) = (Y x @) U (Y X Zo) U (YVE X T)U (Y& X Zs) ;

YPUYS D Zo, YR UYL UYR DT,
YPNZ# @ YENT £ 2,YE N 75 # @

5) = (Y2 x @)U (Y x Z4) U (Y& x Z3) U (Y x Zs);
YEUYR D Zo, YUY D Zs,
YONZs#2,Y§NZs #D,YE N Ty # @

6) = (Y x @)U (Y X Zo) U (Y x Zg) U (Y x Z3) U (Y& X Zs) ;
YPUYS D Zo, YR UYL UYS D Zs,

YRUYRUYR D Za,Y§ N 2o £ B, YN 23 # @, YE N2y # O

Ispat:(=:)a € By (D) oldugu i¢in Lemma 1.2.9 den V (X*,a) C D dir.
Lemma 1.2.8 den V (D, ) C D ve

@eD<—= @V (D,a)

dir.
Ayrica o idempotent eleman iken Teorem 1.2.21 den V (D, a) X I-yarilatis oldugun-

dan V (D, ), D nin bos kiimeyi bulunduran X I-alt yarilatislerini tarar.
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71 = & icin X I-alt yarilatislerini

Ay ={2}

Ay = {2, T) T € {2, Z3, Za, Zs}

Ay = {@,T, T'} T € {Zo, Z3, 24}, T' € {Z3, Z4, 75}
Ay = {2, 7, T, 75} T € {Zs, 74)

As = {0,273, 74, Z5}
Ag = {D, Zo, 73, Z4, Z5} = D

biciminde gosterelim.

Simdi

V(D,a) = A1,V (D,a) = A3,V (D,a) = A3,V (D,a) = Ay, V (D,a) = As ve
V(D,a) =As =D

oldugunda « idempotent elemanlarinin 6zelliklerini bulacagiz.

-V (D,a) =A; = {2} iken

a:ZELfZ}(Yng):Yg‘xﬁzﬁﬁa:Q

dir.

-V (D,a) = Ay = {@,T} iken

a:ZéJ (Y2 xZ)=(Y*x2)U(Yp xT)

Az
dir.
WV (D,a) = Ay = {@,T, T’} iken

a= U (YZ“xZ):(Yf‘xQ)U(YﬁxT)U(Y;, xT’)
ZEA3

dir.
V(D,a)= Ay = {@,T, T’,Z5} iken

a= U (Y§x2)= (Y x @)UV} xT)U(YT, xT)U(Y5 X Zs)

dir.
-V (D, a) = A5 = {@, Z3, Ly, Z5} iken

a= U (Y xZ)= (Y x ) U (Y5 x Z3) U (Y] x Za) U (Y5 x Z)
€As
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dir.
-V (D, Oé) = A6 = {@, Z1, 4o, 43, Ly, Z5} iken
= Yo x Z
@ ZEUA4( z )
— (Y X D) U (Y X Z2) U (Y X Z3) U (Y X Z4) U (Y x Zs)
dir.

(<) a € Bx (D) ikili bagmtisin1 quasinormal gosterimi (1) deki gibi olsun. Bu
durumda o = @ = (Y|* x @) olup V (D, o) = {@} olur. A; = {&} dersek

V (D,a) = A olur. Tek nokta kiimeleri her zaman X/ oldugundan V (D, «) da
X1 dir.

a € Bx (D) oldugundan

f: X—=D

tanimli fonksiyon vardir ve bu fonksiyon Vz € X i¢in f(x) = @ bigimindedir.
O halde bu sekilde yazacagimiz tek fonksiyon olacagindan o = o« bir tanedir.
Dolayisiyla

Bx (A1) = {ay} olup bir tane eleman1 vardir. By (A;) yarigrup oldugundan
ayfoay = af olmak zorundadir. O halde a = o idempotenttir.

-a € By (D) ikili bagmtisim quasinormal gosterimi (2) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D, ) = {@,T} olur. Ay ={@,T} dersek V (D, a) = Az olur. Ay, XTI
oldugundan V (D, a)) da X T dir. Sonug 1.2.45 den Vp = 1,2 igin

YINT #@

dir. Her zaman i¢in Y* UY R D T 6zelligi saglanir.

-a € Bx (D) ikili bagmtisini quasinormal gosterimi (3) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D,«) = {2, T,T"} olur. A3 = {2, T,T'} dersek

V (D,a) = Asz olur.As, XI oldugundan V (D, «a) da XI dir. Sonug 1.2.45 den
Vp =1,2,3 igin

YEUYR

U
~

YrNT # ©

YANT # @
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dir. Her zaman i¢in YUY U Y5 O T ozelligi saglanir.

-a € By (D) ikili bagmtisim quasinormal gosterimi (4) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D, a) = {&, Z2, T, Z5} olur. Ay ={D, 2>, T, Z5} dersek

V(D,a) = Ay olur.Ag, XI oldugundan V (D,«) da XTI dir. Sonug 1.2.45 den
Vp=1,2,3,4 igin

YAUYS D Zy
YOUYSUYR D T
Y5'NZy # @
YrNT # @
YoNZs # o

dir. Her zaman i¢in Y* UY* UY R U Y O Zs ozelligi saglanir.

-a € By (D) ikili bagmtisim quasinormal gosterimi (5) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D, «) = {9, Zy, Z3, Z5} olur. Ay = {D, Zy, Z3, Z5} dersek

V(D,a) = As olur.As, XI oldugundan V (D, «) da XI dir. Sonug 1.2.49 dan
Vp=1,2,3,4,5 icin

YUY D Z
YEUYS® D Zs
YiNZy # @
YSNZy # @

dir.
-a € Bx (D) ikili bagmtisini quasinormal gosterimi (6) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D, ) = {9, Za, Z3, Zy, Zs} olur. A¢ = {D, Za, Z3, Z4, Z5} = D dersek
V(D,a) = D olur. D, XI oldugundan V (D, «) da XI dir. Teorem 3.1 den
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Vp=1,2,3,4,5 icin

YPUYy D Zy
YAUYSUYS D Zy
}/la U Yza U Y4a 2 Z4
}/QQ NZy # o
}/3(1 N Zs 7& 107}
}/40[ NZy # O
dir.
Teorem 3.1.2: X sonlu ise
[I" (A1) =1

dir.
Ispat: A; = {T},T € D olsun.

Aywxr = {{o}}

oldugundan Teorem 3.1.1 den o = & olur. Bu durumda |I* (A;)| = 1 dir.

Teorem 3.1.3: X sonlu ise

IT* (Ag)| = (2|Z3| _ 1) 9l X\Zs| (2\22\ _ 1) SlX\Zs|

+ <2\Zl\ _ 1> 2l X\Z1| <2|Z5| _ 1) 9l X\ Zs]

dir.
Ispat: Ay = {@,T},T € D olsun.

Auxr = {{@, 22}, {9, Z3} , {9, Zs} {9, Z5}}
oldugundan Sonug 1.2.51 den Bx (Asz) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi
‘Eﬁ? (Ag)‘ - (2'T| _ 1) 2IX\T
oldugundan buradan

11" (A2)| = <2'Z2| - 1) 2IX\Zal (2\23\ _ 1) I X\Zs|

+ <2\Zl\ _ 1) olX\Z1| 4 <2|Z5| — 1) 9l X\Z5|
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olarak bulunur.

Teorem 3.1.4: X sonlu ise
1% (A3)] = (2|ZZ|_1)'(3|23\Zz|_2|23\Zz|>2\X\zsw

( olZa| _ 1 ( 3124\ 22| _2|Z4\Zz|) ol X\Z4|

+ (2172l -1

)
+ (2 =)
(2|Zsl 1) (3|Z5\Z3| — 2|Z5\Zsl> 9 X\ Zs|
w1 =)

1 (9124l _ 4 (3|zs\z4|_2|Zs\z4|)2|X\ZS\

(3|Z5\Z2 2|Zs\Z2|> 9| X\ Zs|

dir.
Ispat: A3 ={@,T,7'},T,T' € D olsun.

A3UXI - {{@7 227 Z3} ) {@7 Z27 Z4} ) {@7 227 Z5} ) {®7 ZS; Z5} ) {®7 Z47 Z5}}
oldugundan Sonug 1.2.51 den By (A3) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi
B (43)] = (271 1) . (377 —gm\11) X\

oldugundan buradan

% (A3)] = (2|ZQ| _ 1) . (3|Zs\zz| _ 2|Zs\zg|> ol X\Zs|
i (2|Za| _ 1) , (3|Z4\Zg| _ 2|Z4\Zz|> 9l X\Z4|
( 91| _ 1) (3|Z5\Zzl _ 2|z5\22|) 9 X\Zs|
(2|za| 1) _ (3|Zs\z3| _ 2|z5\z3|) 9l X\Zs|
+ (2% -1)

+ (2124l _ 1) . (3|ZS\Z4| _ 2|ZS\Z4|) 9l X\ Zs|

olarak bulunur.

Teorem 3.1.5: X sonlu ise

" (Ag)] = (2‘22‘ —~ 1) : (3‘23\22‘ - 2\23\22‘) (4'25\23\ _ 3|25\23\) 4X\Zs|
+ (2\22\ _ 1) ‘ <4\Z5\Z4| B 3\25\z4|) 41X\Z5|

dir.
ispat: Ay = {@,2,,T, Zs} olsun.

Agoxr = {{9, 22,23, Z5} ,{D, Zy, Z4, Z5 } }
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oldugundan Sonug 1.2.51 den Bx (As) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi
‘Egp (A4)’ _ (2\22\ _ 1) ‘ (3|T\Z2\ _ Q\T\zzw) <4|z5\T| _ 3\25\T\) 41X\Z5|
oldugundan buradan

I (Ag)| = (2\22\ _ 1) . (3\23\22\ _ 2\23\22\> <4|zs\23\ _ 3|Zs\zsw) 41X\Zs|

i (2\22\ _ 1) _ <4\Zs\z4| _ 3\Zs\z4|> 41X\ Zs|

olarak bulunur.

Teorem 3.1.6: X sonlu ise
II* (45)| = (2|Z3\Z4| _ 1) _ (2|Z4\Z3| B 1) 41X\Z5]

dir.
Ispat: A5 = {@, Z3, Z4, Zs} olsun.

Asvxr = {45}

oldugundan Sonug 1.2.53 den Bx (As) yarigrubunun idempotent ve sag birim ele-

manlarinin sayisi
IT* (A5)| = ’Egg) (AS)’ — (2\Z3\Z4| _ 1) ) (2|Z4\Z3| _ 1) 41X\ Zs|

olarak bulunur.

Teorem 3.1.7: X sonlu ise
I (Ag)| = 9l(ZsNZa)\Z2| (2\22| _ 1) . (3\24\23\ _ 2\24\23\) ) (3|23\Z4| . 2|z3\z4|) 5IX\Zs|

dir.
ispat: Ag = {@, Zy, Z3, Z4, Z5} olsun.Teorem 3.3 de bulunan formiilden By (As)

yarigrubunun idempotent ve sag birim elemanlarinin sayisi

" (46)] = |BY (40)]
9l(ZsNZa)\Za| (2\Z2\ _ 1) ] <3\Z4\Z3| _ 2\Z4\Zs|> ) (3|Z3\Z4| _ 2|ZB\Z4|> 51X\ %5

olarak bulunur.
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Teorem 3.1.8: X sonlu bir kiime ve Z; = @ olsun. O zaman Bx (D) yari-

grubunun idempotent elemanlarinin sayisi

6
Ip| = 311 (A
=1

yani

[Ip| =

—_

olZs| _ 1) 21X\Zs| <2|Z2| _ 1) 91X\ 22|
olZ1l _ 1) olX\Z1| <2|Z5| _ 1) 9l X\ Zs|
9lZ2| _q <3\ZS\32\ _ 2\23\22\> 9l X\Zs]
9lZ2| _q (3\24\22\ _ 2\24\22\) 9lX\Z4]

olZ2| _ (3|25\Z2| _2|Zs\Z2|> ol X\ Zs|

)2
)
)
)
-1
)
)
)

o
N
fi

3125\ 25| _ 2\25\23\) ol X\ Zs|
olZal _ 1Y)  (3l%s\Za| _ 2\25\24\> 9l X\Zs|
ol %l _ 1 )

2172l 1

+ + + + + o+ o+

S N N N N7 N7 N NN +

(
<
(3\23\Z2\ _ 9lZs\Z| (4|Zs\23| _ 3|Zs\23|) 41X\ 25|
<4\Z5\z4\ _ 3wzs\z4w> 41X\ Zs|

+ <2\23\Z4\ — 1) (2\Z4\Zsl — 1) 41X\Zs]
19l(ZsnZa)\ 22| <2|22| _ 1) <3|Z4\23\ _ 2|Z4\zsw) , (3|zs\z4| _ 2wzs\z4|) 51X\ Zs|

formiilii ile bulunur.

Ispat: Teorem 1.1.24 (i) den

6

1p| = 11" (A7)

i=1
oldugundan bulunan formiiller yerine yazilip toplanirsa idempotent elemanlarin sayisi

bu formda bulunur.
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3.2. Z,# & iken Idempotent ve Sag Birim Elemanlar

Bu boliimde D birlegimlerin tam X-yarilatisi ile belirlenen ikili bagintilarin tam
yarigrubu Bx (D) nin Z;# @ kosulu altinda idempotent ve sag birim elemanlarinin
ozellikleri ve X sonlu iken idempotent ve sag birim elemanlarinin sayis1 belirlenecek-
tir.

Teorem 3.2.1: D = {Z5, 74,73, 22,21} € Y 5 (X,5) olsun. Z1# @ olmak iizere
a € Bx (D) bagmtisinin idempotent olmasi igin gerek ve yeter kosul agagida ver-
ilen bicimlerde quasinormal gosterimlerden birine sahip olmasi ve yanlarinda verilen

kosullar1 saglamasidir.

Da=XxT,TeD
2)a=YpxT)U (YA xT'); T,T"€ D,T C T,

YA YE ¢{o}; YAOT , YaNnT #o
3a=YpxT)U (Y xT)U(Ye xT"); T,T',T" e D, TCT' CT",

YA YS, YR ¢{a}; YEOT, YaUT' DT, YANT 40 Y, NT"+2
4) a= (Y2 x Z1) U (Y x Zo) U (YR x T)U (Y& x Z5) ;

Y Yp Y Y ¢ {o}, T € {Zs, Za},

Y& D Zy, YOUYS D Zs, YAUYSUYR DT,

YS8NZo# D, YANT £, YONZs # @
5) a= (Y x Z1) U (Y x Z3) U (Y x Zg) U (Y2 x Zs);

Y, Y§,ve ¢ {o}y, T €{Z, 22},

YO D Zh, YAUYR D Z3, YAUYP D Zy, YNZ3 £ 2, YENA# D
6) o= (Y x @) U (Y5 x Zo) U (Y x Z3) U (Y x Zy) U (Y2 x Zs);

YL Ye Y ¢ {@) Y 2 2,

YEUYS D Zy, YEUYSUYS D Z3, YOPUYSUYR D Zy,

YPNZy# 0, YPNZs £ 2, Y§ NZy# 2

(6)
ispat: (=:)a € Bx (D) oldugu i¢in Lemma 1.2.9 dan V (X*,«) C D dir.
Lemma 1.2.8 den V (D, ) C D ve

@eD<«—=@eV (D,a)

dir.
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Ayrica o idempotent eleman iken Teorem 1.2.21 den V' (D, «) X I-yarilatis oldugun-
dan V (D, ), D nin bosg kiimeyi bulunduran X I-alt yarilatislerini tarar.
Z1 # @ i¢in X I-alt yarilatislerini

Ay ={T} T € {Zy,Zy,23, Z4, Z5}

Ay ={T,T"} T €{Z1, 29,73, Z4} ,T' € {Zo, Z3, Z4, Z5}

A3 ={T,T',T"} T €{Zy,2s},T' € {Zy,Z3, 24}, T" € {Z3, 24, Z5}
Ay =1{2,,25,T,Zs} T € {23, 74}

As = {T, Z3,Z4, Zs5} T € {2y, 75}

A = {2, 7>, Z3, Z4, Z5} = D
bi¢iminde gosterelim.
Simdi V (D, ) = A1, V (D,a) = Ag, V (D,a) = A3, V (D, ) = Ay, V (D, ) =
As ve V (D, ) = Ag = D oldugunda « idempotent elemanlarinin zelliklerini bula-
cagiz.
-V (D,a) =A; ={T}, T € D olsun. Sonug 1.2.42 ve Sonug 1.2.46 dan
a:ZeUAl(YZaxZ):XxT;TED
quasinormal gosterimi bulunur.

-V (D,a) = As ={T,T"},T,T" € D olsun. O halde
a= U (Ygx2Z)=YFxT)u(Yp xT)

quasinormal gosterimi bulunur.

-V (D,a) = Az = {T, T/,T"} LT, 7", T" € D olsun. O halde

a _ a a ! o "
a= U (Vg x2)=(¥f xT)u( T,xT)u(YT,,xT)

quasinormal gosterimi bulunur.

-V (D,«a) = Ay ={Z1,7Z9,T,Z5},T € D olsun. O halde

a:ZUA (Yo x2Z)=(Y" x Z1) U (Y3 x Zo) U (Y7 x T) U (Y5 X Zs)
€Ay

quasinormal gosterimi bulunur.

-V (D,a) = A5 = {T, ZQ,Zg,Z4},T eD

a= U (V§x2)= (Y xT)U(¥s x Z2) U (V" x Z3) U (V" x Z4)

As
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quasinormal gosterimi bulunur.

-V (D,a) = Ag = D olsun. O halde

= U Yy xZ
@ ZEAG(ZX )

= (lea X Zl) U (Y2a X ZQ) U (Yga X Zg) U (}/f X Z4) U (Y5a X Z5)

quasinormal gosterimi bulunur.

(<=:) a € Bx (D) ikili bagmntisin1 quasinormal gosterimi (1) deki gibi oldugunu
kabul edelim. Bu durumda o = X x T olup V (D, ) = {T'} olur. Ay ={T},T € D
dersek

V (D, a) = A olur. Tek nokta kiimeleri her zaman X/ oldugundan V (D, «) da
X1 dir.

a € Bx (D) oldugundan

f: XD

fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon Vo € X icin f (z) =T bigimindedir. O halde bu
sekilde yazacagimiz 5 fonksiyon olacagindan « bagintisinin sayisi 5 dir. Dolayisiyla

Bx (A1) yarigrubunun 5 tane elemani vardir Bx (A;) yarigrup oldugundan
apooaf =g

olmak zorundadir. O halde oo = oy idempotenttir.
-a € By (D) ikili bagmtisim quasinormal gosterimi (2) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D,«) = {T,T"} olur. As = {T,T"} dersek
V(D,a) = Az olur. Ag, XI oldugundan V (D, «) da XT dir. Sonug 1.2.45 den
Vp=1,2 igin
YANT # @

dir. Her zaman i¢in Y O T' 6zelligi saglanir.

-a € By (D) ikili bagmtisim quasinormal gosterimi (3) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D,«) = {T,T",T"} olur. Az = {T,T',T"} dersek

V(D,a) = Ag olur. Az, XI oldugundan V (D, «) da XTI dir. Sonug 1.2.45 den
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Vp=1,2,3 icin

Y uYr

U
!

YENT # o

YR NT" # @

dir. Her zaman i¢in Y U Y5 U Y5, O T ozelligi saglanir.

-a € By (D) ikili bagmtisim quasinormal gosterimi (4) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D, a) = {Z1, Z2,T, Zs} olur. Ay ={Z1,Z2,T, Z5s} dersek

V(D,a) = Aq olur. Ay, XI oldugundan V (D, «) da XTI dir. Sonug 1.2.45 den
Vp=1,2,3,4 igin

YU Ys

U
&

Y UYPUYE

U

Y§ O Zy

YrnT

Q8 8 M

IR NI N

YN Zs

dir. Her zaman i¢in Y* UY* UY R U Y O Zs ozelligi saglanir.

-a € Bx (D) ikili bagmtisini quasinormal gosterimi (5) deki gibi olsun. Bu
durumda V (D, «) = {T, Z3, Zy, Zs} olur. As = {T,Z3,Zy, Z5} dersek

V (D,a) = As olur. As, XI oldugundan V (D, «) da X1 dir. Sonug 1.2.49 dan
Vp=1,2,3,4,5 i¢in

YEUYS D Zs
YEUY® D Z4
YSNZy # ©
YiNZy # @

dir.
-a € Bx (D) ikili bagintisinin quasinormal gosterimi (6) daki gibi olsun. Bu

durumda V (D, o) = {Z1, Za, Z3, Zy, Z5 } olur. Ag = {Z1, Za, Z3, Zy, Z5} = D dersek
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V(D,a) = D olur. D, XI oldugundan V (D,«a) da XI dir. Teorem 3.1 den
Vp=1,2,3,4,5 icin

Yla U Yza 2 Z2
5/10( U Y2Oc U }/?30( 2 Z4
}/1(1 U Y2a U Y4a 2 Z4
sza N Zo 7'5 %)
YN Zs # @
YiNZy, # @
dir.
Teorem 3.2.2: X sonlu ise
" (A1) =5

dir.
Ispat: A; = {T},T € D olsun.

Avwxr = {71}, {22}, {Z3} ,{Za} {Z5}}

oldugundan Teorem 3.1.1 den @ = X x T olur. Bu durumda |I* (A;)| = 5 dir.

Teorem 3.2.3: X sonlu ise

1% (As)] = (2\22\21\ _ 1) 2lX\Z2| (2|Z4\zl| _ 1) 2lX\Za| 4. (2|23\zl| _ 1) ol X\ Zs]
+ <2\Z5\Zl\ _ 1) ol X\Zs| <2\Z4\Zz\ _ 1) 9l X\ 24|
+ (2\23\22\ _ 1) ol X\Zs| 4 (2\25\Z2\ _ 1) 9l X\Zs|
+ (2\25\23\ _ 1) ol X\Zs| 4 (2\25\24\ _ 1) 9l X\Zs|
dir.
Ispat: Ay = {T,T'},T,T' € D olsun.

{Zlv Z2} ) {Zlv Z3} ) {Zh Z4} ) {Zh Z5} ) {227 Z4} )
{227 Z3} ) {ZQ’ Z5} ) {Z?n Z5} ) {Z47 Z5}

Ayvxr =

oldugundan Sonug 1.2.51 den By (As) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

EY (4y) = (2|T'\T\ _ 1) 2IX\T|
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oldugundan buradan
I (4y)] = (27\51 - 1) 2N\l (AT 1) gXVAL (9Z0NA] 1) ol ¥\

+ <2\ZS\21\ _ 1) ol X\Zs| 4 <2\Z4\Z2\ _ 1) 9l X\Z4|

+ (2\23\22\ _ 1) olX\Zs| | (2\25\22\ _ 1) ol X\ Zs|

+ (2\25\23\ _ 1) 9l X\Zs| (2\25\24\ _ 1) ol X\Zs|

olarak bulunur.

Teorem 3.2.4:X sonlu ise

I (A3)] = <2|zz\zm _ 1) _ <3\ZS\Z2\ _ 2\23\22\) 31X\ Z|
<2|22\le _ 1) <3\Z5\Zz\ _ 2\25\Zz\> 31X\ Zs|

( olZ2\21| _ 1) ( 3124\ 22| _2\Z4\Z2|) 31X\Za|
+(2|Za\zu 1) <3\z5\23\ 72\25\23\>3|X\Zs|
+(2|Z4\Zn 1) (3\25\24\ _2\25\24\> 31X\Zs|
+<2|Za\22\ 1) (3\25\23\ _2\25\23\>3|X\Zs|
4 <2|Z4\Zz\ _ 1) (3\25\Z4\ _ 2\25\24\) 31X\ Zs|

olarak bulunur.

Ispat: A3 = {T, 7', 7"}, T, 7', T" € D olsun.

{Zly Z27 Z3} ) {Zl) Z27 Z4} 3 {Z17 Z27 Z5} ) {Zla Z3a Z5} )
{21, 24, Z5} {22, Z3, Z5} ;{ Z2, Za, Z5 }

Asvxr =

oldugundan Sonug 1.2.51 den By (A3) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

Egg) (A3) = <2|T/\T‘ — 1) . (3‘T"\T’\ _ Q\T’\Tl) 3IX\T|
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oldugundan buradan

% (A3)] = <2|22\Zu _ 1) , (3\23\22\ _2\23\22\) 31X\ Zs|
(2|Z2\Zl\ _ 1) (3\25\22\ _ 2\25\22\> 31X\ Zs|
( 9lZ2\2| _ 1) ( 31Za\2| _2\24\za|>3\><\z4|
+(2|23\le 1) (3\25\23\_Q\Zs\Zs\)3|X\Zs|
n <2|Z4\Zn _ 1) (3\25\24\ _ 2\25\24\) 31X\ Zs|
+<2|z3\22 _1> <3\Zs\23\ _2\25\23\>3|X\zs|
+<2|z4\22 _1> <3\zs\z4\ _2\25\24\>3|X\Zs|

olarak bulunur.

Teorem 3.2.5: X sonlu ise

I (Ay)] = (2\22\21\ _ 1) _ (3\23\ZQ| _ 2\23\ZQ|) (4|z5\23\ _ 3|Z5\23\) 41X\Zs|

+ (2\22\21\ — 1) ) (3\24\Z2| — 2\24\Z2|) (4|Zs\Z4\ — 3|Z5\Z4\) 41X\Zs]

dir.
Ispat: Ay = {Z1,7,,T, Zs} olsun.

Agvxr = {{Z1, 22, 23, Z5} {21, Z2, Z4, Z5 } }

oldugundan Sonug 1.2.51 den By (A4) yarigrubunun sag birim elemanlarinin sayisi

)Eg) (Aq) = <2|zl\22\ _ 1) , <3\T\Zz\ _ 2|T\Zz|) (4\Zs\T\ _ 3\ZS\T|) AX\Zs|

oldugundan buradan

I (Ag)| = (2\22\21\ _ 1) ‘ <3\23\22| _ 2\zs\zz|) <4|z5\23\ _ 3|Z5\23\) 41X\Zs|

+ (2\22\21\ _ 1) ' (3\24\Zzl _ 2\24\zg|> (4|Z5\z4\ _ 3|Z5\z4\) 41X\Zs

olarak bulunur.

Teorem 3.2.6: X sonlu ise
II* (As)] = 2. (2IZ3\Z4\ - 1) . (2\24\23\ _ 1) 4X\Z5|

dir.
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Ispat: A5 = {T, Z3, Z4, Z5} olsun.
Asvxr = {{Z1, 23, Z4, Zs} {22, Z3, Z4, Z5 } }

oldugundan Sonug 1.2.53 den By (As) yarigrubunun idempotent ve sag birim ele-

manlarinin sayisi

117 (A5)]

’Eg) (AE))‘ _ (2|23\Z4| _ 1) ‘ <2|Z4\Z3| _ 1) 4IX\Z5|
+ (2|Z3\Z4| _ 1) _ <2|Z4\Zs\ _ 1) 41X\ 25|

= 2 (2'23\Z4| - 1) . <2|Z4\ZS‘ - 1) 41X\Z|

olarak bulunur.

Teorem 3.2.7: X sonlu ise
I (Ag)| = 9l(ZsNZa)\Z2| (Q\Zz\zl\ _ 1) ] <3\Z4\Zs\ _ 2\24\Zs\> ) (3|Z3\Z4| _ 2|Zg,\z4|> 5IX\Zs|

dir.
ispat: Aﬁ = {Zl, ZQ, Zg, Z4, Zg} olsun.

Agvxr = {{Z1, 22, Z3, Z4, Z5} }

oldugundanTeorem 3.3 de bulunan formiilden Bx (Ag) yarigrubunun idempotent ve

sag birim elemanlarinin sayisi

" (40) = |EY (40)]
ol(Z3NZa)\Z2| (2\22\ _ 1) _ <3\24\zg| _ 2\24\zg|> _ <3|Z3\Z4| _ 2|Z3\Z4|) 51X\ Zs|

olarak bulunur.
Teorem 3.2.8: X sonlu bir kiime ve Z; # @ olsun. O zaman Bx (D) yari-
grubunun idempotent elemanlarinin sayisi

6

[Ip| = Z |17 (As)]

=1



yani

[Ip|

dir.
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ot

(2|zz\zl| 1) 2|X\z2|+(2\z4\zu_1 21X\l
2

n
+ (2\23\21\ _ 1) 1X\Zs| (2\25\21\ _ 1) 9l X\Zs| 4 (2\24\22\ _ 1) ol X\Z4|
I (2\23\22\ 1) 9lX\Zs| ( 9lZ5\2s| _ 1) 9l X\Zs|

+ (Q\Zs\Zs\ 1) 9l X\Zs| (2\25\24\ 1

n (2\22\21\ 1) <3\23\Zz| _2\23\Zz|> 31X\ Zs|

n (2\22\21 _ 1) (3\25\22 Q\Zs\zz|> 31X\ Z|

n (2\22\21 . 1) (3|z4\22| _ 2|Z4\Zz|> 31X\Z4|

+<2\zs\zlw 1) (3\Zs\ZS| _2\zs\zs|> 31X\ Zs|

+ (2\24\21\ 1) (3\ZS\Z4| 2\zs\z4|) 31X\ Zs|

+<2\Zs\22\ 1) <3\z5\zg| _2\25\zg|>3\><\z5|

+ (2\24\22\ 1) <3\25\z4| 2\25\z4|) 31X\ Zs|

+ (2\22\21\ 1) <3\23\Zz| _ 2\23\22|) <4|25\st _ 3|Zs\23\) 41X\Z|

i (2\22\21 _ 1) <3\24\Zz| _ 2\24\Za|> <4IZs\Z4\ _ 3|25\Z4\) 41X\Zs|

+2. (2|ZB\Z4| - 1) . (2'24\23\ ~ 1) 41X\Zs|
1 9l(Z5nZ4)\ 22| <2|Zg| _ 1) , <3|Z4\Zgw _ 2|Z4\st) ‘ <3|zs\z4| _ Q\Zs\z4|> 51X\Zs|

Ispat: Teorem 1.1.24 (i) den

6
1Ip| =) 1" (A
i=1

oldugundan bulunan formiiller yerine yazilip toplanirsa idempotent elemanlarin sayisi

bu formda bulunur.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez ii¢ ana boliim altinda toplanmis olup, bu boéliimlerle asagida 6zet olarak
belirtilen sonuclar elde edilmisgtir.

Birinci boliimde yarigrup teori hakkinda genel tanim, teorem ve ornekler ver-
ilerek, tez boyunca kullanilan birlesimlerin tam X-yarilatisleri ve ikili bagintilarin
tam yarigruplari ile ilgili tanim ve teoremlerden bahsedilmigtir.

Ikinci boliimde X bos kiimeden farkli bir kiime olmak iizere elemanlar:

1 C Zy C L3 C Iy
21CZ2CZ4CZ5
Zg\Z47£@,Z4\Z37é®

kosullarim saglayan D = {7, Zs, Z3, Z4, Z5} birlesimlerin tam X- yarilatisinin 6zel-
likleri incelenmigtir. Dolayisiyla D ye tam izomorf olan birlesimlerin tam X-yarilatislerinin
smifi ) . (X,5) olmak tizere bu smifin elemanlar: karakterize edilmigtir. D nin tam
X-alt yarilatisleri bulunmustur. Bu tam yarilatislerin hangi kosullar altinda X I-
yarilatis olduklar belirlenmigtir. Bu kosullar altinda By (D) yarigrubunun sag birim

ve idempotent elemanlarin yapisinin incelenmesi gerektigi elde edilmigtir.

Uciincii boliimde, D birlesimlerin tam X-yarilatisine tam izomorf olan birlesim-
lerin tam X-yarilatislerinin simfi ) . (X, 5) oldugundan bu smiftan alinan herhangi
bir X-yarilatis ile tanimlanan ikili bagintilar tam yarigrubunun sag birim ve idempo-
tent elemanlarimin yapist Bx (D) yarigrubunun sag birim ve idempotent elemanlar
yardimi ile karakterize edilmistir. Bx (D) yarigrubunun sag birim ve idempotent
elemanlarini yapisi ve ayrica X sonlu bir kiime iken Bx (D) yarigrubunun sag birim
ve idempotent elemanlarinin sayisini veren formiiller bulunmustur. Dolayisiyla X
sonlu bir kiime iken ) . (X, 5) simfinin yarilatisleri ile tanimlanan ikili bagintilarin
tam yarigruplarinin idempotent ve sag birim elemanlarinin sayisinin da bu formiil

yardimi ile hesaplanabilecegi elde edilmistir.



67

KAYNAKLAR

Diasamidze Y. I., 2000, Complete semigroups of binary relations, Ajara Publ.
House.Batumi (in Russian), 176 p.

Diasamidze Y. 1.,2003, Complete semigroups of binary relations, Journal of
Mathematical Sciences, 117(4): 4271-4319.

Diasamidze Y. I., Makharadze S.,Partenadze G. ve Givradze O., 2007, On finite
X-semilattices of unions, Journal of Mathematical Sciences, 141(2): 1134-1181.

Diasamidze Y. I., Makharadze S., 2010a, Complete semigroups of binary rela-
tions, Sputnik+, Moscow (in Russian), 657 p.

Diasamidze Y. I.,Makharadze S., 2010b, Complete semigroups of binary relations
defined by X-yarilatticeces of unions, Journal of Mathematical Sciences, 166(5): 615-
633.

Diasamidze Y. I.,Makharadze S., 2013, Complete semigroups of binary relations,
Kriter Yayinevi.

Harju, T., 1996, Lectures Notes on semigroups, Department of Mathematics,
University of Turku.

Ljapin, E. S.; 1963, Semigroups, American Mathematical Society.

Riguet J., 1948, Relations, binaires, fermeyures, correspon dances, De Galois,
Buletin de Socit Mathematique de France, 79: 114-155.

Riguet J., 1950, Quelques propriety’s des relations difonctionnelles, Comptes
renlus hebmodaires des seances de Academie des Sciences, vol. 230.

Schroder E., 1966, Alcebra der Logik (1890-1910), Vols. I-III (reprint), Chelsea.

Whitehead A. N. and Russel B., 1925, Principia Mathematica, Vol. 1 (2nd ed.),

Cambridge University Press.



OZGECMIsS

Zeliha BEDIR 1988 yilinda Malatya'nin Darende ilgesinde dogdu.llk ve lise tgre-
timini Darende’ de tamamladi. 2005 yilinda Cumhuriyet Universitesi, Fen-Edebiyat
Fakiiltesi, Matematik Bolimii’ nii kazandi ve 2010 yilinda bu boéliimden mezun
oldu. Aym yil Cumhuriyet Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ortasgretim Fen
ve Matematik Alanlar Egitimi Ana Bilim Dali’ nda tezsiz yiiksek lisans egitimine
basladi. 2011 yilinda buradan mezun oldu ve ayni y1l Cumhuriyet Universitesi, Fen

Bilimleri Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dalinda yiiksek lisans egitimine bagladi.





