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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

·IK·IL·I BA¼GINTILARIN TAM YARIGRUPLARI ÜZER·INE

Zeliha BED·IR

Cumhuriyet Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç.Dr.Öznur GÖLBAŞI

Bu çal¬̧smada X boş olmayan bir küme olmak üzere elemanlar¬

Z1 � Z2 � Z3 � Z5
Z1 � Z2 � Z4 � Z5
Z3 n Z4 6= ?; Z4 n Z3 6= ?; Z3 [ Z4 = Z5

koşullar¬n¬sa¼glayan D = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g birleşimlerin tam X-yar¬latisinin özel-

likleri belirlenmi̧stir. D nin bu özelliklerinden faydalan¬larak D ile tan¬mlanan ikili

ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬grubu olan BX (D) nin sa¼g birim ve idempotent elemanlar¬n¬n

yap¬s¬tarif edilmi̧stir. BX (D) nin sa¼g birim ve idempotent elemanlar¬aras¬ndaki

ili̧skiler gösterilmi̧stir. Ayr¬ca X sonlu bir küme iken BX (D) nin sa¼g birim ve idem-

potent elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬veren formül elde edilmi̧stir.

Çal¬̧sma kapsam¬nda D ye tam izomorf olan birleşimlerin tam X-yar¬latislerinin

s¬n¬f¬
P
5 (X; 5) olmak üzere bu s¬n¬f¬n elemanlar¬ karakterize edilmi̧stir. Ayr¬caP

5 (X; 5) s¬n¬f¬n¬n yar¬latisleri ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gruplar¬n¬n

sa¼g birim ve idempotent elemanlar¬n¬n yap¬s¬BX (D) nin sa¼g birim ve idempo-

tent elemanlar¬yard¬m¬ile tarif edilmi̧stir. Bununla birikte X sonlu iken
P
5 (X; 5)

s¬n¬f¬n¬n yar¬latisleri ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gruplar¬n¬n sa¼g birim

ve idempotent elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬veren formül bulunmuştur.

Anahtar sözcükler: Yar¬grup, ·Ikili ba¼g¬nt¬, Yar¬latis, Sa¼g Birim Eleman, ·Idem-

potent Eleman
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SUMMARY

MSc Thesis

ON COMPLETE SEMIGROUP OF BINARY RELATIONS

Zeliha BED·IR

Cumhuriyet University

Faculty of Science

Department of Mathematics

Supervisor: Asoc. Prof. Dr. Öznur GÖLBAŞI

In this study, let X be a nonempty set, D = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g be a �nite

X-semilattice of unions which satis�es the following conditions:

Z1 � Z2 � Z3 � Z5
Z1 � Z2 � Z4 � Z5
Z3 n Z4 6= ?; Z4 n Z3 6= ?; Z3 [ Z4 = Z5

Firstly, we describe the properties of D: Then, we describe the construction of right

unit and idempotent elements of BX (D) : Additionally, by the help of the structure

of idempotent elements of BX (D) we can obtain the characteristic properties of the

right unit elements of BX (D). Thus when X is a �nite set, one can also obtain the

number of idempotent elements by taking into consideration the number of right

unit elements.

Actually, by the help of D we characterize the class of which elements are iso-

morphic to D: By the symbol
P
5 (X; 5) we denote the class of all X-semilattice

of unions whose every element is isomorphic to D: Besides, by means of right unit

and idempotent elements of BX (D) for any Q 2
P
5 (X; 5) ; we can describe the

structure of right unit and idempotent elements of BX (D) :

Additionally, by the help of the structure of idempotent elements of BX (D) we

can obtain the characteristic properties of the right unit elements of BX (D). Thus
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when X is a �nite set, one can also obtain the number of idempotent elements by

taking into consideration the number of right unit elements.

KeyWord: Semigroup, Binary relation, Semilattice, Right unit elements, Idem-

potent element.
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Zeliha BED·IR



v

S·IMGELER VE KISALTMALAR

D Birleşimlerin tam X-yar¬latisi

BX ·Ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬grubu

N (D;D0) D0 kümesinin D içindeki alt s¬n¬rlar¬kümesi

� (D;D0) D0 kümesinin en büyük alt s¬n¬r¬P
(X;m) m elemanl¬birleşimlerin tam X-yar¬latislerinin s¬n¬f¬

P
n (X;m)

P
(X;m) s¬n¬f¬nda n:s¬rada olan D ye izomorf olan birleşimlerin tam

X-yar¬latislerin s¬n¬f¬

BX (D) D ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬grubuP
(D) D nin tüm XI-yar¬latislerinin kümesi

E
(r)
X (D0) BX (D

0) nün tüm sa¼g birim elemanlar¬n¬n kümesi

I BX (D) nin tüm idempotent elemanlar¬n¬n kümesi

� (Q) Q,XI-alt yar¬latisinin bütün tam otomor�zmlerinin kümesi


 (Q) 
 (Q) = fQ0 j Q0; D nin XI-alt yar¬latisi ve Q ile Q0 tam izomorfg

I� (Q) I� (Q) = [
D02Q�XI

E
(r)
X (D0)

C (D) D nin karakteristik kümeler ailesi

� : D ! C (D) D nin karakteristik dönüşümü

Y �i Y �Ti
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G·IR·IŞ

Yar¬grup teorinin temel amaçlar¬ndan biri, bir yar¬grubun mümkün olan bütün

çeşitlerini s¬n¬�and¬rmak ve yap¬lar¬n¬aç¬klamakt¬r. Bunu gerçekleştirmek için yar¬-

gruplar üzerinde çeşitli s¬n¬rlamalar yap¬larak yar¬gruplar çeşitlerine ayr¬l¬r. Bu s¬n¬r-

lamalar farkl¬yollarla yap¬labilir. Örne¼gin; dönüşümlerin yar¬grubu ve ikili ba¼g¬n-

t¬lar¬n yar¬grubu gibi. ·Ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬gruplar¬n¬n s¬n¬f¬ise herhangi bir yar¬-

grubun bu s¬n¬ftan al¬nan bir yar¬grubun alt yar¬grubuna izomorf olmas¬ndan dolay¬

yar¬grup teoride önemli bir rol oynar. Öte yandan bir yar¬grubun sa¼g birimleri,

idempotentleri, regüler elemanlar¬ve bu tür elemanlar¬n say¬lar¬hakk¬ndaki bilgiler

yar¬grup teoride büyük önem taş¬maktad¬r.

·Ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬grubu çal¬̧s¬l¬rken birleşimlerin tam X-yar¬latisi metodu

önemli sonuçlar verir. Bu sonuçlar ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬gruplar¬ ile ilgili sistem-

atik çal¬̧smalara ve yar¬gruplar¬n önemli s¬n¬�ar¬na birleşimlerin tam X- yar¬latisi

yoluyla uygulan¬r.

·Ikili ba¼g¬nt¬lar kavram¬matemati¼gin temel kavramlar¬ndan biridir. ·Ikili ba¼g¬n-

t¬lar teorisinin temel kavramlar¬ilk olarak Morgan, Pierce ve Frege nin matematiksel

mant¬kla ilgili çal¬̧smalar¬nda ele al¬nm¬̧st¬r. 1890 l¬y¬llarda E. Schröder in "Cebirsel

Mant¬k" kitab¬n¬n 3. cildinde ikili ba¼g¬nt¬lar teorisi sistematik olarak aç¬klanm¬̧st¬r.

20. yy başlar¬nda Whitehead ve Russel taraf¬ndan haz¬rlanan ve Schöder in çal¬̧s-

malar¬na dayanan kitapta bir bölüm bu teoriyi içermektedir. Fakat ikili ba¼g¬nt¬lar

teorisindeki bu çal¬̧smalar sadece matematiksel mant¬¼g¬n temeli olarak sunulmuş ve

matemati¼gin di¼ger alanlar¬nda neredeyse hiç kullan¬lmam¬̧st¬r. Frans¬z matematikçi

Riquet, Schöder ikili ba¼g¬nt¬lar teorisini modernize etmi̧stir ve uygulamalar için daha

elveri̧sli hale getirmi̧stir. Bu teoriyi kullanarak s¬ral¬ kümeler teorisini sistematik

olarak oluşturmuştur.

Yar¬gruplar teorisinde her yar¬grup ikili ba¼g¬nt¬lar yar¬grubunun bir alt yar¬-

grubuna izomorftur. Bu nedenle yar¬grup teoride ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬grubu önemli

rol oynamaktad¬r. Ayr¬ca yar¬gruplar¬n idempotentleri, tek tara�¬birimleri ve ad-

joint elemanlar¬hakk¬ndaki bilgiler yar¬gruplar¬n soyut özelliklerinin incelenmesinde

önem taş¬maktad¬r. ·Ilk kez Diasamidze (2000) ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gruplar¬n¬

ve bu yar¬grubun önemli bir s¬n¬f¬olan birleşimlerin tam X-yar¬latislerini kullanarak
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ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬grubunu sistematik olarak incelemi̧stir. Ayr¬ca ikili ba¼g¬nt¬lar¬n

yar¬gruplar¬n¬n yap¬s¬n¬ daha iyi anlayabilmek için ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gru-

plar¬n¬n sa¼g birim, idempotent ve regüler elemanlar¬n¬n yap¬s¬n¬karakterize etmi̧stir.

(Diasamidze 2003, Diasamidze ve ark., 2007, 2010)

Bu tezde Diasamidze nin geli̧stirmi̧s oldu¼gu yöntem kullan¬larak elemanlar¬

Z1 � Z2 � Z3 � Z5
Z1 � Z2 � Z4 � Z5
Z3 n Z4 6= ?; Z4 n Z3 6= ?; Z3 [ Z4 = Z5

koşullar¬n¬sa¼glayan D = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g birleşimlerin tam X- yar¬latisine tam

izomorf olan birleşimlerin tam X- yar¬latislerinin s¬n¬f¬karakterize edilecektir. Bu

s¬n¬f¬n tamX- yar¬latisleri taraf¬ndan belirlenen ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gruplar¬n¬n

sa¼g birim ve idempotent elemanlar¬n yap¬s¬BX (D) nin sa¼g birim ve idempotent

elemanlar¬ yard¬m¬yla tarif edilecektir. Ayr¬ca X sonlu bir küme iken bu s¬n¬f¬n

yar¬latisleri ile belirlenen ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gruplar¬n¬n idempotent ve sa¼g

birim elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬veren formül bulunacakt¬r.
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1. GENEL B·ILG·ILER

Bu bölümde ilk olarak yar¬gruplar konusundaki temel tan¬m, teorem ve örnekler

verilecektir.

1.1. Yar¬gruplar

Tan¬m 1.1.1: S boş kümeden farkl¬bir küme olmak üzere S � S den S üzerine

tan¬ml¬olan fonksiyona S üzerinde bir ikili işlem denir.

Tan¬m 1.1.2: S boş kümeden farkl¬bir küme ve S üzerinde

� : S � S �! S

(x; y) �! x:y

biçiminde tan¬ml¬bir ikili i̧slem olsun. Bu durumda (S; �) ikilisine bir grupoid denir.

Tan¬m 1.1.3: S bir grupoid olmak üzere � i̧slemi birleşme özelli¼gini sa¼gl¬yor,

yani 8x; y; z 2 S için

x: (y:z) = (x:y) :z

oluyor ise S ye yar¬grup denir.

S kümesi sonlu elemana sahip bir yar¬grup ise S ye sonlu yar¬grup denir.

Tan¬m 1.1.4: S bir yar¬grup olsun. E¼ger 8x; y 2 S için

x:y = y:x

sa¼glan¬yor ise bu durumda S ye de¼gişmeli yar¬grup denir.

Örnek 1.1.5 (N; :) bilinen çarpma i̧slemi ile bir yar¬gruptur.

(N;+) bilinen toplama i̧slemi ile bir yar¬gruptur.

Örnek 1.1.6: (N; �) kümesi üzerinde tan¬mlanan

n �m = max fn;mg

i̧slemi ile bir yar¬gruptur.

Örnek 1.1.7: (Z;+) ; (Q; :) ; (Q;+) ; (R; :) ; (R;+) ; (C; :) ; (C;+) kümeleri birer

yar¬gruptur.

Örnek 1.1.8: S =

8<:
0@ 1 n

0 1

1A j n � 1; n 2 N

9=; üst üçgensel matrisler kümesi

olsun. S matrislerde bilinen çarpma i̧slemine göre bir yar¬gruptur.
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Örnek 1.1.9:X 6= ? bir küme olmak üzere TX = f� : X �! X j� fonksiyong

kümesini alal¬m.

8�; � 2 TX için (� � �) (x) = � (� (x)) ; 8x 2 X

şeklinde fonksiyonlarda bilinen bileşke i̧slemi ile (TX ; �) bir yar¬gruptur.

Örnek 1.1.10: S = fa; b; cg kümesi üzerindeki aşa¼g¬daki tabloda verilen i̧slem

tan¬mlans¬n.
� a b c

a a b c

b b a c

c c b c

S kümesi bu i̧slem ile bir yar¬gruptur.

Örnek 1.1.11: n herhangi bir do¼gal say¬olmak üzere M = f0; 1; 2; :::; n� 1g

tamsay¬lar¬n bir kümesi olsun. M kümesi üzerindeki i̧slem m1;m2 2 M için

m1:m2 çarp¬m¬n¬n n ile bölümünden kaland¬r. (M; �) kümesi tan¬mlanan bu i̧slem

ile de¼gi̧smeli bir yar¬gruptur.

Burada � i̧slemi m1 �m2 = n:t �m1:m2 biçimindedir. M kümesi verilen bu

i̧slem ile bir de¼gi̧smeli yar¬gruptur.

Gerçekten;

-·Iyi tan¬ml¬d¬r.

m1 �m2 < n oldu¼gundan m1 �m2 2M dir. O halde i̧slem iyi tan¬ml¬d¬r.

-Birleşmelidir.

m1 �m2 = m1:m2 � n:k; k 2 Z

m1;m2;m3 2M ve t 2 Z için

(m1 �m2) �m3 = (m1:m2 � n:k) �m3

= (m1:m2 � n:k) :m3 � n:t

= m1:m2:m3 � n:k:m3 � n:t

= m1:m2:m3 � n: (k:m3 + t)

ve
m1 � (m2 �m3) = m1 � (m2m3 � n:t)

= m1: (m2:m3 � n:t)� n:k

= m1:m2:m3 �m1:n:t� n:k

= m1:m2:m3 � n: (m1t+ k)
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oldu¼gundan (m1 �m2) �m3 = m1 � (m2 �m3) dir.

-De¼gi̧smelidir.

m1 �m2 = m1:m2 � n:k = m2:m1 � n:k = m2 �m1

O halde M kümesi tan¬mlanan bu i̧slem ile de¼gi̧smeli bir yar¬gruptur.

Örnek 1.1.12:

A = ff (x; y) j 0 � x � a; 0 � y � a kapal¬karede tan¬ml¬sürekli fonksiyonlarg

biçiminde tan¬mlanan fonksiyonlar kümesini ele alal¬m. Bu kümeden K1 (x; y) ve

K2 (x; y) fonksiyonlar¬n¬düşünelim. Bu iki eleman için � i̧slemi

K1 �K2 =
aZ
0

K1 (x; t) :K2 (t; y) dt

olarak tan¬mlans¬n. Kapal¬l¬k özelli¼ginin sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r. Üstelik

(K1 �K2) �K3 =

0@ aZ
0

K1 (x; t) :K2 (t; y) dt

1A �K3
=

aZ
0

0@ aZ
0

K1 (x; t) :K2 (t; �) dt

1A :K3 (�; y) d�
=

aZ
0

K1 (x; t) :

0@ aZ
0

K2 (t; �)K3 (�; y) :d�

1A dt
=

aZ
0

K1 (x; t) : (K2 �K3) (t; y) dt

= K1 � (K2 �K3)

oldu¼gundan birleşme özelli¼gi de sa¼glan¬r.

O halde A kümesi tan¬mlanan i̧slem ile bir yar¬gruptur.

Tan¬m 1.1.13: (S; :) bir yar¬grup olsun. E¼ger bir x 2 S için

8y 2 S; x:y = y

oluyor ise x 2 S ye S nin sol birimi denir. Benzer şekilde bir x 2 S için

8y 2 S; y:x = y

oluyor ise x 2 S ye S nin sa¼g birimi denir.
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Tan¬m 1.1.14: (S; :) bir yar¬grup olsun. E¼ger bir x 2 S eleman¬hem sol, hem

de sa¼g birim ise bu durumda x 2 S ye S yar¬grubunun birimi denir.

Tan¬m 1.1.15: E¼ger bir yar¬grubun birim eleman¬ var ise bu yar¬gruba bir

monoid denir. S monoidinin birimi 1s veya k¬saca 1 ile gösterilir.

Not: S yar¬grubunun birim eleman¬yoksa S ye birimin eklenmesi ile S1 monoidi

tan¬mlanabilir. Yani,

S1 =

8<: S ; S monoid ise

S [ f1g ; S monoid de¼gilse

olur.

E¼ger G bir monoid ve 8x 2 G için x:x�1 = 1 = x�1:x olacak şekilde 9x�1 2 G

eleman¬varsa (ters eleman) G ye bir grup denir.

Tan¬m 1.1.16: (S; :) bir yar¬grup ve x 2 S olsun. E¼ger 8y 2 S için

x:y = x

oluyor ise x 2 S ye sol s¬f¬r ve

y:x = x

oluyor ise x 2 S ye sa¼g s¬f¬r denir. E¼ger x, S yar¬grubunun hem sa¼g s¬f¬r¬, hem sol

s¬f¬r¬ise x eleman¬na S nin s¬f¬r eleman¬denir.

Tan¬m 1.1.17: S yar¬grubunun s¬f¬r eleman¬varsa S ye s¬f¬rl¬yar¬grup denir. S

yar¬grubunun s¬f¬r¬0S veya k¬saca 0 ile gösterilir.

Not: S yar¬grubunun s¬f¬r eleman¬ yoksa S ye bir 0 eleman¬ eklenebilir. Bu

durumda

S0 =

8<: S ; S nin s¬f¬r eleman¬varsa

S [ f0g ; di¼ger durumlarda

kümesi olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.1.18: (S; :) bir yar¬grup ve e 2 S olsun. E¼ger

e2 = e

ise e ye idempotent eleman denir.

S yar¬grubunun bütün idempotentlerinin kümesi E = ES ile gösterilir.
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Tan¬m 1.1.19: (S; :) bir yar¬grup ve y 2 S olsun. E¼ger

y:z:y = y

olacak şekilde bir z 2 S varsa y eleman¬na S kümesinin regüler eleman¬denir.

Örnek 1.1.20: Sonlu bir S = fa; b; cg kümesi üzerinde

� a b c

a a b c

b b a c

c c b c

i̧slemi tan¬mlans¬n. (S; :) bir yar¬gruptur.

Bu küme için a 2 S birim eleman, c 2 S sa¼g s¬f¬r, a ve c idempotent elemand¬r.

Üstelik S nin sol s¬f¬r eleman¬yoktur.

Örnek 1.1.21: S bir yar¬grup olmak üzere 2S = fA j A � Sg olsun. Bu küme

üzerinde 8A;B 2 2S için

A:B = fa:b ja 2 A; b 2 B g

i̧slemi tan¬mlans¬n. (2S ; :) kümesi verilen bu i̧slem ile bir yar¬gruptur.

Bu yar¬gruba S nin global yar¬grubu denir.

Tan¬m 1.1.22: S bir yar¬grup olsun. E¼ger x; y; z 2 S için

z:x = z:y iken x = y ise S yar¬grubu soldan k¬salma özelli¼gini sa¼glar,

x:z = y:z iken x = y ise S yar¬grubu sa¼gdan k¬salma özelli¼gini sa¼glar

denir. S yar¬grubu hem sol, hem de sa¼gdan k¬salma özelli¼gini sa¼gl¬yor ise S k¬salma

özelli¼gini sa¼gl¬yor denir.

Not 1.1.23: Bütün gruplar k¬salma özelli¼gini sa¼glayan yar¬gruptur.

Örnek 1.1.24: Z2�2 matrisler yar¬grubunu düşünelim. Bu yar¬grup k¬salma

özelli¼gine sahip de¼gildir.

Çünkü0@ 1 0

0 0

1A0@ 1 1

1 1

1A =

0@ 1 0

0 0

1A0@ 1 1

0 0

1A iken

0@ 1 1

1 1

1A 6=

0@ 1 1

0 0

1A
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oldu¼gundan k¬salma özelli¼gi yoktur.

Örnek 1.1.25: 8A 2 Z2�2 için det (A) = 1 ise bu durumda verilen yar¬grup

k¬salma özelli¼gini sa¼glar.

Tan¬m 1.1.26: (S; :) bir yar¬grup ve ? 6= A � S olsun. E¼ger A kümesi S

üzerinde tan¬ml¬çarpma i̧slemi kapal¬l¬k özelli¼gini sa¼gl¬yor ise yani

8x; y 2 A için x:y 2 A

sa¼glan¬yor ise (A; :) ya (S; :) nin alt yar¬grubu denir. A 6 S ile gösterilir.

Örnek 1.1.27: S = (Q;+) yar¬grubu için A = (N;+) alt yar¬gruptur.

Tan¬m 1.1.28: (S; :) bir yar¬grup, ? 6= X � S alt kümesi olsun. S nin X i

kapsayan tüm alt yar¬gruplar¬n¬n arakesiti kümesi, yani

[X]S = \fA j X � A;A 6 Sg

S nin alt yar¬grubudur. Bu alt yar¬gruba X kümesi taraf¬ndan üretilen alt yar¬grup

denir.

E¼ger X kümesi tek eleman içeriyorsa yani X = fxg ise [x]S gösterimi kullan¬l¬r.

Tan¬m 1.1.29: X = fxg, S yar¬grubunun tek elemanl¬alt kümesi ise bu du-

rumda

[x]S =
�
x; x2; x3; :::

	
kümesine devirli yar¬grup denir.

Tan¬m 1.1.30: S ve T iki yar¬grup olsun. Bu durumda S � T kümesi üzerinde

tan¬ml¬

(x1; y1) : (x2; y2) = (x1:x2; y1:y2) ; (xi 2 S; yi 2 T; i = 1:2)

i̧slemiyle S � T bir yar¬gruptur.

S � T direkt çarp¬m yar¬grubu olarak adland¬r¬l¬r.

Örnek 1.1.31: S = (N;+), T = (N; :) için

S � T = f(n; r) jn; r 2 Ng

için

(n; r) : (m; s) = (n+m; r:s)

bir direkt çarp¬m yar¬grubudur.



9

Tan¬m 1.1.32: S � T direkt çarp¬m yar¬grubu olmak üzere

�1 : S � T �! S

(x; y) �! x

�2 : S � T �! T

(x; y) �! y

dönüşümlerine S � T direkt çarp¬mlar¬n¬n izdüşüm dönüşümü denir.

Tan¬m 1.1.33: (S; :) ve (P; �) iki yar¬grup olsun. � : S �! P dönüşümü için

e¼ger

� (x:y) = � (x) � � (y) ; 8x; y 2 S

sa¼glan¬yor ise � ya bir yar¬grup homomor�zmi denir.

Örnek 1.1.34: S = (N;+), P = (N; :) ve 8n 2 N için

� : S �! P

n �! � (n) = 2n

dönüşümü bir homomor�zmdir.

Örnek 1.1.35: S = (Z; :) yar¬grubu ve P = (Z;+) yar¬grubu olsun. Bu du-

rumda
� : S �! P

n �! n

dönüşümünü düşünelim. Bu bir homomor�zm de¼gildir.

Tan¬m 1.1.36: � : S �! P bir homomor�zma olsun. E¼ger

� : S �! P homomor�zmas¬1� 1 ise � ya monomor�zm denir.

� : S �! P homomor�zmas¬örten ise � ya epimor�zm denir.

� : S �! P homomor�zmas¬hem örten, hem de 1 � 1 ise � ya izomor�zm ve

S, P ye izomorftur denir ve S �= P ile gösterilir.

� : S �! S homomor�zmas¬na endomor�zm denir.

� : S �! S izomor�zm ise � ya otomor�zm denir.

Örnek 1.1.37: Her sonsuz devirli yar¬grup pozitif tamsay¬lar¬n toplamsal yar¬-

grubuna izomorftur.

Çözüm: S sonsuz devirli bir yar¬grup olsun. S = [x] =
�
x; x2; : : :

	
şeklinde tek

eleman taraf¬ndan üretilir. Bu durumda

� : S �! (Z+;+)

xn �! � (xn) = n
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dönüşümünü tan¬mlayal¬m.

-� homomor�zmad¬r.

� (xn:xm) = � (xn+m) = n+m = � (xn) + � (xm)

-� birebirdir.

� (xn) = � (xm) olsun. � dönüşümünün tan¬m¬ndan n = m dir. Buradan

xn = xm elde edilir.

-� örtendir.

8n 2 N+ için S sonsuz devirli yar¬grup oldu¼gundan y = xn 2 S; � (xn) = n dir.

Böylece � bir izomor�zmad¬r. S �= Z+ dir.

Tan¬m 1.1.38: X 6= ? bir küme ve Tx = f� : X �! X j� fonksiyong olsun.

Bu durumda Tx kümesi fonksiyonlardaki bileşke i̧slemi ile bir yar¬gruptur. (Tx; �)

yar¬grubuna tüm dönüşümler yar¬grubu denir.

Örnek 1.1.39: X = f1; 2; 3g olsun.

TX kümesinin 33 = 27 tane eleman¬vard¬r.

� : X �! X

� (1) = 2; � (2) = 3; � (3) = 3

dönüşümü

� =

0@ 1 2 3

2 3 3

1A
şeklinde de ifade edilebilir. Ayn¬şekilde

� : X �! X

� (1) = 1; � (2) = 1; � (3) = 1

dönüşümü de

� =

0@ 1 2 3

1 1 1

1A
şeklinde gösterilir.

Yukar¬daki örnekte verilen �; � için S = [�; �]TX kümesi yani � ve � taraf¬ndan

üretilen TX in alt yar¬grubu olan S yi oluştural¬m.
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�2 =

0@ 1 2 3

3 3 3

1A = �3; �� =

0@ 1 2 3

1 1 1

1A = �

�2 =

0@ 1 2 3

1 1 1

1A = �3; �� =

0@ 1 2 3

2 2 3

1A
��2 =

0@ 1 2 3

1 1 1

1A = �2�

�2� =

0@ 1 2 3

1 1 1

1A = �2 = �

��2 =

0@ 1 2 3

2 2 2

1A = ��

oldu¼gundan S =
�
�; �; �2; ��

	
elde edilir.

Teorem 1.1.40: Her S sonlu yar¬grubu TX in bir alt yar¬grubuna izomorftur.

Tan¬m 1.1.41: S bir yar¬grup ve TX tüm dönüşümler yar¬grubu olmak üzere

' : S �! TX

homomor�zmine S yar¬grubunun temsili denir.

E¼ger ' : S �! TX homomor�zmas¬1� 1 ise ' ye faithful temsil denir.

Teorem 1.1.42: Her S yar¬grubunun bir faithful temsili vard¬r.

·Ispat: S bir yar¬grup olsun. E¼ger S nin birim eleman¬yok ise 1 in eklenmesiyle

X = S1 kümesini oluşturabiliriz. Şimdi T = TS1 tüm dönüşümler yar¬grubunu

düşünelim.

x 2 S için
�x : S1 �! S1

y �! �x (y) = x:y,
�
y 2 S1

�
dönüşümünü tan¬mlayal¬m.

�x 2 T oldu¼gu aç¬kt¬r.

Üstelik x; y 2 S ve 8z 2 S1 için;

�xy (z) = (xy) z = �x (yz) = �x
�
�y (z)

�
= �x�y (z) =) �xy = �x�y

sa¼glan¬r. Şimdi

' : S �! T

x �! �x
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dönüşümünü tan¬mlayal¬m.

x; y 2 S için;

' (xy) = �xy = �x�y = ' (x)' (y)

', 1� 1 dir.

x; y 2 S için

' (x) = ' (y) =) �x = �y =) �x (1) = �y (1) =) x = y

O halde S bir yar¬grup veX = S1 olmak üzere 1�1 bir ' : S �! Tx homomor�zmas¬

vard¬r. Yani S yar¬grubunun bir faithful temsili vard¬r.

Örnek 1.1.43: Sonlu bir S = fe; a; b; cg kümesi üzerinde

� e a b c

e e a b c

a a e c b

b b b b b

c c c c c

i̧slemi tan¬mlans¬n. ' : S �! Tfe;a;b;cg olacak şekilde faithful temsili vard¬r.

' : S �! Tfe;a;b;cg

a �! ' (a) = �a : S �! S

y �! �a (y) = a:y

olsun.

' (e) = �e = e:y =

0@ e a b c

e a b c

1A ' (b) = �b = b:y =

0@ e a b c

b b b b

1A
' (a) = �a = a:y =

0@ e a b c

a e c b

1A ' (c) = �c = c:y =

0@ e a b c

b b b b

1A
-' homomor�zma m¬?

' (a:b) = ' (c) =

0@ e a b c

c c c c

1A
' (a) :' (b) =

0@ e a b c

a e c b

1A :
0@ e a b c

b b b b

1A =

0@ e a b c

c c c c

1A
oldu¼gundan ' (a:b) = ' (a) :' (b) dir.

Bu şekilde tüm durumlara bak¬l¬rsa hepsinde eşitlik sa¼glan¬r.
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-' birebir mi?

x; y 2 S için;x 6= y iken ' (x) 6= ' (y) oldu¼gundan birebirdir.

Yani ' faithful temsildir.

Tan¬m 1.1.44: X 6= ? bir küme olmak üzere X � X in tüm alt kümelerine

X kümesi üzerinde ikili ba¼g¬nt¬ denir. ·Ikili ba¼g¬nt¬lar �; �; 
; ::: gibi sembollerle

gösterilir.

Not 1.1.45: X 6= ? bir küme olmak üzere �; X kümesi üzerinde ikili ba¼g¬nt¬

ise (x; y) 2 � ifadesi x�y ile gösterilir. Ayr¬ca x�y ve y�z ise x�y�z biçiminde

gösterilir.

Not 1.1.46: � bir ikili ba¼g¬nt¬, Y � X alt kümesi ve y 2 X olsun.

��1 = f(x; y) j y�xg

�y = f(y; y) j y 2 Y g

y� = fx 2 X j y�xg ve �y = fx 2 X j x�yg

Y � = [
y2Y

y� ve �Y = [
y2Y

�y

y� = ��1y

tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.1.47: X kümesi üzerindeki tüm ikili ba¼g¬nt¬lar¬n kümesi BX olmak

üzere BX kümesi üzerinde tan¬ml¬� i̧slemi, 8�; � 2 BX için, � = � � � olmak üzere

her x; y 2 X için;

x�y () x�z�y olacak şekilde 9z 2 X vard¬r.

() x�z ve z�y olacak şekilde 9z 2 X vard¬r.

tan¬mlans¬n. � i̧slemi kapal¬l¬k ve birleşme özelli¼gini sa¼glar. Bu nedenle (BX ,�)

bir yar¬gruptur. Bu yar¬gruba X kümesi üzerindeki tüm ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬grubu

denir.

Tan¬m 1.1.48: X kümesi üzerinde tan¬ml¬� ikili ba¼g¬nt¬s¬yans¬mal¬, simetrik

ve geçi̧smeli ise � ba¼g¬nt¬s¬na denklik ba¼g¬nt¬s¬denir.

Tan¬m 1.1.49: X kümesi üzerinde tan¬ml¬ � ikili ba¼g¬nt¬s¬ yans¬mal¬, ters

simetrik ve geçi̧smeli ise � ba¼g¬nt¬s¬na k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬denir. Bu durumda

(S; �) kümesine k¬smi s¬ral¬küme denir.

K¬smi s¬ralama "�"sembolü ile gösterilir.



14

Not 1.1.50: X kümesi üzerinde tüm ikili ba¼g¬nt¬lar¬n yar¬grubu olan BX ; küme

teorisindeki "�" ba¼g¬nt¬s¬ile k¬smi s¬ral¬d¬r.

Tan¬m 1.1.51: X kümesinin fXi j i 2 Ig alt kümelerinin bir ailesi olsun. E¼ger

bu aile

1-Xi 6= ?;8i 2 I

2-Xi \Xj = ?;8i; j 2 I ve i 6= j

3-X = [
i2I
Xi

koşullar¬n¬sa¼glarsa X kümesinin bir parçalan¬̧s¬denir.
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1.2. Birleşimlerin Tam X-Yar¬latisleri

Bu tezin ana konusunu birleşimlerin tam X- yar¬latisleri ve bu yar¬latisler ile

tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gruplar¬ oluşturmaktad¬r. Bu bölümde bir-

leşimlerin tam X- yar¬latislerinin ve bu yar¬latisler ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar¬n

tam yar¬gruplar¬n¬n özelliklerinden bahsedilecektir. Bu bölümde verilen tan¬m ve

teoremler Diasamidze (2003), Diasamidze ve ark. (2007), Diasamidze ve ark. (2010a,b)

çal¬̧smalar¬nda detayl¬olarak yer almaktad¬r.

Tan¬m 1.2.1: X boş kümeden farkl¬bir küme ve ? 6= D; X in alt kümelerinin

bir ailesi olsun. E¼ger D, kümelerdeki birleşme i̧slemine göre kapal¬ ise yani her

? 6= D0 � D için [D0 2 D ise D ye birleşimlerin tam X-yar¬latisi denir.

D nin bütün elemanlar¬n¬n birleşimi

�D = [
D02D

D
0

sembolü ile gösterilir ve �D ,D nin en büyük eleman¬d¬r.

D birleşimlerin tam X- yar¬latisi, kümelerdeki birleşme i̧slemi ile de¼gi̧smeli ve

idempotent eleman¬olan bir yar¬gruptur.

Not 1.2.2: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi ve T � �D; t 2 �D;? 6= D0 � D ve

� 2 BX olmak üzere aşa¼g¬daki gösterimleri tan¬mlayal¬m:

a) V (D;�) = fY � j Y 2 Dg

b) V �1 (D;�) =
n
�Y j Y � �D

o
c) D� = Dn f?g ; X� = 2Xn f?g

d) V (�) = V
�
2X ; �

�
e) ~V (�) = fx� j x 2 Xg

f) D
0
T =

n
Z
0 2 D0 j T � Z 0

o
g) �DT =

n
Z
0 2 D0 j Z

0
� T

o
h) D

0
t =

n
Z
0 2 D0 j t 2 Z

0o
Not 1.2.3: Herhangi bir birleşimlerin tam X yar¬latisi küme teorisindeki "�"

kapsama ba¼g¬nt¬s¬ile k¬smi s¬ral¬d¬r.

Tan¬m 1.2.4: D bir yar¬latis, Y; Z 2 D için

Z � Y iken Z � T � Y
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olacak şekilde T 2 D yoksa Y , Z nin örtüsüdür denir.

Örtü ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanarak, sonlu D yar¬latisinin aşa¼g¬daki gibi bir gra�k tem-

silini elde edebiliriz. D yar¬latisinin her bir eleman¬ küçük bir daire formunda

gösterilir ve e¼ger Y � Z ise Y; Z nin üzerine konuşlan¬r. Y eleman¬Z eleman¬n¬

örtüyor ise Y ve Z do¼grusal bir çizgi ile birleştirilir.

Bu durum aşa¼g¬daki diyagramda gösterilmi̧stir. Bu diyagrama Hasse Diyagram¬

denir.

Figure 1:

Tan¬m 1.2.5: D k¬smi s¬ral¬bir küme ve Z1, D nin alt kümesi olsun.

8y 2 Z1 için x � y oluyorsa x 2 D eleman¬na Z1 in alt s¬n¬r¬ denir. Benzer

olarak 8y 2 Z1 için y � x oluyorsa x 2 D eleman¬na Z1 in üst s¬n¬r¬ denir. Ayr¬ca

bir z 2 D için y < z olacak biçimde y 2 D yoksa z 2 D eleman¬na D nin minimal

eleman¬denir.

Tan¬m 1.2.6: D k¬smi s¬ral¬bir küme olsun.

i) D den al¬nan her eleman çiftinin en küçük üst s¬n¬r¬varsa D ye üst yar¬latis,

ii) D nin boş olmayan her alt kümesinin en küçük üst s¬n¬r¬varsa D ye tam üst

yar¬latis denir.

Not 1.2.7: D birleşimlerin tamX- yar¬latisi ve � 2 BX olsun. O halde V (D;�)

de birleşimlerin tam X-yar¬latisidir.

·Ispat: D 6= ? oldu¼gundan en az bir Y 2 D vard¬r. Buradan Y � 2 V (D;�)

olur.

Şimdi bir ? 6= D1 � V (D;�) için

D
0
= fY 2 D j Y � 2 D1g

kümesini tan¬mlayal¬m. D; birleşimlerin tam X- yar¬latisi oldu¼gundan [D0
= Y

0 2

D dir. O halde

[D1 = [
Y 2D0

Y � =

�
[

Y 2D0
Y

�
� =

�
[D0

�
� = Y 0� 2 V (D;�)
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oldu¼gundan V (D;�) kümesi birleşme i̧slemine göre kapal¬d¬r. O halde V (D;�)

birleşimlerin tam X- yar¬latisidir.

Benzer şekilde V �1 (D;�) ; D�; X�; V (�) = V (2�; �) kümelerinin de birleşim-

lerin tam X- yar¬latisi oldu¼gu gösterilebilir.

Lemma 1.2.8: D birleşimlerin tam X-yar¬latisi ve �; � 2 BX olsun. V (X�; �)

ve V (X�; �) ; D nin alt kümeleri yani V (X�; �),V (X�; �) � D ise aşa¼g¬daki ifadeler

do¼grudur.

a) V (D;�) � D

b) ? 2 V (D;�)() ? 2 D

c) ? 2 V (X�; �)() x� = ?;x 2 X

d) V (�) = V (X�; �) [ f?g

e) V (D;�) n f?g � V (X�; �)

f) V (X�; �) � V (D;�) =) V (D;�) � V (D;�)

g) D = V (D;�) ve V (X�; �) � V (D;�) =) D = V (D;�)

h) D � V (�) ve V (X�; �) � V (D;�) =) D = V (D;�)

Lemma 1.2.9: � 2 BX olsun.

� 2 BX (D)() V (X�; �) � D

dir.

Tan¬m 1.2.10: D; birleşimlerin tam X- yar¬latisi, � 2 BX ve

Y �T = fx 2 X j x� = Tg

olsun. E¼ger

V [�] =

8>>><>>>:
V (X�; �) ; ? =2 D

V (X�; �) ; ? 2 V (X�; �)

V (X�; �) [ f?g ; ? =2 V (X�; �) ;? 2 D

ise o zaman � ikili ba¼g¬nt¬s¬

� = [
T2V [�]

(Y �T � T )

biçiminde gösterilebilir. Bu gösterime � ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬n quasinormal gösterimi

denir.
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Not 1.2.11: Bir � ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬n quasinormal gösteriminde tüm Y �T kümeleri

boş kümeden farkl¬olmak zorunda de¼gildir. Ancak � ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬n quasinormal

gösterimi varsa aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r.

a) 8T; T 0 2 D;T 6= T 0
için Y �T \ Y �T 0 = ?

b) X = [
T2V [�]

Y �T

Tan¬m 1.2.12: D; birleşimlerin tam X- yar¬latisi olmak üzere ? 6= D0
; ~D � D

olsun. E¼ger D
0
kümesinin her eleman¬ ~D kümesinin elemanlar¬n¬n birleşimi olarak

yaz¬labiliyorsa ~D kümesine D
0
kümesinin üreteç kümesi denir.

Ayr¬ca ~D kümesinin hiç bir özalt kümesi D
0
kümesini üretmiyorsa ~D kümesine

D
0
kümesinin indirgenemez üreteç kümesi denir.

Tan¬m 1.2.13: D; birleşimlerin tam X- yar¬latisi ve ? 6= D0 � D olsun. T 2 D0

olmak üzere

l
�
D

0
; T
�
= [

�
D

0nD0
T

�
= ?

ise T ye D
0
kümesinin bir limit eleman¬denir.

Tan¬m 1.2.14: D; birleşimlerin tam X- yar¬latisi ve ? 6= D0 � D olsun. T 2 D0

olmak üzere

l
�
D

0
; T
�
= [

�
D

0nD0
T

�
6= ?

ise T ye D
0
kümesinin bir nonlimit eleman¬denir.

Tan¬m 1.2.15: D; birleşimlerin tam X- yar¬latisi, boş olmayan D
0 � D ve

N
�
D;D

0
�
=
n
Z 2 D j Z � Z 0

;8Z 0 2 D0
o

olsun. N
�
D;D

0
�
kümesine D

0
kümesinin D içindeki alt s¬n¬rlar¬n¬n kümesi denir.

E¼ger N
�
D;D

0
�
6= ? ise [N

�
D;D

0
�
2 D eleman¬D

0
kümesinin en büyük alt

s¬n¬r¬d¬r ve

^
�
D;D

0
�
= [N

�
D;D

0
�

ile gösterilir.

Tan¬m 1.2.16: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi olsun. E¼ger aşa¼g¬daki koşullar

sa¼glan¬yorsa D ye birleşimlerin tam XI-yar¬latisi denir.

i) ^ (D;Dt) 2 D; 8t 2 �D

ii) Z = [
t2Z

^ (D;Dt) ; 8? 6= Z 2 D
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Teorem 1.2.17: Dj = fT1; T2; :::; Tjg ve ? 6= Y � X olacak biçimde X;Y

kümelerini alal¬m.

f : X ! Dj , 9y 2 Y için f (y) = Tj

olacak biçimdeki tüm fonksiyonlar¬n say¬s¬

s = jjXnY j
�
jjY j � (j � 1)jY j

�
tanedir.

Tan¬m 1.2.18: X boş olmayan bir küme ve m ve n birer do¼gal say¬olsun. O

zaman

i) m elemanl¬birleşimlerin tam X yar¬latislerinin s¬n¬f¬,
P
(X;m) ile gösterilir.

ii)D; m elemanl¬birleşimlerin tamX yar¬latisi olsun D; m elemanl¬birleşimlerin

tam X yar¬latisleri aras¬nda n: s¬rada ise D ye izomorf olan bütün birleşimlerin tam

X yar¬latislerinin s¬n¬f¬
P
n (X;m) ile gösterilir.

Tan¬m 1.2.19: X boş olmayan bir küme ve D birleşimlerin tam X yar¬latisi

olsun. f : X ! D key� bir dönüşüm olsun. Bu şekilde tan¬mlanan her bir f

dönüşümü için

�f : [
x2X

(fxg � f (x))

biçiminde bir ikili ba¼g¬nt¬ yazabiliriz. Bu şekildeki bütün �f ikili ba¼g¬nt¬lar¬n¬n

kümesi BX (D) olmak üzere BX (D) ; BX in alt yar¬grubudur. BX (D) yar¬grubuna

D birleşimlerin tam X-yar¬latisi ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬grubu

denir.

Teorem 1.2.20: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi olsun. BX (D) yar¬grubunun

sa¼g birim eleman¬n¬n var olmas¬ için gerek ve yeter koşul D nin birleşimlerin XI-

yar¬latisi olmas¬d¬r.

Teorem 1.2.21: � ikili ba¼g¬nt¬s¬ BX (D) yar¬grubunun idempotent eleman¬

olsun. O zaman V (D;�) birleşimlerin tam X-yar¬latisi olur.

Teorem 1.2.22: " 2 BX (D) olsun. " ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬n BX (D) yar¬grubunun

sa¼g birim eleman¬olmas¬için gerek ve yeter koşul " nun idempotent ve D = V (D; ")

olmas¬d¬r.

Lemma 1.2.23: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi olsun.

" = " (D; f) = [
t2 �D

(fxg � ^ (D;Dt)) [
��
Xn �D

�
� �D

�
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formundaki bir " ikili ba¼g¬nt¬s¬BX (D) yar¬grubunun sa¼g birimi ise " en büyük sa¼g

birimdir.

Teorem 1.2.24: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi,
P
(D) ; D nin birleşimlerin

tamXI- yar¬latislerinin kümesi olsun. O zamanD
0 2
P
(D) için E(r)X

�
D

0
�
; BX

�
D

0
�

yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n kümesi ve I;BX (D) yar¬grubunun idempo-

tent elemanlar¬n¬n kümesi olmak üzere E(r)X
�
D

0
�
ve I kümeleri için aşa¼g¬dakiler

do¼grudur.

i) E¼ger ? 2 D ise
P
? (D) =

n
D

0 2
P
(D) j ? 2 D0

o
olmak üzere

1) D
0 6= D"; D0

; D" 2
P
? (D) için E

(r)
X

�
D

0
�
\ E(r)X

�
D

"
�
= ?

2) I = [
D02

P
?(D)

E
(r)
X

�
D

0
�

3) X sonlu küme ise jIj =
P

D02
P
?(D)

���E(r)X �
D

0
����

ii) E¼ger ? =2 D ise

1) D
0 6= D"; D0

; D" 2
P
(D) için E(r)X

�
D

0
�
\ E(r)X

�
D

"
�
= ?

2) I = [
D02

P
(D)
E
(r)
X

�
D

0
�

3) X sonlu küme ise jIj =
P

D02
P
(D)

���E(r)X �
D

0
����

Tan¬m 1.2.25: D
0
ve D" birleşimlerin tam X-yar¬latisi, ' : D

0 ! D" birebir

dönüşüm olsun. E¼ger her ? 6= D1 � D için

' ([D1) = [
T 02D1

'
�
T
0
�

koşulu sa¼glan¬yorsa ' dönüşümüne tam izomor�zma denir.

Teorem 1.2.26: D (�) ; V (D;�) n f?g yar¬latisinin üreteç kümesi ve � ikili

ba¼g¬nt¬s¬BX (D ) nin

� = [
T2V (D;�)

(Y �T � T )

quasinormal gösterimine sahip idempotent eleman¬d¬r ancak ve ancak aşa¼g¬daki du-

rumlar do¼grudur.

i) V (D;�) birleşimlerin tam XI-yar¬latisidir.

ii) [
T 02 �D(�)T

Y �
T 0
� T ; 8T 2 D (�)

iii) �D (�)T kümesinin her nonlimit eleman¬için Y
�
T \ T 6= ? dir.
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iv) T , �D (�)T kümesinin bir limit eleman¬ise

B (T ) =
n
Z 2 �D (�)T j Y

�
T \ T 6= ?

o
kümesi için daima [B (T ) = T eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬teoremin i), ii), iii) ve iV) koşullar¬n¬

sa¼glarsa �, BX (D) yar¬grubunun idempotent eleman¬d¬r.

Not 1.2.27: D
0
; D" 2

P0

XI (D) ve

#XI �
 0X
XI

(D)�
0X
XI

(D)

!

olsun. E¼gerD
0
veD" aras¬nda bir ' tam izomor�zmas¬varsaD

0
#XID

" olarak tan¬m-

lan¬r. Bu durumda #XI ikili ba¼g¬nt¬s¬
P0

XI (D) kümesi üzerinde denklik ba¼g¬nt¬s¬

olur.P0

XI (D) kümesinin her bir #XI -denklik s¬n¬f¬ndan birer temsilci seçelim ve

bütün temsilcilerin kümesini
P
XI (D) ile gösterelim. Bu durumda Q 2

P
XI (D)

için

Q#XI =

(
D0 2

0X
XI

(D) j Q ile D0
tam izomorf

)
olur.

Q yar¬latisine tam izomorf olan D nin XI-yar¬latisleri ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬n-

t¬lar¬n tam yar¬gruplar¬n¬n idempotent elemanlar¬n¬n kümesi I� (Q) olsun. O zaman

I� (Q) = [
D02Q#XI

E
(r)
X

�
D

0
�

olur.

Teorem 1.2.28: I;BX (D) nin idempotent elemanlar¬n¬n kümesi olsun. O za-

man aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r.

a) I (D0) \ I (D00) = ?;8D0 6= D00 2
P
XI (D) ;

b) I = [
D02

P
XI(D)

I� (D0) ;

c) X sonlu ise jIj =
P

D02
P
XI(D)

jI� (D0)j :

Tan¬m 1.2.29: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi ve C (D) ; �D kümesinin iki̧ser

iki̧ser ayr¬k alt kümelerinden oluşan bir kümeler ailesi olsun. Aşa¼g¬daki koşullar

sa¼glan¬yorsa C (D) ailesine D yar¬latisinin karakteristik kümeler ailesi denir.
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i) \D 2 C (D)

ii) [C (D) = �D

iii) 8? 6= Z 2 D için Z = [CZ (D) olacak şekilde CZ (D) � C (D) vard¬r.

Tan¬m 1.2.30: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi ve C (D) ; D nin karakteristik

kümeler ailesi olsun. 8Z 2 D ve

D̂ (Z) = Dn
n
Z
0 2 D j Z � Z 0

o
kümesi için

Z = (\D) [ [
Z
02D̂(Z)

�
�
Z
0
�

koşulunu sa¼glayan

� : D ! C (D)

dönüşümüne D nin karakteristik dönüşümü denir.

Teorem 1.2.31: D birleşimlerin sonlu tam X- yar¬latisi olsun. O zaman C (D) ;

D nin karakteristik kümeler ailesi ve � : D ! C (D) karakteristik dönüşümü teklikle

belirlidir.

Teorem 1.2.32: D birleşimlerin sonlu tam X- yar¬latisi olsun. O zaman D nin

karakteristik kümeler ailesi C (D) ile D nin eleman say¬s¬ayn¬d¬r.

Uyar¬: D� ; ��� k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ ile tam üst yar¬latis ve bir D 2P
(X;m) birleşimlerin tam X-yar¬latisine tam izomorf olsun. Ayr¬ca

�� : D� ! C (D�)

birebir ve örten dönüşüm olmak üzere

D
0
=

(
Z = ��

�
�D
�
[ [
T2D̂�(Z)

�� (T ) j Z 2 D�

)

kümesi üzerinde # ba¼g¬nt¬s¬,

Z#Z
0
, D̂� (Z) � D̂�

�
Z
0
�

tan¬mlans¬n. Bu durumda D
0
kümesi üzerinde # ba¼g¬nt¬s¬, k¬smi s¬ralama ba¼g¬n-

t¬s¬d¬r.
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Lemma 1.2.33: D� ; ���k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ile tam üst yar¬latis,

�� : D� ! C (D�)

birebir, örten dönüşüm ve

D
0
=

(
Z = ��

�
�D
�
[ [
T2D̂�(Z)

�� (T ) j Z 2 D�

)

olsun. O zaman D
0
ve D� tam izomorf olur.

O halde her Z 2 D� eleman¬tam izomor�zma alt¬nda görüntüleri olan

Z = ��

�
�D
�
[ [
T2D̂�(Z)

�� (T )

ile belirlenebilir. Her bir Z 2 D� eleman¬ için yaz¬labilen bu eşitliklere D� nun

formal eşitlikleri denir.

Tan¬m 1.2.34: Z
0 2 D�n

n
�D�

o
olsun. Z

0 2 D̂� (T0) ve���D̂� (T0) nD̂� �Z 0
���� = 1

olacak şekilde en az bir tane T0 2 D� varsa ��
�
Z
0
�
2 C (D�) eleman¬na D�

yar¬latisinin temel kaynak eleman¬ denir.

Not 1.2.35: D� yar¬latisinin temel kaynak elemanlar¬boş kümeden farkl¬d¬r.

·Ispat: ��
�
Z
0
�
2 C (D�) eleman¬D� yar¬latisinin temel kaynak eleman¬olsun.

O halde D̂� (T0) nD̂�
�
Z
0
�
=
n
Z
0
o
olacak şekilde en az bir tane T0 2 D� vard¬r.

Dolay¬s¬yla

D̂� (T0) = D̂�

�
Z
0
�
[
n
Z
0
o

olur. ��
�
Z
0
�
= ? oldu¼gunu kabul edelim. �� karakteristik dönüşüm oldu¼gundan

Z
0
= T0 olur. Dolay¬s¬yla Z

0 2 D�
�
Z
0
�
bulunur. Bu ise ��

�
Z
0
�
eleman¬n¬n D�

yar¬latisinin temel kaynak eleman olmas¬ile çeli̧sir. O halde ��
�
Z
0
�
6= ? olur. Yani

D� yar¬latisinin temel kaynak elemanlar¬boş kümeden farkl¬d¬r.

Tan¬m 1.2.36: Z
0 2 D� olsun. ��

�
Z
0
�
= ��

�
D̂�

�
veya her Z 2 D� ve

Z
0 2 D̂� (Z) için ���D̂� (Z) nD̂� �Z 0

���� � 2
ise ��

�
Z
0
�
2 C (D�) eleman¬na D� yar¬latisinin yard¬mc¬kaynak eleman¬denir.
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Not 1.2.37: ��
�
�D
�
2 C (D�) eleman¬D� yar¬latisinin her zaman yard¬mc¬

kayna¼g¬d¬r.

Teorem 1.2.38: D� sonlu yar¬latis ve Z
0 2 D� eleman¬n¬ örten sadece bir

eleman var olsun. ��
�
Z
0
�
2 C (D�) eleman¬D� yar¬latisinin temel kaynak eleman¬

olur.

Teorem 1.2.39: D� sonlu yar¬latis ve Z
0 2 D� eleman¬n¬ örten elemanlar¬n

say¬s¬ 2 den büyük veya eşit olsun. ��

�
Z
0
�
2 C (D�) eleman¬D� yar¬latisinin

yard¬mc¬kaynak eleman¬olur.

Lemma 1.2.40: Y = fy1; y2; :::; ykg ve Dj = fT1; T2; :::; Tjg iki küme olsun. Y

kümesinden her D0j � Dj alt kümesine tan¬ml¬tüm mümkün dönüşümlerin say¬s¬

s (k; j) olmak üzere; Tj 2 Dj

s (k; j) = jk � (j � 1)k

şeklinde bulunur.

Teorem 1.2.41: X sonlu bir küme D� 2
P
n (X;m) yar¬latisinin temel kaynak

elemanlar¬n¬n say¬s¬� ve D� nin otomor�zlerinin say¬s¬q olsun. Bu durumda

jXj = n � � ve j
P
n (X;m)j = s ise

s =
1

q
:
mX
p=�

 
p+1X
i=1

 
(�1)p+i+1 :Cp��m��:C

�
p : (�!) : ((p� �)!) :in

(i� 1)!: (p� i+ 1)!

!!

olur.

Teorem 1.2.42: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi olsun. Ayr¬ca m � 1 ve

T0 � T1 � T2 � ::: � Tm olmak üzere Q = fT0; T1; T2; :::; Tmg ; D birleşimlerin tam

X- yar¬latisi olsun. (Figure 2). O zaman Q birleşimlerin tam XI-alt yar¬latisi olur.

Figure 2:
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Teorem 1.2.43: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi ve m � 3 olmak üzere

Q = fT1; T2; T3; :::; Tmg ; D birleşimlerin tam X-yar¬latisinin bir alt yar¬latisi

olsun. Ayr¬ca Q yar¬latisinin elemanlar¬

T1; T2 =2 f?g ; T1 [ T2 = T3 ve T3 � T4 � ::: � Tm

koşullar¬n¬ sa¼glas¬n (Figure 3). O zaman Q yar¬latisinin birleşimlerin tam XI-alt

yar¬latisi olmas¬için gerek ve yeter koşul T1 \ T2 = ? olmas¬d¬r.

Figure 3:

Teorem 1.2.44: D birleşimlerin tam X- yar¬latisi ve m � 3 olmak üzere

Q = fT0; T1; :::; Tj ; :::; Tmg ; D birleşimlerin tam X- yar¬latisi olsun. Q yar¬latisinin

elemanlar¬0 � j � m� 3 için

T0 � T1 � ::: � Tj � Tj+1 � Tj+3 � ::: � Tm;

T0 � T1 � ::: � Tj � Tj+2 � Tj+3 � ::: � Tm;

Tj+1nTj+2 6= ?; Tj+2nTj+1 6= ? ve Tj+1 [ Tj+2 = Tj+3

koşullar¬n¬sa¼glas¬n(Figure 4). O zaman Q birleşimlerin tam XI-alt yar¬latisi olur.

Figure 4:
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Sonuç 1.2.45: T0 � T1 � ::: � Tm olacak şekilde Q = fT0; T1; :::; Tmg (m � 1)

kümesi D birleşimlerin tam yar¬latisinin bir alt yar¬latisi olsun. Q = (V;D) olacak

biçimde � =
m
[
i=0
(Y �i � Ti) quasinormal gösterime sahip � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬

BX (D) yar¬grubunun idempotent eleman¬d¬r

() Y �0 [Y �1 [ :::[Y �p � Tp ve Y �q \Tq 6= ?;8p = 0; 1; :::;m�1 ve q = 1; 2; :::;m

dir.

Sonuç 1.2.46: T0 � T1 � ::: � Tm olacak şekilde Q = fT0; T1; :::; Tmg (m � 1)

kümesi D birleşimlerin tam yar¬latisinin bir alt yar¬latisi olsun. Q = (V;D) olacak

biçimde � =
m
[
i=0
(Y �i � Ti) quasinormal gösterime sahip � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬

BX (D) yar¬grubunun sa¼g birimidir.

() Y �0 [Y �1 [ :::[Y �p � Tp ve Y �q \Tq 6= ?;8p = 0; 1; :::;m�1 ve q = 1; 2; :::;m

dir.

Sonuç 1.2.47: T1; T2 =2 f?g ; T1 \ T2 = ?; T1 [ T2 = T3 ve T3 � T4 � ::: � Tm
olacak şekilde Q = fT1; :::; Tmg (m � 3) kümesi D birleşimlerin tam yar¬latisinin

bir alt yar¬latisi olsun. Q = V (D;�) olacak biçimde � =
m
[
i=0
(Y �i � Ti) quasinor-

mal gösterime sahip � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬BX (D) yar¬grubunun idempotent

eleman¬d¬r

() Y �1 � T1; Y �2 � T2; Y �1 [Y �2 [:::[Y �k � Tk ve Y �q \Tq 6= ?;8k = 4; 5; :::;m�1

ve q = 4; 5; :::;m dir.

Sonuç 1.2.48: T1; T2 =2 f?g ; T1 \ T2 = ?; T1 [ T2 = T3 ve T3 � T4 � ::: � Tm
olacak şekilde Q = fT1; :::; Tmg (m � 3) kümesi D birleşimlerin tam yar¬latisinin bir

alt yar¬latisi olsun. Q = V (D;�) olacak biçimde � =
m
[
i=0
(Y �i � Ti) quasinormal

gösterime sahip � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬BX (D) yar¬grubunun sa¼g birimidir.

() Y �1 � T1; Y �2 � T2; Y �1 [Y �2 [:::[Y �k � Tk ve Y �q \Tq 6= ?;8k = 4; 5; :::;m�1

ve q = 4; 5; :::;m dir.

Sonuç 1.2.49: Q = fT0; T1; :::; Tj ; :::; Tmg (m � 3) bir yar¬latis, 0 � j � m� 3

koşulunu sa¼glayan j bir do¼gal say¬ve

T0 � T1 � ::: � Tj � Tj+1 � Tj+3 � ::: � Tm;

T0 � T1 � ::: � Tj � Tj+2 � Tj+3 � ::: � Tm;

Tj+1nTj+2 6= ?; Tj+2nTj+1 6= ? ve Tj+1 [ Tj+2 = Tj+3
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olsun. Q = V (D;�) olacak biçimde � =
m
[
i=0
(Y �i � Ti) quasinormal gösterime sahip

� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬BX (D) yar¬grubunun idempotent eleman¬d¬r.

()

Y �0 [ Y �1 [ ::: [ Y �j � Tj+1 \ Tj+2;

Y �0 [ Y �1 [ ::: [ Y �j [ Y �j+2 � Tj+2;

Y �0 [ Y �1 [ ::: [ Y �p � Tp; Y
�
q \ Tq 6= ?

8p = 0; 1; :::;m� 1 ve q = 1; 2; :::;m (p 6= j + 2; q 6= j + 3)

Sonuç 1.2.50: Q = fT0; T1; :::; Tj ; :::; Tmg (m � 3) bir yar¬latis, 0 � j � m� 3

koşulunu sa¼glayan j bir do¼gal say¬ve olsun. Q = V (D;�) olacak biçimde

� =
m
[
i=0
(Y �i � Ti) quasinormal gösterime sahip � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬BX (D)

yar¬grubunun sa¼g birimidir.

()

Y �0 [ Y �1 [ ::: [ Y �j � Tj+1 \ Tj+2;

Y �0 [ Y �1 [ ::: [ Y �j [ Y �j+2 � Tj+2;

Y �0 [ Y �1 [ ::: [ Y �p � Tp; Y
�
q \ Tq 6= ?

8p = 0; 1; :::;m� 1 ve q = 1; 2; :::;m (p 6= j + 2; q 6= j + 3) :

Sonuç 1.2.51: T0 � T1 � ::: � Tm olacak şekilde Q = fT0; T1; :::; Tmg (m � 1)

bir yar¬latis olsun. E¼ger E(r)X (Q) kümesi BX (D) nin tüm sa¼g birimlerinin kümesi

ise bu kümenin eleman say¬s¬;���E(r)X (Q)
��� =

�
2jT1nT0j � 1

�
:
�
3jT2nT1j � 2jT2nT1j

�
:::

�
(m+ 1)

jTmnTm�1j �mjTmnTm�1j
�
: (m+ 1)

jXnTmj

biçiminde bulunur.

Sonuç 1.2.52: T1; T2 =2 f?g ; T1 \ T2 = ?; T1 [ T2 = T3 ve T3 � T4 � ::: � Tm
olacak şekilde Q = fT1; :::; Tmg (m � 3) bir yar¬latis olsun. E¼ger E(r)X (Q) kümesi

BX (D) nin tüm sa¼g birimlerinin kümesi ise bu kümenin eleman say¬s¬,

���E(r)X (Q)
��� = �4jT4nT3j � 3jT4nT3j� :::�mjTmnTm�1j � (m� 1)jTmnTm�1j

�
:m

jXnTmj
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biçiminde bulunur.

Sonuç 1.2.53: Q = fT0; T1; :::; Tj ; :::; Tmg, (m � 3) bir yar¬latis, 0 � j � m�3

koşulunu sa¼glayan j bir do¼gal say¬ve

T0 � T1 � ::: � Tj � Tj+1 � Tj+3 � ::: � Tm;

T0 � T1 � ::: � Tj � Tj+2 � Tj+3 � ::: � Tm;

Tj+1nTj+2 6= ?; Tj+2nTj+1 6= ? ve Tj+1 [ Tj+2 = Tj+3

olsun. E¼ger E(r)X (Q) kümesi BX (D) nin tüm sa¼g birimlerinin kümesi ve

j = 0 (Tj = T0) ise bu kümenin eleman say¬s¬;���E(r)X (Q)
��� =

�
2jT1nT2j � 1

�
:
�
2jT2nT1j � 1

�
:
�
5jT4nT3j � 4jT4nT3j

�
:::

�
(m+ 1)

jTmnTm�1j �mjTmnTm�1j
�
: (m+ 1)

jXnTmj

biçiminde bulunur..
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2. ·IK·IL·I BA¼GINTILARIN TAM YARIGRUPLARI

X boş olmayan bir küme veD = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g kümesiX in alt kümelerinden

oluşan ve elemanlar¬aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir aile olsun. D kümesi

Z1 � Z2 � Z3 � Z5
Z1 � Z2 � Z4 � Z5
Z3 n Z4 6= ?; Z4 n Z3 6= ?; Z3 [ Z4 = Z5

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. O halde kapsama ba¼g¬nt¬s¬na göreD kümesinin Hasse Diyagram¬

Figure 5 deki gibidir. D nin her alt kümesinin kapsama ba¼g¬nt¬s¬na göre bir en küçük

Figure 5:

üst s¬n¬r¬var oldu¼gundan D kümelerdeki kapsama ba¼g¬nt¬s¬ ile bir üst yar¬latistir.

Ayr¬ca D kümesi, kümelerdeki birleşme i̧slemine göre kapal¬ oldu¼gundan tam X-

yar¬latisdir ve en büyük eleman¬ �D = Z5 dir.

Teorem 1.2.31 den dolay¬D nin karakteristik kümeler ailesi olan C (D) ve � :

D ! C (D) karakteristik dönüşümü teklikle belirlidir. Ayr¬ca Teorem 1.2.32 den

C (D) nin eleman say¬s¬ D nin eleman say¬s¬na eşit oldu¼gu biliniyor. O halde

P1; P2; P3; P4; P5 kümeleri �D = Z5 in iki̧ser iki̧ser ayr¬k alt kümeleri olmak üzere

C (D) karakterisik kümeler ailesi

C (D) = fP1; P2; P3; P4; P5g
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ve karakteristik dönüşümü

�� :

0@ Z1 Z2 Z3 Z4 Z5

P1 P2 P3 P4 P5

1A
biçiminde bulunur.

Şimdi Lemma 1.2.33 den faydalanarak D nin formal eşitliklerini bulal¬m. �

karakteristik dönüşüm olmak üzere;

8Z 2 D için D̂ (Z) = Dn fT 2 D j Z � Tg

Z = ��

�
�D
�
[ [
T2D̂(Z)

�� (T )

formal birleşimi tan¬mlanabilir. Bu şekildeki formal birleşimlerin kümesi D
0
ile gös-

terilirse Lemma 1.2.33 den D
0
ve D kümeleri tam izomorf olur. O halde D nin

elemanlar¬formal birleşimlerle ifade edilebilir.

D̂ (Z) = Dn
n
Z
0 2 D j Z � Z 0

o
oldu¼gundan

D̂ (Z1) = Dn
n
Z
0 2 D j Z1 � Z

0
o
= Dn fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g = ?

D̂ (Z2) = Dn
n
Z
0 2 D j Z2 � Z

0
o
= Dn fZ2; Z3; Z4; Z5g = Z1

D̂ (Z3) = Dn
n
Z
0 2 D j Z3 � Z

0
o
= Dn fZ3; Z5g = fZ1; Z2; Z4g

D̂ (Z4) = Dn
n
Z
0 2 D j Z4 � Z

0
o
= Dn fZ4; Z5g = fZ1; Z2; Z3g

D̂ (Z5) = Dn
n
Z
0 2 D j Z5 � Z

0
o
= Dn fZ5g = fZ1; Z2; Z3; Z4g

kümeleri kullan¬larak D nin formal eşitlikleri;

Z = P5 [ [
T2D̂(Z)

�� (T )

olmak üzere

Z1 = P5 (1)

Z2 = P5 [ � (Z1) = P5 [ P1

Z3 = P5 [ � (Z1) [ � (Z2) [ � (Z4) = P5 [ P1 [ P2 [ P4

Z4 = P5 [ � (Z1) [ � (Z2) [ � (Z3) = P5 [ P1 [ P2 [ P3

Z5 = P5 [ � (Z1) [ � (Z2) [ � (Z3) [ � (Z4) = P5 [ P1 [ P2 [ P3 [ P4

biçiminde bulunur.
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Şimdi X kümesi sonlu iken
P
5 (X; 5) kümesinin eleman say¬s¬n¬bulal¬m.

Lemma 2.1: X sonlu bir küme, jXj = n � 3 veD 2
P
5 (X; 5) için j

P
5 (X; 5)j =

s olsun. O halde

s =
1

2
: (6n � 3:5n + 3:4n � 3n) (2)

olur.

·Ispat: D nin otomor�zmleri

'1 :

0@ Z5 Z4 Z3 Z2 Z1

Z5 Z4 Z3 Z2 Z1

1A '2 :

0@ Z5 Z4 Z3 Z2 Z1

Z5 Z3 Z4 Z2 Z1

1A
formunda olup 2 tanedir. O halde D nin otomor�zmlerinin say¬s¬q = 2 dir. Temel

kaynak elemanlar¬n say¬s¬ � = 3 ve Ckj =
j!

k!(j�k)! oldu¼gundan Teorem 1.2.41 den

dolay¬

s =
1

q
:
mX
p=�

 
p+1X
i=1

 
(�1)p+i+1 :Cp��m��:C

s
p : (�!) : (p� �)!:in

(i� 1)!: (p� i� 1)!

!!
olup gerekli hesaplamalar yap¬ld¬¼g¬nda

s =
1

2
: (6n � 3:5n + 3:4n � 3n)

olarak bulunur.

Örnek: X kümesinin eleman say¬s¬ s¬ras¬ ile; n = 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 olarak

al¬nd¬¼g¬nda
P
5 (X; 5) s¬n¬f¬n¬n ve BX (D) kümesinin eleman say¬lar¬n¬hesaplayal¬m.

(2) eşitli¼ginde n = 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 say¬lar¬ yerine koyuldu¼gunda
P
5 (X; 5)

s¬n¬f¬n¬n eleman say¬s¬s¬ras¬ile���X
5
(X; 5)

��� = s = 3; 54; 615; 5670; 41763; 348919; 2492535; 17127990
olarak bulunur.

Şimdi verilen n de¼gerleri için BX (D) kümesinin eleman say¬s¬n¬s¬ras¬ile bulal¬m.

jBX (D)j = jDjjXj

oldu¼gundan

jBX (D)j = 5n

olur. Buradan verilen jXj = n de¼gerleri için

jBX (D)j = 125; 625; 3125; 15625; 78125; 390625; 1953625; 9765625
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olarak bulunur

Şimdi D tam X-yar¬latisinin tüm tam X-alt yar¬latislerini bulal¬m.

Lemma 2.2:

1) fZ5g ; fZ4g ; fZ3g ; fZ2g ; fZ1g

2)
fZ5; Z4g ; fZ5; Z3g ; fZ5; Z2g ; fZ5; Z1g ; fZ4; Z2g ; fZ4; Z1g ;

fZ3; Z2g ; fZ3; Z1g ; fZ2; Z1g

3)
fZ5; Z4; Z2g ; fZ5; Z4; Z1g ; fZ5; Z3; Z2g ; fZ5; Z3; Z1g ;

fZ5; Z2; Z1g ; fZ4; Z2; Z1g ; fZ3; Z2; Z1g

4) fZ5; Z4; Z2; Z1g ; fZ5; Z3; Z2; Z1g

5) fZ5; Z4; Z3g

6) fZ5; Z4; Z3; Z1g ; fZ5; Z4; Z2; Z1g

7) fZ5; Z4; Z3; Z2; Z1g = �D

(3)

·Ispat: D nin bir elemanl¬alt kümeleri birleşim i̧slemine kapal¬oldu¼gundan (3)

de verilen kümeler D nin tam X-alt yar¬latisleri olur.

D nin iki elemanl¬ alt kümelerinin say¬s¬C25 = 10 dur.D nin zincir oluşturan

aşa¼g¬daki 9 alt kümesi

fZ5; Z4g ; fZ5; Z3g ; fZ5; Z2g ; fZ5; Z1g ; fZ4; Z2g ;

fZ4; Z1g ; fZ3; Z2g ; fZ3; Z1g ; fZ2; Z1g

kümelerdeki birleşme i̧slemine kapal¬olduklar¬ndan D nin tam X-alt yar¬latis-

leri olur. Fakat fZ4; Z3g alt kümesi ise kümelerdeki birleşme i̧slemine göre kapal¬

olmad¬¼g¬ndan D nin tam X-alt yar¬latisi de¼gildir.

D nin üç elemanl¬alt kümelerinin say¬s¬C35 = 10 dur. D nin zincir oluşturan

aşa¼g¬daki 8 alt kümesi

fZ5; Z4; Z2g ; fZ5; Z4; Z1g ; fZ5; Z3; Z2g ; fZ5; Z3; Z1g ;

fZ5; Z2; Z1g ; fZ4; Z2; Z1g ; fZ3; Z2; Z1g ; fZ5; Z4; Z3g

kümelerdeki birleşme i̧slemine göre kapal¬olmad¬¼g¬ndanD nin tamX-alt yar¬latisi

de¼gildir.

Benzer olarak D nin geriye kalan di¼ger alt kümelerinin de D nin tam X-alt

yar¬latisleri olduklar¬gösterilebilir.

Lemma 2.2. de verilen D nin tam X alt yar¬latislerinin diyagram¬Figure 6 daki

gibidir.
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Figure 6:

Şimdi D nin tam X alt yar¬latislerinden XI olanlar¬belirleyece¼giz.

Lemma 2.3: D kümesi birleşimlerin tam XI-yar¬latisidir.

·Ispat: Herhangi bir t 2 �D için P1; P2; P3; P4; P5 kümeleri �D = Z5 in iki̧ser iki̧ser

ayr¬k alt kümeleri ve

�D = Z5 = P1 [ P2 [ P3 [ P4 [ P5

oldu¼gundan t, Pi(i = 1; :::; 5) kümelerinden yaln¬zca birinin eleman¬olur. O halde

(1) eşitli¼ginden

Dt =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

fZ5; Z4; Z3; Z2g ; t 2 P1
fZ5; Z4; Z3g ; t 2 P2
fZ5; Z4g ; t 2 P3
fZ5; Z3g ; t 2 P4
D ; t 2 P5

olarak bulunur. Buradan her bir Dt kümesinin alt s¬n¬rlar¬n¬n kümesi;

N (D;Dt) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

fZ2; Z1g ; t 2 P1
fZ2; Z1g ; t 2 P2
fZ4; Z2; Z1g ; t 2 P3
fZ3; Z2; Z1g ; t 2 P4
fZ1g ; t 2 P5

biçiminde bulunur.

Buradan tam alt s¬n¬r için (yani alt s¬n¬rlar¬n en büyü¼gü için)

^ (D;Dt) = [N (D;Dt)
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oldu¼gundan

^ (D;Dt) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Z2 ; t 2 P1
Z2 ; t 2 P2
Z4 ; t 2 P3
Z3 ; t 2 P4
Z1 ; t 2 P5

olarak bulunur.

Şimdi XI olma koşullar¬n¬inceleyelim.

i)8t 2 �D = Z5 için ^ (D;Dt) 2 D dir.

ii)t 2 Z5 = P1 [ P2 [ P3 [ P4 [ P5 olup t 2 P1; P2; P3; P4; P5 için

[ ^ (D;Dt) = Z2 [ Z2 [ Z1 [ Z3 [ Z4 = Z5

t 2 Z4 = P1 [ P2 [ P3 [ P5 olup

[ ^ (D;Dt) = Z2 [ Z2 [ Z4 [ Z1 = Z4

t 2 Z3 = P1 [ P2 [ P4 [ P5 olup

[ ^ (D;Dt) = Z2 [ Z2 [ Z3 [ Z1 = Z3

t 2 Z2 = P1 [ P5 olup

[ ^ (D;Dt) = Z1 [ Z2 = Z2

t 2 Z1 = P5 inceleyelim.

Tan¬m 1.2.34 de verilen temel kaynak eleman tan¬m¬ndan ve Not 1.2.35,Teorem

1.2.38 den Z1; Z3; Z4 ü örten sadece bir eleman oldu¼gundan � (Z1) ; � (Z3) ; � (Z4)

temel kaynak elemand¬r.

Tan¬m 1.2.36 da verilen yard¬mc¬kaynak eleman tan¬m¬ndan ve Teorem 1.2.39

dan Z2 yi örten iki eleman oldu¼gundan � (Z2) yard¬mc¬kaynak elemand¬r.

Not 1.2.37 den Z5 için � (Z5) her zaman yard¬mc¬kaynak elemand¬r.

O halde D tam X-yar¬latisinin iki tane yard¬mc¬kaynak eleman¬ve üç tane temel

kaynak eleman¬vard¬r.

Yard¬mc¬kaynak eleman boş küme olabilece¼ginden � (Z2) = P2 ve � (Z5) = P5

boş küme olabilir. O halde
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t 2 Z1 = P5 oldu¼gunda

Z1 = ? ise XI olman¬n ikinci koşuluna bakmaya gerek yoktur.

Z1 6= ? ise t 2 Z1 = P5 oldu¼gundan ^ (D;Dt) = Z1 olur. Yani XI olman¬n

ikinci koşulu sa¼glanm¬̧s olur.

O halde ? 6= Zi (8i = 1; 2; 3; 4; 5) için XI olman¬n ikinci koşulu sa¼glanm¬̧s olur.

Bu durumda Tan¬m1.2.16 dan her iki koşul da sa¼gland¬¼g¬için D birleşimlerin tam

XI-yar¬latisidir.

Lemma 2.4: Şekil 6 da diyagram¬ (1), (2), (3), (4) biçiminde olan X-alt

yar¬latisleri XI-yar¬latistir.

·Ispat: Teorem 1.2.42 den D nin X-alt yar¬latislerinden diyagram¬(1), (2), (3),

(4) deki gibi olanlar her zaman XI-alt yar¬latistir.

Lemma 2.5: Şekil 6 da diyagram¬(6) biçiminde olan D nin X-alt yar¬latisleri

XI-yar¬latistir.

·Ispat: Q1 = fZ5; Z4; Z3; Z1g kümesinin karakteristik kümeler ailesi olan C (Q1)

ve karakteristik dönüşümü olan � : Q1 ! C (Q1) dönüşümünü bulal¬m. Öyleki

Teorem 1.2.31 dan bunlar teklikle belirlidir.

C (Q1) = fP1; P3; P4; P5g

ve

�� :

0@ Z1 Z3 Z4 Z5

P1 P3 P4 P5

1A
biçiminde bulunur.

Şimdi Lemma 1.2.33 den faydalanarak Q1 in formal eşitlikleri

Q̂1 (Z1) = Q1n
n
Z
0 2 Q1 j Z1 � Z

0
o
= Q1n fZ1; Z3; Z4; Z5g = ?

Q̂1 (Z3) = Q1n
n
Z
0 2 Q1 j Z3 � Z

0
o
= Q1n fZ3; Z5g = fZ1; Z4g

Q̂1 (Z4) = Q1n
n
Z
0 2 Q1 j Z4 � Z

0
o
= Q1n fZ4; Z5g = fZ1; Z3g

Q̂1 (Z5) = Q1n
n
Z
0 2 Q1 j Z5 � Z

0
o
= Q1n fZ5g = fZ1; Z3; Z4g

kümeleri kullan¬larak

Z1 = P5

Z3 = P5 [ � (Z1) [ � (Z4) = P5 [ P1 [ P4

Z4 = P5 [ � (Z1) [ � (Z3) = P5 [ P1 [ P3
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biçiminde bulunur.

Şimdi Z1 = P5 = ? olsun.

t 2 Z5 için;

t 2 P1 için Q1t = fZ3; Z4; Z5g =) N (Q;Q1t) = fZ1g

t 2 P3 için Q1t = fZ4; Z5g =) N (Q;Q1t) = fZ4; Z1g

t 2 P4 için Q1t = fZ3; Z5g =) N (Q;Q1t) = fZ3; Z1g

O halde buradan

^ (Q;Q1t) =

8>>><>>>:
Z1 ; t 2 P1
Z4 ; t 2 P3
Z3 ; t 2 P4

i) Her t için [ ^ (Q;Q1t) 2 Q1 oldu¼gundan XI olman¬n ilk koşulu sa¼glan¬r.

ii)t 2 Z5 = P1 [ P3 [ P4 olup t 2 P1; P3; P4 için

[ ^ (Q;Q1t) = Z1 [ Z3 [ Z4 = Z5

t 2 Z4 = P1 [ P3 olup

[ ^ (Q;Q1t) = Z1 [ Z4 = Z4

t 2 Z3 = P1 [ P4 olup

[ ^ (Q;Q1t) = Z1 [ Z3 = Z3

olur. O halde bu durum için Q1 alt yar¬latisi XI yar¬latistir.

Z1 = P5 6= ? olsun.

t 2 Z5 için

t 2 P1 için Q1t = fZ3; Z4; Z5g =) N (Q;Q1t) = fZ1g

t 2 P3 için Q1t = fZ4; Z5g =) N (Q;Q1t) = fZ4; Z1g

t 2 P4 için Q1t = fZ3; Z5g =) N (Q;Q1t) = fZ3; Z1g

t 2 P5 için Q1t = fZ1; Z3; Z4; Z5g =) N (Q;Q1t) = fZ1g

O halde buradan

^ (Q;Q1t) =

8>>>>>><>>>>>>:

Z1 ; t 2 P1
Z4 ; t 2 P3
Z3 ; t 2 P4
Z1 ; t 2 P5
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i) Her t için [ ^ (Q;Q1t) 2 Q1 oldu¼gundan XI olman¬n ilk koşulu sa¼glan¬r.

ii)t 2 Z5 = P1 [ P3 [ P4 olup t 2 P1; P3; P4 için

[ ^ (Q;Q1t) = Z1 [ Z3 [ Z4 = Z5

t 2 Z4 = P1 [ P3 olup

[ ^ (Q;Q1t) = Z1 [ Z4 = Z4

t 2 Z3 = P1 [ P4 olup

[ ^ (Q;Q1t) = Z1 [ Z3 = Z3

t 2 Z1 = P5 olup

[ ^ (Q;Q1t) = Z1

dir. Böylece bu durum için de Q1 alt yar¬latisi XI-yar¬latistir.

Sonuç olarak Tan¬m 1.2.16 dan Q1 alt yar¬latisi XI-alt yar¬latistir.

Benzer şekilde Q2 = fZ5; Z4; Z3; Z2g alt yar¬latisini incelersek Z2 6= ? olaca¼g¬n-

dan ispat kolayl¬kla yap¬labilir.

Lemma 2.6: Şekil 6 da diyagram¬(5) biçiminde olan D nin X-alt yar¬latisleri

XI-yar¬latis de¼gildir.

·Ispat: Q3 = fZ5; Z4; Z3g kümesinin karakteristik kümeler ailesi olan C (Q3) ve

karakteristik dönüşümü olan � : Q3 ! C (Q3) dönüşümünü bulal¬m. Öyleki Teorem

1.2.31 den bunlar teklikle belirlidir.

C (Q3) = fP3; P4; P5g

ve

�� :

0@ Z3 Z4 Z5

P3 P4 P5

1A
biçiminde bulunur.

Şimdi Lemma 1.2.33 den faydalanarak Q3 in formal eşitlikleri olan

Q̂3 (Z3) = Q3n
n
Z
0 2 Q3 j Z3 � Z

0
o
= Q3n fZ3; Z5g = fZ4g

Q̂3 (Z4) = Q3n
n
Z
0 2 Q3 j Z4 � Z

0
o
= Q1n fZ4; Z5g = fZ3g

Q̂3 (Z5) = Q3n
n
Z
0 2 Q3 j Z5 � Z

0
o
= Q1n fZ5g = fZ3; Z4g
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kümelerini kullanarak

Z3 = P5 [ � (Z4) = P5 [ P4

Z3 = P5 [ � (Z3) = P5 [ P3

Z5 = P5 [ � (Z3) [ � (Z4) = P5 [ P3 [ P4

bulunur. t 2 P5 için alt s¬n¬r olmad¬¼g¬için Tan¬m 1.2.16 da XI olman¬n i) koşulu

her t eleman¬için sa¼glanmaz. Dolay¬s¬ile Q3 alt yar¬latisi XI-alt yar¬latis de¼gildir.
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.

3. ·IK·IL·I BA¼GINTILARIN TAM YARIGRUPLARININ

·IDEMPOTENT VE SA¼G B·IR·IM ELEMANLARI

Birleşimlerin tam X-yar¬latisi D ye izomorf olan X-yar¬latislerin s¬n¬f¬
P
5 (X; 5)

oldu¼gundan bu s¬n¬ftan al¬nan herhangi bir tam X-yar¬latisi ile tan¬mlanan ik-

ili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬grubunun idempotent elemanlar¬n¬n yap¬s¬n¬BX (D) yar¬-

grubunun idempotent elemanlar¬n¬n yard¬m¬ ile karakterize edebiliriz. Dolay¬s¬ylaP
5 (X; 5) s¬n¬f¬n¬n tam X-yar¬latisleri ile belirlenen ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam yar¬gru-

plar¬n¬n idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n özelliklerini belirlemek yerine BX (D)

yar¬grubunun idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n özelliklerini belirlemek yeter-

lidir.

Teorem 1.2.20 den D nin her bir D
0
; XI-alt yar¬latisi ile tan¬mlanan BX

�
D

0
�

yar¬grubunun bir " sa¼g birim eleman¬vard¬r. Üstelik Teorem 1.2.22 den " idem-

potent eleman olup V
�
D

0
; "
�
= D

0
koşulunu sa¼glar. Dolay¬s¬yla Not 1.2.27 den

BX

�
D

0
�
yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n kümesi olan E(r)X

�
D

0
�
ve BX

�
D

0
�

yar¬grubunun V
�
D

0
; "
�
= D

0
koşulunu sa¼glayan " idempotent elemanlar¬n¬n kümesi

I� (Qi) olmak üzere;

I� (Qi) = [
D02Qi�XI

E
(r)
X

�
D

0
�

olur. O halde X sonlu iken

jI� (Qi)j =
X

D02Qi�XI

���E(r)X �
D

0
����

olarak bulunur.

Teorem 3.1: � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬için V (D;�) = D koşulu sa¼glans¬n ve

� ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬n quasinormal gösterimi

� = [
T2V (D;�)

(Y �T � T )
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biçiminde olsun. D (�) kümesi, V (D;�) n f?g nin üreteç kümesi olmak üzere

� idempotenttir()

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

Y �1 � Z1
Y �1 [ Y �2 � Z2
Y �1 [ Y �2 [ Y �3 � Z3
Y �1 [ Y �2 [ Y �4 � Z4
Y �2 \ Z2 6= ?

Y �3 \ Z3 6= ?

Y �4 \ Z4 6= ?

(4)

·Ispat: V (D;�) n f?g n¬n D (�) = fZ1; Z2; Z3; Z4g üreteç kümesini alal¬m.

():)� idempotent eleman olsun. Teorem 1.2.26 (i) den V (D;�) birleşimlerin

tam XI-yar¬latisidir.

�D (�)Z = fT 2 D (�) j T � Zg

olmak üzere

�D (�)Z1 = fZ1g

�D (�)Z2 = fZ1; Z2g

�D (�)Z3 = fZ1; Z2; Z3g

�D (�)Z4 = fZ1; Z2; Z4g

olur. Buradan Teorem 1.2.26 (ii) den

Z1 2 D (�) için Y �1 � Z1 (*)

Z2 2 D (�) için Y �1 [ Y �2 � Z2

Z3 2 D (�) için Y �1 [ Y �2 [ Y �3 � Z3

Z4 2 D (�) için Y �1 [ Y �2 [ Y �4 � Z4

biçiminde bulunur.

Şimdi �D (�)Z kümesinin nonlimit elemanlar¬n¬bulal¬m. Tan¬m 1.2.14 den

l
�
D

0
; Z
�
= [

�
D

0nD0
Z

�
olmak üzere Znl

�
D

0nD0
Z

�
6= ?

ise Z nonlimit elemand¬r. Buna göre

D0Z =
n
T 2 D0 j Z � T

o
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kümesinin tan¬m¬n¬kullanarak

-Z1 6= ? olarak kabul etti¼gimiz için Z1 ne limit eleman, ne de nonlimit elemand¬r.

-Z2 nonlimit elemand¬r. Gerçekten

l
�
�D (�)Z2 ; Z2

�
= [

�
�D (�)Z2 n

�
�D (�)Z2

�
Z2

�
= [

�
�D (�)Z2 n fZ2g

�
= fZ1g

oldu¼gundan Z2nZ1 6= ? d¬r. O halde Z2 nonlimit elemand¬r.

-Z3 nonlimit elemand¬r. Gerçekten

l
�
�D (�)Z3 ; Z3

�
= [

�
�D (�)Z3 n

�
�D (�)Z3

�
Z3

�
= [

�
�D (�)Z3 n fZ3g

�
= [fZ1; Z2g = Z1 [ Z2 = Z2

oldu¼gundan Z3nZ2 6= ? d¬r. O halde Z3 nonlimit elemand¬r.

-Z4 nonlimit elemand¬r. Gerçekten

l
�
�D (�)Z4 ; Z4

�
= [

�
�D (�)Z4 n

�
�D (�)Z4

�
Z4

�
= [

�
�D (�)Z4 n fZ4g

�
= [fZ1; Z2g = Z1 [ Z2 = Z2

oldu¼gundan Z4nZ2 6= ? d¬r. O halde Z4 nonlimit elemand¬r.

Şimdi Teorem 1.2.26 de (iii) ş¬kk¬nda oldu¼gu gibi her bir nonlimit eleman için

Y �T \ T 6= ?

olmas¬durumuna bakal¬m.

Z2 için Y �2 \ Z2 6= ? (**)

Z3 için Y �3 \ Z3 6= ?

Z4 için Y �4 \ Z4 6= ?

koşullar¬bulunur. O halde (*) ve (**) koşullar¬birlikte düşünülürse teoremin ispat¬

tamamlan¬r.

((=:)D (�) kümesi, V (D;�) n f?g nin üreteç kümesi ve V (D;�) = D olsun.

D;XI-yar¬latis oldu¼gundan V (D;�) da XI-yar¬latistir. Böylece Teorem 1.2.26 n¬n

(i) koşulu sa¼glan¬r.

8Zi 2 D� için [
Z02 �D(�)Zi

Y �Z0 � Zi

dir. Dolay¬s¬yla Teorem 1.2.26 ün (ii) koşulu sa¼glan¬r.
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�D (�)Z kümesinin her bir nonlimit eleman¬ için Y
�
Z \ Z 6= ? dir. Dolay¬s¬yla

Teorem 1.2.26 ün (iii) koşulu sa¼glan¬r.

O halde Teorem 1.2.26 den � ikili ba¼g¬nt¬s¬idempotenttir.

Sonuç 3.2: � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬için V (D;�) = D koşulu sa¼glans¬n ve �

ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬n quasinormal gösterimi

� = [
T2V (D;�)

(Y �T � T )

biçiminde olsun.

� sa¼g birimdir() (4) koşullar¬sa¼glan¬r.

·Ispat: Teorem 3.1 den � idempotent ve V (D;�) = D oldu¼gundan Teorem

1.2.22 den � 2 BX (D) sa¼g birimdir.

Teorem 3.3: X sonlu bir küme veD = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g elemanlar¬aşa¼g¬daki

koşullar¬sa¼glayan bir aile olsun.

Z1 � Z2 � Z3 � Z5

Z1 � Z2 � Z4 � Z5

Z3nZ4 6= ?; Z4nZ3 6= ?; Z3 [ Z4 = Z5

� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬için V (D;�) = D koşulu sa¼glans¬n. O halde BX (D) nin

idempotent elemanlar¬n¬n say¬s¬

jI� (D)j = 2j(Z3\Z4)nZ2j:
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

d¬r.

·Ispat: � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬için V (D;�) = D koşulu sa¼glans¬n. Teorem

3.1 den biliyoruz ki � idempotent ise (4) koşullar¬sa¼glan¬r.

(1) de D nin formal birleşimlerinden

Z1 = P5

Z2 = P5 [ P1

Z3 = P5 [ P1 [ P2 [ P4

Z4 = P5 [ P1 [ P2 [ P3

Z5 = P5 [ P1 [ P2 [ P3 [ P4
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oldu¼gundan

P5 = Z1

P1 = Z2nZ1

P2 = (Z3 \ Z4) nZ2

P3 = Z4nZ3

P4 = Z3nZ4

ifadelerini elde ederiz.

i = 1; 2; :::; 5 için Pi ler ayr¬k ve [Pi = Z5 d¬r. Dolay¬s¬yla

K = fZ2nZ1; (Z3 \ Z4) nZ2; Z4nZ3; Z3nZ4; Z1; XnZ5g

kümesi X kümesinin parçalan¬̧s¬d¬r.

� 2 BX (D) oldu¼gundan

f : X ! D

x! f (x) = x�

fonksiyonu tan¬mlan¬r. Bu f fonksiyonunu

Z2nZ1; (Z3 \ Z4) nZ2; Z4nZ3; Z3nZ4; Z1 ve XnZ5

kümelerine k¬s¬tlayal¬m. Bu k¬s¬tlan¬̧s fonksiyonlar¬na s¬rayla

f1�; f2�; f3�; f4�; f5�; f6�

diyelim. Şimdi bu dönüşümlerin özelliklerini bulal¬m:

- f1� fonksiyonunun de¼ger kümesini bulal¬m. Bunun için

t 2 Z2nZ1 olsun. Z2nZ1 � Z2 � Y �1 [Y �2 olup buradan ise t 2 Y �1 [Y �2 bulunur.

t 2 Y �1 [ Y �2 ) t 2 Y �1 veya t 2 Y �2 ) t� = Z1 veya t� = Z2

) t� 2 fZ1; Z2g ) f (t) 2 fZ1; Z2g

oldu¼gundan dolay¬f1� fonksiyonu

f1� : Z2nZ1 ! fZ1; Z2g
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biçiminde tan¬mlanabilir.

-f2� fonksiyonunun de¼ger kümesini bulal¬m. Bunun için

t 2 (Z3 \ Z4) nZ2 olsun. (Z3 \ Z4) nZ2 � Z3 \ Z4 � Y �1 [ Y �2 olup

buradan ise t 2 Y �1 [ Y �2 bulunur.

t 2 Y �1 [ Y �2 ) t 2 Y �1 veya t 2 Y �2 ) t� = Z1 veya t� = Z2

) t� 2 fZ1; Z2g ) f (t) 2 fZ1; Z2g

oldu¼gundan dolay¬f2� fonksiyonu

f2� : Z2nZ1 ! fZ1; Z2g

biçiminde tan¬mlanabilir.

f1�:f2� = f
0
1� olsun. Bu durumda;

f
0
1� : (Z3 \ Z4) nZ1 ! fZ1; Z2g

oldu¼gundan ayr¬ayr¬incelemek yerine f
0
1� fonksiyonunu inceleyelim.

f
0
1� : (Z3 \ Z4) nZ1 ! fZ1; Z2g dür. Ayr¬ca Y �2 \ Z2 6= ? oldu¼gu için

9t 2 Y �2 \ Z2 vard¬r. Buradan t 2 Y �2 ve t 2 Z2 dir. Z2 � Z3 \ Z4 oldu¼gundan

t 2 Z3 \ Z4 olur.

t 2 Z1 olsun. Z1 � Y �1 oldu¼gundan t 2 Y �1 olur. Yani t� = Z1 dir. Bu ise

Z1 = Z2 olmas¬n¬gerektirir ki bu çeli̧skidir. O halde t =2 Z1 dir.

Dolay¬s¬yla t 2 Z2nZ1 dir. Buradan;

Y �2 \ Z2 � Z2nZ1 � (Z3 \ Z4) nZ1

olur. Özel olarak baz¬t 2 Z2 elemanlar¬için f
0
1� (t) = Z

0
2 dür. Teorem 1.2.17 den

X = (Z3 \ Z4) nZ1, Y = Z2nZ1 ve Dj = fZ1; Z2g olmak üzere;

s =
���f 01���� = 2j((Z3\Z4)nZ1)n(Z2nZ1)j:

�
2jZ2nZ1j � 1jZ2nZ1j

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

= 2j(Z3\Z4)nZ2j:
�
2jZ2nZ1j � 1

�
olarak bulunur. Yani ���f 01���� = 2j(Z3\Z4)nZ2j:�2jZ2nZ1j � 1�
elde edilir.
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-f3� fonksiyonunun de¼ger kümesini bulal¬m. Bunun için;

t 2 Z4nZ3 olsun. Z4nZ3 � Z4 � Y �1 [ Y �2 [ Y �4 olup buradan ise

t 2 Y �1 [ Y �2 [ Y �4 bulunur.

t 2 Y �1 [ Y �2 [ Y �4 ) t 2 Y �1 veya t 2 Y �2 veya t 2 Y �4

) t� = Z1 veya t� = Z2 veya t� = Z4

) t� 2 fZ1; Z2; Z4g ) f (t) 2 fZ1; Z2; Z4g

oldu¼gundan dolay¬f3� fonksiyonu

f1� : Z4nZ3 ! fZ1; Z2; Z4g

biçiminde tan¬mlanabilir. Ayr¬ca Y �4 \ Z4 6= ? oldu¼gu için 9t 2 Y �4 \ Z4 vard¬r.

Buradan t 2 Y �4 ve t 2 Z4 dir.

Y �4 \ Z4 � Z4nZ3 mu?

t 2 Z3 olsun. Bu durumda Z3 � Y �1 [ Y �2 [ Y �3 oldu¼gundan t 2 Y �1 [ Y �2 [ Y �3
dir. t� 2 fZ1; Z2; Z3g olur. Fakat Z4 =2 fZ1; Z2; Z3g oldu¼gundan çeli̧skidir. O halde

t =2 Z3 dir.

t 2 Z4 ve t =2 Z3 oldu¼gundan t 2 Z4nZ3 dür.

Dolay¬s¬yla 9t 2 Z4nZ3 için f3� (t) = t� = Z4 dir. Lemma 1.2.40 dan en az bir

eleman¬Z4 e giden fonksiyon say¬s¬;

jf3�j = 3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

elde edilir.

-f4� fonksiyonunun de¼ger kümesini bulal¬m. Bunun için;

t 2 Z3nZ4 olsun. Z3nZ4 � Z3 � Y �1 [ Y �2 [ Y �3 olup buradan ise

t 2 Y �1 [ Y �2 [ Y �3 bulunur.

t 2 Y �1 [ Y �2 [ Y �3 ) t 2 Y �1 veya t 2 Y �2 veya t 2 Y �3

) t� = Z1 veya t� = Z2 veya t� = Z3

) t� 2 fZ1; Z2; Z3g ) f (t) 2 fZ1; Z2; Z3g

oldu¼gundan dolay¬f3� fonksiyonu

f4� : Z3nZ4 ! fZ1; Z2; Z3g
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biçiminde tan¬mlanabilir. Ayr¬ca Y �3 \ Z3 6= ? oldu¼gu için 9t 2 Y �3 \ Z3 vard¬r.

Buradan t 2 Y �3 ve t 2 Z3 dir.

Y �3 \ Z3 � Z3nZ4 mu?

t 2 Z4 olsun. Bu durumda Z4 � Y �1 [ Y �2 [ Y �4 oldu¼gundan t 2 Y �1 [ Y �2 [ Y �4
dir. t� 2 fZ1; Z2; Z4g olur. Fakat Z3 =2 fZ1; Z2; Z4g oldu¼gundan bu bir çeli̧skidir.

O halde t =2 Z4 dir.

t 2 Z3 ve t =2 Z4 oldu¼gundan t 2 Z3nZ4 dür.

Dolay¬s¬yla 9t 2 Z3nZ4 için f4� (t) = t� = Z3 dir. Lemma 1.2.40 dan en az bir

eleman¬Z3 e giden fonksiyon say¬s¬;

jf4�j = 3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

elde edilir.

-f5� fonksiyonunun de¼ger kümesini bulal¬m. Bunun için;

t 2 Z1olsun. Z1 � Y �1 olup buradan ise t 2 Y �1 bulunur.

t 2 Y �1 ) t� = Z1 ) t� 2 fZ1g ) f (t) 2 fZ1g

oldu¼gundan dolay¬f5� fonksiyonu

f5� : Z1 ! Z1

biçiminde tan¬mlanabilir. O halde

jf5�j = 1jZ1j = 1

elde edilir.

-f6� fonksiyonunun de¼ger kümesini bulal¬m. Bunun için;

t 2 XnZ5olsun. Z5 � Y �1 [ Y �2 [ Y �3 [ Y �4 [ Y �5 olup buradan ise

t 2 Y �1 [ Y �2 [ Y �3 [ Y �4 [ Y �5

) t 2 Y �1 veya t 2 Y �2 veya t 2 Y �3 veya t 2 Y �4 veya t 2 Y �5

) t� = Z1 veya t� = Z2 veya t� = Z3 veya t� = Z4 veya t� = Z5

) t� 2 fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g

) f (t) 2 fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g = D
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oldu¼gundan dolay¬f6� fonksiyonu

f6� : XnZ5 ! D

biçiminde tan¬mlanabilir. O halde

jf6�j = 5jXnZ5j

elde edilir.

f : X ! D tan¬ml¬fonksiyon say¬s¬f
0
1�; f3�; f4�; f5�; f6� n¬n eleman say¬lar¬n¬n

çarp¬m¬d¬r. Yani;

jf j = 2j(Z3\Z4)nZ2j:
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

formülü elde edilir.

Şimdi bir g fonksiyonuna karş¬l¬k gelen �g idempotent eleman¬n¬bulmaya çal¬̧sal¬m.

g = (g1; g2; g3; g4; g5)! �g

g1 : (Z3 \ Z4) nZ1 ! fZ1; Z2g ; 9x1 2 Z2 için g1 (x1) = Z2
g2 : Z4nZ3 ! fZ1; Z2; Z4g ; 9x2 2 Z4nZ3 için g2 (x2) = Z4
g3 : Z3nZ4 ! fZ1; Z2; Z3g ; 9x3 2 Z3nZ4 için g3 (x3) = Z3
g4 : Z1 ! Z1

g5 : XnZ5 ! D = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g

ve

g = (g1; g2; g3; g4; g5)

olsun. g : X ! D dönüşümü için

� = �g = [
x2X

(fxg � g (x))

olsun. ·Ilk önce
Y �1 � Z1
Y �1 [ Y

�
2 � Z2

Y �1 [ Y
�
2 [ Y

�
3 � Z3

Y �1 [ Y
�
2 [ Y

�
4 � Z4

Y �2 \ Z2 6= ?

Y �3 \ Z3 6= ?

Y �4 \ Z4 6= ?
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koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬gösterelim. Bu durumda � idempotent eleman olur.

-Z2 � Y �1 [ Y
�
2 m¬?

t 2 Z2 = Z1 [ (Z2nZ1) olsun. Z2nZ1 � (Z3 \ Z4) nZ1 oldu¼gu için

t 2 Z1 veya t 2 Z2nZ1 � (Z3 \ Z4) nZ1 olur.

g (t) = g4 (t) = Z1; g (t) = g4 (t) = fZ1; Z2g =) g (t) = fZ1; Z2g

=) t� 2 fZ1; Z2g =) t 2 Y �1 [ Y
�
2

O halde

Z2 � Y �1 [ Y
�
2

kapsam¬sa¼glan¬r.

-Y �2 \ Z2 6= ? m¬?

9z 2 Z2 için g (z) = g1 (z) = Z2 =) z� = Z2 =) z 2 Y �2 d¬r.

O halde z 2 Z2 ve z 2 Y �2 =) z 2 Y �2 \Z2 =) Y �2 \Z2 6= ? oldu¼gu elde edilir.

Bu şekilde bütün koşullar sa¼gland¬¼g¬ndan � idempotenttir. Yani

g = (g1; g2; g3; g4; g5) : X ! D

dönüşümü için � = �g idempotent elemand¬r.

f 6= g iken �f 6= �g oldu¼gundan bu şekildeki fonksiyonlar¬n say¬s¬�g lerin yani

idempotent elemnlar¬n say¬s¬na eşittir.
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3.1. Z1= ? iken ·Idempotent ve Sa¼g Birim Elemanlar

Bu bölümde D birleşimlerin tam X-yar¬latisi ile belirlenen ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam

yar¬grubu BX (D) nin Z1= ? koşulu alt¬nda idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n

özellikleri ve X sonlu iken idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬belirlenecek-

tir.

Teorem 3.1.1: D = fZ5; Z4; Z3; Z2; Z1g 2
P
5 (X; 5) olsun. Z1= ? olmak üzere

� 2 BX (D) ba¼g¬nt¬s¬n¬n idempotent olmas¬ için gerek ve yeter koşul aşa¼g¬da ver-

ilen biçimlerde quasinormal gösterimlerden birine sahip olmas¬ve yanlar¬nda verilen

koşullar¬sa¼glamas¬d¬r.

1) � = ?

2) � = (Y �1 �?) [ (Y �T � T ) ;

Y �T \ T 6= ?

3) � = (Y �1 �?) [ (Y �T � T ) [
�
Y �
T
0 � T

0
�
;

Y �1 [ Y �T � T; Y �T \ T 6= ?; Y �T 0 \ T
0 6= ?

4) � = (Y �1 �?) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �T � T ) [ (Y �5 � Z5) ;

Y �1 [ Y �2 � Z2; Y �1 [ Y �2 [ Y �T � T;

Y �2 \ Z2 6= ?; Y �T \ T 6= ?; Y �Z5 \ Z5 6= ?

5) � = (Y �1 �?) [ (Y �4 � Z4) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �5 � Z5) ;

Y �1 [ Y �4 � Z2; Y �1 [ Y �3 � Z3;

Y �4 \ Z4 6= ?; Y �3 \ Z3 6= ?; Y �Z5 \ Z5 6= ?

6) � = (Y �1 �?) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �4 � Z4) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �5 � Z5) ;

Y �1 [ Y �2 � Z2; Y �1 [ Y �2 [ Y �3 � Z3;

Y �1 [ Y �2 [ Y �4 � Z4; Y �2 \ Z2 6= ?; Y �3 \ Z3 6= ?; Y �Z4 \ Z4 6= ?

(5)

·Ispat:(=):)� 2 BX (D) oldu¼gu için Lemma 1.2.9 den V (X�; �) � D dir.

Lemma 1.2.8 den V (D;�) � D ve

? 2 D () ? 2 V (D;�)

d¬r.

Ayr¬ca � idempotent eleman iken Teorem 1.2.21 den V (D;�)XI-yar¬latis oldu¼gun-

dan V (D;�), D nin boş kümeyi bulunduran XI-alt yar¬latislerini tarar.
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Z1 = ? için XI-alt yar¬latislerini

A1 = f?g

A2 = f?; Tg ;T 2 fZ2; Z3; Z4; Z5g

A3 =
n
?; T; T 0

o
;T 2 fZ2; Z3; Z4g ; T 0 2 fZ3; Z4; Z5g

A4 = f?; Z2; T; Z5g ;T 2 fZ3; Z4g

A5 = f?; Z3; Z4; Z5g

A6 = f?; Z2; Z3; Z4; Z5g = �D

biçiminde gösterelim.

Şimdi

V (D;�) = A1; V (D;�) = A2; V (D;�) = A3; V (D;�) = A4; V (D;�) = A5 ve

V (D;�) = A6 = D

oldu¼gunda � idempotent elemanlar¬n¬n özelliklerini bulaca¼g¬z.

-V (D;�) = A1 = f?g iken

� = [
Z2f?g

(Y �Z � Z) = Y �? �? = ? =) � = ?

dir.

-V (D;�) = A2 = f?; Tg iken

� = [
Z2A2

(Y �Z � Z) = (Y �1 �?) [ (Y �T � T )

dir.

-V (D;�) = A3 =
n
?; T; T 0

o
iken

� = [
Z2A3

(Y �Z � Z) = (Y �1 �?) [ (Y �T � T ) [
�
Y �
T 0
� T 0

�
dir.

-V (D;�) = A4 =
n
?; T; T 0

; Z5

o
iken

� = [
Z2A4

(Y �Z � Z) = (Y �1 �?) [ (Y �T � T ) [
�
Y �
T
0 � T

0
�
[ (Y �5 � Z5)

dir.

-V (D;�) = A5 = f?; Z3; Z4; Z5g iken

� = [
Z2A5

(Y �Z � Z) = (Y �1 �?) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �4 � Z4) [ (Y �5 � Z5)
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dir.

-V (D;�) = A6 = f?; Z1; Z2; Z3; Z4; Z5g iken

� = [
Z2A4

(Y �Z � Z)

= (Y �1 �?) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �4 � Z4) [ (Y �5 � Z5)

dir.

((=:) � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬quasinormal gösterimi (1) deki gibi olsun. Bu

durumda � = ? = (Y �1 �?) olup V (D;�) = f?g olur. A1 = f?g dersek

V (D;�) = A1 olur. Tek nokta kümeleri her zaman XI oldu¼gundan V (D;�) da

XI d¬r.

� 2 BX (D) oldu¼gundan

f : X ! D

tan¬ml¬ fonksiyon vard¬r ve bu fonksiyon 8x 2 X için f (x) = ? biçimindedir.

O halde bu şekilde yazaca¼g¬m¬z tek fonksiyon olaca¼g¬ndan � = �f bir tanedir.

Dolay¬s¬yla

BX (A1) = f�fg olup bir tane eleman¬vard¬r. BX (A1) yar¬grup oldu¼gundan

�f � �f = �f olmak zorundad¬r. O halde � = �f idempotenttir.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (2) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = f?; Tg olur. A2 = f?; Tg dersek V (D;�) = A2 olur. A2, XI

oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.45 den 8p = 1; 2 için

Y �T \ T 6= ?

d¬r. Her zaman için Y �1 [ Y �T � T özelli¼gi sa¼glan¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (3) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = f?; T; T 0g olur. A3 = f?; T; T 0g dersek

V (D;�) = A3 olur.A3, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.45 den

8p = 1; 2; 3 için

Y �1 [ Y �T � T

Y �T \ T 6= ?

Y �T 0 \ T 0 6= ?
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d¬r. Her zaman için Y �1 [ Y �T [ Y �T 0 � T özelli¼gi sa¼glan¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (4) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = f?; Z2; T; Z5g olur. A4 = f?; Z2; T; Z5g dersek

V (D;�) = A4 olur.A4, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.45 den

8p = 1; 2; 3; 4 için

Y �1 [ Y �2 � Z2

Y �1 [ Y �2 [ Y �T � T

Y �2 \ Z2 6= ?

Y �T \ T 6= ?

Y �5 \ Z5 6= ?

d¬r. Her zaman için Y �1 [ Y �2 [ Y �T [ Y �5 � Z5 özelli¼gi sa¼glan¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (5) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = f?; Z4; Z3; Z5g olur. A5 = f?; Z4; Z3; Z5g dersek

V (D;�) = A5 olur.A5, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.49 dan

8p = 1; 2; 3; 4; 5 için

Y �1 [ Y �4 � Z2

Y �1 [ Y �3 � Z3

Y �4 \ Z4 6= ?

Y �3 \ Z3 6= ?

d¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (6) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = f?; Z2; Z3; Z4; Z5g olur. A6 = f?; Z2; Z3; Z4; Z5g = D dersek

V (D;�) = D olur. D, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Teorem 3.1 den



53

8p = 1; 2; 3; 4; 5 için

Y �1 [ Y �2 � Z2

Y �1 [ Y �2 [ Y �3 � Z4

Y �1 [ Y �2 [ Y �4 � Z4

Y �2 \ Z2 6= ?

Y �3 \ Z3 6= ?

Y �4 \ Z4 6= ?

d¬r.

Teorem 3.1.2: X sonlu ise

jI� (A1)j = 1

dir.

·Ispat: A1 = fTg ; T 2 D olsun.

A1�XI = ff?gg

oldu¼gundan Teorem 3.1.1 den � = ? olur. Bu durumda jI� (A1)j = 1 dir.

Teorem 3.1.3: X sonlu ise

jI� (A2)j =
�
2jZ3j � 1

�
:2jXnZ3j +

�
2jZ2j � 1

�
:2jXnZ2j

+
�
2jZ1j � 1

�
2jXnZ1j +

�
2jZ5j � 1

�
2jXnZ5j

dir.

·Ispat: A2 = f?; Tg ; T 2 D olsun.

A2�XI = ff?; Z2g ; f?; Z3g ; f?; Z4g ; f?; Z5gg

oldu¼gundan Sonuç 1.2.51 den BX (A2) yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬���E(r)X (A2)
��� = �2jT j � 1� :2jXnT j

oldu¼gundan buradan

jI� (A2)j =
�
2jZ2j � 1

�
:2jXnZ2j +

�
2jZ3j � 1

�
:2jXnZ3j

+
�
2jZ1j � 1

�
2jXnZ1j +

�
2jZ5j � 1

�
2jXnZ5j
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olarak bulunur.

Teorem 3.1.4: X sonlu ise

jI� (A3)j =
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

�
2jXnZ3j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

�
:2jXnZ4j

+
�
2jZ2j � 1

��
3jZ5nZ2j � 2jZ5nZ2j

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ3j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ4j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
2jXnZ5j

dir.

·Ispat: A3 = f?; T; T 0g ; T; T 0 2 D olsun.

A3�XI = ff?; Z2; Z3g ; f?; Z2; Z4g ; f?; Z2; Z5g ; f?; Z3; Z5g ; f?; Z4; Z5gg

oldu¼gundan Sonuç 1.2.51 den BX (A3) yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬���E(r)X (A3)
��� = �2jT j � 1� :�3jT 0nT j � 2jT 0nT j� :3jXnT 0j

oldu¼gundan buradan

jI� (A3)j =
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

�
2jXnZ3j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

�
:2jXnZ4j

+
�
2jZ2j � 1

��
3jZ5nZ2j � 2jZ5nZ2j

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ3j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ4j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
2jXnZ5j

olarak bulunur.

Teorem 3.1.5: X sonlu ise

jI� (A4)j =
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

��
4jZ5nZ3j � 3jZ5nZ3j

�
:4jXnZ5j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
4jZ5nZ4j � 3jZ5nZ4j

�
:4jXnZ5j

dir.

·Ispat: A4 = f?; Z2; T; Z5g olsun.

A4�XI = ff?; Z2; Z3; Z5g ; f?; Z2; Z4; Z5gg
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oldu¼gundan Sonuç 1.2.51 den BX (A5) yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬���E(r)X (A4)
��� = �2jZ2j � 1� :�3jTnZ2j � 2jTnZ2j��4jZ5nT j � 3jZ5nT j� :4jXnZ5j

oldu¼gundan buradan

jI� (A4)j =
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

��
4jZ5nZ3j � 3jZ5nZ3j

�
:4jXnZ5j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
4jZ5nZ4j � 3jZ5nZ4j

�
:4jXnZ5j

olarak bulunur.

Teorem 3.1.6: X sonlu ise

jI� (A5)j =
�
2jZ3nZ4j � 1

�
:
�
2jZ4nZ3j � 1

�
:4jXnZ5j

dir.

·Ispat: A5 = f?; Z3; Z4; Z5g olsun.

A5�XI = fA5g

oldu¼gundan Sonuç 1.2.53 den BX (A5) yar¬grubunun idempotent ve sa¼g birim ele-

manlar¬n¬n say¬s¬

jI� (A5)j =
���E(r)X (A5)

��� = �2jZ3nZ4j � 1� :�2jZ4nZ3j � 1� :4jXnZ5j
olarak bulunur.

Teorem 3.1.7: X sonlu ise

jI� (A6)j = 2j(Z3\Z4)nZ2j:
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

dir.

·Ispat: A6 = f?; Z2; Z3; Z4; Z5g olsun.Teorem 3.3 de bulunan formüldenBX (A5)

yar¬grubunun idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬

jI� (A6)j =
���E(r)X (A6)

���
= 2j(Z3\Z4)nZ2j:

�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

olarak bulunur.
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Teorem 3.1.8: X sonlu bir küme ve Z1 = ? olsun. O zaman BX (D) yar¬-

grubunun idempotent elemanlar¬n¬n say¬s¬

jIDj =
6X
i=1

jI� (Ai)j

yani

jIDj = 1 +
�
2jZ3j � 1

�
:2jXnZ3j +

�
2jZ2j � 1

�
:2jXnZ2j

+
�
2jZ1j � 1

�
2jXnZ1j +

�
2jZ5j � 1

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

�
2jXnZ3j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

�
:2jXnZ4j

+
�
2jZ2j � 1

��
3jZ5nZ2j � 2jZ5nZ2j

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ3j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ4j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

��
4jZ5nZ3j � 3jZ5nZ3j

�
:4jXnZ5j

+
�
2jZ2j � 1

�
:
�
4jZ5nZ4j � 3jZ5nZ4j

�
:4jXnZ5j

+
�
2jZ3nZ4j � 1

�
:
�
2jZ4nZ3j � 1

�
:4jXnZ5j

+2j(Z3\Z4)nZ2j:
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

formülü ile bulunur.

·Ispat: Teorem 1.1.24 (i) den

jIDj =
6X
i=1

jI� (Ai)j

oldu¼gundan bulunan formüller yerine yaz¬l¬p toplan¬rsa idempotent elemanlar¬n say¬s¬

bu formda bulunur.
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3.2. Z1 6= ? iken ·Idempotent ve Sa¼g Birim Elemanlar

Bu bölümde D birleşimlerin tam X-yar¬latisi ile belirlenen ikili ba¼g¬nt¬lar¬n tam

yar¬grubu BX (D) nin Z1 6= ? koşulu alt¬nda idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n

özellikleri ve X sonlu iken idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬belirlenecek-

tir.

Teorem 3.2.1: D = fZ5; Z4; Z3; Z2; Z1g 2
P
5 (X; 5) olsun. Z1 6= ? olmak üzere

� 2 BX (D) ba¼g¬nt¬s¬n¬n idempotent olmas¬ için gerek ve yeter koşul aşa¼g¬da ver-

ilen biçimlerde quasinormal gösterimlerden birine sahip olmas¬ve yanlar¬nda verilen

koşullar¬sa¼glamas¬d¬r.

1) � = X � T; T 2 D

2) � = (Y �T � T ) [
�
Y �T 0 � T 0

�
; T; T 0 2 D;T � T 0;

Y �T ; Y
�
T 0 =2 f?g ; Y �T � T , Y �T 0 \ T 0 6= ?

3) � = (Y �T � T ) [
�
Y �T 0 � T 0

�
[
�
Y �T 00 � T 00

�
; T; T 0; T 00 2 D; T � T 0 � T 00,

Y �T ; Y
�
T 0 ; Y

�
T 00 =2 f?g ; Y �T � T; Y �T 0 [ T 0 � T 0, Y �T 0 \ T 0 6= ? ,Y �T 00 \ T 00 6= ?

4) � = (Y �1 � Z1) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �T � T ) [ (Y �5 � Z5) ;

Y �5 ; Y
�
T ; Y

�
2 ; Y

�
1 =2 f?g , T 2 fZ3; Z4g ,

Y �1 � Z1; Y �1 [ Y �2 � Z2; Y �1 [ Y �2 [ Y �T � T ,

Y �2 \ Z2 6= ?; Y �T \ T 6= ?; Y �5 \ Z5 6= ?

5) � = (Y �T � Z1) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �4 � Z4) [ (Y �5 � Z5) ;

Y �T ; Y
�
3 ; Y

�
4 =2 f?g ; T 2 fZ1; Z2g ,

Y �1 � Z1; Y �T [ Y �3 � Z3; Y �T [ Y �4 � Z4, Y �3 \ Z3 6= ?; Y �4 \ 4 6= ?

6) � = (Y �1 �?) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �4 � Z4) [ (Y �5 � Z5) ;

Y �2 ; Y
�
3 ; Y

�
4 =2 f?g ; Y �1 � Z1,

Y �1 [ Y �2 � Z2; Y �1 [ Y �2 [ Y �3 � Z3; Y �1 [ Y �2 [ Y �4 � Z4,

Y �2 \ Z2 6= ?; Y �3 \ Z3 6= ?; Y �Z4 \ Z4 6= ?
(6)

·Ispat: (=):)� 2 BX (D) oldu¼gu için Lemma 1.2.9 dan V (X�; �) � D dir.

Lemma 1.2.8 den V (D;�) � D ve

? 2 D () ? 2 V (D;�)

d¬r.
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Ayr¬ca � idempotent eleman iken Teorem 1.2.21 den V (D;�)XI-yar¬latis oldu¼gun-

dan V (D;�), D nin boş kümeyi bulunduran XI-alt yar¬latislerini tarar.

Z1 6= ? için XI-alt yar¬latislerini

A1 = fTg ;T 2 fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g

A2 = fT; T 0g ;T 2 fZ1; Z2; Z3; Z4g ; T 0 2 fZ2; Z3; Z4; Z5g

A3 = fT; T 0; T 00g ;T 2 fZ1; Z2g ; T 0 2 fZ2; Z3; Z4g ; T 00 2 fZ3; Z4; Z5g

A4 = fZ1; Z2; T; Z5g ;T 2 fZ3; Z4g

A5 = fT;Z3; Z4; Z5g ;T 2 fZ1; Z2g

A6 = f?; Z2; Z3; Z4; Z5g = �D

biçiminde gösterelim.

Şimdi V (D;�) = A1; V (D;�) = A2; V (D;�) = A3; V (D;�) = A4; V (D;�) =

A5 ve V (D;�) = A6 = D oldu¼gunda � idempotent elemanlar¬n¬n özelliklerini bula-

ca¼g¬z.

-V (D;�) = A1 = fTg ; T 2 D olsun. Sonuç 1.2.42 ve Sonuç 1.2.46 dan

� = [
Z2A1

(Y �Z � Z) = X � T ;T 2 D

quasinormal gösterimi bulunur.

-V (D;�) = A2 = fT; T 0g ; T; T 0 2 D olsun. O halde

� = [
Z2A2

(Y �Z � Z) = (Y �T � T ) [
�
Y �T 0 � T 0

�
quasinormal gösterimi bulunur.

-V (D;�) = A3 =
n
T; T

0
; T 00

o
; T; T 0; T 00 2 D olsun. O halde

� = [
Z2A3

(Y �Z � Z) = (Y �T � T ) [
�
Y �
T
0 � T

0
�
[
�
Y �T 00 � T 00

�
quasinormal gösterimi bulunur.

-V (D;�) = A4 = fZ1; Z2; T; Z5g ; T 2 D olsun. O halde

� = [
Z2A4

(Y �Z � Z) = (Y �1 � Z1) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �T � T ) [ (Y �5 � Z5)

quasinormal gösterimi bulunur.

-V (D;�) = A5 = fT;Z2; Z3; Z4g ; T 2 D

� = [
Z2A5

(Y �Z � Z) = (Y �T � T ) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �4 � Z4)
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quasinormal gösterimi bulunur.

-V (D;�) = A6 = D olsun. O halde

� = [
Z2A6

(Y �Z � Z)

= (Y �1 � Z1) [ (Y �2 � Z2) [ (Y �3 � Z3) [ (Y �4 � Z4) [ (Y �5 � Z5)

quasinormal gösterimi bulunur.

((=:) � 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬quasinormal gösterimi (1) deki gibi oldu¼gunu

kabul edelim. Bu durumda � = X �T olup V (D;�) = fTg olur. A1 = fTg ; T 2 D

dersek

V (D;�) = A1 olur. Tek nokta kümeleri her zaman XI oldu¼gundan V (D;�) da

XI d¬r.

� 2 BX (D) oldu¼gundan

f : X ! D

fonksiyonu vard¬r ve bu fonksiyon 8x 2 X için f (x) = T biçimindedir. O halde bu

şekilde yazaca¼g¬m¬z 5 fonksiyon olaca¼g¬ndan � ba¼g¬nt¬s¬n¬n say¬s¬5 dir. Dolay¬s¬yla

BX (A1) yar¬grubunun 5 tane eleman¬vard¬r BX (A1) yar¬grup oldu¼gundan

�f � �f = �f

olmak zorundad¬r. O halde � = �f idempotenttir.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (2) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = fT; T 0g olur. A2 = fT; T 0g dersek

V (D;�) = A2 olur. A2, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.45 den

8p = 1; 2 için

Y �T 0 \ T 0 6= ?

d¬r. Her zaman için Y �T � T özelli¼gi sa¼glan¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (3) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = fT; T 0; T 00g olur. A3 = fT; T 0; T 00g dersek

V (D;�) = A3 olur. A3, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.45 den
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8p = 1; 2; 3 için

Y �T [ Y �T 0 � T 0

Y �T 0 \ T 0 6= ?

Y �T 00 \ T 00 6= ?

d¬r. Her zaman için Y �T [ Y �T 0 [ Y �T 00 � T özelli¼gi sa¼glan¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (4) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = fZ1; Z2; T; Z5g olur. A4 = fZ1; Z2; T; Z5g dersek

V (D;�) = A4 olur. A4, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.45 den

8p = 1; 2; 3; 4 için

Y �1 [ Y �2 � Z2

Y �1 [ Y �2 [ Y �T � T

Y �2 \ Z2 6= ?

Y �T \ T 6= ?

Y �5 \ Z5 6= ?

d¬r. Her zaman için Y �1 [ Y �2 [ Y �T [ Y �5 � Z5 özelli¼gi sa¼glan¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬ quasinormal gösterimi (5) deki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = fT;Z3; Z4; Z5g olur. A5 = fT;Z3; Z4; Z5g dersek

V (D;�) = A5 olur. A5, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Sonuç 1.2.49 dan

8p = 1; 2; 3; 4; 5 için

Y �T [ Y �3 � Z3

Y �T [ Y �4 � Z4

Y �3 \ Z3 6= ?

Y �4 \ Z4 6= ?

d¬r.

-� 2 BX (D) ikili ba¼g¬nt¬s¬n¬n quasinormal gösterimi (6) daki gibi olsun. Bu

durumda V (D;�) = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g olur. A6 = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g = D dersek



61

V (D;�) = D olur. D, XI oldu¼gundan V (D;�) da XI d¬r. Teorem 3.1 den

8p = 1; 2; 3; 4; 5 için

Y �1 [ Y �2 � Z2

Y �1 [ Y �2 [ Y �3 � Z4

Y �1 [ Y �2 [ Y �4 � Z4

Y �2 \ Z2 6= ?

Y �3 \ Z3 6= ?

Y �4 \ Z4 6= ?

d¬r.

Teorem 3.2.2: X sonlu ise

jI� (A1)j = 5

dir.

·Ispat: A1 = fTg ; T 2 D olsun.

A1�XI = ffZ1g ; fZ2g ; fZ3g ; fZ4g ; fZ5gg

oldu¼gundan Teorem 3.1.1 den � = X � T olur. Bu durumda jI� (A1)j = 5 dir.

Teorem 3.2.3: X sonlu ise

jI� (A2)j =
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:2jXnZ2j +

�
2jZ4nZ1j � 1

�
:2jXnZ4j +

�
2jZ3nZ1j � 1

�
2jXnZ3j

+
�
2jZ5nZ1j � 1

�
2jXnZ5j +

�
2jZ4nZ2j � 1

�
:2jXnZ4j

+
�
2jZ3nZ2j � 1

�
2jXnZ3j +

�
2jZ5nZ2j � 1

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ5nZ3j � 1

�
2jXnZ5j +

�
2jZ5nZ4j � 1

�
2jXnZ5j

dir.

·Ispat: A2 = fT; T 0g ; T; T 0 2 D olsun.

A2�XI =

8<: fZ1; Z2g ; fZ1; Z3g ; fZ1; Z4g ; fZ1; Z5g ; fZ2; Z4g ;

fZ2; Z3g ; fZ2; Z5g ; fZ3; Z5g ; fZ4; Z5g

9=;
oldu¼gundan Sonuç 1.2.51 den BX (A2) yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬���E(r)X (A2) =

�
2jT

0nT j � 1
�
:2jXnT

0j
���
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oldu¼gundan buradan

jI� (A2)j =
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:2jXnZ2j +

�
2jZ4nZ1j � 1

�
:2jXnZ4j +

�
2jZ3nZ1j � 1

�
2jXnZ3j

+
�
2jZ5nZ1j � 1

�
2jXnZ5j +

�
2jZ4nZ2j � 1

�
:2jXnZ4j

+
�
2jZ3nZ2j � 1

�
2jXnZ3j +

�
2jZ5nZ2j � 1

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ5nZ3j � 1

�
2jXnZ5j +

�
2jZ5nZ4j � 1

�
2jXnZ5j

olarak bulunur.

Teorem 3.2.4:X sonlu ise

jI� (A3)j =
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

�
3jXnZ3j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ2j � 2jZ5nZ2j

�
:3jXnZ5j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

��
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

�
3jXnZ4j

+
�
2jZ3nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ4nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ3nZ2j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ4nZ2j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
3jXnZ5j

olarak bulunur.

·Ispat: A3 = fT; T 0; T 00g ; T; T 0; T 00 2 D olsun.

A3�XI =

8<: fZ1; Z2; Z3g ; fZ1; Z2; Z4g ; fZ1; Z2; Z5g ; fZ1; Z3; Z5g ;

fZ1; Z4; Z5g ; fZ2; Z3; Z5g ; fZ2; Z4; Z5g

9=;
oldu¼gundan Sonuç 1.2.51 den BX (A3) yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬���E(r)X (A3) =

�
2jT

0nT j � 1
�
:
�
3jT

00nT 0j � 2jT 0nT j
�
:3jXnT

0j
���
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oldu¼gundan buradan

jI� (A3)j =
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

�
3jXnZ3j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ2j � 2jZ5nZ2j

�
:3jXnZ5j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

��
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

�
3jXnZ4j

+
�
2jZ3nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ4nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ3nZ2j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ4nZ2j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
3jXnZ5j

olarak bulunur.

Teorem 3.2.5: X sonlu ise

jI� (A4)j =
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

��
4jZ5nZ3j � 3jZ5nZ3j

�
:4jXnZ5j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

��
4jZ5nZ4j � 3jZ5nZ4j

�
:4jXnZ5j

dir.

·Ispat: A4 = fZ1; Z2; T; Z5g olsun.

A4�XI = ffZ1; Z2; Z3; Z5g ; fZ1; Z2; Z4; Z5gg

oldu¼gundan Sonuç 1.2.51 den BX (A4) yar¬grubunun sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬���E(r)X (A4) =
�
2jZ1nZ2j � 1

�
:
�
3jTnZ2j � 2jTnZ2j

��
4jZ5nT j � 3jZ5nT j

�
:4jXnZ5j

���
oldu¼gundan buradan

jI� (A4)j =
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

��
4jZ5nZ3j � 3jZ5nZ3j

�
:4jXnZ5j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

��
4jZ5nZ4j � 3jZ5nZ4j

�
:4jXnZ5j

olarak bulunur.

Teorem 3.2.6: X sonlu ise

jI� (A5)j = 2:
�
2jZ3nZ4j � 1

�
:
�
2jZ4nZ3j � 1

�
:4jXnZ5j

dir.
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·Ispat: A5 = fT;Z3; Z4; Z5g olsun.

A5�XI = ffZ1; Z3; Z4; Z5g ; fZ2; Z3; Z4; Z5gg

oldu¼gundan Sonuç 1.2.53 den BX (A5) yar¬grubunun idempotent ve sa¼g birim ele-

manlar¬n¬n say¬s¬

jI� (A5)j =
���E(r)X (A5)

��� = �2jZ3nZ4j � 1� :�2jZ4nZ3j � 1� :4jXnZ5j
+
�
2jZ3nZ4j � 1

�
:
�
2jZ4nZ3j � 1

�
:4jXnZ5j

= 2:
�
2jZ3nZ4j � 1

�
:
�
2jZ4nZ3j � 1

�
:4jXnZ5j

olarak bulunur.

Teorem 3.2.7: X sonlu ise

jI� (A6)j = 2j(Z3\Z4)nZ2j:
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

dir.

·Ispat: A6 = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g olsun.

A6�XI = ffZ1; Z2; Z3; Z4; Z5gg

oldu¼gundanTeorem 3.3 de bulunan formülden BX (A6) yar¬grubunun idempotent ve

sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬

jI� (A6)j =
���E(r)X (A6)

���
= 2j(Z3\Z4)nZ2j:

�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

olarak bulunur.

Teorem 3.2.8: X sonlu bir küme ve Z1 6= ? olsun. O zaman BX (D) yar¬-

grubunun idempotent elemanlar¬n¬n say¬s¬

jIDj =
6X
i=1

jI� (Ai)j
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yani

jIDj = 5 +
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:2jXnZ2j +

�
2jZ4nZ1j � 1

�
:2jXnZ4j

+
�
2jZ3nZ1j � 1

�
2jXnZ3j +

�
2jZ5nZ1j � 1

�
2jXnZ5j +

�
2jZ4nZ2j � 1

�
:2jXnZ4j

+
�
2jZ3nZ2j � 1

�
2jXnZ3j +

�
2jZ5nZ2j � 1

�
2jXnZ5j

+
�
2jZ5nZ3j � 1

�
2jXnZ5j +

�
2jZ5nZ4j � 1

�
+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

�
3jXnZ3j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ2j � 2jZ5nZ2j

�
:3jXnZ5j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

��
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

�
3jXnZ4j

+
�
2jZ3nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ4nZ1j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ3nZ2j � 1

�
:
�
3jZ5nZ3j � 2jZ5nZ3j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ4nZ2j � 1

�
:
�
3jZ5nZ4j � 2jZ5nZ4j

�
3jXnZ5j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ3nZ2j � 2jZ3nZ2j

��
4jZ5nZ3j � 3jZ5nZ3j

�
:4jXnZ5j

+
�
2jZ2nZ1j � 1

�
:
�
3jZ4nZ2j � 2jZ4nZ2j

��
4jZ5nZ4j � 3jZ5nZ4j

�
:4jXnZ5j

+2:
�
2jZ3nZ4j � 1

�
:
�
2jZ4nZ3j � 1

�
:4jXnZ5j

+2j(Z3\Z4)nZ2j:
�
2jZ2j � 1

�
:
�
3jZ4nZ3j � 2jZ4nZ3j

�
:
�
3jZ3nZ4j � 2jZ3nZ4j

�
:5jXnZ5j

dir.

·Ispat: Teorem 1.1.24 (i) den

jIDj =
6X
i=1

jI� (Ai)j

oldu¼gundan bulunan formüller yerine yaz¬l¬p toplan¬rsa idempotent elemanlar¬n say¬s¬

bu formda bulunur.
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4. SONUÇ VE DE¼GERLEND·IRME

Bu tez üç ana bölüm alt¬nda toplanm¬̧s olup, bu bölümlerle aşa¼g¬da özet olarak

belirtilen sonuçlar elde edilmi̧stir.

Birinci bölümde yar¬grup teori hakk¬nda genel tan¬m, teorem ve örnekler ver-

ilerek, tez boyunca kullan¬lan birleşimlerin tam X-yar¬latisleri ve ikili ba¼g¬nt¬lar¬n

tam yar¬gruplar¬ile ilgili tan¬m ve teoremlerden bahsedilmi̧stir.

·Ikinci bölümde X boş kümeden farkl¬bir küme olmak üzere elemanlar¬

Z1 � Z2 � Z3 � Z5
Z1 � Z2 � Z4 � Z5
Z3 n Z4 6= ?; Z4 n Z3 6= ?

koşullar¬n¬sa¼glayan D = fZ1; Z2; Z3; Z4; Z5g birleşimlerin tam X- yar¬latisinin özel-

likleri incelenmi̧stir. Dolay¬s¬ylaD ye tam izomorf olan birleşimlerin tamX-yar¬latislerinin

s¬n¬f¬
P
5 (X; 5) olmak üzere bu s¬n¬f¬n elemanlar¬karakterize edilmi̧stir. D nin tam

X-alt yar¬latisleri bulunmuştur. Bu tam yar¬latislerin hangi koşullar alt¬nda XI-

yar¬latis olduklar¬belirlenmi̧stir. Bu koşullar alt¬nda BX (D) yar¬grubunun sa¼g birim

ve idempotent elemanlar¬n yap¬s¬n¬n incelenmesi gerekti¼gi elde edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, D birleşimlerin tam X-yar¬latisine tam izomorf olan birleşim-

lerin tam X-yar¬latislerinin s¬n¬f¬
P
5 (X; 5) oldu¼gundan bu s¬n¬ftan al¬nan herhangi

bir X-yar¬latis ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar tam yar¬grubunun sa¼g birim ve idempo-

tent elemanlar¬n¬n yap¬s¬BX (D) yar¬grubunun sa¼g birim ve idempotent elemanlar¬

yard¬m¬ ile karakterize edilmi̧stir. BX (D) yar¬grubunun sa¼g birim ve idempotent

elemanlar¬n¬yap¬s¬ve ayr¬ca X sonlu bir küme iken BX (D) yar¬grubunun sa¼g birim

ve idempotent elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬veren formüller bulunmuştur. Dolay¬s¬yla X

sonlu bir küme iken
P
5 (X; 5) s¬n¬f¬n¬n yar¬latisleri ile tan¬mlanan ikili ba¼g¬nt¬lar¬n

tam yar¬gruplar¬n¬n idempotent ve sa¼g birim elemanlar¬n¬n say¬s¬n¬n da bu formül

yard¬m¬ile hesaplanabilece¼gi elde edilmi̧stir.
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