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1. G·IR·IŞ

Geometride, özellikle diferensiyel geometride e¼griler teorisi önemli bir yere sahip-

tir. E¼griler, Öklid olan ve Öklid olmayan uzaylar¬n yan¬s¬ra Öklid manifoldlar¬ve

Öklid olmayan manifoldlarda da yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧s ve çal¬̧s¬lmaya devam

edilmektedir. E¼grilerin incelenmesinde öne ç¬kan problemlerden biri; özel e¼griler ve

karakterizasyonlar¬d¬r. Geodezikler, çemberler, Bertrand e¼grileri, Mannheim e¼gri-

leri, dairesel helisler, genel helisler, slant helisler v.b. özel e¼griler ve bu e¼grilerin

karakterizasyonlar¬uzun zamandan beri Öklid uzay¬n¬n yan¬s¬ra Minkowski, Galile

gibi Öklid olmayan uzaylarda da çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

3�boyutlu Öklid uzay¬nda bir e¼grinin te¼get vektör alan¬sabit do¼grultulu bir do¼gru

(genel helisin ekseni) ile sabit aç¬yap¬yorsa bu e¼griye genel helis denir. Genel he-

lislerle ilgili Lancret (1802) taraf¬ndan ortaya konan ve Saint Venant (1845) taraf¬n-

dan ispatlanan en önemli koşul; bir e¼grinin e¼grilikleri { ve � olmak üzere genel

helis olabilmesi için {
�
oran¬n¬n sabit olmas¬d¬r. E¼ger e¼grinin { ve � e¼grilikleri ayr¬

ayr¬birer sabitler ise e¼griye bir dairesel helis denir. E¼grinin, e¼grili¼gi { = 0 ise e¼gri

bir dejenere helis örne¼gi olan do¼grudur. E¼ger torsiyonu yani � = 0 ise e¼gri yine bir

dejenere helis örne¼gi olan çemberdir. Çiftçi (2009) ise çal¬̧smas¬nda genel helisleri

bi-invaryant metrik ile 3�boyutlu Lie gruplar¬nda çal¬̧st¬ve Lancret teoreminin bir

genellemesini ortaya koydu.

2004 y¬l¬nda ilk kez Izumiya taraf¬ndan slant helisler tan¬mlanm¬̧s ve bu helislere

ait karakterizasyonlar verilmi̧stir. Kula ve Yayl¬(2005) slant helislerin küresel re-

simlerini çal¬̧sm¬̧s ve bir slant helisin küresel resminin bir küresel helis oldu¼gunu

göstermi̧slerdir. Daha sonra ise Kula ve di¼gerleri (2010) slant helisleri te¼getler, asli

normaller ve binormaller göstergeleri için diferesiyel denklemler yard¬m¬yla karakte-

rize ettiler. Hatta Gök ve di¼gerleri (2009), Gök ve di¼gerleri (2011) taraf¬ndan slant

helislerin farkl¬tan¬mlamalar¬(Vn slant ve kuaterniyonik B2 slant gibi ) yap¬lm¬̧s, 3-

boyutlu Öklid uzay¬nda verilen bu tan¬m daha yüksek boyutlu uzaylara da genelleşti-

rilmi̧stir. Son y¬llarda bu tip özel e¼griler, yüzeyler ve manifoldlar üzerinde de ele

al¬nm¬̧s, hatta kontakt manifoldlar gibi özel yap¬ya sahip olan baz¬manifoldlarda da

1



genel helisler ve slant helisler çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

·Iki uzay e¼grisinin Frenet çat¬lar¬n¬n, kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬ndaki vektörleri dikkate

al¬nd¬¼g¬nda, çat¬lardan birinin bir eleman¬n¬n di¼ger çat¬n¬n bir eleman¬ ile lineer

ba¼g¬ml¬olmas¬durumu diferensiyel geometride oldukça ilginç sonuçlar do¼gurur. Bu

e¼griler genellikle ba¼glant¬l¬e¼griler olarak adland¬r¬l¬r. Bertrand (1850) bir e¼grinin asli

normal vektör alan¬n¬n bir di¼ger e¼grinin asli normal vektör alan¬olmas¬durumunu

çal¬̧sm¬̧s ve bu tip e¼griler için önemli bir karakterizasyon vermi̧stir. Bir � e¼grisinin

asli normal vektör alan¬, � e¼grisinin de asli normal vektör alan¬oluyorsa, � e¼gri-

sine Bertrand e¼grisi, � e¼grisine � e¼grisinin Bertrand çifti ve f�; �g ikilisine de

Bertrand e¼gri çifti denir. Zaman içerisinde Bertand e¼grileri ile ilgili farkl¬uzay-

larda bir çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r (Whittemore 1940, Ekmekci 2001, Balgetir 2004,

Jin 2008, Y¬ld¬r¬m 2008).

Son y¬llarda ba¼glant¬l¬e¼grilerin yeni bir tan¬m¬Liu ve Wang (2007) taraf¬ndan ve-

rilmi̧stir. Liu ve Wang, Mannheim e¼grileri olarak adland¬rd¬klar¬bu e¼grileri şu

şekilde tan¬mlad¬lar: �� ve �1, E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda iki e¼gri olsun, bu e¼gri-

lerin kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬nda � e¼grisinin asli normali ile �1 e¼grisinin binormali

lineer ba¼g¬ml¬oluyorsa, � e¼grisine bir Mannheim e¼grisi, �1 e¼grisine � e¼grisinin

Mannheim çifti ve f�;�1g ikilisine de Mannheim e¼gri çifti denir�. Bu tan¬m-

lamadan sonra Mannheim e¼grileri bir çok araşt¬rmac¬ taraf¬ndan farkl¬uzaylarda

tan¬mlanm¬̧s ve çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Orbay 2009, Özkald¬2009, Güngör 2010, Karacan 2011,

Öztekin 2011).

Bu tez çal¬̧smas¬nda, bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie gruplar¬nda slant he-

lisler ve slant helislerin küresel göstergeleri ile involütleri tan¬mland¬ve bir

e¼grinin slant helis olmas¬için gerekli karakterizasyonlar verildi. Ayr¬ca slant helisler

ile küresel göstergeleri ve involütleri aras¬ndaki ili̧skiler araşt¬r¬ld¬ ve bu ili̧skiler

yard¬m¬yla bir tak¬m karakterizasyonlar verildi. Daha sonra Mannheim e¼grileri

ve Bertrand e¼grileri tan¬mland¬. Bir e¼grinin Mannheim e¼grisi ya da Bertrand

e¼grisi olabilmesi için sa¼glamas¬gereken koşullar verildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Öklid Uzay¬nda E¼griler Teorisi

Bu bölüm Öklid uzay¬nda e¼grilerle ilgili baz¬temel kavramlara ayr¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.1.1 X bir cümle ve 
; X in alt cümlelerinin bir koleksiyonu olsun. 


koleksiyonu aşa¼g¬daki önermeleri do¼grularsa X üzerinde bir topoloji ad¬n¬al¬r;

i) X; ; 2 
;

ii) 8 A1; A2 2 
 için A1 \ A2 2 
;

iii) Ai 2 
, i 2 I, [
i2I
Ai 2 


(Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.2 Bir X cümlesi ve üzerindeki 
 topolojisinden oluşan (X; 
) ikilisine

bir topolojik uzay denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.3 (X; 
) bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkl¬iki noktalar¬

için, X de, s¬ras¬ ile, P ve Q noktalar¬n¬ içine alan AP ve AQ aç¬k alt cümleleri

AP \AQ = ; olacak biçimde bulunabilirse X topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzay¬

denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.4 X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f : X �! Y

fonksiyonu sürekli ise ve f�1 tersi var ve f�1 de sürekli ise f ye X den Y ye bir

homeomor�zim (topolojik dönüşüm) denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

3



Tan¬m 2.1.5 M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler do¼gru ise M

bir n�boyutlu topolojik manifold (veya k¬saca topolojik n�manifold) dur denir;

(M1) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r,

(M2) M nin her bir aç¬k alt cümlesi En e veya En in bir aç¬k alt cümlesine homeo-

morftur,

(M3) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir,

(Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.6 M bir topolojik manifold olsun. P 2 M noktas¬n¬n M deki bir

aç¬k komşulu¼gu, En in bir U aç¬k altcümlesine homeomorf olarak al¬nabilir. Bu

homeomor�zm

 : U �! V

ile gösterilsin. (U;  ) ikilisine M nin P noktas¬ndaki bir haritas¬ veya koordinat

komşulu¼gu denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.7 M bir topolojik n-manifold ve M nin bir aç¬k örtüsü fU�g olsun. U�
aç¬k cümlelerinin � indislerinin cümlesi A olmak üzere fU�g örtüsü için fU�g�2A
yaz¬l¬r. En de U� ya bir  � homeomor�zmi alt¬nda homeomorf olan bir aç¬k cümle

U� olsun. Böylece ortaya ç¬kan ( �; U�) haritalar¬n¬n

f( �; U�)g�2A

koleksiyonuna bir atlas (koordinat komşulu¼gu sistemi) denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.8 Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlas¬S = f( �;W�)g�2A
olsun. E¼ger S atlas¬için, W� \W� 6= ; olmak üzere, 8�; � 2 A ya kaŗs¬l¬k ��� ve

��� fonksiyonlar¬C
k s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir iseler S ye C s¬n¬f¬ndan diferen-

siyellenebilirdir denir. S atlas¬M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan oldu¼gu zaman S ye M
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üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.9 M bir topolojik n-manifold olsun. M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan bir

diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabilirse M ye Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir

manifold denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.10 Bir
�!
V P : C

1 (M;R) �! R

dönüşümü için

i)
�!
V P [�f + �g] = �

�!
V P [f ] + �

�!
V P [g], 8�; � 2 R

ii)
�!
V P [f; g] =

�!
V P [f ] g (P ) + f (P )

�!
V P [g]

aksiyomlar¬sa¼glan¬yorsa,
�!
V P fonksiyonuna M nin P noktas¬ndaki bir tanjant vek-

törü denir.

M manifoldunun bir P 2M noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi

TM (P ) =
n�!
V P j

�!
V P : C

1 (M;R) tanjant uzay�! R
o

ile gösterilsin. Bu cümlede toplama i̧slemini

� : TM (P )� TM (P ) �! TM (P )��!
V P ;

�!
W P

�
�! �!

V P +
�!
W P

��!
V P +

�!
W P

�
[f ] =

�!
V P [f ] +

�!
W P [g] ; 8f 2 C1 (M;R)

olarak tan¬mlan¬rsa (TM (P ) ;+) ikilisi bir Abel grubu olur. Ayr¬ca

� : R� TM (P ) �! TM (P )�
�;
�!
V P

�
�! �

�!
V P

�
�!
V P [f ] = �

�!
V P [f ] ; 8f 2 C1 (M;R)
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d¬̧s i̧slemi de bu Abel grubunu R üzerinde bir vektör uzay¬yapar.

Bu uzay

fTM (P ) ;�;R;+; :;�g

sisteminden ibaret olupM nin P 2M noktas¬ndaki tanjant uzay¬ad¬n¬al¬r ve k¬saca

TM (P ) ile gösterilir (Kobayashi ve Nomizo 1963).

Tan¬m 2.1.11 M � En bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bir

X :M
1:1�!

örten
[

P2M
TM (P )

operatörüne M üzerinde bir vektör alan¬denir (Auslander 1967).

M üzerinde tan¬mlanan vektör alanlar¬ cümlesi � (M) ile gösterilir. Bu cümle

toplama ve skalarla çarpma i̧slemlerine göre bir reel vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.1.12 I, R nin bir aç¬k aral¬¼g¬olmak üzere � : I �! En biçiminde C1

s¬n¬f¬ndan bir � dönüşümüne, En uzay¬içinde bir e¼gri denir (Şekil 2:1),

(Sabuncuo¼glu 2004).

Şekil 2:1 En de e¼gri
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Tan¬m 2.1.13 (Diferensiyellenebilir E¼gri) M bir C1 manifold ve I � R bir

aç¬k aral¬k olsun.

� : I �!M � En

dönüşümü diferensiyellenebilir ise � yaM üzerinde diferensiyellenebilir bir e¼gri denir

(Matsushima 1972).

I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere, (I; �) koordinat komşulu¼gu ile tan¬mlanan

�(I) � En e¼grisi bundan sonra � ile gösterilecektir. Buradaki I � R aral¬¼g¬na �

e¼grisinin parametre aral¬¼g¬ve t 2 I de¼gi̧skenine de � e¼grisinin parametresi denir.

Tan¬m 2.1.14 (Parametre De¼gi̧simi) En de bir M e¼grisinin (I; �) ve (J; �) gibi

iki koordinat komşulu¼gu verilsin.

h = ��1 � � : J �! I

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre de¼gi̧simi (daha do¼grusu M

nin I daki parametresinin J deki parametre ile de¼gi̧simi) denir (Şekil 2:2),

(Hac¬saliho¼glu 2000).

Şekil 2:2 Parametre de¼gi̧simi

7



Tan¬m 2.1.15 (H¬z Vektörü) En de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile

verilsin. � : I �! En fonksiyonunun Öklidiyen koordinat fonksiyonlar¬�1; �2; :::; �n

olmak üzere

� = (�1; �2; :::; �n), �(t) 2M

ve

�p = ��

�
@

@t

�
t

, �� =

26664
@�1
@t
...

@�n
@t

37775
�p(t) =

�
@�1
@t

jt; :::;
@�n
@t

jt
�

d¬r. (� (t) ; �p(t)) 2 TEn(�(t)) tanjant vektörüne, M e¼grisinin t 2 I parametre de¼ge-

rine kaŗs¬l¬k gelen � (t) noktas¬nda, (I; �) koordinat komşulu¼guna göre h¬z vektörü

denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.16 (Birim H¬zl¬E¼gri)M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilmi̧s

olsun. E¼ger 8s 2 I için,



�p (s)

 = 1
ise M e¼grisi (I; �) ya göre birim h¬zl¬ e¼gridir denir. Bu durumda, e¼grinin s 2 I

parametresine yay-parametresi ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.17 Her noktas¬ndaki h¬z vektörü s¬f¬rdan farkl¬olan e¼griye regüler e¼gri

denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Teorem 2.1.1 En de regüler her e¼grinin, birim h¬zl¬olacak şekilde bir koordinat

komşulu¼gu vard¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).
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Tan¬m 2.1.18 (Serret-Frenet r-ayakl¬Alan¬) M � En e¼grisi (I; �) koordinat

komşulu¼gu ile verilsin. Bu durumda, 	 = f�p; �pp; :::; �(r)g sistemi lineer ba¼g¬ms¬z ve

8�(k), k > r, için;

�(k) 2 Spf	g

olmak üzere, 	 den elde edilen fV1; V2; :::; Vrg ortonormal sistemine, M e¼grisinin

Serret-Frenet r-ayakl¬alan¬ve m 2 M için fV1(m); V2(m); :::; Vr(m)g ye ise m 2 M

noktas¬ndaki Serret-Frenet r-ayakl¬s¬denir. Herbir Vi, 1 � i � r, ye Serret-Frenet

vektör alan¬ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Özel Hal: n = 3 özel halinde, E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda Frenet 2-ayakl¬s¬ve

Frenet 3-ayakl¬s¬elde edilebilir. Bu özel halde; M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu

ile verilmi̧s ise s 2 I yay-parametresi olmak üzere,

�!
T = �p , �p (s) =

d�

ds

�!
N =

1

k�ppk�
pp

ve
�!
B =

�!
T ^ �!N

dir. Böylece,

f�!T (s);�!N (s);�!B (s)g

sistemi, �(s) noktas¬nda, M e¼grisinin Frenet 3-ayakl¬s¬d¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).
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Teorem 2.1.2 M � E3 e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. t 2 I için

� (t) noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬, f�!T (t);�!N (t);�!B (t)g ise

�!
T =

1

k�:(t)k�
:(t) , �: (t) =

d�

dt

�!
N =

�!
B (t)��!T (t)

�!
B =

1

k�:(t)� �::(t)k(�
:(t)� �::(t))

dir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.19 (E¼grilikler) M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

s 2 I ya kaŗs¬l¬k gelen �(s) noktas¬ndaki Frenet r-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g

olsun. Buna göre,

ki : I �! R, 1 � i � r

s �! ki(s) =


V p
i (s); Vi+1(s)

�
şeklinde tan¬ml¬ki fonksiyonuna M e¼grisinin i-yinci e¼grilik fonksiyonu ve s 2 I için

ki (s) reel say¬s¬na da �(s) noktas¬nda M nin i-yinci e¼grili¼gi denir (Hac¬saliho¼glu

2000).

Teorem 2.1.3 M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. s 2 I yay

parametresi olmak üzere, M nin �(s) noktas¬ndaki i-yinci e¼grili¼gi ki(s) ve Frenet

r-ayakl¬s¬fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g ise8>>><>>>:
1)V p

1(s) = k1(s)V2(s)

2)V p
i (s) = �ki�1(s)Vi�1(s) + ki(s)Vi+1(s); 1 < i < r

3)V p
r(s) = �kr�1(s)Vr�1(s)

(2.1)

dir (Hac¬saliho¼glu 2000).
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fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g Frenet r-ayakl¬s¬n¬n vektörlerinin e¼gri boyunca kovaryant türev-

leri ile ilgili eşitlikleri matris formunda

26666666666666664

V p
1

V p
2

V p
3

...

V p
r�2

V p
r�1

V p
r

37777777777777775
=

26666666666666664

0 k1 0 0 ::: 0 0 0

�k1 0 k2 0 ::: 0 0 0

0 �k2 0 0 ::: 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 ::: 0 kr�2 0

0 0 0 0 ::: �kr�2 0 kr�1

0 0 0 0 ::: 0 �kr�1 0

37777777777777775

26666666666666664

V1

V2

V3
...

Vr�2

Vr�1

Vr

37777777777777775
(2.2)

şeklinde yaz¬labilir. (2:1) veya ayn¬şey demek olan (2:2) eşitliklerine Frenet formül-

leri denir.

n = 3 özel halinde (2:2) eşitli¼gi

26664
V p
1

V p
2

V p
3

37775 =
26664
0 k1 0

�k1 0 k2

0 �k2 0

37775
26664
V1

V2

V3

37775 veya

26664
T p

N p

B p

37775 =
26664
0 { 0

�{ 0 �

0 �� 0

37775
26664
T

N

B

37775

şeklindedir. Bu halde 1-inci e¼grilik olan k1(s) = {(s) de¼geri sadece e¼grilik ad¬yla ve

2-inci e¼grilik olan k2(s) = �(s) de¼geri de burulma (torsiyon) ad¬yla bilinir. T;Nve

B vektörlerine de s¬ras¬yla e¼grinin te¼get vektör alan¬, asli normal vektör alan¬ve

binormal vektör alan¬denir.

Tan¬m 2:1:19 dan ki(s) e¼griliklerinin hesab¬yap¬labilir. Ancak e¼grilikleri aşa¼g¬daki

teorem yard¬m¬yla hesaplaman¬n pratik bak¬mdan de¼geri vard¬r.
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Teorem 2.1.4 M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. s 2 I yay

parametresi, � (s) noktas¬ndaki Frenet r-ayakl¬s¬, fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g ve

Ei(s) = �(i) (s)�
X
j<i



�(i) (s) ; Vj (s)

�
Vj (s) , 1 � i � r

olmak üzere

ki(s) =
kEi+1(s)k
kEi(s)k

, 1 � i � r

dir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.20 M;N � En iki e¼gri olsun. M ve N s¬ras¬yla (I; �); (I; �) koordinat

komşuluklar¬ile verilsin. �(s) ve �(s) noktalar¬nda M ve N nin Frenet r-ayakl¬lar¬,

s¬ras¬yla,

fV1(s); :::; Vr(s)g ve fV �
1 (s); :::; V

�
r (s)g

olmak üzere,

hV1(s); V �
1 (s)i = 0

ise N ye M nin involütü, M ye de N nin evolütü denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Teorem 2.1.5 M;N � En e¼grileri (I; �); (I; �) koordinat komşuluklar¬ile verilsin.

E¼ger N;M nin involütü ise

d (�(s); �(s)) = jc� sj ; 8s 2 I; c = sabit

dir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.1.21 � e¼grisi Frenet vektörleri T;N ve B olan birim h¬zl¬ bir e¼gri ol-

sun. � e¼grisi boyunca birim te¼get vektörler birim yar¬çapl¬küre üzerinde bir e¼gri

çi-zerler ve bu e¼griye T nin küresel resmi veya genellikle � e¼grisinin te¼getler göster-

gesi denir. Benzer şekilde � e¼grisinin asli normallerinin çizdi¼gi e¼griye � e¼grisinin

asli normaller göstergesi, � e¼grisinin binormallerinin çizdi¼gi e¼griye de � e¼grisinin

binormaller göstergesi denir (Struik 1988).
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2.2 E3, 3-Boyutlu Öklid Uzay¬nda Baz¬Özel E¼griler

Bu bölümde E3, 3-boyutlu Öklid uzaylar¬nda helis e¼grileri, Mannheim e¼grileri ve

Bertrand e¼grileri ile ilgili tan¬mlar ve baz¬karakterizasyonlar verilecektir. Bu k¬s¬mda

ve çal¬̧sman¬n devam¬nda ele al¬nacak tüm e¼griler birim h¬zl¬olacakt¬r.

2.2.1 Helis e¼grileri

Tan¬m 2.2.1.1 E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir � e¼grisi verilsin. � e¼grisinin te¼get

vektör alan¬ile sabit do¼grultulu bir do¼gru sabit aç¬yap¬yorsa � e¼grisine bir genel

helis denir.

� e¼grisinin te¼get vektör alan¬T ve sabit do¼grultulu bir do¼gru U olmak üzere

hT; Ui = cos �; � = sabit

dir. Burada sabit do¼grultulu U do¼grusuna genel helisin ekseni denir (Lancret 1802).

Teorem 2.2.1.1 E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir � e¼grisinin e¼grilikleri { ve �

olmak üzere, � e¼grisinin genel helis olabilmesi için gerek ve yeter şart

�

{
= c = sabit

olmas¬d¬r (Lancret 1802, Saint Venant 1845).

Özel olarak;

(i) � e¼grisinin e¼grili¼gi { ve torsiyonu � , e¼gri boyunca s¬f¬rdan farkl¬birer sabitler

ise, � bir dairesel helistir.

(ii) � e¼grisinin e¼grili¼gi { = 0 ise � e¼grisi bir dejenere helis örne¼gi olan düzgün

bir do¼grudur.
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(iii) � e¼grisinin torsiyonu � = 0 ise � e¼grisi bir dejenere helis örne¼gi olan

çemberdir.

Tan¬m 2.2.1.2 E¼ger bir � e¼grisinin, asli normal vektör alan¬sabit do¼grultulu bir

do¼gru ile sabit aç¬yap¬yorsa bu e¼griye slant helis denir. Yani � e¼grisinin asli normal

vektör alan¬N ve sabit do¼grultulu bir do¼gru U olmak üzere

hN;Ui = cos'; ' = sabit

dir. Burada sabit do¼grultulu U do¼grusuna slant helisin ekseni denir (Izumiya 2004).

Teorem 2.2.1.2 Bir � e¼grsinin e¼grili¼gi { 6= 0 olmak üzere; � e¼grisinin slant helis

olabilmesi için gerek ve yeter şart � e¼grisinin aslinormaller göstergesinin küresel

resminin geodezik e¼grili¼gi olan

�(s) =

 
�2

(�2 + � 2)3=2

� �
{

�p!
(s)

fonksiyonunun sabit olmas¬d¬r (Izumiya 2004).

2.2.2 Mannheim e¼grileri

Tan¬m 2.2.2.1 � ve � gibi iki e¼grinin kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬nda, � e¼grisinin asli

normal vektör alan¬ile � e¼grisinin binormal vektör alan¬lineer ba¼g¬ml¬ise � e¼gri-

sine Mannheim e¼grisi, � e¼grisine � e¼grisnin Mannheim çifti ve f�; �g ikilisine de

Mannheim e¼gri çifti denir (Wang ve Liu 2007).

Teorem 2.2.2.1 f�; �g ikilisi Mannheim e¼gri çifti olmak üzere; � ve � e¼grilerinin

kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k sabittir. Yani d uzakl¬k fonksiyonu ve �

sabit bir say¬olmak üzere

d (�; �) = �

d¬r (Orbay 2009).
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Teorem 2.2.2.2 Bir � e¼grisinin Mannheim e¼grisi olabilmesi için gerek ve yeter şart

� e¼grisinin e¼grili¼gi { ve torsiyonu � nun

{ = �
�
{2 + � 2

�
eşitli¼gini sa¼glamas¬d¬r (Wang ve Liu 2007).

Teorem 2.2.2.3 � e¼grisi bir Mannheim e¼grisi ve s� da � e¼grisinin yay parametresi

olsun. � e¼grisinin � e¼grisinin Mannheim çifti olabilmesi için gerek ve yeter şart �

e¼grisinin e¼grili¼gi {� ve torsiyonu �� n¬n

d��
ds�

=
{�
�

�
1 + �2� 2�

�
eşitli¼gini sa¼glamas¬d¬r (Liu ve Wang 2008).

2.2.3 Bertrand e¼grileri

Tan¬m 2.2.3.1 � ve � gibi iki e¼grinin kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬nda, � e¼grisinin asli

normal vektör alan¬ ile � e¼grisinin asli normal vektör alan¬ lineer ba¼g¬ml¬ ise �

e¼grisine Bertrand e¼grisi, � e¼grisine � e¼grisinin Bertrand çifti ve f�; �g ikilisine de

Bertrand e¼gri çifti denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Teorem 2.2.3.1 f�; �g ikilisi Bertrand e¼gri çifti olmak üzere � ve � e¼grilerinin

kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k sabittir. Yani d uzakl¬k fonksiyonu ve �

sabit bir say¬olmak üzere

d (�; �) = �

d¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).

Teorem 2.2.3.2 Bir � e¼grisinin e¼grili¼gi { ve torsiyonu � olsun. � e¼grisinin Bertrand
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e¼grisi olabilmesi için gerek ve yeter şart

9�; � 2 R için �{ + �� = 1

olmas¬d¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).

Teorem 2.2.3.3 f�; �g ikilisi Bertrand e¼gri çifti olmak üzere � ve � e¼grilerinin

kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬nda te¼get vektör alanlar¬ aras¬ndaki aç¬n¬n ölçüsü sabittir

(Tanr¬över 1989).

2.3 Lie Grubu ve Lie Cebiri

Tan¬m 2.3.1 (Lie Grubu) Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu

verilmi̧s olsun. E¼ger aşa¼g¬daki aksiyomlar sa¼glan¬rsa (M;G) ikilisine bir Lie Grubu

denir;

L1 : M nin noktalar¬G nin elemanlar¬ile çak¬̧s¬r,

L2 :

M �M ! M

(a; b) ! ab�1

i̧slemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

M ye Lie Grubunun temel manifoldu ve G ye de temel grubu denir (Hac¬saliho¼glu

2006).
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Tan¬m 2.3.2 (Lie Cebiri) V bir vektör uzay¬olmak üzere

[ ; ] : V � V ! V

(X; Y ) ! [X; Y ]

i̧slemi,

1) Bilineer,

2) Antisimetrik,

3) [[X; Y ] ; Z] + [[Y; Z] ; X] + [[Z;X] ; Y ] = 0

özeliklerine sahip ise (V; [; ]) ikilisine bir Lie Cebiri denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.3.3 G bir Lie grubu olsun. Belli bir g0 2 G noktas¬nda

lg0 : G! G

dönüşümü 8g 2 G için

lg0(g) = g0g

şeklinde tan¬mlan¬r ve G üzerinde bir sol paralelizm(öteleme) ad¬n¬al¬r.

Benzer şekilde belli bir g0 2 G noktas¬nda

rg0 : G! G

dönüşümü 8g 2 G için

rg0(g) = gg0

şeklinde tan¬mlan¬r ve G üzerinde bir sa¼g paralelizm(öteleme) ad¬n¬al¬r

(Hac¬saliho¼glu 2006).
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Tan¬m 2.3.4 (Sol ve Sa¼g ·Invaryant Vektör Alan¬) G bir matris Lie grubu ve

G üzerinde bir vektör alan¬da X olsun. E¼ger 8g0; g1 2 G için

l(g0)�X(g1) = X (g0g1)

yani 8g 2 G için

l(g)� �X = X � l(g)

ise X vektör alan¬na bir sol invaryant vektör alan¬denir.

�l =
�
X : X 2 �; l(g)� �X = X � l(g)

	
cümlesi � vektör alanlar¬uzay¬n¬n bir alt uzay¬d¬r. Bu alt uzaya sol invaryant vektör

alanlar¬n¬n uzay¬denir.

Benzer şekilde G üzerinde bir vektör alan¬da X olsun. E¼ger 8g0; g1 2 G için

r(g0)�X(g1) = X (g1g0)

yani 8g 2 G için

r(g)� �X = r(g) �X

ise X vektör alan¬na bir sa¼g invaryant vektör alan¬denir.

�r =
�
X : X 2 �; r(g)� �X = r(g) �X

	
cümlesi � vektör alanlar¬uzay¬n¬n bir alt uzay¬d¬r. Bu alt uzaya sa¼g invaryant vektör

alanlar¬n¬n uzay¬denir (Hac¬saliho¼glu 2006).

Tan¬m 2.3.5 (Lie Cebiri) G Lie grubunun Lie cebiri, G üzerindeki sol invaryant

vektör alanlar¬n¬n Lie cebiri olarak tan¬mlan¬r. Bunun yan¬nda G Lie grubunun

Lie cebiri olarak, G nin e birim noktas¬ndaki TeG tanjant uzay¬Lie cebir yap¬s¬ile

birlikte al¬nabilir (Hac¬saliho¼glu 2006).
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Tan¬m 2.3.6 G bir Lie grubu ve d : G � G ! R bir metrik olsun. 8a 2 G ve

8x; y 2 G için,

d(ax; ay) = d(x; y) ise d metri¼gine sol invaryant metrik,

d(xa; ya) = d(x; y) ise d metri¼gine sa¼g invaryant metrik denir.

Tan¬m 2.3.7 d metri¼gi hem sol invaryant hem de sa¼g invaryant ise d metri¼gine

bi-invaryant metrik denir.
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3. LIE GRUPLARINDA BAZI ÖZEL E¼GR·ILER

Bu bölümdeki temel çal¬̧smalar Ripoll (1991), Crouch (1995), Santo (2003), Noakes

(2003) ve Çiftçi (2009)�nin çal¬̧smalar¬d¬r. Öncelikle Lie gruplar¬nda genel helisler-

den bahsedilecek, daha sonra Lie gruplar¬nda Slant helisler, Mannheim e¼grileri ve

Bertrand e¼grileri ile ilgili elde edilen kavramlar verilecektir.

G, h ; i bi-invaryant metrik ile birlikte bir Lie grubu,D konneksiyonuG Lie grubunun

Levi-Civita konneksiyonu ve g, G Lie grubunun Lie cebiri olsun. e, G Lie grubunun

birim eleman¬olmak üzere g ile TeG izomorftur.

h ; i bi-invaryant metrik ve X; Y; Z 2 g olmak üzere

hX; [Y; Z]i = h[X; Y ] ; Zi

ve

DXY =
1

2
[X; Y ]

dir.

� : I � R! G yay parametreli bir e¼gri ve fX1; X2; :::; Xng cümlesi g nin ortonormal

bir baz¬ olsun. Bu durumda e¼gri boyunca iki vektör alan¬W ve Z olmak üzere

W =
Pn

i=1wiXi ve Z =
Pn

i=1 ziXi şeklinde yaz¬labilir. Burada wi : I ! R ve

zi : I ! R fonksiyonlar¬düzgün fonksiyonlard¬r. W ve Z gibi iki vektör alan¬n¬n

Lie çarp¬m¬

[W;Z] =
X

wizj [Xi; Xj]

şeklinde ve � e¼grisi boyunca herhangi bir W vektör alan¬n¬n kovaryant türevi D�pW

olmak üzere

D�pW =
�
W +

1

2
[T;W ] (3.1)

şeklindedir. Burada T = �p ve
�
W =

Pn
i=1

�
wiXi =

Pn
i=1

dwi
dt
Xi dir.
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E¼ger W , bir sol invaryant vektör alan¬n¬n � ya k¬s¬tlanm¬̧s¬ise,
�
W = 0 d¬r (Crouch

ve Silva 1995).

Tan¬m 3.1 � : I � R ! G yay parametreli bir e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisi bir sol

invaryant vektör alan¬X ile sabit aç¬yap¬yorsa, yani

hT (s); Xi = cos �; s 2 I

ise � e¼grisi bir genel helistir. Burada X 2 g ve birim, T ; � e¼grisinin te¼get vektör

alan¬, � 6= �
2
aç¬s¬ise X ile T aras¬ndaki sabit aç¬d¬r (Çiftçi 2009).

Tan¬m 3.2 � : I � R ! G yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin Frenet

bileşenleri (T;N;B;{; �) olmak üzere

�G =
1

2
h[T;N ] ; Bi (3.2)

veya

�G =
1

2{2�
�� �

hT; [T; T ]i+ 1

4{2�

�
k[T; T ]k2

dir (Çiftçi 2009).

Teorem 3.1 � : I � R! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin Frenet

bileşenleri (T;N;B;{; �) olmak üzere, � e¼grisinin bir genel helis olmas¬için gerek

ve yeter şart

� = c{ + �G , c = sabit

olmas¬d¬r (Çiftçi 2009).

Tan¬m 3.3 � : I � R! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin küresel

resmi olan 
 : I � R! S2 � g e¼grisi


(s) : dL��1(s)�
p(s) , s 2 I
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şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada L sol öteleme ve s yay parametresidir (Çiftçi 2009).

Teorem 3.2 h ; i bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubunda bir � genel

helisinin küresel resmi düzlemsel bir e¼gridir (Çiftçi 2009).

3.1 Lie Gruplar¬nda Slant Helisler

Bu bölümde ilk olarak Lie gruplar¬nda slant helis tan¬m¬verilip bir slant helisin

ekseni elde edildi. Daha sonra bir e¼grinin, bi-invaryant metrik ile bir 3�boyutlu Lie

grubunda slant helis olma karakterizasyonu belirlendi. Ayr¬ca bu karakterizasyonda,

Lie grubunun özel halleri al¬n¬p baz¬sonuçlar elde edildi.

Tan¬m 3.1.1 � : I � R ! G yay parametreli bir e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisinin asli

normal vektör alan¬bir sol invaryant vektör alan¬X ile sabit aç¬yap¬yorsa, yani

hN(s); Xi = cos �; s 2 I; � = sabit 6= �

2

ise � e¼grisi bir slant helistir. Burada X 2 g ve birim, N ; � e¼grisinin asli normal

vektör alan¬d¬r.

Tan¬m 3.1.2 � : I � R ! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin

Frenet bileşenleri (T;N;B;{; �) ve � e¼grisinin harmonik e¼grili¼gi H olmak üzere,

H =
� � �G
{

d¬r. Burada �G = 1
2
h[T;N ] ; Bi dir.

Tan¬m 3.1.3 � : I � R ! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin

Frenet bileşenleri (T;N;B;{; �) olmak üzere, asli normaller göstergesinin küresel

resmi (N) nin geodezik e¼grili¼gi

�N =
{(1 +H2)

3
2

H p
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eşitli¼gi ile verilen �N fonksiyonuyla tan¬ml¬d¬r. Burada H, � e¼grisinin harmonik

e¼grili¼gidir.

Lemma 3.1.1 � : I � R ! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin

Frenet vektörleri fT;N;Bg olmak üzere

[T;N ] = h[T;N ] ; BiB = 2�GB

[T;B] = h[T;B] ; NiN = �2�GB

dir.

·Ispat: � : I � R! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri ve � e¼grisinin Frenet vektörleri

fT;N;Bg olsun. Bu durumda [T;N ] 2 Sp fT;N;Bg oldu¼gundan

[T;N ] = �1T + �2N + �3B (3.3)

yaz¬labilir. E¼ger (3:3) eşitli¼ginin her iki yan¬,s¬ras¬yla, T;N ve B ile çarp¬l¬rsa

h[T;N ] ; T i = �1 = 0;

h[T;N ] ; Ni = �2 = 0;

h[T;N ] ; Bi = �3;

olur. Böylece

[T;N ] = h[T;N ] ; BiB;

yaz¬labilir. Son denklem ile (3:2) eşitli¼gi bir arada düşünülürse

[T;N ] = 2�GB

eşitli¼gi elde edilir. Benzer şekilde [T;B] = �2�GB oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Teorem 3.1.1 � : I � R ! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri ve � e¼grisinin Frenet

bileşenleri (T;N;B;{; �) olmak üzere � e¼grisi G Lie grubunda bir slant helis ise �
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e¼grisinin ekseni

X =

�
{H (1 +H2)

H p T +N +
{ (1 +H2)

H p B

�
cos �; � = sabit 6= �

2

d¬r. Burada H = ���G
{ , � e¼grisinin harmonik e¼grili¼gidir.

·Ispat � slant helisinin ekseni X ve �1 = hT;Xi ; �2 = hN;Xi ve �3 = hB;Xi olmak

üzere,

X = �1T + �2N + �3B

şeklinde yaz¬labilir.

� e¼grisi G Lie grubunda bir slant helis ise Tan¬m 3:1:1 den dolay¬

hN(s); Xi = cos �; s 2 I; (3.4)

d¬r. Burada X 2 g bir sol invaryant vektör alan¬ve birim, � aç¬s¬X ile � e¼grisinin

asli normal vektör alan¬olan N aras¬ndaki sabit aç¬d¬r. hN(s); Xi = cos � eşitli¼ginde

türev al¬n¬rsa

hDTN;Xi+ hN;DTXi = 0;

elde edilir. Bu son eşitlikte (3:1) eşitli¼gi ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa

�� hT;Xi+ � hB;Xi � 1
2
h[T;N ] ; Xi = 0

ve Lemma 3:1:1 yard¬m¬yla da

�� hT;Xi+ (� � �G) hB;Xi = 0

veya

hT;Xi = H hB;Xi (3.5)

elde edilir. Burada H =
� � �G
{

; � e¼grisinin harmonik e¼grili¼gidir.

24



(3:5) eşitli¼ginde tekrar türev al¬n¬rsa,

hDTT;Xi+ hT;DTXi = H p hB;Xi+H fhDTB;Xi+ hB;DTXig

olur. Bu son eşitlikten, (3:1) eşitli¼gi ve Lemma 3:1:1 yard¬m¬yla

� hN;Xi = H p hB;Xi �H (� � �G) hN;Xi

veya

hB;Xi = { (1 +H2)

H p hN;Xi : (3.6)

elde edilir. (3:6) eşitli¼gindeki hB;Xi de¼geri (3:5) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

hT;Xi = {H
H p

�
1 +H2

�
hN;Xi (3.7)

olur. Sonuç olarak, (3:4); (3:6) ve (3:7) eşitlikleri yard¬m¬yla slant helisin ekseni

X =

�
{H (1 +H2)

H p T +N +
{ (1 +H2)

H p B

�
cos �;

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.1.2 � : I � R ! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri ve � e¼grisinin Frenet

elemanlar¬(T;N;B;{; �) olsun. � e¼grisinin bir slant helis olmas¬için gerek ve yeter

şart

�N =
{(1 +H2)

3
2

H p = tan �; � = sabit 6= �

2

ifadesinin sabit olmas¬d¬r. Burada H, � e¼grisinin harmonik e¼grili¼gidir.

·Ispat E¼ger � slant helisinin ekseni X ise Teorem 3:1:1 e göre

X =

�
{H (1 +H2)

H p T +N +
{ (1 +H2)

H p B

�
cos �
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dir. Ayr¬ca X bir birim vektör alan¬oldu¼gundan

�N =
{(H2 + 1)

3
2

H p = tan �

ifadesinin sabit oldu¼gu kolayca görülebilir.

Tersine �N sabit oldu¼gunda, � e¼grisinin bir slant helis olmas¬gereklili¼gi aç¬kt¬r. Bu

da ispat¬tamamlar.

Lemma 3.1.2 G; h ; i bi-invaryant metrik ile bir Lie grubu olsun. Farkl¬Lie gruplar¬

için aşa¼g¬daki ifadeler verilebilir:

i) E¼ger G Abelyan Lie grubu ise �G = 0 d¬r,

ii) E¼ger G;SO3 Lie grubu ise �G = 1
2
dir,

iii) E¼ger G; SU2 Lie grubu ise �G = 1 dir,

(Çiftçi 2009, Santo 2003).

Sonuç 3.1.1 G Abelyan Lie grubunda, � yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin

slant helis olmas¬için gerek ve yeter şart

�N =
({2 + � 2)

3=2

{2
� �
{

�p
fonksiyonunun sabit olmas¬d¬r.

·Ispat E¼ger G Abelyan Lie grubu ise Teorem 3:1:2 ve Lemma 3:1:2 nin kullan¬lmas¬

ile istenen sonuç kolayl¬kla elde edilebilir.

Böylece bu sonuç Izimuya�n¬n tan¬mlad¬¼g¬slant helislerin bir genelleştirmesini ver-

mektedir. Benzer ispatlarla, aşa¼g¬daki sonuçlar da elde edilir.
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Sonuç 3.1.2 SU2 Lie grubunda, � yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin slant

helis olmas¬için gerek ve yeter şart

�N =

�
{2 + (� � 1)2

�3=2
{2
�
� � 1
{

�p
fonksiyonunun sabit olmas¬d¬r.

Sonuç 3.1.3 SO3 Lie grubunda, � yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin slant

helis olmas¬için gerek ve yeter şart

�N =

�
{2 +

�
� � 1

2

�2�3=2
{2
�
� � 1

2

{

�p
fonksiyonunun sabit olmas¬d¬r.

3.2 Lie Gruplar¬nda Slant Helislerin Küresel Resimleri ve ·Involütleri

Bu bölümde öncelikle Ripoll (1991) ve Noakes (2003)�in çal¬̧smalar¬yard¬m¬yla slant

helislerin küresel göstergeleri tan¬mland¬. Daha sonra slant helislerin involütlerinin

tan¬m¬verildi ve slant helislerle küresel resimleri ve involütleri aras¬ndaki ili̧skiler

araşt¬r¬ld¬.

3.2.1 Slant helislerin te¼getler göstergesi

Tan¬m 3.2.1.1 � : I � R! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri, fX1; X2; X3g cümlesi

g Lie cebirinin bir ortonormal baz¬ve s� ise � e¼grisinin yay parametresi olsun. Bu

durumda � e¼grisinin te¼getler göstergesi olan � : I � R!S2 � g e¼grisi

� (s�) = T (s) =

3X
i=1

tiXi , s 2 I

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Teorem 3.2.1.1 � : I � R! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri ve � e¼grisi � e¼grisinin

te¼getler göstergesi olsun. � e¼grisinin bir 3-boyutlu Lie grubunda slant helis olmas¬

için gerek ve yeter şart � e¼grisinin genel helis olmas¬d¬r.

·Ispat � e¼grisi 3-boyutlu Lie grubunda bir slant helis ve � e¼grisi � e¼grisinin te¼getler

göstergesi olsun. Tan¬m 3:2:1:1 den dolay¬

� (s�) = T (s) (3.8)

dir. (3:8) eşitli¼ginde (3:1) eşitli¼gi kullan¬larak türev al¬n¬rsa

d�T
ds�

ds�

ds
=

�
T = DTT �

1

2
[T; T ]

d�T
ds�

ds�

ds
= {N

eşitli¼gi elde edilir. Son eşitlikte { > 0 oldu¼gu varsay¬l¬rsa

ds�

ds
= {

bulunur ve böylece

T� (s
�) = N(s) (3.9)

olur. (3:9) ifadesinde tekrar türev al¬n¬r ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa

{�N� (s�)
ds�

ds
=

�
N = DTN � 1

2
[T;N ]

{�N� (s�){ = ��T + �B � 1
2
h[T;N ] ; BiB

oldu¼gu görülür. Bu son eşitlikte Lemma 3:1:1 in kullan¬lmas¬yla

{�N� (s�) = �T +HB

elde edilir. Dolay¬s¬yla

{� =
p
1 +H2 (3.10)
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olarak bulunur. Son iki ifadeden � e¼grisinin asli normal vektör alan¬N�;

N� (s
�) = � 1p

1 +H2
T +

Hp
1 +H2

B (3.11)

şeklinde yaz¬labilir. (3:9) ve (3:11) kullan¬larak � e¼grisinin binormal vektör alan¬

B�;

B� (s
�) = T� (s

�)�N� (s
�)

B� (s
�) =

Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B (3.12)

olur. Bu son ifadede türev al¬n¬r ve Lemma 3:1:1 uygulan¬rsa

�
�� � �G�

�
N� (s

�)
ds�

ds
= � H 0

(1 +H2)3=2
T +

HH 0

(1 +H2)3=2
B

ya da ds�

ds
= { oldu¼gundan

�
�� � �G�

�
N� (s

�) = � H 0

{ (1 +H2)3=2
T +

HH 0

{ (1 +H2)3=2
B

elde edilir. Burada �� fonksiyonu � e¼grisinin torsiyonu, �G� =
1
2
h[T�; N�] ; B�i d¬r.

E¼ger son eşitlikte her iki taraf¬n normu al¬n¬rsa

�� =
H p

{ (1 +H2)
+ �G�

olarak bulunur. (3:10) eşitli¼gi ve yukar¬daki son eşitlikten

�� � �G�
{�

=
H p

{ (1 +H2)3=2

oldu¼gu görülür. Burada � e¼grisi slant helis olarak kabul edildi¼ginden bu oran sabittir.

Dolay¬s¬yla Teorem 3:1 gere¼gince � e¼grisinin te¼getler göstergesi olan � e¼grisi bir genel

helistir.

Tersine, � e¼grisinin genel helis oldu¼gu kabul edilirse, � e¼grisinin bir slant helis olmas¬

gerekti¼gi kolayca görülebilir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.
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Sonuç 3.2.1.1 � : I � R ! G e¼grisi Frenet bileşenleri fT;N;Bg olmak üzere yay

parametreli bir e¼gri ve � e¼grisi de � e¼grisinin te¼getler göstergesi olsun. Bu durumda

� ve � e¼grileri için �G = �G� d¬r.

·Ispat Teorem 3:2:1:1 in ispat¬nda, � e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬için buldu¼gumuz

(3:9) ; (3:11) ve (3:12) eşitlikleri, �G� =
1
2
h[T�; N�] ; B�i ifadesinde yerine yaz¬l¬r ve

gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

�G� =
1

2

��
N;� 1p

1 +H2
T +

Hp
1 +H2

B

�
;

Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B

�
=

1

2

�
1p

1 +H2
[T;N ] +

Hp
1 +H2

[N;B] ;
Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B

�
=

1

2

�
H

1 +H2
h[T;N ] ; T i+ 1

1 +H2
h[T;N ] ; Bi+ H2

1 +H2
h[N;B] ; T i

+
H

1 +H2
h[N;B] ; Bi

�
=

1

2
h[T;N ] ; Bi ;

elde edilir. Tan¬m 3:2 ve son eşitlik yard¬m¬yla

�G� = �G

olarak bulunur.

3.2.2 Slant helislerin normaller göstergesi

Tan¬m 3.2.2.1 � : I � R! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri, fX1; X2; X3g cümlesi

g Lie cebirinin bir ortonormal baz¬ve s� ise 
 e¼grisinin yay parametresi olsun. Bu

durumda � e¼grisinin normaller göstergesi olan 
 : I � R!S2 � g e¼grisi


 (s�) = N(s) =

3X
i=1

niXi , s 2 I

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Teorem 3.2.2.1 h ; i ; bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubu olsun. E¼ger

� e¼grisi bir slant helis ise � e¼grisinin normaller göstergesi olan 
 e¼grisi düzlemsel bir

e¼gridir.

·Ispat 3-boyutlu Lie grubunda � e¼grisi bir slant helis ve 
 e¼grisi, � slant helisinin

normaller göstergesi olsun. Tan¬m 3:2:2:1 den dolay¬


 (s�) = N(s) (3.13)

dir. (3:13) de (3:1) ifadesi kullan¬larak türev al¬n¬rsa

d


ds�
ds�

ds
=

�
N = DTN � 1

2
[T;N ]

= �{T + �B � 1
2
h[T;N ] ; BiB

= �{T + (� � �G)B

= �{T + {HB

elde edilir. Son eşitlikte { > 0 oldu¼gu kabul edilirse

ds�

ds
= {

p
1 +H2 (3.14)

olur ve böylece
d


ds�
=

1p
1 +H2

(�T +HB)

olarak bulunur. Son ifadenin tekrar türevi al¬n¬rsa

d2


ds�2
ds�

ds
= � HH p

(1 +H2)3=2
(�T +HB) +

1p
1 +H2

�
�

�
T +H pB +H

�
B

�
= � HH p

(1 +H2)3=2
(�T +HB) +

1p
1 +H2

�
�{N +H pB +H

�
��N � 1

2
[T;B]

��
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elde edilir. O halde son ifadede, (3:14) ve Lemma 3:1:1 kullan¬l¬rsa

d2


ds�2
= � Hp

1 +H2

H p

{ (1 +H2)3=2
(�T +HB) +

1

{ (1 +H2)

�
(�{ �H (� � �G))N +H pB

	
= � Hp

1 +H2

H p

{ (1 +H2)3=2
(�T +HB) +

1

{ (1 +H2)

�
�{

�
1 +H2

�
N +H pB

	
:

yaz¬labilir. � e¼grisi bir slant helis oldu¼gundan, �N(s) bir sabit fonksiyon olmak üzere

son eşitlikten

d2


ds�2
=

1

�N(s)

Hp
1 +H2

T �N +
1

�N(s)

1p
1 +H2

B (3.15)

oldu¼gu dörülür. Buradan, 
 e¼grisinin e¼grili¼gi olan {
 de¼geri

{
 =




 d2
ds�2





 = 1

j�N j

q
1 + �2N

dir ve sabit bir fonksiyondur. (3:15) eşitli¼ginde tekrar türev al¬n¬rsa

d3


ds�3
{
p
1 +H2 = � 1

�N

(
H p

(1 +H2)3=2
(�T +HB) +

Hp
1 +H2

�
�

�
T +H pB +H

�
B

�)
�

�
N

+
1

�N

�
HH p

p
1 +H2

B +
p
1 +H2

�
B

�
= � 1

�N

(
H p

(1 +H2)3=2
(�T +HB) +

Hp
1 +H2

�
�{

�
1 +H2

�
N +H pB

�)

�DTN +
1

2
[T;N ] +

1

�N

�
HH p

p
1 +H2

B +
p
1 +H2

�
DTB �

1

2
[T;B]

��

olur. Lemma 3:1:1 ve Tan¬m 3:1:3 den

d3�N
ds�3

= {
�2N + 1

�2N
T � {H�2N + 1

�2N
B

elde edilir. Böylece 
 e¼grisinin torsiyonu olan � 
 de¼geri

� �N =
det
�
�pN ; �

q
N ; �

ppp
N

�

�pN � �qN


2 = 0
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olarak hesaplanm¬̧s olur. Dolay¬s¬yla 
 e¼grisi düzlemsel bir e¼gridir. Bu da ispat¬

tamamlar.

3.2.3 Slant helislerin binormaller göstergesi

Tan¬m 3.2.3.1 � : I � R! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri, fX1; X2; X3g cümlesi

g Lie cebirinin bir ortonormal baz¬ve s� da � e¼grisinin yay parametresi olsun. Bu

durumda � e¼grisinin binormaller göstergesi olan � : I � R!S2 � g e¼grisi

� (s�) = B(s) =
3X
i=1

biXi , s 2 I

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Teorem 3.2.3.1 � : I � R ! G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri ve � e¼grisi �

e¼grisinin binormaller göstergesi olsun. � e¼grisinin bir 3-boyutlu Lie grubunda slant

helis olmas¬için gerek ve yeter şart � e¼grisinin bir genel helis olmas¬d¬r.

·Ispat � e¼grisi 3-boyutlu Lie grubunda bir slant helis ve � e¼grisi � e¼grisinin binor-

maller göstergesi olsun. Tan¬m 3:2:3:1 den dolay¬

�B (s
�) = B(s) (3.16)

dir. (3:16) eşitli¼ginde (3:1) eşitli¼gi kullan¬larak türev al¬n¬rsa

d�

ds�
ds�

ds
=

�
B = DTB �

1

2
[T;B]

d�

ds�
ds�

ds
= �{HN

eşitli¼gi elde edilir. Son eşitlikten, " =

8<: 1 ; e¼ger {Hi0

�1 ; e¼ger {Hh0

9=; oldu¼gunu varsayarsak

ds�

ds
= "{H
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bulunur ve böylece

T� (s
�) = �"N(s) (3.17)

olur. (3:17) ifadesinde türev al¬n¬r ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa

{�N� (s�)
ds�

ds
= �"

�
N = �"DTN + "

1

2
[T;N ]

{�N� (s�)
ds�

ds
= "{T � "�B + "

1

2
h[T;N ] ; BiB

{�N� (s�) "{H = "{T � "(� � �G)B

{�N� (s�) =
1

H
T �B (3.18)

oldu¼gu görülür. Burada � e¼grisinin e¼grili¼gi {� olmak üzere

{� =
1

jHj
p
1 +H2 (3.19)

dir. {i0 kabul edilirse (3:18) ve (3:19) eşitliklerinden

N� (s
�) =

"p
1 +H2

T � "Hp
1 +H2

B (3.20)

elde edilir. (3:17) ve (3:20) eşitlikleri kullan¬larak � e¼grisinin binormal vektör alan¬

B�;

B� (s
�) = T� (s

�)�N� (s
�)

=
Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B (3.21)

olur. (3:21) da türev aln¬r ve Lemma 3:1:1 kullan¬l¬rsa

(� � � �G�)N� (s
�)
ds�

ds
=

H 0

(1 +H2)3=2
T +

HH 0

(1 +H2)3=2
B;

ds�

ds
= "{H oldu¼gu kullan¬larak

(� � � �G�)N� (s
�) =

H 0

"{H (1 +H2)3=2
T +

HH 0

"{H (1 +H2)3=2
B
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bulunur. Burada �G� =
1
2
h[T�; N�] ; B�i d¬r. Son eşitlikte norm al¬nd¬¼g¬nda

� � =
H p

{H (1 +H2)
+ �G� (3.22)

oldu¼gu görülür. Burada � � fonksiyonu � e¼grisinin torsiyonudur. Böylece (3:19) ve

(3:22) den
� � � �G�
{�

=
H p

{ (1 +H2)3=2

elde edilir. � e¼grisi bir slant helis oldu¼gundan
����G�
{�

de¼geri sabittir. Dolay¬s¬yla �

e¼grisi bir genel helistir.

Tersine � e¼grisi bir genel helis olsun. Bu durumda � e¼grisinin bir slant helis oldu¼gu

kolayca görülebilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 3.2.3.1 � : I � R ! G e¼grisi Frenet bileşenleri fT;N;Bg olmak üzere yay

parametreli bir e¼gri ve � e¼grisi � e¼grisinin binormaller göstergesi olsun. Bu durumda

� ve � e¼grileri için �G = �G� d¬r.

·Ispat Teorem 3:2:3:1�in ispat¬nda, � e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬için bulunan

(3:17) ; (3:20) ve (3:21) eşitlikleri �G� =
1
2
h[T�; N�] ; B�i ifadesinde yerine yaz¬l¬r ve

gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

�G� =
1

2

��
�"N; "p

1 +H2
T � "Hp

1+H2B

�
;

Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B

�
=

1

2

�
1p

1 +H2
[T;N ] +

Hp
1 +H2

[N;B] ;
Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B

�
=

1

2

�
H

1 +H2
h[T;N ] ; T i+ 1

1 +H2
h[T;N ] ; Bi+ H2

1 +H2
h[N;B] ; T i

+
H

1 +H2
h[N;B] ; Bi

�
�G� =

1

2
h[T;N ] ; Bi
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elde edilir. Dolay¬s¬yla Tan¬m 3:2 ve yukar¬daki eşitlikten

�G� = �G

oldu¼gu görülür.

3.2.4 Slant helislerin involütleri

Tan¬m 3.2.4.1 � : I � R!G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin te¼get

do¼grular¬, bir di¼ger x : I� � R!G e¼grisine dik ise yani T (s) ve Tx(s�), s¬ras¬yla, �

ve x e¼grilerinin te¼get vektör alanlar¬olmak üzere

hT (s); Tx(s�)i = 0

oluyorsa x e¼grsine � e¼grisinin involütü denir. (�; x) ikilisi s¬ras¬yla (I; �) and (I�; x)

kordinat komşuluklar¬ ile verilmek üzere involüt-evolüt çifti olarak isimlendirilir.

(�; x) involüt-evolüt e¼gri çifti olmak üzere � ve x e¼grileri aras¬ndaki uzakl¬k

d (� (s) ; x (s)) = jc� sj , c = sabit, 8s 2 I;

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Struik 1988).

� e¼grisinin yay parametresi, x e¼grisi için genellikle yay parametresi olmaz. x e¼grisinin

yay parametresi  : I �! I� a diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere aşa¼g¬-

daki eşitlik ile tan¬mlanabilir

s� =  (s) =

sZ
0





dx (s)ds





 ds:
 : I �! I� fonksiyonu

 0 (s) = (c� s){; 8s 2 I (3.23)

eşitli¼gini sa¼glar.
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Teorem 3.2.4.1 � : I � R!G e¼grisi yay parametreli bir e¼gri ve x e¼grisi de �

e¼grisinin involütü olsun. 3-boyutlu bir Lie grubunda � e¼grisinin slant helis olmas¬

için gerek ve yeter şart x e¼grsinin bir genel helis olmas¬d¬r.

·Ispat x e¼grsi � e¼grisinin involütü olsun. Bu durumda

x(s) = �(s) + (c� s)T (s) ; c = sabit

dir. Her iki taraf¬n s parametresine göre türevini al¬n¬rsa, s ve s� parametreleri

s¬ras¬yla � ve x e¼grilerinin yay parametreleri olmak üzere

d�

ds�
ds�

ds
= (c� s)

�
T (s);

Tx (s
�)
ds�

ds
= (c� s){N;

elde edilir. Son eşitlikten
ds�

ds
=  0 (s) = (c� s){

bulunur. Yukar¬daki son iki eşitlik bir arada düşünülürse

Tx (s
�) = N (3.24)

oldu¼gu görülür. Bu ifadede tekrar türev al¬n¬rsa

{xNx (s�)
ds�

ds
=

�
N = DTN � 1

2
[T;N ]

{xNx (s�){ = ��T + �B � 1
2
h[T;N ] ; BiB

veya Lemma 3:1:1 yard¬m¬yla

{xNx (s�) = �T +HB

olur. Burada {x fonksiyonu x e¼grisinin e¼grili¼gi olmak üzere

{x =
p
1 +H2
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dir. Dolay¬s¬yla

Nx (s
�) = � 1p

1 +H2
T +

Hp
1 +H2

B (3.25)

olarak bulunur. Ayr¬ca (3:24) ve (3:25) den

Bx (s
�) = Tx (s

�)�Nx (s
�)

=
Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B (3.26)

olup bu ifadede türev al¬n¬r ve Lemma 3:1:1 kullan¬l¬rsa, �Gx =
1
2
h[Tx; Nx] ; Bxi ve

�x fonksiyonu x e¼grisinin torsiyonu olmak üzere

(�x � �Gx)Nx (s
�)
ds�

ds
= � H 0

(1 +H2)3=2
T +

HH 0

(1 +H2)3=2
B

elde edilir. O halde (3:23) yard¬m¬yla son eşitlik

(�x � �Gx)N� (s
�) = � H 0

{ (1 +H2)3=2
T +

HH 0

{ (1 +H2)3=2
B

şeklinde yazabiliriz. Bu ifade de her iki taraf¬n normu al¬n¬rsa

�x =
H p

{ (1 +H2)
+ �Gx

elde edilir. Sonuç olarak {x =
p
1 +H2 oldu¼gu düşünülürse yukar¬daki son eşitlikten

�x � �Gx
{x

=
H p

{ (1 +H2)3=2

elde edilir. � e¼grisi bir slant helis oldu¼gundan �x��Gx
{x =sabit dir. Dolay¬s¬yla � slant

helisinin involütü olan x e¼grisi bir genel helistir.

Tersine � e¼grisinin involütü olan x e¼grisi bir genel helis olsun. Bu durumda �

e¼grisinin bir slant helis oldu¼gu kolayca görülebilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 3.2.4.1 � : I � R!G e¼grisi yay parametreli düzgün bir e¼gri ve � : I �

R!S2 � g e¼grisi de � e¼grisinin te¼getler göstergesi olsun. Bu durumda � e¼grisi bir
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slant helis ise, � e¼grisi de � e¼grisinin bir involütüdür.

·Ispat Teorem 3:2:1:1 ve Teorem 3:2:4:1 den istenilen elde edilir.

Sonuç 3.2.4.2 � : I � R!G e¼grisi yay parametreli diferensiyellenebilir bir e¼gri ve

� : I � R!S2 � g e¼grisi de � e¼grisinin binormaller göstergesi olsun. Bu durumda

� e¼grisi bir slant helis ise � e¼grisi de � e¼grisinin bir involütüdür.

·Ispat Teorem 3:2:3:1 ve Teorem 3:2:4:1 den dolay¬sonucun do¼grulu¼gu aç¬kt¬r.

Sonuç 3.2.4.3 � : I � R ! G e¼grisi Frenet bileşenleri fT;N;Bg olmak üzere yay

parametreli bir e¼gri ve x e¼grisi � e¼grisinin involütü olsun. Bu durumda � ve � e¼grileri

için �G = �G� d¬r.

·Ispat Teorem 3:2:4:1�in ispat¬nda, x e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬için bulunan

(3:24), (3:25) ve (3:26) eşitlikleri �Gx =
1
2
h[Tx; Nx] ; Bxi ifadesinde yerine yaz¬l¬r ve

gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

�Gx =
1

2

Dh
N;� 1p

1+H2T +
Hp
1+H2B

i
; Hp

1+H2T +
1p
1+H2B

E
=

1

2

D
1p
1+H2 [T;N ] +

Hp
1+H2 [N;B] ;

Hp
1+H2T +

1p
1+H2B

E
=

1

2

�
H

1 +H2
h[T;N ] ; T i+ 1

1 +H2
h[T;N ] ; Bi+ H2

1 +H2
h[N;B] ; T i

+
H

1 +H2
h[N;B] ; Bi

�
=

1

2
h[T;N ] ; Bi

elde edilir. Dolay¬s¬yla Tan¬m 3:2 ve son eşitlikten

�Gx = �G

bulunur.
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3.3 Lie Gruplar¬nda Mannheim E¼grileri

Bu bölümde, bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie gruplar¬nda e¼griler ve bu e¼grilerin

yine ayn¬Lie grubundaki Mannheim çiftleri ele al¬nd¬ ve bu tip e¼grilere ait baz¬

karakterizasyonlar verildi.

Tan¬m 3.3.1 G bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubu olsun. G de �

ve � e¼grilerinin kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬nda � e¼grisinin asli normal vektör alan¬ile

� e¼grisinin binormal vektör alan¬lineer ba¼g¬ml¬ise � e¼grisine Mannheim e¼grisi, �

e¼grisine � e¼grisinin Mannheim çifti ve f�; �g ikilisine de Mannheim e¼gri çifti denir.

G; 3-boyutlu Lie grubunda � : I � R!G e¼grisi s yay parametreli bir e¼gri ve şekil-3:1

yard¬m¬yla � : I � R!G e¼grisi de yine ayn¬Lie grubunda � (s) = � (s)+� (s)N (s)

şeklinde yaz¬labilen bir e¼gri olsun. Burada � fonksiyonu sabit bir fonksiyon ve N

vektör alan¬� e¼grisinin asli normal vektör alan¬d¬r.

Şekil-3:1: Mannheim e¼gri çifti f�; �g
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Teorem 3.3.1 3-boyutlu G Lie grubunda � : I � R! G ve � : I � R!G e¼grileri,

s¬ras¬yla, yay parametleri s ve s olmak üzere bir Mannheim e¼gri çifti olsun. � ve �

e¼grilerinin kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k daima sabittir. Yani,

8s 2 I için d (� (s) ; � (s)) = sabit

dir.

·Ispat Tan¬m 3:3:1 den

� (s) = � (s) + � (s)N (s) (3.27)

dir. (3:27) eşitli¼ginde s parametresine göre türev al¬n¬r ve (3:1) denklemi kullan¬l¬rsa

d� (s)

ds

ds

ds
=

d� (s)

ds
+ �0 (s)N (s) + �(s)

�
N(s)

= T (s) + �0 (s)N (s) + �(s)

�
DTN � 1

2
[T;N ]

�

elde edilir. Lemma 3:1:1 ve Frenet denklemleri yard¬m¬yla bu eşitlik,

d� (s)

ds

ds

ds
= (1� � (s){ (s))T (s) + �0 (s)N (s) + � (s) ((� � �G) (s))B (s)

veya

T� (s) =
ds

ds
[(1� �(s){ (s))T (s) + �0 (s)N (s) + �(s) (� � �G) (s)B (s)] (3.28)

şeklinde ifade edilebilir. f�; �g ikilisi Mannheim e¼gri çifti oldu¼gundan � e¼grisinin

asli normal vektör alan¬N ile � e¼grisinin binormal vektör alan¬B� lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

Dolay¬s¬yla (3:28) den

hT� (s) ; B� (s)i =
ds

ds

24 (1� � (s){ (s)) hT (s); B� (s)i+ �0 (s) hN(s); B� (s)i

+�(s) (� � �G) (s) hB(s); B�((s))i

35
veya

�0 (s) = 0
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oldu¼gu görülür. Bu eşitlikten � (s) fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldu¼gu söylenebilir.

Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3.2 � : I � R ! G e¼grisi s yay parametresi ile verilsin. � e¼grisinin

Frenet bileşenleri fT;N;B; �; �g olmak üzere; � e¼grisinin Mannheim e¼grisi olmas¬

için gerek ve yeter şart 8s 2 I için

�{
�
1 +H2

�
= 1;

olmas¬d¬r. Burada � bir sabit fonksiyon ve H ise � e¼grisinin harmonik e¼grilik fonksi-

yonudur.

·Ispat � : I � R ! G e¼grisi s yay parametreli bir Mannheim e¼grisi olsun. Bu

durumda

� (s) = � (s) + �N (s)

yaz¬labilir. Bu ifadede s parametresine göre türev al¬n¬r ve Frenet formülleri kul-

lan¬l¬rsa,
d� (s)

ds
= (1� �{ (s))T (s) + � (� � �G) (s)B (s)

elde edilir. Di¼ger taraftan,

T� =
d�

ds

ds

ds
= [(1� �{ (s))T (s) + � (� � �G) (s)B (s)]

ds

ds

olup bu ifadede s ye göre türev al¬n¬r ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa

dT�
ds

=

�
��d{

ds
T (s) +

�
{ � �{2 � � (� � �G)

2�N(s) + � (� � �G)
pB(s)

��
ds

ds

�2
+ [(1� �{ (s))T (s) + � (� � �G) (s)B (s)]

d2s

ds2

oldu¼gu görülür. Sonuç olarak

�
{ � �{2 � � (� � �G)

2� = 0;
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�{
�
1 +H2

�
= 1

bulunur.

Tersine, e¼ger �{ (1 +H2) = 1 ise � e¼grisinin bir Mannheim e¼grisi oldu¼gu kolayca

görülebilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 3.3.1 E¼ger G Lie grubu bir Abelyan Lie grubu ise �G = 0 d¬r. Bu durumda

G Abelyan Lie grubunda yay parametreli bir � : I � R!G e¼grisinin Mannheim

e¼grisi olabilmesi için gerek ve yeter şart

�
�
{2 + � 2

�
= {

denklemini sa¼glamas¬d¬r.

·Ispat E¼ger "G Lie grubu, Abelyan Lie grubu ise �G = 0" oldu¼gu ve Teorem 3:3:2

birlikte düşünülürse istenilen elde edilir.

Sonuç 3:3:1, bu çal¬̧smada yap¬lanlar¬n, Liu and Wang taraf¬ndan 3�boyutlu Öklid

uzay¬nda tan¬mlanan Mannheim e¼grilerinin bir genelleştirilmesi oldu¼gunu gösterir.

Teorem 3.3.3 � : I � R ! G e¼grisi s yay parametresi ile verilsin. � e¼grisinin �

e¼grisinin Mannheim çifti olmas¬ için gerek ve yeter şart � e¼grisinin e¼grili¼gi {� ve

harmonik e¼grili¼gi H� olmak üzere

d{�H�

ds
=
{�
�
(1 + �2{2�H2

�)

dir. Burada � bir sabit fonksiyondur.

·Ispat � : I � R ! G e¼grisi s yay parametreli bir Mannheim e¼grisi olsun. Bu
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durumda Mannheim e¼grisinin tan¬m¬ndan

� (s) = � (s) + � (s)B� (s)

yaz¬labilir. Bu ifadede s ye göre türev al¬n¬r ve Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa,

T
ds

ds
= T� + �p (s)B� (s)� � (s)

�
�� � �G�

�
(s)N� (s)

veya

T
ds

ds
= T� +

d� (s)

ds
B� (s)� � (s){�H�N� (s)

elde edilir. Burada H� fonksiyonu � e¼grisinin harmonik e¼grilik fonksiyonudur.

fN (s) ; B� (s)g lineer ba¼g¬ml¬bir cümle oldu¼gundan, bu sayede

d� (s)

ds
= 0;

oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir. Bu ise � (s) fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldu¼gu

anlam¬na gelir. Böylece

T
ds

ds
= T� � � (s){�H�N� (s) (3.29)

bulunur. Di¼ger taraftan � ve � e¼grilerinin kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬nda, � e¼grisinin

te¼get vektör alan¬T ile � e¼grisinin te¼get vektör alan¬T� aras¬ndaki aç¬� olmak üzere

T = T� cos � +N� sin � (3.30)

d¬r. Bu ifadede s parametresine göre türev al¬n¬r ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa

{N
ds

ds
= �

�
{� +

d�

ds

�
sin �T� +

�
{� +

d�

ds

�
cos �N� + {�H� sin �B�;

elde edilir. Bu eşitlikle beraber fN (s) ; B� (s)g cümlesinin lineer ba¼g¬ml¬bir cümle
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oldu¼gu birlikte düşünülürse 8<:
�
{� + d�

ds

�
sin � = 0�

{� + d�
ds

�
cos � = 0

olur. Buradan
d�

ds
= �{� (3.31)

olmas¬gerekti¼gi kolayca görülebilir. T� ile N� n¬n ortogonal oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

(3:29) ve (3:30) eşitliklerinden

ds

ds
=

1

cos �
= ��{�H�

sin �

elde edilir. Dolay¬s¬yla

�{�H� = � tan �

olur. Bu ifadede türev al¬n¬r ve (3:31) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

�
d{�H�

ds
= {�

�
1 + �2{2�H2

�

�
yani

d{�H�

ds
=
{�
�

�
1 + �2{2�H2

�

�
bulunur.

Tersine, � e¼grisinin e¼grili¼gi {� ve harmonik e¼grili¼gi H�, sabit � (s) fonksiyonu için

d{�H�

ds
=
{�
�

�
1 + �2{2�H2

�

�
eşitli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda

� (s) = � (s) + �B� (s) (3.32)

şeklinde tan¬mlanan bir � e¼grisinin, 3�boyutlu G Lie grubunda bir Mannheim e¼grisi

ve � e¼grisinin de � e¼grisinin Mannheim çifti oldu¼gu gösterilecektir. (3:32) eşitli¼ginde
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s parametresine göre iki kez türev al¬n¬rsa s¬ras¬yla

T
ds

ds
= T� � �{�H�N�; (3.33)

{N
�
ds

ds

�2
+ T

d2s

ds2
= �{2�H�T� +

�
{� � �

d{�H�

ds

�
N� � �{2�H2

�B�; (3.34)

eşitlikleri elde edilir. {� � �
d{�H�
ds

+ �2{3�H2
� = 0 oldu¼gu kullan¬larak, (3:33) ve

(3:34) eşitliklerinin vektörel çarp¬m¬ndan

{B
�
ds

ds

�3
= �2{3�H3

�T� + �{2�H2
�N� (3.35)

bulunur. Ayr¬ca (3:33) ve (3:35) eşitliklerinin vektörel çarp¬m¬ndan da

{N
�
ds

ds

�4
= ��{2�H2

�

�
1 + �2{2�H2

�

�
B�

olaca¼g¬ndan bu durum, � e¼grisinin asli normal vektör alan¬ile � e¼grisinin binormal

vektör alan¬n¬n lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gunu gösterir. Sonuç olarak G Lie grubunda �

e¼grisinin bir Mannheim e¼grisi, � e¼grisinin de � e¼grisinin Mannheim çifti oldu¼gu

görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 3.3.1 � : I � R!G e¼grisi Frenet vektörleri fT;N;Bg olan s yay parame-

treli bir Mannheim e¼grisi ve � : I � R!G e¼grisi de Frenet vektörleri fT�; N�; B�g

ve yay parametresi s olmak üzere � e¼grisinin Mannheim çifti olsun. Bu durumda �

ve � e¼grileri için �G = �G� d¬r. Burada �G =
1
2
h[T;N ] ; Bi ve �G� = 1

2
h[T�; N�] ; B�i

dir.

·Ispat f�; �g ikilisi Mannheim e¼gri çifti olsun. (3:28) eşitli¼ginden

T� (s) = [(1� �{ (s))T (s) + � (� � �G) (s)B (s)]
ds

ds
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dir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n normu al¬n¬r ve �{ (1 +H2) = 1 oldu¼gu kullan¬l¬rsa

ds

ds
= �{H

p
1 +H2

elde edilir. Bu son iki eşitlik birlikte düşünüldü¼günde

T� (s) =
Hp
1 +H2

T (s) +
1p

1 +H2
B(s) (3.36)

oldu¼gu görülür.

Di¼ger taraftan f�; �g ikilisi bir Mannheim e¼gri çifti oldu¼gundan

B�(s) = N(s)

dir. O halde T� (s) ve B�(s) nin vektörel çarp¬m¬ndan

N�(s) =
1p

1 +H2
T (s)� Hp

1 +H2
B(s)

bulunur. Tan¬m 3:2 den dolay¬� e¼grisi için h[T�; N�] ; B�i = 2�G� olup, T� (s) ; N�(s)

ve B�(s) için yukar¬da bulunan eşitliklerden��
Hp
1 +H2

T +
1p

1 +H2
B;

1p
1 +H2

T (s)� Hp
1 +H2

B(s)

�
; N

�
= 2�G�

yani
H2

p
1 +H2

h[T;N ] ; Bi+ 1p
1 +H2

h[T;N ] ; Bi = 2�G�

elde edilir. Bu eşitlik ile Lemma 3:1:1 birlikte düşünülürse

�G = �G�

oldu¼gu görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3.4 � : I � R!G e¼grisi e¼grilik fonksiyonlar¬{, � ve harmonik e¼grilik

fonksiyonu H olan s yay parametreli bir Mannheim e¼grisi ve � : I � R!G e¼grisi de
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e¼grilik fonksiyonlar¬{�, �� ve yay parametresi s olmak üzere � e¼grisinin Mannheim

çifti olsun. Bu durumda e¼grilik fonksiyonlar¬aras¬nda

{� (s) =
H p (s)

�{(s)H(s) (1 +H2(s))3=2
;

�� (s) =
1

�H (s)
+ �G�

ba¼g¬nt¬lar¬vard¬r.

·Ispat E¼ger (3:36) eşitli¼ginde türev al¬n¬r ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa

{�N��{H
p
1 +H2 =

H p

(1 +H2(s))3=2
(T �HB)

elde edilir. Her iki taraf¬n normu al¬n¬rsa

{� =
H p

�{H (1 +H2(s))3=2

oldu¼gu görülür.

Di¼ger taraftan f�; �g ikilisi bir Mannheim e¼gri çifti oldu¼gundan B� = N dir. E¼ger

bu eşitlikte s parametresine göre türev al¬n¬p Frenet formülleri kullan¬l¬r ve ds
ds
=

�{H
p
1 +H2 oldu¼gu düşünülürse

�
�
�� � �G�

�
N��H

p
1 +H2 = �T +HB:

elde edilir. Bu ifadede her iki taraf¬n normu al¬n¬rsa

�� =
1

�H
+ �G�

olur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3.5 � : I � R!G e¼grisi yay parametreli bir Mannheim e¼grisi ve � :

I � R!G e¼grisi de � e¼grisinin Mannheim çifti olsun. � e¼grisinin bir slant helis
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olabilmesi için gerek ve yeter şart � e¼grisinin bir genel helis olmas¬d¬r.

·Ispat E¼ger � Mannheim e¼grisi bir slant helis ise Teorem 3:2:1 den � e¼grisi için �N

fonksiyonu sabit bir fonksiyondur. Teorem 3:3:4 den � e¼grisi için

�� � �G�
{�

=
1
�H
H p

�{H(1+H2)3=2

=
{ (1 +H2)

3=2

H p

= �N = sabit

dir. Dolay¬s¬yla Teorem 3:1 yard¬m¬yla � e¼grisinin Mannheim çifti olan � e¼grisinin

bir genel helis oldu¼gu görülür.

Tersine, � e¼grisinin Mannheim çifti olan � e¼grisi bir genel helis olsun. Bu durumda

�� � �G�
{�

= sabit

dir. O halde �N bir sabit fonksiyondur. Dolay¬s¬yla � Mannheim e¼grisi bir slant

helistir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3.6 Bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie grubunda, f�; �g ikilisi bir

Mannheim e¼gri çifti olsun. Bu durumda � e¼grisinin bir genel helis olabilmesi için

gerek ve yeter şart � e¼grisinin bir geodezik olmas¬dr.

·Ispat E¼ger � Mannheim e¼grisi bir genel helis ise � e¼grisinin harmonik e¼grilik fonksi-

yonu olan H(s) fonksiyonu bir sabit fonksiyondur. Bu durumda Teorem 3:3:4 den

{� = 0

d¬r.
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Tersine, � e¼grisi bir geodezik e¼gri olsun. Teorem 3:3:4 den dolay¬

H p (s) = 0

oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Bu durumda

H(s) = sabit

dir. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.3.7 � : I � R!G e¼grisi fT;N;B;{; �g Frenet bileşenleri ile s yay

parametreli bir Mannheim e¼grisi olsun. E¼ger � e¼grisi slant helis ise � e¼grisinin

harmonik e¼grili¼gi olan H(s) fonksiyonu için

H(s) =
1

2

�
aebs � 1

a
e�bs

�
(3.37)

dir. Burada a ve b say¬lar¬ s¬f¬rdan farkl¬ sabitlerdir. E¼ger a = b = 1 olarak

düşünülürse � e¼grisinin harmonik e¼grili¼gi olanH(s) fonksiyonu bir hiperbolik fonksiyon-

dur. Yani, H(s) = sinh s dir.

·Ispat � : I � R!G e¼grisi fT;N;B;{; �g Frenet bileşenleri ile s yay parametreli bir

Mannheim e¼grisi olsun. E¼ger � e¼grisi bir slant helis ise bu durumda, X sol invaryant

vektör alan¬olmak üzere,

hN;Xi = cos �; � 6= �

2
(3.38)

dir. (3:38) denkleminde iki kez türev al¬n¬rsa

�{ hT;Xi+ (� � �G) hB;Xi = 0 (3.39)

ve

�{p hT;Xi+ (� � �G)
p hB;Xi =

�
{2 + (� � �G)

2	 hN;Xi
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elde edilir. � e¼grisinin bir slant helis oldu¼gu ve Teorem 3:3:2 kullan¬l¬rsa son eşitlik

�{p hT;Xi+ (� � �G)
p hB;Xi = {

�
cos � (3.40)

şeklinde yaz¬labilir. (3:39) ve (3:40) ifadelerinden

hT;Xi = H

�H p cos � (3.41)

ve

hB;Xi = 1

�H p cos � (3.42)

elde edilir.

Burada � s¬f¬rdan farkl¬ bir sabittir. (3:41) ve (3:42) ifadelerinin türevi al¬n¬rsa,

s¬ras¬yla

{ =
1

�

�
1� HH pp

(H p)2

�
;

� � �G =
H pp

� (H p)2
;

elde edilir. Buradan

H =
� � �G
{

=
H pp

(H p)2 �HH pp

ya da �
1 +H2

�
H pp �H

�
H p�2 = 0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü ise (3:37) eşitli¼gini verir. Bu

da ispat¬tamamlar.

3.4 Lie Gruplar¬nda Bertrand E¼grileri

Bu bölümde, bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie gruplar¬nda e¼griler ve bu e¼grilerin

yine ayn¬Lie grubuna düşen Bertrand çiftleri ele al¬nd¬ve bu tip e¼griler için baz¬

karakterizasyonlar verildi.
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Tan¬m 3.4.1 G bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubu olsun. G de � ve

� e¼grilerinin kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬nda, � e¼grisinin asli normal vektör alan¬ile �

e¼grisinin asli normal vektör alan¬ lineer ba¼g¬ml¬ ise � e¼grisine Bertrand e¼grisi, �

e¼grisine � e¼grisinin Bertrand çifti ve f�; �g ikilisine de Bertrand e¼gri çifti denir.

3-boyutlu Lie grubu G de � : I � R!G e¼grisi s yay parametreli bir e¼gri ve şekil-3:2

yard¬m¬yla � : I � R!G e¼grisi de yine ayn¬Lie grubunda � (s) = � (s)+� (s)N (s)

şeklinde yaz¬labilen bir e¼gri olsun. Burada � fonksiyonu bir sabit fonksiyon ve N

vektör alan¬� e¼grisinin asli normal vektör alan¬d¬r.

Şekil-3:2: Bertrand e¼gri çifti f�; �g

� e¼grisinin s yay parametresi her zaman � e¼grisinin yay parametresi olmayabilir. �

e¼grisinin yay parametresi s olmak üzere

s =  (s) =

sZ
0





d� (s)ds





 ds
şeklinde tan¬mlan¬r. Burada  : I �! I fonksiyonu diferensiyellenebilir bir fonksiyon-

dur ve 8s 2 I için

 0 (s) = {H
q
�2 + �2 (3.43)
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dir. Burada �; � reel sabitler ve H de � e¼grisinin harmonik e¼grili¼gidir.

Teorem 3.4.1 G; 3-boyutlu Lie grubunda � : I � R! G ve � : I � R!G e¼grileri

yay parametleri s¬ras¬yla s ve s olan Bertrand e¼gri çifti olsun. � ve � e¼grilerinin

kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k daima sabittir.

8s 2 I için d (� (s) ; � (s)) = sabit

dir.

·Ispat Tan¬m 3:4:1 den,

� (s) = � (s) + � (s)N (s) (3.44)

dir. (3:44) ifadesinde s parametresine göre türev al¬n¬r ve (3:1) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

d� (s)

ds
 0 (s) =

d� (s)

ds
+ �0 (s)N (s) + �(s)

�
N(s)

= T (s) + �0 (s)N (s) + �(s)

�
DTN � 1

2
[T;N ]

�

elde edilir. Lemma 3:1:1 ve Frenet denklemleri yard¬m¬yla bu eşitlik,

d� (s)

ds
 0 (s) = (1� � (s){ (s))T (s) + �0 (s)N (s) + � (s) ((� � �G) (s))B (s)

veya

T� (s) =
1

 0 (s)
[(1� �(s){ (s))T (s) + �0 (s)N (s) + �(s) (� � �G) (s)B (s)] :

(3.45)

şeklinde ifade edilebilir. Di¼ger taraftan f�; �g ikilisi Bertrand e¼gri çifti oldu¼gundan

� e¼grisinin asli normal vektör alan¬N ile � e¼grisinin asli normal vektör alan¬N�

lineer ba¼g¬ml¬d¬r. O halde (3:45) eşitli¼ginden

hT� (s) ; N� (s)i =
1

 0 (s)

24 (1� � (s){ (s)) hT (s); N� (s)i+ �0 (s) hN(s); N� (s)i

+�(s) (� � �G) (s) hB(s); N� (s)i

35
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veya

�0 (s) = 0

elde edilir. Bu ifade � (s) fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldu¼gunu gösterir. Bu

da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.4.2 � : I � R ! G e¼grisi s yay parametresi ile verilsin. � e¼grisinin

Frenet bileşenleri fT;N;B; �; �g olmak üzere; e¼ger � e¼grisi bir Bertrand e¼grisi ise

�{ (s) + �{ (s)H (s) = 1

dir, burada �; � sabit fonksiyonlar ve H de � e¼grisinin harmonik e¼grilik fonksiy-

onudur.

·Ispat � : I � R! G e¼grisi s yay parametreli bir Bertrand e¼grisi olsun. O halde

� (s) = � (s) + �N (s)

yaz¬labilir. Bu ifadede s parametresine göre türev al¬n¬p Frenet formülleri kul-

lan¬l¬rsa,

d� (s)

ds
 0 (s) =

d� (s)

ds
+ �

�
N

= (1� � (s){ (s))T (s) + � (s) � (s)B (s)� 1
2
[T;N ]

elde edilir. Lemma 3:1:1 yard¬m¬yla son eşitlikten

T� (s) =
(1� �{ (s))

 0 (s)
T (s) +

� ((� � �G) (s))

 0 (s)
B (s) (3.46)

elde edilir. Di¼ger taraftan fN� (s) ; N (s)g cümlesi lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gundan

T� (s) = cos � (s)T (s) + sin � (s)B(s) (3.47)

yaz¬labilir. (3:47) ifadesinde türev al¬n¬r ve fN�((s)); N (s)g cümlesinin lineer ba¼g¬ml¬
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oldu¼gunu düşünülürse � n¬n sabit bir fonksiyon oldu¼gu kolayca görülebilir. E¼ger

(3:46) ve (3:47) eşitlikleri birlikte düşünülürse

cos �

sin �
=

1� �{ (s)
� ((� � �G) (s))

veya c =
cos �

sin �
olmak üzere

�{ (s) + c� ((� � �G) (s)) = 1

elde edilir. Bu ifadede c� sabiti � ile gösterilirse

�{ (s) + �{ (s)H (s) = 1

bulunur. Burada H fonksiyonu � e¼grisinin harmonik e¼grilik fonksiyonur. Buda

ispat¬tamamlar.

Sonuç 3.4.1 f�; �g ikilisi Bertrand e¼gri çifti olmak üzere, � ve � e¼grilerinin te¼get

vektör alanlar¬aras¬ndaki aç¬sabittir.

Not 3.4.1 Yukar¬da ifade edilen teoremin tersinin herzaman do¼gru oldu¼gu söylene-

mez. Tersinin de do¼gru olabilmesi için özel olarak � e¼grisi � (s) = � (s) + �N (s)

şeklinde seçilmelidir. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.3 � : I � R!G e¼grisi s yay parametresi ile verilsin. � e¼grisinin

e¼grili¼gi { ve harmonik e¼grili¼gi H için �{ (s)+�{ (s)H (s) = 1 şart¬sa¼glans¬n. E¼ger

� e¼grisi � (s) = � (s) + �N (s) şeklinde seçilirse f�; �g ikilisi Bertrand e¼gri çiftidir.

·Ispat � : I � R!G e¼grisi s yay parametreli bir e¼gri olsun. � e¼grisinin e¼grili {

ve harmonik e¼grili¼gi H için �{ (s) + �{ (s)H (s) = 1 şart¬sa¼glans¬n. E¼ger � e¼grisi

� (s) = � (s) + �N (s) eşitli¼gi ile verilirse, bu eşitlikten s parametresine göre türev
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al¬n¬r ve (3:43) ile �{ (s) + �{ (s)H (s) = 1 eşitlikleri kullan¬l¬rsa

T� (s) =
�p

�2 + �2
T (s) +

�p
�2 + �2

B (s) : (3.48)

elde edilir. Bu ifadede s parametresine göre türev al¬n¬p ve Frenet formülleri kul-

lan¬l¬rsa

{� (s)N� (s) 0 (s) =
{ (s)p
�2 + �2

(�� �H (s))N (s) (3.49)

bulunur. Bu son ifade � e¼grisinin asli normal vektör alan¬ile � e¼grisinin asli normal

vektör alan¬n¬n lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gu gösterir. Bu da ispat¬tamamlar.

Lemma 3.4.1 � : I � R!G e¼grisi Frenet vektör alan¬fT;N;Bg olan yay paramet-

reli bir Bertrand e¼grisi ve � e¼griside Frenet vektör alan¬fT�; N�; B�g olmak üzere

� e¼grisinin Bertrand çifti olsun. Bu durumda � e¼grsi için �G = 1
2
h[T;N ] ; Bi ve �

e¼grisi için �G� = 1
2
h[T�; N�] ; B�i olmak üzere �G = �G� d¬r.

·Ispat � : I � R!G e¼grisi Frenet vektör alan¬ fT;N;Bg olan yay parametreli

bir Bertrand e¼grisi ve � e¼griside Frenet vektör alan¬ fT�; N�; B�g olmak üzere �

e¼grisinin Bertrand çifti olsun. (3:48) eşitli¼gi ve N� = �N oldu¼gunu düşünülürse

B� (s) = �
�p

�2 + �2
T (s) +

�p
�2 + �2

B (s) (3.50)

elde edilir. E¼ger T�; N� ve B� ifadelerinin eşitleri �G� = 1
2
h[T�; N�] ; B�i ifadesinde

yerlerine yaz¬l¬rsa �G = �G� oldu¼gu kolayca görülür.

Teorem 3.4.4 � : I � R!G e¼grisi e¼grlik fonksiyonlar¬{ ve � olmak üzere yay

parametreli bir Bertrand e¼grisi ve � e¼grisi de e¼grilik fonksiyonlar¬{� ve �� olmak

üzere � e¼grisinin Bertrand çifti olsun. Bu durumda � ve � e¼grilerinin e¼grilik fonksi-
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yonlar¬aras¬nda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar vard¬r:

{� (s) =
�{ (s)� �{ (s)H (s)�

�2 + �2
�
H (s)

; (3.51)

�� (s) =
�{ (s) + �{ (s)H (s)�

�2 + �2
�
H (s)

+ �G: (3.52)

·Ispat E¼ger (3:49) eşitli¼ginde norm al¬n¬r ve (3:43) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa (3:51) eşitli¼gi

elde edilir.

(3:50) eşitli¼ginde türev al¬n¬r ve Frenet formülleri kullan¬l¬rsa

�
B� (s) 

0 (s) = � �p
�2 + �2

�
T (s) +

�p
�2 + �2

�
B (s) ;

= � �p
�2 + �2

{(s)N(s) +
�p

�2 + �2

�
��(s)N(s)� 1

2
[T (s); B(s)]

�

elde edilir. Bu ifade ve (3:43) eşitli¼gi ile Lemma 3:1:1 birlikte düşünülürse

(�� � �G�)N� (s) =
1

{H
�
�2 + �2

� (�{ + �{H)N(s)

bulunur. Bu ifadede norm al¬n¬r ve Lemma 3:4:1 kullan¬l¬rsa (3:52) eşitli¼gi elde edilir.

Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.4.5 � : I � R!G e¼grisi Frenet bileşenleri fT;N;B;{; �g ve � : I �

R!G e¼grisi de Frenet bileşenleri fT�; N�; B�;{�; ��g olan yay parametreli iki e¼gri

olmak üzere; f�; �g ikilisi Bertrand e¼gri çifti ise {{�HH� bir sabittir.

·Ispat Kabul edelimki f�; �g ikilisi bir Bertrand e¼gri çifti olsun. Bu durumda

� (s) = � (s)� � (s)N� (s) (3.53)

eşitli¼gini yazabiliriz. Teorem 3:4:2 deki benzer ispat yöntemini uygular ve (3:53)

eşitli¼gini düşünürsek, {{�HH� fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldu¼gunu kolayca
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görebiliriz.

Teorem 3.4.6 � : I � R!G e¼grisi Frenet bileşenleri fT;N;B;{; �g olmak üzere

yay parametreli bir Bertrand e¼grisi ve � : I � R!G e¼grisi de Frenet bileşenleri

fT�; N�; B�;{�; ��g olmak üzere � e¼grisinin Bertrand çifti olsun. � e¼grisinin slant

helis olabilmesi için gerek ve yeter şart � e¼grisinin de slant helis olmas¬d¬r.

·Ispat �N ve �N� fonksiyonlar¬s¬ras¬yla � ve � e¼grilerinin asli normaller göstergesinin

geodezik e¼grilikleri olmak üzere Teorem 3:4:4 kullan¬larak

�N� = �
{(1 +H2)

3
2

H p = ��N

bulunur. Bu da ispat¬tamamlar.

Teorem 3.4.7 � : I � R!G e¼grisi e¼grlik fonksiyonlar¬{ ve � olmak üzere yay

parametreli bir Bertrand e¼grisi ve � e¼grisi de e¼grilik fonksiyonlar¬{� ve �� olmak

üzere � e¼grisinin Bertrand çifti olsun. � e¼grisinin genel helis olabilmesi için gerek

ve yeter şart � e¼grisinin de bir genel helis olmas¬d¬r.

·Ispat � e¼grisi bir genel helis olsun. Bu durumda Teorem 3:1 den H fonksiyonu bir

sabit fonksiyondur. Teorem 3:4:4 kullan¬larak

�� � �G�
{�

=
�+ �H

�� �H
(3.54)

elde edilir. H sabit bir fonksiyon oldu¼gundan (3:54) eşitli¼ginde ki ����G�
{�

de¼geri

sabittir. Bu durumda � e¼grisi bir genel helistir.

Tersine � e¼grisi bir genel helis olsun, bu durumda ����G�
{�

de¼geri sabittir. (3:54)

eşitli¼ginden �+�H
���H = c = sabit bulunur. Bu ifadeden H = c���

�+�c
=sabit elde edilir.

Dolay¬s¬yla � e¼grisi bir genel helis olur. Bu da ispat¬tamamlar.
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