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1. GIRIS

Geometride, ozellikle diferensiyel geometride egriler teorisi énemli bir yere sahip-
tir. Bgriler, Oklid olan ve Oklid olmayan uzaylarin yamsira Oklid manifoldlar1 ve
Oklid olmayan manifoldlarda da yogun bir sekilde calisilmis ve calisiimaya devam
edilmektedir. Egrilerin incelenmesinde ¢ne ¢ikan problemlerden biri; ¢zel egriler ve
karakterizasyonlaridir. Geodezikler, cemberler, Bertrand egrileri, Mannheim egri-
leri, dairesel helisler, genel helisler, slant helisler v.b. 6zel egriler ve bu egrilerin
karakterizasyonlar: uzun zamandan beri Oklid uzayimin yamsira Minkowski, Galile

gibi Oklid olmayan uzaylarda da calsilmistir.

3—boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin teget vektor alam sabit dogrultulu bir dogru
(genel helisin ekseni) ile sabit ag1 yapiyorsa bu egriye genel helis denir. Genel he-
lislerle ilgili Lancret (1802) tarafindan ortaya konan ve Saint Venant (1845) tarafin-
dan ispatlanan en 6nemli kosul; bir egrinin egrilikleri >z ve 7 olmak {izere genel
helis olabilmesi igin # oraninin sabit olmasidir. Eger egrinin s ve 7 egrilikleri ayr
ayr1 birer sabitler ise egriye bir dairesel helis denir. Egrinin, egriligi s« = 0 ise egri
bir dejenere helis 6rnegi olan dogrudur. Eger torsiyonu yani 7 = 0 ise egri yine bir
dejenere helis 6rnegi olan gemberdir. Cift¢i (2009) ise galigmasinda genel helisleri
bi-invaryant metrik ile 3—boyutlu Lie gruplarinda caligt1 ve Lancret teoreminin bir

genellemesini ortaya koydu.

2004 yilinda ilk kez Izumiya tarafindan slant helisler tanimlanmig ve bu helislere
ait karakterizasyonlar verilmigtir. Kula ve Yayh (2005) slant helislerin kiiresel re-
simlerini ¢aligmig ve bir slant helisin kiiresel resminin bir kiiresel helis oldugunu
gostermiglerdir. Daha sonra ise Kula ve digerleri (2010) slant helisleri tegetler, asli
normaller ve binormaller gostergeleri icin diferesiyel denklemler yardimiyla karakte-
rize ettiler. Hatta Gok ve digerleri (2009), Gok ve digerleri (2011) tarafindan slant
helislerin farkli tammlamalar: (V}, slant ve kuaterniyonik B, slant gibi ) yapilms, 3-
boyutlu Oklid uzaymda verilen bu tanim daha yiiksek boyutlu uzaylara da genellesti-
rilmigtir. Son yillarda bu tip 6zel egriler, yiizeyler ve manifoldlar {izerinde de ele

alinmis, hatta kontakt manifoldlar gibi 6zel yapiya sahip olan bazi manifoldlarda da



genel helisler ve slant helisler ¢aligilmigtir.

Iki uzay egrisinin Frenet catilarinin, karsihk gelen noktalarmdaki vektorleri dikkate
alindiginda, catilardan birinin bir elemaninin diger catinin bir elemani ile lineer
bagimli olmasi durumu diferensiyel geometride oldukga ilging sonuglar dogurur. Bu
egriler genellikle baglantili egriler olarak adlandirilir. Bertrand (1850) bir egrinin asli
normal vektor alaminin bir diger egrinin asli normal vektor alani olmasi durumunu
calismis ve bu tip egriler icin onemli bir karakterizasyon vermistir. Bir « egrisinin
asli normal vektor alani, 5 egrisinin de asli normal vektor alani oluyorsa, o egri-
sine Bertrand egrisi, § egrisine a egrisinin Bertrand ¢ifti ve {«, §} ikilisine de
Bertrand egri ¢ifti denir. Zaman icerisinde Bertand egrileri ile ilgili farkli uzay-
larda bir ¢ok ¢alisma yapilmigtir (Whittemore 1940, Ekmekei 2001, Balgetir 2004,
Jin 2008, Yildirim 2008).

Son yillarda baglantili egrilerin yeni bir tanimi Liu ve Wang (2007) tarafindan ve-
rilmigtir. Liu ve Wang, Mannheim egrileri olarak adlandirdiklar1 bu egrileri su
sekilde tammladilar: “T" ve 'y, E®, 3-boyutlu Oklid uzayinda iki egri olsun, bu egri-
lerin karsilik gelen noktalarinda I' egrisinin asli normali ile I'; egrisinin binormali
lineer bagimh oluyorsa, I' egrisine bir Mannheim egrisi, ['; egrisine I' egrisinin
Mannheim ¢ifti ve {I',T"; } ikilisine de Mannheim egri ¢ifti denir”. Bu tanim-
lamadan sonra Mannheim egrileri bir ¢ok arastirmaci tarafindan farkli uzaylarda
tammlanms ve cahisilmistir (Orbay 2009, Ozkald: 2009, Giingor 2010, Karacan 2011,
Oztekin 2011).

Bu tez caligmasinda, bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie gruplarinda slant he-
lisler ve slant helislerin kiiresel gostergeleri ile involiitleri tanimlandi ve bir
egrinin slant helis olmasi i¢in gerekli karakterizasyonlar verildi. Ayrica slant helisler
ile kiiresel gostergeleri ve involiitleri arasindaki iligkiler arastirildi ve bu iligkiler
yardimiyla bir takim karakterizasyonlar verildi. Daha sonra Mannheim egrileri
ve Bertrand egrileri tanimlandi. Bir egrinin Mannheim egrisi ya da Bertrand

egrisi olabilmesi icin saglamasi gereken kosullar verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Oklid Uzayinda Egriler Teorisi
Bu boliim Oklid uzaymda egrilerle ilgili bazi temel kavramlara ayrilmistir.

Tanim 2.1.1 X bir climle ve v, X in alt ctimlelerinin bir koleksiyonu olsun. =y

koleksiyonu asagidaki énermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji adini alir;
i) X,0 € n,

il) V Ay, Ay € v icin A1 N Ay € 7,

iii) A; € y,i €1, iLeJIAi €y

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.2 Bir X ciimlesi ve iizerindeki v topolojisinden olusan (X, ~) ikilisine

bir topolojik uzay denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.3 (X, ~) bir topolojik uzay olsun. X in P ve ) gibi farkli iki noktalar
icin, X de, sirasi ile, P ve () noktalarini igine alan Ap ve Ag agik alt ciimleleri
Ap N Ag = 0 olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayma bir Hausdorff uzay:
denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.4 X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
f: X —Y

fonksiyonu siirekli ise ve f~! tersi var ve f~! de siirekli ise f ye X den Y ye bir

homeomorfizim (topolojik doniigiim) denir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.1.5 M bir topolojik uzay olsun. M icin asagidaki énermeler dogru ise M

bir n—boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n—manifold) dur denir;

(M;) M bir Hausdorff uzayidur,

(M3) M nin her bir acik alt ciimlesi E™ e veya E™ in bir agik alt ciimlesine homeo-

morftur,

(M;) M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebilir,
(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.6 M bir topolojik manifold olsun. P € M noktasinin M deki bir
agik komgulugu, E™ in bir U agik altciimlesine homeomorf olarak alinabilir. Bu

homeomorfizm

Yv:U—V

ile gosterilsin. (U, ) ikilisine M nin P noktasindaki bir haritasi veya koordinat

komsulugu denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.7 M bir topolojik n-manifold ve M nin bir acik értiisii {U,} olsun. U,
agik ciimlelerinin o indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U,} ortiisii i¢in {Us},ca
yazilir. E™ de U, ya bir ¢, homeomorfizmi altinda homeomorf olan bir acik ciimle

U, olsun. Boylece ortaya ¢ikan (v, U,) haritalarimn

{(77/1047 Ua)}aeA

koleksiyonuna bir atlas (koordinat komsulugu sistemi) denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.8 Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlas1 S = {(¢, Wa)},ca
olsun. Eger S atlasi i¢in, W, N Wy # 0 olmak tizere, Vo, 5 € A ya karsilik ¢,5 ve
Ps,, fonksiyonlary C* smifindan diferensiyellenebilir iseler S ye C' simifindan diferen-

siyellenebilirdir denir. S atlast M iizerinde C* smifindan oldugu zaman S ye M



tizerinde C* simfindan diferensiyellenebilir yap1 denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.9 M bir topolojik n-manifold olsun. M {izerinde C* simifindan bir
diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* smifindan diferensiyellenebilir

manifold denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.10 Bir
Vp: 0= (MR) — R

doniisiimii i¢in

) VoA +pgl = \Vp[fl+4Vplg, VA peR

i) Volfg=Velflg(P)+f(P) Vel

—
aksiyomlar: saglaniyorsa, V' p fonksiyonuna M nin P noktasindaki bir tanjant vek-
torii denir.

M manifoldunun bir P € M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi
- =z 00 tanjant uzay
Ty (P) = {vp |V p: O (M,R) ™20 ]R}
ile gosterilsin. Bu ciimlede toplama iglemini

o — —
(VP>WP> — Vp+Wp

(Vr+We) 1= Velfl+Wplg, ¥f € C= (M,R)

olarak tammlanirsa (T (P),+) ikilisi bir Abel grubu olur. Ayrica

()\,‘_/v)]D) — )\‘_/)p

AV p[fl = AV pf], Vf € C® (M,R)



dis islemi de bu Abel grubunu R iizerinde bir vektor uzay: yapar.

Bu uzay

{TM (P)7@7Ra+a 7®}

sisteminden ibaret olup M nin P € M noktasindaki tanjant uzay1 adini alir ve kisaca

Ty (P) ile gosterilir (Kobayashi ve Nomizo 1963).

Tanmim 2.1.11 M C E" bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bir

XM U Ty (P)
orten PeM

operatoriine M tizerinde bir vektor alani denir (Auslander 1967).

M izerinde tanimlanan vektor alanlari ciimlesi x (M) ile gosterilir. Bu ciimle

toplama ve skalarla carpma iglemlerine gore bir reel vektor uzayidir.

Tanim 2.1.12 /, R nin bir acik araligi olmak tizere o : [ — E™ bi¢iminde C*
smifindan bir o doniigiimiine, E™ uzay1 iginde bir egri denir (Sekil 2.1),

(Sabuncuoglu 2004).

Sekil 2.1 E™ de egri



Tanmim 2.1.13 (Diferensiyellenebilir Egri) M bir C*° manifold ve I C R bir
acik aralik olsun.

a: ] — MCE"

doniigtimii diferensiyellenebilir ise o ya M iizerinde diferensiyellenebilir bir egri denir

(Matsushima 1972).

I C R bir agik aralik olmak iizere, (I, «) koordinat komgulugu ile tanimlanan
a(l) C E™ egrisi bundan sonra « ile gosterilecektir. Buradaki I C R araligina «

egrisinin parametre araligi ve ¢t € I degiskenine de « egrisinin parametresi denir.

Tanmim 2.1.14 (Parametre Degisimi) £E” de bir M egrisinin (I, ) ve (J, 3) gibi

iki koordinat komgulugu verilsin.

h=atof:J—1

diferensiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi (daha dogrusu M
nin [ daki parametresinin .J deki parametre ile degisimi) denir (Sekil 2.2),

(Hacisalihoglu 2000).

p(s)=a(t)

Sekil 2.2 Parametre degigimi



Tanim 2.1.15 (Hiz Vektorii) E™ de bir M egrisi (I, @) koordinat komgulugu ile
verilsin. o : I — E™ fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlar: oy, v, ..., o,
olmak {izere

a=(ag,a,....,ap), a(t) € M
ve

dap
ot

a‘—aﬁ Q=
- "\ot),) T

Oa oo,
Oél(t) = (a_tl |t,...,w |t>

dir. (a(t),a'(t)) € Tgn(a(t)) tanjant vektoriine, M egrisinin ¢ € I parametre dege-

day,

ot

rine kargilik gelen « (t) noktasinda, (7, «) koordinat komguluguna gore hiz vektorii

denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.16 (Birim Hizli Egri) M egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilmis

olsun. Eger Vs € I icin,

lo" ()] =1
ise M egrisi (I,a) ya gore birim hizhi egridir denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay-parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.17 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1.1 E™ de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komsulugu vardir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.1.18 (Serret-Frenet r-ayakli Alam) M C E™ egrisi (I, ) koordinat
komsulugu ile verilsin. Bu durumda, ¥ = {a',a", ...,a(} sistemi lineer bagimsiz ve
Va®) k> r, icin;

o) € Sp{w}

olmak iizere, U den elde edilen {Vj,V5,...,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin
Serret-Frenet r-ayakl alanm ve m € M igin {Vi(m), Va(m), ..., V,.(m)} ye ise m € M
noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Herbir V;, 1 < ¢ < r, ye Serret-Frenet

vektor alani adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Ozel Hal: n = 3 ozel halinde, E?, 3-boyutlu Oklid uzaymnda Frenet 2-ayaklis1 ve
Frenet 3-ayaklisi elde edilebilir. Bu 6zel halde; M egrisi (I, o) koordinat komsgulugu

ile verilmis ise s € I yay-parametresi olmak tizere,

= da
T = | | _
o, a(s) 7
1
ﬁ I
[l
ve
— - =
B =TAN
dir. Boylece,
— — —
{T(s), N(s), B(s)}

sistemi, a(s) noktasinda, M egrisinin Frenet 3-ayakhisidir (Hacisalihoglu 2000).



Teorem 2.1.2 M C E? egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. ¢ € I igin
a (t) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi, {?(t), ﬁ(t), l_3>(t)} ise

= 1 L da

T o™ 0

N = BO)xT@)

B - L (o (t) x (1))
= Ta@xa @

dir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.19 (Egrilikler) M C E" egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilsin.
s € I ya karsilik gelen «(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {V;(s), Va(s), ..., V,(s)}

olsun. Buna gore,

kil — R 1<i<r

s — ki(s) = (Vi(s), Visr(s))

seklinde taniml k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin
k; (s) reel sayisina da «a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu

2000).

Teorem 2.1.3 M C E™ egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay

parametresi olmak iizere, M nin «(s) noktasindaki i-yinci egriligi k;(s) ve Frenet

r-ayaklist {Vi(s), Va(s), ..., Vi(s)} ise

dir (Hacisalihoglu 2000).
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{Vi(s), Va(s), ..., V.(s)} Frenet r-ayakhisinin vektorlerinin egri boyunca kovaryant tiirev-

leri ile ilgili egitlikleri matris formunda

v 0 k 00 .. 0 0 0 Vi
v, ki 0 ke O .. 0 0 0 Vs

Vi 0 -k 0 0 .. O 0 0 Vi

| . . . . . (22)
v, 0 0 00 .. 0 ko O]V,

v, 0 0 0 0 .. ko 0 k| |V
V] o 0 00 . 0 -k 0|V

seklinde yazlabilir. (2.1) veya ayni sey demek olan (2.2) esitliklerine Frenet formiil-

leri denir.

n = 3 ozel halinde (2.2) esitligi

V] 0 ki 0 i T 0 s« 0| |T
Vol = |-k 0 ko| |Vo| veya |N'| = |—» 0 71| |N
Vs 0 —ky O Vs B 0 -7 0| |B

seklindedir. Bu halde 1-inci egrilik olan k1 (s) = s(s) degeri sadece egrilik adiyla ve
2-inci egrilik olan ks(s) = 7(s) degeri de burulma (torsiyon) adiyla bilinir. 7', Nve
B vektorlerine de sirasiyla egrinin teget vektor alani, asli normal vektor alani ve

binormal vektor alan denir.

Tanmim 2.1.19 dan k;(s) egriliklerinin hesab1 yapilabilir. Ancak egrilikleri agagidaki

teorem yardimiyla hesaplamanin pratik bakimdan degeri vardir.

11



Teorem 2.1.4 M C E" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay

parametresi, « (s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi, {Vi(s), Va(s), ..., Vi(s)} ve

Ei(s) = a (s) =) (al(s),V;(s))Vj(s) , 1<i<r

j<i
olmak {izere

E
]{;i(s):m L 1<i<r

1E:(s)]
dir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.20 M, N C E™ iki egri olsun. M ve N sirasiyla (I, «), (I, 3) koordinat
komguluklari ile verilsin. «(s) ve ((s) noktalarinda M ve N nin Frenet r-ayaklilar,

sirasiyla,

{(Vi(s), .., Vils)} ve {Vi(s), ... V'(s)}

olmak iizere,

(Vi(s),Vi'(s)) = 0
ise N ye M nin involiitii, M ye de N nin evoliitii denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1.5 M, N C E" egrileri (I, ), (I, 3) koordinat komguluklar ile verilsin.

Eger N, M nin involiiti ise
d(a(s),B(s)) =lc—s|, Vs €I, ¢ = sabit

dir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.1.21 « egrisi Frenet vektorleri T, N ve B olan birim hizli bir egri ol-
sun. « egrisi boyunca birim teget vektorler birim yaricapl kiire tizerinde bir egri
¢i-zerler ve bu egriye 7' nin kiiresel resmi veya genellikle @ egrisinin tegetler goster-
gesi denir. Benzer gekilde o egrisinin asli normallerinin ¢izdigi egriye o egrisinin
asli normaller gostergesi, a egrisinin binormallerinin ¢izdigi egriye de « egrisinin

binormaller gostergesi denir (Struik 1988).
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2.2 E3, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Baz1 Ozel Egriler

Bu boliimde E2, 3-boyutlu Oklid uzaylarinda helis egrileri, Mannheim egrileri ve
Bertrand egrileri ile ilgili tanimlar ve baz1 karakterizasyonlar verilecektir. Bu kisimda

ve ¢aligmanin devaminda ele alinacak tiim egriler birim hizh olacaktir.
2.2.1 Helis egrileri

Tanim 2.2.1.1 E£2, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir « egrisi verilsin. o egrisinin teget
vektor alani ile sabit dogrultulu bir dogru sabit agi yapiyorsa a egrisine bir genel

helis denir.

« egrisinin teget vektor alani 7' ve sabit dogrultulu bir dogru U olmak {izere
(T',U) = cos, 0= sabit
dir. Burada sabit dogrultulu U dogrusuna genel helisin ekseni denir (Lancret 1802).

Teorem 2.2.1.1 E?, 3-boyutlu Oklid uzaymda bir a egrisinin egrilikleri s ve 7

olmak {izere, a egrisinin genel helis olabilmesi icin gerek ve yeter sart
T — ¢ = sabit
”

olmasidir (Lancret 1802, Saint Venant 1845).

Ozel olarak;

(1) « egrisinin egriligi ¢ ve torsiyonu 7, egri boyunca sifirdan farkli birer sabitler

ise, a bir dairesel helistir.

(ii) « egrisinin egriligi » = 0 ise « egrisi bir dejenere helis 6rnegi olan diizgiin

bir dogrudur.
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(iii) « egrisinin torsiyonu 7 = 0 ise « egrisi bir dejenere helis 6rnegi olan

¢emberdir.

Tanim 2.2.1.2 Eger bir « egrisinin, asli normal vektor alan1 sabit dogrultulu bir
dogru ile sabit ac1 yapiyorsa bu egriye slant helis denir. Yani « egrisinin asli normal

vektor alan1 NV ve sabit dogrultulu bir dogru U olmak {izere
(N,U) = cosp, ¢ = sabit
dir. Burada sabit dogrultulu U dogrusuna slant helisin ekseni denir (Izumiya 2004).

Teorem 2.2.1.2 Bir « egrsinin egriligi » # 0 olmak iizere; o egrisinin slant helis
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart « egrisinin aslinormaller gostergesinin kiiresel

resminin geodezik egriligi olan

o(s) = (W (;)') (5

fonksiyonunun sabit olmasidir (Izumiya 2004).
2.2.2 Mannheim egrileri

Tanmim 2.2.2.1 « ve 3 gibi iki egrinin kargilik gelen noktalarinda, « egrisinin asli
normal vektor alani ile 5 egrisinin binormal vektor alani lineer bagimh ise a egri-
sine Mannheim egrisi, 3 egrisine « egrisnin Mannheim ¢ifti ve {«, 5} ikilisine de

Mannheim egri ¢ifti denir (Wang ve Liu 2007).

Teorem 2.2.2.1 {«, 3} ikilisi Mannheim egri ¢ifti olmak iizere; o ve 3 egrilerinin
karsilik gelen noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir. Yani d uzaklik fonksiyonu ve A

sabit bir say1 olmak iizere

d(a,p) = A

dir (Orbay 2009).
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Teorem 2.2.2.2 Bir « egrisinin Mannheim egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

« egrisinin egriligi s¢ ve torsiyonu 7 nun
=\ (%2 + 72)
esitligini saglamasidir (Wang ve Liu 2007).

Teorem 2.2.2.3 « egrisi bir Mannheim egrisi ve sz da [ egrisinin yay parametresi
olsun. [ egrisinin « egrisinin Mannheim ¢ifti olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart 3

egrisinin egriligi s¢3 ve torsiyonu 75 nin

drs _ 2 2
dsB_ ;) (1—1—)\75)

esitligini saglamasidir (Liu ve Wang 2008).
2.2.3 Bertrand egrileri

Tanim 2.2.3.1 « ve 3 gibi iki egrinin kargilik gelen noktalarinda, « egrisinin asli
normal vektor alani ile J egrisinin asli normal vektor alanmi lineer bagimh ise «
egrisine Bertrand egrisi, 5 egrisine « egrisinin Bertrand ¢ifti ve {«, #} ikilisine de

Bertrand egri ¢ifti denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.2.3.1 {«, 3} ikilisi Bertrand egri ¢ifti olmak tiizere o ve [ egrilerinin
kargilik gelen noktalari arasindaki uzaklik sabittir. Yani d uzaklik fonksiyonu ve A

sabit bir say1 olmak iizere

d(a, ) = A

dir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.2.3.2 Bir « egrisinin egriligi s¢ ve torsiyonu 7 olsun. « egrisinin Bertrand
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egrisi olabilmesi icin gerek ve yeter sart

N peRicin Asr+pur =1

olmasidir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.2.3.3 {«, 3} ikilisi Bertrand egri ¢ifti olmak {izere o ve (3 egrilerinin

karsilik gelen noktalarinda teget vektor alanlari arasindaki aginin olgiisii sabittir

(Tanrisver 1989).

2.3 Lie Grubu ve Lie Cebiri

Tanim 2.3.1 (Lie Grubu) Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu
verilmis olsun. Eger agagidaki aksiyomlar saglanirsa (M, G) ikilisine bir Lie Grubu
denir;

Ly : M nin noktalar1 G' nin elemanlar ile gakigir,

Lgi

MxM — M

(a,b) — ab!

islemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

M ye Lie Grubunun temel manifoldu ve G ye de temel grubu denir (Hacisalihoglu

2006).
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Tanmim 2.3.2 (Lie Cebiri) V bir vektor uzay: olmak iizere

[,]: VxV — V
(X,Y) — [X,Y]

iglemi,

1) Bilineer,

2) Antisimetrik,

) X, Y], Z]+[[Y. 2], X]+ [[Z,X],Y]=0

ozeliklerine sahip ise (V[,]) ikilisine bir Lie Cebiri denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.3.3 G bir Lie grubu olsun. Belli bir gy € G noktasinda

lgy :G— G

dontisiimii Vg € G igin

lgo(9) = 909

seklinde tanimlanir ve G iizerinde bir sol paralelizm(6teleme) adim alir.

Benzer sekilde belli bir gy € G noktasinda

T : G — G

doniisiimii Vg € G igin

T40(9) = 990

seklinde tanimlamir ve G iizerinde bir sag paralelizm(teleme) adini alir

(Hacisalihoglu 2006).
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Tanim 2.3.4 (Sol ve Sag Invaryant Vektor Alami) G bir matris Lie grubu ve

G iizerinde bir vektor alani da X olsun. Eger Vgg, 91 € G igin

ligo), X (91) = X (9091)

yani Vg € G igin
lg), 0 X = X ol

ise X vektor alanina bir sol invaryant vektor alani denir.
xi={X: Xex, lgp oX=Xoly}

climlesi x vektor alanlar: uzayinin bir alt uzayidir. Bu alt uzaya sol invaryant vektor

alanlarimin uzay1 denir.

Benzer sekilde G iizerinde bir vektor alanit da X olsun. Eger Vgo, g1 € G igin

T(90). X (91) = X (9190)

yani Vg € G igin
T(g)* oX = 7’(9) oX

ise X vektor alanina bir sag invaryant vektor alani denir.
o ={X: Xex, rg. oX=rgoX}

climlesi x vektor alanlar: uzayimin bir alt uzayidir. Bu alt uzaya sag invaryant vektor

alanlarinin uzay: denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.3.5 (Lie Cebiri) G Lie grubunun Lie cebiri, G iizerindeki sol invaryant
vektor alanlarinin Lie cebiri olarak tanimlanir. Bunun yaninda G Lie grubunun
Lie cebiri olarak, GG nin e birim noktasindaki 7,G tanjant uzay1 Lie cebir yapisi ile

birlikte alimabilir (Hacisalihoglu 2006).
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Tanim 2.3.6 G bir Lie grubu ve d : G x G — R bir metrik olsun. Va € G ve

Vr,y € G igin,

d(az,ay) = d(x,y) ise d metrigine sol invaryant metrik,

d(za,ya) = d(x,y) ise d metrigine sag invaryant metrik denir.

Tanim 2.3.7 d metrigi hem sol invaryant hem de sag invaryant ise d metrigine

bi-invaryant metrik denir.
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3. LIE GRUPLARINDA BAZI OZEL EGRILER

Bu boliimdeki temel ¢aligmalar Ripoll (1991), Crouch (1995), Santo (2003), Noakes
(2003) ve Ciftci (2009)’nin calismalaridir. Oncelikle Lie gruplarmda genel helisler-
den bahsedilecek, daha sonra Lie gruplarinda Slant helisler, Mannheim egrileri ve

Bertrand egrileri ile ilgili elde edilen kavramlar verilecektir.

G, ( ,) bi-invaryant metrik ile birlikte bir Lie grubu, D konneksiyonu G Lie grubunun
Levi-Civita konneksiyonu ve g, G Lie grubunun Lie cebiri olsun. e, G Lie grubunun

birim elemani olmak iizere g ile T,G izomorftur.

, ) bl-invaryant metrik ve , Y, 4 € g olmak tizere
bi-i ik X, Y, Z Imak
<X7 [Yv Z]) = <[X7 Y] >Z>

ve

DxY = = [X,Y]

dir.

a: I C R — @ yay parametreli bir egri ve { X, Xs, ..., X,,} climlesi g nin ortonormal
bir bazi olsun. Bu durumda egri boyunca iki vektor alam1 W ve Z olmak iizere
W =>" wX, ve Z =3 " zX,; seklinde yazilabilir. Burada w; : I — R ve
z; + I — R fonksiyonlar1 diizgiin fonksiyonlardir. W ve Z gibi iki vektor alaninin
Lie carpim

W, Z] = Zwizj (X, X

seklinde ve « egrisi boyunca herhangi bir W vektor alaninin kovaryant tiirevi D, W
olmak {izere

S
Do W =W+ 2 [T W] (3.1)

seklindedir. Burada T = o' ve W= S wX = dwi X dir.

i=1 dt
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Eger W, bir sol invaryant vektor alaninin o ya kisitlanmig ise, W =0 dir (Crouch

ve Silva 1995).

Tanim 3.1 o« : [ C R — G yay parametreli bir egri olsun. Eger « egrisi bir sol

invaryant vektor alan1 X ile sabit ac1 yapiyorsa, yani
(T(s),X)=cosb, sel

ise v egrisi bir genel helistir. Burada X € g ve birim, T'; « egrisinin teget vektor

alani, 0 # 7 acist ise X ile T arasindaki sabit aqdir (Qiftci 2009).

Tanim 3.2 « : I C R — G yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin Frenet

bilesenleri (7', N, B, », ) olmak {izere
1

veya

dir (Ciftci 2009).

Teorem 3.1 a: I C R — G egrisi yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin Frenet
bilegsenleri (7', N, B, 5z, 7) olmak iizere, v egrisinin bir genel helis olmasi igin gerek
ve yeter sart

T=cx+Tqg , c=sabit

olmasidir (Cift¢i 2009).

Tanim 3.3 «: [ C R — G egrisi yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin kiiresel

resmi olan v : I C R — S? C g egrisi

Y(s) : dLo-1('(s) , s €1
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seklinde tanmimhdir. Burada L sol 6teleme ve s yay parametresidir (Ciftgi 2009).

Teorem 3.2 ( ,) bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubunda bir a genel

helisinin kiiresel resmi diizlemsel bir egridir (Ciftgi 2009).
3.1 Lie Gruplarinda Slant Helisler

Bu boliimde ilk olarak Lie gruplarinda slant helis tanimi verilip bir slant helisin
ekseni elde edildi. Daha sonra bir egrinin, bi-invaryant metrik ile bir 3—boyutlu Lie
grubunda slant helis olma karakterizasyonu belirlendi. Ayrica bu karakterizasyonda,

Lie grubunun 6zel halleri alinip baz1 sonuclar elde edildi.

Tanim 3.1.1 o : I C R — G yay parametreli bir egri olsun. Eger « egrisinin asli

normal vektor alani bir sol invaryant vektor alani X ile sabit ag1 yapiyorsa, yani
(N(s),X)=cosf, sel, §=sabit# g

ise o egrisi bir slant helistir. Burada X € g ve birim, N; « egrisinin asli normal

vektor alanidir.
Tanim 3.1.2 o : I C R — G egrisi yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin
Frenet bilegenleri (7', N, B, ¢, 7) ve « egrisinin harmonik egriligi H olmak iizere,

T —T@qG
H =

x

dir. Burada 7¢ = 3 ([T, N], B) dir.

1
2
Tanim 3.1.3 o : I C R — G egrisi yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin
Frenet bilesenleri (7, N, B, >, 7) olmak iizere, asli normaller gostergesinin kiiresel
resmi (V) nin geodezik egriligi

x(1+ H?)2

ON — o
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esitligi ile verilen oy fonksiyonuyla tanimhdir. Burada H, « egrisinin harmonik

egriligidir.

Lemma 3.1.1 a : I C R — G egrisi yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin

Frenet vektorleri {1, N, B} olmak iizere

[T,N] = ([T,N],B)B =2r¢B
[T,B] = ([T,B],N)N = —2r;B

dir.

Ispat: o : I C R — G egrisi yay parametreli bir egri ve a egrisinin Frenet vektorleri

{T, N, B} olsun. Bu durumda [T, N] € Sp{T, N, B} oldugundan
[T,N] = MT 4+ XN + \3B (3.3)
yazilabilir. Eger (3.3) esitliginin her iki yan ,sirasiyla, T, N ve B ile ¢arpilirsa

(I[T,N],T) =X\
<[T7N]7N>:)‘2:O;
(I[T,N],B) =\

olur. Boylece

[T’N]:<[T7N]73>B>

yazilabilir. Son denklem ile (3.2) esitligi bir arada diisiiniiliirse
[T, N] = 2768
esitligi elde edilir. Benzer sekilde [T, B] = —274B oldugu kolayca gosterilebilir.

Teorem 3.1.1 a: I C R — ( egrisi yay parametreli bir egri ve a egrisinin Frenet

bilegenleri (T, N, B, s, 7) olmak iizere «v egrisi G’ Lie grubunda bir slant helis ise «
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egrisinin ekseni

H(1+ H? 1+ H?
X = {%T%—N—I—%B}COSQ, stabit%g

ir. Burada H = == « egrisinin harmonik egriligidir.
dir. Burada H = 7=2¢ h k ligid

x

Ispat a slant helisinin ekseni X ve \; = (T, X), Ay = (N, X) ve A3 = (B, X) olmak
izere,

X - )\1T—|— )\QN + )\33

seklinde yazilabilir.

a egrisi G Lie grubunda bir slant helis ise Tanim 3.1.1 den dolay1
(N(s),X) =cosb, sel, (3.4)

dir. Burada X € g bir sol invaryant vektor alan1 ve birim, 6 agis1 X ile o egrisinin
asli normal vektor alan olan N arasindaki sabit agidir. (N(s), X) = cosf esitliginde
tirev alinirsa

<DTNaX> + <N7DTX> - 07
elde edilir. Bu son egitlikte (3.1) esitligi ve Frenet formiilleri kullamlirsa

K (T, X) +7 (B, X) —%([T,N],X> —0

ve Lemma 3.1.1 yardimiyla da
—k (T, X)+ (r—7¢)(B,X)=0

veya
(T, X) = H (B, X) (3.5)

T—T

elde edilir. Burada H = G, « egrisinin harmonik egriligidir.
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(3.5) esitliginde tekrar tiirev alinirsa,
(DrT, X) +(T,DrX) = H (B, X) + H{(DrB, X) + (B, DrX)}
olur. Bu son esitlikten, (3.1) esitligi ve Lemma 3.1.1 yardimiyla
k(N,X)=H(B,X)—H(t—71¢g) (N, X)

veya
»x(1+ H?)

<B7X>: i

(N, X). (3.6)

elde edilir. (3.6) esitligindeki (B, X) degeri (3.5) esitliginde yerine yazilirsa

(T,X) = i[_H (1+ H?) (N, X) (3.7)

olur. Sonug olarak, (3.4), (3.6) ve (3.7) esitlikleri yardimiyla slant helisin ekseni

H(1+ H? 1+ H?
XZ{%T‘FN‘F%B}COS@,

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.2 a: [ C R — G egrisi yay parametreli bir egri ve a egrisinin Frenet
elemanlar1 (T, N, B, >, 7) olsun. « egrisinin bir slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter
sart ,

»(1+ H?)?2

) T
UNZT:tanQ, 9:sab1t7£§

ifadesinin sabit olmasidir. Burada H, « egrisinin harmonik egriligidir.

Ispat Eger « slant helisinin ekseni X ise Teorem 3.1.1 e gore

2 2
XZ{%T—FN—F#B}COS@
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dir. Ayrica X bir birim vektor alani oldugundan

 (H?+1):

oN = F = tand

ifadesinin sabit oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine o sabit oldugunda, « egrisinin bir slant helis olmasi gerekliligi aciktir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Lemma 3.1.2 G, ( ,) bi-invaryant metrik ile bir Lie grubu olsun. Farkli Lie gruplari

icin agagidaki ifadeler verilebilir:
i) Eger G Abelyan Lie grubu ise 7¢ = 0 dir,
it) Eger G, SO® Lie grubu ise 7¢ = 3 dir,

ii1) Eger G, SU? Lie grubu ise 7¢ = 1 dir,
(Giftci 2009, Santo 2003).

Sonug 3.1.1 G Abelyan Lie grubunda, « yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin

slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(»% + 7'2)3/2

#(%)

ON =

fonksiyonunun sabit olmasidir.

Ispat Eger G Abelyan Lie grubu ise Teorem 3.1.2 ve Lemma 3.1.2 nin kullanilmas:

ile istenen sonug kolaylikla elde edilebilir.

Boylece bu sonug Izimuya'nin tanimladigi slant helislerin bir genellestirmesini ver-

mektedir. Benzer ispatlarla, agagidaki sonuclar da elde edilir.
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Sonug 3.1.2 SU? Lie grubunda, o yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin slant

helis olmasi icin gerek ve yeter sart

fonksiyonunun sabit olmasidir.

Sonug 3.1.3 SO? Lie grubunda, o yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin slant

helis olmasi icin gerek ve yeter sart

fonksiyonunun sabit olmasidir.
3.2 Lie Gruplarinda Slant Helislerin Kiiresel Resimleri ve Involiitleri

Bu boliimde 6ncelikle Ripoll (1991) ve Noakes (2003)’in ¢aligmalar: yardimiyla slant
helislerin kiiresel gostergeleri tanimlandi. Daha sonra slant helislerin involiitlerinin
tanimi verildi ve slant helislerle kiiresel resimleri ve involiitleri arasindaki iligkiler

aragtirildi.
3.2.1 Slant helislerin tegetler gostergesi

Tanim 3.2.1.1 o : [ C R — G egrisi yay parametreli bir egri, { X7, Xo, X3} ciimlesi
g Lie cebirinin bir ortonormal baz1 ve s* ise S egrisinin yay parametresi olsun. Bu

durumda o egrisinin tegetler gostergesi olan 3: I C R —S? C g egrisi

3
5(5*):T(5):Z tiXi ,s€l
i=1

seklinde tanimhidir.
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Teorem 3.2.1.1 o : [ C R — G egrisi yay parametreli bir egri ve 5 egrisi « egrisinin
tegetler gostergesi olsun. « egrisinin bir 3-boyutlu Lie grubunda slant helis olmasi

icin gerek ve yeter sart 3 egrisinin genel helis olmasidir.

Ispat « egrisi 3-boyutlu Lie grubunda bir slant helis ve /3 egrisi o egrisinin tegetler

gostergesi olsun. Tanim 3.2.1.1 den dolay1

B (s%) =T(s) (3.8)

dir. (3.8) esitliginde (3.1) esitligi kullamlarak tiirev alinirsa

dop ds* : 1

= T=D;T—-=-[T,T
ds* ds r 2[ 7]
dor ds*

= uN
ds* ds 7

esitligi elde edilir. Son esitlikte >z > 0 oldugu varsayilirsa

ds* o
ds
bulunur ve boylece
Ts(s™) = N(s) (3.9)

olur. (3.9) ifadesinde tekrar tiirev alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa

ds* ' 1
N3 (s* = N=DyN—-——-|T'N
25N (s7) — rN — 5 [T, N]
1
#gNg (s*) 2 = —HT+TB—§<[T,N],B>B

oldugu goriiliir. Bu son esitlikte Lemma 3.1.1 in kullanilmasiyla
%5N5 (S*) =-T+ HB

elde edilir. Dolayisiyla

25 =1+ H? (3.10)
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olarak bulunur. Son iki ifadeden [ egrisinin asli normal vektor alani Vg,

1 H
T+ B
VIFH 1+

Nj(s*) = — (3.11)

seklinde yazlabilir. (3.9) ve (3.11) kullanilarak 5 egrisinin binormal vektor alam

Bg,

Bs(s") = Tp(s") x N (s")
1

H
Bs(s*) = T+ B
)= e Y

(3.12)

olur. Bu son ifadede tiirev alinir ve Lemma 3.1.1 uygulanirsa

ds* H' HH
= — T + B
ds (14 H2)*? (14 H2)*?

(15 —7a,) N (%)

ya da % = s oldugundan

H HH'
sl + 5D
x (14 H?) x (14 H?)

(76— 7a,) Np (57) = —
elde edilir. Burada 75 fonksiyonu § egrisinin torsiyonu, 7¢, = 3 ([T, N3, Bg) dur.
Eger son egitlikte her iki tarafin normu alinirsa

HI

TS A E) T

olarak bulunur. (3.10) esitligi ve yukaridaki son esitlikten

TB_TGB_ H‘

oz (14 H2)*?

oldugu goriiliir. Burada « egrisi slant helis olarak kabul edildiginden bu oran sabittir.
Dolayisiyla Teorem 3.1 geregince « egrisinin tegetler gostergesi olan 3 egrisi bir genel

helistir.

Tersine, 3 egrisinin genel helis oldugu kabul edilirse, o egrisinin bir slant helis olmasi

gerektigi kolayca goriilebilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Sonug 3.2.1.1 o : [ C R — G egrisi Frenet bilegenleri {T', N, B} olmak iizere yay
parametreli bir egri ve § egrisi de « egrisinin tegetler gostergesi olsun. Bu durumda

a ve (3 egrileri i¢in 7¢ = 7¢, dir.

Ispat Teorem 3.2.1.1 in ispatinda, 3 egrisinin Frenet vektor alanlari i¢in buldugumuz
(3.9), (3.11) ve (3.12) esitlikleri, 7¢, = % ([Tj3, Ng] , Bs) ifadesinde yerine yazilr ve

gerekli iglemler yapilirsa

o T %<{N’_¢11H2T+V1ijﬂ23}’\/1iIH2T+\/1iH2B>
_ %{15}]2 ([T,N],T>+ﬁ<[T,N},B>+1_{:[;2 ([V,B],T)
+%<[N,B],B>}
~ (N5,

elde edilir. Tanim 3.2 ve son egitlik yardimiyla
TG, = Ta
olarak bulunur.
3.2.2 Slant helislerin normaller gistergesi
Tanim 3.2.2.1 o : [ C R — G egrisi yay parametreli bir egri, { X7, X5, X3} ciimlesi

g Lie cebirinin bir ortonormal baz1 ve s* ise v egrisinin yay parametresi olsun. Bu

durumda o egrisinin normaller gostergesi olan v : I C R —S? C g egrisi

3
7(3*):]\](5):2 nX; ,sel
i=1

seklinde tanimhidir.
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Teorem 3.2.2.1 (), bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubu olsun. Eger
« egrisi bir slant helis ise o egrisinin normaller gostergesi olan ~y egrisi diizlemsel bir

egridir.

Ispat 3-boyutlu Lie grubunda « egrisi bir slant helis ve v egrisi, a slant helisinin

normaller gostergesi olsun. Tanim 3.2.2.1 den dolay1

7(s") = N(s) (3.13)

dir. (3.13) de (3.1) ifadesi kullamlarak tiirev alinirsa

dry ds*
ds* ds

\ 1
— N = DrN - S [T, N]
1
— T + 7B~ ([T,N], B) B
=T+ (r—71¢)B

=—u T+ xHB

elde edilir. Son esitlikte ¢ > 0 oldugu kabul edilirse

ds*
ds

=xV1+ H? (3.14)

olur ve boylece

dry 1
= ——=(-T+HB

olarak bulunur. Son ifadenin tekrar tiirevi alinirsa

d*y ds* HH
1 AT (T4 HB)+

o8 _T+HB+HB

ds*” ds (14 H2)*"? Vv 2< e )

HH 1
\/72

- __(-T+HB)+

1
3/2 {—%N+HB+ H <—TN— — [T, B])}
(1+ H?) 1+H 2
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elde edilir. O halde son ifadede, (3.14) ve Lemma 3.1.1 kullanilhirsa

A2y H H 1
— ~T+HB)+ ——————{(~3%—H(r— 7)) N+ HB
ds** \/1+H2%(1+H2)3/2( " )+%(1+H2){( # M) N B
H H 1
=— ~T+HB)+ ——————{-x(1+ H*) N+ H'B}.
VI e I gy A (L D) N B

yazilabilir. « egrisi bir slant helis oldugundan, oy (s) bir sabit fonksiyon olmak tizere

son esitlikten

Iy _ 1 H oyt L3 (3.15)
ds®  on(s)/1+ H? on(s)v1+ H? '

oldugu dortiliir. Buradan, v egrisinin egriligi olan sz, degeri

1

e

d?~y
ds**

%7:‘

1+ 0%

dir ve sabit bir fonksiyondur. (3.15) esitliginde tekrar tiirev alinirsa
HI H . . .
7%\/H —M(—T+HB)+—<—T+H'B+HB> N
Con | (1+ H52)Y 1+ H?

1 HH'
+— B+v1+ H’B
ON (\/1 H? )

H
V14 H?

B+\/T(DTB—%[T B]))

(= (1+H?*) N + H'B)}

HH

1 1
— DpN + TN+
! 2[ | (\/1+H

olur. Lemma 3.1.1 ve Tanim 3.1.3 den

a3 2 4+1 2. +1
ﬂ:%UN—i_ T—%HUN+
ds* o2 o3

N N

B

elde edilir. Boylece v egrisinin torsiyonu olan 7. degeri

det (aN, aN, a‘]'\',) B

*
]N_—
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olarak hesaplanmig olur. Dolayisiyla v egrisi diizlemsel bir egridir. Bu da ispati

tamamlar.
3.2.3 Slant helislerin binormaller gostergesi

Tanmim 3.2.3.1 o : I C R — G egrisi yay parametreli bir egri, { X7, X, X3} ciimlesi
g Lie cebirinin bir ortonormal bazi ve s* da ¢ egrisinin yay parametresi olsun. Bu

durumda o egrisinin binormaller gostergesi olan 6 : I C R —S? C g egrisi
3
0(s)=B(s)=>_ bX; ,s€l
i=1
seklinde tanimhdir.

Teorem 3.2.3.1 o : [ C R — G egrisi yay parametreli bir egri ve § egrisi «
egrisinin binormaller gostergesi olsun. « egrisinin bir 3-boyutlu Lie grubunda slant

helis olmasi icin gerek ve yeter sart ¢ egrisinin bir genel helis olmasidir.

Ispat a egrisi 3-boyutlu Lie grubunda bir slant helis ve & egrisi o egrisinin binor-

maller gostergesi olsun. Tanim 3.2.3.1 den dolay1
agp (s*) = B(s) (3.16)

dir. (3.16) esitliginde (3.1) esitligi kullamlarak tiirev alinirsa

dé ds* . 1
=B=Dy;B—=-[T.B
ds* ds r 2[’ )
dé ds*
= —xHN
ds* ds 7

i . - 1 eger »H)0
esitligi elde edilir. Son esitlikten, ¢ = oldugunu varsayarsak
—1 eger »H(0

=exH

ds
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bulunur ve boylece

T5(s*) = —eN(s) (3.17)
olur. (3.17) ifadesinde tiirev alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa

ds* : 1

5 Nj (s%) dss = —eN = —eDrN +&3 [T, N]
o ds*

%5N5 (S ) dS

1
:€%T—ETB—|—E§<[T,N] ,B)B

#5Ns (s*)exH = exT — (1 —7¢)B
1

%5N5 (S*) = ET — B (318)

oldugu goriiliir. Burada 0 egrisinin egriligi s olmak iizere

1

dir. )0 kabul edilirse (3.18) ve (3.19) esitliklerinden

€ ceH

Ns(s) = ——ouT———__B
S A ey Y ey

(3.20)

elde edilir. (3.17) ve (3.20) esitlikleri kullanilarak ¢ egrisinin binormal vektor alani

B57

35 (S*) = T5 (S*) X N5 (S*)

H 1
= T+ B 3.21
Vit HZ V1t H? (3.21)

olur. (3.21) da tiirev alnir ve Lemma 3.1.1 kullanilirsa

ds* H HH'
5 _ T + B,
ds  (1+H2)Y* (14 H?)*?

(76 — 7a,) N5 (s7)

d;; = exH oldugu kullanilarak

H' HH'
(76 = 7,) Ns (s") = sl t 52D
exH (14 H?) exH (1+ H?)
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bulunur. Burada 7¢, = % ([Ts, Ns], Bs) dir. Son esitlikte norm alindiginda

H [

o 3.22
%H(1+H2)+7G‘s (3.22)

TS =
oldugu goriiliir. Burada 75 fonksiyonu 0 egrisinin torsiyonudur. Boylece (3.19) ve

(3.22) den
Ts — TGy H'

s (1 + H2)*?

-7

elde edilir. « egrisi bir slant helis oldugundan T’S}{—éc“ degeri sabittir. Dolayisiyla ¢

egrisi bir genel helistir.

Tersine 0 egrisi bir genel helis olsun. Bu durumda « egrisinin bir slant helis oldugu

kolayca goriilebilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.2.3.1 o : [ C R — G egrisi Frenet bilegenleri {T', N, B} olmak iizere yay
parametreli bir egri ve § egrisi « egrisinin binormaller gostergesi olsun. Bu durumda

a ve § egrileri i¢in 7 = 7¢, dir.

Ispat Teorem 3.2.3.17 in ispatinda, § egrisinin Frenet vektor alanlar: icin bulunan
(3.17), (3.20) ve (3.21) esitlikleri ¢, = 1 ([T5, N5, Bs) ifadesinde yerine yazihr ve

gerekli islemler yapilirsa

1 € H 1
T = —( |—eN, T— EHQB ) T—I——B>
Gs 2<[ V1 + H? V1+H } /1 + H2 V1 + H?
1 1 H H 1
= - (——|T,N|+ —|N, B T B
5 7, 5] + B s L)
2

V1+ H? V1+ H?

= %{14{{1{2 <[T,N],T>+ﬁ([T,NLBHlfﬂ2 ([N, B],T)
b (N, B ,B)}
ro, = 5(T,N],B)
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elde edilir. Dolayisiyla Tanim 3.2 ve yukaridaki esitlikten

Tas = Ta

oldugu goriiliir.

3.2.4 Slant helislerin involiitleri

Tanim 3.2.4.1 o : I C R —G egrisi yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin teget
dogrulari, bir diger = : I* C R —G egrisine dik ise yani T'(s) ve T,(s*), sirasiyla, «

ve z egrilerinin teget vektor alanlari olmak {izere

(T'(s), T:(s%)) = 0

oluyorsa x egrsine « egrisinin involiitii denir. (o, ) ikilisi sirasiyla (I, ) and (I*, z)
kordinat komsuluklar1 ile verilmek iizere involiit-evoliit ¢ifti olarak isimlendirilir.

(o, ) involiit-evoliit egri ¢ifti olmak tizere o ve z egrileri arasindaki uzaklik

d(a(s),z(s)) =|c—s|, c=sabit, Vs €I,

seklinde tanimhdir (Struik 1988).

« egrisinin yay parametresi, x egrisi i¢in genellikle yay parametresi olmaz. x egrisinin
yay parametresi ¢ : [ — I* a diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere agagi-

daki egitlik ile tanimlanabilir

. [ de (s)
s =1 (s) = ’ ds.
0/ ds
Y I — I* fonksiyonu
P (s)=(c—s)sx Vsel (3.23)

esitligini saglar.
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Teorem 3.2.4.1 a : I C R —G egrisi yay parametreli bir egri ve x egrisi de «
egrisinin involiitii olsun. 3-boyutlu bir Lie grubunda « egrisinin slant helis olmasi

icin gerek ve yeter sart x egrsinin bir genel helis olmasidir.

Ispat z egrsi « egrisinin involiitii olsun. Bu durumda

z(s) = a(s)+ (c—s)T (s), ¢ =sabit

dir. Her iki tarafin s parametresine gore tiirevini alinirsa, s ve s* parametreleri

sirasiyla a ve x egrilerinin yay parametreleri olmak {izere

dg ds*

ds* ds = (C - S) T(S)u
L, () % = (e ) N,
elde edilir. Son egitlikten
ds*

W (s) = (c—s) s

dsz

bulunur. Yukaridaki son iki esitlik bir arada diisiiniiliirse

T,(s*) =N (3.24)

oldugu goriiliir. Bu ifadede tekrar tiirev alinirsa

7, N, (%)

' 1
=N=DyN—-—-|T'"N
s T 2[7 ]

1
27, Ny (8%) e = —kT + 7B — 3 (T,N],B)B
veya Lemma 3.1.1 yardimiyla
7N, (s*)=-T+ HB

olur. Burada sz, fonksiyonu x egrisinin egriligi olmak tizere



dir. Dolayisiyla
1 H

§) = — T+
(57 V1+ H? 1+ H?
olarak bulunur. Ayrica (3.24) ve (3.25) den

N,

B (3.25)

B, (s*) = T,(s") x N, (s%)

H 1
- T+ B 3.26
Vit HE VIt H? (3.26)

olup bu ifadede tiirev alimr ve Lemma 3.1.1 kullamlirsa, 7¢, = 3 ([T, N, , By) ve

7, fonksiyonu z egrisinin torsiyonu olmak iizere

ds* H' HH
= — T + B
ds (14 H2)*? (14 H2)*?

(T = Ta,) No (87)

elde edilir. O halde (3.23) yardimiyla son esitlik

H' HH'
23/2T+ 23/28
x (14 H?) 7 (14 H?)

(e = 7a,) Ng (s7) = —

seklinde yazabiliriz. Bu ifade de her iki tarafin normu alinirsa

H
Te = —————+7T
x(1+ H?) O

elde edilir. Sonug olarak s, = v/1 + H? oldugu diisiiniiliirse yukaridaki son esitlikten

Te — TG, H'

oy s (1+ H2)%?

elde edilir. « egrisi bir slant helis oldugundan % =sabit dir. Dolayisiyla o slant

helisinin involiitii olan x egrisi bir genel helistir.

Tersine « egrisinin involiitii olan x egrisi bir genel helis olsun. Bu durumda o

egrisinin bir slant helis oldugu kolayca goriilebilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.2.4.1 o : [ C R —G egrisi yay parametreli diizgiin bir egri ve 8 : I C

R —S5? C g egrisi de o egrisinin tegetler gostergesi olsun. Bu durumda «a egrisi bir
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slant helis ise, § egrisi de « egrisinin bir involiitiidiir.

Ispat Teorem 3.2.1.1 ve Teorem 3.2.4.1 den istenilen elde edilir.

Sonug 3.2.4.2 a: [ C R —(G egrisi yay parametreli diferensiyellenebilir bir egri ve
§:1 CR —S?%C g egrisi de v egrisinin binormaller gostergesi olsun. Bu durumda

« egrisi bir slant helis ise ¢ egrisi de « egrisinin bir involiitiidiir.

Ispat Teorem 3.2.3.1 ve Teorem 3.2.4.1 den dolay1 sonucun dogrulugu aciktir.

Sonug 3.2.4.3 a: I C R — G egrisi Frenet bilegenleri {7, N, B} olmak iizere yay
parametreli bir egri ve x egrisi a egrisinin involiitii olsun. Bu durumda « ve § egrileri

icin 7¢ = 7, dir.

Ispat Teorem 3.2.4.1’ in ispatinda, 2 egrisinin Frenet vektor alanlar icin bulunan

(3.24), (3.25) ve (3.26) esitlikleri 7¢, = % ([T, N,], B,) ifadesinde yerine yazihr ve

gerekli islemler yapilirsa

TG, = %<[N vy vlme] Sviseeiis ¢1iH2B>
= %<\/ﬁ[TvN]+\/£W[NvB]’\/1IjH2T+\/141rH2B>
- %{%([T,N],T)Jrﬁ([T,N],B)JF1f;2<[NaB]=T>
+THHQ<[N,B],B>}
= (TN B)

elde edilir. Dolayisiyla Tanim 3.2 ve son esitlikten

TG, = TG

bulunur.
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3.3 Lie Gruplarinda Mannheim Egrileri

Bu boliimde, bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie gruplarinda egriler ve bu egrilerin
yine ayni Lie grubundaki Mannheim ¢iftleri ele alindi ve bu tip egrilere ait baz

karakterizasyonlar verildi.

Tanim 3.3.1 G bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubu olsun. G de «
ve [ egrilerinin karsilik gelen noktalarinda o egrisinin asli normal vektor alam ile
[ egrisinin binormal vektor alani lineer bagimh ise « egrisine Mannheim egrisi, 3

egrisine « egrisinin Mannheim cifti ve {«, 5} ikilisine de Mannheim egri ¢ifti denir.

G, 3-boyutlu Lie grubunda o : I C R —G egrisi s yay parametreli bir egri ve gekil-3.1
yardimiyla 3 : I C R —G egrisi de yine aym Lie grubunda 3 (s) = a (s)+ A (s) N (s)
seklinde yazilabilen bir egri olsun. Burada A fonksiyonu sabit bir fonksiyon ve N

vektor alan1 o egrisinin asli normal vektor alanidir.

B(s) ()
T(s) 0)
IN(s)
I
|
|
I
(B)
B(s)
Tp(sp)
Ng (Slg)

Sekil-3.1: Mannheim egri ¢ifti {«, 3}
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Teorem 3.3.1 3-boyutlu G Lie grubunda oo : I C R — G ve B: I C R —G egrileri,
sirasiyla, yay parametleri s ve 5 olmak iizere bir Mannheim egri ¢ifti olsun. o ve 3

egrilerinin kargilik gelen noktalar: arasindaki uzaklik daima sabittir. Yani,
Vs € I icin d(a(s), [ (s)) = sabit
dir.
Ispat Tamim 3.3.1 den
B(s)=a(s)+ A(s)N(s) (3.27)

dir. (3.27) esitliginde s parametresine gore tiirev aliir ve (3.1) denklemi kullanihirsa

d3(5)ds  da(s) , '
s ds = ds + X (s) N (s) + A(s)N(s)

— T () + N (s) N () + A(s) {DTN _ % T, N]}

elde edilir. Lemma 3.1.1 ve Frenet denklemleri yardimiyla bu esitlik,

PV _ (1 M) () T + X ()N ($) + A () (7~ 76) () B (9
veya
Ty (5) = 2 [(1 = M) (5)) T (5) + X (5) N (5) + As) (r —76) (:)B ()] (3:29

seklinde ifade edilebilir. {«a, 8} ikilisi Mannheim egri ¢ifti oldugundan « egrisinin
asli normal vektor alan1 IV ile 3 egrisinin binormal vektor alam B lineer bagimhdir.

Dolayisiyla (3.28) den

(T3 (5), By (5)) = % (1= A(s) 2 (s)) (T(5), B (5)) + X (s) <iV(S)7Bﬁ (5))
° +A(s) (T = 7a) (s) (B(s), Bs((5)))

veya

N(s)=0
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oldugu goriiliir. Bu esitlikten A (s) fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldugu sylenebilir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.2 o : [ C R — @ egrisi s yay parametresi ile verilsin. « egrisinin
Frenet bilesenleri {T', N, B, k, 7} olmak iizere; o egrisinin Mannheim egrisi olmasi

icin gerek ve yeter sart Vs € [ icin
A (14 H?) =1,

olmasidir. Burada A bir sabit fonksiyon ve H ise « egrisinin harmonik egrilik fonksi-

yonudur.

Ispat o : I € R — G egrisi s yay parametreli bir Mannheim egrisi olsun. Bu
durumda

B(s) =a(s)+ AN (s)

yazilabilir. Bu ifadede s parametresine gore tiirev alinir ve Frenet formiilleri kul-

lanilirsa,

dj (s)

=(1=Xx(s)T(s)+ AT —7¢) (s)B(s)
elde edilir. Diger taraftan,

B = %% =[(1=Xx(s)) T (s) + AT —7¢) (s)B(9)] %

olup bu ifadede 5 ye gore tiirev alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa

% = —)\Cfl—fT(s) + (e = X2 = X (17— Tg>2) N(s)+A(r—7¢g) B(S)] <%)
F 1= () T () + A (T = 76) () B (s)] %

oldugu goriiliir. Sonug olarak

(%—A%2—)\(T—Tg)2) =0,
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A (14+H?) =1

bulunur.

Tersine, eger \s (1 + H?) = 1 ise a egrisinin bir Mannheim egrisi oldugu kolayca

goriilebilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.3.1 Eger GG Lie grubu bir Abelyan Lie grubu ise 7¢ = 0 dir. Bu durumda
GG Abelyan Lie grubunda yay parametreli bir o : I € R —G egrisinin Mannheim

egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
A2+ 72) =
denklemini saglamasidir.

Ispat Eger "G Lie grubu, Abelyan Lie grubu ise 7¢ = 0” oldugu ve Teorem 3.3.2

birlikte diisiiniiliirse istenilen elde edilir.

Sonug 3.3.1, bu calismada yapilanlarm, Liu and Wang tarafindan 3—boyutlu Oklid

uzayinda tanmimlanan Mannheim egrilerinin bir genellegtirilmesi oldugunu gosterir.

Teorem 3.3.3 a: [ C R — G egrisi s yay parametresi ile verilsin. [ egrisinin «
egrisinin Mannheim ¢ifti olmas icin gerek ve yeter sart 3 egrisinin egriligi s ve

harmonik egrlllgl Hﬁ Olmak lizere
(1%5 I 15 %]3 2 92772

dir. Burada p bir sabit fonksiyondur.

Ispat o : I € R — G egrisi s yay parametreli bir Mannheim egrisi olsun. Bu
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durumda Mannheim egrisinin tanimindan

a(5) = 5(5) + p(5) Bg (5)

yazilabilir. Bu ifadede 5 ye gore tiirev alinir ve Frenet denklemleri kullanilirsa,

T~ 0y 5 B3 5) 1 (5) (75— 76,) (5) N3 5)
veya ] -
1% — 1, PO g ) (5) N, 5)

elde edilir. Burada Hpg fonksiyonu [ egrisinin harmonik egrilik fonksiyonudur.

{N (s),Bgs(3)} lineer bagimh bir ctimle oldugundan, bu sayede

dp (3)
ds

=0,

oldugu kolaylikla gosterilebilir. Bu ise y (5) fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldugu

anlamina gelir. Boylece
T— =Tz — 11 (5) 53HNg (5) (3.29)

bulunur. Diger taraftan o ve [ egrilerinin kargilik gelen noktalarinda, o egrisinin

teget vektor alan1 71" ile 3 egrisinin teget vektor alam T arasindaki aci 6 olmak {izere
T =Tscosf + Ngsind (3.30)

dir. Bu ifadede 5 parametresine gore tiirev alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa

%N% = — (%5 + j—z) sin 07} + (%5 + %) cos 0 Ng + 23 Hsin 0 Bg,

elde edilir. Bu esitlikle beraber {N (s), Bs (5)} ciimlesinin lineer bagimh bir ciimle
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oldugu birlikte diigiiniiliirse

(55 + %) sinf = 0
(55 + L) cos§ =0

olur. Buradan
df

- - 31
d§ %3 (33)

olmas: gerektigi kolayca goriilebilir. T} ile Ng nin ortogonal oldugu dikkate alinirsa,

(3.29) ve (3.30) esitliklerinden

ds 1  uxgHg

ds  cosh sin 6

elde edilir. Dolayisiyla
pxgHg = —tanf

olur. Bu ifadede tiirev alimir ve (3.31) esitligi kullanilirsa

dsxsHg 2 2

— = (1+ 53 Hj)
yani

dsgHg 55 2 27472

a5 = (HwsH)
bulunur.

Tersine, ( egrisinin egriligi »5 ve harmonik egriligi Hg, sabit y (5) fonksiyonu igin

drxgHg 5 2. 2772
&5 = (LHatH)

esitligini saglasin. Bu durumda
a(s) = B(5) + uBs (3) (3.32)

seklinde tanimlanan bir « egrisinin, 3—boyutlu G' Lie grubunda bir Mannheim egrisi

ve (3 egrisinin de « egrisinin Mannheim ¢ifti oldugu gosterilecektir. (3.32) egitliginde
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s parametresine gore iki kez tiirev alinirsa sirasiyla

d
Td—f — T — psegHs N, (3.33)
S

d%/@H/@
ds

ds\? d?s 9
xN | —= | + T? = :U’%ﬁHBTﬁ + | 25— 1

I y ) Ns — pssHBg,  (3.34)

esitlikleri elde edilir. g5 — p@27%2 4 123 H2 = 0 oldugu kullamlarak, (3.33) ve

(3.34) esitliklerinin vektoérel ¢arpimindan

d 3
%B (d—g) — WP HIT, + s HAN, (3.35)

bulunur. Ayrica (3.33) ve (3.35) esitliklerinin vektorel ¢arpimindan da

ds\* 2 2. 2772
olacagindan bu durum, « egrisinin asli normal vektor alan ile S egrisinin binormal
vektor alaninin lineer bagimh oldugunu gosterir. Sonug olarak G Lie grubunda o
egrisinin bir Mannheim egrisi, [ egrisinin de « egrisinin Mannheim ¢ifti oldugu

goriiliir. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 3.3.1 o: [ C R —G egrisi Frenet vektorleri {7, N, B} olan s yay parame-
treli bir Mannheim egrisi ve 3 : I C R —G egrisi de Frenet vektorleri {13, Ns, Bs}
ve yay parametresi s olmak iizere a egrisinin Mannheim ¢ifti olsun. Bu durumda o
ve 3 egrileri i¢in 7¢ = 7¢, dir. Burada 76 = % ([T,N],B) vetg, = % ([T, Ngs|, Bg)
dir.

Ispat {o, 8} ikilisi Mannheim egri cifti olsun. (3.28) esitliginden

ds

T5(5) = [(1 = A (s)) T (s) + A(T = 76) () B ()] -
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dir. Bu esitligin her iki tarafinin normu alimir ve As (1 + H?) = 1 oldugu kullanilirsa

?z)\%H\/qu[-ﬂ
s

elde edilir. Bu son iki esitlik birlikte diisiiniildiigiinde

H 1

= —==T(s) + === B() (3.36)

15 (3)

oldugu goriiliir.

Diger taraftan {«, 5} ikilisi bir Mannheim egri ¢ifti oldugundan

dir. O halde T} (5) ve Bs(3) nin vektorel carpimindan

1 H

o O et

N5(s)
bulunur. Tanim 3.2 den dolay1 3 egrisi icin ([T3, N3], Bg) = 27¢, olup, T (5) , N3(3)
ve Bs(35) i¢in yukarida bulunan esitliklerden

<[\/1IZ7HQT+ Vi i RV i e \/%B(S)] ’N> = 27a,

yani
H? 1

WGT,N],BHWQT,

elde edilir. Bu esitlik ile Lemma 3.1.1 birlikte diisiiniiliirse

N]aB>:27—G5

TG:TGB

oldugu goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.4 o : I C R —G egrisi egrilik fonksiyonlar: 52, 7 ve harmonik egrilik

fonksiyonu H olan s yay parametreli bir Mannheim egrisi ve 5 : I C R —G egrisi de
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egrilik fonksiyonlar1 s¢3, 75 ve yay parametresi 5 olmak tizere o egrisinin Mannheim

¢ifti olsun. Bu durumda egrilik fonksiyonlar: arasinda

s (5) = i (s) ,
Aoe(s)H (s) (14 H2(s))*?
_ 1
75(5) = N (5) + Tay

bagintilar1 vardir.

Ispat Eger (3.36) egitliginde tiirev alinir ve Frenet formiilleri kullamlirsa

HI
(14 H2(s))*?

%IBNB)\%H\/l"—HQ: (T—HB)

elde edilir. Her iki tarafin normu alinirsa

—_— HI
AxcH (14 H2(s))*?

o«
oldugu gortiliir.

Diger taraftan {«, 8} ikilisi bir Mannheim egri ¢ifti oldugundan Bz = N dir. Eger

bu esitlikte s parametresine gére tiirev almip Frenet formiilleri kullamilir ve & =

ds
AxH+/1+ H? oldugu diigiiniiliirse
—(TB—TGB>N,3)\HV1+H2:—T+HB.

elde edilir. Bu ifadede her iki tarafin normu alinirsa

1
T@:E—FTG‘B

olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.5 o : I C R —G egrisi yay parametreli bir Mannheim egrisi ve (3 :

I C R —G egrisi de a egrisinin Mannheim cifti olsun. « egrisinin bir slant helis
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olabilmesi icin gerek ve yeter sart 8 egrisinin bir genel helis olmasidir.

Ispat Eger @ Mannheim egrisi bir slant helis ise Teorem 3.2.1 den « egrisi icin oy

fonksiyonu sabit bir fonksiyondur. Teorem 3.3.4 den [ egrisi i¢in

1

BTGy _ “H
& S
(14 HY)Y?
H\
= oy = sabit

dir. Dolayisiyla Teorem 3.1 yardimiyla o egrisinin Mannheim ¢ifti olan 3 egrisinin

bir genel helis oldugu goriiliir.

Tersine, « egrisinin Mannheim ¢ifti olan [ egrisi bir genel helis olsun. Bu durumda
Ts —T@G

£ — gabit
7B

dir. O halde oy bir sabit fonksiyondur. Dolayisiyla o Mannheim egrisi bir slant

helistir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.6 Bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie grubunda, {«, 5} ikilisi bir
Mannheim egri ¢ifti olsun. Bu durumda « egrisinin bir genel helis olabilmesi icin

gerek ve yeter sart [ egrisinin bir geodezik olmasidr.

Ispat Eger o Mannheim egrisi bir genel helis ise a egrisinin harmonik egrilik fonksi-

yonu olan H (s) fonksiyonu bir sabit fonksiyondur. Bu durumda Teorem 3.3.4 den
g = 0

dir.
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Tersine, [ egrisi bir geodezik egri olsun. Teorem 3.3.4 den dolay1
H'(s)=0
oldugu kolaylikla goriiliir. Bu durumda
H(s) = sabit
dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.3.7 o : I C R —G egrisi {T, N, B, 3,7} Frenet bilegenleri ile s yay
parametreli bir Mannheim egrisi olsun. Eger o egrisi slant helis ise a egrisinin

harmonik egriligi olan H(s) fonksiyonu igin

H(s) =+ (aebs _ lebs) (3.37)

dir. Burada a ve b sayilar sifirdan farkli sabitlerdir. Eger a = b = 1 olarak
diigiiniiliirse « egrisinin harmonik egriligi olan H (s) fonksiyonu bir hiperbolik fonksiyon-

dur. Yani, H(s) = sinh s dir.

Ispat a: I ¢ R —G egrisi {T, N, B, >, 7} Frenet bilegenleri ile s yay parametreli bir
Mannheim egrisi olsun. Eger « egrisi bir slant helis ise bu durumda, X sol invaryant

vektor alan1 olmak iizere,

(N, X) =cosf, 0+ g (3.38)

dir. (3.38) denkleminde iki kez tiirev alinirsa
—x (T, X)+ (1 —7¢)(B,X) =0 (3.39)

ve

5 (T, X) + (1 —76) (B, X) = {5 + (1 — 7¢)*} (N, X)
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elde edilir. « egrisinin bir slant helis oldugu ve Teorem 3.3.2 kullanilirsa son esitlik
(T, X) + (1 — 7¢) (B, X) = gcosﬁ (3.40)

seklinde yazilabilir. (3.39) ve (3.40) ifadelerinden

H
(T, X) = Vil cos 0 (3.41)
ve
1
(B, X) = mcos@ (3.42)

elde edilir.
Burada A sifirdan farkhi bir sabittir. (3.41) ve (3.42) ifadelerinin tiirevi alinirsa,

=5 (1)

HH
A(HY

sirasiyla

T —TG —

elde edilir. Buradan
o T—Tq@ o H'"

H 2
» (H')? — HH"

ya da
(1+H)H' -~ H(H) =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii ise (3.37) egitligini verir. Bu

da ispat1 tamamlar.
3.4 Lie Gruplarinda Bertrand Egrileri
Bu bolimde, bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu Lie gruplarinda egriler ve bu egrilerin

yine aym Lie grubuna diisen Bertrand ciftleri ele alindi ve bu tip egriler icin baz

karakterizasyonlar verildi.
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Tanim 3.4.1 G bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubu olsun. G de « ve
[ egrilerinin karsilik gelen noktalarinda, o egrisinin asli normal vektor alan ile
egrisinin asli normal vektor alani lineer bagimlh ise « egrisine Bertrand egrisi,

egrisine « egrisinin Bertrand cifti ve {«, 8} ikilisine de Bertrand egri ¢ifti denir.

3-boyutlu Lie grubu G de o : I C R —G egrisi s yay parametreli bir egri ve gekil-3.2
yardimiyla 3 : I C R —G egrisi de yine aym Lie grubunda 3 (s) = a (s) + A (s) N (s)
seklinde yazilabilen bir egri olsun. Burada A fonksiyonu bir sabit fonksiyon ve N

vektor alan1 o egrisinin asli normal vektor alanidir.

(B)

Sekil-3.2: Bertrand egri ¢ifti {«, 5}

« egrisinin s yay parametresi her zaman [ egrisinin yay parametresi olmayabilir.

egrisinin yay parametresi s olmak iizere

§=¢(s)=/stﬁ(s)

ds

‘ds

seklinde tanimlanir. Burada ¢ : I — I fonksiyonu diferensiyellenebilir bir fonksiyon-

V' (s) = sH\/ N + p2 (3.43)
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dir. Burada A, p reel sabitler ve H de « egrisinin harmonik egriligidir.

Teorem 3.4.1 G, 3-boyutlu Lie grubunda av: I CR — G ve : I C R —G egrileri
yay parametleri sirasiyla s ve s olan Bertrand egri c¢ifti olsun. « ve (3 egrilerinin

kargilik gelen noktalar1 arasindaki uzaklik daima sabittir.

Vs € I icin d(a(s), [ (s)) = sabit

dir.

Ispat Tanim 3.4.1 den,
B(s)=a(s)+A(s)N(s) (3.44)

dir. (3.44) ifadesinde s parametresine gore tiirev aliir ve (3.1) esitligi kullanilirsa

P yr(s) = P2 (5) N () + AN ()
— T () 4+ N (s) N () + A(s) {DTN _ % T, N]}

elde edilir. Lemma 3.1.1 ve Frenet denklemleri yardimiyla bu esitlik,

B (9) = (1= M) 52N T() + X (5) N () + A (5) (7 = 76) () B (9
veya
T5(5) = 75 (1= Ma2 ()T (9) +X ()N () + Ms) (7 = 76) (9B (5)].

(3.45)
seklinde ifade edilebilir. Diger taraftan {«, 5} ikilisi Bertrand egri ¢ifti oldugundan
a egrisinin asli normal vektor alam1 N ile 3 egrisinin asli normal vektor alani Ng

lineer bagimhdir. O halde (3.45) esitliginden

1| (1= A(s)2(5)) (T(s), N (5)) + X' (s) (N(s), N5 (5))

TG R0 =) FA(S) (7 — 76) (5) (B(s), N5 (3))

23



veya

N(s)=0

elde edilir. Bu ifade A (s) fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldugunu gosterir. Bu

da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4.2 o : [ C R — G egrisi s yay parametresi ile verilsin. « egrisinin

Frenet bilegenleri {7, N, B, k, 7} olmak iizere; eger « egrisi bir Bertrand egrisi ise

Ao (s) 4+ psx(s)H (s) =1

dir, burada A, sabit fonksiyonlar ve H de « egrisinin harmonik egrilik fonksiy-

onudur.

Ispat o : I C R — G egrisi s yay parametreli bir Bertrand egrisi olsun. O halde

B (5) =a(s)+ AN (s)

yazilabilir. Bu ifadede s parametresine gore tiirev alimip Frenet formiilleri kul-

lanilirsa,

dp(s) ooy _ dals)
e P (s) = s + AN
= (1= A(s)2(s)) T(s) + A(s) 7 (s) B (s) = % [T, N]
elde edilir. Lemma 3.1.1 yardimiyla son esitlikten
oo L=Ax() oy AT =76)(8)) 5
Ty (5) = S () 4 SO B (3.46)

elde edilir. Diger taraftan { N (5), N (s)} ciimlesi lineer bagimh oldugundan

Ts (5) = cosf (s) T(s) +sinb (s) B(s) (3.47)

yazilabilir. (3.47) ifadesinde tiirev alinir ve { N5((5)), IV (s)} ciimlesinin lineer bagimh
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oldugunu diigiiniiliirse # nmin sabit bir fonksiyon oldugu kolayca goriilebilir. Eger

(3.46) ve (3.47) esitlikleri birlikte diigtiniiliirse

cost) 11— Ax(s)
sind  A((1—1¢) ()

olmak iizere

cos
veya ¢ = —
sin 6

Ax(s)+ceA((T—7¢g)(s) =1
elde edilir. Bu ifadede c) sabiti p ile gosterilirse
A (s)+px(s)H (s) =1

bulunur. Burada H fonksiyonu « egrisinin harmonik egrilik fonksiyonur. Buda

ispat1 tamamlar.

Sonug 3.4.1 {a, f} ikilisi Bertrand egri ¢ifti olmak iizere, o ve [ egrilerinin teget

vektor alanlar1 arasindaki agi sabittir.

Not 3.4.1 Yukarida ifade edilen teoremin tersinin herzaman dogru oldugu soylene-
mez. Tersinin de dogru olabilmesi igin 6zel olarak [ egrisi 8 (5) = a(s) + AN (s)

seklinde secilmelidir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4.3 o : I C R —G egrisi s yay parametresi ile verilsin. « egrisinin
egriligi ¢ ve harmonik egriligi H icin As (s) + ps (s) H (s) = 1 sart1 saglansin. Eger
B egrisi 5 (s) = a(s) + AN (s) seklinde segilirse {«, 8} ikilisi Bertrand egri ¢iftidir.

Ispat o : I € R —G egrisi s yay parametreli bir egri olsun. « egrisinin egrili s

ve harmonik egriligi H igin s (s) + ps (s) H (s) = 1 sart1 saglansin. Eger (3 egrisi

B(s) = a(s) + AN (s) esitligi ile verilirse, bu esitlikten s parametresine gore tiirev
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alinir ve (3.43) ile Asc (s) + pse (s) H (s) = 1 egitlikleri kullanilirsa

a A B (s

- T 4+ —
e Ot

elde edilir. Bu ifadede s parametresine gore tiirev alinip ve Frenet formiilleri kul-

Ty (3) = (3.48)

lanilirsa

#5 (5) N (5) ¢/ (s) = _x) (n = AH (s)) N (s) (3.49)

VA + 2

bulunur. Bu son ifade 3 egrisinin asli normal vektor alani ile « egrisinin asli normal

vektor alaninin lineer bagimli oldugu gosterir. Bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 3.4.1 a : I C R —G egrisi Frenet vektor alan1 {7, N, B} olan yay paramet-
reli bir Bertrand egrisi ve § egriside Frenet vektor alan {7, Ng, Bs} olmak iizere
o egrisinin Bertrand ¢ifti olsun. Bu durumda o egrsi i¢in 7¢ = 5 ([T, N], B) ve 3

egrisi i¢in 7¢g = £ ([T}3, Ng] , Bg) olmak iizere 7 = 7, dir.

Ispat o : I ¢ R —G egrisi Frenet vektor alam {T, N, B} olan yay parametreli
bir Bertrand egrisi ve [ egriside Frenet vektor alam {73, Ng, Bz} olmak iizere «

egrisinin Bertrand cifti olsun. (3.48) esitligi ve Ng = FN oldugunu diisiiniiliirse

By (5) = -2 T(s) + —L_B(s) (3.50)

)= - (s)
VAZ 4 p2 VAZ+ p2
elde edilir. Eger T, N3 ve Bg ifadelerinin esitleri 7¢3 = 3 ([Tj3, N3], Bg) ifadesinde

yerlerine yazihrsa 7¢ = 7¢, oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.4.4 o : [ C R —G egrisi egrlik fonksiyonlar1 sc ve 7 olmak iizere yay
parametreli bir Bertrand egrisi ve 3 egrisi de egrilik fonksiyonlar1 s3 ve 75 olmak

iizere « egrisinin Bertrand c¢ifti olsun. Bu durumda « ve 3 egrilerinin egrilik fonksi-
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yonlar1 arasinda asagidaki bagintilar vardir:

25 (3) = @) H(s) (3.51)

Aoc (s) + ps(s) H (s)
(A2 +p2) H (s)

75 (5) = + 76 (3.52)

Ispat Eger (3.49) esitliginde norm almir ve (3.43) esitligi kullamhrsa (3.51) esitligi
elde edilir.

(3.50) esitliginde tiirev alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa

Bs (5) ¢ (s) = —\/%T(s) + ﬁB (s),
—;%s )+ ——t [ —r(s)N(s 1 s s
T V) + e (NG - 570, B

elde edilir. Bu ifade ve (3.43) esitligi ile Lemma 3.1.1 birlikte diisiiniiliirse

1

m (A2 + uscH) N(s)

(76 —Tap) N (3) =

bulunur. Bu ifadede norm alinir ve Lemma 3.4.1 kullanilirsa (3.52) esitligi elde edilir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4.5 a : I C R —@ egrisi Frenet bilesenleri {T, N, B,s,7} ve B : I C
R —G egrisi de Frenet bilesenleri {13, Ng, Bg, 223, T3} olan yay parametreli iki egri
olmak tizere; {«, §} ikilisi Bertrand egri ¢ifti ise e3¢5 H Hg bir sabittir.

Ispat Kabul edelimki {o, 3} ikilisi bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda

a(s) = B(s) = A(s) Ny (5) (3.53)

esitligini yazabiliriz. Teorem 3.4.2 deki benzer ispat yontemini uygular ve (3.53)

esitligini duisiintirsek, sesc3 H H fonksiyonunun sabit bir fonksiyon oldugunu kolayca
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gorebiliriz.

Teorem 3.4.6 « : I C R —G egrisi Frenet bilegenleri {T, N, B, >, 7} olmak iizere
yay parametreli bir Bertrand egrisi ve 8 : I C R —@G egrisi de Frenet bilegenleri
{Ts, N, Bg, 53, 75} olmak tizere o egrisinin Bertrand ¢ifti olsun. « egrisinin slant

helis olabilmesi icin gerek ve yeter sart § egrisinin de slant helis olmasidir.

Ispat oy ve os fonksiyonlar: sirasiyla a ve 3 egrilerinin asli normaller gostergesinin

geodezik egrilikleri olmak tizere Teorem 3.4.4 kullanilarak

3
2

»(1+ H?)
H\

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.4.7 o : [ C R —G egrisi egrlik fonksiyonlar1 sc ve 7 olmak iizere yay
parametreli bir Bertrand egrisi ve 3 egrisi de egrilik fonksiyonlar1 s3 ve 75 olmak
iizere a egrisinin Bertrand cifti olsun. « egrisinin genel helis olabilmesi i¢in gerek

ve yeter sart ( egrisinin de bir genel helis olmasidir.
Ispat « egrisi bir genel helis olsun. Bu durumda Teorem 3.1 den H fonksiyonu bir
sabit fonksiyondur. Teorem 3.4.4 kullanilarak

TB—TGB_)\—F/LH
3 w—AH

(3.54)

elde edilir. H sabit bir fonksiyon oldugundan (3.54) egitliginde ki % degeri

sabittir. Bu durumda /3 egrisi bir genel helistir.

Tersine 3 egrisi bir genel helis olsun, bu durumda % degeri sabittir. (3.54)

esitliginden ’\f’;g = ¢ = sabit bulunur. Bu ifadeden H = %=2 —sabit elde edilir.
> I ptAc

Dolayisiyla « egrisi bir genel helis olur. Bu da ispati tamamlar.
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