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OZET

Yiksek Lisans Tezi
KONVOLUSYON VE UYGULAMALARI
Murat SAN

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Murat SUBASI

Bu tez calismasinda ilk olarak uygulamali matematikte, fizikte ve miihendislik
bilimlerinde karsilasilan, bir¢ok sinir deger ve baslangic deger problemlerinde
kullanilan konvoliisyon integral ve oOzellikleri ele alimmistir. Daha sonra Laplace,
Fourier ve Mellin doniisiimlerinde konvoliisyon integralin kullanimlari tanitilmis ve
bazi ornekler goz Oniine alinarak ¢oziilmiistiir. Son olarak ayrik ve siirekli zamanli,
zamanla degismeyen lineer sistem olan LTI sistemde sirasiyla konvoliisyon toplami ve

konvoliisyon integrali bazi yeni 6rnekler olusturularak incelenmistir.

2013, 70 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Konvoliisyon, Laplace, Fourier ve Mellin Doniistimleri, LTI

Sistem



ABSTRACT

M.S. Thesis

CONVOLUTION AND APPLICATIONS

Murat SAN

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat SUBASI

In this thesis firstly, convolution integral and its properties which are encountered in
applied mathematics, physics, and engineering and used in many initial-boundary value
problems, have been considered. Later, introducing the usage of convolution integral in
Laplace, Fourier, and Mellin transform and some examples have been solved. Finally,
on the discrete and continuous time LTI (Linear Time-Invariant) system which is a
time-invariant system, convolution sum and convolution integral have been

investigated, constitueting new examples.

2013, 70 Pages
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1. GIRIS

Glinlimiizde bilimin bircok dalinda siirekli ve ayrik zamanli konvoliisyon
uygulamalariyla karsilasilmaktadir. Bunlarin bazilari isaretlendirme ve goriintiilleme,
elektrik devreleri, telekomiinikasyon, olasilik ve istatistiktir. Konvoliisyonun orjini
hakkinda iki Onemli kaynak (Doetsch 1943) ve (Gardner and Barnes 1945)
calismalaridir. Konvoliisyon tipi denklemler (Krasnov et al. 1976) c¢alismasinda
incelenmistir. Ayrica konvoliisyon operatorlerine kompleks analizde (Grenier and Stein
1977) ve quantum mekaniginde (Folland 1989) de basvurulmustur. Konvoliisyon
integral ve ozelliklerine (Y1ldiz ve Bayram 1997) ¢alismasinda deginilmistir. Fonksiyon
uzaylarinda konvoliisyon operatorii ile ilgili kararlilik incelemeleri de (Subasi 2002)
calismasinda yapilmistir. Ayrik ve siirekli zamanli, zamanla degismeyen sistem olan
LTI sisteminde konvoliisyon teorisi uygulamalari (Oppenheim et al. 2007) ¢alismasinda

yapilmuistir.

Bu tez calismasi konvoliisyon ve uygulamalarinin kullanim alanlarini inceleyip bir

araya getirmek i¢in hazirlanmstir.

Tezin ilerleyen boliimlerinde ilk olarak, 2. béliimde, bu tezin olusturulmasinda temel

teskil edecek olan bazi kavramlarin tanimlar1 verilmistir.

3.1. boliimde konvoliisyon i¢in bir motivasyon tanimlanmaistir.

3.2. boliimde konvoliisyon integral ve 6zellikleri ele alinmstir.

3.3. boliimde Laplace doniistimii ifade edilmis ve Laplace doniisiimii i¢in konvoliisyon
teoremine yer verilmistir. Ayrica konvoliisyon integral yardimiyla baslangic deger
problemlerinin ¢6ziimleri agiklanmig ve konvoliisyon integral yardimiyla bazi integral

denklemlerin ¢6ziimii ele alinmistir.



3.4. boliimde Fourier doniisiimii tanimlanmis ve Fourier doniisiimii i¢in konvoliisyon

teoremi agiklanmaistir.

3.5. boliimde Mellin doniistimii ifade edilmis ve Mellin doniisiimii i¢in konvoliisyon

teoremi ele alinmustir.

3.6. bolimde siirekli zamanli ve ayrik zamanli sinyaller ifade edilip, sekillerle
orneklendirilmis ve bagimsiz degiskenin doniisiimleri ifade edilip, 6rnek ve sekiller
tizerinde agiklanmigtir. Ayrica siirekli ve ayrik zamanl sistemler tanmitilmistir. Daha
sonra zamanla degismeyen lineer sistemler tanitilmis ve drnekler iizerinde incelenmistir.
Son olarak ayrik zamanli LTI sistemlerde konvoliisyon toplami, ornekler araciligiyla
aciklanmis ve stirekli zamanli LTI sistemlerde konvoliisyon integrali tanimlanip,

ornekler tizerinde ele alinmustir.

4. bolimde yapilan g¢alismalar sonucunda elde edilen bulgular verilmis olup, tezi
sonlandiran 5. boliimde ise bu c¢alismanin daha dnceki yapilan ¢alismalardan farklilig

ortaya konulmaya c¢alisilmis ve tezin 6nemi vurgulanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde; (Kadioglu ve Kamali 1999), (Ozer ve Eser 2002), (Musayev vd 2007) ve
(Oppenheim et al. 2007) c¢alismalarindan bildigimiz ve ilerleyen bdoliimlerde

kullanacagimiz bazi tanimlar1 verecegiz.

Tanim 2.1. a = 0 olmak tizere

+00
D ar"=a+ar+ar’+..+ar'+...
n=0

serisine, r ortak ¢arpanli, geometrik seri denir.

0, nz0
Tanim 2.2. o[n]=
1, n=0

fonksiyonuna ayrik zamanli birim darbe fonksiyonu denir.
0, n<0
Tanmim 2.3. u[n]=

fonksiyonuna ayrik zamanli birim basamak fonksiyonu denir.
Tanim 2.4. s[n]=u[n]-u[n-1]

ayrik zamanli birim darbe fonksiyonuna, ayrik zamanli birim basamak fonksiyonunun

ilk farkidir denir.



Tamm 2.5. un]= z s[m]

m=-w

ayrik zamanli birim basamak fonksiyonu birim darbe fonksiyonunun hareketli

toplamidir denir.

0, t<0
Tanim 2.6. u(t):{

Tanim 2.7. 5(t):{

fonksiyonuna siirekli zamanli birim darbe fonksiyonu denir.

Tamm 2.8. a reel bir say1 ve f:[a, +%] - R fonksiyonu her bir b>a sayisi igin

[a, b] araliginda integrallenebilir olsun.

b

bllrgoa f (x)dx

limiti varsa If(x)dx integrali yakinsak, limiti yoksa ya da —oo veya +oo ise

J. f (x)dx integrali iraksaktir denir.

a

Tamim 2.9. Bir fonksiyon o <t</f araliginin sonlu sayidaki alt araliklarinin her

birinde siirekli ve bu alt araliklarin her birinde sagdan ve soldan limitleri mevcut ise bu



fonksiyona pargali siirekli fonksiyon denir. Buradaki siireksizlik sonlu si¢ramalar

seklindedir.

Tanmim 2.10. M >0 reel sabiti gdstermek iizere ve biitiin t>T degerleri igin (T > 0)

e ™ f(t) <M veya |f(t)|<Me*
(t) (t)

olacak sekilde bir a sayisi bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna t— oo igin “ a iistel

mertebedendir” denir.

Tanim 2.11. Biitiin t degerleri i¢in

f(t+p)="f(t)

olacak sekilde bir pozitif p sayisinin mevcut olmasi sartryla, her t degeri i¢in taniml

f (t) fonksiyonuna periyodik fonksiyon, p sayisina da bu fonksiyonun periyodu denir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Konvoliisyon icin Bir Motivasyon

Bir géldeki kirletici bir maddenin birikimi: Bir goliimiiz oldugunu ve géle degisken
f(t) oraninda bir kirletici maddenin bosaltildigin1 kabul edelim. Kirletici zamanla

iistel hizda ayrigsin. Eger t =0 aninda golde hic kirletici yoksa, t >0 aninda ne kadar

kirletici olur? At kiigiik olmak {izere, t, ve t +At zaman araliginda goéle eklenen

kiigiik kirletici damla miktar1 f(t)At olur. a>0 ayrisma sabiti olmak iizere, t >t

zaman sonra damla miktar1 e % f (t)At olarak azalir. t, =0 baslangig zamanindan

baslayarak bu miktarlar1 toplarsak
t
[t (t,)dt, (3.1.1)
0

ifadesini elde ederiz. Bu tip bir integral konvoliisyon olarak adlandirilir. Bu problemi
bir diferansiyel denklem kurarak ¢6zebiliriz. Goldeki t anindaki kirletici madde miktari

y(t) olsun. Bu durumda, goldeki t+ At anindaki kimyasal madde miktari, t anindaki

miktardan ayrisan kismi ¢ikarip o andaki yeni miktarin eklenmesi ile elde edilir: Yani,
y(t+At) = y(t) —ay(t)At + f (t)At
olur. At — 0 i¢in limit alarak
y'+ay=f(t), y(@0)=0

elde ederiz. (3.1.1) denkleminin yukaridaki baglangic deger probleminin ¢dziimiinii

verdigi kolaylikla goriiliir.



3.2. Konvoliisyon Integral ve Ozellikleri

Bu boliimde, ele aldigimiz konvoliisyon integral ve ozelliklerini (Yildiz ve Bayram

1997) calismasindan faydalanarak ifade edecegiz.

Burada carpim seklindeki ifadelerin ters doniisiimlerini hesaplamak i¢in bir direkt metot
gelistirecegiz. Bazen f(t) ve g(t) gibi iki fonksiyonun F(s) ve G(s)
déniisiimlerinin garpimi olarak verilen H(S) déniisiimiiniin Laplace ddniisiimiinii

hesaplamak gerekir. Boyle bir durumda H (S) doniisimiiniin f ve g fonksiyonlarinin

carpimlarinin Laplace doniisiimii oldugu diisiiniilebilir. Ancak bu dogru bir durum
degildir, bir baska ifadeyle Laplace doniisiimii adi ¢arpma ile yer degistiremez. Yani
L{f.g}ile L{f}L{g} aym degildir.

Teorem 3.1. Eger s>a>0 i¢in F(s)= L{f (t)} ve G(s)= L{g(t)} doniisiimlerinin

her ikisi de var ise bu durumda

seklinde olur. Burada h(t) fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu denir

ve

h(t)=(f*g)(t)=[ f(t-2)g(e)dz = f ()g(t—7)dr

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan ifadeye konvoliisyon integral denir. Bu
teoreme gore iki fonksiyonun konvoliisyonunun doniisiimii onlarin adi ¢arpimlarinin
dontigiimii  yerine, ayri ayri doniisiimlerinin ¢arpimi ile verilir. Klasik anlamda

konvoliisyon integral, " genellestirilmis ¢carpim" olarak diisiintilebilir.



(f*g) (t) notasyonu adi ¢arpimin sahip oldugu bir¢ok 6zellige sahiptir. Mesela,

fxg=g=f (degisme ozelligi)

f*(g,+0,)=f=*g,+f=*0q, (dagilma ozelligi)

(fxg)*xh=f =(g=h) (birlesme 6zelligi)
f*x0=0*f =0

ozelliklerine sahiptir. Konvoliisyonun bu 0Ozelliklerinin adi ¢arpma isleminin
ozellikleriyle uyusmasina ragmen, adi ¢arpma isleminin bazi 6zellikleri konvoliisyon
icin gecerli degildir. Ornegin, genelde f*1 konvoliisyonu f fonksiyonuna esit

degildir. Bunu gérmek i¢in,
t t
(f*1)(t)=[ f(t—r)2dr =[ f(t—7)dz
0 0

olup, eger f(t)=cos(t) ise bu durumda,

t=r
t=0

(f=*1)(t)= jcos(t—r)dr =—sin(t—7)|_

=-sin0+sint
=sint

olur. A¢ikea,
(f*=1)(t) = £ (1)

bulunur.



3.3. Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimii bir integral dontisimii olup; fizik, mekanik, miihendislik,
telekominikasyon, matematik ve diger uygulamali bilim dallarinda kullanilan 6nemli bir
doniisiimdiir. Unlii matematik¢i P.S. Laplace (1749-1827) tarafindan tanimlanmistir. Bu
dontisim diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde biiyiik kolaylik sagladigi gibi, fizigin
matematiksel ¢oziimiinde de yararlanilabilen bir yontemdir. Bu yoldan elde edilen

denklemlerin baslangi¢ sartlarin1 da ihtiva ettigi gortliir (Aliyev 1995).

Tamm 3.3.1. f(t), t>0 igin t reel degiskeninin bir fonksiyonu olsun (t<O0 igin
f(t)=0) kabul edilir. $>0 reel veya kompleks bir parametre olmak iizere, t reel

degiskeninin bir fonksiyonu € * olduguna gore,
fef (bt (3.3.1)
0

integrali var olacak sekilde s parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiin oluyorsa bu

integrale f (t) fonksiyonunun Laplace Déniisiimii denir. Bu doniisiim L{f (t)} veya

F(s) ifadeleri ile gosterilir. Bunu
F(s)=L{f@®)}=[e"f(t)at (3.32)
0

seklinde ifade edebiliriz. Burada sonu¢ s degiskenine baghidir ve integral yakinsak
olmalidir (Sneddon 1972).
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3.3.1. Laplace doniisiimii icin konvoliisyon teoremi

Eger t>0 i¢in f ve g fonksiyonlar1 par¢ali siirekli ise, f ve g fonksiyonlarinin

konvoliisyonu f * g ile gosterilir ve

f *g:jf(r)g(t—r)dr (3.3.1.1)

integraliyle tanimlanir (Gonzalez and Enrique 1995).

Teorem 3.2. Eger t>0 i¢in f(t) ve g(t) fonksiyonlar, [0,:0) araliginda parcali

surekli ve ustel mertebeden ise

L{fxg}=L{f ()fL{g ()} =F(s)G(s)
olarak ifade edilir.

Ispat: L{f(t)}=F(s), L{g(t)}=G(s) olup;

|

[ S———

f (T) g (t —T)dl} =F (S)G(S)

olur. Bir bagka deyisle,

t

LH{F(s)G(s)} = [ T (r)g(t-r)dr

0

seklinde ifade edilir. Bu doniisiimler yardimiyla:
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[Bu esitligin i¢indeki integralde t —7 =V degisken donlisiimiinii yapalim.]

N N
g'—oéﬂ &'—.8

f (T){VT e g (v)dv}dr

=0

e | (T)dfjoeSVg (v)dv=F()G(s)

bulunur.

t
Ornek 3.1. L {jef coS (t — r) d T} doniigiimiinii konvoliisyon teoreminden yararlanarak
0

¢Ozelim.

Coziim: f(t)=e' ve g(t)=cost almarak konvoliisyon teoreminden;

L{ief cos(t—r)dr} = L{e"}.L{cost}
1
T

B S
Ts 18741

B S

- (s—l)(sz+1)

bulunur.
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Ornek 3.2. L* 1
(s—3

)(s+1)

yararlanarak hesaplayalim.

} Ters Laplace doniistimiinii konvoliisyon teoreminden

Coziim: F(s)=——==L"{F(s)}=f(t)=¢"

bulunur.

3.3.2. Konvoliisyon integral yardimiyla baslangi¢ deger problemlerinin ¢éziimii

Bu boliimde bazi baslangi¢-deger problemlerinin konvoliisyon integral yardimiyla nasil

¢oziilecegini ele alacagiz.

Ornek 3.3. y'+o’y=g(t) ; y(0)=0, y'(0)=1 baslangig deger problemini

hesaplayalim.

Coziim: Verilen denkleme Laplace doniisiimii uygularsak
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olup, yukaridaki son esitlige ters Laplace doniistimiiyle birlikte konvoliisyon uygularsak

G(s) 1
Lte———2 by =
{Sz+a)2} {sz+w2}

y:
1 1 w
=L"{G(s). i
g { ) 52+w2}+a) {Sz+a)2}
1 w 1 )
==L"{G(s). Lt
o { (5) Sz+w2}+a) {Sz+a)2
y=L [sino(t-c)g(r)de + L sinat
a)o In)

bulunur.

Ornek 3.4. 4y"+4y' +17y=g(t) ;

hesaplayalim.

Coziim: Verilen denkleme Laplace doniisiimii uygularsak

}

y(O) =0, y’(O) =0 bagslangi¢c deger problemini
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4L(y")+4L(y’)+17L(y):L(g(t))
4{s’L(y)~sy(0)~y'(0)} +4{sL(y)~y(0)}+17L(y)=G(s)

(4s* +45+17)L(y)=G(s)

)
(y) #

(2s +1) +47
G(s)

:—2
4(s+1j +4°
2

olup yukaridaki son esitlige ters Laplace doniisiimiiyle birlikte konvoliisyon uygularsak

bulunur.

8 2
(S+1j +2°
2

i 20 5|n2(t 7).9(r)dz

OOIH

3.3.3. Konvoliisyon yardimiyla bazi integral denklemlerin ¢6ziimii

Bulunmas1 gereken fonksiyon eger integral igerisinde bulunuyorsa bu denkleme integral

denklem denir. Integral denklemler Laplace déniisiimii yontemiyle ¢dzebiliriz. Ancak,

cOzecegimiz integral denklemleri smirli sayida olacaktir. g(t) ve h(t) verilmis

fonksiyonlar olmak iizere integral denklemler
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seklinde ifade edilir.

t
Ornek 3.5. y(t)=t +j y(7).sin(t—7)dz integral denklemini ¢ozelim.

0

Coziim: Konvoliisyon teoremini uygularsak
y(t)=t+y(t)=*sint

olarak yazilabilir. Esitligin her iki yaninin Laplace doniisiimiinii alirsak

1

Y =—+Y
(s) s Y (s s?+1
?+1 1 1
Y(S): 34 :S_2+S_4

oldugundan,

(3.3.3.1)
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y(t)=t+=t°

buluruz.

Ornek 3.6. ¢(x)=sinx+2[cos(x—t)p(t)dt integral denklemini ¢ozelim.
0

—— , L{cosx}= ZS

oldugunu biliyoruz.
s*+1 s*+1

Coziim: L{sinx}=

L {(p(x)} =®(s) olsun. Verilen denklemin her iki yanmin Laplace déniisiimiinii alir ve

konvoliisyon teoremini kullanirsak

bulunur. Buradan da

olarak elde edilir.
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3.4. Fourier Doniisiimii

Bu boliimde ele aldigimiz Fourier doniisiimiini (Kirdar 2007) c¢alismasindan

faydalanarak ifade edecegiz.

Fransiz bilim adami Joseph Fourier (1768-1830), The Analytic Theory of Heat (1822)
isimli Gnli calismasinda su iddiayr ortaya koymustur: 27 periyotlu her f (t)

fonksiyonu,

%+i(an cosnt +h, sinnt) (3.4.1)

n=1

formunda bir “sonsuz” trigonometrik Seri ile gosterilebilir. (3.4.1) yapisindaki sonsuz
seriye, Fourier Serisi denir. Fonksiyonlarin Fourier Serisi ile temsili, uygulamali
matematikte, oOzellikle kismi tiirevli denklemlerin c¢oziimlerinde, olduk¢a yaygin

kullanilan tekniklerden birisidir (Brown and Churchill 1993).

Tamm 3.4.1. f(t) biitiin t degerleri igin tanimli ve 2L periyotlu parcali siirekli bir

fonksiyon olsun. f (t) fonksiyonunun Fourier serisi

+Z(a cos—+b smn—”tJ (3.4.2)

serisidir. Buradan a, ve b, Fourier katsayilar

L
a =%_J'L f (t)cos—dt (3.4.3)
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1 . Nt
b :Ej f(t)sin——dt (3.4.4)

olarak tanimlanir.

Fourier integral teoremi matematikgiler ve matematikle ugrasan fizikg¢iler tarafindan 19.
ve 20. ylizyilda fark edildi. Bu modern matematik analizlerinin temel sonuglarindan biri
olarak itibar kazanmistir. Cauchy’nin iinlii bilimsel arastirmasi “Memoire sur 1’emploi
des equations symboliques” tamamen sembolik agiklamalar ile anlatilmistir. J.Fourier
(1768-1830) temel adimi atmig ve Oliver Heaviside (1850-1925) bu metodu

gelistirmistir.

2L periyotlu f(x) fonksiyonunda L—oo halinde ( L sonsuza giderse) f(x)
fonksiyonunun periyodikligi kalmaz. Fourier serisi periyodik fonksiyonlar1 igeren
problemlerde 6nemli rol oynar. Ozellikle kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin

¢oziimlerindeki yeri ¢ok onemlidir. L — 00 olmasi durumunda Fourier serisi integraline

doniistir.

Fourier integral teoremine gore
1 T iax T —iau
f(x)zg[oe daj;f(u)e du (3.4.5)

seklinde ifade edilir.

Tamim 3.4.2. (3.4.5) den dolay1

F(a) :.T f (u)e"™du (3.4.6)
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ile F (Ot) fonksiyonunu tanimlayarak,

F(x)= = [ F(a)eda (3.4.7)
elde edilir.

F(«) ifadesine f(x) fonksiyonunun Fourier déniisiimii ve f(x) fonksiyonuna da

F (er) fonksiyonunun ters Fourier déniisiimii denir ve

F(a)=F{f(x)} ve f(x)=F*{F(a)} (3.4.8)

ile gosterilir. Hem F operatorii ve hem de F ' operatorii lineer integral operatorlerdir

(Stuart 1961).

f (X) fonksiyonu ¢ift bir fonksiyon ise,

o0

F (a):zj' f (u)cos audu (3.4.9)

Cc
0
olarak alinirsa,

f(x)= TFC(a)cosaxda (3.4.10)

bulunur. Burada F,(«) ifadesine f(x) fonksiyonunun Fourier cosiniis déniisiimii,

f (x) fonksiyonuna da F,(«) déniisiimiiniin ters Fourier cosiniis déniisiimii denir.
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f (x) fonksiyonu tek bir fonksiyon ise,

o0

F, () =2[ f (u)sin qudu (3.4.11)

S
0
olarak alimirsa,

VA

£ (x) =2 [F, (a)sinaxda (3.4.12)

elde edilir. Burada F,(«) ifadesine f(x) fonksiyonunun Fourier siniis doniisiimii,

f (X) fonksiyonuna da F, (05) dontisiimiiniin ters Fourier sinlis doniisiimii denir.

3.4.1. Fourier doniisiimii i¢in konvoliisyon teoremi

Tamm 3.4.1.1. f(x) ve g(x) gibi iki fonksiyonun konvoliisyonu

farg= T f(u).g(x—u)du (3.4.1.1)

seklinde tanimlanir (Yarasa 1976).

Teorem 3.3. (Konvoliisyon Teoremi)
Eger F{f(x)}=F(a) ve F{g(x)}=G(a) ise o halde,

F{f+*g}=F(a)G(a) (3.4.1.2)
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veya
frg=F"{F(a)G(a)} (34.1.3)

olarak ifade edilir (Yarasa 1976).

Ispat: Fourier déniisiimii tamimindan;

olur.
Ornek 3.7. y(x):g(x)+ J. y(u)k(x—u)du integral denklemini ¢ozelim.

Coziim: y(x) , g (X) ve Kk (X) fonksiyonlarinin Fourier doniistimleri sirasiyla Y (u),

G(u) ve K(u) olsun. Verilen integral denklem

y(x)=g(x)+y(x)*k(x)
seklinde yazilabilir. Bu durumda denklemin Fourier doniistimiinii alirsak,

Y(u)=G(u)+Y (u)K(u)
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elde edilir. Buradan,

¢Oziimii elde edilir.

Ornek 3.8. Fourier déniisiimii metoduyla

adi diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinti bulalim.

Coziim: Verilen denklemde
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bulunur. Yukaridaki denkleme ters Fourier doniistimiiyle birlikte konvoliisyon

uygularsak,
u(x)= I f(a)g(x—a)da
elde ederiz.

F {22_’1/12} =e " (1>0) ozelliginden,
X"+

el b
9(x)=F {k2+a2}_2ae

yazabiliriz. BOylece sonug olarak

elde edilir.
3.5. Mellin Déniisiimii

Mellin doniisiimiinii tarithsel olarak ilk kez Riemann (1876) asal sayilar iizerine yaptigi
inlii arastirmasinda tanimlamistir. Formiili Cahen (1894) tarafindan ortaya
konulmustur. Neredeyse es zamanli olarak Mellin (1896, 1902), Mellin doniisiimiiniin

genisletilmis tartismasini ve i¢ formiiliinii vermistir (Debnath 1995).
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Mellin doniisiimii ve tersi, kompleks Fourier donilisimii ve onun tersinden
faydalanilarak yazilabilir (Davies 1978). Daha once (3.4.6) ve (3.4.7) de degindigimiz

Fourier doniisiimii ve tersini

G(a)=F{g(u)} =_J. g(u)e™du (3.5.1)
g(u)=F*{G(a)) :%j G(a)eda (35.2)

olarak ifade etmistik. Mellin donisimii olusturabilmek igin (3.5.1) ve (3.5.2)

sonuclarinda degisken degistirmesi yapalim. ¢ sabit olmak {izere;
ia=Cc—p

Xx=¢g" (3.5.3)
f(x)=g(Inx)

olarak alirsak,

G(ip—ic):Txp“g(ln X) dx (3.5.4)
1 C+ioo B ) ]
g(In X):Z I X“ PG (ip—ic)dp (3.5.5)

elde ederiz. Simdi f(X) fonksiyonunun Mellin doniisiimiinii ve onun tersini

tanimlamak igin;

xg(Inx)=f(x) ve G(ip—ic)="f(p)
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olarak yazarsak,

p{f(x)}= f(p)zjxp‘lf (x)dx (3.5.6)
y‘l{f(p)}z f (x)=2iﬁict[iwx‘pf~(p)dp (3.5.7)

bulunur. Burada f(x), (0,%0) igin tammli gergel degerli bir fonksiyondur ve Mellin
doniisiim degiskeni p bir kompleks sayidir. Bazen f(x) fonksiyonunun Mellin

doniisiimii f (p)= ,u[ f(x), p] biciminde de gosterilebilir.
3.5.1. Mellin déniisiimii icin konvoliisyon teoremi

Teorem 3.4. Eger, u{f(x)}=f(p) ve y{g(x)} =§(p) ise, bu durumda

C+ioo

u[100+0(0]= 5z [ F@)a(p-2)ee=T(p)(p) G511

Ispat: f(x) fonksiyonunun Mellin déniisiimii olan f(p); f(p) ifadesinin ters Mellin

doniisiimii olan f (x), sirastyla (3.5.1.2) ve (3.5.1.3) de

ul £ (x)} = [ £ ()xdx = (p) (35.1.2)
f(x):ziﬂiT f(p)x*dp (35.1.3)



26

seklinde ifade edilmistir. Bu esitliklerden yararlanarak,

o0 l -
"L (x)dx = gk [ f(z)xd
.!g(x)x (x)dx !g(x)x X27fic_'[w (z)x*dz
:Zinic ) f(z)dz!g(x)xp‘z‘ldx
_ LT f(2)g(p-2)e
_27zicfiw atp
bulunur. Boylece;
1 CJrioo~ . y -
ulf()*9(x)]=o= [ F(2)a(p-2)dz=T(p)G(p)

olarak ifade edilir.

Ornek 3.9. f (x)*g(x)= I f(t)g (%)%dt konvoliisyon ¢arpiminin Mellin ddniisiimii
t=0

altinda neye esit oldugunu bulalim.
Coziim: 4{f(x)}="f(p) ve #{9(x)} =G§(p) olmak iizere;

Verilen konvoliisyon ¢arpimina Mellin doniisiimiinii uygularsak,
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strtrsej=s| [ 0 (:J }
o] o[l
f(t)z dtjx"‘l ( J

[ burada %:5 dersek (t sabit tutularak, dx=tdo) ]

Ot——8 O——3

()t (0)" g (9)tds

Ot——8 O——38

tPf (t)dt[ 57 g (5)do
0

f(p)a(p)

elde edilir.

Ornek 3.10. f (x)*g(X) = j f (xt)g(t)dt konvoliisyon garpmmumn Mellin doniisiimii

t=0

altinda neye esit oldugunu bulalim.
Coziim: ,u{ f (X)} = f( p) ve ,u{g (X)} =§(p) olmak iizere;

Verilen konvoliisyon ¢arpimina Mellin doniisiimii uygularsak,
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(0} =a| [ (a0

t=0

_ xp‘l{j f(xt)g(t)dt}dx

0

o'—.S O3

xpldxj (xt)g(t)dt

[ burada Xt =0 dersek (t sabit tutularak, dx=%d§)]

I dtjap (s )td
T )mj&“%(&)dé
=g(1-p)f(p)

bulunur.
Ornek 3.11. ,u_l{ f( P)a( p)} ters Mellin déniisiimiiniin neye esit oldugunu bulalim.

Coziim: Ters Mellin dontisiiminiin tanimini kullanarak,

(Ma(p) === | F(p)a(p)xdp

27 %
C+i
—i

1jf( polpjg )uPdu

pt{f
27i

o2 LT A2 o

u 2zi

C—loo

C
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bulunur.

3.6. Konvoliisyonun Sinyaller ve Sistemlere Uygulanmasi

Bu ve bundan sonraki boliimlerde ele aldigimiz konvoliisyonun sinyaller ve sistemlere

uygulanmasini (Oppenheim et al. 2007) calismasindan faydalanarak ifade edecegiz.

3.6.1. Siirekli zamanh ve ayrik zamanh sinyaller

Hem siirekli zamanli hem de ayrik zamanli sinyaller ve sistemlerle iliskili kavram ve
teknikler zengin bir gecmise sahiptir ve kavramsal olarak yakindan iliskilidir. Ancak,
tarihsel olarak ge¢cmisteki uygulamalar1 yeterince farkli oldugu i¢in ¢cogu kisimda ayri
ayrt ¢alisilmis ve gelistirilmiglerdir. Siirekli zamanli sinyaller ve sistemler, fizik ve
yakin gegmiste elektriksel devreler ve haberlesme ile iligkili problemlerde gii¢lii koklere
sahiptir. Ayrik zamanli sinyaller ve sistemlerin tekniklerinin ekonomik ve demografik
veri gibi uygulamalarla iligkili sayisal analiz ve istatistikte giiclii kokleri vardir. Ancak
son yillarda siirekli zamanli ve ayrik zamanli sinyaller ve sistemler disiplinleri giderek
kaynasik bir hale gelmis ve uygulamalar oldukca iligkili bir hal almistir. Bunun
olusmasindaki ana neden, sinyallerin olusturulmas: ve sistemlerin uygulanmasi igin

teknolojideki 6nemli gelismelerdir.

Sinyaller matematiksel olarak bir veya daha fazla degiskenin fonksiyonu olarak ifade
edilebilir. Ornegin, bir ses sinyali matematiksel olarak akustik basmcin zaman
fonksiyonu olarak gosterilebilir ve bir resim iki uzamsal degiskenin fonksiyonu olarak

parlaklik ile ifade edilebilir.

Siirekli zamanli sinyaller durumunda bagimsiz degisken siireklidir ve bu nedenle bu
sinyaller bagimsiz degiskenin kesintisiz degerleri i¢in tanimlanir. Sekil 3.1 bu duruma

bir Ornektir.
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| ] | I I I I J
0 200 400 600 800 1,000 1,200 1,400 1,600

Yikseklik (feet)

Sekil 3.1. Tipik yillik dikey riizgar profili

Diger taraftan, ayrik zamanli sinyaller sadece ayrik zamanlarda tanimlanir ve bu
nedenle, bu sinyaller i¢in bagimsiz degisken sadece ayrik degerler kiimesini alir. Bu

duruma bir 6rnek Sekil 3.2°de gosterilmistir.

400
29704
350 - ePPe! 'Y ?

30019 2111221111 ¢0211 .11 *
250 | TRT
200
150 |
100 |

50 |

0

A

Ocak. 5,1929 Ocak. 4,1930

Sekil 3.2. 5 Ocak 1929 yilindan 4 Ocak 1930 yilina kadar haftalik borsa endeksi
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Ayrica, siirekli zamanli sinyal X(t) ve ayrik zamanli sinyal x[n] ile gosterilir. Sekil 3.3

bu duruma bir Ornektir.

xit)

~_____+—

0 t
(@)
x[n]
¢ x[0]
2l A
9 -8 7 I-H«H “Trr“t 10
111-6'111101234567751 n
(b}

Sekil 3.3. (a) stirekli zamanl ve (b) ayrik zamanli sinyallerin grafiksel gosterimi

3.6.1.a. Bagimsiz degiskenin doniisiimleri

Sinyal ve sistem analizinde temel bir kavram, bir sinyalin doniisiimiidiir. Bir sinyalin

bagimsiz degiskeninin basit ve ¢cok onemli bir donilisiim O6rnegi zaman kaydirmasidir.

Ayrik zamanli sinyal olan x[n] sinyalinin ayrik zamanda bir zaman kaydirmasi
x[n—n,] sinyali olur. Eger n, >0 ise x[n—n,] sinyali x[n] sinyalinin geciktirilmis
versiyonu olup; eger n, <0 ise x[n—n,] sinyali x[n] sinyalinin ileri versiyonu olur.
Benzer sekilde siirekli zamanli sinyal olan X(t) sinyalinin siirekli zamanda bir zaman
kaydirmast x(t—t,) sinyali olur. Eger t,>0 ise x(t—t,) sinyali x(t) sinyalinin

geciktirilmis versiyonu olup; eger t, <0 ise x(t—t,) sinyali x(t) sinyalinin ileri
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versiyonu olur. Sekil 3.4 ayrik zamanli bir sinyalin zaman kaydirmasina, Sekil 3.5 ise

stirekli zamanli bir sinyalin zaman kaydirmasina 6rnek teskil etmektedir.

x{n)

il

0 ‘llull" n

x[n—ng}

o —

0 mME -

o

Sekil 3.4. n, >0 iken bir zaman kaydirmasiyla ilgili ayrik zamanli sinyaller

()

X(t-to)

[ y
tﬁ t

Sekil 3.5. t, <0 iken bir zaman kaydirmasiyla ilgili stirekli zamanl sinyaller
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Zaman ekseninin ikinci bir temel doniisiimii zaman tersinmesidir. x[—n] ayrik zamanl
sinyali, x[n] ayrik zamanli sinyalinden yaklagik n=0 yansimasi ile [yani, X[n] ayrik
zamanl sinyali ters dondiiriilerek] elde edilir. Benzer sekilde X(-t) siirekli zamanl
sinyali, x(t) siirekli zamanli sinyalinden yaklasik t=0 yansimast ile [yani, X(t)

stirekli zamanli sinyali ters dondiiriilerek] elde edilir. Sekil 3.6 ayrik zamanli bir
sinyalin zaman tersinmesine, Sekil 3.7 ise siirekli zamanli bir sinyalin zaman

tersinmesine ornek teskil etmektedir.

x[n]

mmr: J]
I

) n

(@)

x[-n]

0

-

(b)

Sekil 3.6. (a) bir ayrik zamanli sinyali x[n]; (b) yaklasik n =0 noktasindaki yansimasi

x[=n]
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x{H

(a)

()

e \"
N/ o 1

(b)

Sekil 3.7. (a) bir siirekli zaman sinyali X(t); (b) yaklasik t =0 noktasindaki yansimasi

x(-t)

Bir bagka doniisiim, zaman 6lgeklemesidir. Sekil 3.8’de bagimsiz degiskende dogrusal
Ol¢ek degisimleri ile ilgili li¢ sinyal X(t) , X(Zt) ve X(%j gosterilmistir. Eger X(t)
sinyalini bir bant kayd: olarak diisiiniirsek, X(2t) sinyali ayn1 ses kaydmnin iki kat: hizla

ve X(%J sinyali ise yar1 hizla galinanidir.
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x(t)
t
x(2t)
1
x(t/2)
t

Sekil 3.8. Zaman dlgekleme ile ilgili siirekli zamanli sinyaller

Ornek 3.12. Sekil 3.9(a) da x(t) sinyali gosterilmistir. X(t) sinyalinden yararlanarak

X(t+1), X(—t+1), X(%t], X(§t+lj sinyallerini gosterelim.
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x{t)
1
'
1
1
1
i
1
1 t
0 1 2
(a}
1{ x(t+1])
t
0 1 2
(b}
4| x¢-t+1)
t
-1 ¢ 1
{c)
3
x{ 51}
i 7
i
1
:
1
2 t
(i 23 43
(d)
1) (G s
t
213 0 213
(o)

Sekil 3.9. (a) bagimsiz degiskenin doniisiimiinii gdstermek icin Ornek 3.12 de kullanilan siirekli
zamanli sinyal X(t) ; (b) zaman kaydirma sinyali X(t +l) ; (€) X(—t +l) sinyali bir zaman

kaydirmast ve zaman tersinmesi ile elde edilir; (d) zaman Glgeklenmis sinyal X(3/ 2'[); (e

X(3/ 2t +1) sinyali zaman kaydirma ve dlgekleme ile elde edilir

3.6.2. Siirekli zamanh ve ayrik zamanh sistemler

Stirekli zamanli bir sistem, slirekli zamanl giris sinyallerinin uygulandig1 ve siirekli

zamanli ¢ikis sinyalleri ile sonuglanan bir sistemdir. Ornegin,
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x(t) = y(t)

siirekli zamanl bir sistemdir. Benzer sekilde, ayrik zamanli bir sistem; ayrik zamanl
giris sinyallerinin uygulandigi ve ayrik zamanli ¢ikis sinyalleri ile sonuglanan bir

sistemdir. Ornegin,

x[n]—>y[n]

ayrik zamanl bir sistemdir. Sekil 3.10 bu durumlara 6rnek teskil etmektedir.

Siirekli zamanli
x(t) > sistem » ()

(a)

Ayrik zamanlt
x[n] > sistem > y[n]

(b)

Sekil 3.10. (a) siirekli zamanli sistem; (b) ayrik zamanli sistem

3.6.3. Zamanla degismeyen lineer sistemler (LTI)

Iki ana ozellik olan dogrusallik(lineerlik) ve zamanda degismezlik sinyal ve sistem
analizinde énemli rol oynar. Oncelikle, cogu fiziksel siire¢ bu dzelliklere sahiptir ve bu

nedenle zamanla degismeyen dogrusal sistemler (LTI) olarak modellenebilirler.

Zamanda degismezlik o6zelligini sinyaller ve sistemler diliyle soyle tanimlayabiliriz:

Eger giris sinyalindeki bir zaman kaydirmasi ¢ikis sinyalinde de ayn1 zaman kaydirmasi

ile sonuglanirsa sistem zamanda degismezdir. Yani; eger x[n] sisteme giris sinyali iken



38

y[n] ayrik zamanli zamanda degismeyen sistemden ¢ikis sinyali ise , x[n—n,] giris
sinyali sisteme uygulandiginda y[n - no] sistemden ¢ikis sinyali olur. Siirekli zamanl
zamanda da bu durum benzerdir. Yani; eger X(t) sisteme giris sinyali iken y(t) siirekli
zamanli zamanda degismeyen sistemden ¢ikis sinyali ise , X(t —to) giris sinyali sisteme

uygulandiginda y(t—t,) sistemden gikus sinyali olur.

Ornek 3.13. Asagidaki denklem ile tanimli siirekli zamanli sistemi ele alalim:

y(t)=sin[ x(t)] (3.6.3.1)

Bu sistemin zamanda degismez olup olmadigini1 kontrol edelim.

Coziim: Bu sistemin zamanda degismez olup olmadigini belirlemek igin her giris

sinyali ve her t, zaman kaydirmasi i¢in ¢ikis sinyalinin durumunu belirlememiz gerekir.

Bu nedenle , X, (t) sisteme rastgele bir giris sinyali olsun ve

Yy (t)=sin[ x(t)] (3.6.3.2)

(3.6.3.2) denklemi Xl(t) giris sinyaline karsilik gelen ¢ikis sinyali olsun. Daha sonra
X, (t) giris sinyalini zamanda kaydirarak elde edilen X, (t) giris sinyalini ele alalim.

Yani, X, (t) giris sinyali

X, (t)=x(t—1)) (3.6.3.3)

seklinde yazilir. Bu giris sinyaline karsilik gelen ¢ikis sinyali;
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y, (t)=sin[ x, (t)]=sin] x (t-t,)] (3.6.3.4)

seklinde olur. Ayn sekilde (3.6.3.2) denkleminden ,

Y1 (t_to):Sin[Xl(t_to)] (3.6.3.5)

yazilir. (3.6.3.4) ve (3.6.3.5) denklemlerini karsilastirarak,

Y, (t) =y, (t-1t) (3.6.3.6)
oldugunu goriiriiz ve bu nedenle sistem zamanda degismezdir.

Ornek 3.14. y(t)=x(2t) sistemini ele alalim. Bu sistemin zamanda degismez olup

olmadigini kontrol edelim.

Coziim: Bu sistem zamanda Slgeklemeyi gosterir. Yani; y(t) sinyali x(t) sinyalinin

zamanda sikistirilmis bir versiyonudur (2 faktorii ile). Bu durumda sezgisel olarak, giris
sinyalindeki herhangi bir zaman kaydirmasi da 2 faktorii ile sikistirilacaktir ve bu bize

sistemin zamanda degismez olmadigim gosterecektir. Karst bir 6rnekle anlatmak

gerekirse, Sekil 3.11(a) da gdsterilen X, (t) giris sinyalini ve Sekil 3.11(b) de gdsterilen
A (t) ¢ikig sinyalini ele alalim. Bu durumda eger giris sinyalini 2 birim kaydirirsak
[yani, Sekil 3.11(c) de gdsterildigi gibi X, (t)=x,(t—2)durumunu ele alalim] sonug
olarak Sekil 3.11(d) de gosterilen VY, (t)=X2(2t) cikis sinyalini elde ederiz. Sekil
3.11(d) ile (e) karsilagtirldiginda , Y, (t)#Yy,(t—2) oldugunu griiriiz. Bu nedenle

sistem zamanda degismez degildir.
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x1(t) ya(t)
1 1
—2 2 t —1 1 t
(a) (b)
Xa(t) = X4 (t=2) yoft)
1 1
0 4 t 0 2 t
(c) (d)
ya(t-2)
1
1 3 t
(e)

Sekil 3.11. (a) Ornek 3.14 deki sisteme giris sinyali X, (t); (b) X, (t) sinyaline karsilik gelen
A (t) cikis sinyali; (C) zamanda 2 birim kaydirilmis giris sinyali X, ('[) = Xl(t - 2); d) x, ('[)
sinyaline karsilik gelen Y, (t) cikis sinyali; (e) zamanda 2 birim kaydirilmis ¢ikis sinyali
y, (t-2)

Dogrusallik (lineerlik) 6zelligini sinyaller ve sistemler diliyle sdyle tanimlayabiliriz:

Stirekli zamanli bir sistemde Xl(t) girig sinyaline kargilik yl(t) cikis sinyali, X, (t)
giris sinyaline karsilik Y, (t) cikis sinyali karsilik gelsin. Bu burumda asagidaki sartlar

saglaniyor ise sistem dogrusaldir (lineerdir);

1.% (t)+x, (t) giris sinyaline tepki Yy, (t)+ Yy, (t)
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2. a karmagik bir sabit olmak iizere ax, (t) giris sinyaline tepki ay, (t).

Bu iki o6zelligin ilki toplanirhik 6zelligi olarak bilinir ve ikincisi Olgekleme ve
homojenlik 6zelligi olarak bilinir. Bu tanimi siirekli zamanli sinyalleri kullanarak

yazmamiza ragmen, ayni tanim ayrik zamanli sinyaller i¢in de gegerlidir.

Dogrusal bir sistemi tanimlayan bu iki 6zellik tek bir ifadede birlestirilebilir:

Siirekli zamanhida: ax; (t) +bx, (t) — ay, (t) +hby, (t),

Ayrik zamanhda: ax, [n]+bx,[n]— ay, [n]+by, [n]

seklinde olur. Burada, a ve b herhangi iki karmasik sabittir.

Ornek 3.15. X(t) giris sinyali, y(t) ¢ikis sinyali olup,

y(t)=tx(t)

ile iliskili bir S sistemini ele alalim. Bu sistemin dogrusal olup olmadigini inceleyelim.

Coziim: S sisteminin dogrusal olup olmadigini belirlemek igin, iki rasgele girig sinyali

olan x(t) ve x,(t) sinyallerini ele alalim. Burada X (t) ve X,(t) giris sinyallerine

karsilik gelen yl(t) ve Y, (t) cikis sinyalleri

X (1) =y, (t) =tx (1)

X, (1) = v, (1) =tx, (1)
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seklinde yazilir. X, (t), Xl(t) ve X, (t) giris sinyallerinin dogrusal bir kombinasyonu

olsun. Yani a ve b rastgele nicelikler olmak tizere,

X, (t) =ax, (t)+bx, (t)

olur. Eger X, (t), S sistemine giris sinyali ise, bu duruma karsilik gelen ¢ikis sinyali

asagidaki gibi ifade edilebilir:
Y5 (t) =%, (1)
=t(ax1(t)+bx2 (t))

= atx, (t)+btx, (t)
= ay, (t)+bY2 (t)

Sonug olarak, burada ax, (t)+bx, (t) - ay, (t)+by, (t) olma durumu saglandigindan S

sisteminin dogrusal oldugu sonucuna variriz.

Ornek 3.16. y [n] = 2x[n] +3 sisteminin dogrusal olup olmadigini inceleyelim.

Coziim: Birgok sekilde dogrulanabilecegi gibi, bu sistem dogrusal degildir. Ornegin bu

sistem toplanirlik 6zelligine uymaz. Eger X [n]=2 ve x,[n]=3 ise bu durumda :
x[n] = y,[n]=2x[n]+3=7
X,[n] = y,[n]=2x,[n]+3=9

olur. Ancak,
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X;[n]=x[n]+x,[n] sinyaline tepki
=2[x[n]+x,[n]]+3=13

olur ve bu deger,

y.[n]+y,[n]=16
degerine esit degildir. O halde bu sistem dogrusal degildir.

3.6.3.a. Ayrik zamanh LTI sistemler: Konvoliisyon toplam

Ayrik zamanli birim darbenin herhangi bir ayrik zamanli sinyalin olusturulmasinda
nasil kullanilacagin1 goéziimiizde canlandirirken anahtar fikir, ayrik zamanli sinyali

darbelerin tek basma bir sonucu olarak diistinmektir. Bu sezgisel portrenin nasil
matematiksel bir ifadeye dontisebilecegini gormek i¢in, Sekil 3.12(a) da gosterilen x[n]
sinyalini ele alalim. Bu seklin kalan kisimlarinda, her darbede oOlgeklemenin bir
darbenin olustugu anda belirli x[n] degerine esit oldugu bes zamanda kaydirilmis,

dlgeklenmis birim darbe sinyalleri gosterilmistir. Ornegin;

x[-2]6[n+2]= { 0

s[n+1]= n=-1
0, n=-1
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x[2], n=2
0, n#2

x[2]5[n—2]:{

seklinde ifade edilir. Bu nedenle bes dizinin toplami1 —2<n <2 i¢in X[n] olur. Sekil

3.12 bu durumlart gostermektedir.

AT

Dy

e B

cse

] X[-2] 8[n + 2]

vvvvvv

x[0] 8[n]

Ay
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o
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Ne
we
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3

x[1} 8[n-1]

L

00— 0 —0—&

IS
1
&
)
&
o
-
N
w
g
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x[2] 8[n-2]

A
w
o
—q
=]
B
e
N
-

Sekil 3.12. Ayrik zamanli bir sinyalin kaydirma darbelerinin agirliklandirilmig
toplamiyla iliskisi
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Daha genel olarak, ekstra kaydirma dlgeklenmis darbeler dahil edilerek sunu yazabiliriz:

x[n] =...+ x[-2][n+ 2]+ x[~1]6[n+1]+ x[0] & [n]+ x[1] 6 [n 1]+ x[2] [~ 2] + .

Bu toplam daha kisa bir sekilde;

x[n]=3 x[k]5[n—k] (3632.1)

k=—o0

olarak ifade edilir. Bu denklem; rasgele bir sinyalin, lineer kombinasyonda agirliklarin

X[k] oldugu o [n—k] kaydirilmig birim darbelerin lineer bir kombinasyonu olarak
ifadesine karsilik gelir. Ornek olarak, x[n]=u[n] birim basamag: ele alalim. Bu

durumda, k<O igin u[k]=0 oldugundan ve k>0 i¢in u[k]=1 oldugundan,

(3.6.3.a.1) denklemi su hale gelir:

Dogrusal bir sistemin rasgele bir x[n] giris sinyaline tepkisini ele alalim. (3.6.3.a.1)
denklemi yoluyla x[n] giris sinyalini kaydirma birim darbelerinin dogrusal bir
kombinasyonu olarak ifade edebiliriz. Kaydirilmig birim darbesi o [n - k] olan dogrusal
sistemin tepkisi h [n] olur. Bu durumda x[n] giris sinyaline dogrusal sistemin tepkisi
olan y[n] cikis sinyali basit olarak, bu temel tepkilerin agirliklandirilmis dogrusal
kombinasyonudur. Yani; (3.6.3.a.1) formunda gosterilen dogrusal sistemde, x[n] giris

sinyali ile y[n] c¢ikis sinyali soyle ifade edilebilir:
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y[n]=>_ x[k]h[n] (36.3a.2)

Genellikle, h,[n] tepkilerinin k indisinin farkli degerleri igin birbirleriyle iliskili

olmalar1 gerekmez. Ancak; eger dogrusal sistem ayni zamanda zamanla degismez ise,

bu durumda zamanda kaydirilmis birim darbelere bu tepkilerin hepsi birbirinin zamanda

kaydirilmig versiyonu oldugundan, h, [n] tepkisi h, [n] tepkisinin zamanda kaydirilmis

bir versiyonudur. Yani;

h[n]=h,[n—K]

olur. Notasyon uygunlugu icin hy[n] tepkisindeki alt simgeyi kaldirip birim darbe

tepkisini tanimlayacak olursak;

olur. Yani; &[n] giris sinyali oldugunda, h[n] LTI sistemin ¢ikis sinyalidir. Bu

durumda LTI sistemler igin (3.6.3.a.2) denklemi s6yle olur:

+00

y[n]= > x[k]h[n—K] (36.3.a.3)

k=—o0

Bu sonug¢ konvoliisyon toplami olarak adlandirilir ve (3.6.3.a.3) denkleminin sag
tarafindaki islem x[n] ve h[n] sinyallerinin konvoliisyonu olarak bilinir. Buradaki

konvoliisyon islemi sembolik olarak ,

y[n]=x[n]=hn]
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seklinde gosterilir.

Ornek 3.17. x[n] ve h[n] sinyalleri;

o [b =<4
|0, diger yerlerde

ve

'ﬂﬂ={a' 0<n<6

0, diger yerlerde

seklinde tanimlanmaktadir. o >1 pozitif degerleri i¢in bu sinyaller Sekil 3.13’de

gosterilmistir. Bu iki sinyalin konvoliisyonunu hesaplayalim.

Coziim: Bu iki sinyalin konvoliisyonunu hesaplamak ic¢in, n bagimsiz degiskeni i¢in

bes ayr1 aralik almak uygun olur. Bu araliklar Sekil 3.14°de gosterilmistir.

1. arahk: n <0 igin, sifirdan farkli X[k] ve h[n—k] noktalar1 arasinda ¢akisma yoktur

ve sonug olarak,

y[n]=0
bulunur.
2. arahk: 0<n<4 icin,

a"*, 0<k<n
0, diger yerlerde
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olup,

n n+l
y[n]=Yam =72

k=0 l-«

bulunur.

3. aralik: 4 <n <6 i¢in,

n-k
XRNWH—H={“ . Os<ks4
0, diger yerlerde
olup,
4 n-4 n+1
nl= n-k _ o -
y[n]=2 @ -
bulunur.

4. aralik: 6 <n <10 ig¢in,

" (n-6)<k<4
0, diger yerlerde

x[k]h[n_k]:{“

olup,

B 4 ok an74_a7
y[n]_k;zsa - l-a

bulunur.
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5. aralik: n>10 igin, sifirdan farkli X[k] ve h[n—k] noktalar1 arasinda ¢akisma

yoktur. Bundan dolayz,

y[n]=0
bulunur.
292 92 9% Y x[n]
" e 0 —2 _1 L
—_———0——0—0—H -
01 23435 n
(@)
L 4 h[n}
"',,,,.-2.—1,77””
01 2354 56 1 n
(b)

Sekil 3.13. x[n] ve h[n] sinyallerinin grafiksel yorumu
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x[K]

@)

(b)

h[n-k]
Ogng4

(©

hink]

4<n<6

n-6 (@

hin-k]

6<nxg10

n-6
(&)

Sekil 3.14. Ornek 3.17°de gergeklestirilen konvoliisyonun grafiksel yorumu
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Sonug olarak bu durumu o6zetlersek; Sekil 3.15°de gosterilen, asagidaki ifadeyi elde

ederiz:

0, n<0
n+1l
l-a . 0<n<4
l1-a
n-4 _ _ n+l
y[n]=1&——%  4<n<s6
l1-a
n-4 7
@ . 6<n<10
l-«
0, 10<n
@
* y[n]
@
g @

5tTI4 o

6 10 n

Sekil 3.15. Ornek 3.17 igin elde edilen y [n] ayrik zamanl sinyalinin gdsterimi

Ornek 3.18. x[n] ve h[n] sinyalleri;

x[n]= -1, -3<n<0
10, diger yerlerde

ve

h[n]= n-1, -5<n<0
| 0, diger yerlerde
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seklinde tanimlanmaktadir. Bu sinyaller Sekil 3.16’da gosterilmistir. Bu iki sinyalin

konvoliisyonunu hesaplayalim.

Coziim: Bu iki sinyalin konvoliisyonunu hesaplamak i¢in, n bagimsiz degiskeni icin

bes ayr1 aralik almak uygun olur. Bu araliklar Sekil 3.17°de gosterilmistir.

1. aralik: 0 < n igin, sifirdan farkl X[k] ve h [n — k] noktalar1 arasinda ¢akigsma yoktur

ve sonug olarak,

y[n]=0
bulunur.
2. aralik: —-3<n <0 i¢in,

K—n+1, n<k<0

qkpqn_k]z{ 0

diger yerlerde

olup,
0
y[n]=> k-n+1
k=n

= _n2+1.n —n(-n+1)+(-n+1)

_(2-n).(-n)

- 2
bulunur.

3. aralik: -5<n<-3 i¢in,
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n+1, -3<k<0

(==

diger yerlerde

olup,
0
y[n]=> k-n+1
k=-3
4
=—.(-3)-4n+4
2( )—4n+
=—6-4n+4
bulunur.

4. aralik: -8 <n < -5 ig¢in,

k—-n+1 -3<k<n+5

x[k]h[n—k]:{ 0

diger yerlerde

olup,
n+5
y[n]=> k-n+1
k=-3
:n—;rg.(n+2)—n(n+9)+(n+9)
_(n+9).(-n+4)
- 2
bulunur.

5. aralik: n<-8 i¢in, sifirdan farkli X[k] ve h[n—k] noktalar1 arasinda cakisma

yoktur. Bundan dolayz,

y[n]=0
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bulunur.

X [n]
wes 3-2-101 2 wee
| | | I n

(@)

h [n]
vee 54-3-2-101 2 oee
—ee v

1 "
(b)

Sekil 3.16. x[n] ve h[n] sinyallerinin grafiksel yorumu
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h [n-K]
—3=n=0
n I n+5
—_—tctcTreTT Y e
| l l k
h [n-K]
—S=n=-—3
n n+5
— e wvw -— oo o—
] l J k
k] -8<m<-5
n n+5
w w L Jumn mmn mmm amn mn man amn s
I 1 J K
h [n-k]
n<—8
n n+5
L mam L _Jumn Bmn mmn mmn man  man  aan s
] l l K

Sekil 3.17. Ornek 3.18’de gergeklestirilen konvoliisyonun grafiksel yorumu
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Sonug olarak bu durumu 6zetlersek; Sekil 3.18’de gosterilen, asagidaki ifadeyi elde

ederiz:

0, O<n
—(2—n)2(1—n)' -3<n<0
y[n]=4 -6-4n+4 , -5<n<-3
(n+9).£—n+4), e 5

0, n<-8

@
B v [n]
! L
-8 S5 3 0 n

Sekil 3.18. Ornek 3.18 icin elde edilen y[n] ayrik zamanli sinyalinin gdsterimi

3.6.3.b. Siirekli zamanh LTI sistemleri: Konvoliisyon integrali

Konvoliisyon integral,

YO = | X(One-)dr (363b.1)

—00

seklinde tanimlanir. Konvoliisyon integrali olarak adlandirilan (3.6.3.b.1) denklemi,
(3.6.3.a.3) konvoliisyon toplami denkleminin siirekli zamanli esidir ve siirekli zamanl

bir LTI sistemin bir birim darbeye tepkisi olarak ifade edilir. (3.6.3.b.1) denkleminin
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sag tarafindaki ifade X(t) ve h(t) sinyallerinin konvoliisyonu olarak bilinir. Bu durum

sembolik olarak,
y(t) =x(t) *h(t)

seklinde gosterilir.

Ornek 3.19: x(t) ve h(t) siirekli zamanl sinyaller olmak iizere:

1 O<t<T
x(t) = N
0, diger yerlerde

ve

t, O<t<2T
h(t) = .
0, diger yerlerde

seklinde tanimlanmaktadir. Bu iki sinyalin konvoliisyonunu bulalim.

Coziim: Bu iki sinyalin konvoliisyonunu hesaplamak i¢in, t bagimsiz degiskeni i¢in

bes ayr1 araligi ele almak uygun olur.

1. aralik: t <0 icin, X(z) ve h(t—7) sinyallerinin sifirdan farkli olduklari tiim yerlerde

X(7)h(t —7) =0 oldugundan,

y(t)=0

bulunur.

2. arabk: O0<t<T icin,
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(t—17), O<r<t

X(r)h(t—-7) =
(B)(t=7) { 0, diger yerlerde

olup,
b 1
t)=[(t—-7)dr ==t
y(t) !( r)dr=>2

bulunur.
3.aralik: T <t < 2T i¢in,

(t-1), 0<7<T

X(o)h(t-7) =
(Dh(t=7) { 0, diger yerlerde

olup,

y(t) :j;(t—r)drth —%TZ

bulunur.
4. arahk: 2T <t < 3T igin,

(t-7), t-2T<z<T

X(r)h(t-7) =
(D)h(t=7) { , diger yerlerde

olup,
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1 3
)= | (t-7)dr=—Zt? +tT +=T?
y(t) I( r)dr 5 + +2

t-2T

bulunur.

5. arabk: t>3T i¢in, X(zr) ve h(t—z) sinyallerinin sifirdan farkli olduklari tiim

yerlerde x(z)h(t—7) =0 oldugundan,

y(t)=0

bunulur.
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2T
R B
0
2T
O0<t<T

2T
T<t<2T
2T
I\ 2T <t<3T

27T
I\ fsar

t-2T

Sekil 3.19. Ornek 3.19 icin, t bagimsiz degiskeninin farkli degerleri igin X(zr) ve
h(t—7) sinyalleri
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x(t)h(t-t)

0<t<T

x(x)h(t-x)

t T<t<2T

x(z)h(t-1)

2T
t-T 2T <t<3T

t-2T

Sekil 3.20. Ornek 3.19 igin, X(z)h(t —7) carpiminin sifirdan farkli oldugu durumlar

Sonug olarak bu durumu o6zetlersek; Sekil 3.21°de gosterilen, asagidaki ifadeyi elde

ederiz:

0, t<0
1t2, O<t<T
2
1,
y(t) = Tt—ET, T<t<2T
—1t2+Tt+§T2, 2T <t< 3T
2 2
0, 3T <t
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y(t)

| |

0 T 2T 3T t

Sekil 3.21. Ornek 3.19 icin elde edilen y(t) stirekli zamanli sinyalinin gosterimi

Ornek 3.20: x(t) ve h(t) siirekli zamanli sinyaller olmak iizere:

T
-1 -—<t<0
x(t) = 2
0, diger yerlerde
ve
l -T<t<0
h(t)=42’

0, diger yerlerde

seklinde tanimlanmaktadir. Bu sinyaller Sekil 3.22° de gosterilmistir. Bu iki sinyalin

konvoliisyonunu hesaplayalim.

Coziim: Bu iki sinyalin konvollisyonunu hesaplamak icin, t bagimsiz degiskeni i¢in

bes ayr1 aralik almak uygun olur. Bu araliklar Sekil 3.23de gosterilmistir.

1. aralik: 0<t i¢in, X(z) ve h(t—7) sinyallerinin sifirdan farkli olduklari tiim yerlerde

X(7)h(t —7) =0 oldugundan,
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y(t)=0

bulunur.

2. arahk: —% <t<0 i¢in,

e |
1 i<r<0
X(Oh(t-7)=1 2 <Ts
0,

diger yerlerde

olup,
0 2
t t
(t):IT—dT:%——Tf
t
t2
T4
bulunur.
T ..
3.arabk: -T <t< 5 i¢in,
T—_t, —I<T<0
2

X(D)h(t-7)=9 2
0, diger yerlerde

olup,
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‘ “ty 7t
)= [ —dr=—-—1| ©
ye) J 2 =2
V2
o1
4 16
bulunur.
4. arahk: —%<t<—T i¢in,
Tt T
—, ——=<z<t+T
X(7)h(t—-7) =5 2 2
0 diger yerlerde

olup,
t+T 2
7—t T t
t — _d - __ t+T
0= | dr=7-37]5]
2
B S L N 1
4 4 16
bulunur.

5. arahk: '[<—37T icin, X(z) ve h(t—7) sinyallerinin sifirdan farkli olduklari tiim

yerlerde x(z)h(t—7) =0 oldugundan,

y(t)=0

bunulur.
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x(t)
-2T 312 -T -T2 T2 T 312
| | | | ! | !
1
h(t)
-2T 312 -T -T2 T2 T 3T/2
| | | ] | |
--T/2

Sekil 3.22. x(t) ve h(t) sinyallerinin grafiksel yorumu
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x(7))
2T 312 -T -I2 T2 . T _.3T2 2T T
| | I | 1 1 1 1 1
I——l
h(t—1)
0<t
2T 312 -T -T2 ¢ T2 T or3T2 2T r
I I I I I 1 [ I I
L-Ti2
h(t—71)
TR2=t=<0
2T 312 -T -T2 T2c¢r T 3T2 2T T
I I I I T~ I [ [ I [
T2
hit—1)
T<t<-T/2
2T 312 -T . -T2 T T2 T 312 2T T
I I [ I I [ [ 1 I
TSR
h [it —~7)
T2 <t<=-T
2T 312 -T -T2eoT T2 T 312 2T T
I I [ I I [ [ I [
__T/2
h(z—17)
t<-3T/2
2T ¢-3T2 -T oT-T2 T2 T 3T2 2T T
| ] \.\|I | | 1 [ [ [
T2

Sekil 3.23. Ornek 3.20 icin, t bagimsiz degiskeninin farkli degerleri igin X(zr) ve
h(t—7) sinyalleri
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Sonug olarak bu durumu o6zetlersek; Sekil 3.24°de gosterilen, asagidaki ifadeyi elde
ederiz:

0, O<t
2
t—, —I<t<0
4
tT T°?
—_— T<t<——
y(t) = 4 16 sts
2 2
IS UYL LI
4 4 16 2
0, t<—£
2

v (1)

] I ] | L ¢
312 T -T2 0 T2 T 3T

Sekil 3.24. Ornek 3.20 i¢in elde edilen y(t) stirekli zamanl1 sinyalinin gosterimi
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Konvoliisyona ait biitiin uygulama alanlar1 bir araya getirilmeye calisilmistir. Once
konvoliisyonun tanimi ve Ozellikleri incelenip Laplace, Fourier ve Mellin doniisiimleri
gibi bazi integral doniisiimlerindeki kullanimi ele alinmistir. Sonra baglangi¢ deger
problemlerine gecilerek burada da konvoliisyon kullanimiyla ¢6ziim elde edilebilecegi
gosterilmigtir. Daha sonra bazi integral denklemler i¢in ¢oziimiin yine konvoliisyon
yardimiyla nasil elde edilebilecegi agiklanmistir. Bu teorik arastirmalardan sonra
popliler uygulama sahalarindan biri olan sinyaller ve sistemler alaninda herhangi bir
girig sinyalinin konvoliisyon yardimiyla nasil yeni bir cikis sinyalini olusturacagi
konusu incelenmistir. Mevcut ¢alismalara yeni Ornekler eklenmistir. Boylece
konvoliisyonun hem teorik bilimlerde hem de uygulamali bilimlerdeki 6zellikleri bir

arada calisilmustir.
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5. SONUC

Tezde genis uygulama alanlarina sahip olan konvoliisyon teorisine ait biitiin 6zellikler
ele alinmigtir. Matematik, Fizik ve Miihendislik alanlarinda kullanilan konvoliisyona ait
Ozellikler ve ¢alismalar derlenerek bir araya getirilmis ve yeni 6rnekler olusturularak
konunun daha iyi anlagilmasi saglanmaya ¢alisilmistir. Konvoliisyon konusunda
calisacak diger bilim insanlarinin teorik ve uygulama acisindan kolayca

faydalanabilecekleri bir calisma ortaya ¢ikarilmistir.
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