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Bu tez üç bölüm olarak düzenlenmiştir. 

Birinci bölümde, tez içerisinde kullanılacak tanımlara ve teoremlere yer verilerek, 

genelleştirilmiş sinüs fonksiyonun genel özellikleri ile bu fonksiyonla ilgili bazı 

temel teorem ve lemmalar verilmiştir. Ayrıca 1-boyutlu   Laplacian denklemi için 

Prüfer dönüşümü tanımlanmış ve bu dönüşümün bazı özellikleri ifade edilmiştir. 

İkinci bölümde,   Laplacian difüzyon operatörü için ters nodal problem 

Dirichlet sınır koşulları altında çözülmüş ve bu operatör için Prüfer dönüşümü 

tanımlanarak özdeğerler ve nodal parametrelerin asimptotik ifadeleri elde edilmiştir. 

Buna ilaveten   Laplacian difüzyon denklemindeki   potansiyel fonksiyonu için 

bir yapılandırma formülü bulunmuştur. 

Üçüncü bölümde,   Laplacian difüzyon operatörünün Lipschitz kararlılığı, 

metrik uzaylar arasında bir homeomorfizm kurularak incelenmiştir. 
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 This thesis is arranged in three chapters. 

In the first chapter, some concepts used in this thesis are given and general 

properties of generalized sine function, some theorems and lemmas that are 

concerning this function were given. Then, Prüfer substitution for one dimensional 

  Laplacian equation is defined and some properties of this substitution are 

explained. 

In the second chapter, inverse nodal problem for   Laplacian diffusion operator 

is solved with Dirichlet boundary conditions. And a Prüfer substitution for this 

operator is defined. Furthermore, Asymptotic formulas for eigenvalues and nodal 

parameters are obtained by using this substitution. Finally, a reconstruction formula 

for potential function   is given. 

In the third chapter, Lipschitz stability of diffusion operator is studied by using a 

homeomorphism between two metric spaces. 
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1. G·IR·IŞ
8
<
:
¡div(jrj¡2r) + () jj¡2  = () jj¡2 ­ üzerinde

 = 0 ­ s¬n¬r¬nda
(1.1)

şeklindeki ¡Laplacian özde¼ger problemi son zamanlarda oldukça ilgi çekici bir

konu haline gelmi̧stir. Burada   1 ve ­ µ R şeklindedir. Bu tip özde¼ger

problemleri daha önceleri Elbert ve Otani (Elbert, 1979; Otani, 1984) taraf¬ndan

önerildi ve oldukça ilgi çekti. Daha sonraki y¬llarda homojen özde¼ger problem-

lerinin çeşitli s¬n¬‡ar¬n¬n birçok genelleştirmesi yap¬ld¬.

¡Laplacian operatörünün birçok özelli¼gi ortaya konulmuştur (Binding ve

Rynne, 2008; Law, Lian ve Wang, 2009; Cheng ve Lian, 2011). Bunlardan

baz¬lar¬  = 2 lineer durumuna benzerdir. Örne¼gin; ¡Laplacian için Sturm-

Liouville teorisi, ¡Laplacian için bir boyutta kaŗs¬laşt¬rma teoremi, 1-boyutlu

durumda bu şekildedir. (1.1) problemi; ­ = (0 1) olmas¬ halinde aşa¼g¬daki prob-

leme dönüşür.
8
<
:
¡
³¯̄

0 ¯̄(¡2)


0
´0

= (¡ 1)(()¡ ()) jj¡2 

 (0) =  (1) = 0
(1.2)

(1.2) probleminin özde¼gerleri, () ´ 1 ve  ´ 0 olmas¬ durumunda aç¬k olarak

verilebilir. Bu problemin özde¼gerleri, ̂ =
2




sin

µ




¶ olmak üzere

 = (̂)
   = 1 2 3 

şeklindedir. Bu özde¼gerlerle ili̧skili özfonksiyon () ile gösterilir (Wang, 2010).

Özde¼gerler ve nodal parametrelerin detayl¬ asimptotik ifadelerini verebilmek için

() fonksiyonunun baz¬ detayl¬.özellikleri gereklidir. () in temel özellikleri

Elbert ve Lindqvist’in çal¬̧smalar¬nda bulunabilir (Elbert, 1979; Lindqvist, 1993).

() fonksiyonu kullan¬larak, Prüfer tipinde dönüşümler tan¬mlanabilir. Bu

dönüşümler alt¬nda, ¡Laplacian için Sturm-Liouville teorisinde özde¼gerler, nodal

parametreler ve  potansiyeli için yap¬land¬rma formülü daha kolay bir şekilde elde

edilebilir.

Ayr¬ca bu yap¬land¬rma formülü kullan¬larak ¡Laplacian difüzyon operatörü

için ters nodal problemin kararl¬l¬¼g¬ incelenilebilir.



1.1. Genelleştirilmi̧s Trigonometrik Fonksiyonlar ve Özellikleri

Trigonometrik fonksiyonlar elementer fonksiyonlar¬n en önemli s¬n¬‡ar¬ndan

biridir. Bu fonksiyonlar¬ kullanarak geometrik problemler, komplex analitik prob-

lemler ve Fourier serilerini içeren problemler çözülebilir. Alt¬ geometrik fonksiy-

onun tamam¬, Sinüs ve Cosinüs fonksiyonlar¬ ile tan¬mlanabilir. Asl¬nda; tüm bu

fonksiyonlar¬n özellikleri

(sin )
0
= cos  sin (0) = 0

(cos)
0
= ¡ sin cos (0) = 1

diferensiyel denklem özellikleri yada

 =

sinZ

0

¡
1¡ 2

¢¡ 1
2 

integral özelli¼gi kullan¬larak elde edilir (Chen, 2008). Gerçekten geleneksel Öklid

uzay¬ndaki sinüs ve cosinüs fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki birinci mertebeden başlang¬ç

koşullu diferensiyel denklem sisteminin çözümü olarak tan¬mlanabilir.
8
<
:

0 =  (0) = 0

0 = ¡ (0) = 1
(1.1.1)

Bu denklem aşa¼g¬daki ikinci mertebeden denklem sistemine denktir. Yukar¬-

daki eşitlikler  ye göre türetilirse
8
<
:

00 = 0 = ¡ =) 00 +  = 0

00 = ¡0 = ¡ =) 00 +  = 0

ve başlang¬ç koşullar¬

0(0) = (0) = 1 =) 0(0) = 1

0(0) = ¡(0) = 0 =) 0(0) = 0

şeklinde elde edilir. (1.1.1) sisteminde birinci denklem  ile, ikinci denklem  ile

çarp¬l¬p taraf taraf toplan¬rsa

0 + 0 = + (¡) = 0

2



ve




µ
1

2
2 +

1

2
2
¶
= 0

elde edilir. Buradan; her iki taraf¬n  ye göre integrali al¬n¬rsa

2 + 2 =  ( = 1)

olur. Pisagor eşitli¼ginden

sin  = () cos  = ()

olmak üzere

jsin j2 + jcos j2 = 1

elde ederiz. Sinüs fonksiyonu ayn¬ zamanda

sin¡1  =

8
>>>>>><
>>>>>>:

Z

0

1p
(1¡2)

 0 ·  · 1

¡
¡Z

0

1p
(1¡2)

¡1 ·  · 0

şeklinde tan¬mlanabilir (Wei, Liu ve Elgindi, 2012).

Aşa¼g¬da sinüs ve cosinüs fonksiyonlar¬n¬n baz¬ temel özellikleri verilmi̧stir

(Chen, 2008).

1) Pisagor trigonometrik eşitli¼gi

sin2 + cos2  = 1

2) Toplam aç¬ formülleri

sin(+ ) = sin  cos  + cos sin 

cos(+ ) = cos  cos  ¡ sin sin 

3) Türev formülleri

 sin


= cos 

 cos 


= ¡ sin 

(sin)00 + sin = 0

(cos)00 + cos  = 0

3



4) Simetrik ve periyodiklik özelli¼gi

a)

sin(¡) = ¡ sin  cos(¡) = cos()

b)

sin
³
2
¡ 

´
= cos  cos

³
2
¡ 

´
= sin

c)

sin( ¡ ) = sin  cos( ¡ ) = ¡ cos 

d)

sin( + ) = ¡ sin cos( + ) = ¡ cos

e)

sin(2 ¡ ) = ¡ sin  cos(2 ¡ ) = cos

5) ·Integrasyon formülleri

 =

sinZ

0

(1¡ 2)¡
1
2  jj =

1Z

cos

(1¡ 2)¡
1
2 

Tan¬m 1.1.1. (Öklid Say¬s¬)

 = 2sin¡1 (1) = 2

1Z

0

1p
(1¡ 2)



say¬s¬na Öklid say¬s¬ denir. Bu, 2 + 2 = 1 dairesinin alan¬d¬r (Wei, Liu ve

Elgindi, 2012).

David Shelupsky’nin genelleştirilmi̧s sinüs fonksiyonu ile ilgili tan¬m¬ diferen-

siyel denklem yaklaş¬m¬na dayanmaktad¬r. Son y¬llarda trigonometrik fonksiyon-

lar¬n baz¬ genelleştirilmi̧sleri verilmi̧stir.   1 olmak üzere genelleştirilmi̧s sinüs

fonksiyonu () ile, genelleştirilmi̧s cosinüs fonksiyonu () ile gösterilir.

Bu fonksiyonlar için yukar¬daki (5) integrasyon formülleri

 =

()Z

0

(1¡ jj)¡
1
 jj =

1Z

()

(1¡ )¡
1


şekline gelir (Chen, 2008).  = 2 oldu¼gu zaman bu formüller klasik sinüs ve

cosinüs formüllerine dönüşür. Bununla birlikte yukar¬daki tan¬mlar   1 için

4



geçerlidir. Benzer şekilde bir çok trigonometrik özellik elde edilir. ·Ilk olarak

() = jj¡2   2 R+

kuvvet fonksiyonu olsun.

sin() = () cos() = ()

al¬ns¬n. Burada () ve ()
8
<
:

0 = () (0) = 0

0 = ¡() (0) = 1
(1.1.2)

lineer olmayan ba̧slang¬ç de¼ger probleminin çözümleridir. (1.1.2) ifadesinde ilk

denklem () ile, ikinci denklem () ile çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa
8
<
:

()0 = ()()

()0 = ¡()()

ve

()0 + ()0 = 0

bulunur ki burada

() = jj¡2  () = jj¡2 

olmak üzere

jj¡2 0 + jj¡2 0 = 0

jj¡1 0 + jj¡1 0 = 0





½
1


 +

1



¾

= 0

j ()j + j ()j = 1 (1.1.3)

denklemine genelleştirilmiş Pisagor eşitli¼gi denir ve sin() = () ve cos() =

() oldu¼gundan

jsin()j + jcos()j = 1

şeklinde yaz¬l¬r. (1.1.2) sistemi aşa¼g¬daki ikinci mertebeden başlang¬ç koşullu

diferensiyel denkleme denktir.
8
<
:

¡1(0) =  =)
£
¡1(0)

¤0
= 0 = ¡()

¡1(0) = ¡ =)
£
¡1(0)

¤0
= ¡0 = ¡()

5



ise

£
¡1(0)

¤0
+ () = 0

£
¡1(0)

¤0
+ () = 0

olur. Başlang¬ç koşullar¬ ise

0(0) = ((0)) (0) = 1

0(0) = (1) = 1

ve

0(0) = ¡((0)) (0) = 0

0(0) = ¡(0) = 0

olmak üzere

(0) = 0 0(0) = 1

(0) = 1 0(0) = 0

olarak bulunur. Di¼ger taraftan  = 2 olmas¬ durumuna benzer şekilde ters sinüs

fonksiyonu ise

sin¡1 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

Z

0

1

p

(1¡)¡1
 0 ·  · 1

¡
¡Z

0

1

p

(1¡)¡1
¡1 ·  · 0

şeklinde olur (Wei,Liu and Elgindi, 2012).

Tan¬m 1.1.2. (Genellȩstirilmi̧s Pi): Genelleştirilmi̧s Pi tan¬m¬ David

Shelupsky taraf¬ndan

̂ = 2

1Z

0

1



q
(1¡ )¡1

 (1.1.4)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu ise jj+jj = 1 ile gösterilen şeklin alan¬d¬r. (1.1.4)

de  = 2 al¬n¬rsa bilinen Pi say¬s¬ elde edilir (Wei,Liu and Elgindi, 2012).

6



Tan¬m 1.1.3. (Genelleştirilmi̧s Sinüs Fonksiyonu):

¡
³

0(¡1)


´0
= (¡ 1)

(¡1)
 

 (0) = 0 
0
 (0) = 1 

başlang¬ç de¼ger probleminin () çözüm fonksiyonuna, genelleştirilmiş sinüs

fonksiyonu denir (Wang, 2010).

Lemma 1.1.1. Herhangi bir  2 Z ve herhangi bir  2 R için  6=
¡
 + 1

2
̂
¢

olsun. O halde

i) 
0
 6= 0 olmak üzere

(
0

)
0
= ¡

¯̄
¯̄
 0

¯̄
¯̄
¡2



ii)

³


0(¡1)


´0
=
¯̄
¯ 0
¯̄
¯


¡ (¡ 1) jj = 1¡  jj = (1¡ ) + 
¯̄
¯ 0
¯̄
¯




iii) ³¯̄
¯ 0
¯̄
¯


¡ jj
´0

= ¡2(¡1)
 

dir (Chen, 2008).

·Ispat:

i) ¡
³

0(¡1)


´0
= ( ¡ 1)(¡1)

 diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m.

Böylece

¡(¡ 1)
0(¡2)
 

00

 = (¡ 1)(¡1)
 

¡ 0(¡2) 
00

 = (¡2)
 

³

0



´0
= ¡

¯̄
¯̄
 0

¯̄
¯̄
¡2



elde edilir.

ii)
³


0(¡1)


´0
ifadesi çarp¬m¬n türevi oldu¼gundan

³


0(¡1)


´0
= 

0


0(¡1)
 + 

³

0(¡1)


´0


şeklinde olur. Di¼ger taraftan

¡
³

0(¡1)


´0
= (¡ 1)(¡1)

 

7



oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

³


0(¡1)


´0
= 

0


0(¡1)
 ¡ 

¡
(¡ 1)(¡1)



¢


= 
0
 ¡ (¡ 1)

 

elde edilir. Burada; jj +
¯̄

0


¯̄
= 1 eşitli¼gi ve

¯̄
¯ 0
¯̄
¯


= 1¡ jj  jj = 1¡
¯̄
¯ 0
¯̄
¯




oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa

³


0(¡1)


´0
= 1¡  jj = (1¡ ) + 

¯̄
¯ 0
¯̄
¯




bulunur.

iii) ³¯̄
¯ 0
¯̄
¯


¡ jj
´0

= 
0(¡1)
 

00
 ¡ (¡1)

 
0


elde edilir. i) ş¬kk¬nda 
00
 = ¡

¡1
¯̄

 0
¯̄¡2 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

³¯̄
¯ 0
¯̄
¯


¡ jj
´0

= ¡ 0(¡1)

¡1
¯̄

 0
¯̄¡2 ¡ (¡1)

 
0



= ¡(¡1)
 

0
 ¡ (¡1)

 
0


= ¡2(¡1)
 

0


olur.

Tan¬m 1.1.4. (Prüfer Tipi Dönüşümler) Bir boyutlu ¡Laplacian den-

klemi

¡
³

0(¡1)

´0
= (¡ 1)(()¡ ())(¡1) (1.1.5)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada;  = 2 ve () ´ 1 al¬n¬rsa

¡00 +  = 

bulunur ki, bu bilinen klasik Sturm-Liouville denklemidir. (1.1.5) de () = 1

al¬n¬rsa, genelleştirilmi̧s prüfer dönüşümü

() = ()(
1
 ())

0() = 
1
()

0
(

1
 ())
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() 6= 1 al¬n¬rsa

() = ()(
1
())

0() = ()
0

(
1
())

şeklinde olur (Wang, 2010).

Lemma 1.1.2. Yukar¬da verilen Prüfer dönüşümleri dikkate al¬n¬rsa

i)


0
() = 1¡ ()



¯̄
¯(

1
 ())

¯̄
¯




(Wang, 2010).

ii)


0
() =

1


1


h¯̄
¯ 0(

1
())

¯̄
¯


+ (()¡ ())
¯̄
¯(

1
())

¯̄
¯
i


olur.

·Ispat:

i) () = 1 al¬n¬rsa
0


= 

1


0





oldu¼gundan

µ
0



¶0
= 

1


Ã

00


1
 
0
 ¡ 

0


1
 
0

0


2


!
= 

1


Ã

00


1
 
0 ¡
¡

0


¢2


1
 
0

2


!

= 
2


2
40

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A
3
5 

elde edilir. Di¼ger taraftan

µ
0



¶2

= 
2


Ã

0




!2



ve µ
0



¶0
=


00
 ¡ (

0
)2

2
=


00


¡
µ

0



¶2




00


=

µ
0



¶0
+

µ

0



¶2



9



dir. Yukar¬da bulunan ifadeler son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa


00


= 

2


8
<
:

0

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A+

Ã

0




!2
9
=
;  (1.1.6)

bulunur. Bu ifadeler daha sonra kullan¬lacakt¬r. Di¼ger taraftan bir boyutlu

¡Laplacian denklemini ele alal¬m.

¡
³

0(¡1)

´0
= (¡ 1)(¡ ())(¡1)

(¡ 1)
0(¡2)

00
= ¡(¡ 1)(¡ ())(¡1)

µ

0



¶¡2

00


= ¡(¡ ()) (1.1.7)

elde edilir. Ayr¬ca
µ

0



¶¡2

= 
1

(¡2)

Ã

0




!¡2

 (1.1.8)

şeklindedir. (1.1.6) ve (1.1.8), (1.1.7)’de göz önüne al¬n¬rsa


1

(¡2)

Ã

0




!¡2
2
4 2

 
0

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A+ 

2


Ã

0




!2
3
5 = ¡(¡ ())


0

2
4

00




Ã

0




!¡2

¡
Ã

0




!
3
5+ 

Ã

0




!

= ¡(¡ ())


0

"¡

00


¢ ¡

0


¢¡2

()
¡1 ¡

Ã

0




!#
+ 

Ã

0




!

= ¡(¡ ())

olur. 
00
 (

0
)

¡2 = ¡¡1
 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa


0

"
¡

¡1


()
¡1 ¡

Ã

0




!#
+ 

Ã

0




!

= ¡(¡ ())

¡0
"
1 +

¡

0


¢

()


#
+ 

Ã

0




!

= ¡(¡ ())

¡0
·

1

()


¸
+ 

Ã

0




!

= ¡(¡ ())


0

= (¡ ()) ()
 + 

³

0



´


0

= 
h
()

 +
³

0


´i
¡ () ()




0

= 1¡ 



 

elde edilir.
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ii) () 6= 1 al¬n¬rsa
0


=


0




oldu¼gundan

µ
0



¶0
=


1


0

00
 ¡ 

1


0

0


0


2


= 
1


2
40

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A
3
5 

elde edilir. Di¼ger taraftan µ
0



¶2

=

Ã

0




!2



ve

00


=

µ
0



¶0
+

µ

0



¶2



dir. Yukar¬da bulunan ifadeler son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa


00


= 

1


8
<
:

0

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A+

Ã

0




!2
9
=
;  (1.1.9)

olur. Bu ifadeler daha sonra kullan¬lacakt¬r. Di¼ger taraftan () 6= 1 olmak üzere

bir boyutlu ¡Laplacian denklemini ele alal¬m.

¡
³

0(¡1)

´0
= (¡ 1)( ¡ ())(¡1)

(¡ 1)
0(¡2)

00
= ¡(¡ 1)( ¡ ())(¡1)


0(¡2)

00
= ¡( ¡ ())(¡1)

µ

0



¶¡2

00


= ¡( ¡ ()) (1.1.10)

elde edilir. Ayn¬ zamanda

µ

0



¶¡2

=

Ã

0




!¡2

 (1.1.11)

şeklindedir. (1.1.9) ve (1.1.11), (1.1.10) da göz önüne al¬n¬rsa

Ã

0




!¡2
2
4 1



8
<
:

0

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A+

Ã

0




!2
9
=
;

3
5 = ¡( ¡ ())
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
1


0

2
4

00




Ã

0




!¡2

¡
Ã

0




!
3
5+

Ã

0




!

= ¡( ¡ ())


1


0

"¡

00


¢ ¡

0


¢¡2

()
¡1 ¡

Ã

0




!#
+

Ã

0




!

= ¡( ¡ ())

olur. 
00
 (

0
)

¡2 = ¡¡1
 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa


1


0

"
¡¡1



()
¡1 ¡

Ã

0




!#
+

Ã

0




!

= ¡( ¡ ())

¡
1


0

"
1 +

¡

0


¢

()


#
+

Ã

0




!

= ¡( ¡ ())

¡
1


0
·

1

()


¸
+

Ã

0




!

= ¡( ¡ ())


1


0
= ( ¡ ()) ()

 +
³

0



´


olup


0
=

1


1


h
(()¡ ())

¯̄
¯

³


1
()

´¯̄
¯


+
¯̄
¯ 0

³


1
()

´¯̄
¯
i


elde edilir.

Tan¬m 1.1.5. (Beta ve Gamma Fonksiyonlar¬) Beta ve Gamma fonksiy-

onlar¬ s¬ras¬yla

() =

1Z

0

¡1(1¡ )¡1

¡() =

1Z

0

¡1¡

şeklinde olup bu iki fonksiyon aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ ise

() =
¡()¡()

¡(+ )

dir (Balc¬, 2009).

Teorem 1.1.1. Herhangi   1 için

1Z

0

(1¡ )¡
1
 =




sin(

)


dir (Chen, 2008).
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·Ispat:

 =  olmak üzere  = ¡1 =) 1


1¡ = ,

buradan

 =  olmak üzere 
1¡
 = (1¡) olup

1




1¡
  = ,

elde edilir. Bu ifadeler, beta ve gamma fonksiyonlar¬n¬n tan¬m¬ kullan¬larak

1Z

0

(1¡ )¡
1
 =

1



1Z

0


1¡
 (1¡ )¡

1
 =

1



1Z

0


1

¡1(1¡ )

¡1

¡1

=
1


(

1



¡ 1


) =

1



¡(1

)¡(¡1


)

¡(1

+ ¡1


)
=

1



¡(1

)¡(¡1


)

¡(1)


¡(1) = 1 ve ¡()¡(1¡ ) =


sin()
oldu¼gundan  =

1


için

1Z

0

(1¡ )¡
1
 =




sin(

)


bulunur.

Tan¬m 1.1.6. Herhangi   1 için () fonksiyonu;

a) Herhangi  2
h
¡ ̂

2
 ̂

2

i
için  =

()Z

0

(1¡ jj)¡
1
 ,

b) Bütün  2 R baz¬  2
h
¡ ̂

2
 ̂

2

i
ve herhangi  2 Z için  = + ̂olup

(+ ̂) = (¡1) ()

şeklinde tan¬mlan¬r (Chen, 2008).

Teorem 1.1.2. Her  2 R ve herhangi  2 Z için

(+̂) = (¡1) ()

dir (Chen, 2008).

·Ispat: Herhangi  2 Z,  2 Z ve  2
h
¡ ̂

2
 ̂

2

i
için  = + ̂ olsun. Öyle

ki

(+̂) = (+ ̂ +̂)

= (+ ( +) ̂)
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elde edilir. Tan¬m 1.1.6’in b’ ş¬kk¬ndan;  2
h
¡ ̂

2
 ̂

2

i
ve  + 2 Z oldu¼gundan

(+ ( +) ̂) = (¡1)+ () elde edilir ki

(+̂) = (¡1)+ ()

olup,  2
h
¡ ̂

2
 ̂

2

i
ve  2 Z için ( + ̂) = (¡1) () =) () =

(¡1)¡ (+ ̂) bulunur. Böylece

(+̂) = (¡1)+ (¡1)¡ (+ ̂)

= (¡1) (+ ̂)

= (¡1) ()

bulunur. Burada

̂ =
2

 sin(

)
= 2

1Z

0

(1¡ )¡
1


şeklindedir.

Lemma 1.1.3.

i)

( ())
0
=  j j¡1  0

ii)

(j j)
0
=  (¡1)

0


şeklindedir (Chen, 2008).

·Ispat: () ve jj nin türevleri hesaplan¬rsa

i)  ¸ 0 olsun.

() =  ve
¡
()

¢0
= ¡1 =  jj¡1 

dir.   0 olsun.

() = ¡(¡) ve
¡
()

¢0
= (¡)¡1 =  jj¡1 

dir. O halde, zincir kural¬ yard¬m¬yla

( ()())
0
=

 ()


=

 ()






=  j()j¡1  0()

elde edilir.
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ii)  ¸ 0 olsun,

jj =  ve (jj)
0
= ¡1 = (¡1)

dir.   0 olsun,

jj = (¡) ve
³
jj)

´0
= ((¡))

0
= ¡(¡)¡1 = (¡1)

dir. O halde, zincir kural¬ yard¬m¬yla

(j()j)0 =  j j


=

 j j






=  (¡1)()

0
()

elde edilir.

Teorem 1.1.3. Her  2 R için

a)

(¡) = ¡()

b)

(̂ ¡ ) = (¡1)+1()

şeklindedir (Chen, 2008).

·Ispat: a)

i)
·
¡ ̂

2

̂
2

¸
aral¬¼g¬nda  = ¡ olsun. Buradan  = ¡ dir.

 =

()Z

0

(1¡ jj)¡
1
 = ¡

¡()Z

0

(1¡ jj)¡
1


ise

¡ =

¡()Z

0

(1¡ jj)¡
1


elde edilir. Di¼ger taraftan

¡ =

(¡)Z

0

(1¡ jj)¡
1


oldu¼gundan

(¡) = ¡()

15



elde edilir.

ii)  2
h
¡ ̂

2
 ̂

2

i
ve  2 Z için  = + ̂ 2 R ise

(¡) = (¡¡̂) = (¡1)(¡) = ¡(¡1)() = ¡(+̂) = ¡()

dir.

b)

(̂ ¡ ) = (¡+ ̂) = (¡1)(¡) = (¡1)(¡1)() = (¡1)+1()

elde edilir.
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2. p¡Laplacian Difüzyon Operatörü için Ters Nodal Problem

 2 [11) bir sabit,  bir özde¼ger ve  2 2(0 1) olmak üzere

¡
³

0(¡1)

´0
= (¡ 1) (¡ ())(¡1) (2.1)

(0) = (1) = 0 (2.2)

özde¼ger problemini ele alal¬m.

(2.1) ¡Laplacian denklemi ayn¬ zamanda bir boyutlu ¡Laplacian özde¼ger

denklemi olarak bilinir.  = 2 al¬n¬rsa (2.1) denklemi

¡00 + () = 

olarak bilinen Sturm-Liouville denklemine dönüşür. (2.1) denkleminde  = 0

oldu¼gu zaman

¡
³

0(¡1)

´0
= (¡ 1)(¡1)

(0) = (1) = 0

problemi elde edilir. Bu problemin özde¼gerleri

 = (̂)
   = 1 2 3 

dir. Burada

̂ = 2

1Z

0



(1¡ )
1


=
2

 sin
³



´

dir. Bununla ili̧skili özde¼ger fonksiyonu ise () ile gösterilir (Law,Lian ve Wang,

2009). Sturm-Liouville teorisine göre;  e ba¼gl¬ () özde¼ger fonksiyonlar¬n¬n

 =
n

()


o

=1
s¬f¬rlar¬, nodal dizi (nokta) olarak adland¬r¬l¬r ve  = +1 ¡

 ise () in nodal uzunlu¼gu olarak tan¬mlan¬r (McLaughlin,1988; Hald ve

McLaughlin, 1989).   1  bir özde¼ger,  2 2(0 1),  2 1
2 (0 1) olmak üzere

¡
³

0(¡1)

´0
= (¡ 1)

¡
2 ¡ ()¡ 2()

¢
(¡1) (2.3)

-Laplacian difüzyon denklemini ele alal¬m. (2.3) denklemiyle birlikte s¬ras¬yla

Dirichlet ve Neumann s¬n¬r koşullar¬ s¬ras¬yla

(0) = (1) = 0 (2.4)


0
(0) = 

0
(1) = 0 (2.5)



dir.  = 2 için (2.3) denklemi

¡00 + [() + 2()]  = 2 (2.6)

şekline dönüşür. Bu denklem difüzyon denklemi olarak bilinir. (2.6) özde¼ger den-

klemi hem klasik, hemde kuantum mekani¼gi için önemlidir. Difüzyon denklemi,

kuantum alan teorisindeki matematiksel modellerin en önemlilerinden birisi olarak

kabul edilmektedir. Denklem genel olarak dispersive dalga olay¬n¬ tasvir etmek

için kullan¬l¬r ve relativistik …zik, plazma …zi¼gi ve lineer olmayan optikte or-

taya ç¬kar. Bu denklemi lineer veya lineer olmayan şekillerde karş¬m¬za ç¬kabilir

(Gasymov ve Guseinov, 1981; Hryniv ve Pronska, 2012; Jaulent ve Jean, 1972;

Koyunbakan ve Yilmaz, 2008; Koyunbakan, 2011; Yilmaz,2012).

-Laplacian Sturm-Liouville problemi olarak (2.3)-(2.4) de () = () = 0

al¬n¬rsa; (2.3)-(2.4) probleminin özde¼gerleri

 = (̂)
 

olarak verilir ve bununla ili̧skili olarak özde¼ger fonksiyonu ( ) olarak göster-

ilir. Bu ifade k¬saca () ile gösterilir (Koyunbakan, 2013).

2.1 Nodal Parametreler için Asimptotik ·Ifadeler

Bu bölümde (2.3) -Laplacian operatörünün özde¼gerlerinin özellikleri, Dirich-

let s¬n¬r ko̧sullar¬ alt¬nda incelenecektir. Neumann problemi için benzer sonuçlar

elde edilir. ·Ilk olarak, Prüfer dönüşümü tan¬mlanmal¬d¬r. Nodal parametreleri

elde etmek için, Prüfer dönüşümü kullan¬larak 
0
bulunacakt¬r.

Prüfer dönüşümü
() = ()(

2
 ()),

0() = 
2
 () 0(

2
 ()),

(2.1.1)

veya
0()

()
=


2


0
(

2
 ())

(
2
 ())

, (2.1.2)

şeklinde tan¬mlan¬r (Koyunbakan, 2013). (2.1.2) eşitli¼ginin  e göre türevi al¬n¬rsa

µ
0



¶0
= 

2


Ã

00


2
 
0
 ¡ 

0


2
 
0

0


2


!
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= 
2


Ã

00


2
 
0 ¡
¡

0


¢2


2
 
0

2


!

= 
4


2
40

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A
3
5 

elde edilir. Di¼ger taraftan

µ
0



¶2

= 
4


Ã

0




!2



ve µ
0



¶0
=


00
¡ (

0
)2

2
=


00


¡
µ

0



¶2




00


=

µ
0



¶0
+

µ

0



¶2



dir. Yukar¬da bulunan ifadeler son eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa


00


= 

4


8
<
:

0

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A+

Ã

0




!2
9
=
;  (2.1.3)

elde edilir. Bu ifadeler daha sonra kullan¬lacakt¬r. (2.3) denklemi ele al¬n¬rsa

¡
³

0(¡1)

´0
= (¡ 1)(2 ¡  ¡ 2)(¡1)

(¡ 1)
0(¡2)


00

= ¡(¡ 1)(2 ¡  ¡ 2)(¡1)


0(¡2)


00

= ¡(2 ¡  ¡ 2)(¡1)

µ

0



¶¡2

00


= ¡(2 ¡  ¡ 2) (2.1.4)

olur. Ayn¬ zamanda
µ

0



¶¡2

= 
2

(¡2)

Ã

0




!¡2

 (2.1.5)

şeklindedir. (2.1.3) ve (2.1.5), (2.1.4) de göz önüne al¬n¬rsa


2

(¡2)

Ã

0




!¡2
2
4 4

 
0

0
@

00



¡
Ã

0




!2
1
A+ 

4


Ã

0




!2
3
5 = ¡(2 ¡  ¡ 2)

2
0

2
4

00




Ã

0




!¡2

¡
Ã

0




!
3
5+ 2

Ã

0




!

= ¡(2 ¡  ¡ 2)

2
0

"¡

00


¢ ¡

0


¢¡2

()
¡1 ¡

Ã

0




!#
+ 2

Ã

0




!

= ¡(2 ¡  ¡ 2))
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bulunur. 
00
 (

0
)

¡2 = ¡¡1
 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

2
0

"
¡¡1



()
¡1 ¡

Ã

0




!#
+ 2

Ã

0




!

= ¡(2 ¡  ¡ 2)

¡20
"
1 +

¡

0


¢

()


#
+ 2

Ã

0




!

= ¡(2 ¡  ¡ 2)

¡20
·

1

()


¸
+ 2

Ã

0




!

= ¡(2 ¡  ¡ 2)

2
0

= (2 ¡  ¡ 2)) ()
 + 2

³

0


´

2
0

= 2
h
()

 +
³

0



´i
¡  ()

 ¡ 2 ()



0

= 1¡ 

2

 ¡

2




  (2.1.6)

elde edilir.

Teorem 2.1.1. (2.3)-(2.4) Dirichlet probleminin  özde¼geri


2

 = ̂ +

1

 (̂)
¡1

1Z

0

()+
2

 (̂)
¡2
2

1Z

0

()+

µ
1



2

¶
(2.1.7)

dir (Koyunbakan, 2013).

·Ispat: (2.3)-(2.4) problemi için  = , (0) = 0 ve (1) =
̂


2



olsun. ·Ilk

önce (2.1.6) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n [0 1] aral¬¼g¬nda integralini alal¬m.

1Z

0


0
 =

1Z

0

µ
1¡ 

2

 ¡

2






¶


(1)¡ (0) =

1Z

0

¡ 1

2

1Z

0


¡

2



1Z

0




̂


2



= 1¡ 1

2

1Z

0


¡

2



1Z

0




elde edilir. Bu son eşitli¼gin sa¼g¬na
1

2

1Z

0

 ve
2



1Z

0

 terimleri eklenip ç¬kar¬l¬rsa,

̂


2



= 1¡ 1

2

1Z

0


¡

2



1Z

0


+

1

2

1Z

0

¡ 1

2

1Z

0



+
2



1Z

0

¡ 2



1Z

0


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= 1¡ 1

2

1Z

0

¡ 2



1Z

0

+
1

2

1Z

0


£
1¡ 



¤
+

2



1Z

0


£
1¡ 



¤


olur. Di¼ger taraftan





·
(

2

())

0
(

2

())

¡1
¸
= 

2



0

0


0(¡1)

 + 
2



0
³
 0

(¡1)



´0
,

olup
³

0(¡1)


´0
= ¡(¡ 1)(¡1)

 olmak üzere





·
(

2

())

0
(

2

())

¡1
¸

= 
2



0
³

0


´
¡ (¡ 1)

2



0



= 
2



0
³³


0



´
¡ (¡ 1)



´

= 
2



0
³³


0



´
+ 

 ¡ 


´

= 
2



0
(1¡  jj) 

bulunur, bu ifade yukar¬daki son eşitlikte dikkate al¬n¬rsa

̂
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bulunur. (2.1.18) eşitli¼ginin sa¼g¬ndaki üçüncü ve dördüncü integrallere k¬smi

integrasyon uygulan¬rsa
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bulunur. Benzer şekilde
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bulunur. Böylece teorem ispatlanm¬̧st¬r.
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şeklindedir (Koyunbakan, 2013).

·Ispat: (2.3)-(2.4) problemi için  = , (0) = 0 ve ( ) =
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bulunur. Di¼ger taraftan (2.3)-(2.4) Dirichlet s¬n¬r de¼ger probleminin  özde¼geri
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şeklindedir. Yukar¬daki 
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şeklindede yaz¬labilir. Buradan
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bulunur. Ayr¬ca (2.1.11) den
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elde edilir. (2.1.10), (2.1.13) de dikkate al¬n¬rsa
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olur. (2.1.9) ifadesi düzenlenirse
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bulunur. Burada son eşitlik düzenlenirse
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dir (Koyunbakan, 2013).
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2



0





h


0(¡1)


i


+
2



+1Z






2



0





h


0(¡1)


i
, (2.1.16)

bulunur. Ayr¬ca ( ) =  ( )
0(¡1)
 () ve  = 

2

 olmak üzere

+1Z






2



0





h


0(¡1)


i
 =

+1Z



()


2



0

0
(),

+1Z






2



0





h


0(¡1)


i
 =

+1Z



()


2



0

0
(),

al¬n¬p, eşitliklerin sa¼g¬ndaki integrallere k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

+1Z



()


2



0

0
( ) =

()


2

 

0
(

2

)

¯̄
¯̄
¯

+1



¡

+1Z



(
2

())

Ã



2



0

!0


= ¡¡
2




+1Z



(
2

())

µ



0
()

¶0

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elde edilir. Burada  = 
2

() olmak üzere  = 

2



0
() =)  =




2



0
()

olup

bu yukar¬da dikkate al¬n¬rsa

+1Z



()


2



0

0
( ) = ¡¡

2




+1Z



()

µ



0

¶0



2



0

= 

Ã
1


4



!


elde edilir. Benzer şekilde

+1Z



()


2



0

0
( ) = 

Ã
1


4



!


bulunur. Bulunan bu ifadeler (2.1.16) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

̂


2



=  ¡
1

2

+1Z



¡ 2



+1Z



+
1

2


Ã
1


4



!
+

2




Ã
1


4



!

=  ¡
1

2

+1Z



¡ 2



+1Z



+

Ã
1


4

+1



!
,

olup, burada  ifadesi yaln¬z b¬rak¬l¬rsa

 =
̂


2



+
2



+1Z



+
1

2

+1Z



+

Ã
1


4

+1



!
,

elde edilir. Böylece teorem ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 2.1.4.  2 2 (0 1) ve  2 1
2 (0 1) olsun.  = () = max

©
 :  · 

ª

olmak üzere

() = lim
¡!1

2

0
@

2

 
̂
¡ 2()


¡ 1

1
A

şeklindedir (Koyunbakan, 2013).

·Ispat:

 =
̂


2



+
2



+1Z



+
1

2

+1Z



+

Ã
1


4

+1



!

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ifadesine ortalama de¼ger teoremi uygulan¬rsa,  2
£
  


+1

¤
olmak üzere

 =
̂


2



+
2


() +

1

2
() +

Ã
1


4

+1



!


elde edilip  yaln¬z b¬rak¬l¬rsa

()


2
=  ¡

̂


2



¡ 2


() +

Ã
1


4+




!

() = 2

2
41¡ ̂


2

 

¡ 2


+

Ã
1


4+




!3
5

= 2

2
41¡ ̂


2

 

¡ 2


+

Ã
1


4+




!3
5

= 2

2
41¡ ̂


2

 

¡ 2



3
5+

Ã
1


4¡




!

= 2

0
@ ̂


2

 

1
A
2
4

2

 
̂
¡ 1¡ 2




2

 
̂

3
5+

Ã
1


4¡




!
(2.1.17)

olur. Ayr¬ca 
»=

̂


2



=)


2

 
̂
»= 1 dir.  ¡! 1 iken (2.1.17) ifadesinin limiti

al¬n¬rsa

() = lim
¡!1

2

0
@

2

 
̂
¡ 2()


¡ 1

1
A

bulunur. Böylece  için bir yap¬land¬rma formülü elde edilir.
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3. p¡Laplacian Difüzyon Operatörü için Ters Nodal Problemin

Lipschitz Kararl¬l¬¼g¬

Bu bölümde, ¡Laplacian difüzyon operatörü için ters nodal problemin Lip-

schitz kararl¬l¬¼g¬ incelenecektir. Lipschitz kararl¬l¬k, iki metrik uzay aras¬ndaki

süreklilikle ilgilidir. Bu süreklili¼gi göstermek için, bu iki metrik uzay aras¬nda

tan¬ml¬ bir homeomor…zm kullan¬lacakt¬r. Kararl¬l¬k problemleri bir çok matem-

atikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Marchenko ve Maslov, 1970; McLaughlin, 1988;

Law ve Tsay, 2001).

­ ve difüzyon operatörü için geçerli tüm nodal dizilerin uzay¬ olan
P



uzay¬n¬ a̧sa¼g¬daki şekilde tan¬mlayal¬m.

­ = f :  2  [0 1]g
P

 =
n
 =

n

()


o
:   2 ­ potansiyeline ba¼gl¬ nodal küme

o

Burada ­ ve
P

 uzaylar¬n¬n homeomor…k uzaylar oldu¼gu gösterilecektir.

Böylece ¹ ile ba¼glant¬l¬ ¹ ve  ile ba¼glant¬l¬ ,
P

 uzay¬nda birbirlerine yak¬n

olursa, ­ uzay¬nda  ve ¹ potansiyel fonksiyonlar¬da birbirlerine oldukça yak¬n

olur. Bu durumda, ¡Laplacian difüzyon operatörü için ters nodal problem Lip-

schitz kararl¬d¬r, denir. Burada ­ uzay¬ için  (0 1)  ( ¸ 1) kullan¬lacakt¬r.

 ¸ 1 için;




¡
 ¹

¢
= ̂

+1¡ 1




"
¡1X

=0

¯̄
¯() ¡ ¹

()


¯̄
¯


# 1


+
2


(̂)



2

2
4

1Z

0

j¹ ¡ j 

3
5

1


(3.1)

olarak tan¬mlans¬n. Burada () = ()+1 ¡ () ve ¹() = ¹()+1 ¡ ¹() şeklindedir.
P

 uzay¬nda bir metrik ve bir pseudometrik s¬ras¬yla

0
¡
 ¹

¢
= lim

¡!1



¡
 ¹

¢


P


¡
 ¹

¢
= lim

¡!1




¡
 ¹

¢

1 + 


¡
 ¹

¢ 

şeklinde verilsin. E¼ger " »
¹ olmas¬ için gerek ve yeter şart, P



¡
 ¹

¢
=

0 olmas¬d¬r.", şeklinde tan¬mlan¬rsa»,
P

 üzerinde bir denklik ba¼g¬nt¬s¬ olur

ve P


dönüşümü,
P¤

 =
P

  » kümesi üzerinde bir metriktir.



Lemma 3.1. P


( ) fonksiyonu
P

 uzay¬nda bir pseudometriktir (Law,

Lian ve Wang, 2009).

·Ispat: Lemman¬n ispat¬ Lian’n¬n (Law, Lian ve Wang, 2009) makalesindeki

method kullan¬larak kolayl¬kla yap¬labilir.

Lemma 3.2. Farzedelim ki  ¹ 2
P

olsun. Yeteri kadar büyük  ler için;

a) () ile () aras¬ndaki  aral¬¼g¬ 
µ

1



2

¶
uzunlu¼guna sahiptir.

b) Her  2 (0 1) için
¯̄
 ()¡ ¹ ()

¯̄
· 1 şelindedir.

Burada  = () = 
n
 : () · 

o
dir.

·Ispat: Teorem 2.1.2 den

() =



+

2




()
Z

0

 ()
+

1

2


()
Z

0

 ()
+

µ
1



2
+1

¶

şeklindedir. 
2


»= ̂ =)  »= (̂)


2 olmak üzere


()
 =




+

2

(̂)

2


()
Z

0

 ()
+

1

(̂)



()
Z

0

 ()
+

µ
1



2
+1

¶

=



+

µ
1



2

¶

olup

() ¡



= 

µ
1



2

¶

bulunur. Buradan

() =
¯̄
¯() ¡ ¹()

¯̄
¯ =

¯̄
¯̄() ¡




+




¡ ¹()

¯̄
¯̄ ·

¯̄
¯̄() ¡





¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄

¡ ¹()

¯̄
¯̄

· 

µ
1



2

¶
+

µ
1



2

¶
= 

µ
1



2

¶


elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧st¬r.

(b) ·Ispat, (Law ve Tsay, 2001) kullan¬larak benzer şekilde yap¬l¬r.

Teorem 3.1. Herhangi bir  ¸ 1 için 

,
P

  » de bir metrik olsun.³P
  » 



´
ve (­kk) uzaylar¬ birbirlerine homeomor…ktirler. Burada

» 



için bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

·Ispat: Teoremin ispatlanabilmesi için

k ¡ ¹k = 0 ( ¹)
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oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Teorem 2.1.4 den dolay¬

() = lim
¡!1

2

0
@

2

 
̂
¡ 2()


¡ 1

1
A ,

şeklindedir. Burada; 
2

 = ̂ oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa

() = lim
¡!1

 (̂)


Ã
̂




̂
¡ 2()

 (̂)

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¡ 1

!

= lim
¡!1

 (̂)


Ã
() ¡

2()

 (̂)


2

¡ 1

!
,

olur. Benzer şekilde

¹() = lim
¡!1

 (̂)


Ã
¹¹() ¡

2¹()

 (̂)


2

¡ 1

!
,

olur. Buradan

 ¡ ¹ = lim
¡!1

 (̂)


Ã

³
() ¡ ¹¹()

´
¡ 2

 (̂)


2

(()¡ ¹())

!
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¡!1

+1̂

³
() ¡ ¹¹()

´
+ lim

¡!1
2 (̂)



2 (¹()¡ ())

olur.  uzay¬ndaki norm tan¬m¬ kullan¬l¬rsa

 ¡ ¹ = lim
¡!1

n
+1̂

³
() ¡ ¹¹()

´
+ 2 (̂)



2 (¹()¡ ())
o

olmak üzere Fatou Lemmas¬ kullan¬l¬rsa her  2 (0 1) için

k ¡ ¹k =

2
4

1Z

0

j ¡ ¹j 

3
5

1


=

2
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1Z

0
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

2 (¹()¡ ())
o¯̄
¯




3
5

1


·

2
4

1Z

0

¯̄
¯ lim
¡!1

+1̂

³
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· lim
¡!1
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+1̂

¢¤ 1


2
4

1Z

0

¯̄
¯() ¡ ¹¹()

¯̄
¯




3
5

1


+ lim
¡!1

h³
2 (̂)



2

´i 1


2
4

1Z

0

j¹()¡ ()j 

3
5

1


= +1̂ lim
¡!1

2
4

1Z

0

¯̄
¯() ¡ ¹¹()

¯̄
¯
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olur. Burada; Teorem 2.1.3 ele al¬n¬rsa

 =
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olur. Di¼ger taraftan
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olur. Benzer şekilde
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olur. E¼ger (3.3) ve (3.4), (3.2) de gözönüne al¬n¬rsa
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olur. E¼ger her iki taraf¬n limiti al¬n¬rsa
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olur. Böylece teorem ispatlanm¬̧st¬r. Burada




¡


¢
= +1¡

1
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"
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
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şeklindedir.
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4. Sonuç

2001 y¬l¬nda Law ve Tsay, mutlak bir metrik alt¬nda, tüm (  ) oper-

atörlerinin uzay¬n¬n bir denklik ba¼g¬nt¬s¬ ile verilen tüm asimptotik olarak denk

nodal dizilerin bölüm uzay¬na homeomorf oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Ayr¬ca nodal

dönüşümün, ilgili metrikler potansiyel fonksiyonun türevleri ile büyütüldü¼gü za-

man bile halen daha bir homeomor…zm oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Bu sayede Law ve

Tsay, Sturm-Liouville operatörü için ters nodal problemin kararl¬l¬¼g¬ ve dolay¬s¬yla

iyi tan¬ml¬ oldu¼gunu göstermi̧slerdir. Burada Law ve Tsay’¬n çal¬̧smas¬ esas al¬n-

m¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde ¡Laplacian difüzyon operatörü için ters nodal problem in-

celenmi̧stir. Bilindi¼gi gibi ters problem özde¼gerlerin ve özfonksiyonlar¬n ver-

ilip denklemin potansiyelini bulma problemidir. Bir çok matematikçi potansiyel

fonksiyonu farkl¬ metodlar kullanarak bulmuştur. Burada ise prüfer dönüşüm-

leri yard¬m¬yla özde¼gerler ve nodal parametrelerin asimptotik ifadeleri bulunup,

bunlar yard¬m¬yla  potansiyeli için bir yap¬land¬rma formülü elde edilmi̧stir.

Kararl¬l¬k problemleri birçokmatematikçi taraf¬ndan Sturm- Liouville, difüzyon,

Dirac... gibi farkl¬ operatörler için incelenmi̧stir. Üçüncü bölümde ise ¡Laplacian

difüzyon operatörü için ters nodal problemin Lipschitz kararl¬l¬¼g¬ incelenmi̧stir.

Kararl¬l¬k ispatlar¬nda kullan¬lan çeşitli metodlar vard¬r. Lipschitz kararl¬l¬k ise

bunlardan biridir.

Bir problemin kararl¬ olmas¬ bize o problemin iyi tan¬ml¬ oldu¼gunu gösterir.

Ayr¬ca problemin kararl¬l¬¼g¬, problemin çözümünü pratik bir şekilde hesapla-

mam¬za olanak sa¼glar.
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