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Tez Danmigmani: Prof. Dr. Giilhan ASLIM
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May1s 2013, [49] sayfa

Bu doktora tezinde E Dedekind-tam Riesz uzay olmak tizere, F-degerli fonksi-
yonlarin E-degerli oOlgiilerle integrallenebilirligi arastirildi. E-degerli Olgiilerin
sirali vektor uzayi, bu uzaya ait oOlgiilerin tamimli olduklar1 kiimeler cebi-
rinin eleman sayisiyla karekterize edildi. Klasik ol¢ii teorisindeki s-sinirhilik
kavraminin Riesz-uzayi-degerli olciiler icin anlami arastirildi. Gergel degerli
isaret Olgiileri icin tamimlanan puslu yakinsaklik kavrami sira-siirekli kesin
pozitif fonksiyoneller yardimiyla, Riesz-uzayi-degerli 6lgiiler i¢in genisletildi. f :
X — F fonksiyonu i¢in sira yakinsakligin, tanimladigimiz puslu yakinsakligi
gerektirdigi gosterildi. E-degerli basit fonksiyon tanimi ve integrali verildi.
E-degerli basit fonksiyonlar ve puslu yakinsaklik yardimiyla E-degerli fonk-
siyonun integrallenebilirligi incelendi. Ayrica Arsimedyen bir uzaym Maeda-
Ogasawara uzay1 ile Dedekind tamlaniginin merkez sira idealinin Kakutani-
Krein uzaylarimin Riesz izomorfik oldugu gosterilip, akabinde C'*°(S) uzaylari
icin Banach-Stone-tipi bir sonug elde edildi.

Anahtar sozciikler: Riesz uzaylari, vektor olciileri, Riesz-uzayi-degerli dlgiiler,
Olcti, Riesz- uzayi-degerli integral, evrensel tamlanig, Kakutani-Krein uzayi, Maeda-

Ogasawara uzayi, s-sinirlilik.
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In this thesis, integration of EF-valued functions with E-valued measures, where
FE is a Dedekind complete Riesz space, is investigated. The ordered vector space
of F-valued measures is characterized according to the cardinality of algebras
in which these measures defined on. The meaning of s-boundedness in classical
measure theory is investigated for Riesz-space-valued measures. The concept
of hazily convergence that is valid for real-valued signed measures is extended
for Riesz-space-valued measures by using strictly positive order continuous
functionals. The implications of order convergence of f : X — FE which
implies the hazily convergence are shown. The definitions of E-valued simple
functions and integration are given. The integrability of E-valued functions is
given by using hazily convergence and properties of F-valued simple functions.
Furthermore, it is shown that Maeda-Ogasawara space of an Archimedean
Riesz space E is Riesz isomorphic to Kakutani-Krein space of the Dedekind
completion of the center of F, and by using this a Banach-Stone-type result
for C*(S) is obtained.

Key Words: Riesz space, vector measure, Riesz-space-valued measure,
measure, Riesz-space-valued integral, universal completion, Kakutani-Krein space,

Maeda-Ogasawara space, s-boundness.
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1 GIRIS

Riesz uzay1 teorisi, fonksiyonel analizin gelisimine paralel olarak 20.
yiizyilin ikinci ¢eyreginde geligme gostermeye baglamistir. Bir vektor uzayinda,
sira yapist ve onun oOzellikleri ile ilgilenme fikri F. Riesz’ in s6z konusu
tarihlerde, dogrusal fonksiyonellerin parcalanigi iizerine verdigi konugmaya
dayanmaktadir. Bu teoriye ismini verecek olan bu caligma ve devamindaki
caligmalarda, fonksiyonel analizin de gelismeye baglamasindaki ¢ikig noktasi
sayilabilecek integral operatorlerinin inceleme alanina dayanmaktadir. Bunun
akabinde teoriyi aksiyomatik bir sekilde gelistirme caligmalar: iki ayr1 koldan
Rus ve Japon matematikciler tarafindan devam ettirilmistir. Bunlar arasinda
H. Freudenthal ve L. V. Kantorovich, G. Birkhoff, B. Z. Vulikh ve diger taraftan
H. Nakano, T. Ogasawara, K. Yoshida, Riesz uzay yapisinin cebirsel kismu ile
ilgilenmeye baglamig, daha sonra W. A. J. Luxemburg ve A. C. Zaanen gibi
matematikciler ve 6grencileriyle normlu Riesz uzaylarinin analitik yapisi ve
bu uzaylardaki doniigtimlerin ozellikleri tizerine ¢aligmalarla devam etmigtir.
Giiniimiizde ozellikle finans matematigine uygulamalar1 bulunan Riesz uzay1
teorisi, etkili matematikgiler tarafindan ¢aligilmaya devam edilmektedir.

19. yiizyilin sonlar1 ve 20. ytizyilin baglarini milat kabul eden olcii teorisi,
E. Borel, H. Lebesgue, J. Radon, M. Fréchet gibi matematikcilerle gelismeye
baglamigtir. Bu teorinin geligimi, akabinde, A. Kolmogorov tarafindan aksiyo-
matik olarak verilen olasilik teorisi, ergodik teori, Lebesgue integrali teorisi
gibi yeni caligma alanlarinin geligimine yol acmigtir. Gergel-degerli olciiler
ve fonksiyonlar ile baglayan bu calismalarin Banach uzay versiyonlari, S.
Bochner, N. Dunford, B. J. Pettis, A. Grothendieck, I. M. Gelfand isimleriyle
baz1 diferansiyellenebilme, yakinsaklik ve gosterim problemlerine 151k tutarak
giiniimiize kadar devam etmigtir. Riesz-uzayi-degerli dl¢tilerin aragtirilmasi 20.
yiizyihin ikinci yarisinda J. D. M. Wright’ i Stone-cebirlerinde deger alan
olciiler ve integrallerle ilgili ¢aligmasi ile devam ettirilmistir. K. D. Schmidt, B.
Faires, T. J. Morrison, baz1 pargalanig teoremlerinin Riesz-uzayi-versiyonunun
elde edilmesinde katkilar1 olan matematik¢ilerdir. Bu pargalaniglar, Jordan, Le-
besgue, Yoshida-Hewit gibi konuya 6nemli katkilar1 bulunan isimler tarafindan
geligtirildiler ve soz konusu uzaylarin karakteri hakkinda onemli bilgiler veren

yapilardir.



Yukaridaki geligmelerin 1g1g1inda hazirlanan bu ¢aligmanin ikinci béliimiinde
sonraki boliimler i¢in gerekli tanimlar ve bilgiler verilmigtir.

Bolim 3’ de Riesz-uzayi-degerli oOlgiilerin sagladigi bazi sira ozellikleri
ve cebirsel ozellikler incelendi. Riesz-uzayi-degerli olciilere, iizerinde tanimh
olduklar1 kiimeler cebirinin eleman sayisi ve deger aldiklar1 Riesz uzayin
baz1 sira oOzelliklerine sahip olmasi olmak tizere, iki acidan yaklagim yapildi.
Verilen sira sinirli olgliden, kesin pozitif sira siirekli fonksiyoneller yardimiyla
bir dig ol¢ii elde edildi. Bu dig ol¢iintin yardimiyla sifir kiime ve sifir
fonksiyon kavramlar: tanimlanip bazi 6zellikler elde edildi. Bunun akabine sira
yakinsaklig1 gerektirdigini gosterdigimiz bir cgesit yakinsaklik tamimlandi ve
ozellikleri elde edildi.

Bolim 4’ de Dedekind-tam Riesz-uzayi-degerli basit fonksiyonlar ve
bunlarin integralleri tanimlandi. Bu boliimde de sabitlenen kesin pozitif sira
siirekli fonksiyonellerin yardimiyla basit fonksiyonlarin sagladigi ozellikler
incelendi. Bu ozellikler ve sonuclar sayesinde herhangi bir £ Dedekind-tam
Riesz-uzayi-degerli fonksiyonun integrallenebilirligi tanimlandi ve bazi sonuclar
elde edildi.

Boliim 5’ de bir Argimedyen Riesz uzayimin merkez ideali ve evrensel De-
dekind tamlamglarindan s6z edildi. Bu tamlaniglar yardimiyla bir Argimedyen
uzayin merkezinin Kakutani-Krein uzaylari ve Maeda-Ogasawara uzaylari

arasindaki ilgki gosterildi.



2 ON BILGILER

Riesz uzaylar1 ya da vektor orgiileri isimleri ile bilinen yapilarin ozellikleri
ve bu calisma icin gerekli tanimlar ile baglayacagiz. Bu boliimde Riesz
uzay teorisi ile ilgili yer alacak tanimlar ve sonuglar igin (Luxemburg and
Zaanen, 1971)), (Zaanen| [1997), (Vulikh 1967)), (Abramovich and Aliprantis)
2002)), (Aliprantis and Burkinshaw| [1985)) kaynaklarindan daha detayl bilgi
edinilebilir. £ gercel ya da kompleks cisim tizerinde bir vektér uzayi olsun.
Bu calismada E’ yi hep gercel vektor uzay: olarak alacagiz. ”<” simgesiyle
E vektor uzayimda bir kismi siralama bagintisini simgeleyelim. Ayrica eger bu

baginti, her f,g,h € F ve a > 0 gercel sayisi igin,

f < goldugunda f 4+ h < g+ h,

ve

f < g oldugunda af < ag

ozelliklerine sahip ise E vektor uzayina sirali vektor uzayi denir. Aslinda
bir koniye sahip tiim vektor uzaylari, sirali vektor uzay olarak ele alinabilir.
Burada bir vektor uzayinda koni’ den kastedilenleri ve bu yoniyle siral
vektor uzaylarimi incelemek icin (Aliprantis and Tourky, 2007))" e bakilabilir.
Yukaridaki iki 6zellige ek olarak, eger her f,g € E icin sup{f,g} € E ise
E vektor uzayina Riesz uzay1 ya da vektor orgiisii denir. Son yazdigimiz
ozellige orgii 0zelligi denir. Yani bir Riesz uzay1 yapisi, birbiriyle uyum icinde
yagayan vektor uzay1 ve siralama yapilarinin biitiiniidir. sup{f, g} yerine fVvyg
ve inf{f, g} yerine f A g ve vektér uzayimin sifirmi gergel sayilarin sifir gibi
707 yazacagiz. Eger f > 0 ise f elemanina pozitif ve ek olarak f # 0, ise
kesin pozitif diyecegiz. Bu caligma boyunca Riesz uzay ismini kullanmay1
tercih edecegiz. Bu isim, Macar matematikci F. Riesz’ den kaynaklanmaktadir.
Fonksiyonel analizin konusu olmusg bircok uzayi dogal sira yapilariyla Riesz
uzay1 olarak diigiinebiliriz. Gergel sayilar uzay1 bilinen siralama ile ve R™,
sinirli gergel terimli dizilerin uzay1 [, p. kuvveti toplanabilir gercel terimli
diziler uzay1 [,, gergel terimli yakinsak diziler uzay1 c, sifir gercel sayisina
yakinsayan diziler uzayi ¢y, sadece sonlu adet terimi sifirdan farkl dizilerden

olusan cgy uzaylar1 koordinat siralamasi ile birer Riesz uzayr ornegidir. X



tikiz ve Hausdorff topolojik uzayi olmak iizere X’den R’ ye giden siirekli
fonksiyonlarin uzay1 C(X), p. kuvveti Lebesgue integrallenebilir olan gergel
degerli fonksiyonlarin uzayr L, noktasal siralamaya gore birer Riesz uzay1

ornegidir. Koordinat ve noktasal siralamadan anlamamiz gereken, sirasiyla,

(fn> < (gn> < her n € N igin (fn) < (gn>

ve

f<g< herze X ign f(z) < g(x)

siralamalaridir. E bir Riesz uzay1 ve f burada bir eleman ise, fV0, (—f)V0 ve
fV (—f) elemanlar1 yerine sirasiyla fo, f_, |f| simgelerini kullanacagiz ve bu
elemanlar sirasiyla f’ nin pozitif parcasi, negatif parcgasi ve modiilii diye
isimlendirecegiz. Herhangi bir F Riesz uzayinda, 0 < f elemanlarinin kiimesini
E. ile gosterecegiz. Ayrica fo, f_,|f| € Ey oldugunave f = fi—f_,|f| = fi+
f- olduguna dikkat edelim. Eger E Riesz uzayi icin, f € E, ve her n € N igin
nf < g olmast f = 0 olmasin gerektiriyor ise bu Riesz uzayina Arsimedyen
Riesz uzay1 diyecegiz. Elbette Argimedyen olmayan Riesz uzaylar1 da vardir.
Bunun i¢in klasik ornek, gercel diizlemi sozliik siralamasiyla ele almaktir. Bu
caligmada Arsimedyen Riesz uzaylariyla galigacagiz. Bu uzaylarda caligmanin
kolayligi, gercel sayilarin siralama ile ilgili sagladigi tiim esitsizliklerin bu
uzaylarda da gegerli olmasidir. Bunun kanitinin son béliimiimiiziin konusuna
dayandigim belirtelim. f,g € E igin |f| A |g| = 0 oldugunda f ve g dik
elemanlardir diyecegiz ve f L g ile gosterecegiz. Burada g elemanina f’ nin
dik bileseni diyecegiz. Eger f bir A C E kiimesinin tiim elemanlarina dik
ise f L A yazacagiz; A’ nin tiim elemanlarina dik olan kiimeye dik bilegeni
diyecegiz ve A? ile gosterecegiz.

Eger A C F altuzay: 6rgu ozelligine sahip ise A altuzayma £’ nin Riesz
altuzay1 denir. Ornegin ¢ ve ¢y uzaylar I’ un Riesz altuzaylandir. A € E
Riesz altuzayinda her 0 < f € F i¢cin 0 < g < f olacak sekilde g € A
bulunabiliyor ise A Riesz altuzayma E’ de sira yogundur denir. A C F
altuzayinda her g € F icin g < f olacak sekilde g € A bulunabiliyor ise A Riesz
altuzay1 E’ yi smurlar denir. A Riesz altuzay igin |g| < |f| ve f € A olmasi
g € A olmasim gerektiriyor ise A Riesz altuzayna sira ideal denir. Ornegin

co uzayli l,,” un bir sira ideali ancak ¢ uzayi sira ideali degildir. Ashinda e € E



olmak iizere e’ nin uirettigi sira ideal’ den s6z edilebilir. Temel ideal olarak

da bilinen bu sira ideal,

E.={feE:|f|<neneN}= U[—ne,ne]

neN
ile tamimhdir. Burada bir Riesz uzayinda kapali araliktan anlamamiz gereken,
gercel sayilarda oldugu gibi arada kalan ve ug¢ elemanlara esit olabilecek
elemanlardir ve kiiciik bir degisikle bu tiir araliklara sira aralik diyecegiz.
Eger bir A C FE kiimesi bir sira aralik tarafindan igeriliyor ise A kiimesine
sira smirli kiime diyecegiz. Eger F, = FE ise e elemanina sira birim
denir. X tikiz ve Hausdorff olmak iizere 1x sabit fonksiyonu ile C'(X) sira
birime sahip Arsimedyen Riesz uzayidir. Eger A C FE sira idealinin, £’ de
supremumu mevcut her altkiimesinin supremumu A'nin bir elemani ise A
sira idealine bant diyecegiz. Ornegin sadece sonlu terimi sifir olan gercel
dizilerin uzay1, [, Riesz uzayinda bir bandtir. Ancak ¢y, bu uzayda bir bant
degildir. Sira idealde oldugu gibi bir e € F, igin B, ile gosterecegimiz e’
nin iirettigi bant ya da temel bant’tan soz edebiliriz. Eger B, = E ise e
elemanina zayif sira birim diyecegiz. Eger B C F bandi icin £ = B @ B¢
ise B bandina izdiigim bandi denir. Her bandin izdiigiim bandi oldugunu
bildigimiz Riesz uzaylarina ”izdiigsiim 6zelligine sahiptir” diyecegiz. Eger
Riesz uzayinda her temel bant izdiigiim bandi ise bu uzay ”temel izdiigim
ozelligine sahiptir” denir. Eger F Riesz uzayinda tstten sinirli her altkiimenin
supremumu bu uzayda mevcut ise £’ Riesz uzayina Dedekind tam diyecegiz.
Gergel sayilarmm Dedekind tam olduguna ancak C([0,1])’in Dedekind tam
olmadigina dikkat edelim. Esas igerme teoremi olarak bilinen teoreme gore

agsagidaki gerektirmeler saglanir.

Dedekind Tam = Izdiisiim Ozeligi
= Temel Izdiisiim Ozelligi

= Arsimedyen

E Riesz uzaymim elemanlarimdan olugan bir (f,,) dizisi verilsin. Eger her bir
n dogal sayisi igin, |f, — f| < p, olacak sekilde E’ nin elemanlarindan olugan
ve inf{p, : n € N} = 0 ozelligine sahip azalan bir (p,) dizisi var ise (f,)

dizisi f € E elemanina sira yakinsar denir ve o — lim f,, = f ile gosterilir.



Eger verilen bir u € E, ve her € > 0 i¢in n > ng oldugunda |f, — f| < eu
olacak gekilde ng € N elemani var ise f,, dizisi f € F elemanina goreli diizgiin
yakinsar denir ve ru—lim f,, = f ile gosterilir. Buradaki v € F, elemanina f,
dizisinin diizenleyicisi denir. Her iki yakinsaklik tanimi i¢in de sira Cauchy
ve goreli diizgiin Cauchy tanimlar1 da benzer olarak yapilir. Eger f,, dizisi
sira yakinsiyor ise bu anlamdaki sira limiti tektir. Eger f, ve g, dizileri i¢in
o—lim f,, = f ve o—lim g,, = g ise, o—lim(f,Vg,) = fVg, o—lim(f,Ag,) = fAg
ve a, B gergel sayilari i¢in, o — lim(af, + 8g,) = af + Bg, ozellikleri gegerlidir.
Ayrica eger E Argimedyen Riesz uzay: ise goreli diizgiin limit de tektir ve
sira yakinsaklhigi gerektirir. Eger E' Riesz uzayinda her goreli diizgiin Cauchy
dizisinin, goreli diizglin limiti var ise E/ Riesz uzayina diizgiin tam Riesz uzay1

diyecegiz.

E ve F iki Riesz uzay1 olsun. Eger f,g € FE icin f V g oldugunda
T(f) v T(g) saglaniyor ise T : E — F dogrusal doniigimiine Riesz
homomorfizmasi denir. Eger T' bire-bir ve orten bir Riesz homorfizmas: ise
T ye Riesz izomorfizmas1 denir. Bu durumda E ve F' uzaylarina Riesz
izomorfik uzaylar denir. £’ deki pozitif elemalar1 F deki pozitif elemanlara
tagiyan dogrusal dontigiimlere pozitif doniisiim denir. Kantorovich Teoremi
olarak bilinen teoreme gore eger I’ Dedekind tam Riesz uzay1 ve G, E Riesz
uzayin sinirliyor ise 7' : G — F' porzitif doniigimiiniin tim E uzayina pozitif
olarak geniglemesi vardir. Bu teoremin ispatinda Hahn-Banach teoreminin
Riesz versiyonunun onemli rol oynadigini belirtelim. Eger bir doniigim ho-
momorfizma ise bunun bir pozitif doniigiim olacagina dikkat edelim. E’nin sira
sinirli kiimelerini F'nin sira sinirh kiimelerine tagiyan dogrusal dontisiimlere
sira siirli dontigiim diyecegiz. F' Dedekind tam oldugunda E’ den F" ye
sira sinirh dontigiimlerin uzayr Ly(E, F') Riesz uzay olacaktir. E’ deki sira
yakinsak dizilerin goriintiilerini F’de de sira yakinsak yapan T € Ly(E, F)
doniigtimiine sira siirekli doniisiim denir. £’ den F’ ye sira siirh stirekli
dogrusal doéniigiimlerin uzay1 Ly (E,R) olarak gosterilir. /' = R durumunda
donitigiim yerine fonksiyonel diyecegiz ve sira sinirli fonksiyonelerin uzayi igin
Ly(E,R) = E ve sira smirh siirekli fonksiyonellerin uzay: L (E,R) = E" olarak

yazacaglz.

X bog olmayan bir kiime ve F, X’ in altkiimelerinin bir ailesi olsun. Bu



aile X € F, A€ Fve A, B € F icin AU B € F ozelliklerine sahip ise F’ ye
kiimeler cebiri denir. Eger son ozellik sayilabilir sayidaki F’ nin alt kiimesi
i¢gin saglaniyor ise F~ ye kiimeler o-cebiri denir. Gergel sayilarin alt kiimele-
rinden olusmus Lebesgue olciilebilir kiimeler siifi boyle bir kitmedir. Ozellikle
[0, 1] araliginda tanimli Lebesgue inegrallenebilir fonksiyonlarin uzayim [0, 1]
ile gosterecegiz. Klasik oOlgii teorisi ve Lebesgue integral teorisi icin ,
11974)), (Aliprantis and Burkinshaw), [1998),(Fremlin| [2002), (Bhaskara Rao and|
Bhaskara Rao|, [1983)) ve vektor degerli dlgiiler ve integral teorisi igin de (Diestel

and Jr. Uhl, 1977) kaynaklaridan detayh bilgi edinilebilir.




3 RIESZ UZAY DEGERLI OLCULER

3.1 Bazi Temel Ozellikler

Bu bolimde Riesz uzay degerli olgiilerin bazi temel ozellikleriyle il-
gilenecegiz. Bu tiir olgiileri ozelliklerini anlama acisindan simiflandirma ve
orneklendirme yoluna gidecegiz. Bu boliimde aksi soylenene kadar E bir Riesz

uzay1, F, X’ in altkiimelerinin bir kiimeler cebiri olsun.

Tamim 3.1.1 p: F — E fonksiyonuna, ANB = () olmak tizere A, B € F i¢in
(AU B) = u(A) + u(B) sartine saghyor ise, toplamsal olgt denir. F’ den

E’ ye tim toplamsal él¢iilerin kiimesini a(F, E) ile gdsterecegiz.

Gozlem 3.1.1 a(F, E) nin elemanlarim noktasal siralamaya gore siralayabiliriz.
", o € a(F, E) igin py < pg < Her A € F igin pui(A) < ps(A)” bagintise
a(F,E)’ de bir kismi siralama bagintisidir. Dolayswyla burada pozitif bir
olctiden bahsettigimiz zaman anlamamaz gereken bu anlamdaki pozitifiiktir.
Simdi bu siralamanin yardimayla ileride sik¢a bahsedecegimiz ol¢t ¢esitlerinin

tanimlarine verelim.

Tanim 3.1.2 (i) p € a(F, E) i¢in sup{|u(A)| : A € F} degeri E’ de mevcut
ise 1’ ye swra swnmarle olgu diyecegiz. F' den E’ ye tum toplamsal ve sira
swarly dlgtilerin sinifine oba(F, E) ile gosterecegiz.

(ii) F deki kiimelerin ikiser ikiser ayrik dizisi olan (A,) dizisi i¢in | J7~ | A, €
F olsun. p € a(F,E) olgisi p(U>—, An) = > oo 1(Ay) ozelligine sahipse,
1’ ye sayilabilir toplamsal olg¢u diyecegiz. F’' den E’ ye tum saylabilir

toplamsal ve sira simarly olgiilerin sinyfine obea(F, E) ile gdsterecegiz.

Yukarida (i) deki 32°°, u(A,) gosterimini, 32 | u(A,) dizisinin sira
limiti anlaminda kullandigimiza dikkat edelim. Boyle oOlciilerin temel 6zellikle-
riyle ilgili bir onerme vererek devam edelim. Bu onerme kanitlandiktan sonra

bu tiir Olgiilere ait ornekler verecegiz.

Onerme 3.1.1 p € a(F, E) olmak iizere, asagqidakiler gegerlidir.
(i) Fi, Fy, ..., F,, ikiser ikiser ayrmk n’ lisi F’ den alinsin. Bu durumda,

n

nlJ A = Z p(As)

i=1



saglanar.
(ii)) A,F € F, AC F olsun. Bu durumda p(F — A) = u(F) — p(A) saglanar.
(111) p pozitif ve Fy, Fy, Fy, ..., F, n’ lisi F’ den Fy C |J F; olacak sekilde

alinsin. Bu durumda, =1

pu(Fp) < Z ()

i=1
ve ayrica,
ulJF) <Y mE),

=1 i=1
saglanar.
(iv) E,, F’ deki ikiser ikiser ayrik kimelerin bir dizisi, Ae F , |J B, C A

n>1
ve p pozitif olsun. Bu durumda,

> w(E,) < p(A),
n=1
saglanar.

Ispat: (i) Tiimevarim ile hemen elde edilir.

(ii) F = AU (F — A) oldugundan pu(F) = p(A) + u(F — A) dir. Boylece
p(F — A) = pu(F) — u(A) elde edilir.

(iii) Eger A C B ve p pozitif ise p(AU (B \ A)) = p(A) + u(B\ A) ve bu
durumda p(A) < p(B) olacagima dikkat edelim. Simdi By, = Fy, Ey = F5 —

n—

1
F, ...E,=F,— (| F;) olsun. Bu durumda E1, F, ..., E, ikiser ikiger ayrik
1

1=
n n

ve her ¢ = 1,2,..,n i¢in E; C F; ozelligine sahip kiimeleri i¢in |J F; = |J F;
i=1 i=1

saglanir. Bu durumda,

p(Fy) < M(U Fy) = M(U E;) = ZM(Ez)
< Zu(Fi)-

(iv) p pozitif oldugundan her n > 1 i¢in Y w(E;) = p(UJ Ei) < p(A) dir.
i=1 i=1
Sonug olarak,

0—lim» " p(E,) < p(A)

elde edilir.
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Ornek 3.1.1 F kiimeler cebirini, [0,1] in Lebesque élgiilebilir altkiimelerinin
cebiri olarak alalim. E keyfi bir Riesz uzayr ve T : L1]0,1] — E dogrusal
dontigim olsun. p : F — E fonksiyonu, p(A) = T(xa) olarak tanimlansin.
Bu fonksiyon Riesz uzay degerli ol¢udir. Ancak E = R durumunda bile sira

saylabilir toplamsal degildir.

Asgagidaki ornek sira sayilabilir toplamsal ancak sira siirli olmayan olgiiye

ornektir.

Ornek 3.1.2 F, [0,1] deki Lebesque dlgilebilir kimelerin cebiri ve Riesz
uzayr olarak sifira yakinsayan gercel terimli dizilerin uzayr, co’ 1 koordinat
siralamaswyla ele alalim. A\ klasik Lebesgue olcust olmak tizere, p : F — ¢

ol¢tist asagidakt gibt tanimlansin,

pu(A) = (/ sin 27ktdA), .
A

Bu ol¢uniun saylabilir toplamsalliging, ¢y Riesz uzayinda sira yakinsaklik ile

koordinat yakinsakliginin ayne olduguna ve Lebesque integralinin dogrusalligina

dikkat ederek gosterebiliriz. Sira sinarly olmadagine gormek igin, sup{| [ sin 2rwktdt| :
A

A e F} =1 olduguna dikkat edelim.

Ornek 3.1.3 F, [0,1]" deki Lebesque dlgilebilir kimelerin cebiri ve cq, koordi-
nat siralamaswyla sifira yakinsayan gercel terimli dizilerin, Riesz uzayr olsun.
e F — ¢ olgisu asagrdaky gibi tanimlansin,

n(a) = 2,

A klasik Lebesque ol¢ust olmak vizere, o swra simarh, sira sayilabilir toplamsal

ve pozitif bir ol¢tidir.

Gozlem 3.1.2 Son iki ornekte, ¢y Riesz uzayinda sira yakinsaklhk ile koordinat
yakinsaklhginin cakistigina dikkat edelim. Ashinda bu uzayda klasik dizgiin
yakinsaklhkla goreceli duzgin yakinsaklk ¢akistigindan p, ayni zamanda gore-

celi duzgun yakinsaklik anlaminda da sira sayilabilir toplamsaldar.

Genel olarak a(F, F) ailesi noktasal islemler ile bir sira vektor uzayidir. F
Dedekind tam olsa bile a(F, F) Riesz uzay1 olmayabilir. Bunun i¢in agagidaki

ornegi verelim.
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Ornek 3.1.4 X ={1,2,..} ve F = {A C X : A veya A° sonlu} olsun. Riesz
uzayr olarak Dedekind tam Riesz uzayr olan gercel sayilary alalim. @ F — R

ol¢tist asagidakt gibt tamimlansin;

|Al, A sonlu ise

—|A°|, A° sonlu ise

1(A) =

Burada |A|, A nan eleman sayisini gostersin. Yukaridaki gibi tanimly p i¢in —p’

niin de 6l¢i olacagina ancak N (—p)’ nin él¢i olmayacagina dikkat edelim.

E Dedekind tam olsa bile a(F, E) Riesz uzay1 olmamasi, bu uzaya ait
olciiler icin bazi onemli ozellikleri kullanamamamiz sonucunu dogurur. Bu
ozelliklerden ilk akla geleni bir ol¢iiniin iki pozitif Olgliintin fark: seklinde
yazilabiliyor olmasidir. Bir bagka deyisle Jordan Parc¢alanma ozelligidir. Bu
ozellik E Dedekind tam olmak tizere oba(F, E') simfinin Riesz uzay1 olmasinin
dogal sonucudur. Bu iyi bilinen sonug ile devam edelim. Asagidaki teoremin

ispat1 (Schmidt} 1986) de bulunabilir.

Teorem 3.1.1 F, X in altkimelerinin bir kimeler cebiri ve E Dedekind tam
Riesz uzay olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(1) (oba(F, E), <) sirals vektor uzaydur, burada < kismi siralamast,

"uy < pg & Her A € F igin puy(A) < us(A)” noktasal siralamasidar.

(2) p1, 2 € oba(F, E) olsun. A ve 7, F’ den E’ ye asaqidaki gibi tanvmlansin:

A(A) = sup{pu(B) + p2(A\ B), B C A, B € F}
ve

7(A) = inf{y;(B) + p2(A\ B),BC A, B € F}.
Bu durumda A\, T € oba(F, E) dir.

(3) oba(F, E) Dedekind tam Riesz uzayidar.

Yukarida (2)’ de tamimlanan A\ ve 7 swrasiyla p; V ps ve g A pig sira siirh
olgiilerine kargilik gelir. Asagidaki sonug Teorem [3.1.1] in dogal sonucudur ve

(Schmidt, 1986)’da bulunabilir.

Sonug 3.1.1 u toplamsal ol¢tisunin sira sinirly olmast i¢in gerek yeter sart p’

nin Jordan par¢alanisinin olmasidar.
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Bu béliimiin geri kalaninda obca(F, E') simfini, oba(F, E) Dedekind tam Riesz
uzaymin alt uzay1 olarak ele alip, obca(F, E)'nin sira ve altuzay ozellikleri ile
ilgilenecegiz. Asagidaki énerme gercel degerli sayilabilir toplamsal oOl¢iilerden

esinlenerek Riesz uzay degerli sira sayilabilir olgiilere genisletilmisgtir.

Onerme 3.1.2 p € a(F, E) igin asaqidakiler denktir.
(1) p swra saylabilir toplamsaldar.
(2) F’ nin her A= |J A, € F sartini saglayan A,, artan kiimeler dizisi igin

n>1

0 — lim p(A,) = p(A)

(3) F’nin her A= (| A, € F sartum saglayan A, azalan kimeler dizisi i¢in

n>1

0 — lim i A,) = p(A)

n>1

o—limpu(A,) =0

Ispat: (1) = (2) p sira sayilabilir toplamsal olsun. (A,) artan dizisi A =
U A, € F sartim saglasin. (A,) dizisini yeniden diizenleyerek ikiger ikiser
n>1

ayrik By = Ay, By = Ay— Ay, ..., B, = A,— A, _1,..., olacak sekilde birlegimleri

A’ y1 veren (B,,) dizisini olugturalim. Bu durumda,

w(A) = p((J A =l Bn)

n>1 n>1
= 0~ 7}1_{120 21 1(Bi)
= o—limu(A,)

elde edilir.
(2) = (3) (A,) azalan dizisi A = [ A,, € F sartim saglasin. (A,,)¢ dizisi artan

n>1
dizisi (1)’in argiimanini sagladigindan

w(X —A) = p(X) —o—limp(X — 4,)
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esitliginden istenilen elde edilir.
(3) = (4) Bu kisim agiktr.
(4) = (1) g’ nin sira sayilabilir oldugunu gérmek i¢in B = |J B,, € F sartimu

n>1
saglayan JF’ deki B, ikiger ikiger ayrik dizisini alalim. Her n € N igin,

A, = UBm

m>n

olarak tamimlayalim. (A,,) azalan dizisi i¢cin () A, = 0 dir. (4)" den

n>1

0 = o— lim u(A,) =0— lim ,u(U B.,)

n—oo n—oo
m>n
n—1
= O—JL}IEO/L(B — ul By,)
n—1
= o= lim [u(B) = > p(Bn)]
m=1
oldugundan,
u(B) = u(Bn),
n=1

yani, p sira sayilabilir toplamsaldir.
obca(F, E)’ nin oba(F, E)’ nin bir altuzayi oldugunu kolayca gozlemleyebiliriz.
Bu alt uzaymm, sira anlaminda oba(F, E)'nin 6zel bir altuzay oldugunu,

(Schwartzl, [1989)” dan biliyoruz. Asagidaki teorem bu sonucu ifade etmektedir.

Teorem 3.1.2 obca(F, E) altuzay, oba(F,E) Dedekind tam wuzaywmin bir

wzdiusum bandidar.

Bu, her sira smirhi toplamsal ol¢ii sira siirh sayilabilir toplamsal ve sira
sayilabilir toplamsal olciilerin dik bileseni olan bir elemanin direk toplami

seklinde yazilacag1 anlamina gelir.

3.2 Sira Sinirli Toplamsal (“)lgiilere Tki Yaklasim

Toplamsal o6lgiilerin, tizerinde tanimh olduklar1 kiimeler cebirinin kardi-
nalitesinin, sira sinirl 6l¢ii olmalarinda nasil bir rol oynadigi, sorulmasi gereken
dogal sorulardan biridir. Riesz uzay degerli olciiler i¢in bir genellemesini
elde ettigimiz agagidaki teoremin gercel degerli versiyonu (Bade, |1958)" de

bulunabilir.
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Teorem 3.2.1 F, X ’in altkuimelerinin bir kimeler cebirt ve E Dedekind tam
Riesz uzayr olsun. Bu durumda asaqidakiler denktir:
(1) F sonlu kardinaliteye sahiptir.

(2) Her toplamsal v : F — E 6l¢iisti sira sinarly toplamsaldar.

Ispat: (1)=(2) E'nin Riesz uzay1 olmasimdan hemen elde edilir.

(2)=-(1) F’nin kardinalitesinin sonlu olmadigini ve her toplamsal y : F — E
olgiisiintin sira sinirli toplamsal oldugunu kabul edelim. Sira sinirli olmayan bir
olcii inga ederek celigkiye diisecegiz. F'nin elemanlarindan, ikiser ikiger ayrik
ve herbiri bogtan farkli olan bir (C,) dizisi alalim. Simdi her bir n € N igin
cn € C, secelim ve her bir n € N i¢in toplamsal gercel degerli bir 6l¢ii olan

pn : F — {0,1} dizisini,

1, ¢, € Aise
pa(A) =
0, ¢, ¢ Aise
olarak tanimlayalim. v : 7 — R toplamsal gergel degerli olciisi de
o0 7-(-'“
v(4) = 3 EopnlA)
n=1
ile tanmimlansin. ¢ = (g—:) ailesi rasyonel cisim iizerinde lineer bagimsiz

oldugundan lineer cebirden &’ yi gercel sayilarin bir 8 Hamel tabanina
genisgletebiliriz. Simdi e, E’nin pozitif bir elemani olsun. a : 28 — F dogrusal
dontigiimiinii,

ne, x € ¢ ise

0, ze&B\Eise

kuraliyla tanimlayalim. B gercel sayilar Riesz uzaynin simirlanan altvektor

alz) =

uzayidir. (Kantorovic, [1937)’den, o’ nmin gercel sayilara @ pozitif dogrusal

geniglemesi vardir. Simdi p : F — FE toplamsal o6l¢iistini, her A € F i¢in,

olarak tanimlayalim. Bu olgii sira smirli degildir. Bu celigski bizi F’nin
kardinalitesinin sonlu oldugu sonucuna gotiirtr.

Ashinda E Dedekind tam Riesz uzay1 oldugunda, Dedekind tam Riesz uzayi
yapist tegkil ettigini bildigimiz sira smirh olgliler smifini, yani oba(F, E)
uzayini, bir bagka acidan ele almamizi saglayacak agagidaki tanimla bu uzay ile
ilgilenmeye devam ediyoruz. Asagidaki tanimin gercel versiyonu (Bhaskara Rao

and Bhaskara Rao|, 1983)’ de bulunabilir.
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Tanim 3.2.1 pu, F kimeler cebirinde tanamlh, E Riesz uzay degerli toplamsal
ol¢ti olsun. F’ deki her ikiser ikiser ayrik (Ay) dizisi icin o—lim u(A,) = 0 ise
1’ ye s-swnarl olgii denir. F' den E’ ye tum toplamsal ve s-simarly ol¢ulerin

sinafiny sba(F, E) ile gosterelim.

Sira sinirhi toplamsal oOlciilerin, s-sinirli oldugunu gérmek kolaydir. u boyle bir

olcii ve (E;) ikiger ikiger ayrik dizisi F~ den almmig olsun.

n

(U B = D n(E) < sup{lu(A)] - A € F)

i=1
ifadesinden, o—lim;_, 1(F;) = 0 oldugu sonucuna varilir. Yani sira sinirli top-
lamsal ol¢iiler s-sinirhidir. Herhangi bir Riesz uzayinda tersi dogru mu sorusuna
kargilik cevabimiz negatiftir. Bunun igin Ornek ‘de tanimlanan ol¢liniin
s-sinirh ancak sira siirh olmadigi goriilebilir. Bu durumda oba(F, E) C
sba(F, E) igermesinin alt uzay anlamimda kesin oldugunu sdyleyebiliriz. Ancak
oOlctilerimizin deger aldigi Riesz uzay1 tlizerine yada smirlilik tanimlarina bazi
ek sartlar koyarak denklikler elde edilebilir. Bunun icin bir ka¢ tanima daha

ihtiyacimiz olacak.

Tanim 3.2.2 F Riesz uzayinda, (hy) dizisi azalamayan bir dizi olsun. Eger
her e € E igin |e| < thy olacak sekilde t > 0 gercel sayst var ise E uzayina

PR ozelligine sahip Riesz uzayr denir.

Kolayca goriilecegi iizere sira birime sahip her Riesz uzayr PR o6zelligine
sahiptir. Ancak sira birime sahip olmayan PR 6zelligine sahip Riesz uzaylar
da vardir. Bu baglamda sadece sonlu terimi sifirdan farkli olan dizilerden
olugsan cgg uzayr koordinat siralamasiyla ele alindiginda boyle bir Riesz
uzayima Ornektir. Asagidaki teoremin ispat1 (Schwartz, 1989)" daki Teorem

1 kullanilarak elde edilebilir.

Teorem 3.2.2 F, X in altkiimelerinin bir kumeler cebiri ve E Riesz uzain,
PR ozelligine sahip olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
(1) p: F — E toplamsal dl¢iist sira sinarlidar.

(2) p: F — E toplamsal 6l¢iist s-sinarlidar.

Yukaridaki teoremden E’ nin PR 06zelligine sahip Dedekind tam Riesz
uzay1 olmasi durumunun Riesz alt uzay anlaminda sba(F,E) = oba(F, E)

sonucunu verdigine dikkat edelim. O halde asagidaki sonug kaginilmazdir.
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Sonuc 3.2.1 F, X in altkimelerinin bir kimeler cebirt ve E Dedekind tam
Riesz uzay, swra birim elemana sahip olsun. Bu durumda oba(F,E) ile

sba(F, E) uzaylary aynidar.

3.3 Dis Olgii

Bu boltimde Riesz uzay degerli integral teorisini inga etmek i¢in bizim igin
onemli bir arag olacak ”"dig olgii” kavrami ile ilgilenecegiz. Bu boliim boyunca
X bogtan farkl bir kiime ve F bu kiime iizerinde taniml bir kiimeler cebiri, £
Dedekind tam Riesz uzay1 ve pu € oba(F, E) pozitif olacaktir. Ayrica é € E"

sabitlenmis kesin pozitif sira siirekli bir fonksiyoneli simgelesin.
Onerme 3.3.1 p* : p(X) — [0,00) fonksiyonu,
w(A) =inf{é(u(B)): AC B,B € F}
olarak tanimlanmas olsun. Bu kume fonksiyonu her kesin pozitif sira strekli
fonksiyonel i¢in genisletilmis gercel degerli bir dis 6l¢udiir.
Ispat: Oncelikle z*(0) = 0 oldugunu gérelim. Bunun icin,

0<inf{e(u(B)):0c B,Be F}<e(u®)=0

olduguna dikkat etmek yeterlidir. x*’ in monoton oldugunu gostermek icin

A C C C X olsun.
p(A) = inf{é(u(B)): AC B,B € F}

< inf{é(u(B)): AcCCB,Be€F}

= u(C)
Alt toplamsallik 6zelliginden énce her A € F igin p*(A) = é(u(A)) oldugunu
gorelim. Aslinda é(u(A)), énerme (iii)’ den {é(u(B)) : A C B,B € F}
kiimesi icin bir alt sinirdir. Diger taraftan,

p*(A) = inf{é(u(B)): AC B,B € F}
< e(u(A))

oldugundan p*(A) = é(u(A)) elde edilir. Alt toplamsallik i¢cin A, B C X ve

e > 0 verilsin. Bu durumda é(p(Ay)) < é(u(A))+5 olacak sekilde A C A, € F
ve B C B; € F vardir. Dolayisiyla,
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< p(A)+p*(B)+e.

elde edilir. € keyfi oldugundan, p*(AU B) < p*(A) + p*(B) sonucuna varilir.

Bu boliimiin baginda p’ yi oba(F, E)’ nin pozitif bir eleman olarak almigtik.
Aslinda verilen herhangi bir p € oba(F, E) igin bir p* dig 6l¢iisii iiretilebilir.
oba(F, E) Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan, her p € oba(F, E) i¢in |u/,
oba(F, E)’ nin pozitif bir elemani olacaktir. Yukaridaki prosediir |p| ile devam
ettirilirse istenilen dig 6l¢ii elde edilir. Tabi ki bu noktada sira siirekli dualin
zenginliginin de 6nem tegkil ettigini belirtelim. oba(F, F) Dedekind tam Riesz
uzayimin keyfi bir elemanindan dig 6l¢ii elde etme durumunu asagidaki onerme

ile incelemeye devam edelim.

Onerme 3.3.2 1y ve ps, oba(F, E)’ nin iki pozitif elemant olsun. Bu du-

rumda,
(1 + p2)™ = pi + 13

esitligi saglanar.
Ispat: p1 ve o oba(F, FE) nin iki pozitif elemani olsun. A C X igin,

(11 + p2)*"(A) = inf{é((1n + p2)(B)); AC B, B € F}
= inf{é(u(B)) +é(n2(B)); A C B, B € F}
> inf{é(11(B)); A C B, B € F}+inf{é(us(B)); A C B, B € F}
= 11(A4) + p3(A).

elde edilir. Sonug olarak, (u1 + pe)* > p + us. Diger taraftan € > 0 verilsin.

e(u(B1)) < pi(A) +§

1z (Ba)) < piy(A) + 5

olacak sekilde A C By € F, A C By € F vardir. Dolayisiyla,

(11 +p2)"(A) < e(( + p2)(B1 N By))
= &(p1(B1N By)) + é(u2(B1 N By))

< pi(A) + pp(A) e
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elde edilir. ¢ keyfi oldugundan, (pu; + po)* < pi + pd saglanir. O halde
(11 + p2)* = i + pb esitligi saglanir.
Yukaridaki onermeden hemen elde edilebilecek bir sonug ile bu boliimii nok-

taliyoruz.

Sonug 3.3.1 Herhangi bir i € oba(F, E) i¢in, |u|* = i + p saglaner.

3.4 Sifir Kimeler ve Sifir Fonksiyonlar

Bu boliimde klasik 6l¢ii teorisinde oldukg¢a onemli yere sahip sifir kiime
ve sifir fonksiyon kavramlarini, Riesz uzay degerli Olctiler ve fonksiyonlar i¢in
verecegiz. Bir sonraki boliimiin konusunu olugturacak bir ¢esit yakinsaklik elde
etmemizi saglayacak bu kavramlar, integrallenebilirlik tanimina giden yolda
epeyce yararlandigimiz kavramlar olacak. Bu bolimde X bostan farkli bir
kiime, F bu kiime tizerinde bir kiimeler cebiri ve p sira sinirli toplamsal bir

olcii olmak tizere, (X, F, ) ligliisii gosterimini 6l¢gii uzayi i¢in kullanacagiz.

Tanim 3.4.1 (X, F, p) 6l¢ii uzays verilsin. |p|*(A) = 0 kosulunu saglayan X’

in A altkiimesine p-sifir kumest denir.

p-sifir kiimelerin baz1 temel 6zelliklerinin verildigi agagidaki 6nermenin ispati,

onerme [3.3.1/den elde edilebilir.

Onerme 3.4.1 Bir (X, F, ) dlcii uzayinda asaqrdakiler saglanar.
(1) O bir p-sifur kiimedir.
(2) A bir p-sifir kiime ve B C A ise B de bir p-sifir kimedir.

(8) Sonlu tane p-sifir kiimenin birlesimi yine bir p-sufir kiimedir.

p-sifir kiitme kavramini kullanarak Riesz uzay degerli fonksiyonlar igin so6z

konusu olacak bir tanimla devam edelim.

Tamm 3.4.2 (X, F, p) olcii uzayn ve € € E™ sabitlenmis kesin pozitif sura
surekli bir fonksiyoneli simgelesin. f, g, h fonkisyonlari X’ de taniml ve E
Dedekind tam Riesz uzayinda deger alan fonksiyonlar olsun.

(1) Her ¢ > 0 verildiginde f i¢in |u|*({x € X : é(|f(z)]) > ¢€)}) = 0 kosulu
saglamyor ise f’ ye p-stfar fonksiyon denir.

(2) Eger f — g bir u-sifir fonksiyon ise f ile g hemen hemen her yerde
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esittir denir. Boyle iki fonksiyonu "f=g p-h.h.h.” ile gosterecegiz.
(3) Eger f < g+ h ve h bir u-sifir fonksiyon ise f , g tarafindan hemen
hemen her yerde domine ediliyor denir. Soz konusu siralama noktasal

swralamadar. Boyle ikt fonksiyonu ”f < g p-h.h.h.” ile gosterecegiz.

p-sifir kitme tamminda oldugu gibi p-sifir fonksiyon tamminda da é € E"
sabitlenmis kesin pozitif sira siirekli fonksiyonelin oynadig: role dikkat ¢ekmek
isteriz. Tabi ki her iki tanim da bu fonksiyonelin se¢imine baghdir. Ayrica
tanim (ii)” deki f=g p-h.h.h. bagimtisinin bir denklik bagintisi oldugunu
belirtmek isteriz. Asagidaki énerme p-sifir fonksiyonlarin bazi temel 6zellikleri
ile ilgilidir.

Onerme 3.4.2 Sabitlenmis kesin pozitif sura stirekli ¢ € E™ fonksiyoneli ve
(X, F,p) ol¢ii uzayr verilsin. X de tanaml ve E Dedekind tam Riesz uzayinda
degerli f, g, h fonksiyonlar: i¢in asagidakiler saglanar.

(1) Eger f ve g p-sufir fonksiyonlar, ¢ ve d birer gergel sayu ise cf + dg ve |f|
fonksiyonlary da p-sifir fonksiyondur.

(2) Eger f bir u-sifur fonksiyon ve |g| < |f] ise g de bir u-sifir fonksiyondur.

Ispat: (1) Keyfi bir £ > 0 verilsin ve f, g, ¢, d yukaridaki gibi olsun.
ul"({z € X 2 é(lef(z) + dg(x)]) >e)})

(" ({z € X é(le]|f(2)] + |d]|g(x)]) > €)})

<l e X e s @) > 50

U |ul({z € X : &(|g(x)]) > ﬁ)})
= 0.

IN

A\

Boylece cf +dg bir p-sifir fonksiyondur. Ayrica séz konusu noktasal siralamaya

gore |f|(z) = |f(z)| oldugundan |f|" de bir p-sifir fonksiyondur.

(2) f bir p-sifir fonksiyon ve |g| < |f] olsun. Bir h p-sifir fonksiyonu igin
lg] < |f] + h dir. (1)’den dolay1 | f| 4 h bir p-sifir fonksiyondur. Ayrica,

{reX:e(lg(@)]) >e)} c{r e X :e(|f(x)]+ hlz)]) > )}
oldugundan,

ul*({z € X -e(lg()]) > )}) < |pl"({z € X - e(||f(2)] + h(z)| > £)}) = 0
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elde edilir. Yani g bir p-sifir fonksiyondur.
Yukaridaki 6nerme p-sifir fonksiyonlarin smifinin X Riesz uzayinda, bir sira

ideal oldugu sekline okunabilir.

Uyar1 3.4.1 Here > 0 i¢in

{re X e(lf(@)]) >e)} c{z e X e([f(2)]) #0)})

oldugundan, eger f icin |p|*({z € X : é(|f(x)]) # 0)}) = 0 kosulu saglaniyorsa
fnin p-sifir olacagina dikkat edelim. Ancak bu kosul p-sifir olmaya denk
degildir. E=R, X =N, e =z ve F={A CN: A ya da A° sonlu} olsun. A
sonlu ise p(A) = 0, A sonlu ise u(A) = 1 kuralwyla verilen él¢iiyii ele alalvm.
f(n) = % albimirsa 7 nin p-sifir oldugu halde séz konusu sarty saglamadige

gorilir.

3.5 Puslu Yakinsaklhik

Daha once isaret ettigimiz yakinsaklik cesidi ile ilgilenecegimiz bu
boliimde sabitlenmis kesin pozitif sira siirekli € € E™ fonksiyoneli ve bir énceki
boliimdeki gibi olan (X, F, i) 6lgli uzay ile galigmaya devam edecegiz. Dede-
kind tam Riesz uzay degerli fonksiyonlar igin klasik anlamdaki sira yakinsaklik
ile de iligkili oldugunu kanitlayacagimiz puslu yakinsaklik kavraminin tanimini

vererek baglayalim.

Tanim 3.5.1 f, fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu X dzerinde tanimly ve FE

degerli olsun. Her ¢ > 0 i¢in

Tim [ ({r € X 2 &(|fu(a) — f@)]) > <)) =0
1se f, dizisi {7 ye puslu yakinsaktir denir.

Agagidaki Onerme hazy yakinsakligin p-h.h.h. anlaminda biricikligini ifade

etmektedir.

Onerme 3.5.1 Her birn € N wcin X7 den E’ ye tanwmly f,, dizisi, X den
E’ ye tamumlh f ve g fonksiyonlarna puslu yakinsak olsun. Bu durumda f = g
w-h.h.h. dir. Tersine f, dizisi f’ ye hazliy yakinsak ve f = g u-h.h.h. ise f,

dizist g’ ye puslu yakinsaktir.
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ispat: e > 0 verilsin. Ik kisim icin,

{reX:é(|f(x)—g(x)]) >} C {zeX:

|
—

[QoR3

(1fal@) = F@)) > 5

U {zeX:e([fulr) - (2)]) >

[QoN

ikinci kisim igin ise,

. . €
{reX:e(lfulr) —g@)]) > e} C {z € X :&(lfulz) = f(2)]) > S}
. €
U {re X e(lf (@) - gl@)) > 5}
ifadeleri ile dig 6lgiiniin monotonlugunu kullanip limit almak yeterlidir.

Puslu yakinsak dizilerin, cebirsel ve sira 6zelliklerini inceleyen agagidaki teorem

ile devam edelim.

Teorem 3.5.1 X’ den E’ ye tanwmlh f, ve g, dizileri, siraswyla X den E’ ye
tanmaml f ve g fonksiyonlarina puslu yakinsak olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanar.

(1) ¢ ve d iki gergel sayr olmak tizere cf, + dg, dizisi cf + dg fonksiyonuna
puslu yakinsar.

(2) fu NV gn dizisi [V g fonksiyonuna puslu yakinsar.

Ispat: (1) Dug 6lciiniin monotonlugu ile birlikte agagidaki icermeler icin limit

alindiginda istenilen goriiliir.

(reX = cfa(x) +dga(x) — cf (x) — dg(z)]) > &}
C{xEX:dMMﬂ—ﬂ@D>ja}
u{xeX:amww—mmD>j§}

(2) X Riesz uzayimnda Birkhoff egitsizliginin bir sonucudur. Yani,
[fuV gul < 1fu = f1 + 90 — 9l
esitsizligi ve her € > 0 igin,
{reX : é(fuVanlx)—fVy@))>e}

C freX :&llful@) — f@)) > 5}

U {zeX i &(lga@) - g(@)]) > 5}

icermelerinden istenilen elde edilir.



22

Bu boliimii X¥® Riesz uzaymnda sira yakisakhigin puslu yakinsakligi

gerektirdigini ifade eden teorem ile sonlandiriyoruz.

Teorem 3.5.2 f, dizisi f : X — E fonkiyonuna EX’ de sira yakinsak ise f,

dizist f fonksiyonuna puslu yakinsaktur.

Ispat: f, dizisi f fonksiyonuna sira yakinsak oldugundan her z € X icin E’
de p,(x) degerini alan ve n — oo iken p, | 0 olan, her bir x € X ve her n € N
icin, |fu(z) — f(2)| < pu(z) saglayacak p, dizisi vardir. é kesin pozitif sira

stirekli bir fonksiyonel oldugundan, é(|f,(x) — f(x)|) < é(p,(x))’ dir. O halde

lim é([fn(2) — f(2)]) < lim é(pn(z))

n—o0 n—o0

esitsizligi her bir z € X i¢in gecerlidir. Boylece,

T " ({z € X 5 &(1fu(o) = f(@)) > €}) =0

elde edilir. Yani f, dizisi f fonksiyonuna puslu yakinsaktir.
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4 RIESZ UZAY DEGERLI INTEGRAL

Bu boliimde Dig olgii ve Puslu yakinsaklik boliimlerinde yaptigimiz gibi
verilen kesin pozitif é € E™ fonksiyonelini kullanarak, Dedekind tam Riesz
uzay degerli basit fonksiyonun integralinden baslayip Dedekind tam Riesz uzay

degerli fonksiyonun integraline dogru ilerleyecegiz.

4.1 Basit Fonksiyonlarin integrali

Bu boliim boyunca X, bogtan farkli bir kiime F, X’ in altkiimelerinden
olugmusg bir kiimeler cebiri, E Dedekind tam Riesz uzayi, p € oba(F, E) olsun.
¢ : X — E fonksiyonu her bir i = 1,..,n i¢in ¢~ !({z;}) = A; € F olmak lizere
sonlu zy, s, ...,x, € E degerlerini aliyor ise ¢ fonksiyonuna E-degerli basit
fonksiyon diyecegiz. Asagidaki formiilii £-degerli basit fonksiyonun standart

gosterimi i¢in kullanacagiz.
p(x) = xa,wi
i=1

gosteriminde ¢~ '({z;}) = A; € F kiimeleri ayrik olmasa bile kolayca
ayriklagtirilip tekrar diizenlenebileceginden bu kiimeler hep ayrikmig gibi dav-
ranacagiz. 1k olarak E-degerli basit fonksiyonlar uzaymm noktasal islemlere
gore bir Riesz uzay1 yapisi tesgkil edecegi gozlemini yapalim. Simdi E-degerli

basit fonksiyonlarin E-degerli integralinin tanimini vererek baslayalim.

Tanim 4.1.1 ¢ : X — E, E-basit fonksiyon olsun. ¢’ nin integrali,
[ edeluh =Y e 4
i=1

ile tanimlanir. Bu vektori [ d(é,|pn|) ile gosterecegiz. Burada € @ |u|(A;)
anlama é(|u|(A;)) dir.

Agagidaki Onerme tanim de tamimlanan FE-degerli basit fonksiyonun
integralinin, F-basit fonksiyonun gosterimlerinden bagimsiz oldugunu soyle-

mektedir.

Onerme 4.1.1 Ejer her j = 1,..,m i¢in, y; # 0 ve p(x) = E;n:l XB, Y

E-degerli ¢ basit fonksiyonun baska bir gosterimi ise bu durumda,

m

/ od(@, |u) = S & ® [ul(B;)-y,

J=1
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esitligi saglanar.

Ispat: Eger
o(x) = ZXAi.m',
i=1
¢'nin standart gosterimi ise,
O=p—9=> Xaxi—Y X5U= > Xans (Ti—y)
i=1 j=1 i=1 j=1
oldugundan A; N B; # () durumunda x; = y; oldugu elde edilir. Bu yiizden,

n

doedul(A)a = Y Y é@|ul(Ain By).a

i=1 i=1 j=1

= > ) é®|ul(Ain By

j=1 i=1
m

= ZZ@ @ || (A 0 Bj).y;

j=1 i=1

= > e |ul(B)).y
j=1

elde edilir.
Tanim de ki E- degerli basit fonksiyonlarin integralin dogrusalligi kolayca
elde edilebilir. Ayrica p-h.h.h. egit basit fonksiyonlarin integrallerinin esit

olacagini belirtelim.
Onerme 4.1.2 Eger ¢, ve ¢ E-degerli pu-h.h.h. esit basit fonksiyonlar ise,
[watelud = [ oateln)
saglanar.
ispat: Oncelikle,
h(z) = Z X4, Tl
i=1
standart gosterimine sahip h sifir fonksiyonu igin

[ b luly =0

oldugunu gérelim. Bir ¢ € {1,...,n} i¢in z; # 0 oldugunu kabul edelim. ¢ > 0

sayist € < é(]z;|) olacak gekilde verilsin. h bir basit fonksiyon oldugundan
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{z €: é(Jh(x)]) > €} kiimesi, ayn1 i € {1,...,n} i¢gin A; kiimesini kapsayan F’
nin bir elemanidir. A’ nin sifir fonksiyon olmasindan,
ul*({z € e([n(z)]) > e}) = 0
saglanir. |u|*” i monotonlugu ve 6nerme m ispatindan
|u"(Ai) = é(|ul(A:)) = 0
sonucu elde edilir. Simdi bu sonucu ¢ — ¢ basit fonksiyonuna uygularsak,

istenilen elde edilmig olur.

Bir A € F kiimesi i¢in ¢ FE-degerli basit fonksiyonun integralini

[ oatelub = [ xava
notasyonu ile gosterecegiz. Asagidaki teorem FE-degerli basit fonksiyonlarin

ozelliklerini detayli bir gsekilde ifade etmektedir.

Teorem 4.1.1 (1) Eger ¢ E-degerli basit fonksiyon ise, her A € F igin,

/A b, u]) = /A bd(E, 1) + /A G

| / $d(Z, |ul)] < / 161d(Z, [u])

esitligi ve esitsizligi saglanar.

ve

(2) Eger ¢, X dizerinde E-degerli basit fonksiyon ve A € F i¢in, o > 0 p-h.h.h.
18€,
JEATEY
A

esitsizligi saglanar. Ozellikle ¢, X dizerinde E-dederli basit fonksiyon ve A € F
i¢in, @ > ¢ p-h.h.h. ise,

LAw@szAawmm

(3) ¢ ve ¢, X dizerinde E-degerli basit fonksiyonlar olsun. Her A € F ig¢in,

r[ﬂm«amw1éww@mw|s [ﬂwwwwu@wm
StAW+MﬂémD
< / ld(@, |ul) + / 6]d(e. )

esitsizlig saglanar.

esitsizlikleri saglanar.
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Ispat: (1) Terimleri yeniden diizenleyerek
J={i:1<i<nveux; #0}

alalim. Bu durumda,

/A Pl i) = D (A = 30 (a(A) + (4.

ieJ
= Y @A)+ E@ p_(A).x;
ieJ ieJ

=1 i=1

- [4¢d(é,u+)+[4wd(é,u)-

Esitsizlik ,

[ e ledl = 130 Az

< Zé ® || (As). |zl

- / Pld(E, [u]).

oldugundan istenilen elde edilir.

(2) Oncelikle ¢ > 0 p-h.h.h. ise ¢ > h olacak sekilde h sifir fonksiyonu vardir.
Boyle bir h basit fonksiyonunun integrali sifir oldugundan ve ilk egitsizlikden
istenilen sonuca varilir. Simdi biraz 6nceki prosediirii ¢ — ¢’ e uygularsak diger
esitsizlik de elde edilir.

(3) Istenilen esitsizlikler (1) ve basit fonksiyonun integralinin dogrusalhgindan
hemen elde edilir.

Simdi klasik Olgiiler i¢in onemli bir yere sahip olan mutlak yakinsaklik

kavramini Riesz uzay degerli 6l¢iilere genisletelim.

Tanim 4.1.2 p € oba(F,E) ve v, F’ de tanamle E degerli bir 6l¢i olsun.
A € F igin e(Jv(A)|) < € olsun. Eger é(|u](A)) < ¢ olacak sekilde " a bagl

bir 0 > 0 wvar ise v ol¢usune p’ e gore mutlak streklidir denir.
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Onerme 4.1.3 , E-degerli basit fonksiyon ise, her A € F igin,

v(4) = / A

ile tamamly v fonksiyonu sira sinwrl ve p’ ye gore mutlak surekli bir olgtidir.

ispat: Oncelikle »’ niin sira smrh bir ol¢ii oldugunu gosterelim. xg.0 = 0
oldugundan v(A) = 0’ dir. Toplamsallig1 gormek i¢in, ANB = olan A, B € F
kiimeleri i¢in

XAUB-Y = XA-¥ + XB-¢

egitliginin gecerli olduguna dikkat edelim. Ayrica her A € F icin teorem
(1)” den

V(A)] < / 161d(@, [u]) < /X 161d(E, 1)

ve E’'nin Dedekind tam olmasindan sira sinirli bir 6l¢ii oldugu sonucuna varilir.
Mutlak stirekliligi igin standart gosterimi ¢(z) = > | xa,.x¢ olan E degerli
basit fonksiyon i¢in

c=max{é(x;) : 1 <i<n}

olsun. Herhangi bir A € F icin,

A = |3 E® ul(A)al < D0 @ ul(A) Jui

ve boylece

n

e(lv(A)) = Zé ® |p|(A)-e(|z:i])

< ce®|pl(A)

Boylece v oOlgiisii 4’ ye gore mutlak siireklidir.
Asagidaki onerme FE degerli fonksiyonun integrallenebilirligi icin kilit rol

oynayacaktir.

Teorem 4.1.2 ¢, ve ¢,, X uzerinde tanmimly Dedekind tam E Riesz uzayinda
deger alan ve bir f fonksiyonuna puslu yakinsayan basit fonksiyon dizileri
olsun. Ayrica,

o= Jim_ [ 16, onld@luh =0~ lim_[len— euldleluh =0

m,n—0o
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda her A € F i¢in asagidaki limitler vardir

o — lim /(bnd(é, lu|) = 0 — lim /sond(é,\u\)
n—00 n—oo

esitligi saglanar.

ve

Ispat: Oncelikle Teorem 1/ (1)" den her A € F igin

| / oud(é, |u]) — / omd(? 1] < /X o — mld(, 1))

her m,n > 1 ig¢in saglanmir. Aym esitsizlik ¢, yerine ¢, yazildiginda da
gecerlidir. £ Dedekind tam oldugundan s6z konusu sira limitleri vardir. ispatm
geri kalaninda bunlarin esit oldugunu goseterecegiz. Bunun igin adim adim
gidecegiz.

L. gn = |on — ¢n| ve v (A) = [ 1 9nd(€, |p]) olarak tanimlansim. Onerme ’
den her n € N igin v, sira sinirh ol(;udur.

2. §imdi v, dizisinin her A € F igin sira yakinsak oldugunu gosterelim. Teorem

4.1.1{ (3)’ den,

() = o] = | [ T = 0nldle ) = [ T = Guld(E )
< [ low om0 — ol
< [ lou=enld@ i + [ 10w 6uld.
< [ low = enld@ 1) + [ 160 = (el

oldugundan v,, dizisi her A € F i¢in sira Cauchy oldugu sonucuna ulagilir.
E Dedekind tam oldugundan her A € F i¢in v, sira yakinsaktir. Simdi her
A € F i¢in sira yakinsadigr degerlerin tegkil ettigi fonksiyona 7 diyelim. 1’ nin
E degerli bir ol¢ii olacagina dikkat edelim.

3. Geri kalan kisimda her A € F i¢in n(A) = 0 oldugunu gosterecegiz.
Clunki eger boyle ise,

| / ond(, 1)) — / AT / o — Buld(Z, [1]) = va(A)

oldugundan ispat tamamlanmig olacak.

4. Simdi 7" nin @’ e gore mutlak siirekli oldugunu gosterelim. ¢ > 0 verilsin.
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Sira limit tammmindan her bir A € F i¢in
v (A) = n(A)| < pn(A)

olacak sekilde p,(A) J 0 dizisi bulunabilir. Burada E’ deki sira yakinsaklik £~

deki sira yakinsakligi gerektireceginden, n > ny oldugunda

é(lvn(A) —n(A)]) <

DO ™

olacak gekilde A € F’ den bagimsiz bir ny € N bulunabilecegine dikkat edelim.

Y
0

Up, I i’ e gore mutlak siirekliliginden, her bir A € F i¢in é(|vy, (A4)]) <

3
oldugunda é(|u|(A)) < § olacak gekilde 6 > 0 vardir. Ayrica her bir A € F
icin,

[n(A)] < 1(A) = vny (A)] + v (A)

saglanir. Yukaridakiler ve €'nin kesin pozitifliginden,

e(ln(A)) < e(In(A) = vng(A)]) + e(lvm, (A)])

<5+5
2 2

sonucuna ulagilir. Yani n, @’ e gore mutlak stireklidir.
5. Yukarida yapilanlar 6zetlenmek istenirse:

A€ Figin e > 0 sayist é(|n(A)|) < e olacak sekilde verildiginde, é(|u|(A)) < 6

olacak gekilde § > 0 bulanabilir. Ayrica ayni € > 0 sayisi i¢in,
é(lm(B) =n(B)|) < ¢ (1)

olacak gekilde B € F’den bagimsiz bir ny € N vardir.
6. é(|n(X)]) = 0 oldugu sonucuna varmak istiyoruz. Ciinkii bu durumda &’ nin

kesin pozitifligi her A € F igin n(A) = 0 oldugunu gerektirecek. Bunun igin,
A ={z € X : gy,(z) = 0}

olsun. g,, E-degerli bir basit fonksiyon oldugundan A¢ € F olmalidir. Ayrica
Uno(A°) = 0 oldugu v, tanmimindan hemen elde edilir. 5. adimdan keyfi bir ¢ >
0 sayist igin €(|n(A°)]) < e elde edilir. Bu gozleme tekrar ihtiyag duyacagimizi
hatirlatmak isteriz. Eger é(|n(A)|) = 0 ise, bu durumda,

e(In(X)]) = e(In(A) +n(A9)]) < e(in(A)]) + e(|n(A%)]) < e
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elde edilir. Yani é(|n(A)|) = 0 durumu igin ispat tamamlanir.
7. Simdi é(|n(A)]) > 0 durumunu inceleyelim. Teorem [3.5.1 den (g,,) dizisinin
0’a puslu yakinsadigini biliyoruz. € > 0 verilsin. O halde 6 > 0 nasil verilirse

verilsin, n > n; oldugunda,
ul"({z € X = e(lgn(x)]) > 5
olacak n; € N dogal sayis1 vardir. Simdi

B = {re X llgn(o)l) > 2}

(1l (A))

olsun. g,,, F-degerli basit fonksiyon oldugundan, B¢ € F’ dir. Ayrica eger

x € Bise é(|gn(r)]) < gpjay olacagma dikkat edelim. || niin sira simrh

pozitif 6l¢ii olmasindan ve €’ nin pozitifliginden,
e(lul(ANB)) < |u*(B°) <o
dir. »” nin p’ ye gore mutlak siirekliliginden,
é(ln(AnB)|) <e (2)

elde edilir. Simdi ny = max{ng, n1} olsun. (1)) esitsizliginde A N B yazilirsa,

é(In(AN B)|) <e+eé(lvn, (AN B))) (3)
ve UV,, ve B kiimesinin tanimlarindan,
(v, (ANB)|) < e (4)
elde edililir. Simdi [2] 3] [4] esitsizlikleri ve (6)’ daki gozlem ile birlikte,
e(In(X)]) < e(In(An B)|) + e(In(AN BY)|) + é(|n(A%)]) < 4e

elde edilir. € keyfi oldugundan ispat tamamlanir.

Onerme 4.1.4 Basit fonksiyonlarin p, : X — E dizisi sifir sabit fonksiyona
EX uzaynda azalarak veya artarak yaklassin. Bu durumda [ ppd(é,|u|) dizisi

E’ nin sifirina azalarak veya artarak yaklasir. Yani,

po 110 = / Pad(@, 1)) 110

saglanar.
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ispat: Ispat1 azalan durum icin yapacagiz. Artan durum icin de benzerdir. J
kiimesini, J := {A C N : A sonlu} olarak tamimlayalim. Her bir n € N igin
pn’ nin tanimh oldugu X’in F’ deki pargalamgini, I € J olmak iizere (A?);c;
kiimeleri ile gosterelim. Burada |I| ile I’ min eleman sayisin gosterelim ve her
bir € ®@ |u|(X)(p} + .. —l—p|”1|) i¢in, p,,” nin bu parcalinigda aldigi degerleri p? ile
gosterelim.
[l = Y ewlulan)
iel
= [e®[ul(A7)p) + ... + €@ |ul(ATp).pp]

IN

e [pul(X) (P! + - +pp)

ifadesinin her n € N igin saglandigina dikkat edelim. Simdi (p,,) dizisinin EX’
de sifira azalmasi I € J pargalamigindan bagimsiz olarak, (pf);c; dizisinin E

de sifira azalmasini gerektireceginden,

0t { [ pod(@, )} < (& ® [l (X0 + .+ pfy) s € N} =0

sonucuna ulagilir. Artan durumuda benzerdir.
Simdi FE-degerli artan ya da azalan basit fonksiyonlar ic¢in sira limit ile

integralin yer degisebilecegini ifade edelim.

Teorem 4.1.3 Basit fonksiyonlarin azalan veya artan f, : X — E dizisi, bir
[ X = E fonksiyona EX uzaymnda sira yakinsak ise [ p,d(é, |u|) dizisi de E

Riesz wzayinda [ fd(é, |p|) elemanina sira yakinsaktor.

Ispat: Basit fonksiyonlarm (f,,) dizisi azalan ve sira limiti f olsun. Bu durumda
(Zaanen, |1997) de goriilecegi tizere (f,) dizisi f’ e azalarak yaklagir. O halde
(fn — f) dizisi sifir sabit fonksiyonuna azalarak yaklasir. Onerme ’ dan
J(fn— f)d(é,|u]) dizisi E’ de sifira yaklagir. Basit fonksiyonun integralinin ve

sira limitin dogrusalligindan istenilen elde edilir.

Onerme 4.1.5 f: X — E basit fonksiyonu i¢in asaqidakiler saglanar.

(1) v:F — E swra simrl 6l¢isi igin |v| < |u| ise her A € F i¢in,

/A fd(@, v)) < / Fd(@, )

esitsizlige gecerlidir.

(2) [, E’ nin stirekli sira dualinden alinmas pozitif ve | < & sartine saglayan bir
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fonksiyonel olsun. Bu durumda,

/A F, ) < / Fd(@, ul)

esitsizlig saglanar.

Ispat: (1) |v| < |u| olsun. Bunun anlami her A € F icin, |v|(A) < |u|(A)
olmasidir. O halde
ol = Yol

i=1
n

< Z € @ |u[(A).2;

= Zcbd(é, 1)

elde edilir. (2)” de benzer sekilde ispatlanir.

4.2 Integrallenebilirlik

Bu bélimde F Dedekind tam Riesz uzayr degerli bir fonksiyonun
integrallenebilirligi ile ilgilenecegiz. Boyle fonksiyonlarin integrallenebilirligini
tanimlayabilmek i¢in gecen boliimiin sonunda yer alan Teorem den giic

alacagiz. Bu bolimde de (X, F, u) uzaymdan anlamamiz gereken ayni olsun.

Tanim 4.2.1 (X, F,pu) bir 6l¢ii uzayr olsun. Eger X dizerinde tanaiml ve E
degerli f fonksiyonu i¢in asagidaki iki sart saglamir ise f’ ye u’ ye gore
integrallenebilir ya da kisaca integrallenebilir diyecegiz:

(1) 7 ye puslu yakinsayacak E-degerli basit fonksiyonlarin bir (f,) dizisi

vardar.

(2) Bu (f,) igin, 0 —limy, ysoo [ | — frld(€, |u]) = 0 saglanar.

Eger f 1 e gore integrallenebilir bir fonksiyon ise f’ nin integrali £’ de bir

vektordir. [ fd(é, |u|) ile gosterecegimiz bu deger,

o~ lim [ fdelu) = [ 1.l

ile tammhdir. Burada séz konusu E-degerli basit fonksiyonlardan olugmus (f,,)
dizisine f’ nin belirleyici dizisi denir. Teorem |4.1.2[ den bildigimiz tizere,
boyle bir fonksiyonun integrali belirleyici diziden bagimsizdir. Her E-degerli

basit fonksiyonun integrallenebilir olduguna dikkat edelim. f, E-degerli basit
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fonksiyon ise belirleyici dizi olarak her n € N icin f sabit degerini alan f,
dizisini alabiliriz. Bu durumda gecen boliimdeki E-degerli basit fonksiyonun

integral tanimini elde etmis oluruz.

Uyar1 4.2.1 Eger f integrallenebilir bir fonksiyon ise bir A € F i¢in xaf nin
de integrallenebilir olduguna dikkat edelim. Eger (f,,), f nin belirleyici dizisi ise
Xafn, xaf nin belirleyici dizisi olacaktir. Dolaiusiyla bu durumda [, fd(€, |u|)
gosterimini,

[ sl = [ xarace

wein kullanacagiz.

Onerme 4.2.1 f X — FE fonksiyonu p’ ye gore integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. Asaqidakiler saglanar:
(1) v:F — E sura simarl 6l¢isi i¢in |v| < |u| ise f fonksiyonu v’ ye gére de

integrallenebilirdir. Ayrica her A € F igin,

/A fd@, v)) < /A Fd(@, )

esitsizlige gecerlidir.
(2) [, E’ nin stirekli sira dualinden alinmas pozitif ve | < & sartine sadlayan bir

fonksiyonel olsun. Bu durumda,

/A Fi ) < / Fd@, ul)

esitsizligt saglanar.

Onerme 4.2.2 f integrallenebilir bir fonksiyon ve (f,,), f nin belirleyici dizisi

olsun. Bu durumda her bir n € N i¢in, f,, — f integrallenebilirdir ve,
o=t [ 1fu = 7l ul) =0
esitligi saglanar.
ispat: n dogal sayisini bir an i¢in sabit olarak alalim. Bu durumda hemen

goriilecegi lizere f, — f,n, dizisi m — oo iken f,, — f fonksiyonuna puslu yakinsar.

Ayrica |f, — fm| her bir m € N i¢in E-degerli basit fonksiyon oldugundan
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integrallenebilirdir. |f, — f| icin, |f, — f| belirleyici dizisini alir ve f'nin

integrallenebilirligini kullanirsak,

n—oo

o= Jim [1f, = fldE 1) = o lmlo~ tim [ 1~ f1d(E |ul)

n,Mm—00
Boylece istenlen elde edilir.
Simdi tanim[4.2.1] de verilen integrallenebilirligin 6zelliklerini ele alan asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 4.2.1 (X, F, ) bir 6l¢i uzayr olsun.
(1) f, E-degerli i’ e gore integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f

[y ve pu_ olcilerine gore de integrallenebilirdir. Ayrica her A € F igin,

/A Fd(@, |ul) = / Fd(@ 1) + / Fd(e )

esitligi gecerlidir.

(2) Eger f,g E-degerli i’ e gdore integrallenebilir fonksiyonlar ve c¢,d € R
olmak tizere cf + dg ve |f|, f+, f—, fV g, f A g fonksiyonlar: da p’ e gore
integrallenebilirdir. Ozellikle her A € F 1¢in,

| / Fd(e, |ul)] < / 1, )

/A of +dgd(z, ) = ¢ / Fd(e, ) +d / gd(2, 1))

ve

v

/A Fd(e, ul) + / gd(2, ) = / £V gd(, ) + / £ A gd(&, lul)

v
[ gt = [ sudelul) = [ ae e
A A A

esitsizligi ve esitliklert saglanar.

(3) Eger f, X tizerinde E-degerli i’ e gore integrallenebilir fonksiyon ve A € F
wcin, [ >0 p-h.h.h. ise,

[ raeuly 0
A
esitsizlidi saglanir. Ozellikle g, 1’ e gore integrallenebilir fonksiyon ve A € F

icin, [ > g p-h.h.h. ise,

/A Fd@, ul) > / gd(&, |u)
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esitsizlig saglanar.
(4) f ve g, X tizerinde E-degerli i’ e gére integrallenebilir fonksiyonlar olsun.

Her A € F i¢in,

| / |l ) — / 9ld@, |u])] < / 1£] = lglld(, 1))
< / f + gld(@, |ul)

/A |l ) + / l9ld(, 1))

IN

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat: (1) (fn), i’ e gore integrallenebilir olan f i¢in belirleyici dizi olsun.
Aslinda py < |u| ve p— < |u| oldugundan (f,), py ve p_ Olgiilerine gore de

)

f icin belirleyici dizidir. Dolayisiyla f, p, ve u_’ e gore integrallenebilirdir.

Teorem [£.1.1] den her A € F igin,

[ sa@luh = o= lim [ el
— o=t [ [ fud(es) + [ fudpo)

n—00

— o=l [ fdep) o= in [ @)
oo n—oo

n—
S NG VS
A A
sonucuna ulagilir.
(2) Esitsizligi gosterelim. (f,) dizisi, integrallenebilir olan f i¢in belirleyici
dizi olsun. Teorem [3.5.1] (2) ve teorem [4.1.1] (3)" den (| f,|) dizisi de |f] icin
belirleyici dizidir. Ayrica teorem [4.1.1] (1)’ den her A € F igin,

[ salal = o= Jim | [ e lul)
< o= lm [ Ifulde.lul)
— [ Ifiaelu
A

elde edilir. I1k esitlik E degerli basit fonksiyonlarmn integrallerinin dogrusalligimdan
hemen elde edilir. Tkinci esitlik icin sirasiyla (f,) ve (gn) dizileri, f ve ¢ icin
belirleyici diziler olsun. Teorem m (3)” den biliyoruz ki (f, V ¢g,) dizisi fV g

fonksiyonuna puslu yakinsar. Ayrica,

/ 1V G = fon ¥ guald(, 1)) < / fo — F1dE. ) + / 190 — gld(@, )
A A A
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oldugundan (f, V g,) dizisi f V ¢ fonksiyonu igin belirleyici dizidir. Benzer
olarak (f, A g,) dizisi de f A g fonksiyonu igin belirleyici dizidir. Dolayisiyla
f+9=fVg+ fAgoldugundan ve ilk esitlikten istenilen sonuca ulasilir. Son
esitlik icin g = 0 almak yeterlidir.

(3) xa.f > 0 p-h.h.h. oldugundan, h + x4.f > 0 olacak sekilde bir h sifir
fonksiyonu vardir. Eger (f,,) dizisi, f” nin belirleyici dizisi ise dnerme ’den
Xa-fn de h+xa.f i¢in belirleyici dizi olacaktir. Burada (h+xa4.f)s = h+xa.f
ve bu fonksiyon igin (x 4.f,)+  nin belirleyici dizi olduguna dikkat edelim. Simdi

teorem [4.1.1] (2) ve integralin dogrusallagindan,

[ raul) = o= lim [ xafudielu)

A
— o= Jim [(h xacfu)d(E )
= [ xas)de )
SRS (CONARTAMEY:

oldugundan istenilen sonuca ulagilir. Geri kalan kisim i¢in x4.(¢ — f) almak
yeterlidir.
(4) Teorem [4.1.1] (3)" den hemen elde edilir.

Onerme 4.2.3 f, E-dejerli i’ e gore integrallenebilir fonksiyon ise, her A €
F ic¢in,
() = | faeul)

ile tanwmly v fonksiyonu sira sinarly ve p’ e gore mutlak strekli bir olgidir.

ispat: v’ niin toplamsal oldugu aciktir. Sira sinirh oldugunu gormek igin, her
A € F i¢in,

(A =1 [ salul < [ 171 1)
egitsizligine bakmak yeterlidir. Jimdi mutlak stirekliligi gosterelim. ¢ > 0

verilsin. Onerme [£.2.20 den

& / 1 — gld(&, |ul)) < ¢

olacak sekilde ¢ basit fonksiyonu vardir. M gercel sayisi, her x € X icin

é(lg(w)]) < M olacak sekilde secilsin. §imdi A € F icin é(|u|(A)) <6 =
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oldugunda,

A < & / 1A, Ju)

< & / 1 = gld(& Jul)) + & / gld(E, 1))
< & / 1 — gld(&, lul)) + M.&(ul(A)

4 g
< e+ M —

M

oldugundan v mutlak stireklidir. Ayrica v sira sinirh 6l¢ii oldugundan,
1 1
v = g4 ) ve v = L~ )
gecerlidir.

Onerme 4.2.4 X dzerinde tanwmh E-degerli p’ e gore integrallenebilir f
fonksiyonun sifir fonksiyon olmasi i¢in gerek yeter sart f’ nin integrallenebilir
ve [|fld(é,|u]) = 0 olmasidir. Ayrica eder f integrallenbilir ve g fonksyonu
icin f = g p-h.h.h. ise g’ de integrallenebilirdir. Ayrica her A € F ig¢in,

[ sl = [ ice1ul)

saglanar.

ispat: Eger f sifir fonksiyon f, = 0, sabit dizisi f’ nin belirleyici dizisidir.
Boylece [|f|d(é,|p]) = 0 elde edilir. Diger taraftan f integrallenebilir ve
J1f1d(é,|u]) = 0 olsun. Burada f i¢in (f,,) belirleyici dizi olsun.

o~ lim [ fud(é|ul) =
n—oo
olduguna dikkat edelim. Verilen bir 6 > 0 ve n € N igin,
An(6) ={z € X : &(|fu(z)]) > 6}

Fu(0) = {x € X - é(|fulx) = f(2)]) > 6}

kiimeleri yukaridaki gibi tanimlanmig olsun. Her n € N i¢in f,, basit fonksiyon

oldugundan A, € F’ dir. Ayrica,

LTy T
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oldugundan ve €’ nin kesin pozitifliginden,

é(/ | Fuld(€, |p])) = é(/An(&) | fald(&, [ul)) = é(lpl(An(9)))-0

elde edilir. Sonug olarak,

o — Tim &(|jul(A.(5))) = 0

n—o0

ve f,” nin puslu limitinin f oldugundan dolay,

0 — lim []*(F,(5)) = 0

n—o0

saglanir. Boylece her n € N igin,

ul"({z € X - e(lf(2)]) > 20}) < [ul"({z € X : &(|fulz) = f(2)]) > 0})
+ " ({z e X e([ful2)]) > 03)

gegerli oldugundan n — oo i¢in bu degerler 0’a yakinsar.Sonug olarak § keyfi

oldugundan,
ul"({z € X - e(|f(z)]) > 26}) =0

sonucu elde edilir. Yani f sifir fonksiyondur. Geri kalan kismi igin f yerine

f — g almak yeterlidir.
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5 STONE KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde Riesz uzaylari teorisinde onemli yere sahip iki gosterim
teoremi ile ilgilenecegiz. Bu teoremler Maeda-Ogasawara ve Kakutani-Krein
gosterim teoremleri olarak bilinmektedir. C'(X) gésterimini tikiz bir topolojik
uzay olan X kiimesinden gercel sayilara giden tiim siirekli fonksiyonlar igin
kullanacagiz. Boyle bir C'(X), Riesz uzay1 yapisi tegkil etmektedir. S6z konusu
gosterim teoremleri, Arsimedyen Riesz uzaylarini birer C(X) uzay1 veya C'(X)’

in baz1 0zel altuzaylar1 olarak gormemizi saglar.

5.1 Maeda-Ogasawara Uzay1

Maeda-Ogasawara gosterim teoremi, herhangi bir Arsimedyen Riesz
uzayima, Stone uzayinda tanimh genisletilmig siirekli fonksiyonlar ile yaklagimi
miimkiin kilmigtir. Bu béliimde, bu gosterim teoremi ve bu teoremle ilgili
ifadeler ile ilgilenecegiz. Ihtiyacimz olacak bazi topolojik tammlar ile bu

boliime baglayalim.

Tanim 5.1.1 X topolojik uzaynda her agik kumenin kapanist ac¢ik ise bu

topolojik uzaya asiry baglantisiz uzay denir.

Tanim 5.1.2 Tikiz, Hausdorff ve asiri baglantisiz X topolojik uzayina Stone

uzayr denir. Bu isim M. H. Stone’ dan dolayidur.

Tum ayrik topolojik uzaylar agir1 baglantisiz uzaylara ornektir. Ayrica ayrik
topolojik uzaylarm Stone-Cech tikizlagtirmalar1 Stone uzaylarina ornektir.
Ornegin dogal sayilar icin AN boyle bir uzaydir. Asagidaki 6nerme S topolojisi

ile C(S) sira yapisi arasindaki iligki ile ilgilidir.

Onerme 5.1.1 Asaqidakiler denktir.

(1) S Stone uzayudur.

(2) C(S) Dedekind tam Riesz uzaydar.
(8) C(S)’ deki her bant izdisim bandudur.

Simdi S bir Stone uzayr olmak iizere C*(S) olarak bilinen ve Maeda-

Ogasawara teoreminin konusu olan uzay ile ilgilenmeye baglayalim.
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Tanim 5.1.3 S aswre baglantisiz bir uzay olmak dzere f : S — [—00,00]
stirekli fonksiyonu igin f~1(R) kimesi S’ de yogun ise f fonksiyonuna stirekli
genigletilmis fonksiyon denir. Burada [—o0, 0], gercel sayilarin iki nokta

tikizlastiriimasidr.

Bir S Stone uzay1 iizerinde tanimli, siirekli genisletilmig fonksiyonlarin kiime-
sini C*°(.9) ile gosterecegiz. C'*°(S) bir kiime olmanin 6tesindedir. Bunu gérmek
icin (Aliprantis and Burkinshaw, 2003))’de bulunabilecek agagidaki onermeyi

verelim.

Onerme 5.1.2 S bir Stone uzays ve O kiimesi S’ in agik bir altkimesi olsun.
Eger f : O — R siirekli bir fonksiyon ise f nin, O’nun kapanisi olan O’ dan

[—00, 00| kiimesine tek bir sirekli genislemesi vardur.

S bir Stone uzay1 olmak iizere Riesz uzay1 yapisi tegkil ettigini bildigimiz C'(S)
uzaymin tiim elemanlarini hatta tiim noktasal iglemlerini [—o00, 00|’ e siirekli
genisletebilecegimizi onerme yardimi ile soyleyebiliriz. O halde C'*(S)
uzayl, f,g € C*(S) ve a € R olmak iizere,

fra=(+9lr®ng1(m

ve

(af) = (af)l;1m)

islemleri ile bir vektor uzaydir. Burada f~!'(R) N ¢~ *(R) kiimesinin S’ de agik
ve yogun olduguna dikkat edelim. C*°(S)’ deki siralamayr C(S) uzaymnda
oldugu gibi noktasal siralama olarak alahm. f,g € C°°(S) elemanlar igin
[V g vektoriinii, f ve g’'nin f~}(R)N g~ (R) tizerine kisitlaniginin 6nerme m
anlaminda siirekli geniglemesi olarak tanimlarsak, C'*°(S) uzay1 s6z konusu
iglemler ve siralamaya gore Riesz uzay yapisi tegkil edecektir. Bu uzay1 daha

iyi anlamak i¢in baz1 tanimlara ihtiyacimiz olacak.

Tanim 5.1.4 E Riesz uzaymmn bostan farkly ve elemanlary birbirlerine dik
elemanlardan olusan her altkimesinin supremumu var ise E’ ye lateral tam

Riesz uzayy denir.

Tanim 5.1.5 Dedekind tam ve lateral tam E Riesz uzayina evrensel tam

Riesz uzayy denir.
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Argimedyan olmayan lateral Riesz uzayi 6rnegi icin gercel diizlemi, sozliik
siralamasiyla diigtinebiliriz. Lateral tam Riesz uzayin bazi ozelliklerini agagidaki

teoremden anlayabiliriz.

Teorem 5.1.1 E lateral tam Riesz uzay ise asaqidakiler dogrudur.
(1) E’ deki her bant kendi basina bir lateral tam Riesz uzayidar.
(2) E Arsimedyen ise zayf sira birimi vardar.

(8) E Arsimedyen ise her bant temel bandtur.

Agagidaki genigleme teoremi lateral ve evrensel tam olamayan uzaylarin bu

anlamdaki tamlaniglarinin nasil olacag ile ilgilidir.

Teorem 5.1.2 E Dedekind tam ve F Arsimedyen lateral tam Riesz uzaylar,
[ E — F sira strekli bir Riesz homomorfizmast olsun. Eger Arsimedyen M
uzaymda, E sira yogun ise bu durumda f’ nin tek turli belirli bir sira strekl

Riesz homomorfizma genislemest vardar.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, sirasiyla £ ve F; Arsimedyen evrensel
tam Riesz uzaylar1 F ve F” nin sira yogun ve Riesz izomorfik altuzaylar: olsun.
Bu durumda F ve F’ de Riesz izomorfiktir. Bu sonug bize bir Argimedyen

Riesz uzayimin evrensel tamlanigindan bahsetmemize neden olur.

Tanim 5.1.6 Eger E Riesz uzayr, evrensel tam F uzayinwn bir sira yogun alt
uzaywna Riesz izomorfik ise F' uzayina E’ nin evrensel tamlanigy denir. F

Riesz uzayinin evrensel tamlamisine £ ile gosterecegiz.

Tabi ki tamlanigtan s6z etmisken Dedekind tam olmayan Arsimedyen Riesz
uzaylarinin da Dedekind tamlaniglarinin oldugunu ifade etmek gerekir. Bunu

yaparken ki metod yukaridakiyle aynidir.

Tanim 5.1.7 Dedekind tam F uzayina asagidaki sartlar saglandiginda E nin
Dedekind tamlanasr denir:.

(1) F’ nin E Riesz uzayina izomorfik olan bir G Riesz altuzayr vardar.

(2) Her f € F igin

f=sup{lgeG:g< ft=inf{geG:g=f}

esitlikleri G’ deki sup ve inf i¢in saglanwr. Ayrica boyle bir F uzayin eger var

ise E° ile gdsterecegiz.
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Asagidaki teoremin ispat1 (Luxemburg, (1979)’da bulunabilir.

Teorem 5.1.3 Her Arsimedyen E Riesz uzaywmn bir E° Dedekind tamlanas:

vardir. Eger F’ de E 'nin Dedekind tamlanisi ise E° ile Riesz izomorfiktir.

Yukaridaki teoremi evrensel tamlik igin tekrar yazabiliriz. Simdi (Buskes and
Van Rooij, |1996)’ dan elde edilen bu tamlanmiglar arasindaki iligkiyi veren bir

sonucu yazalim.
Teorem 5.1.4 E Asimedyen Riesz uzay icin E°,E*’ da bir sira ideal dir.

Simdi Maeda-Ogasawara gosterim teoremi olarak bilinen 6nemli teoremi ifade

ederek bu boluimu sonlandiralim.

Teorem 5.1.5 E Argimedyen bir Riesz uzayi olsun. C*°(S) ile E nin evrensel
tamlanigy olan E*’ nun Riesz izomorfik oldugu bir S Stone uzayr vardir. Bu S
uwzayina E’ nin Maeda-0Ogasawara uzay: denir ve bu kosulu saglayan baska

bir K topolojik uzayr var ise S ile K homeomorfiktir.

5.2 Kakutani-Krein Uzay1 ve Merkez Ideal

Bu bolimde Riesz uzay teorisindeki bir diger gosterim teoremini ve bir
Riesz uzaymin merkez idealini konu edecegiz. S’ nin topolojisinin, C'(S)’in sira
yapisiyla olan iligkisi ile ilgilencegiz. Bu boliimde S tikiz Housdorff topolojik

uzay olsun. Baz1 gerekli tanimlar ile baglayalim.

Tanim 5.2.1 ||| : E — R, fonsiyounu E Riesz uzayinda |f| < |g| oldugunda

£l < llgll 6zelligine sahip bir norm ise bu norma Riesz normu denir.

Eger E Riesz uzay iizerinde tanimhi Riesz normuna gore Banach uzayi ise E’ye

Banach 6rgiisii denir. Banach orgiileri i¢in (Nieberg, (1991)’e bakilabilir.
Tamim 5.2.2 ||.|| Riesz normu, E Riesz uzayinda her f,g € E, i¢in

17V gl = max{|[ £1], lgll}

ozelligine sahip bir norm ise, bu norma M-normu denir. Boyle bir norm ile

Banach uzayr olan Riesz uzaylarina soyut-M uzayr denir.
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Aslinda e sira birime sahip, E Riesz uzay1 agagidaki gibi tanmimlanan ve sira
birimin tirettigi bir norm ile M-normlu uzay olarak ele alinabilir. Bu norm sira

birimin iirettigi norm olarak bilinir ve her f € F i¢in,

[flle = {a e R: [f] < alel}

ile tamimlanir. Yani e sira birime sahip her E Riesz uzay1 ||.||. normu ile birlikte

M-normlu uzayidir.Asagidaki énerme (Nieberg), 1991))" de bulunabilir.

Onerme 5.2.1 Eger E sira birime sahip dizgin tam Riesz uzays, ise bu uzay

I|-|le normu ile birlikte bir soyut-M-uzayudar.

S, tikiz ve Housdorff olmak {izere C'(S) uzaymin 1g, ile gisterecegimiz sira

birime sahip oldugunu hatirlatalim. Aslinda bu uzayda norm oldugu iyi bilinen,

[flloe = sup{[f(x)[ : z € X}

normu ile 1g sira birimin trettigi normun ayni olduguna dikkat edelim. Bu
anlamda C(S) bir soyut-M-uzay1 6rnegidir. Hatta C(S) bir érnek olmanin
Oteisnde soyut-M-uzaylar1 icin bir temsil uzayr oldugunu gorecegiz. Soz
konusu uzaylarimizla yakindan iligkili Banach-Stone Teoremi olarak bilinen

teoreminin vektor orgiisii versiyonunu ifade edelim.

Teorem 5.2.1 K ve S tikiz Hausdorf topolojik uzaylar: olsun. C(S) ve C(K)

Riesz izomorfik uzaylar ise K ve S homeomorfiktir.

Simdi de daha once soziini ettigimiz, sira birime sahip diizgiin tam Riesz

uzaylarini karakterize eden Kakutani-Krein Teoremini ifade edelim.

Teorem 5.2.2 E duzgin tam Riesz uzay, e sira birimine sahip olsun. E ile
C(S) Riesz izomorfik olacak sekilde tikiz Hausdorff S topolojik uzay vardir. E
baska bir C(X) ile Riesz izomorfik ise X ile S homeomorfiktir.

Kauktani-Krein Teoremindeki S tikiz, Hausdorff uzayina £’ nin Kakutani-
Krein uzay1 denir. Simdi Argimedyen bir uzayim merkezinin tanimi ile devam

edelim.

Tanim 5.2.3 E bir Riesz uzayr olmak tzere T': E — E dogrusal dontisumaii,
her x € E igin,

Tz] < afz]
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olacak sekilde o« < 0 gergel sayist var ise T lineer duntsumine merkez

dontsumi denir.

Her merkez dontigtimiiniin bir fark doniigiimii oldugu ve her pozitif merkez

doniigiimiiniin orgii homomorfizmas: oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 5.2.4 E ve F' birer Riesz uzayr olsunlar. T : E — F dogrusal
dontusumiu i¢in her B C E bandimn goruntusu F'’ de bir bant oluyor ise T'’e
bant koruyan donisum denir. Bant koruyan siwra simrh dontsiumlere de
ortomorfizma denir. E tzerinde tanimly tim ortomorfizma dontsumlerinin
kiimesi Orth(E) ile gosterilir. Bu kiime ile ilgili (Aliprantis and Burkinshau,

1985)’den alinan asagidaki sonucu yazalim.

Teorem 5.2.3 E Arsimedyen Riesz uzay olsun. Bu durumda Orth(E) C
Orth(E°®) C Orth(E") dur.

Ispatmim (Abramovich and Koldunov, [1979) ’da bulunabilecegi ortomorfizma-
lar ile merkez doniigtimleri arasindaki iligkiyi veren asagidaki teoremi ifade

edelim.

Teorem 5.2.4 FE bir Banach orgisi olsun. T : E — E dogrusal dontisumai i¢in
asaqrdakiler denktir.

(1) T merkez donisimidir.

(2) T ortomorfizmadar.

(3) T bant koruyan déniisimdiir.

E Riesz uzayinda tanimh tiim merkez dontisiimlerinin kiimesine E’'nin mer-
kezi denir. E’ nin merkezini Z(FE) ile gosterecegiz. Z(FE), tiim dogrusal fark
dontigiimlerinin sirali vektor uzayr L,(E)’ de bir sira ideal” dir. Keyfi bir £
Riesz uzayi i¢gin L.(E) uzaymm Riesz uzay olma zorunlulugunun olmadig:
halde Z(F) Riesz uzay1 olur. Detaylar igin (Abramovich and Aliprantis, 2002)’e
bakilabilir.

Teorem 5.2.5 E Argimedyen Riesz uzayr olsun. Bu durumda f,g € Z(FE) ve

x € By icin,

(fVg)(x) = fx) Vv g(x) ve (f Ng)(x) = fz) Ag(x)

iglemleriyle Z(E) uzay bir Riesz uzayidar.
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Asagidaki teoreme (Wickstead, 1977))" den ulasilabilir.

Teorem 5.2.6 E Agimedyen Riesz uzayr olsun. Z(E) uzayr, I birim donigiminin

swra birtm oldugu bir soyut-M uzayidar.

Teorem 5.2.7 (Zaanen, |1975) S tikiz, Hausdorff uzay ise, C(S) ile Z(C(S))

Riesz uzaylary Riesz izomorfiktir.

Bu sonu¢ Kakutani-Krein Teoremi ile ele alinirsa agagidaki iyi bilinen sonuca

ulagiriz.

Teorem 5.2.8 (Zaanen, |1975) E swra birimli bir soyut-M uzayr ise E ile
Z(F) Riesz izomorfiktir.

Simdi (Ercan and Tan, [2013)” da bulunabilecek, Argimedyen Riesz uzay1
olan E’ nin Maeda-Ogasawara uzay1 ve Z(F)" nin Kakutani-Krein uzaylarimin
Riesz uzay1 yapilarinin ayni oldugunu soyleyen sonuca varmak i¢in agagidaki

onermeyi verelim.

Onerme 5.2.2 S bir Stone uzay olsun. Z(C(S)*)” nun Kakutani Krein uzay
S Stone uzaydur. Yani Z(C(S)*) ile C(S) Riesz izomorfiktir.

Teorem 5.2.9 (Ercan and Tan|, 2015) E Arsimedyen Riesz uzayi olsun.
Z(E%)’ mn Kakutani-Krein uzay: ve E’ nin Maeda-Ogasawara uzay: home-

omorfik uzaylardr.

Ispat: E Argimedyen Riesz uzaymin evrensel tamlanigi olan E" nun ayni
zamanda FE°’ nin da evrensel tamlanigi oldugunu belirtelim. x € E° verilsin.
T € Z(EY) icin |T(z)] < az olacagma dikkat edelim. E°, E"’da bir sira
ideal oldugundan |T'(z)| € E° dir. Boylece T(E°) C E° elde edilir. Bu sonug
ve Teorem [5.2.3[ den Z(E") ile Z(E®)’ nin Riesz izomorfik oldugu sonucunu
dogurur. Diger taraftan S,E’'nin Maeda-Ogasawara uzay1 ise Onerme ’
dan Z(EY) ile C(S) Riesz izomorfiktir. Simdi K ile Z(E°)'nin Kakutani-Krein
uzaymi gosterelim. Kakutani-Krein gosterim teoreminden C(K) ile Z(E?)
Riesz izomorfiktir. Boylece Z(E®) ile Z(E°) Riesz izomorfik oldugundan C(S)
ve C(K) Riesz izomorfik olmahdir. Teorem [5.2.1]dan S ile K homeomorfiktir.
Uzun ispatinin (Nieberg), [1991)’den elde edilebilecek agagidaki gercegin farkl

bir ispatini1 vererek bu boliimii bitiriyoruz.
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Teorem 5.2.10 (Ercan and Tan|, 2015) S ve K agirt baglantisiz topolojik
uzaylar olsun. Bu durumda asaqidakiler denktir.

(1) S ve K homeomorfiktir.

(2) C*(S) ve C*°(K) Riesz izomorfik uzaylardur.

ispat: ((2) := (1)) C*°(S) ve C*(K) Riesz izomorfik uzaylar olsun. Bu
durumda Z(C*(S)) ve Z(C*(K)) uzaylar da Riesz izomorfiktir. Z(C>(95))
ve Z(C®(K)) uzaylan sirasiyla C(S) ve C(K) uzaylarma Riesz izomorfik
oldugundan yine teorem [5.2.1]den S ile K homeomorfiktir.

((2) :== (1)) Dogrudan teorem [5.2.1]den elde edilir.
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