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OZET

Bu c¢alismada niikleer bozunma denklemi kesirsel matematik kullanilarak yeniden
cozulmektedir. Bu baglamda, niikleer bozunma denklemindeki birinci mertebeden zamana
bagl tiirev operatorii yerine Caputo kesirsel tiirev operatorii kullanilmaktadir. Boylece, elde
edilen yeni denklem zaman-kesirsel niikleer bozunma denklemine doniigiir. Bu yeni denklemin
¢6zimi Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden elde edilmektedir. Bu zaman-kesirsel formun bir
uygulamasi olarak alfa bozunmasi yapan Pb, Po, Rn, Ra, Th ve U izotoplarmin yar1 Omiir
degerleri hesaplanmaktadir. Literatiirde deneysel ve teorik yari omiir degerlerini esdeger
yapabilmek amaciyla diizeltme c¢arpani kullanilmaktadir. Bu calismada ise herhangi bir
diizeltme carpani kullanilmadan kesirsel yar1 6miir degerleri deneysel yar1 6miir degerleri ile
uyum i¢inde elde edilmektedir. Sonug olarak, kesirsel tlrev mertebesi ile niikleer yap1 arasinda
yakin bir iliski oldugu sonucuna ulasilmstir.

Anahtar Kelimeler : Alfa Bozunumu, Caputo Kesirsel Tirevi, Kesirsel Matematik, Mittag-
Leffler Fonksiyonu, Niikleer Bozunma Denklemi.



INVESTIGATION OF ALPHA DECAY BY USING FRACTIONAL CALCULUS
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SUMMARY

In this study, the nuclear decay equation has been taken again under consideration of
the nuclear decay equation fractional calculus. In this context, a Caputo fractional derivative
operator has been performed instead of the first order time derivative operator. Hence, the
resulting new equation converts to the time fractional nuclear decay equation. The solution of
this new equation has been obtained in terms of Mittag-Leffler function. As an application of
this time-fractional formalism, alpha decay half-life values have been calculated for Pb, Po, Rn,
Ra, Th and U isotopes. In the literature, a corrected factor has been used in order to make the
equivalent experimental and theoretical half-life values. However, the fractional half-life values
in the present study, have been obtained in consistent with the experimental data.
Consequently, the fractional derivative order and nuclear structure have been concluded closely
related to each other.

Key Words : Alpha Decay, Caputo Fractional Derivative, Fractional Calculus, Mittag-Leffler
Function, Nuclear Decay Equation.
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1. GIRIS

Kesirsel matematik, tamsay1 mertebeli tiirev ve integral islemcilerinin kesirsel mertebeli
olarak genellestirilmesi ve uygulamalariyla ilgili matematigin bir dalidir.  Strekli ancak
tirevlenemeyen fraktal fonksiyonlar standart matematiksel yaklasimlarla incelenememektedir.

Bu tip fonksiyonlar genelde deneye dayali yaklasimlarla ortaya kondugundan ¢ozimu kesirsel
matematik kullanilarak elde edilmektedir (Podlubyn, 1999).

Kesirsel matematigin gegmisi Leibniz’e (1695) kadar uzanmaktadir. Bu konu (zerine
bircok bilim adami teoriye katkida bulunmuslardir.  Ozellikle son yiizyilda fizik ve
mihendisligin bir¢ok dalinda uygulamalari bulunmaktadir. Esneklik, akiskanlar, elektrokimya,
fizikokimya, Schrodinger denklemi, fraktal stregler, bircok diftizyon surecleri bunlara 6rnek
verilebilir (Cavus, 2006; Ertik, 2010; Carpinteri and Mainari, 1997). Fiziksel sistemleri
tanimlamak i¢in kullanilan tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemler, tiirev mertebeleri kesirsel
olacak sekilde genellestirilmektedir. Kesirsel matematik {izerine yapilan ¢aligmalar, bu teorinin

gelisime agik oldugunu ve farkli alanlara uygulanabilecegini gostermektir.

Fiziksel bir niceligin zaman icindeki evrimini tanimlayan diferansiyel denklemler
literatlirde kinetik denklemler olarak adlandirilmaktadir. Kinetik denklem, W=W(t) zamana
bagli olarak degisen fiziksel bir nicelik olmak Uzere, asagidaki sekilde verilir (Sirin, 2011),

dW (t

dt

Burada, t € R zaman niceligidir, a ise lineer ya da lineer olmayan bir operatdr ya da

denklemi boyutsuz hale getiren bir sabit olabilir. Kinetik denklemlerin ¢oztmleri ise Ustel

azalan/artan formda olup

W (t) =W (0)e®

seklindedir. Burada, W(0) ilgili problemin baslangi¢ kosulu, a = —1/t ise fiziksel olaya ait
karakteristik zaman 6l¢egidir. Zamanin homojen oldugu durumlarda standart kinetik denklemin
taniminda standart tiirev kullanilabilir. Standart kinetik denklemin kesirsel formdaki hali ise

kesirsel kinetik denklem olarak adlandirilir ve literatiirde ¢6ziimii yapilmaktadir (Sokolov, et al.,

a

2002; Sirin, 2011). Bu amagcla literatlrde standart tiirev operatorii yerine %%j— alinir,
t(l

burada a kesirsel tirev mertebesidir.



Niikleer bozunma denklemi kinetik denklem ile ayn1 formda olup

dN(t) _

= AN

seklinde ifade edilir. Burada N(t), t aninda mevcut olan radyoaktif ¢ekirdek sayisidir, A ise
bozunma sabitidir. Bu diferansiyel denklemin ¢ézimi,

N (t) = N, exp(—At)
seklinde kinetik denklemin ¢dziimiiniin bir benzeri olarak elde edilir, burada No=N(t=0).

Bu c¢alismada, yukarida verilen nikleer bozunma denklemi Kkesirsel matematik
kullanilarak ¢oziilmiistiir. Bu denklemin tlrev mertebesi, kesirsel olarak alinirsa Kesirsel

nikleer bozunma denklemi

dll
dt”

N(t) = 2N (t)

seklinde yazilir. Boyutsal uyumun korunmasi i¢in A, o’nin kuvveti bigiminden yazilmaktadir.

Bu denklemin ¢dzimd ise

N =N i( e )

=T (en+1)
seklindedir. Buradaki seri Mittag-Leffler fonksiyonu olup bu denklem
N(t) = N(O)E, (-2“t°), O<a<l

biciminde de ifade edilebilir.

Yukarida elde edilen kesirsel niikleer bozunma denklemi kullanilarak alfa bozunumu
yapan ¢ift-cift Pb, Po, Rn, Ra, Th ve U izotoplarinin yar1 6miirleri incelenmistir. Literattirde
alfa bozunma mekanizmasini daha iyi anlayabilmek igin birgcok model gelistirilmistir (Zhang
and Royer, 2008; Zhang, et al., 2009 a; Zhang, et al., 2009 b; Singh, et al., 2011; Mohr, 2006).

Bu modellerden biri olan alfa-cluster modelinde A bozunma sabiti, engele ¢arpma frekansi ile

engelden ge¢me olasiliginin ¢arpimi yani A = vyP yerine,
A=Py,P

ifadesi ile verilmektedir. Burada Py, diizeltme faktori olarak adlandirilmaktadir ve



Teorik
ﬂ'Deney t]/2
PO = =
. tDeneyseI
Teorik 1/2

seklinde teorik ve deneysel bozunma sabitlerinin veya yar1 dmiirlerinin birbirlerine oranlanmasi
ile tamimlanan ve deneysel ve teorik yar1 dmiirleri arasindaki farklilig1 gidermek i¢in kullanilan

bir ¢carpandir (Zhang and Royer, 2008).

Bu calismada ise, kesirsel matematik kullanilarak elde edilen kesirsel niikleer bozunma
denkleminin ¢6ziimii ile incelenen izotoplarin yar1 omiir degerleri diizeltme faktoriine ihtiyac
duyulmadan deneysel yar1 6miir degerleri ile uyumlu olarak elde edilmistir. Ayrica niikleer
yapinin kesirsel matematik ile bagimliligi arastirilmistir. Kesirsel matematigin niikleer fizige

uygulamasi ilk defa bu ¢alismada uygulanmustir (Calik, vd., 2013).

Bolim 2’de alfa bozunumu deneysel ve teorik olarak ele alinmakta, niikleonlarin
etkilesimine dayanan kabuk modeli anlatilmaktadir. B6lim 3’te kesirsel matematigin tarihsel
gelisimine, kesirsel diferansiyel hesap teknigine ve yaygin olarak kullanilan Kesirsel tirev ve
integrallerin tanimlarina yer verilmektadir. BOlim 4°te nukleer bozunma denklemi zaman-
kesirsel formda ele alinmakta ve ¢6ziimii yapilmaktadir. BOlum 5’de ise elde edilen sonuglar

yorumlanmaktadir.



2. ALFA BOZUNMA TEORISi
2.1 Alfa Bozunmasi

Kendiliginden meydana gelen reaksiyonlar, bircok agir g¢ekirdek, Ozellikle dogal
radyoaktif seri liyeleri, pozitif pargalanma enerjisi ile alfa pargacigi yayinlayarak meydana
gelmektedir. Kendiliginden meydana gelen bu siire¢ Coulomb itmesi olayindan ibarettir ve alfa
bozunumu olarak adlandirilir (Arya, 1999). Alfa bozunumu asagidaki sekilde ifade edilir;

A A-4 A gatt
7 XN7 2Nt HE™ +Q.

Agir ¢ekirdeklerde niikleon-niikleon kuvveti kiitle numarast (A) ile artarken Coulomb
kuvveti proton sayisinin karesi (Z°) ile artar. Bu durumda cekirdek daha kararl hale gelebilmek
icin pozitif yiikiin bir kismimi digar1 atar. Disar1 atilan pozitif yiik iki kez iyonlagmis helyum
atomundan ibaret olup alfa pargacigi olarak adlandirilir. Alfa parcacigi ¢ok kararli ve sikica
bagli yapisi nedeniyle, ayri ayri bilesenlerinin toplam kutlesinden daha kuguk bir kiitleye
sahiptir ve bozunma sonunda hafif pargalanma iiriinlerine ve dolayisiyla miimkiin olan en biiyiik

kinetik enerjiye sahip olur (Arya, 1999; Krane, 2001).

2.1.1 Alfa bozunma teorisi

1928 yilinda alfa bozunmasini klasik teoriden tamamen farkli olarak kuantum
mekaniksel bicimde ele alan Gamow, Gurney ve Condan tarafindan es zamanli gelistirilen bir
teoridir (Gamow, 1928). Soyle ki alfa pargacigi yayinlayan agir ¢ekirdekler incelendiginde alfa
parcaciklarmin Coulomb potansiyel engelini asmak i¢in gerekli enerjiye sahip olmadiklar1 halde
yayimlanmasi klasik bakis agisina gore imkansizken, kuantum mekaniksel olarak bdyle bir
engelden “sizma” veya “tiinelleme” i¢in bir sansi vardir. O halde alfa bozunma teorisini daha
iyi anlamak i¢in oncelikle kuantum mekanigindeki tiinel olayimi incelemek gerekir (Krane,
2001).

2.1.1.1 Tlnel olay1

Tek boyutlu potansiyel engeli klasik mekanikte incelenirse, parg¢acik potansiyel engele
engelden daha fazla enerji ile geliyorsa gecip gitmesi, potansiyel engelin altinda bir kinetik
enerjiyle geliyorsa engele carpip geri donmesi beklenir. Bu bolge klasik olarak yasaklidir.
Kuantum mekaniginde ise klasik olarak yasakli bolgede parcacik potansiyel engelinden
tiinelleme yapabilir yani pargacik bu potansiyel engelini delip gegebilir. Bu engeli delip ge¢cme

olasilig1 P ile gosterilir ve



Gegen siddet  (Gegen genlik)®
Gelen siddet  (Gelen genlik)?

Gecme olasilifn =

olarak tarif edilir (Karaoglu, 1994).

gt g

Sekil 2.1 Bir boyutlu sonlu potansiyel engeli

Sekil 2.1°de bir boyutlu sonlu potansiyel engeli farkli dalga sayilarina sahip (¢ bdlgenin

olusmasina sebep olmustur. Bu ¢ bdlge icin potansiyel ifade,

0 X < 0igin
V(x) =1V, 0<x<aigin
0 X > aicin

seklinde olup, her bolge i¢in ayr1 olarak verilmistir. Schrédinger denklemi bu farkli {i¢ bolge

icin ayr1 ayr1 asagidaki gibi ¢oziiliir.

I. ve I11. Bolgeler i¢in zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi

d%y 2mE
W-I— hz Y = 0 (21)
seklinde olup
2mE  p

olarak alinirsa (2.1) denklemi yerine;

d2y
d7+ kZV/:O (23)



yazilir. Bu ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemin ¢6zimi;

¥, = Ae'™ 4 Be (2.4)

¥, = Fel +/e€—ikx (2.5)

seklindedir. Burada I. ve Ill. bolgelerdeki denklemlere baktigimizda karsimiza diizlem dalga
(eiikX )glkmaktadlr ve A, B, F sirasiyla gelen, yansiyan, gecen dalgalarin genlikleridir. I1. bélge
icin dalga denklemi ifadesi olan¥,, de ikinci terim alinmaz. Cunki Ill. bolgede yansiyan

dalga yoktur.

I. bolge icin zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi

d?y 2m
_dxl/zl —h—z(\/o -BE)y =0 (2.6)

seklindedir. Bu ifadede

K = Vv2mVo-E) g 2.7)

h h

olarak alinirsa denklem (2.6) yerine;

d? 2
Kf—k v =0 (2.8)

yazilabilir. Bu ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemin ¢ézim;

seklindedir. Burada C ve D sabittirler. Goriildiigi iizere 1. bdlgede parcacigin hareketi dalga

olmadigindan (eik'x) ¥,, olarak yazdigimiz denklem (2.9) dalga denklemi degildir.

Bir fonksiyonun dalga fonksiyonu olmasi i¢in kendisinin ve tiirevinin siirekli olmasi

gergeginden sinir sartlart geregince x=0 ve Xx=a’da asagidaki esitlikler saglanmalidir:

¥, (0) =¥, (0) = A+B=C+D
4y (0):1\1' (0) = ik(A—B) =ik (C-D)
dx dx "



LP“ (a) = lI]||| (a) = Ceikla + De_ik‘a _ Feika

d d o ik'a —ik'a . ika
lP|| (a) = \P||| (a) = ik (Ce —De ) = ikFe

dx dx

Bu dort denklem kendi aralarinda ¢ozildiigiinde B ve F genlikleri A gelen dalganin

genligi cinsinden yazilabilir,

(k2 —k*)sinka

B =
(k2 +k *)sink a+ 2ikk cosk a

A (2.10)

2ikk (k% —k *)sink'a

F =
e [2ikk cosk'a—i(k? +k )sink a]

A (2.11)

ve bu iki ifadeden yansima (R) ve gegme olasilig1 (P) katsayilari,

2 -1
B 4E(V,—-E
R={2] =|142EM—E) (2.12)
A V,“sink a
F|? Vy2sink'a |
P=|— =|1+-2—— (2.13)
A 4E(V, —-E)

bulunur. Buldugumuz bu yansima ve gegme olasihig esitliklerinde k' —» —ia degisikligi ile

sinhiy =isiny , coshiy =cosy 0zdesliklerinden yararlanarak yeniden yazildiginda,

2 -1
B 4E(V, —E)

R=|— =|1+—-0—~ 2.14
‘A { Vozsinhzaa} (2149
FI? V,2sinh2ea|

P=|— =[1+2"—" (2.15)
A 4E(V, —E)

bulunur.

E<V, olmasi halinde gegme olasiligi (P), O ile 1 arasinda sonlu bir degerdedir. Yani
parcacigin enerjisi engelden kigik olsa bile Ill. bolgeye gegme olasiligi vardir.  Klasik
mekanikte karsiligi olmayan bu duruma “tiinel olay1” denir (Arya, 1999; Karaoglu, 1994,
Zengin ve Aygun, 2006).



Gecme olasiligr (P) parcacigin enerjisine ve engelin genisligine bagli olarak degisir. Bu

P ifadesinin limit degerleri i¢in cra = /2m(V, —E)a? /i parametresi incelenirse;

i. aa>>1ise (V,—E)a®>>1, yani E<<V, demektir ~ Bu durumda

sinhca=(e*™ —e*)/2~e“ /2 almabilir ve P gegme olasiliginin paydasindaki terim,

yanindaki birden daha biiyiiktiir. BOylece

? _{1 V,? sinh? oza]l

P=|— +
‘ 4E(V0_E)

ifadesi elde edilir. Buna gore bir parcacigin ge¢me olasiligi enerjisi kiigiik ise engelin

genisligiyle listel olarak azalmaktadir.

ii. aa<<lise (V,—E)a’<<1, yani E~V, demektir. Bu durumda sinhca~ ca

alinabilir ve P gecme olasiligi icin yaklasik ifade

A
2ma?V,?
P: 1+2—0
h°E

olur. Gegme olasiligi yine engelin genisligi ile azalmakta, ancak kinetik enerjinin E degeri

potansiyel enerji V, ‘a ne kadar yakin olursa o kadar artmaktadir.
iii. Limit E =V, degerinde sinhaa=0 ve P =1"dir (Karaoglu, 1994).
2.1.1.2 Alfa bozunmasi

Bu teoriye gore bir alfa parcaciginin ana ¢ekirdek i¢inde ayr1 bir cins olarak var oldugu
ve iiriin ¢ekirdekle belirlenen bir kiiresel bolgede hareket ettigi kabul edilir. Ozellikle ¢ift-cift
cekirdekler icin ¢ok iyi c¢alisan bu teori, alfa pargaciklarinin onceden olusturuldugunu

kanitlamasa da, dnceden olusturulmus gibi davrandiklarini gosterir (Krane, 2001).

Sekil 2.2 alfa pargacigr ile iirlin ¢ekirdek arasindaki potansiyel enerjinin merkezleri
arasindaki uzakliga bagl olarak degisimini gostermektedir. Q. Yyatay cizgisi parcalanma
enerjisidir. R yarigapi iirtin ¢ekirdek ile alfa pargaciginin yarigapinin toplami olarak alinabilir.
Sekil 2.2’yi inceledigimizde alfa parcaciginin Coulomb engeli boyunca tiinelleme yaptigi

goraldr.



V(r)

V(ir)ar?

ﬁyaylnlanan alfa parcacigi

o - PN

Sekil 2.2 Cekirdegin potansiyelinin r ile degisimi.

Sekil 2.2’ye gore r=R deki cekirdek yiizeyinin icinde potansiyel, bir kare kuyu
potansiyel ile temsil edilir. Yiizeyin 6tesinde yalnizca Coulomb itmesi kendini gosterir, Alfa
pargacigi, R den ry’a Coulomb engeli boyunca tlinelleme yapar. Tiinel olayinda inceledigimiz

gibi Coulomb potansiyeli ile ayrilan ii¢ bolge i¢in asagidaki yorumlar yapilir;

i r < R bolgesinde alfa pargacigi klasik olarak disar1 ¢ikamaz ve kinetik enerjisi
bariyerin yiiksekliginden daha azdir.
ii. R <r < rq bolgesinde ise klasik olarak izinli olmayan tiinelleme olay1r meydana
gelmektedir.
iii. r > ro bolgesinde ise artik alfa pargacigi ¢ekirdekten disar1 ¢ikmis ve kendi

kinetik enerjisi ile hareketine devam etmektedir (Krane, 2001).

Onceden olusturuldugu diisiiniilen alfa parcacig, kisitlandig: kiiresel bolgede ileri geri
hareketlerle kendini tekrar tekrar potansiyel engel onlnde bulur. Bu engel kararsiz alfa
¢ekirdeklerinin hemen bozunmayacagini sdyler ve Sekil 2.2°’de gorildigii gibi engeli delip
gecene kadar bu hareketine devam eden alfa pargaciklari gerekli sartlari tamamlayica

tinelleme yaparak genellikle Coulomb alaninda sagilirlar (Arya, 1999; Krane, 2001).

Saniyedeki kagig ihtimali olarak tanimlanan bozunma sabiti A = vP ile verilir. v,

engele carpma frekansi ve P engelden ge¢me olasiligidir.
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Burada alfa parcaciginin potansiyel engele ¢arpma frekansi,

v _1 |2
2R 2R\ M

Uy (2.16)
parcacigin hizinin aldigi yola yani ¢ekirdegin ¢apina orani olarak verilir. Denklem (2.16)’dan
da gorildiigi gibi hiz enerji- kutle cinsinden de yazilabilir. Parcacigin engelden gegme olasiligt
ise

P =exp[-2G]= exp[—%f\/Zy(\/(r) -Q,, (r)dr (2.17)
R

ile verilir. Burada potansiyel V(r)=zze?/r=2ze?/r’dir. Alfa parcacigi 2 elektronunu
kaybetmis He cekirdegi oldugu igin z=2 He c¢ekirdeginin atom numarasidir ve Z g¢ekirdegin

atom numarasi, G ise Gamow ¢arpanidir (Arya, 1999).

Denklem (2.17)’deki alfa pargaciginin engelden gegme olasiligini veren P esitligi ile
denklem (2.16)’daki alfa pargacigimin potansiyel engele ¢arpma frekansi vy, bozunma sabiti

A=voP bagintisiyla birlestirilirse,

omeze? )" R\ (R (RY)
G= [ 22e J cos{—} —[——[—J ] (2.18)
h fo I \fo

R R
veya — = % _Qu >

p— 1/2 1/2 2\V/2
oo [ maze ro] Cosl[ Q, j _( Q, _( Q, J ] (2.19)
7 V(R) V(R) (V(R)

elde edilir. Bu olayla alfa pargaciklarinin enerjileri ile yar1 6miirleri arasindaki bagint1 agiklanir

(Arya, 1999; Krane, 2001).

oldugundan
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2.2 Kabuk Modeli

Cekirdegin kabuk (tabakali) modeli, atomun karmasik yapisini anlamak igin elektron
yoriingeleri tizerine kurulan atomik kabuk modeline dayanmaktadir. Atomik kabuk modelinde,
artan enerjili elektronlar Pauli prensibine uyacak sekilde kabuklar1 doldururlar ve sonunda
tamamen dolu kabuklardan olusan bir eylemsiz kor ve birka¢ degerlik elektronu elde edilir. Bu
degerlik elektronlari tarafindan atomun 6zellikleri belirlenir. Bu model 1934 yilinda Elsasse ve
Guggenheimer tarafindan niikleer yapiya uygulanmustir. Onlarin bu hipotezi ortaya atmalarinin
sebebi, cekirdeklerin yaymlamis oldugu alfa parcaciklarinin proton numarast (Z) ve ndtron
numarasina (N) gore enerjilerinin degisim egrilerinin siirekli degil kesikli olmasiydi. Bu
streksizlik 2, 8, 20, 28, 50, 82 ve 126 sayilarina sahip proton veya nétronun 6zellikle de 82.
proton ve 126. nétron igin biiyiik bir baglanma enerjisinin varligini1 gosteriyordu. Bu sayilara
“sihirli sayilar”(magic number) adi verilir ve dolu ana kabuklar1 temsil ederler. Atomik kabuk
yapisinda da atom numaralan 2, 10, 18, 36, 54 olan atomlarin iyonizasyon enerjileri
komsularina gére daha fazladir. Bu noktada niikleer kabuk yapisi atomik kabuk yapisiyla

kiyaslanacak olursa bunlardan biri potansiyel, bir digeri uzaysal yoriingelerin varligidir:

I. Potansiyel, atomik durumda c¢ekirdegin Coulomb kuvvetiyle saglanir.
Atomlarda elektronlar1 tabakalarda tutan kuvvet elektron ile ¢ekirdek arasindaki Coulomb
kuvvetidir. Alt kabuklar (yoriingeler) bir dis kaynak tarafindan olusturulur. Elektronlarin
yerlestirilebilecegi alt kabuklarin enerjileri de bu potansiyel i¢in Schrodinger denkleminin
¢cozumiinden hesaplanabilir.  Cekirdekte pozitif yikli protonlar ve yuksuz nétronlar
bulundugundan Coulomb kuvvetine benzer bir kuvvet s6z konusu degildir. Nikleonlar
kendilerinin yarattigi bir potansiyel i¢inde hareket ederler ve atomik yapidaki gibi bir dis
kaynak yoktur. Bir niikleonun hareketini diger tiim niikleonlarin olusturdugu potansiyel
belirler. Bu sekilde her bir niikleon g6z Oniine aldiginda, niikleonlar sirasiyla bir alt kabuk

serisinin enerji diizeylerini doldurabilir.

ii. Pauli digsarlama ilkesine bagli olan uzaysal yortingeler, atomik kabuk icin
elektron yorungeleridir. Elektronlar bu yoriingelerde diger elektronlarla carpismadan serbest bir
sekilde hareket edebilirler. NUkleonlarin boyle yoriingelerde dolandigini diisiinecek olursak tek
bir niikleon her yoriingede birgok carpisma yapar. Niikleonlar carpistiginda biri digerine enerji
aktarir ve enerji kazanan niikleon degerlik diizeyi diginda bir diizeye gitmek ister. Eger degerlik
niikleonlarinin bulundugu diizeye kadar tiim enerji diizeyleri dolu ise bu miimkiin degildir.
Dolu olmasa bile boyle bir gecis i¢in niikleonlarin ¢arpigmalari sirasinda birbirlerine aktardiklari

enerjiden ¢ok daha fazlasi gereklidir. Bu nedenle ¢arpismalarin olmadigi ve niikleonlarin
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yoriingelerde saydam pargaciklar gibi dolandiklar1 sdylenir (Cottingham and Greenwood, 2001;
Krane, 2001; Tanyel, 1994).

Niikleer kabuk modelinde, her bir niikleon &teki niikleonlardan bagimsiz olarak onlarin
meydana getirdigi ortalama bir potansiyel igerisinde hareket eder. Uygun bir potansiyel
fonksiyonun secilmesiyle bir tek nikleonun bu potansiyel icindeki hareketi incelenir, enerji
Ozdegerleri arastirilarak kabuklardan her birinin baglanma enerjisi bulunur ve Pauli digarlama
ilkesi geregince bu kabuklarin alabilecegi niikleon sayilari hesaplanir. Eger segilen potansiyel

gercekei ise sihirli sayilarin elde edilmesi gerekir.

Sihirli sayilarin varhigini destekleyen deneyler kabuk modeli olusturulmadan once
gerceklestirildiginden kabuk modelinin formiile edilmesinde gii¢li katkisi olmustur.  Sihirli

sayida nétronu ve protonu olan ¢ekirdekler komsu ¢ekirdeklerle kiyaslandiginda;

. daha kararli olduklari,

. kararli izoton ve izotop sayisinin daha biiyiik oldugu,

o nodtron yakalama tesir kesitlerinin gok kiigiik oldugu,

. son niikleonun baglanma enerjisinin ¢ok biiylik oldugu,

. cift-¢ift c¢ekirdeklerde birinci uyarilmis durumlarmin ¢ok biiyiik oldugu

deneylerle gozlenmistir.

Ayrica sihirli sayida proton ve nétron olan g¢ekirdekler i¢in kuadropol momentlerinin
minimum olmas1 ile kiiresel simetriye yakin kapali kabuklarin varligina delil olarak

gosterilmigtir (Cottingham and Greenwood, 2001; Krane, 2001; Tanyel, 1994).

Niikleonlarm etkilesimini belirlemede ilk olarak sonsuz kuyu potansiyeli ele alindiginda
nikleer potansiyel keskin kenarli olmadigindan ayrica bir niikleonu kuyudan c¢ikarabilecek
sonsuz biiyiikliikte enerji saglanmasi gerektiginden bu potansiyelin ¢6ziim i¢in iyi bir yaklagim
olmadig1 goriilmistir.  Keskin bir sekle sahip olmayan harmonik salinict potansiyeli
kullanildiginda ise yine sonsuz ayrilma enerjisi gerektiginden bu potansiyelde kullanilmamis ve

sonunda bu iki potansiyel arasinda bir sekle sahip olan ortalama bir potansiyel kullanilmustir.

Secilen bu ortalama potansiyel, kuramsal olarak diisiiniildiigiinde Sekil 2.3’te verilen

cekirdegin proton yogunlugu (p) gibi degismelidir.
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Sekil 2.3 Cekirdegin proton yogunlugunun yarigap ile degisimi.

_ Po
P = 1+exp[(r—R)/a] (2.20)

_VO

vin= 1+exp[(r—-R)/a]

(2.21)

Denklem (2.20) ve (2.21)’de proton yogunlugunun ve potansiyelinin yarigap ile
degisimi verilmistir. Burada po ve Vy baslangi¢ degerleridir. Deneyler proton yogunlugunu
Sekil 2.3’teki gibi degistigini gostermis ve ndtron yogunlugunun da buna benzedigi
goriilmiigtiir. Bu nedenle proton yogunlugu sekline uygun bir potansiyel secilmistir. Bu
potansiyel Sekil 2.4’deki Woods-Saxon potansiyeli olarak bilinir. Ortalama yarigap R, yiizey
kalinlig1 a, uygun ayrilma enerjisi i¢in kuyu derinligi V, alinarak elde edilen enerji diizeyleri
Sekil 2.5°de gosterilmistir (Cottingham and Greenwood, 2001; Tanyel, 1994).

Sekil 2.4 Woods-Saxon potansiyelinin kare kuyu ve harmonik osilator potansiyeli ile

karsilastirilmasi.

Sekil 2.5 den de goriildiigii gibi niikkleonlarin kabuklar1 doldurmasiyla 2, 8 ve 20 sihirli
sayilar1 elde edilir. Ancak yiiksek diizeylerde daha biiyiik sihirli sayilar elde edilemez. Woods-

Saxon potansiyeli fiziksel anlamda cok iyi bir yaklasim oldugundan potansiyelde koklu bir
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degisiklik yapilmadan yine atomik kabuk modeli géz Oniine alinarak 1949 yilinda Mayer,
Haxel, Suess ve Jensen potansiyele bir “spin-yoriinge” terimi eklemisler ve alt kabuklarin
ayrilmalarim tam olarak gosterecek yaklasimi gelistirmiglerdir (Krane, 2001). Bu son

gelismeyle iist enerji diizeylerindeki daha biiyiik sihirli sayilar elde edilmistir (Sekil 2.6).

Sonsuz_Ku\,-_u Harmonik _Sal_|n||:| Woods - Saxon
Potansiyeli Potansiyeli Potansiyeli
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2 18 (18 M 10
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Sekil 2.5 Kabuk modeli icin potansiyeller

Bunun diginda dolu olan alt kabuklara karsilik gelen niikleon sayilarina da alt-sihirli
say1 (submagic number) denir. Bu sayilan 2, 6, 14, 16, 32, 38, 40, 58, 64, ... olarak siralanir.
Alt-sihirli sayiya sahip olan gekirdekler sihirli sayilar kadar olmasa da kararli yapidadirlar.
Soyle ki alt kabuklart dolu olmayan degerlik niikleonu bulunduran ¢ekirdeklere gore alt-sihirli

sayiya sahip niikleon bulunduran ¢ekirdekler daha kararlidir.
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Sekil 2.6 Spin yoriinge baglasimu ile sihirli sayilarin varligi.

Sekil 2.6’daki ilk sutunda enerji duzeylerine gore niikleonlarin bulunacaklari durumlar
yer almaktadir. Ikinci siitunda acisal momentuma gére enerji diizeyleri verilmistir. Spin
yoriinge baglasimi ile dlizeylerin ayrildig1 goriilmektedir. Bu diizeylere karsilik gelen niikleon
sayilar1 her bir diizey sonunda toplandiginda sihirli sayilarin tam olarak elde edildigi goriiliir.

Buda acik olarak kabuk etkisini gdsterir.
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3. KESIRSEL MATEMATIK

Tamsay1 mertebeli tiirev ve integral operatorlerinin kesirsel olarak genellestirilmesiyle
ortaya ¢ikan kesirsel matematik, dogrusal olmayan, denge durumundan uzak siireglerin
calisilmasinda karsilagilan fraktal fonksiyonlarin incelenmesinde ve dogal sistemlerin kuvvet
yasas1 formundaki davramiglar ile bu formdan sapma gosterdikleri davramislari arasindaki
iliskiyi aciklamada yetersiz kalan standart matematige alternatif olmustur.  BOyle bir
genellestirme, fiziksel sistemler icin standart matematigin aciklamadaki zayifliklarim
gidermekle beraber olaylar inceleyebilme olanagi tanmir ve olaylarin yorumlarima katkida

bulunur (Oldham and Spainer, 1974; Podlubyn, 1999; Miller and Ross, 1993).

3.1 Kesirsel Matematigin Tarihsel Gelisimi

Kesirsel matematigin gegmisi Leibniz’e (1695) kadar uzanmaktadir. Bu konu (zerine
en erken yapilan sistematik calismalar 19. yiizyilin baslarinda ve ortasinda Liouville (1832),
Riemann (1853) ve Holmgren (1864) tarafindan yapilmistir. Ayrica Euler (1730), Lagrange
(1772) ve diger bazi1 bilim adamlar1 da teoriye katkida bulunmuslardir. Bu Katkilar s6yledir;
12
a) Kesirsel matematik iizerine ilk biiyiik caligma dXTEXp{ZX} kesirsel tirevini
ele alarak 1832 yilinda Liouville tarafindan yapilmistir. Liouville’nin yaptig1 bu ¢alisma ile

geometrideki ve mekanikteki bazi problemler kesirsel islemciler kullanilarak ¢6ziilmiistiir.

b) Kuvvet serilerine uygulanabilen tamsay1 olmayan iislerle yazilmis ve bir belirli

integral igeren farkli bir tanim 1853 yilinda Riemann tarafindan ortaya konulmustur.

C) 1867 yilinda Griinwald yapmis oldugu ¢alismada, kendi baslangi¢ noktasini

kullanarak g. mertebeden tlrev igin belirli bir integral formiilii elde etmistir.

d) 1890 yilinda Krug, siradan tiirevler i¢in Cauchy integral formiilii ile ¢alisarak,
Liouville taniminin ayirt edilebilir herhangi bir alt limiti yokken Riemann belirli integralinin bir

alt limiti olabilecegi yorumunu ortaya koymustur.

Boylece, Griinwald ve Krug, Riemann ve Liouville’ nin ortaya koyduklar1 sonuglar

birlestirmislerdir.Ayni tarihlerde bir¢ok uygulama da yapilmistir. Bu uygulamalar:

i. 1823 yilinda Abel yaptig1 calismada, es zaman (tautochrone) problemlerinde

kullanilan integral denklemlerin ¢ozliimiinii ortaya koymustur. Abel’ in calistigt



17

(x—t)M2f(t)dt integrali, Riemann’in kesirsel integral tanimna benzer formdadir. (Abel,

O ey <

kesirsel matematigin uygulamasini bir bilimsel ¢alisma ile sunan ilk bilim adamlarindan biridir.)

ii. 1844 yilinda Boole, sabit katsayili lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin

kesirsel matematigi kullanmistir.

iii. 1892, 1893 ve 1920 yillarinda Heaviside yapmis oldugu c¢alismalarda,
elektromanyetik teorinin belirli problemlerinin ¢ézumunu kesirsel matematigi kullanarak ortaya

koymustur.

iv. 1936 yilinda Gemant, Heaviside’in iletim teorisi esneklik problemlerinde

kullanmak i¢in geligtirmistir.
Gectigimiz ylizyilda kesirsel matematige olan katkilar ise 6zetle soyledir:

i Weyl (1917), Hardy (1917), Hardy ve Littlewood (1925, 1928, 1932), Kober
(1940) ve Kuttner (1953) isimli bilim adamlari, Lebesgue ve Lipschitz siniflarina ait

fonksiyonlarin diferintegrallerinin bazi 6zel ve dogal 6zelliklerini ¢aligmislardir.

ii. Erdélyi (1939, 1940, 1954) ve Osler (1970) siradan fonksiyonlara gore

diferintegrallerin tanimini vermislerdir.

iii. Riesz (1940), birden fazla degiskene bagli fonksiyonlar i¢in kesirsel integrasyon

teorisini gelistirmistir.

iv. Erdélyi (1964, 1965), integral denklemlerin ¢6zlimii i¢in kesirsel matematigi
uygulamustir.
\2 Higgins (1967), diferansiyel denklemleri ¢ozmek igin kesirsel integral

islemciler kullanmustir.

Vi. Scott Blair (1947), Shermorgor (1966) ve Graham (1961) isimli bilim adamlari,

diferintegral islemcileri kullanarak akiskanlar teorisine katkilarda bulunmuslardir.

Vii. Belavin (1964), Oldham (1969), Oldham ve Spanier (1970), Grenness ve
Oldham (1972) kesirsel integral ve tiirev islemcilerini kullanarak elektrokimya bilimine
katkilarda bulunan bilim adamlaridir. Ayrica, Oldham (1973), Oldham ve Spanier (1972) genel

iletim problemlerini kesirsel matematik kullanarak incelemislerdir.



18

viii. Somorjai ve Bishop (1970), kesirsel matematik yontemleri kullanarak
fizikokimya bilimine katkilarda bulunmuslardir (Oldham and Spainer, 1974; Ertik, 2010).

3.2 Kesirsel Diferansiyel Hesap Teknigi

Kesirli hesabin tamimlar1 ve kullanimini anlamak ig¢in gama fonksiyonlari, Laplace
dontsumleri ve Mittag-Leffler fonksiyonlar:i gibi bazi 6zel fonksiyonlart ve integral

doniistimlerini iyi bilmek gerekmektedir (Podlubyn, 1999).

3.2.1 Gamma fonksiyonu

Kesirli hesabin temel fonksiyonlarindan biri gamma fonksiyonu I'(z)’dir. Literatlrde
farkli tanimlar1 bulunan gamma fonksiyonu faktériyel fonksiyonu olarak da bilinir. Gamma
fonksiyonunun limit gosterimi z’nin alabilecegi biitiin degerler i¢in, yani karmasik sayilar ve
tam say1 olmayan reel sayilar i¢in genellestirilmesi olan bir fonksiyondur (Podlubyn, 1999;
Ertik, 2010; Bayin, 2004).

z
r(z)= lim ——mn

noo 2(z+1)...(z+n) 3.1)

Euler’in gamma fonksiyonu belirli integral tanimu ile verilir. Bu tanim z > 0 degerleri

ile sinirli olsa da yaygin olarak kullanilmaktadir

r(z)= J' t7letdt , Re(z)>0 . (3.2)
0

(3.2) denklemine kismi integrasyon uygulanirsa,

I(z)= —Id (e Hr?t (3.3)
0
r(z)=(x-1) j dte 72 (3.4)
0
seklinde yazildiginda
I'z)=(z-Yr(z-1 (3.5)

bulunur. Buradan daha sade bir sekilde
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I'(z+1) =zI'(2) (3.6)

ifadesine ulagilir ki, bu gamma fonksiyonunun en temel 6zelliklerinden biridir. z’nin sifirdan

biiyiik ve tamsay1 degerlerine baktigimizda I'(1) =1 oldugu agiktir, z=1,2,3,... degerleri i¢in

r=1r@=1=1 (3.7)
rd)=2-1r2)=2-1=2 (3.8)
r4)=3-1r3=3-21=3 (3.9
Irin)=(n-1)-1'(h-1)=(n-1! (3.10)
I'(n+1)=n-I'(n)=n! (3.11)

bulunur. Gamma fonksiyonunun diger bir onemli Ozelligi, Z =—n,(n :O,l,Z,...) kutup

noktalarinda sonsuza raksamasidir (Podlubyn, 1999; Ertik, 2010; Bayin, 2004).

3.2.2 Laplace doniisiimii

Laplace doniisimii temel olarak, t’nin bilinmeyen bir fonksiyonu cinsinden yazilmis
olan ve bu t-uzayinda ¢6ziimii zor olan bir diferansiyel denklemi, s degiskeni bulunduran s-

uzayna tasiyarak bir cebirsel probleme doniistiiriir.

f fonksiyonu reel bir deger olan t serbest degiskeninin integrali alinabilen bir

fonksiyonu olsun. Ayrica, t>0 olmak tizere reel bir say1 olan s parametresinin fonksiyonu olan

bir fonksiyonu gbz 6niine alinsin. Bu fonksiyon

o0

L{f ()} = j e~ f (t)dt =F (s) (3.12)

0

seklinde verilir. Eger bu ifade S nin biitiin degerleri i¢in saglanabiliyorsa F-fonksiyonuna, f-

fonksiyonunun Laplace doniisiimii ad1 verilir.

f ve g 0<t<b kapali araliginda siirekli ve iistel mertebeli Laplace doniisiimii alinabilen

iki fonksiyon olsunlar. Bu fonksiyonlarin f =g seklinde gosterilen ve
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f+90 = [ f(gt-)d (3.13)
0

seklinde tanimlanan ifadesine f ve g fonksiyonlarinin konvolisyon ¢arpimlari denir. Ayrica
f®)*gt)=g(t)* f () (degisme 6zelligi)
f@®)*[gt)+h()]= f(@®)*g(t)+ f(t)*h(t) (toplama iizerine dagilma 6zelligi)
a€ R olmak uzere f(t)*(ag(t)) =a(g(t)=* f(t))
F(©)+[g®)*h®]=[f () *g()]*h(t) (birlesme 6zelligi)
ozelliklerine sahiptir. Konvoliisyon ¢arpiminin Laplace doniisiimii ise
Lt ®+g0}=F(9)3() (3.14)
seklindedir (Aydin vd., 2009; Podlubyn, 1999).

3.2.3 Mittag-Leffler (ML) fonksiyonu

[lk olarak Mittag-Leffler (1905) tarafindan ortaya konan bu &zel fonksiyon

© Sk
E“(Z):gr(aku) (3.15)

seri agilimi ile tanimlanmakta ve o =1 icin exp(z) fonksiyonuna indirgenmektedir. Mittag-
Leffler (ML) fonksiyonu kesirsel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde en az tamsayi mertebeli
diferansiyel denklemlerin ¢ziminde ki tstel fonksiyon exp(z) kadar énemli bir yere sahiptir.

(ML) fonksiyonlar1t a nin tamsay1 degerleri i¢in

Eo(z)zﬁ (3.16)
E,(z)=exp(2) (3.17)
E,(z)=cosh(vz) (3.18)

Es(z)= % exp@/z) + 2exp(-3/z 12) cos(@i/;) (3.19)
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E4(z):%[cos(4\/?)+cosh(§/?)] (3.20)

olarak verilirler. Tek-parametreli ML fonksiyonunun iki-parametreli genellestirilmis formu ise,

0

Zl"ak+ﬁ (3:21)

k=

seklindedir (Podlubyn, 1999; Carpinteri and Mainari, 1997; Mainardi and Gorenflo, 2000).
Burada «, >0 ve S =1 igin bir-parametreli ML fonksiyonu elde edilmektedir

Eoalt)-E(2) | (c.22)
Asagida iki-parametreli genellestirilmis ML fonksiyonlarina birkag¢ 6mek verilmektedir:

Ustel fonksiyonlar igin,

Elyz(z):i AR (3.23)
= T(k+2) z
<A et -1-z
E x(z)= = 3.24
w0= 2y (3.:24)
1], B«
El,m(2)=zm_1{e " F} (3.25)
-0 v

Siniis hiperbolik fonksiyonlari i¢in,

Ezlz(zz):% (3.26)

Hata fonksiyonu icin,
Eipa(2)= exp(zz)(l+ erf(z)) (3.27)

esitlikleri yazilir.

S. B. Hadid ve Y. Luckho (Hadid and Luchko, 1996) tarafindan ilging bir genelleme

oOne siiriilmiistiir,
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(k;Il,...,Im)ﬁ z;
i=1

m
k=0 I+ 1=k
126,71 >0 F(ﬁ+zai|i)

i=1

(3.28)

Burada (k; Ii,..., In) cok terimli katsayilardir. Cok sayida degisken igeren ML
fonksiyonu, operatér metoduyla sabit katsayili lineer kesirli denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilir
(Podlubyn, 1999; Ertik, 2010; Bayin, 2004).

3.3 Kesirsel Turevler Ve Integraller

Literatiirde birgok kesirsel tiirev ve integral tanimi bulunmaktadir. Farkli matematiksel
orijinlere dayanan bu tanimlarin birbirine denk olmasi gerekmez. Bunlardan en yaygin olanlar
niimerik hesaplamalar i¢in kullanilan Griinwald-Letnikov tanimi, analitik hesaplamalar i¢in ise
Riemann-Liouville (RL) ve Caputo tanimidir. Analitik hesaplamalarda RL kesirsel tiirev tanimi
daha c¢ok matematikgiler tarafindan kullanilirken, uygulamali alanlarda, fizikgiler ve
mithendisler Caputo kesirsel tiirev tanimimi kullanmaktadir. Clnku sabit bir fonksiyonun RL
kesirsel tiirevi sifirdan farkliyken Caputo kesirsel tiirevi sifira esittir ve baslangi¢c kosullart RL
kesirsel tiirevi kullanildiginda fiziksel olarak anlamli degilken, Caputo kesirsel tiirevi
kullanildiginda kabul edilebilir baslangi¢ kosullari kullanilmaktadir. Bunlara ek olarak baska
Kesirsel integral ve tiirev tamimlar1 mevcuttur. Bunlar temel tanimlar kadar kullanigh
olmasalarda sadece baz1 6zel fonksiyonlar i¢in gegerli olup, dogru uygulandiklari takdirde temel
tanmimlarla uyustuklarini gostermeleri agisindan 6nemlidir (Sirin, 2011; Ertik, 2010; Bayin,
2004).

Literatiirde fizik ve miihendisligin bir¢ok farkli alanlarinda galigma bulunmakta olup
her gegen giin yeni ve ilging uygulamalari ¢ikmaktadir. Esneklik, akiskanlar, elektrokimya,
fraktal surecler, birgok diflizyon surecleri, iletim hatlari teorisi, sivilarin kimyasal analizi, 1s1
transferi, Schrodinger denklemi, malzeme bilimi vs. bu uygulamalar arasinda yer almaktadir
(Sirin, 2011; Ertik, 2010; Bayin, 2004).

3.3.1 Kesirsel tirev ve integrallerin tammmlar:

Bu bolimde Grinwald-Letnikov tanimi, Riemann-Liouville (RL) ve Caputo temel

tanimlarina yer verilmistir.
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3.3.1.1 Grinwald-Letnikov tanimi

Grinwald-Letnikov tanimi, tiirevin genel tanimindan yola ¢ikarak elde edilmistir.

Surekli bir y = f(t) fonksiyonu ele alinir ve bu fonksiyonun ardisik olarak tiirevleri yazilirsa;

f'(t)=%=m{w}

fry=4°F nm{w}

dt2  h-0 h
_ '!m{[f(t)—Zf(t—hf;H f(t—2h)]} (3.29)
o= S°1 [0 0
_ "m{[f(t)—3f(t—h)+3f(t—2h)— f(t—3h)]}
h—0 h3

elde edilir. Burada katsayilarin degisen isaretlerle binom katsayilar1 oldugunu agiktir Gyleyse n.

mertebeden tirev igin

LR m{hinj(_l)i[?]f(t_ jh)} (3:30)

yazilabilir. Eger f fonksiyonunun n.mertebeden tiirevi mevcut ise, bu son denklem sinirsiz bir

d"f

tn

limit olarak

tiirevini tanimlar. Ayrica h sifira siirekli olarak, yani aradaki biitiin degerleri

de alacak sekilde gitmektedir. Tiirev igin yazilan son ifade bir toplamin limiti olarak integrali
de tanimlayacak sekilde birlestirilebilir. Integral ile ortak bir tanim i¢in h sifir degerine kesikli

degerlerle yaklagmalidir. Bunun icin [a,t] arahigmi N esit parcaya bolerek,

h=t"Ta . N=123.. (3.31)

yazilirsa tiirev ifadesi de

i=0

- L@g{[h]“i(—l)"['}jf(t - jh)} (3.3

olacaktir. Burada a, t’den kii¢iik olan bir sayidir ve alt limite yakin bir rol oynar. Sinirsiz limit

gibi smurh limitte mevcut ve birbirlerine esitse denklem (3.32) yazilabilir. n bir tamsay1
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n
oldugundan, (Jj olarak gosterilen binom katsayilar1 da j>n degerleri i¢in sifir olacagindan,

turev ifadesi

oo

=0 J

olarak yazilir. Buradan limitin siirekli durumlarda da var oldugu anlayis1 ile n. dereceden turevi

et B )

seklinde ifade edilir.

d" :dn
d(t—a)" dt"

(3.35)
oldugu i¢in bu tirev ifadesi

arels e e

seklinde de yazilabilir. Bir fonksiyonun n kathi integralini tamimlamak igin, fonksiyonun

integralinin onun altindaki alana esit olmasindan hareketle

d(?;—:)‘lzl f(t, )dt,
= Ligg{h[f (t)+ f(t—h)+ f(t—2h)+..+ f(a+h)]} (3.37)

i=0

- m{hf f(t- jh)}

yazilabilir. Daha 6nce oldugu gibi burada da h =t_Ta olarak alinmustir. Bu ifadenin iki kath

integrali,
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Fm R CALC

. nm{[h] [£(t)+2f(t—h)+3F(t—2h)+...+ Nf (a+h)]} (3.38)

= Ih;:{[hlz (I +Df(t- Jh)}

Z

-1

h—0

N
o

i

seklinde ve ti¢ katli integrali ise,

_d7f |,m{[h]3zw f(t- jh)} (3.39)

d(t—a)3 h—0 j=0

olarak verilir. Bir fonksiyonun n ardisik integrali ise,

a7t Iim{[h]”Nzl[jJrF_lJf(t— jh)}

YY)

j+n-1
olacaktir. Buradaki toplamda katsayilar (3.34) ifadesinden farkli olarak (JJF? J seklinde

(3.40)

gitmektedir ve biitiin terimler art1 isaretlidir. Gama fonksiyonlarmin

. i—n-1 -
(—W@ =(J " Jz—r(’ ") (3.41)
j i ) renr(j+)
ifadesi ile verilen iliskisini kullanarak, tamsay1 degerler igin tiirev ve integral asagidaki gibi tek

bir formil ile ifade edilebilir:

def {t_NaT =(j-q) t-a o
Ll S

Burada g, her iki isaretten de tamsay1 degerler almaktadir. q>0 igin tiirev tanimu,
g <0 icin integral tanim elde edilir. Boylece tamsay1 degerler igin tiirev ve integral tanimlart

tek bir formiilde birlestirilmistir.
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Grinwald-Letnikov tanimi genelde niimerik hesaplamalarda kullanilmakta ve fonksiyon
tizerine herhangi bir kisitlama getirmemektedir. Bir fonksiyonun tlirev veya integrallerine gerek
duymadan, fonksiyonun sadece kendisi ile kesirsel tlrev ya da integralinin hesaplanmasina
biiyiik avantaj saglarlar (Sirin, 2011; Ertik, 2010; Baym, 2004; Oldham and Spainer, 1974;
Podlubyn, 1999; Miller and Ross, 1993;).

3.3.1.2 Riemann-Liouville tanim

Riemann-Liouville tanmimi, ¢ok katli integralleri tek katli formda yazmaya yarayan
Cauchy formiliinden elde edilir ve kesirsel matematikte analitik hesaplamalar i¢in kullanilan en

yaygin tanimdir.

dF (t)

seklinde bir tiirev tanimindan yararlanarak Riemann-Liouville tanimi elde etmek icin her iki

tarafin a’dan t’ye kadar integrali alindiginda,
t
[0z =FO-F@ (3.44)
a

elde edilir. Bu ifadenin t ye gore turevi,

itf()o| 9 (3.45)
dt-a[ i '
d t

EJ f(r)dz = f (1) (3.46)

|
olur. Integral ifadesine | olarak tanimlanirsa bu fonksiyon
0

1= [y (3.47)
U (t)

I =1(V(t),U(t) (3.48)
olacak sekilde U(t) ve V(t)’ye bagli bir fonksiyon olacaktir. Kismi tiirev 6zelligi kullanilarak

d_ o v, o auw
dt ov(t) ot  ou(t) ot

(3.49)
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yazilabilir. Burada | fonksiyonu yerine yazilip integrali alinirsa,

V(t) V(t) V(1)

d B NE o au (t)
- j (o= j 0] jf(f)dz—at (3.50)
u(t) u(t) u(t)

d V@, o au (t)
aUL)f(r)olr aV()(F(\/)— W15+ 50 FVI-FOI== (3.51)
|
V()
=t St S (352)
dt .

u(t)

ifadesine ulasilir. Burada -’ isareti bir 6nceki denklemin sag tarafindaki son integral teriminin

sinirlarinin yer degistirmesi neticesinde olmustur. Integralin
of (t r)
o jf(t )z _J' (3.53)

ozelliginden faydalanilarak (burada a ve b birer sabittirler) ve
V(1)
- j f(t,7)dr (3.54)
u )
integrali igin
I =1(V(t),U(t) (3.55)

oldugundan kismi tiirev yardimiyla

d__a v, a v ara
dt ov() ot ou() ot ot ot

(3.56)

L
dt

V(1) V() V() V()

d B N(E o v
- J'f(t,f)dr_—av 5 J'f(t,r)dr—at o) If(t,r)dr = If(t )z (3.57)
u(t) u(t) u(t) u(t)



28

Vv (t)
d 8 aU(t)
UJ(.t)f(t )dr—M(F(tV) F(tU))m FVIOE (F,V) - Fu) &Y
i (3.58)
V(t)a
+ j e
u )
V(1) V(t)
d av du of (t,7)
Tt ode=fe V) U)o+ [ L2874, (3.59)
dtu-[t) dt dt U{t) ot

esitligine ulasilir ve bu ifade Leibniz kuralr olarak adlandirilir.

I, (t) integrali,
t
() = J' t-2)" L f()dr (3.60)

seklinde se¢ildigi zaman, burada nel1Z*, a ise sabittir. Bu integralde Leibniz’in denklemi

kullamlirsa; burada f(t,7) = (t—7)"" f () oldugu goriilmektedir, 1,(t) in tiirevi i¢in

di, (1)

t
22— (n —1){ t-0)"2f () + [t -0t ()] (3.61)

yazilir. Esitligin sagindaki ikinci ifadenin n >1 icin sifira gittigi agiktir ve bu nedenle n > 1igin

d
ol -1,y (362)

ve n=1icin ise

dl,
=10 (3.63)

olur. 1,(t) ’nin tiirevi i¢in (3.63) denkleminin k defa tiirevi alinirsa,

d I,
K =(n-(n-2)..(n—Kk)I_, (3.64)

ifadesi elde edilir.k =n-1 degeri i¢in daha kullanigh olarak
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A PR (3.65)
dt nfl —_ - 1 .
4,4 (3.66)
dt dt n-1
d"r, Y
(=D (1) (3.67)
dt"
denklemi elde edilir. Burada n>1 degeri i¢in son iki denklemi kullanarak
t
L = [ty
a
t tz
aa '
th tt
I.(t) = (n —1)!”...” f (t,)dt,dt,...dt,
aa aa
genel ifadesine ulasilir. Burada
t, ity
(3.69)

jj...'”f(tl)dtldtz...dtn =ﬁj(t—r)”lf(r)dr

Cauchy integrali olarak bilinir. Bu ifadenin sag tarafi bir operator ile temsil edilirse ve n yerine

her degeri alabilen a degeri yazilirsa, ifade

t
d*f 1 a1
= t—7) " f(r)dr 'a<0 3.70
o F(“)l( ) (@) (3.70)
seklini alir. Bu ifade Riemann-Liouville kesirli integrali olarak adlandirilir. Basit bir
matematiksel iglem ile n > a olmak sartiyla « > 0 degerleri igin
(3.71)

dt-a)* di"|T(n-a)

a n t
a’f__d L Ja-n e t@ae
a

bagintis1 elde edilebilir. Bu denklem Riemann-Liouville Kkesirli tlrevi olarak bilinir. Bu

yontemle yazilan bir 6nceki integral sadece a <0 degerleri igin yakinsaktir. Bu denklem « >0
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icinn > o olmak kosuluyla ¢oziiliir. (3.71) denkleminde goriildiigii gibi tiirevin n kez integrale

uygulanmasi, ¢6ziimde zorluklara neden olabilmektedir.

(3.67) denkleminde (3.60) bagintis1 yerine yazilirsa

dn

Il =(n=-D!f(t 3.72
ol (=D () (3.72)
gn t 4
dtnj(t—f)” f(o)dr = (n-1)!f (1) (3.73)

bulunur. Burada ifadenin n defa integrali alinir ve bir operatdrle temsil edilirse

[t-)" f (r)dr = (”—1)!jtnn (1) (3.74)
1t o "
ﬂia—f) fdr =10 (3.75)

oldugu goriiliir. Bu ifade n nin negatif degerleri igin gecerlidir ¢iinkii gésterim integral temsili
icindir (Cavus, 2006).

Kesirsel integral ifadesine ulasmak icin denklem (3.75)’de integral notasyonu J"

n

alinirsa jt—n:D” =J" esitligi elde edilir. Denklem (3.75) bu notasyona goére yeniden

yazilirsa;

1t ) AN
ol e =0 (3.76)

1t n-1 _1n
mi(t—r) f(o)dr=3"f(t)

olur. Integralin alt smir1 sifirdan baslatilirsa yani a=0 alinirsa

INF@M) = f (1) =

(nll)l}(t—r)n_lf(r)dr : t>0, nelN (3.77)
“Dly

elde edilir. Gama fonksiyonu 6zelliginden (n-1)!=1T"(n) "dir.

Pozitif reel say1 a igin (3.77) denklemi yeniden yazilirsa, (a0 veya n integralin katini
gosterir ve (-) katl integrasyon olmadig igin IR" alinir.)
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Jef(t) er(la)i(t—r)alf(z')dz' , t>0, aelR* (3.78)

elde edilir. Eger sifirinct mertebeden integral mevcut ise
0=
JOf(t) = f(t)

birim fonksiyona karsilik gelir yani fonksiyonun kendisini verir. Ayrica J“f(0") mevcuttur

(lim J? f(t) vardir ve bu limit sonsuz olabilir). iki defa integral alindiginda

t—0"
JOIP =3 o, f>0 (3.79)

yazilabilir ve uygulama siras1 degisebilir J%J# = 3737,

Kuvvet fonksiyonuna kesirsel integral uygulanirsa,

a CG+1D) e
JU = ———= 7" ,B>0 3.80
I'y+a+l) @ h ( )

esitligi yazilir.

Denklem (3.2)’de gosterildigi gibi gamma fonksiyonu,
I(z):= Ie‘ttz‘ldt : [(z+1) =12I(z2) , Re{z}>0.
0
seklinde ve denklem (3.12)’de gosterildigi gibi Laplace doniistimii ifadesi,

L{f(t)}:zj.e‘“f(t)dtz fis) , selC.
0

seklindedir. Burada Laplace donisiimii f(t) + f~(s) seklinde gosterilebilir, '+ gosterimi
birbirine doniisebilecegini ifade eder.  Yani, L{f(t)}= l?(S) iken L’l{l?(s)}: f(t) olur.
Doniigiimiin sebebi islem kolayligi saglamasindan, t-uzayindaki tiirev veya integral s-uzayina

taginarak polinom halinde bir kuvvet serisi elde edilir ve sonug tekrar t-uzayina taginip problem

¢Oziilmiis olur.

Laplace 6zelliginden
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R TOPSAC RPN (3.81)
S

yazilabilir.

Tamsayr mertebeli turev gosterimi D", neINolmak lzere asagidaki O6zelliklere

sahiptir,
D"J"=1, J"D" £ 1, nelN. (3.82)

Kesirsel tiirev ifadesine ulagsmak igin denklem (3.77) esitligi kullanilarak,
NPT
n n _ _ +\-
I"D"f(t) = f(t) g(‘;f )% t>0 (3.83)

ifadesine ulasilir. Burada f ®)(0*) terimi  lim f () demektir. t>0 oldugu icin limit

t—0*

sagdan yaklagsmakta ve m-1<a <m araliginda D kesirsel tiirevi igin,

Df(t) =D™I™“f(t) , a>0

= DmIJ ™ 3o (t) (3.84)

=37 (t)

esitligi vardir. Denklem (3.84) ile verilen esitlik sadece Riemann sinifi fonksiyonlara

uygulandiginda gegerlidir. Denklem (3.78) yardimiyla kesirsel tirev ifadesi

t
Jof(t) = %j(t -0)* Y (r)dr (3.85)
0

o — m—q donlsiimii ile

t
1 m-a-1
oy .([(t—f) f(r)dz (3.86)

IMf () =

bulunur. Denklem (3.84)’deki turev ifadesi, denklem (3.86)’daki kesirsel integral ifadesi

kullanilarak tekrar yazilirsa

D f(t) :=D"™I™f ()

_d"| 1 j @ (3.87)
gtm F(m—a)o(t—r)“+1‘m



33

elde edilir. Kesirsel tirev

m t
;j_m 1ﬂ(ml—at)J. f(Zl_de ,mM=-1l<a<m

D (1) == { O ) (t-7) o
dm

a @

Il
3

seklinde tamimlanir.  J° =1 oldugundan bu ifade kesirsel tiirev ig¢inde dogrudur. Yani
D% = I "dir ve tamsay1 mertebeli tiirev igin yazildiginda (3.82)’deki ifadeler kesirsel mertebeden

de yazilabilir, D*J* =1, a>0.
Kuvvet fonksiyonuna kesirsel tiirev uygulandiginda

D%t” =MtHZ , a>0,y>-1t>0 (3.89)
I'y+1l-a)
esitligine ulasilir. = 0 i¢in, bu (3.89) denklemi yeniden yazildiginda

a t

1=
| ()]

, @>0,t>0 (3.90)

ifadesini elde edilir (Bayin, 2004; Podlubyn, 1999; Miller and Ross, 1993; Cavus, 2006;
Mainardi and Gorenflo, 2000).

3.3.1.3 Caputo tanimi

Caputo kesirsel tirevi, « > 0olmak Uzere
DIf(t) =3"“D"f(t) |, m-l<a<m (3.91)
seklinde ifade edilir. Buradaki = alt indisi Caputo kesirsel tiirevi oldugunu ifade eder.

£ (m) ()

t
! j dr, m-1l<a<m
F(m—a) . (t_z_)aJrl—m

DI f (1) = (3.92)

dm
am o
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DY Caputo kesirsel tirevi (3.88) esitligini smurlar. RL kesirsel tirevi ile Caputo

kesirsel tiirevi birbirine esit degildir, Caputo kesirsel tirevi RL tanimindan integral ve tlrevin

uygulama sirasindan dolay: farklanir:
Df(t)=D"I™f(t) = J"*D"f(t) =D f(t) (3.93)
D% f(t)=DJf(t).

Ikisi arasindaki farklanma terimi m-1<a<m,t>0 icin RL kesirsel tirev ifadesinin,

Caputo kesirsel tiirevi cinsinden karsiligi yazilarak agikga goriilebilir

ka

D% f(t) = DZ f (t) +zﬁ £ 0. (3.94)

Bu esitligi elde etmek i¢in gamma fonksiyonunun I'(k -« +1) = (k —a)! 6zelliginden

yararlanilarak
3w
DIf(t)=D*f(t)- y ——f*(0" 3.95
O=D"10-2 (o ) (3.95)
elde edilir. (3.91) denkleminden
DEf(t) =I™“D"™f (t)
SR LART LI (3.96)
=JJ"DMf(t)
\_W—J
(4.37)

elde edilir. Burada (3.83) denklemi, denklem (3.96)’da yerine yazilirsa

D f(t) = 3™ D" f (t)
= J37%3"D"f (1)

) m-1 0 s £
=J {f(t)—kz_of (o )F}

_ - nd (k) 1+ tk _
=J7f()-J kzzof o )ﬁ I =D%)

m-1 t
- D“f(t)_[)“Zf“’(m)F

"”f“(o 1007 gy

k=0 ! (4 40)

=D f(t) -
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ifadesine ulasilir ve (3.89) denklemi kullanilir ve

m-1 ¢ (k) (n+
D2 1t =D“f(t)—zf L

D) Zf(k)(o) K_ia

k! w—ml
_ N (k)
=D%f(t)- Zﬁ (0)“ )
D f (t) = D“f(t)+z% ®(0%) (3.97)

elde edilir. (3.97) denklemi ile RL ve Caputo arasindaki baginti elde edilmis olur. Caputo

kesirsel tirevi igin
D1=0, a>0
D*t** =0, a>0,t>0

ifadeleri yazilir (Mainardi and Gorenflo, 2000).
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4. ALFA BOZUNUMUNUN KESIRSEL MATEMATIK iLE INCELENMESI
4.1 Radyoaktif (NUKleer) Bozunma Denkleminin C6zUmu

Eger bir t aninda N(t) sayida radyoaktif ¢ekirdek varsa ve numuneye yeni ¢ekirdek ilave
edilmiyorsa deneylerden elde edilen sonuglara gore, kisa bir dt zaman araliginda bozunan dN(t)

¢ekirdek sayis1 N(t) ile orantili olacak sekilde
dN(t) = —AN(t)dt (4.2)

denklemi ile verilir. Burada A saniyedeki kagis ihtimali olarak tarif edilen bozunma sabitidir.

Bu homojen lineer diferansiyel denklemin ¢ozumu,

dN(t)
& AN (t) (4.2)

seklinde olup, integrali alinirsa,

dN() [
JW_ j Adt (4.3)
INN(t)=-At+InC (4.9)

bulunur. Buradan

INN(t)-InC =-at (4.5)
nNO 4 (4.6)
N@© _ exp(—At) 4.7
C
N(t) = C exp(-At) (4.8)
sonucu elde edilir. Baglangic kosullar1  (simir  sartlar1) i¢in  t=0 yazildiginda

N(0) =N, =Ce® = C =N, olur ve (4.8) denkleminde yerine konulursa
N(t) = N, exp(-At) (4.9

sonucu elde edilir. Bu bagintiya gore baslangigta yani t=0 aninda radyoaktif cekirdeklerin
sayis1 Ng olan bir radyoaktif maddenin ¢ekirdeklerinin N sayis1 zamanin fonksiyonu olarak Ustel

sekilde azalir.
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Mevcut ¢ekirdeklerin sayisinin yariya inmesi i¢in ge¢en zamana yart Omiir denir ve

(4.9) bagmtisinda N yerine Ny/2 yazilirsa,
No

2

1

5 exp(—Aty,)
Ay, =In2=10,693

= Ny exp(-Aty,)

bulunur. Buradan deneysel elde edilen bozunma sabiti yerine yazilirsa yar1 dmriin deneysel

degeri

t deneysel — 0,693

4.10
e == (410)

olarak elde edilir.

Teorik olarak yar1 dmiir hesaplamak istenirse, once tiinel olayinda anlatildigi sekli ile,
saniyedeki kag¢ig ihtimali olarak tarif edilen bozunma sabiti A = voP ile hesaplanir. Daha sonra

bu ifade (4.10) denkleminde yerine yazilarak,

yiearic _ 0693 (4.11)
voP
elde edilir.

Bolim 2°de (2.16) ve (2.17) denklemi ile belirtildigi gibi, alfa par¢aciginin potansiyel

engele carpma frekansi,

Vvt
2R 2R\ M

Vo

ve engelden gegme olasiligi

P =exp[- ZG]:exp[—%j\/Zﬂ(\/(r)—Qa(r))dr
R

seklindedir (Tanyel, 1994).

4.2 Alfa Bozunumunun Kesirsel Matematik Ile Coziimii

Nikleer bozunma denklemi (4.2) cozulerek, (4.11) denklemi ile teorik olarak ve (4.10)

denklemi ile deneysel olarak incelendiginde deneysel elde edilen bozunma sabiti ile teorik
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hesaplanan bozunma sabiti birbirine esit ¢gikmamaktadir. Dolayisiyla yar1 omiirlerin de farkli
olmasi beklenir. Bu farklanmay1 gidermek i¢in literatiirde P, diizeltme ¢arpanina ihtiyag
duyulmustur. Bu c¢alismada ise Pq dlzeltme c¢arpanina gerek duyulmadan (4.2) diferansiyel
denklemi kesirsel matematik kullanilarak kesirli mertebeden tiirevi alinarak c¢oziilmiistiir.

Bozunma denklemi (4.2) tekrar ele alinirsa,

dN(@)
= AN®

birinci mertebeden tiirev a mertebesine tasindiginda,

d d“

%
dt  dt“

(4.2)’deki denklem artik zaman-kesirsel niikleer bozunma denklemi olarak

d“ e
dt—aN(t)— AEN(t) (4.12)

seklinde yazilir. N(t) = N, exp(-At) denkleminde boyut analizi yapildiginda [At]= ES =lyani
ez 7 °

birimsizdir (boyutsuzdur). O halde mertebe o olarak degistirildiginde [ﬂ“t“]zias“ =1
s

seklinde ifadenin yine birimsiz olmasi beklenir. (4.12) denkleminde esitligin sag ve sol
tarafinin boyutunun esit olabilmesi ve dolayisi ile fiziksel olarak anlamli olmasi i¢in A, o’y1 US

olarak almalidir (Naber, 2004).

Kesirsel matematikte Caputo kesirsel tiirev tanimindan
DIN(t) = -A*N(t) (4.13)

yazilabilir. Denklem (3.91) ifadesinden kesirsel tiirev mertebesi araligit m-1<a <m, a > 0igin

DI f(t) := 3" “D™f (t) yazilabildiginden (4.13) denkleminde bu ifade yerine yazilarak,

J™UDN(t) = —A*N(t) , (4.14)
J¥II™YD"N(t) = -A“N(t) , (4.15)
JIMITUDN() = -A%I*N(t) , (4.16)

IJMDN(t) = -A%JEN(t) , (4.17)
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m-1 k
mmem _ _ k) A+ t_=_ aqa
J™D™N() = N(t) Z;N (07) ;=" INQ , (4.18)
m-1 tk
N(t):ZN(k)(OWF—/I“J“N(t) , (4.19)
k=0 )

elde edilir. Burada a kesirsel tiirev mertebesi kendinden bir énceki ve bir sonraki degerler
arasinda yer alir. m—-1<a <m i¢in m=1 segilirse 0< a <laraliginda degerler almalidir. Nukleer
bozunma denklemi birinci dereceden bir diferansiyel denklem oldugu igin kesirsel mertebenin

ust sinir 1’°e kadar olmalidir.

m=1 i¢in (4.19) denklemi tekrar yazilirsa
{0
N(t) = N(O+)a—/‘t“J“N(t) (4.20)

N(t) = N(0") - A“J“N(t) (4.21)

elde edilir. (4.21) denklemi Laplace doniisiimii kullanilarak ¢oziiliirse;

LN ()} = LN (07)} - LEA“ I “N (1)} (4.22)
N(s) = NO _ e NES) (4.23)
S e
N(s)+ 4o NG _N©) (4.24)
s S
N (S)(HKJ _NO (4.25)
s S
N (s){sa A ] _NO) (4.26)
s S
N(g)=NO s (4.27)
S s*+ A%
- Safl
N(s) = N(O) (4.28)
s¥ + A%

elde edilir. (4.28) denklemine ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,



Ll{ﬁ(s)}le{N(O) s }

T (4.29)
1 Sa71
N(t) = N(O)L {s“ +za} (4.30)
N(t) = N(O)L™ % 1% (4.31)
1+ —
s
Taylor serisi

ifadesi elde edilir. Bu (4.31) denkleminde ters Laplacenin ¢oziimii Taylor serisi a¢ilimi ile eld
edilir. Taylor seri a¢ilimi i¢in,

3 a l )ba /12(1 130(
=L {g_ gatl + 20+ N g3l to (4.32)

1)1 a1 20 1) 1 3a,1) 1
=L {; —/Ial_ SQT +/’ia|_ SZW —/1al_ S&ﬁ +...
t3a

200
:1_165_4_&20!1"__13!1 +
al (2a)! (3a)!

ulasilan (4.32) esitligi toplam sembolii kullanarak yazilirsa,

L1 1 2 (et S
[ S :Zﬁ_L

S 14 ﬁ ~ (nha)!
Sa
@© ara |
:Z(-“ ) (4.33)
“~ (en+1)
Mittag—Leffler

fonksiyonu

e, ()

40
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Mittag-Leffler fonksiyonunun elde edildigi agiktir. Bu seri kisaca E,, (— A%t )olarak gosterilir ve

bu gosterim i¢in denklem (4.30) tekrar yazildiginda,
N() = NQ)E, [ 21}, 0<a<1 (4.34)

ifadesi elde edilir. Mittag-Leffler fonksiyonunun seri gsterimi ve N(0) — N i¢in

N(t) = Noim (4.35)
n=0

I'(an+1)

elde edilir. Goriildiigi gibi (4.11) denklemi kesirsel matematik kullanarak ¢o6ziildiigiinde

nikleer bozunma denklemi (4.34) veya (4.35) denklemleri ile kesirsel formda ifade edilebilir.
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5. HESAPLAR VE SONUCLAR

Nukleer bozunma denklemi (4.2),

N
NG _ N
dt
kesirsel matematik kullanilarak (4.12) denklemi

d“N(t)
dt*

= 2“N(t)

seklinde tanimlanmis ve bu denklemin ¢6ziimii de

N(t) = N, Zﬂ %“)

5 T'(an+1)

(4.35) seklinde veya Mittag-Leffler fonksiyonunu igerecek sekilde olup asagidaki gibi elde

edilmistir,
N(t) = NyE, (-27t%).

Bu yeni ¢6zim «—1 olmast durumunda standart ¢oziim olan N(t)=N,e™
denklemini vermektedir.
Kesirsel niikleer bozunma denkleminin ¢dzimi olan (4.34) denklemi kullanilarak alfa

bozunumu yapan Pb, Po, Rn Ra, Th ve U izotoplarin yar1 Omiirleri hesaplanmis ve

ty, (deneysel) = ty, (teorik) ~ elde edilmistir. Bu hesaplamalar yapilirken daha Onceki

calismalardaki gibi bir diizeltme ¢arpanina (Pg) ihtiya¢ duyulmamustir. Elde edilen sonuclardan
o kesirsel tiirev mertebesi ile A bozunma sabiti iliskilendirilerek o kesirsel tiirev mertebesinin

niikleer yapiya baglilig1 ortaya konmustur.

Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2°deki siitunlarda sirasit ile Pb, Po, Rn Ra, Th ve U
cekirdeklerinin izotoplari, engele ¢arpma frekansi v, , engelden gegme olasiligi P, diizeltme
faktorii P,, deneysel bozunma sabiti A %™, teorik bozunma sabiti A'°™ degerleri yer
almaktadir. Burada engele garpma frekans1 v, , engelden gegme olasiligi P, diizeltme faktoru

P, degerleri (Zhang and Royer, 2008)’den alinmustir.



Cizelge 5.1 Pb, Po ve Rn izotoplari igin deneysel ve teorik bozunma sabitleri.
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izotoplar vo[s] P Po L% s 2 K s T= v P
5Pb 1,453 x 10 4,097 x 10" 0,0506 3,012 x 10° 59,529 x 10°
1opy 1,415 x 10 3,098 x 108 0,0317 1,386 x 10° 43,837 x 10°
2 ph 1,347 x 10 2,558 x 107 0,0359 1,261 x 10* 34,456 x 10
1% pp 1,339 x 10* 2,262 x 10%° 0,0375 1,137 x 10° 30,288 x 10°
% Pb 1,303 x 10%* 1,845 x 102 0,0240 5,779 x 102 240,403 x10°
% pp 1,262 x 10 6,264 x 103 0,0325 2,569 x 102 79,051 x 107
%0pPh 1,214 x 10* 8,784 x 10% 0,0361 3,853 x 10° 106,637 x 10°
L2 pp 1,157 x 10 3,237 x 107 0,0514 1,927 x 107 37,452 x 107
194 ppy 1,098 x 10%* 5,278 x 10°%° 0,0122 7,077 x 10 579,524 x 10
20pp 0,959 x 10% 6,676 x 10 0,0293 1,866 x 10 64,023 x 1077
88pg 1,452 x 10 8,129 x 10" 0,0147 1,733 x 10° 118,033 x 10°
L0pg 1,411 x 10 5,907 x 108 0,0333 2,772 x 10° 83,348 x 10°
©2pg 1,371 x 10 3,909 x 10 0,0446 2,392 x 10* 53,592 x 10
g 1,335 x 10%* 3,249 x 10°%° 0,0410 1,782 x 10° 43,374 x 10°
6 pg 1,299 x 10%* 2,041 x 102 0,0455 1,205 x 10™ 26,512 x 10"
1%8pg 1,259 x 10 8,283 x 103 0,0439 4,580 x 10° 104,282 x 10
20pg 1,222 x 10 3,066 x 10 0,0300 1,124 x 10" 37,466 x 10"
22po 1,188 x 10% 1,721x10% 0,0251 5,138 x 10°® 204,454 x 10°
2ipo 1,161 x 10* 1,376 x 10% 0,0228 3,638 x 107 159,753 x 107
Wopg 1,141 x 10 2,254 x 1077 0,0191 4,907 x 10°® 257,181 x 10°
2®po 1,126 x 10% 5,727 x 10% 0,0115 7,427 x 10° 644,860 x 10°°
@opg 1,142 x 10 7,615 x 10?7 0,0065 5,765 x 107 869,633 x 10°
22pg 1,466 x 10%* 4,598 x 10 0,0341 2,295 x 10° 67,406 x 10°
24pg 1,366 x 10% 4,309 x 107 0,0873 5,138 x 10° 588,609 x 10°
25pg 1,278 x 10%* 3,670 x 10%° 0,0976 4,580 x 10° 46,902 x 10°
28 pg 1,199 x 10%* 2,844 x 102 0,1092 3,722 x10° 34,099 x 10°
5Rn 1,360 x 10%* 9,928 x 10°%° 0,0790 1,066 x 10" 135,020 x 10
20Rn 1,326 x 10% 8,491 x 10% 0,0616 6,931 x 10" 112,591 x 10
22Rn 1,296 x 10%* 9,713 x 10°% 0,0480 6,037 x 102 125,880 x 107
2Rn 1,270 x 10 1,375 x 10°% 0,0397 6,931 x 10 174,625 x 10°
2R 1,249 x 10 2,830 x 102 0,0382 1,352 x 107 35,346 x 107
28Rn 1,233 x 10 9,051x 10 0,0284 3,168 x 10™ 111,599 x 10
ZORn 1,219 x 10* 3,957 x 10°% 0,0158 7,600 x 10°® 482,358 x 10°
22pn 1,237 x 10 3,810 x 102 0,0099 4,686 x 10™ 471,29 x 10™
Z4Rn 1,482 x 10% 4,350 x 10™ 0,0399 2,575 x 10° 64,467 x 10°
25Rn 1,393 x 10 1,011 x 107 0,1101 1,552 x 10* 14,083 x 10*
25Rn 1,307 x 10 1,226 x 10" 0,1220 1,854 x 10" 16,024 x 10
Z0Rn 1,223 x 10% 6,470 x 10% 0,1558 1,233 x 102 79,128 x 10°
22Rn 1,237 x 10 1,055 x 10 0,1743 2,093 x 10°° 13,0503 x 10°®




Cizelge 5.2 Ra, Th ve U izotoplar1 i¢in deneysel ve teorik bozunma sabitleri.
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Izotoplar vo[s7] P Py A* [sT) A [s™]= voP
2pa 1,411 x 10% 2,931x10™ 0,0645 2,666 x 107 41,356 x 10°
2ipa 1,372 x 10% 1,893 x 10" 0,0452 1,174 x 10" 25,972 x 10"
2%Ra 1,347 x 107 3,750 x 10°%° 0,0572 2,890 x 10° 50,512 x 10°
2Ra 1,329 x 10% 1,193x 107 0,0310 4,907 x 10" 158,549 x 10"
2R, 1,315 x 10% 5,682 x 107 0,0256 1,909 x 10" 74,718 x 10
2R, 1,298 x 10% 1,982 x 1072 0,0191 4,907 x 10 257,263 x 107
2ipa 1,316 x 10% 1575x 107 0,0133 2,759 x 10" 20,727 x 10"
25pa 1,503 x 107 5,580 x 10 0,0454 3,809 x 10° 83,867 x 10°
2opa 1,419 x 10% 2,049 x 10 0,0928 2,697 x 10* 29,075 x 10*
20, 1,333 x 107 2,854 x 107 0,1001 3,809 x 10* 38,0438 x 10
22pa 1,245 x 10% 1,269 x 10°% 0,1127 1,782 x 10 15,799 x 10
24, 1,155 x 10% 1,216 x10% 0,1457 2,046 x 10°° 14,045 x 10°°
25, 1,056 x 10% 5,861 x 10°% 0,2086 1,291 x10™ 6,189 x 10
2oy 1,395 x 10% 9,009 x 10" 0,0325 4,082 x 10" 125,675 x 10"
2y 1,381 x 10% 4,616 x 10 0,0302 1,927 x 10" 63,746 x 10"
2y 1,366 x 10% 1,978 x 107 0,0257 6,931 x 10° 270,194 x 10°
267y 1,382 x 10% 1,256 x 10 0,0142 2,459 x 10" 173,579 x 10*
a7y 1,523 x 10% 7,388 x 10 0,0616 6,931 x 10° 112,519 x 10°
207y 1,447 x 10% 5,102 x 107 0,0961 7,093 x 10* 73,825 x 10*
207y 1,374 x 10% 2,514 x10™ 0,0712 2,459 x 107 34,542 x 107
2ty 1,298 x 10% 4,512 x 10 0,0919 5381x 10" 58,566 x 10™
267 1,216 x 10% 1,901 x10% 0,1221 2,824 x 10 23,116 x 10
87y 1,121 x 10% 5,626 x 10> 0,1321 8,333 x 10° 63,067 x 10°°
2o, 1,038 x 107 1,203x10°% 0,1714 2,142 x 10" 12,487 x 10
2 0,957 x 10* 4,447 x 10 0,2831 1,205x 107 4,256 x 10"
a8 1,437 x 10% 3,036 x 107 0,0311 1,358 x 10° 43,627 x 10°
20y 1,553 x 107 1,700 x 107 0,0438 1,156 x 10’ 26,401 x 10’
24 1,411 x 10% 1,389 x 107 0,0505 9,904 x 10° 195,988 x 10°
20y 1,329 x 107 1,900 x 107 0,0549 1,386 x 10° 25,251 x 10°
29 1,245 x 10% 9,088 x 10°** 0,1065 1,205 x 10° 11,314 x 10°
20 1,164 x 10% 1,914 x 107 0,1155 2,575x107 22,279 x 107
22y 1,103 x 10% 1,360 x 10°%° 0,1395 2,093 x 1010 15,001 x 101°
2 1,042 x 10% 4,166 x 10* 0,1525 6,620 x 10" 43,409 x 10"
25 1,007 x 10% 3,976 x 10°% 0,1771 7,093 x 10718 40,038 x 10°%°

0,970 x 10% 1572x10°% 0,2440 3,722x10™ 15,248 x 10

238
92 u




Cizelge 5.3 Pb, Po ve Rn izotoplari igin deneysel, standart ve kesirsel yar1 dmiir degerleri.
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fzotoplar P e o | kesireel oo "

;;8 Pb -3,64 -4,93 -3,64 0,347725
;1;30 Pb -2,30 -3,80 -2,30 0,565853
122pp -1,26 -2,69 -1,26 0,485794
54 Pb -0,21 -1,64 -0,21 0,478974
gﬁ Pb 1,08 -0,54 1,08 0,750370
gﬁ Pb 2,43 0,94 2,43 0,547517
égo Pb 4,26 2,81 4,26 0,498147
ég? Pb 6,56 5,26 6,56 0,346709
54 Pb 9,99 8,08 9,99 0,403175
g;o Pb 16,57 15,03 16,57 0,613999
58 Po -3,40 -5,23 -3,40 0,393731
19py -2,60 -4,08 -2,60 0,538510
;32 Po -1,54 -2,89 -1,54 0,394832
;34 Po -0,41 -1,80 -0,41 0,431794
1%py 0,76 -0,58 0,76 0,389640
5‘8 Po 2,18 0,82 2,18 0,403355
ggo Po 3,79 2,27 3,79 0,595823
ggz Po 5,13 3,63 5,13 0,715014
524 Po 6,28 4,64 6,28 0,790994
ggﬁ Po 7,15 5,43 7,15 0,805306
538 Po 7,97 6,03 7,97 0,869900
§i° Po 7,08 4,90 7,08 0,903119
§i2 Po -6,52 -7,99 -6,52 0,523215
214 pg -3,87 -4,93 -3,87 0,203365
516 Po -0,82 -1,83 -0,82 0,182692
518 Po 2,27 1,31 2,27 0,164489
%R0 -1,19 -2,29 -1,19 0,222668
ggo RN 0,0 -1,21 0,0 0,286749
ggz RN 1,06 -0,26 1,06 0,368804
534 RN 2,00 0,59 2,00 0,447170
ggﬁ RN 2,71 1,29 2,71 0,464603
25pn 3,34 1,79 3,34 0,630693
géo RN 3,96 2,16 3,96 0,837116
5;2 RN 3,17 1,17 3,17 0,880952
g(l;t RN -6,57 -7,97 -6,57 0,444265
26pn -4,35 -5,31 -4,35 0,163069
géa RN -1,45 -2,36 -1,45 0,148558
géo RN 1,75 0,94 1,75 0,119550

5,52 4,73 5,52 0,116594

222
&% RN




Cizelge 5.4 Ra, Th ve U izotoplar1 i¢in deneysel, standart ve kesirsel yar1 6miir degerleri
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fzotoplar P e o | Kesito o ama ’
22Ra -2,58 -3,77 -2,58 0,277056
XRa -1,23 -2,57 -1,23 0,390602
§§6 Ra -0,62 -1,86 -0,62 0,308654
538 Ra 0,15 -1,36 0,15 0,577115
20Ra 0,56 -1,03 0,56 0,702950
§§2 Ra 1,15 -0,57 1,15 0,805372
§§4 Ra 0,40 -1,47 0,40 0,856784
2oRa -6,74 -8,08 -6,74 0,389769
28Ra -4,59 -5,62 -4,59 0,191868
20Ra -1,74 -2,74 -1,74 0,178393
22Ra 1,59 0,64 1,59 0,159596
24Ra 5,53 4,69 5,53 0,126721
Z5Ra 10,73 10,05 10,73 0,094071
2°Th -1,77 -3,26 -1,77 0,549254
221 -1,44 -2,96 -1,44 0,596974
AéTh -1,00 -2,59 -1,00 0,700026
45T -1,55 -3,40 -1,55 0,850160
gégTh -7,00 -8,21 -7,00 0,286567
§§°Th -5,01 -6,03 -5,01 0,185518
221h -2,55 -3,70 -2,55 0,248166
§§4Th 0,11 -0,92 0,11 0,193618
25Th 3,39 2,47 3,39 0,148293
287 7,92 7,01 7,92 0,138132
ggOTh 12,51 11,74 12,51 0,110174
22T 17,76 17,21 17,76 0,075138
§§8U -3,29 -4,79 -3,29 0,576558
2oy -7,22 -8,58 -7,22 0,406591
§§“U -3,15 -4,45 -3,15 0,353855
oy -0,30 -1,56 -0,30 0,322454
§§8U 2,76 0,48 2,76 0,168386
§§°U 6,43 5,49 6,43 0,155992
22y 9,52 8,67 9,52 0,131585
§§4U 13,02 12,20 13,02 0,121766
zoy 14,99 14,24 14,99 0,107264
§§8U 17,27 16,66 17,27 0,083477
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Cizelge 5.3 ve Cizelge 5.4 'te, birinci situnda incelenen cift-cift Pb, Po, Rn Ra, Th ve U
izotoplar1 verilmistir. Ikinci siitunda deneysel elde edilen yarilanma 6mrii, iiiincii siitunda
standart matematik kullanilarak elde edilen teorik yarilanma Omrii, dordiincii siitunda bu
calismada kesirsel matematik kullanilarak elde edilen yarilanma omrii ve son siitunda kesirli

tlrev mertebesi o degerleri verilmistir. Deneysel yari omiir degerleri (Zhang and Royer,
2008)’den alinmustir.  Ugiincii siitunda verilen yari dmiir degerleri igin A = v,P olarak

almmustir. Goriildiigi gibi bu degerler ile deneysel yar1 dmiir degerleri birbirinden farklidir. Bu
farkliligi gidermek igin diger calismalarda P, ile adlandirilan bir diizeltme faktori ile A
carptlmaktadir. Bu ¢aligmada, Kesirsel matematik kullanilarak elde edilen yar1 dmiir degerleri

ile deneysel yar1 omiir degerleri karsilastirildiginda, bu ikisinin birbirine esit oldugu c¢ok net

gorulmektedir. Nukleer bozunma denkleminin kesirsel ¢ozimi olan N(t) = N, E_ (-A"t“)

denkleminde A =v,P olarak alinmistir. Elde edilen a degerleri igin Cizelge 5.3 ve Cizelge

5.4’den de goriildigi iizere kesirsel tiirev mertebesi 0 < o < 1araliginda degismektedir.

Sekil 5.1-5.6’da Pb, Po, Rn, Ra, Th, ve U izotoplar i¢in kesirsel tlirev mertebesinin
nétron sayisina gore degisimleri verilmistir. Sekil 5.2-5.6”dan goriildiigi gibi Po, Rn, Ra, Th ve
U cekirdeklerinin hepsinde kuresel kabuk kapandik¢a yani N=126’ya kadar o degeri
artmaktadir. N=126 olan izotoplarda ise o’nin maksimum degere sahip oldugu goriilmektedir.
Kabuk kapandiktan sonra ndtron sayist arttikca o degeri azalmaktadir. Sekil 1’e baktigimizda
Pb ¢ekirdeginde nétron sayisinin tiim degerleri 0,5 degeri civarinda dalgalanmaktadir. Pb’nin
mevcut izotoplari arasinda nétron sayist sihirli say1 olan bir izotopu yoktur. Pb’nin proton
sayist Z=82 dir ve bu bir sihirli sayidir. Dolayisiyla Pb’de ndtron sayisina gore o nin
degisiminde 6zel bir durum gérmemek normaldir. Sekil 5.2-5.6’da goriildiigl gibi o degerleri
Po, Rn, Ra, Th ve U izotoplari i¢in N=126"ya kadar gittik¢e artmakta ve N=126’da maksimum
olmaktadir. N=126’dan sonra ise hizla azalmaktadir. Bu piklerin olmasi beklenen bir
durumdur. N=126 olan ¢ekirdeklerde a degeri 1’e yaklasmaktadir. Clinkii N=126 olan izotop
en kararli yapidadir. Kesirsel niikleer bozunma denkleminde ¢ —1 olmasi standart duruma
karsilik gelmektedir. Bu durum bize alfa bozunma mekanizmasi i¢in o degerinin kapali kabuk

yapisinda anahtar bir rol oynadigini gosterilmektedir.

NGtron sayist 126 olan Pb, Po, Rn, Ra, Th, ve U izotonlarinin o degerlerinin proton
sayist ile degisimi Sekil 5.7°de gosterilmistir.  Proton sayisi1 Z=82 sihirli sayisindan
uzaklasildiginda o degerleri azalmaktadir. Yukaridaki yorum burada da gegerlidir. Cunki

sihirli sayrya yaklastik¢a ¢ekirdek daha kararli olmakta ve o degeri 1’e yaklagsmaktadir. Z=82
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oldugunda yani kapali kabuk yapisinda ¢ekirdek en kararli durumdadir. Bu durum o’nin 1
olmasi durumuna yani standart bozunma denklemine karsilik gelmektedir.  Z=82’den

uzaklastikca ¢ekirdek kararli olmaktan ¢ikmakta dolayisiyla o degerleri de hizla azalmaktadir.

Sekil 5.2-5.6’dan goriildigl gibi, Po, Rn, Ra, Th ve U izotoplarinda N=126 olduktan
sonra o nin degeri azalmakta ve her bir ¢ekirdegin en fazla nétronu olan izotopuna karsilik gelen
o degeri minimum olmaktadir. No&tron sayisi arttikga kararlt durumdan uzaklagilmakta ve
dolayisiyla da a degeri ¢ok kiiclilmektedir. Sekil 5.8’de minimum o degerlerine sahip, ndtron-
bakimindan en zengin cekirdeklere karsilik gelen ***Po, ’Rn, *°Ra, ***Th ve **U izotoplarinin
proton sayist ile a’nin degisimi verilmistir. Proton sayis1 Z=82 sihirli sayisindan uzaklastik¢a o
degeri azalmaktadir. Ancak ??Th’den %®U’e giderken o degerinde bir artis goriilmektedir. 2**U
(N=146)’in nétron sayist 2?Th(N=142) cekirdegine gore alt sihirli sayiya (N=152) daha
yakindir yani kararliligi daha fazladir. Dolayistyla 2°U’un o degerinin 2?Th’un o degerinden

daha biiyiik olmas1 dogaldir.
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Sekil 5.1 Pb izotoplarina karsilik gelen a-kesirsel tlirev mertebeleri
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Sekil 5.2 Po izotoplarina karsilik gelen a-kesirsel tirev mertebeleri
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Sekil 5.3 Rn izotoplarina karsilik gelen a-kesirsel tirev mertebeleri
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Sekil 5.5 Th izotoplarina karsilik gelen a-kesirsel tiirev mertebeleri

50



1,0 [

0,9 F

06 F
05F

04F

o0k

1,0 [

07F
06

05 F

0,1F

00F

—&— N=126

218
u

82

Sekil 5.7 N=126 olan Po, Rn, Ra, Th, U izotoplarina karsilik gelen a-kesirsel tlrev

84

86

88
Z

mertebeleri

90

92

()
B

51



0,18

0,16

0,14

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

218
P

232Th

82

84

86 88 90
Z

92

94

52

Sekil 5.8 Notron sayist maksimum olan Po, Rn, Ra, Th, U izotoplarina karsilik gelen a-

kesirsel tirev mertebeleri
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6. TARTISMA

Alfa bozunumunu daha iyi anlayabilmek i¢in gelistirilen birgok modelden biri olan alfa-
cluster modelinde bozunma sabiti 4, tiinel olayinda belirtildigi gibi v, P seklinde degil, engele
carpma frekansi (v, ), engelden gecme olasiligi (P) ve diizeltme faktorinin (Pg) carpimi v, P Py

olarak verilir. B6lim 1’de bu ¢arpimlardan biri olan dlzeltme faktori

Teorik
ﬂ*Deney 1:]/2
PO — —
- tDeneysel
Teorik 1/2

seklinde tanimlanmigtir. Bu faktor, teorik A ile deneysel A ‘y1 esdeger yapabilmek igin
sonradan eklenen bir ¢arpandir. Alfa bozunumu yapan cift-cift Pb, Po, Rn, Ra, Th ve U

izotoplarinin yar1 émiirleri (4.2) ile verilen kesirsel niikleer bozunma denklemi ile hesaplanmig

olup, P, ifadesine gerek kalmadan, uygun o degerleri i¢in teorik yariomiir degerleri deneysel

yariomiir degerleri ile esdeger olarak elde edilmistir. Elde edilen sonuglar Pb izotopu hari¢

asagidaki gibi 6zetlenebilir:

. Elde edilen bu o degerlerinin Po, Rn, Ra, Th ve U cekirdeklerinin hepsinde

N=126 olan izotoplarinda maksimum degere sahip oldugu gorilmiistiir.
. a degeri N=126"da 1’e yaklagmaktadir.

. N=126 olan izotonlarin proton sayist ile o’min degisimine bakildiginda,
Z=82’de a degerinin 1’e yakin oldugu ve proton sayisinin artmasiyla a’nin degerinin azaldigi

gorulmektedir.

. Notron sayist maksimum olan ¢ekirdeklerin proton sayist ile a’nin degisimi
incelendiginde ise U izotopu hari¢ nétron sayisi arttikca o’nin degerinin azaldigi goriilmiistiir.
28U°un, **2Th gekirdegine gore kararlilig1 daha fazla oldugundan *®U’un « degerinin ?*?Th’un

o degerinden daha biiyiik olmas1 dogaldir.

Yukarida elde edilen sonuglardan, a’nin da ayn1 P, gibi niikleer yapiya bagimli oldugu

sonucuna ulasilir. Ozellikle Z=82 ve N=126 sihirli sayilarina uyan gekirdeklerde o’'mn degeri
I’e yaklagsmaktadir. Kapali kabuk yapisina sahip izotoplar en kararli olduklar1 i¢in bu da bizi
kesirsel durumdan standart duruma goturmektedir. o kesirsel tlirev mertebesi kapali kabuk

yapist i¢in anahtar bir rol oynamaktadir.
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