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1. GIRIS

Egrilerin diferansiyel geometrisinde, en onemli problemlerden biri regiiler bir egrinin
karakterizasyonudur. Bu problemin ¢6ziimiinde x egriligi ve 7 torsiyonu etkili bir rol

oynar. Ornegin;
1) k=0 ise egri bir dogrudur,
i) k=0 ve =0 ise egri diizlemseldir,

i) x=sabit>0 ve 7 =0 ise egri yarigapt 1/x olan bir gemberdir.

Boylece bir egrinin egriligini ve torsiyonunu kullanilarak egrinin bigimini Ve

uzunlugunu belirleyebiliriz (Millman ve Parker 1977).

Teget vektorii sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapan egrilere genel helis veya sabit egimli
egri denir. Helislerle ilgili klasik bir sonu¢ 1802 yilinda M. A. Lancret tarafindan ifade
edilmis ve ilk olarak 1845 yilinda B. de Saint Venant tarafindan ispatlanmistir: Bir

egrinin genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart 7/x=sabit olmasidir. Eger

x =sabit >0 ve 7 =sabit # 0 ise egriye dairesel helis denir (Millman ve Parker 1977).

Helislerin bir¢ok ilging uygulamalar1 vardir. Ornegin; DNA ¢ifti ve kolajen iiglii helis,
karbon nano tiipler, helis bi¢imindeki merdivenler, fraktal geometrideki helis yapilar ve
vb. Bu yiizden helisler dogadaki ve bilimdeki en biiyiileyici egrilerden birisidir (ilarslan
ve Boyacioglu 2008, Munteanu 2010).

Egrilerin karakterizasyonu i¢in diger bir yol egrilerin Frenet vektorleri arasindaki
baglantilardir. Ornek olarak involiit-evoliit ciftini verebiliriz. 1668 yilinda C. Huygens
daha kusursuz bir saat yapmaya calisirken involiitleri kesfetmistir. Vse |l i¢in o ve &
egrilerinin karsilikli noktalarindaki tegetleri ortogonal ise & ya & nin evoliitii ve & ya
da o nin involiti denir. («,&) ikilisine ise evoliit-involiit ¢ifti denir (Millman ve
Parker 1977). Diger taraftan Oklid 3-uzayinda bir diizlemsel egrinin evoliitii, egrinin

egrilik merkezinin geometrik yeridir.



lzumiya vd. (2004) calismalarinda H? pseudo-hiperbolik uzayindaki egrilerin
evoliitlerini tanimladilar ve bu evoliitlerin singiiler noktalar1 ile egrilerin geometrik

invaryantlar1 arasinda baglanti kurdular.

Diferansiyel geometride onemli bir yeri olan diger egri 1850 yilinda J. Bertrand
tarafindan bulunan Bertrand egrileridir. Bertrand egrisinin her noktasindaki asli normal
vektorii Bertrand ¢ifti denilen diger bir egrinin de asli normal vektoriidiir. Vse |l igin

o egrisinin Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ax(s)+Bz(s)=1 olacak
sekilde sifirdan farkli A, B reel sabitlerinin olmasidir. Boylece diizlemsel egriler ve

dairesel helisler Bertrand egrileridir (Millman ve Parker 1977, Izumiya ve Takeuchi
2002).

Izumiya ve Takeuchi (2002) calismalarinda Oklid 3-uzayinda, Bertrand egrilerinin
kiiresel egrilerden elde edilebilecegini ispatladilar. Ayrica kiiresel evoliit kavramini
tanimladilar. Kiiresel egrilerin Singiiler nokta teorisinin bir uygulamasi olarak Bertrand

egrilerinin “generic” 6zelliklerini incelediler.

Bertrand egrileri, bilgisayar destekli tasarimda ve bilgisayar destekli tiretimde onemli

bir yeri olan paralel (offset) egrilerin 6zel 6rnekleridir (Nutbourne ve Martin 1988).

Son yillarda, M?xR carpim uzayindaki yiizeylerin geometrisi ilgili birgok caligma
yapilmistir. Bu yiizeylere drnek olarak sabit acil yiizeyleri verebiliriz. Oklid 3-uzaymda
birim normali, belirli sabit bir vektorle sabit ac1 yapan yiizeylere, sabit acili ylizeyler
denir (Cermelli ve Di Scala 2007). Bu yiizeyler helis kavraminin bir genellemesi olarak
diisiiniilebilir. Dillen vd. (2007, 2009) calismalarinda S°xR ve H?xR carpim
uzaylarinda sabit agili yiizeyleri incelediler. Bu yiizeylerin birim normali, R

dogrultusundaki teget ile sabit ag1 yapar.

Munteanu (2010) makalesinde her noktasindaki normali, o noktadaki konum vektoriiyle
sabit ac1 yapan yiizeyleri sabit egimli yiizeyler olarak isimlendirdi ve bu yiizeylerin

karakterizasyonu verdi;



S c R?® yiizeyinin sabit egimli yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart S nin ya orijin

merkezli S* Oklid 2-kiiresinin agik bir parcasi olmasidir ya da
x(u,v) =usin@(cos& f (v) +sin& f (v) A £'(v)) (1.1)

seklinde  parametrize  edilebilmesidir, burada 6, sifirdan farkli  sabit,

E=£@u)=cotfInu ve f, S* Oklid 2-kiiresinde birim hizl1 egridir.

Fu ve Yang (2012) c¢alismalarinda Minkowski 3-uzayinda, space-like sabit egimli
yiizeylerin space-like ve time-like konide bulunmalarina gore karakterizasyonlarini

verdiler;

S c R} yiizeyinin, space-like koni {izerinde yatan space-like sabit egimli yiizey olmasi

icin gerek ve yeter sart bu yiizeyin
x(u,v) =ucosh@(cosh &, f (v)+sinh & f (v) A f'(v)) (1.2)

seklinde  parametrize  edilebilmesidir, burada 6, sifirdan farkli  sabit,

& =¢&U)=tanh&Inu ve f, S de Sitter 2-uzayinda birim hizli space-like egridir.

Ayrica S R} yiizeyinin, time-like koni {izerinde yatan space-like sabit egimli yiizey

olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu yilizeyin
x(u,v) =usinh @(cosh&,g(v) +sinh &,g(v) A g'(V)) (1.3)

seklinde  parametrize  edilebilmesidir, burada 6, sifirdan  farkli  sabit,
£, =& (u)=coth@Inu ve g, H* pseudo-hiperbolik uzayinda birim hizli space-like

egridir.

Sabit egimli yiizeylerin gilizel bi¢imleri vardir ve diferansiyel geometri agisindan
ilgingtirler. Bu yiizden sabit egimli yiizeylere hem Oklid 3-uzayindaki hem de
Minkowski 3-uzayindaki en biiyiileyici yiizeylerden birisi diyebiliriz.



Bu tez calismasinda, Oklid 3-uzayinda, S* Oklid 2-kiiresi iizerindeki birim hizl1 egriler
icin Sabban catis1 ve kiiresel evoliit kavramlar1 verildi. S* Oklid 2-kiiresi iizerindeki
birim hizli egrilerden Bertrand egrilerinin olusturulabilecegi gosterildi. Bertrand
egrileriyle helisler arasindaki bir baglantt verildi. Bertrand egrilerinin Darboux
gostergelerinin kiiresel evoliitlere esit oldugunu ispatlandi. Ayrica bir uzay egrisinin
tegetler, asli normaller, binormaller ve Darboux gostergeleri i¢in sabit egimli ylizeylerin
parametrizasyonlart bulundu ve bazi sonuglar elde edildi. Sabit egimli yiizeylerin V-
parametre egrilerine karsilik gelen Bertrand egrileri arastirildi. Dordiincii boliimde;

Minkowski 3-uzayinda, S? de Sitter 2-uzayinda birim hizli space-like egriler igin

Lorentz anlaminda Sabban catisi, de Sitter evoliit kavramlari tanimlandi ve bu egrilerin
invaryantlar1 arastirildi. Bir 6nceki boliimde elde edilen sonucglar burada incelendi.
Besinci boliimde; dordiincii boliimdeki sonuglar H? pseudo-hiperbolik uzayindaki
birim hizli space-like egriler igin arastirildi. Altinci béliimde; Oklid 3-uzayinda
kuaterniyonlar ile sabit egimli yiizeylerin baglantilar1 verildi. Benzer sekilde, yedinci
bolimde; Minkowski 3-uzayinda split kuaterniyonlar ile space-like sabit egimli

yiizeylerin baglantilar1 arastirildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde ¢alismada sikg¢a kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verildi.
2.1 Oklid 3-Uzayinda Egriler ve Yiizeyler

Tanmm 2.1.1. | < R bir agik aralik olmak iizere

a 1 > R
t = a) = (a)o() o)

seklinde taniml1 diferansiyellenebilir fonksiyona R® Oklid 3-uzayinda bir egri denir
(O’Neill 1997).

Tamm 2.1.2. o, R® de bir egri olsun. Vt el igin

a'(t) = da _ IimM
dt h—0 h

hiz vektoriine, « egrisinin «(t) noktasindaki teget vektorii denir (Shifrin 2011).

Tammm 2.1.3. &, R® de bir egri olsun. Vtel icin o'(t) =0 ise a egrisine regiiler bir
egri denir (O’Neill 1997).
Ornek 2.1.1.

a : R »> R
t — at) = (rcost,rsint,ht)

egrisi verilsin, burada r >0 ve h>0 dir. Bu egriye sag dairesel helis denir (h<O0 ise

sol dairesel helistir). Dairesel helisin xy -diizlemine izdiisiimii bir cemberdir.
a'(t) =(-rsint,rcost,h) =0

oldugundan « regiiler bir egridir. & nin resmi (r =1 ve h=1);



Sekil 2.1 Sag dairesel helis «(t)

seklindedir (Millman ve Parker 1977).

Tanmm 2.14. o, | cR da tanimh bir egri olsun. Eger h:J — 1, J acik araligi

tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise
P=a(h):J >

bileske fonksiyonu bir diferansiyellenebilir egridir ve f ya h ile ¢ nm yeniden

parametrizasyonu denir (O’Neill 1997). ).

Tamm 2.1.5. 8, J c R de tamimh R® de bir egri olsun. VseJ igin

|5 =1

ise £ ya birim hizli egri ve s ye de yay-parametresi denir (Hacisalihoglu 2000).
Tamm 2.1.6. ¢, | c R datamimli R® de bir egri olsun. a, b e olmak iizere

b

[l @] ot

reel sayisina t =a dan t =b ye @ nin yay-uzunlugu denir (Hacisalihoglu 2000).



Tamim 2.1.7. &, | R datamiml R® de birim hizli bir egri ve T = ', « egrisinin

birim teget vektor alan1 olsun.

x : R - R
s o x(s) = [T'(s)|

reel sayisina o egrisinin egriligi denir (O’ Neill 1997).

Tamm 2.1.8. &, x>0 egriligine sahip R*® de birim hizli bir egri olsun. N =T'/x

vektor alanina o egrisinin asli normal vektor alan1 ve B=T AN vektor alanina da «

egrisinin binormal vektor alani denir (O’Neill 1997).

Teorem 2.1.1. a, x>0 egriligine sahip R® de birim hizli bir egri olsun. T, N, B

vektor alanlart « egrisinin her noktasinda ortonormal vektdr alanlaridir ve o egrisi

tizerinde Frenet ¢at1 alani olarak isimlendirilir (O’Neill 1997).

Tamm 2.1.9. o, R® de birim hizl1 bir egri olsun.

r . R » R
s — 7(s) = —<B'(s),N(s)>

reel sayisina a egrisinin torsiyonu denir (O’Neill 1997).

Tanm 2.1.10. «, x>0 egriligine sahip R® de birim hizli bir egri olsun. Egrinin
T, N, B vektor alanlarinin her s aninda bir eksen etrafinda ani helis hareketi yaptig
kabul edilir. Bu eksene egrinin S parametresine karsilik gelen «(S) noktasindaki

Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,

D =T + xB dir. Buradan Frenet formulleri;

T'=DAT,
N'=DAN,
B'=DAB

olur (Hacisalihoglu 2000).



Teorem 2.1.2. a, x>0 egriligine ve r torsiyonuna sahip R*® de birim hizli bir egri

olsun. Boylece Frenet formiilleri;

T [0 « OfT
N'|=|-x 0 || N (2.1.1)
B| |0 - oflB

seklindedir (O’Neill 1997).

Teorem 2.1.3. &, R® de regiiler bir egri olsun. Bu durumda Frenet formiilleri, egrilik

ve torsiyon
=],
N'=BAT, K=|a'/\a”||/||a'|3, (2.1.2)
B'=a'rad"/|a'ra"|, t=det(a',a".a")/|a'A 05”||2

seklindedir (O’Neill 1997).

Tammm 2.1.11. «, R® de birim hizli bir egri olsun. « egrisi boyunca birim teget
vektorler orijin merkezli S? birim Oklid 2-kiiresi iizerinde

T : 1 > §?
s — T(s)

egrisini meydana getirirler. Bu egri regiiler olmayabilir. T egrisine o nin tegetler
gostergesi (kiiresel teget resmi) denir. Ayrica asli normaller gostergesi (kiiresel asli
normal resmi) N ve binormaller gostergesi (kiiresel binormal resmi) B de S®

tizerindeki diger egrilerdir (Millman ve Parker 1977).

Benzer sekilde C(s) = D(S)/ ||D(S)|| olmak iizere birim Darboux vektorleri S’ iizerinde

C egrisini meydana getirirler. Bu egriye & nin Darboux gostergesi (kiiresel Darboux

resmi) denir (Izumiya ve Takeuchi 2002).



Tamim 2.1.12. Z/, R? nin acik bir alt kiimesi olsun. S < R® alt kiimesinin regiiler bir

parametrizasyonu
X:2/ cR* 5>ScR? x,AX, %0

seklinde tanmimli diferansiyellenebilir ve birebir fonksiyondur. x*:x(&)— 2/ ters

fonksiyonu siirekli olmak iizere, S — R® baglantil1 alt kiimesinin her noktasinda regiiler
parametrizasyonlu bir komsuluk varsa S ye R* de bir yiizey denir (Shifrin 2011).
Ornek 2.1.2.

a : (027) > R
S — a(s) = (2+coss,0,2+sins)

egrisini alalim. « egrisinin z -ekseni etrafinda 6 agis1 kadar dondiiriilmesiyle olusan

donel ylizey

cos@ —sin@ 0| 2+coss cos#(2+coss)
X(8,s)=|sing cosd O 0 =| sin@(2+coss)
0 0 1]l 2+sins 2+sins

tor ylizeyidir. Burada

X, A X, =(2+coss)(cosscosd,cosssing,sins) =0

dir. Tor ylizeyinin resmi;



Sekil 2.2 Tor yiizeyi x(6,S)

seklindedir.

Tamm 2.1.13. S, R® de bir yiizey olsun. S yiizeyi iizerinde v =V, sabit ve u degisken
alinarak elde edilen egriye U -parametre egrisi, U =U, sabit ve v degisken alinarak elde
edilen egriye de V-parametre egrisi denir (Shifrin 2011).
Tanim 2.1.14. S, R® de bir yiizey ve P S olsun.

X cR* >SS cR®, P=x(U,,V,)
regliler parametrizasyonunu diisiinelim. Boylece S yiizeyinin P noktasindaki teget

diizlemi x, ve X, vektorleri ile gerilen T,(S) alt uzayidir (Shifrin 2011).

T.(S) teget diizlemine dik olan n=x, AX,/||x, AX,| birim vektériine, S yiizeyinin
birim normali denir (Shifrin 2011).

Tammm 2.1.15. S, basit bir yiizey (2-boyutlu diferansiyellenebilir manifold) olsun.
¢:S—R® diferansiyellenebilir ~ déniisiimiiniin ~ de, :TP(S)—>T¢(P)(R3) tiirev

doniistimii birebir ise ¢ doniisiimiine immersiyon denir. Eger v,w e T, (S) i¢in

<d@, (v),dgp (W) > ;= <V,W>,
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ise ¢ doniistimiine izometrik immersiyon denir (Do Carmo 1976).
2.2 Minkowski 3-Uzayinda Egriler ve Yiizeyler

Tamm 2.2.1. X = (X, %, %) V& y=(¥;,Y,,¥s), R® Oklid 3-uzaymnda iki vektdr olmak

luzere
<X Y>=XY XY = XY,

Lorentz metrigiyle donatilmis R® uzayina, Minkowski 3-uzay1 denir ve R? ile gosterilir

(Lopez 2008).

Tamm 2.2.2. Bir x e R? vektériine;
(i) <x,x>>0 veya x =0 ise space-like vektor,
(if) <x,x><0 ise time-like vektor,

(i) <x,x>=0 ve x =0 ise light-like (null) vektor denir (Lopez 2008).

Tamim 2.2.3. X € R} olmak {izere
[|=J<xx>

reel sayisina X vektoriiniin normu denir. Normu bir birim olan vektore birim vektor

denir. Sonug olarak;
(i) x space-like vektor ise ||X|| =< X, X>,

(if) x time-like vektor ise ||X|| = «/— <X, X>

dir (Lopez 2008).
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Tamim 2.2.4. X, y € R} olmak iizere

. 3 3 3
Al RIxR) - R]

Lok 2.2.1)
(X, ¥) = XAY =X X X [=(%Y5 X5, XY, =X Y XYy — X Y,)
Yi Y2 Vs

seklinde tanimli "A™ operatoriine Lorentz anlaminda vektorel ¢arpim denir (Lopez
2008).

Oklid 3-uzayindaki vektorel carpima benzer olarak Lorentz anlaminda vektorel

carpimin da asagidaki gibi cebirsel ve geometrik ozellikleri vardir;

(i) <xAy,z>=det(x,y,2),

(i) XAy=—yAX,

(i) (XAY)AZ=—<X,2>y+<VY,2>X,

(iv) <xay,x>=0ve <xay,y>=0,

(v) R} deki her x, y, z vektdriiigin < XA Y,XAY>=—< X,X>< Y,y >+(< X,y >)’

dir.

Tamm 2.2.5. «, R} de bir egri olsun. & nim hiz vektdrii &' olmak iizere
(i) o'(t) space-like ise a egrisine space-like,

(i) o'(t) time-like ise a egrisine time-like,

(iii) o'(t) light-like ise & egrisine light-like

egri denir (Lopez 2008).

12



Tamim 2.2.6. R} de

Slz :{(Xsz’Xa) GRf‘Xf +X22 _X32 :1}
ve
H* :{(prz’xs) ERf‘Xf +X, =X :_1}

yiizeylerine sirasiyla de Sitter 2-uzay ve pseudo-hiperbolik uzay denir (Lopez 2008).

Teorem 2.2.1. a, x>0 egriligine ve 7 torsiyonuna sahip R’ de birim hizli bir time-

a"|| asli normal ve B=T AN binormal

like egri olsun. T =¢’ birim teget, N =a"/

vektor olmak tizere Frenet formilleri;

T' 0 ~ O||T
N'il=|x 0 <z||N (2.2.2)
B’ 0 - 0| B

dir (Lopez 2008). « birim hizli time-like egrisinin Darboux vektorii D=7T +xB dir.

Vs el igin D(s) light-like vektor olmasin. Buradan

C : | > H
D(s)

s »> C (S) m

seklinde tanimhidir ve o ni hiperbolik Darboux gostergesi olarak isimlendirilir (Wang
ve Pei 2011).

Teorem 2.2.2. a, R} de regiiler bir time-like egri olsun. Bu durumda « time-like
egrisinin egriligi ve torsiyonu

e e

B det(ar’an'arﬂ)
2

(2.2.3)

seklindedir (Lopez 2008).
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Teorem 2.2.3. a, x>0 egriligine ve 7 torsiyonuna sahip R} de birim hizli bir space-
like egri olsun. T =¢’ birim teget, N =a"/||a"| space-like asli normal ve B=N AT

binormal vektor olmak {izere Frenet formiilleri;

T’ 0 « O|T
N'|=|-« 0 || N (2.2.4)
B’ 0 0| B

dir. (Lopez 2008). a birim hizli space-like egrisinin Darboux vektérii D=—7T +xB

dir. Vs el igin D(s) light-like vektor olmasin. Buradan

C : 1 - s
D(s)
[

s —»> C(s) =

seklinde tanimlidir ve @ nin de Sitter Darboux gostergesi olarak isimlendirilir (Wang

ve Pei 2011).

Teorem 2.2.4. «, R’ de regiiler bir space-like egri olsun. « space-like egrisinin

egriligi ve torsiyonu

e lend]_detla ol a”) (225
o o na

dir (Lopez 2008).

Tamim 2.2.7. o, R} de regiiler bir egri olsun. v # 0 sabit vektrii igin <T(s),v > sabit

bir fonksiyon ise « ya helis denir (Lopez 2008).

Teorem 2.2.5. «, R} de space-like veya time-like bir egri olsun. « egrisi helis ise

7/k =sabit dir (Lopez 2008).
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Teorem 2.2.6. «, R’ de asli normali light-like olmayan space-like veya time-like bir

egri olsun. 7/x =sabit ise « egrisi helistir (Lopez 2008).

Teorem 2.2.7. a, R} de space-like veya time-like bir egri olsun. « egrisinin Bertrand
egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart Ax(S)+Bzr(s) =1 esitligini saglayacak sekilde

sifirdan farkli A, B reel sabitlerinin olmasidir (Lopez 2008).
2.3 Kuaterniyonlar ve Homotetik Hareketler

Tamm 2.3.1. a,,a,,a,,8, € R olmak iizere bir g kuaterniyonu

q=(a,a,a,,a;)
= (8, W)
=a)l+aji+a,j+ak

seklindedir, burada S,=a,, q nun skaler kism ve V,=(a,a,,a,) da vektorel

kismidir. Boylece q kuaterniyonu, q =S, +V, seklinde yazilabilir (Ward 1997).

Tamm 2.3.2. =S, +V, ve p=35,+V, kuaterniyonlarinin toplami

q+p=(S,+S,)+(V,+V,)

dir (Ward 1997).

Tamm 2.3.3. =S, +V, kuaterniyonunun bir 1 R skaleriyle ¢arpim1 Aq= A4S, + AV,
seklindedir (Ward 1997).

Tamm 2.3.4. g =S, +V, kuaterniyonunun eslenigi a =S, -V, dir (Ward 1997).

Tamm 2.3.5. g =a,1+aji+a,j+ak kuaterniyonun normu

N, :Jaé +a’+a’+a’
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dir (Ward 1997).
Tamm 2.3.6. q=al+aji+a,j+ak kuaterniyonu igin N, =1 ise g ya birim
kuaterniyon denir. Her g kuaterniyonu

q=N,(cos&+sinov)

seklinde kutupsal bigimde yazabilir, burada cos@=a,/N,, sind= «faf +ai+al / N,

ve v=(a,i+a,] +a3k)/4;‘a12 +a’ +a’, R® de birim vektdrdiir (Ward 1997).

Tamm 2.3.7. =S, +V, ve p=35, +V, kuaterniyonlarinin, kuaterniyon garpimi
qx p=3S,S,—<V,,V,>+SV, +3V +V AV, (2.3.1)

esitligiyle verilir, burada <V ,V > ve V, AV, sirasiyla V, ve V  arasindaki i¢

carpimi ve vektorel carpimi gosterir (Ward 1997).

Tamm 2.3.8. Kuaterniyonlarin H = {q =a,l+ai+a,] +a3k| a,,a,,a,,a; € R} cebiri,

{1i,j,k} baz1 ile R iizerinde 4-boyutlu vektdr uzayidir. Baz elemanlari arasinda

asagidaki 6zellikler vardir;

12

i2
I

=j’=k*=ixjxk=-1lve ixj=—jxi=k

dir. Agikca H birlesmeli fakat degigsmeli olmayan bir cebirdir ve H nin birim elemani

1 dir (Ata ve Yayl1 2007).
Tamm 2.3.6. Herhangi iki q ve p kuaterniyonlari i¢in qx p= pxq dir (Ward 1997).

Tanim 2.3.7. q kuaterniyonunun tersi, 1, =a; +a; +a; +a; #0 olmak iizere
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ile verilir. Ayrica qxq =g 'xq=1ve (qxp) " =p'xq* dir (Ward 1997).

Tamm 2.3.8. q=S, +V, kuaterniyonu i¢in S, =0 ise q ya piir kuaterniyon denir

(Ward 1997).

Tamim 2.3.9. Herhangi iki q ve p kuaterniyonlari i¢in i¢ garpim

(axp+pxq)

<Q,p>= >

seklindedir. Eger q=p ise |, =<q,q >=qxq olur (Toth 1998).

Tamim 2.3.10. Bir w piir kuaterniyonu tizerinde
¢: R°® - R
W - dw) = gxwxq
seklinde tanimli ¢ donisimi lineerdir. Genelligi bozmadan N, =1 segelim.
R® =span{i, j,k} oldugundan eger q=a,1+a,i+a,]j+ak ise
#(i) =(@2 +a’ —a’-al)i+(2a,a, +2a,a,) j + (22,3, —2a,,)k,

¢(J) = (—2a0a3 + zalaz)i + (ag + ag _alz _ag)j + (Zaoal + 2a2a3)k,
¢(k) = (2aoa2 + 2ala3)i + (Zazas - 2a0a1) J + (ag + a§ _a12 - ag)k

dir. Boylece ¢ doniisiimiiniin matris gosterimi;

2 2 2 2
a;+a; —a,—a; —2a,a,+2aa, 2a,a,+2aa,

R,=| 2a,a,+2aa, a;+a:-a’-a; 2a,a,—2a,, (2.3.2)

q
2a,a,-23,a, 2aQ,+2a,a, a;+a,-a’-a;

seklindedir. R, nin ortogonal oldugunu gostermek zor degildir; R, RqT =1 ve detR, =1

dir. Boylece @(w)=0qxwxq " lineer doniisimii, R® de bir dénme gosterir (Ward

1997).
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Tamm 2.3.11. R? de kat1 bir cismin bir parametreli homotetik hareketi analitik olarak
X'=hAx+C

esitligiyle verilir, burada x' ve X konum vektorleridir ve siitun matrisleriyle gosterilir.
A 3x3-tipinde ortogonal matristir, C o6teleme vektoriidiir ve h hareketin homotetik
skalasidir. h,A ve C aym zamanda bir teR parametresinin siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir (Diildil 2010).

2.4 Split Kuaterniyonlar ve Yari-Oklidiyen Uzaylar

Tamm 2.4.1. Bir split kuaterniyon
p= p11+ pzi + psj + p4k

ile ifade edilir, burada p,, p,, p;s, P, €R ve i, j, k asagidaki degismeli olmayan

carpim kuralini saglayan split kuaterniyon birimleridir;
i=—1 j>=Kk’=lixj=—jxi=k, jxk=—kxj=—i ve kxi=—ixk=]j
dir (Inoguchi 1998).

Tamm 2.4.2. Split kuaterniyonlarm cebiri H’ ve onun standard baz1 {1, i, j, k} dir.

H’ niin bir elemanina split kuaterniyon denir (Inoguchi 1998).

Tanim 2.4.3. p=pl+ p,i+ p,J+ p,k split kuaterniyonun eslenigi, p ile gosterilir
ve
pP=pl-p,i—p;j—pK

seklinde ifade edilir (Inoguchi 1998).
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Tamm 2.4.4. p split kuaterniyonun, skaler ve vektorel kismi, sirasiyla, S, =p, ve

V,=p,i+psj+pk ile gosterilit. p=(p,p, PsP,) V& q=(0,,0,,00,) split

kuaterniyonlarin split kuaterniyon ¢arpimi
p X q - p1q1+ <Vp 'Vq > + plvq + qlvp +Vp /\Vq (241)
seklinde tanimlanir, burada

<Vp qu >=—P,0, + P;0; + P,q,

ve
i j Kk
VoAV =P, Py Pa|= (P48 — Ps0,)i + (P, — Pd,) J +(P0; — Psdy)K
q2 q3 q4

dir. Eger S, =0 ise p ye piir split kuaterniyon denir (Kula ve Yayli 2007).

Tamim 2.4.5. R", n-boyutlu Oklid uzay:

<X Y>=) XY+ %Y, X YER", 0<v<n

i=1 i=v+1

metrik tensorii ile yar1-Oklidiyen uzay1 olarak isimlendirilir ve R! ile gosterilir, burada
v, metrigin indeksidir. Eger v=0 ise R}, R" n-boyutlu Oklid uzayina indirgenir.
n>2 igin R}, Minkowski n-uzayi olarak isimlendirilir; eger n=4 ise R,

Minkowski space-time dir (O’Neill 1983).

Tamim 2.4.6. R}, <,> metrik tensdriiyle donatilmis bir yar1-Oklidiyen uzay olsun. Bir
x € R} vektoriine;

(i) < x,x>>0 veya x =0 ise space-like vektor,

(if) < x,x><0 ise time-like vektor,
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(iii)< x,x>=0 ve x=0 ise light-like vektor ve ﬂf|< X, X >| reel sayisma da x

vektoriiniin normu denir. R yari-Oklidiyen uzayinda, eger < X,y >=0 ise X ve y

vektorlerine ortogonaldir denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.4.7. R] yan-Oklidiyen uzayimda de Sitter n-uzay ve pseudo-hiperbolik uzay

SC“=kmmmJeRC

_ZV:XiZ _|_Zn: Xi2 :1}
i=1

i=v+1

ve

Hﬁz%&wmmRC

—Zvjxf +Zn: x? :—1}
i=1

i=v+1
dir. Ayn1 zamanda v=1 ve x >0 i¢in H"* =Hy*, R] in pseudo-hiperbolik uzayidir

(Dursun 2010).

Tamm 2.4.8. p=(p, p,, P, p,) split kuaterniyona, | = p?+p;—pZ—p; olmak

uzere;

(i) 1, <0 ise space-like split kuaterniyon,
(i) 1, >0 ise time-like split kuaterniyon,
(iii) 1, =0 ise light-like split kuaterniyon

denir (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tamim 2.4.9. p=(p,, P,, Ps, P,) split kuaterniyonun normu

N, = [P + P — P — p;
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seklinde tanimlamir. Eger N =1 ise p ye birim split kuaterniyon denir. N, =0 olmak
lizere p,=p/N, birim split kuaterniyondur. Space-like ve time-like split
kuaterniyonlarm, p = p/l, olacak sekilde bir tersi vardir, fakat light-like split

kuaterniyonlarim tersi yoktur (Ozdemir ve Ergin 2006).

Teorem 2.4.1. Her space-like vektor kisimli time-like split kuaterniyon

p= N, (cosh®+vsinh) (2.4.2)

seklinde ifade edilebilir, burada coshf=p,/N, sinh6 = \/— P + p? + p; / N, ve

V=(p,i+p,j+ p4k)/\/— P2+ p2+p2, R de birim space-like vektordiir (Ozdemir
ve Ergin 2006, Kula ve Yayli 2007).
Teorem 2.4.2. Her time-like vektor kisimli time-like split kuaterniyon

p=N,(cost+vsind) (2.4.3)

seklinde ifade edilebilir, burada cosf=p,/N,,sinf= p: —pZ —p; / N, ve

V=(p,i +p,j+ p4k)/a/ p. —pZ—pZ, R? de birim time-like vektordiir (Ozdemir ve
Ergin 2006, Kula ve Yayli 2007).

Tanim 2.4.10. Eger p=(p,, p,, Ps, P,) birim time-like split kuaterniyon ise V, piir

split kuaterniyon olmak tizere
1 3
(pxVxp- )i :ZRijVj
i=1

doniisiimii kullanilarak, bu doniistime karsilik gelen

PP+ Ps+P; 2PP,—2P,P;  —2P,Ps—2P,P,
R,=| 2p,p;+2p,p,  P—P;—P;+P; —2P;p,—2p,P; (2.4.4)

2

2p2p4_2p3p1 2p2p1_2p3p4 p12_p22+p§_p4
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matrisi bulunur. Bu matrisin biitlin satirlar1 Lorentz anlaminda ortogonaldir. Bu matris,
det(R,) =1 sartiyla Minkowski 3-uzayinda bir dsnme gosterir. p birim time-like split
kuaterniyonun vektdr kisminin time-like veya space-like olmasi énemlidir. Eger p nin

vektor kismi time-like veya space-like ise donme agisi, sirasiyla, kiiresel veya

hiperboliktir (Ozdemir ve Ergin 2006).
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3. R® OKLIiD 3-UZAYINDA BERTRAND EGRILERININ VE SABIT EGIMLI
YUZEYLERIN BAZI KARAKTERIZASYONLARI

Bu boliimde, S* Oklid 2-kiiresi iizerindeki birim hizli egriler i¢in Sabban ¢atis1 ve

kiiresel evoliit kavramlarin1 verdik. S* Oklid 2-kiiresi iizerindeki birim hizl1 egrilerden
Bertrand egrilerinin  olusturulabilecegini gosterdik. Bertrand egrileriyle helisler
arasindaki bir baglantiy1 verdik. Bertrand egrilerinin Darboux gostergelerinin kiiresel
evoliitlere esit oldugunu ispatladik. Ayrica bir uzay egrisinin tegetler, asli normaller,
binormaller ve Darboux gostergeleri icin sabit egimli yiizeylerin parametrizasyonlarini
bulduk ve bazi sonuglar elde ettik. Sabit egimli yiizeylerin V-parametre egrilerine

karsilik gelen Bertrand egrilerini arastirdik.

f : 1 =S birim hizl kiiresel egri olsun. f nin yay-parametresini v ile gosterelim.
t(v)=f'(v) olmak tizere t(v), f nin v noktasindaki tegetidir. s(v)= f (V) At(V)
olsun, burada f(v), egrinin konum vektdriidiir. Bdylece f boyunca { f (v),t(v),s(v)}
ortonormal catis1 elde edilir. Bu gatiya f egrisinin Sabban c¢atist denir (Koenderink

1990). Buradan f nin kiiresel Frenet formiilleri;

f'(v) =t(v)

t'(v) =—f (V) +x,(V)s(V)

s'(v) = —x, (V)t(v)
seklindedir, burada x,(v) =det( f(v),t(v),t'(v)) olmak iizere f nin jeodezik
egriligidir.

Simdi x, (v) # 0 olmak iizere herhangi bir v, € | igin

Ky (Vo) F (Vo) +5(vp)

€ (Vo) = W

birim vektoriinii diistinelim. Ayrica 1, = (V) / \ flcgz (V,) +1 olmak iizere
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Si(e, (v,), 1) = {x e S <8 (V) >= ro}
¢emberini alalim. Buradan

2 = R h () =<xe(v)>-T,

er (Vo) :
yiikseklik fonksiyonunu tanimlayalim. Boylece

d d?
h, o f)(v,)=—(h, of)(,)=—=(h, of)(v,)=0
(h, o F)(vo) dv( ., F)(Vo) OIVZ( L, © F)(Vo)
oldugu gosterilebilir. Bu durumda S*(e; (V,),1;), f ye f(v,) noktasinda 2. basamaktan
deger. Boylece S'(e;(v,),r,), f nin f(v,) noktasindaki egrilik gemberidir. Ayrica
e (v,), f nin f(v,) noktasindaki egrilik merkezidir. Sonu¢ olarak, f nin egrilik

merkezinin geometrik yeri veya f nin kiiresel evoliitii

K, (V) F(v) +5s(v)

€; (V) = W

dir (Izumiya ve Takeuchi 2002).

Bertrand egrilerinin karakterizasyonu, lzumiya ve Takeuchi (2002) makalelerinde

verildi. Burada Bertrand egrilerinin farkli bir karakterizasyonunu lemma olarak verelim.

Lemma3.1. f : | —S? birim hizli kiiresel egri olsun. Bu durumda
7(v)=af :f (t)dt +atan | ;f (t) A f(t)dt (3.1)

bir Bertrand egrisidir, burada a ve &£=~&(u)=cotéInu sabit sayilardir. Ayrica biitiin

Bertrand egrileri bu metodla insa edilebilir.

Ispat. (=): Izumiya ve Takeuchi (2002)’deki metodu uygulayalim. 7 nin egriligini ve

torsiyonunu hesaplayalim. (3.1) esitliginin vV ye gore ii¢ kez tiirevi alinirsa
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7'(v)=a(f(v)+tanés(v)),
7"(v) = a(l— tan &k, (v))t(v),
7"(v) =a(~1+tan &k, (v)) F (v) —atan &g (V)E(v) +a (i, (v) — tan &k (v) ) s(v)

esitlikleri elde edilir. Boylece (2.1.2)deki egrilik ve torsiyon esitlikleri kullanilarak,
& =+1 olmak {izere

cos® &( x, (v) +tan
z(v) = () tand) (3.2)

a

) s cos” &(1-tan &k, (v)) "

bulunur. Buradan a(ex(v)+tan&z(v)) =1 oldugundan 7 bir Bertrand egrisidir.

(«<): 7 bir Bertrand egrisi olsun. Bu durumda Ax(s) + Bz(s) =1 olacak sekilde sifirdan
farkli A ve B reel sabitleri vardir. A=a ve B=atan& alalim. Ayrica a>0, £+1 ve

£cos&/a>0 olsun. Simdi

f(s)=¢&(cos&T (s)—sin&B(s))

kiiresel egrisini tanimlayalim. Boylece
f'(s) = ecos&(x(s)+tan&z(s))N(s) = EcoséN (s)
a
bulunur. f nin yay-parametresi v olsun. Bu durumda dv/ds =&cos&/a dir. Ayrica

af (S)% =ag(cos&T(s)—sin §B(s))§cos§ =C0S&(COSET () —sin £B(S))

ve
df dv . £
atan&f(s)A—— = atan&e(cos&T(s)—sinéEB(s)) A—=cosEN(sS)
dv ds a
= sin&(cos&B(s) +sinET(s))

elde edilir. Bu iki esitlik kullanilarak
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a jov f(t)dt+atan& jo f(t) A f/(t)dt

[ cos&(coseT (1) —sin£B(1)) dt
+LS sin g(cosgB(t) +sin §T(t))dt

ETmm=7@)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Bu lemmadan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 3.1. f : | - S? birim hizl1 kiiresel egrisinin ¢ember olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart f ye karsilik gelen 7:1 > R® Bertrand egrisinin dairesel helis olmasidir

(Babaarslan vd. 2012).

Ispat. (3.2) esitliklerini kullanarak

sin 2&k”!
AV
2a

_ cos’ &xy (v)

r'(v) =

K'(V) =—¢

elde edilir. f : 1 —S? birim hizl kiiresel egrisinin ¢gember olmasi i¢in gerek ve yeter

sart & (V) =0 olmasidir. Bu durum, x(v) ve z(v) nin sabit olmasina denktir. Buradan

7:1 > R® Bertrand egrisi bir dairesel helistir. Boylece ispat tamamlanir.
Ayrica asagidaki onermeyi verebiliriz.

Onerme 3.1. f : | —S? birim hizh kiiresel egri ve f ye karsilik gelen Bertrand egrisi

7:1 => R® olsun. Bu durumda 7 nin Darboux gostergesi, f nin kiiresel evoliitiine
4 4 g g

esittir.

Ispat. (3.2) esitliklerinden

cos® & (1—tan &k, (v)) e - cos’ §(z<g (V) +tan 5)

a

k(V)=¢

(V)
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dir. Ayrica hesaplanirsa
T(v)=a(f(v)+tan gs(v))% ve N(v) = et(v)
olarak bulunur. Bdylece
B(v)=T(V)AN(V) = ga%(s(v) —tan&f (v))
dir. Buradan
D(v) = 7(V)T(v) + K()B(v) = %(zcg W) f(V)+s(v))

olur. Sonug olarak C(v) = D(v) / ||D(V)|| =g, (v) elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Simdi asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 3.1. f : 1 —S? birim hizli kiiresel egri ve 7:1 ->R®? f ye karsilik gelen

Bertrand egrisi olsun. Bu durumda 7' egrisi, x(u,V) sabit egimli yiizeyi lizerinde yatar.

Ispat. (3.1) esitliginin v ye gbre tiirevi alinirsa
7'(v)=af (v)+atan&f (V) A (V)

bulunur. Bu esitlikte a=usingcosé ve bu durumda atané =usingsiné alnabilir,
burada u ve @ sabitlerdir. Boylece (1.1) esitliginden 7', x(u,v) sabit egimli yiizeyinin

Vv -parametre egrisidir ve bu ylizey lizerinde yatar. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2. x: S—R®% S sabit egimli yiizeyinin R® Oklid 3-uzaymna izometrik

immersiyonu ve Xx(v), X(u,v) sabit egimli yiizeyinin Vv-parametre egrisi olsun. Bu

durumda .[OV X(v)dv bir Bertrand egrisidir.
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Ispat. (1.1) esitliginde u =sabit alinarak
X(v) =usin@cos & f (v) +usingsinEf (V) A T/(v)
bulunur. Eger x(v) esitliginde her iki tarafin integrali alinirsa

jvx(v)dv =usin@cos (fjvf (V)dv+usin@dsin cfjvf (V) A f'(v)dv

elde edilir. f(v) ve f(v)A f'(v) nin katsayilar1 sabit oldugundan usinfdcosé=a ve

bu durumda usin@sin & =atan & alinabilir. Buradan

[xdv=a[ fWdvratan&[ () A F'(v)dv
bulunur. Boylece Lemma 3.1°den, J:l X(v)dv bir Bertrand egrisidir.

Simdi bir uzay egrisinin, tegetler, asli normaller, binormaller ve Darboux gostergeleri

icin agagidaki sonuglar verelim.

Onerme 3.2. o: | - R®, s yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir uzay egrisi ve

T: 1 >S? o uzay egrisinin tegetler gdstergesi olsun. Bu durumda sabit egimli yiizey

X (U,v) =usin@cos T (V) +usin gsin EB(v)
seklinde parametrize edilebilir, burada v = J-Z”T'(S)”ds dir.

Ispat. (1.1) esitliginden sabit egimli yiizey

x(u,v) =usin@(cos& f (v) +sin& f (V) A (V)

dir. T: 1 = S? kiiresel egri oldugundan, f(v)=T(v) alabilir. Boylece

X (U, V) =usin@(cos &T (v) +sin ET (V) AT'(V))

bulunur. Frenet ¢atis1 ve Frenet formiilleri kullanilarak bu esitlik
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X (U,v) =usin@cos &T (V) +usin @sin £B(v)

olur.
Onerme 3.2’nin asagidaki sonuglarini verebiliriz.

Sonu¢ 3.2. X, (u,v) sabit egimli ylizeyinin V-parametre egrisi X, (v) olsun. Bu
durumda asagidaki esitlikler saglanir;

<X (V), T (v) >=sabit, < x; (v), B(v) >=sabit ve <x;(v),N(v)>=0
dir.

Sonu¢ 3.3. X, (u,v) sabit egimli yiizeyinin V-parametre egrisi X;(v) olsun. Bu

durumda

J.VXT (v)dv =usin@cos §IVT (V)dv+usin@dsin §IVB(v)dv

bir Bertrand egrisidir.

Sonu¢ 3.4. T: | = S? birim hizli kiiresel egrisinin cember olmasi igin gerek ve yeter

sart T ye karsilik gelen JVXT (v)dv Bertrand egrisinin dairesel helis olmasidir.

Onerme 3.3. o: | > R®, s yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir uzay egrisi ve
N: | ->S? « uzay egrisinin asli normaller gdstergesi olsun. Bu durumda sabit egimli

yiizey
Xy (U,v) =usin@cos EN (V) +usin 8sin EC(v)

seklinde parametrize edilebilir, burada v = IZ” N '(S)|| ds dir.
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Ispat. (1.1) esitliginden sabit egimli yiizey
x(u,v) =usin@(cos& f (v)+sin&f (v) A (V)
dir. N: | > S? kiiresel egri oldugundan f(v) = N(v) alinabilir. Boylece
Xy (U, V) =usin @(cos EN (V) +sin EN(v) AN'(V))
dir. N(v) AN'(v) =C(v) oldugundan
Xy (U,Vv) =usin@cos EN (V) +usin sin £EC(v)

elde edilir.
Onerme 3.3’iin asagidaki sonuglarini verebiliriz.

Sonu¢ 3.5. X, (u,v) sabit egimli yiizeyinin V-parametre egrisi X (v) olsun. Bu
durumda asagidaki esitlikler saglanir;

< Xy (V), N(v) >=sabit ve < x, (v),C(v) >=sabit
dir.

Sonu¢ 3.6. X, (u,v) sabit egimli yiizeyinin V-parametre egrisi X, (v) olsun. Bu

durumda

IVXN (v)dv =usinécos fIVN (V)dv+usin@dsin ijC (V)dv

bir Bertrand egrisidir.

Sonug 3.7. N: | —S? birim hizli kiiresel egrisinin gember olmas: igin gerek ve yeter

sart N ye karsilik gelen I vxN (v)dv Bertrand egrisinin dairesel helis olmasidir.
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Onerme 3.4. a: | > R®? s yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir uzay egrisi ve
B: | »S? «a uzay egrisinin binormaller gdstergesi olsun. Bu durumda sabit egimli

ylzey

Xz (U, V) =usin@cos EB(v) +usin 8sin &T (v)

seklinde parametrize edilebilir, burada v = j;” B’(S)” ds dir.

Ispat. (1.1) esitliginden sabit egimli yiizey
X(u,v) =usin@(cos& f (v)+sin & f (v) A (V)
dir. B: 1 > S? kiiresel egri oldugundan f (v) = B(v) almabilir. Béylece
Xg (U, V) =usin (cos EB(v) +sin EB(v) AB'(v))
dir. Frenet ¢atisin1 ve Frenet formiillerini kullanarak
Xz (U, V) =usin@cos EB(V) +usin 8sin &T (v)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Onerme 3.4’iin asagidaki sonuglarin1 verebiliriz.

Sonu¢ 3.8. X3(u,v) sabit egimli yiizeyinin V-parametre egrisi Xz(v) olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler saglanir;

<X (V), T (V) >=sabit, < X;(v), B(v) >=sabit ve <Xx5(v),N(v)>=0

dir.

Sonu¢ 3.9. Xz(u,v) sabit egimli yiizeyinin V-parametre egrisi Xz(v) olsun. Bu

durumda

IVXB (v)dv =usiné&cos cfij(v)dv +usingsin §IVT (V)dv
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bir Bertrand egrisidir.

Sonug 3.10. B: | —S? birim hizli kiiresel egrisinin gember olmast icin gerek ve yeter

sart B ye karsilik gelen IVXB (v)dv Bertrand egrisinin dairesel helis olmasidir.

Onerme 3.5. o: | > R®? s yay-parametresiyle parametrelendirilmis bir uzay egrisi ve
C: 1 >S? «a uzay egrisinin Darboux gostergesi olsun. Bu durumda sabit egimli

yiizey
X (U,v) =usin#cos SC(v) +usin dsin EN(v)

seklinde parametrize edilebilir, burada v = IZ”C'(S)” ds dir.

Ispat. (1.1) esitliginden sabit egimli yiizey

x(u,v) =usin@(cos& f (v) +sin& f (V) A (V)

dir. C: I — S? kiiresel egri oldugundan f (v) = C(v) almabilir. Béylece
Xe (U,v) =usin #(cos EC(v) +sin EC(v) AC'(v)) (3.4)
dir. C=(cT +K‘B)/m olmak tizere C' = (xT —rB)/x/errix2 bulunur. Buradan
C AC'=N dir. Bu esitlik (3.4)’de yerine yazilirsa
Xc (U,v) =usin@cos SC(v) +usin dsin EN(v)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.11. Xx.(u,v) sabit egimli yiizeyinin V-parametre egrisi X.(v) olsun. Bu

durumda asagidaki esitlikler saglanir;
<X (v), N(v) >=sabit ve < X (v),C(v) >=sabit

dir.
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Sonu¢ 3.12. x.(u,v) sabit egimli yiizeyinin V-parametre egrisi X.(v) olsun. Bu

durumda
jvxc (v)dv=usinédcos §IVC(v)dv+ usin@gsin §IVN (V)dv

bir Bertrand egrisidir.

Sonug 3.13. C: | —S? birim hizli kiiresel egrisinin cember olmasi icin gerek ve yeter

sart C ye karsilik gelen I VXC (v)dv Bertrand egrisinin dairesel helis olmasidir.

Simdi Mathematica programini kullanarak sabit egimli yiizeylere ve Bertrand egrilerine

bir 6rnek verelim.

Ornek 3.1. S? iizerindeki f (V) =(cosv,sinv,0) birim hizl1 egrisini diisiinelim. Boylece

f(v) A f'(v)=(0,0,2) bulunur. & =715 igin sabit egimli yiizey;

x(U,V) = usin %(cos(cot%ln uj f(v) +sin(cot%|n uj f(V)Af ’(v)j

seklindedir.

Sekil 3.1 Sabit egimli yiizey X(u,V)
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Eger u=e alinirsa yiizeyin V-parametre egrisi;
X(v) =esin %[cos[cot%} f(v)+sin (cot %) f(VAF ’(v)j

olur.

Sekil 3.2 v -parametre egrisi X(V)

Boylece Teorem 3.2°yi kullanarak asagidaki Bertrand egrisi elde edilir;

j:x(v)dv =esin [%) cos(cot %jj:(cos v,sinv,0)dv+esin (%jsin (cot %)I:(O 0,1)dv.
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Sekil 3.3 Bertrand egrisi J.;I x(v)dv

f egrisi cember oldugundan Sonug¢ 3.1°den, Jl: X(v)dv Bertrand egrisi bir dairesel
helistir.
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4. R? MINKOWSKI 3-UZAYINDA SPACE-LIKE BERTRAND EGRILERi VE

SPACE-LIKE KONi UZERINDE YATAN SPACE-LIKE SABIT EGIMLI
YUZEYLER

Bu boliimde, S? de Sitter 2-uzayindaki birim hizli space-like egriler igin Lorentz
anlaminda Sabban catisin1 ve de Sitter evoliit kavramlarini tanimladik ve bu egrilerin
invaryantlarimi arastirdik. Daha sonra space-like Bertrand egrilerinin, S? deki birim

hizli space-like egrilerden elde edilebilecegini gosterdik. Ayrica space-like Bertrand

egrileriyle helisler arasindaki bir baglantiy1 verdik. Bertrand egrilerinin de Sitter
Darboux gdstergelerinin, de Sitter evoliitlere esit olduklarini ispatladik. R} de space-

like Bertrand egrileriyle space-like koni iizerinde space-like sabit egimli ylizeylerin

baglantilarini verdik.

f : I —S? birim hizli space-like egri olsun. f nin yay-parametresini v ile gosterelim.
t(v) = f'(v) olsun. t(v), f nin v noktasindaki tegetidir. s(v)= f (v) At(v) olsun. Bu
esitligin bir sonucu olarak s(v) At(v) = f(v) dir, burada f, egrinin konum vektoriidiir.
Boylece f boyunca {f(v),t(v),s(v)} Lorentz anlaminda Sabban catisi elde edilir.

Sonug olarak f nin kiiresel Frenet formiilleri;

f'(v) =t(v)
t'(v) =—f(v) —x, (V)s(v) (4.1)

s'(v) = =, (V)t(v)
seklindedir, burada (V)= det( f(v),t(v), t’(V)) olmak tizere f nin jeodezik
egriligidir.
S? de, ng (V) >1 olmak tizere

—Kx; (V) F(v)-sv)

1f}(gz(v)—l

egrisini tanimlayalim. d, ifadesine, f nin de Sitter evoliitii denir.

d(v)=
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4.1 S? De Sitter 2-Uzaymndaki Birim Hizh Space-like Egrilerin Space-like
Yiikseklik Fonksiyonlari

f : I —S? birim hizli space-like egrisi igin
H®: 1xS? > R; H®(v,u) =< f(v),u>

fonksiyonunu tanimlayalim. H® ye, f nin space-like yiikseklik fonksiyonu denir.

H®(v,u) = (h>)(v) olarak gosterelim.

Boylece asagidaki dnerme vardir.

Onerme 4.1.1. f:1 —S? birim hizl space-like egri olsun. Her (v,u) € | xS? igin;
(@) (h°)'(v) =0 olmas igin gerek ve yeter sart U € span{ f(v), S(V)} olmasidir,

(b) (h®)'(v) =(h®)"(v) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart

LK (V) f(v)+s(v)

ﬂflcg(v)—l

ve x;(v)>1

olmasidir.

Ispat. (4.1)’deki kiiresel Frenet formiilleri kullanilarak
(i) (h7)(v) =<t(v),u>,

(ii) (h7)"(v) =<~f (V) — &, (v)s(v),u >

esitlikleri elde edilir.

(1) esitligi kullanilarak (a) kolayca elde edilir. (a) esitliginden u = Af (v)+ us(v) olacak

sekilde A4, xR vardir. (ii) esitliginden;
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0=<—f(Vv)—x,(V)s(v), A f (V) + pus(v) >
=-A<f V), f(v)>—ux, (V) <s(v),s(v) >
==+ picy (V)

bulunur. Boylece u = ,u(/cg V) f(v)+ S(V)) dir. <u,u>=1 oldugundan

== _

v -1

dir. Buradan

K5 (V)

u= i;(lcg W) F(v)+5s(v))
-1
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

4.2 S? De Sitter 2-Uzayindaki Birim Hizh Space-like Egrilerin Invaryantlari

Bu béliimde, Izumiya vd. (2004)’deki benzer metodlari kullanarak S? deki birim hizl

space-like egrilerin de Sitter evoliitlerinin geometrik 6zelliklerini aragtirdik.

Herhangi bir reR ve u, €S? igin PSl(uo,r):{u eSf‘< U, U, >= r} olsun. PS*(u,,r)

ifadesine, merkezi u, olan S? de bir pseudo-gember denir.
Simdi agagidaki onermeyi verelim.

Onerme 4.2.1. f :1 —S? birim hizli space-like egri olsun. Kk, (V) =0 olmasi igin gerek

ve yeter sart U, ==+(x (V) f(v)+s(V))/\/x*(v)—1 vektorlerinin sabit olmasidir. Bu
0 g 9

kosul altinda f, merkezi u, olan S? de bir pseudo-gember pargasidir.
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ispat.

P.(v)=+u, =+ (16, (W) F (v) +5(v) )
K‘g (v)-1
olsun. Bu esitligin v ye gore tiirevi alinirsa
(f(v)+x,V)s(v))

P/(V) =Fx, (V)

(KS V) _1)3/2

bulunur. Boylece P/(v)=0 olmasi igin gerek ve yeter sart &y(v)=0 olmasidir. Bu

kosul altinda, r=+x, (V)/1 flcs (V)-1 ve u, = i(l(‘g (V) F(v)+ s(v))/1 /KS (v)-1 alalim.

Boylece f(v), PS'(u,,r) pseudo-gemberinin bir pargasidir.

f:1—S? birim hizli space-like egri olsun. Herhangi bir v, € | i¢in u,=d,(v,) ve

fy = &, (V) / \ fzcs (v,) -1 olmak iizere PS*(u,,r,”) pseudo-gemberini diisiinelim.
Buradan asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 4.2.2. Yukaridaki gosterimler altinda PS*(u,,r,) pseudo-gemberi, f ye f(v,)

noktasinda 2.basamaktan deger.

Ispat. Onerme 4.1.1°deki (b) esitliginden PS*(u,,r,) = S? pseudo-gemberi, f ye f(v,)

noktasinda 2.basamaktan deger. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.2.2°deki PS'(u,,r,) ifadesine, jeodezik egrilik pseudo-cemberi ve onun
merkezi olan u, ifadesine de, jeodezik egrilik merkezi denir. Boylece de Sitter evoliit,

jeodezik egrilik merkezinin geometrik yeridir.
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4.3 Space-like Bertrand Egrileri ve Space-like Koni Uzerinde Yatan Space-like
Sabit Egimli Yiizeyler

Lemma4.3.1. f : | —S? birim hizh space-like egri olsun. Bu durumda
(v)=a[ f(Odt+atanh & [ £ (1) A F(E)dt (4.3.1)

bir space-like Bertrand egrisidir, burada a ve & =¢(u)=tanhé&Inu sabitler ve 6,

sifirdan farkli sabittir. Ayrica, biitin space-like Bertrand egrileri bu metodla insa
edilebilir.

Ispat. (=): 7 nm egriligini ve torsiyonunu hesaplayalim. (4.3.1) esitliginin v ye gore

ti¢ kez tiirevini alirsak

7'(v)=a(f(v)+tanhs(v)),
7'(v) =a(1-tanh &, (v))t(v),
7"(v) =—a(1-tanh &, (v) ) f (v) —atanh &) (V)t(v) - a( &, (v) — tanh &l (v) ) s(v)

esitliklerini buluruz. Boylece (2.2.5) esitliklerinden, & =41 olmak tizere x(v) ve z(v)

asagidaki gibi elde edilir;

cosh® &, (1— tanh &, (v)) ve £(v) = cosh’ &, (zcg (v) —tanh 51)
a

k(V)=¢ (4.3.2)

dir. Buradan a(ex(v)+tanh&z(v))=1 esitligi saglanir. Boylece 7 bir space-like

Bertrand egrisidir.

(<): 7 space-like Bertrand egrisi olsun. Bu durumda, tanimdan Ax(S)+ Bz(s)=1
olacak sekilde sifirdan farklt A, B reel sabitleri vardir. Bu esitlikte A=a ve
B=atanh& alalm. a>0, ¢=%1 ve gcosh& /a>0 olsun. 7 space-like egrisinin
{T(s),N(s),B(s)} Frenet ¢atisini diisiinelim. Bu iiglide T(s), N(s) space-like
vektorler ve B(s) ise time-like vektordiir. Boylece T(S)AN(s)=-B(s) ve

B(s) AN(s) =-T(s) olur. Simdi S? iizerinde
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f(s)=&(cosh&T(s)+sinh &B(s))

space-like egrisini diisiinelim. Buradan
f'(s) =ecosh & (x(s)+tanh &z(s)) N(s) = gcosh EN(s)
dir. f ninyay-parametresi v olsun. Boylece dv/ds=e&cosh{ /a dir. Ayrica
af (s) % =cosh & (cosh £T (s) +sinh &B(s))
ve

atanh & f (s) A g—i% = atanh&e(cosh&T(s) +sinh &,B(s)) /\gcosh EN(S)

= sinh ¢, (—cosh &B(s)—sinh £T(s))

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak

a jo f(t)dt+atanh & jo f(t) A f/(t)dt j cosh & (cosh &T (t) +sinh £B(t) ) dt

+ j sinh & (~cosh &B(t) —sinh &T (t))dt

J. T®dt=7(s)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Bu lemmanin bir sonucu olarak space-like Bertrand egrileri ve helisler arasindaki

asagidaki baglantiy1 verebiliriz.

Sonug¢ 4.3.1. f : 1 —>S? birim hizli space-like egrisinin bir pseudo-gember pargasi

olmasi igin gerek ve yeter sart f ye kargilik gelen 7 : 1 — R} space-like Bertrand

egrisinin helis olmasidir.
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Ispat. (4.3.2) esitliklerini kullanarak

sinh 2& x; (V) ve
2a

V) =& _ cosh” & xcg (V)

z'(v)

elde edilir. Onerme 4.2.1°den, f : 1 —S? birim hizli space-like egrisinin bir pseudo-
cember pargasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart & (v) =0 olmasidir. Bu durum, x(v) ve

7(V) nin sabit olmasina denktir. Bdylece ispat tamamlanir.
Simdi asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 4.3.1. f : | —S? birim hizl space-like egri ve f ye Karsilik gelen space-like

Bertrand egrisi 7:1 — R} olsun. Bu durumda 7 min de Sitter Darboux gdstergesi, f

nin de Sitter evoliitiine esittir.

Ispat. (4.3.2) esitliklerinden

cosh’ & (1-tanh &, (v) ) Ve r() — cosh’® & (x, (v) —tanh &)
a a

k(V)=¢
dir. 7 space-like egrisi igin
T(v)=a(f(v)+tanh gls(v))% ve N(V) = et(v)
elde edilir. Buradan,
B(V)=N(V)AT(V)= —ga%(s(v) +tanh & f(v))
dir. Boylece

D(Vv) =—7(V)T (V) +x(V)B(v) = v

I OMURE )

olur. Sonug olarak C(v) = D(v) / || D(V)|| =d, (v) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Simdi asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 4.3.1. f : 1 —S? birim hizli space-like egri ve f ye karsilik gelen space-like

Bertrand egrisi 7:1 — R} olsun. Bu durumda 7' egrisi, space-like koni iizerinde yatan

X(u,V) space-like sabit egimli yiizey {izerinde yatar.
Ispat. (4.3.1) esitliginin, v ye gére tiirevi almirsa
y'(v)=af (v)+atanh & f (V) A F'(Vv)

elde edilir. Bu esitlikte a=ucosh@coshg ve boylece atanh& =ucosh@sinhé
alinabilir, burada u ve @ sabitlerdir. (1.2) esitliginden 7', space-like koni iizerinde
yatan x(u,v) space-like sabit egimli yiizeyinin Vv-parametre egrisidir ve bdylece bu

yiizey iizerinde yatar. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.2. x: S—R’, S space-like sabit egimli yiizeyinin R’ Minkowski 3-
uzayina immersiyonu olsun ve X, space-like koni tizerinde yatsin. Eger Xx(v), space-like

koni iizerinde yatan X(u,v) space-like sabit egimli yiizeyinin Vv-parametre egrisi ise

LV X(v)dv space-like Bertrand egrisidir.

Ispat. (1.2) esitliginde, u =sabit alinarak,
X(v) =ucosh @cosh & f (v) +ucosh@sinh & f (V) A (V)
elde edilir, burada & =¢ (u) =tanh@Inu dir. x(v) nin integrali almarak

va(v)dv =ucosh @cosh fljvf (V)dv+ucosh@sinh §1jvf VA f'(V)dv  (4.3.3)

bulunur. f(v) ve f(v)A f'(v) nin katsayilar sabit oldugundan ucoshédcosh& =a ve

boylece ucosh@sinhé =atanh & alinabilir. Buradan (4.3.3) esitligi
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[ x(vV)dv = a [ "f(v)dv+atanh & [ " (W) A F(v)dv

olur. Lemma 4.3.1°den, j;x(v)dv space-like Bertrand egrisidir. Boylece ispat

tamamlanir.

Ornek 4.3.1. (1.2) esitligini diisiinerek, S? de Sitter 2-uzayinda birim hizli space-like

egri olarak f(v)=(sinv,cosv,0) yi alalim. Boylece f(v)A f'(v)=(0,0,1) dir. Buradan

space-like koni lizerinde yatan space-like sabit egimli yiizey
x(u,Vv) = ucosh @(cosh(tanh &Inu)sinv, cosh(tanh #Inu) cosv, sinh(tanh #Inu))

seklindedir. 8 =1.5 i¢in yiizeyin resmi, sekil 4.1’deki gibidir;

Sekil 4.1 Space-like koni {iizerinde yatan space-like sabit egimli yiizey,
f (v) =(sinv,cosv,0), =15

u=e alarak,

'

I x(v)dv = ecosh(1.5)(—cosh(tanh(1.5))(cosv —1), cosh(tanh(1.5)) sinv,sinh(tanh(1.5))v)

0
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space-like Bertrand egrisi elde edilir. f space-like egrisi, S; de Sitter 2-uzayinda bir

pseudo-¢ember oldugundan Sonug 4.3.1°den, bu space-like Bertrand egrisi bir helistir.
Boylece egrinin resmi sekil 4.2°deki gibidir;

Sekil 4.2 Space-like Bertrand egrisi, § =15, u=e¢
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5. R} MINKOWSKI 3-UZAYINDA TIME-LIKE BERTRAND EGRIiLERI VE

TIME-LIKE KONi UZERINDE YATAN SPACE-LIKE SABIT EGIMLI
YUZEYLER

Bu béliimde, 4. Béliime benzer olarak H? pseudo-hiperbolik uzayindaki birim hizli

space-like egriler i¢in Lorentz anlaminda Sabban ¢atisi, hiperbolik evoliit ve pseudo-

cember kavramlarmi verdik. Daha sonra H? pseudo-hiperbolik uzayindaki birim hizl
space-like egrilerden time-like Bertrand egrilerinin olusturulabilecegini ispatladik.
Ayrica time-like Bertrand egrileri, helisler, hiperbolik Darboux gostergeler, hiperbolik
evoliitler ve time-like koni tizerinde yatan space-like sabit egimli yiizeyler arasindaki

baglantilar arastirdik.

g : | > H? birim hizl space-like egri olsun. g nin yay-parametresini v ile gosterelim.
t(v)=g’(v) olsun. t(v), g nin v noktasindaki tegetidir. s(v)=g(v) At(v) olsun. Bu
esitligin bir sonucu olarak s(v) At(v) =g(v) dir, burada g, egrinin konum vektoriidiir.
Boylece g boyunca {g(v),t(v),s(v)} Lorentz anlaminda Sabban catis1 elde edilir.

Sonug olarak g nin hiperbolik Frenet formiilleri,

g'(v) =t(v)
t'(v) =g(v) + x4 (V)s(V)
s'(v) = —x, (V)t(v)

seklindedir, burada (V) = det(g(v), t(v), t’(v)) olmak tizere g nin jeodezik egriligidir
(Izumiya vd. 2004).

H? de, K; (V) >1 olmak tizere

Ky (V)G(V) +5(v)
\/Kg v)-1

hy (v) =

egrisini tanimlayalim. h; ye, g nin hiperbolik evoliitii denir (Izumiya vd. 2004).
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Herhangi bir re R ve u, € H’ igin PSl(uo,r):{u e]I-]IZ‘<u,uO >= r} olsun. PS*(u,,r)

ifadesine, merkezi u, olan H* de bir pseudo-gember denir (Izumiya vd. 2004).

g : | > H?* birim hizli space-like egrisi ve herhangi bir v, el igin u, =h,(v,) ve

o =—ic, (Vo) / 1fl—lcg(vo) olmak iizere PS'(u,,r,) pseudo-gemberini diisiinelim. 4.
Béliimdeki gibi PS*(u,,r,) ifadesine, jeodezik egrilik pseudo-gemberi ve onun merkezi
olan u, ifadesine de, jeodezik egrilik merkezinin geometrik yeri denir. Boylece

hiperbolik evoliit, jeodezik egrilik merkezinin geometrik yeridir (Izumiya vd. 2004).

Simdi asagidaki lemmay1 verelim.

Lemmab5.1. g : | —H? birim hizli space-like egri olsun. Bu durumda

yv)=af (V)g (t)dt+atanh & | :g (t) A g'(t)dt (5.1)

bir time-like Bertrand egrisidir, burada a ve &, =&,(u)=coth&Inu sabitler ve 6

sifirdan farkli sabittir. Ayrica, biitiin time-like Bertrand egrileri bu metodla insa
edilebilir.

Ispat. (=): 7 nn egriligini ve torsiyonunu hesaplayalim. (5.1) esitliginin v ye gore ii¢

kez tiirevini alirsak
7'(v)=a(g(v)+tanh &,s(v)),

7'(v) =a(1-tanh &, (v) ) (),
7"(v) =a(1-tanh &, (v) ) g (v) —atanh &) (V)t(v) +a( &, (v) - tanh &2 (v) ) s(v)

esitliklerini buluruz. Boylece (2.2.3) esitliklerinden, & =+1 olmak iizere x(v) ve z(Vv)

asagidaki gibi elde edilir;

cosh® & (1-tanh &, (v)) e £() — cosh® & (i, (v) —tanh &, )
a

k(V)=¢

(5.2)
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dir. Buradan a(glc(v)+tanh§21(v))=1 esitligi saglanir. Boylece 7 bir time-like

Bertrand egrisidir.

(<): 7y time-like Bertrand egrisi olsun. Bu durumda, tanimdan Ax(S)+ Bz(s)=1
olacak sekilde sifirdan farkli A, B reel sabitleri vardir. Bu esitlikte A=a ve
B=atanh{, alalm. a>0, £=%1 ve ecosh&,/a>0 olsun. 7 time-like egrisinin
{T (s), N(s), B(S)} Frenet ¢atisini diislinelim. Bu tgliilde T(s), time-like vektor, N(S)
ve B(s) ise space-like vektorlerdir. Boylece T(S)AN(s)=B(s) ve

B(s) A N(s) =T(s) olur. Simdi H? iizerinde
9(s) = &(cosh &,T (s) —sinh &,B(s))
space-like egrisini diisiinelim. Buradan
g'(s) =ecosh &, (x(s)+tanh &,z(s)) N(s) = gcosh EN(s)
dir. g nin yay-parametresi v olsun. Béylece dv/ds=&cosh&,/a dir. Ayrica
ag(s)% =cosh &, (cosh &,T(s)—sinh §ZB(S))

ve

dg dv

atanh S
ézg( )AdV ds

atanh &,&(cosh &,T (s)—sinh &,B(s)) A gcosh EN(S)

sinh &, (cosh&,B(s) —sinh &,T (s))

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak

a jov g(t)dt+atanh &, jo g(t) A g'(t)dt j cosh & (cosh &T (t) —sinh &B(t)) dt

+J‘: sinh &, (cosh &,B(t) —sinh &,T (t))dt

. T®dt=7(s)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Bu lemmanin bir sonucu olarak time-like Bertrand egrileri ve helisler arasindaki

asagidaki baglantiy1 verebiliriz.

Sonuc¢ 5.1. g : | »>H* birim hizli space-like egrisinin bir pseudo-gember parcasi
olmast igin gerek ve yeter sart g ye karsilk gelen 7:1 —R’ time-like Bertrand

egrisinin helis olmasidir.

Ispat. (5.2) esitliklerini kullanarak

sinh 2&,x” (v) ve /(v) = cosh? &,k (V)

rV:_
K (V) ¢ 2a a

elde edilir. g : | ->H® birim hizli space-like egrisinin bir pseudo-gember pargasi
olmasi igin gerek ve yeter sart x; (V) =0 olmasidir (Izumiya vd. 2004). Bu durum, x(v)

ve 7(V) nin sabit olmasina denktir. Bdylece ispat tamamlanir.
Simdi asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 5.1. g : | — H? birim hizh space-like egri ve g ye karsilik gelen time-like
Bertrand egrisi 7:1 — R’ olsun. Bu durumda 7 ni hiperbolik Darboux gostergesi, g

nin hiperbolik evoliitiine esittir.

Ispat. (5.2) esitliklerinden

cosh? & (1-tanh &, (v)) Ve 7() — cosh? &, (i, (v) —tanh &,)
a a

k(V)=¢
dir. 7 time-like egrisi igin
T(v) =a(g(v) + tanh ;zsm)% ve N(V) = £t(v)
S

elde edilir. Buradan
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B(v)=T(V)AN()= ga%(s(v) +tanh &,g(v))
olur. Boylece
D(V) =z (V)T (v) + &(v) B(v) = %(Kg V)gv) +5s(v))

dir. Sonug olarak C(v) = D(V)/|| D(V)|| =h, (v) elde edilir. Bu ise ispati tamamlanir.

Simdi asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 5.1. g : | - H? birim hizh space-like egri ve g ye karsilik gelen time-like
Bertrand egrisi 7:1 — R} olsun. Bu durumda 7' egrisi, time-like koni {izerinde yatan

X(u,v) space-like sabit egimli yiizey yatar.

Ispat. (5.1) esitliginin, v ye gore tiirevi alinirsa
7'(v)=ag(v) +atanh &,g(v) Ag'(V)

elde edilir. Bu esitlikte a=usinhdcoshé, ve boylece atanhs, =usinh@sinhé,
alinabilir, burada u ve @ sabitlerdir. (1.3) esitliginden 7', time-like koni {izerinde yatan
X(u,v) space-like sabit egimli yiizeyinin v-parametre egrisidir ve bdylece bu yiizey

lizerinde yatar. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 52. x: S—R} S space-like sabit egimli yiizeyinin R} Minkowski 3-
uzayma immersiyonu olsun ve X, time-like koni iizerinde yatsin. Eger x(v), time-like

koni iizerinde yatan x(u,v) space-like sabit egimli yiizeyinin v-parametre egrisi ise

JA(: X(v)dv time-like Bertrand egrisidir.

Ispat. (1.3) esitliginde, u =sabit aliarak,

X(v) =usinh @cosh &,g(v) +usinh dsinh &,g (V) A g'(V)
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elde edilir, burada &, =&, (u) =coth&Inu dir. x(v) nin integrali alinarak
va(v)dv =usinh @cosh §2jvg(v)dv +usinh @sinh §2IVg(v) AQ'(V)dv (5.3)

bulunur. g(v) ve g(v) Ag'(v) nin katsayilar1 sabit oldugundan usinh@&cosh&, =a ve

boylece usinh@sinh &, =atanh &, alinabilir. Buradan (5.3) esitligi
jvx(v)dv = ajvg(v)dv +atanh §2jvg(v) AQ'(V)dv

olur. Lemma 5.1°den, J.: X(v)dv time-like Bertrand egrisidir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 5.1. (1.3) esitligini diisiinerek, H* pseudo-hiperbolik uzayinda birim hizl1 space-
like egri olarak g(v) =(sinhv,0,coshv) yi alalim. Béylece g(v) Ag'(v) =(0,1,0) dir.

Buradan time-like koni iizerinde yatan space-like sabit egimli yiizey

x(u,v) =usinh @(cosh(coth & Inu)sinhv,sinh(coth #Inu), cosh(coth & Inu) cosh v)

seklindedir. =1.5 i¢in yiizeyin resmi, sekil 5.1’deki gibidir;

Jza

42.5

42.0

15 -0

-1.0
o0 -0.5

Sekil 5.1 Time-like koni {izerinde yatan space-like sabit egimli yiizey,
g(v) =(sinhv,0,coshv), =15
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u =e alarak,

v

J‘ x(v)dv =esinh(1 .5)(cosh(coth(1 .5))(coshv —1),sinh(coth(1.5))v, cosh(coth(1.5))sinh v)

0

time-like Bertrand egrisi elde edilir. g space-like egrisi, H? pseudo-hiperbolik

uzayinda bir pseudo-¢ember oldugundan Sonug 5.1°den, bu time-like Bertrand egrisi bir

helistir. Boylece egrinin resmi, sekil 5.2°deki gibidir;

Sekil 5.2 Time-like Bertrand egrisi, =15, u=¢e
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6. SABIT EGIMLI YUZEYLERE KUATERNiIYONLARLA YENi BIiR
YAKLASIM

Bu bolimde, R® de sabit egimli yiizeylerin, birim Kkuaterniyonlar ve homotetik
hareketler kullanilarak yeniden parametrize edilebilecegini gosterdik. Ayrica

sonuglarimiza bir 6rnek verdik.

Q(u,v) =cos(E(u)/ 2) —sin(&E(u) /2) f'(v)  birim  kuaterniyonu, S*cR* Oklid 3-
kiiresinde 2-boyutlu yiizey tanimlar, burada 6, sifirdan farkli sabit, £(u)=coté&Inu,
f'=(f,f,,f) ve f, S* Oklid 2-kiiresinde birim hizli egridir. Boylece (2.3.2)

esitliginden, ¢:R® — R® déniisiimiiniin matris gosterimi;

coszg+sin2§(ff— f7—19 ZsinZE f/f, +sin&f,) Zsinza f/f, —sin&f,
Ry = ZsinZE f/f, —sin&f; coszg+sin2§(—ff+ frr— 179 sinzz f/f;+sin&f)
Zsinzg f/f, +sin&f) sinzg f/f/—sin&f) coszg+sinzg(—ff— fr2+ 1)

6.1)

dir.
Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 6.1. x: S—>R® S sabit egimli yiizeyinin R*® Oklid 3-uzayma izometrik

immersiyonu olsun. Bu durumda S sabit egimli yiizeyi
X(u,v) =Q,(u,v)xQ,(u,v)

esitligiyle yeniden parametrize edilebilir, burada, Q,(u,v)=cos&(u)—sin&(u)f'(v)
birim kuaterniyon, Q,(u,v) =usin@f (v), R® de bir yiizey ve bir piir kuaterniyon ve f,

S? Oklid 2-kiiresindeki birim hizl1 egridir.

Ispat. Q (u,v)=cos&(u)—sin&(u)f'(v) ve Q,(u,v)=usin@f(v) esitlerini kullanarak

Q,(u,v) ve Q,(u,v) nin kuaterniyon garpimi
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Q. (u,v)xQ,(u,v)=(cos&(u) —sin &(u) f'(v) ) x (usin 6 (v))
=usin@(cos&(u)—sin&(u) f'(v))x f(v) (6.2)
=usindcosé(u) f (v)—usingsin&(u) f'(v)x f(v)
olur. (2.3.1) esitligi kullanilarak
f'xf=-<f f>f'Af
bulunur. f, S® Oklid 2-kiiresindeki birim hizli egri oldugundan
—f'xf=fAf (6.3)
dir. (6.3) esitligi (6.2) esitliginde yerine yazilirsa
Q. (u,v)xQ,(u,v) =usin G(COS EU) F(v)+sin&(u) (V) A F(v))
elde edilir. Boylece (1.1) esitliginden
Q (u,v)xQ, (u,v) = x(u,v)
olur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 6.1°den S sabit egimli yiizeyinin, S* Oklid 3-kiiresindeki 2-boyutlu Q,(u,V)

yiizeyi ile R® uzayindaki Q,(u,V) yiizeyinin kuaterniyon ¢arpimi oldugu gériiliir.

Simdi bu teoremin bir sonucunu verelim.

Sonuc 6.1. Q(u,Vv) birim kuaterniyonu i¢in ¢:R*® — R® doniisiimiiniin matris gosterimi
g

R, olsun. Budurumda S sabit egimli yiizeyi

X(U,V) = RyQ, (V) (6.4)

seklinde yazilabilir.
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Donel yiizeyler, donme matrisleriyle olusturulabilir. Benzer sekilde S sabit egimli

ylizeyinin de R, matris gosterimiyle elde edilebilecegi goriiliiyor. Boylece asagidaki

sonug verilebilir.

Sonu¢ 6.2. Q(u,v)=usin 6Q,(u,v) homotetik hareketi i¢in S sabit egimli yiizeyi

x(u,v) =Q(u, V) x f (v) esitligiyle yeniden parametrize edilebilir. Bu durumda
X(u,v) =usin R, f (v)
dir.
Yorum 6.1. Teorem 6.1, Q,(u,v) birim kuaterniyonun Q,(u,v) yiizeyi iizerindeki

konum vektorlerini span{f'(v)} ekseni etrafinda &(u) acis1 kadar dondiirdiigiinii ifade

eder.

Yorum 6.2. Sonug 6.2, Q(u,v) kuaterniyonun f(v) konum vektérlerini span{f’(v)}
ekseni etrafinda &(u) agist kadar dondiirdiigiinii ve usin@ homotetik skalasi kadar

uzattigini ifade eder.

Simdi sabit egimli yiizeylere bir ornek verelim ve yilizeyin resmini Mathematica

programini kullanarak ¢izelim.

Ornek 6.1. S? iizerindeki f(v)=1/ 2(COS 2v,+/3,sin ZV) birim hizli egrisini diisiinelim.

Eger 6 =x/4 alirsak
Q(u,v) =cos(Inu/2) +(sin(Inu/ 2)sin 2v,0,—sin(Inu/ 2) cos 2v)

ve

V2 V6 2 j

u,v)=| —Uucos2v,—u,—usin2v
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bulunur. Boylece (6.1) ve (6.4) esitlikleri kullanilarak

x(u,v) =

dir. Buradan sabit egimli yiizeyin Mathematica kodu;

Inu Inu

cos’ (Tj —sin’ (Tj cos4v  sin(Inu)cos2v

—sin(Inu)cos2v cos(Inu)

—sin?(Inu)sin 4v

%u cos 2v(cos(ln u) ++/3sin(In u))

3 W

—ucos(Inu)——usin(Inu
. (Inu) . (Inu)

gusin 2v(cos(Inu)+Bsin(inu))

2

ParametricPlot3D HT uCos[2v]

NG

4

%uSin[Zv](Cos[Log[u]hﬁSin[Log[u]])},{u, 0, Pi},{v, 0, Pi}}

ve yiizeyinin resmi;

sin(Inu)sin2v  cos’ (m7uj +sin®(Inu)cos4v

(Cos[Log[u]] ++/3Sin [Log[u]]),

uCos[ Log[u]] —gusin [Log[u]],

56

—sinz(lnTujsin 4y

—sin(Inu)sin 2v

X(u,V) sabit egimli ylizeyi;

i —2uc052v
4

6
2

—usin2v
4




Sekil 6.1 Sabit egimli yizey X(u,v)=R.,Q,(u,v), f(v)=1/2(coszv,J§,sin2v),
O=rl4

seklindedir.
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7. SPLIT KUATERNiYONLAR VE SPACE-LIKE SABIT EGIMLI YUZEYLER

Bu boliimde, R} de split kuaterniyonlar ile space-like sabit egimli yiizeylerin bazi

baglantilarim1 verdik. Space-like sabit egimli yiizeylerin, space-like vektor kisimli birim
time-like split kuaterniyonlar ve homotetik hareketler kullanilarak yeniden parametrize

edilebilecegini gosterdik. Daha sonra sonuglarimiza bazi 6rnekler verdik.

7.1 Split Kuaterniyonlar ve Space-like Koni Uzerinde Yatan Space-like Sabit
Egimli Yiizeyler

Q(u,v) = cosh(& (u)/ 2) —sinh(&(u)/2) f'(v) space-like vektor kisimli birim time-like
split kuaterniyonu, H pseudo-hiperbolik uzayimnda, 2-boyutlu yiizey tanimlar, burada
0, sifirdan farkli sabit, &(u)=tanh@Inu, f'=(f/f, ) ve f S’ de Sitter 2-

uzayinda birim hizli space-like egridir. Boylece V piir split kuaterniyon olmak iizere

3
(QxVxQ™), = Z R;V; doniisiimii kullanilarak, bu doniisiime karsilik gelen
=1

cosh2%+sinh2%(ff+ fr24+ 1) 723inh2% f/f,—sinh & f; 725inh2% f/f/+sinh & )

R, = Zsinhz% £/ —sinh &, f! coshz%Jrsinhz%(—ff— F4 113 —Zsinhz% £/8/+sinh &, 1/
25inh2% f/f/+sinh g f) —Zsinhz% f/f/—sinh ¢ cosh2%+sinh2%(—f{2+ fr— 13
(7.1.1)

donme matrisi bulunur.

Simdi space-like vektor kisimli birim time-like split kuaterniyonlar ile space-like koni

izerinde yatan space-like sabit egimli ylizeylerin baglantisini verelim.

Teorem 7.1.1. x: S—>R}, S space-like sabit egimli yiizeyinin R’ Minkowski 3-
uzayina immersiyonu olsun ve X, space-like koni iizerinde yatsin. Bu durumda S

space-like sabit egimli yiizeyi

X(u,v) =Q (U, V) xQ, (U, V)
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esitligiyle yeniden parametrize edilebilir, burada Q,(u,v) =cosh & (u)—sinh & (u) f'(v)
space-like vektor kisimli birim time-like split kuaterniyon, Q,(u,v) =ucoshéf (v), R’

de bir yiizey ve bir piir space-like split kuaterniyon ve f, S? de Sitter 2-uzayinda birim

hizli space-like egridir.

Ispat. Q,(u,v) =cosh ¢ (u) —sinh & (u) f'(v) ve Q,(u,v) =ucosh@f (v) oldugundan

Q,(u,v)xQ,(u,v) =(cosh & (u) —sinh & (u) f'(v)) x (ucosh O f (v))
=ucosh@(cosh & (u)—sinh & (u) f'(v))x f (v) (7.1.2)
=ucosh@cosh & (u) f (v) —usinh @sinh & (u) f'(v) x f (v)

dir. (2.4.1) esitligi kullanilarak
fixf=<f/f>+f'Af
bulunur. f, S? de Sitter 2-uzayinda birim hizli space-like egri oldugundan
—fixf=FfAf (7.1.3)
dir. Eger (7.1.3) esitligi (7.1.2) esitliginde yerine yazilirsa
Q,(u,v)xQ,(u,v) =ucosh&(cosh & (u) f (v) +sinh & (u) f (v) A F'(v))
elde edilir. Boylece (1.2) esitliginden
Q, (u,v) xQ,(u,v) =x(u,v)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 7.1.1°den space-like koni iizerinde yatan S space-like sabit egimli yiizeyinin,
H? pseudo-hiperbolik uzayindaki 2-boyutlu Q,(u,v) yiizeyi ile R} uzayindaki Q,(u,v)

yiizeyinin split kuaterniyon ¢arpimi oldugu goriiliir.

Simdi R, donme matrisleri, homotetik hareketler ve space-like koni lizerinde yatan

space-like sabit egimli yiizeyler arasindaki baglantilar1 verelim.
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Sonu¢ 7.1.1. Q(u,v) space-like vektor kisimli birim time-like split kuaterniyona
karsilik gelen dénme matrisi R, olsun. Bu durumda space-like koni lizerinde yatan S

space-like sabit egimli yiizeyi
x(u,v) = R,Q,(u,v)

seklinde yazilabilir.

Sonug¢ 7.1.2. Q(u,v) =ucosh 6Q,(u,v) homotetik hareketi i¢in space-like koni {izerinde

yatan S space-like sabit egimli yiizeyi, x(u,v)=Q(u,v)x f(v) esitligiyle yeniden

parametrize edilebilir. Bu durumda
x(u,v) =ucosh OR,, f (v) (7.1.4)

dir.
Teorem 7.1.1 ve Sonug 7.1.2 ile ilgili asagidaki yorumlar yapilabilir.

Yorum 7.1.1. Teorem 7.1.1, Q/(u,v) birim split kuaterniyonun, Q,(u,v) yiizeyi
tizerindeki konum vektorlerini span{f’(v)} ekseni etrafinda & (u) hiperbolik agis1 kadar

dondiirdiigiinii soyler.

Yorum 7.1.2. Sonu¢ 7.1.2, Q(u,v) split kuaterniyonun f(v) konum vektorlerini
span{f'(v)} ekseni etrafinda & (u) hiperbolik agis1 kadar dondiirdiigiinii ve ucosh@

homotetik skalas1 kadar uzattigini sdyler.

7.2 Split Kuaterniyonlar ve Time-like Koni Uzerinde Yatan Space-like Sabit
Egimli Yiizeyler

Q(u,v) = cosh(&, (u)/ 2) —sinh(&,(u)/2)g’(v) space-like vektor kisimli birim time-like
split kuaterniyonu, H pseudo-hiperbolik uzayinda, 2-boyutlu yiizey tanimlar, burada

0, sifirdan farkhi sabit, & (u)=coth@Inu, g'=(g,,9,,95) ve g, H? pseudo-
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hiperbolik uzayinda birim hizl1 space-like egridir. Boylece V piir split kuaterniyon

3
olmak iizere (QxV xQ™'), = ZRijVj dontigiimii kullanilarak, bu doniisiime karsilik
=1

gelen
zé -2572 12, 12 1 7-2&//7- / 7-2@// : /
cosh 2Jrsmh 2(gl+gz+g33 2sinh 2glg2 sinh &, 2sinh 2glgaJrsmhgzg2
R, = Zsinhz%gl’gé —sinh&,g] cosh2%+sinh2%(fgffg;2+ 99 725inh2£—22g§ga’ +sinh&,g,
25inh2%gl’g3’+sinh§29§ 725inh2%g§ga’fsinhfzgl’ coshz%Jrsinhz%(fg{erg;zfgﬁ

(7.2.1)

donme matrisi bulunur.

Simdi space-like vektor kisimli birim time-like split kuaterniyonlar ile time-like koni

tizerinde yatan space-like sabit egimli ylizeylerin baglantisini verelim.

Teorem 7.2.1. x: S—R>, S space-like sabit egimli yiizeyinin R’ Minkowski 3-
uzayina immersiyonu olsun ve X, time-like koni iizerinde yatsin. Bu durumda S space-

like sabit egimli ylizeyi
X(U,V) = Ql(U,V) XQZ (U,V)

esitligiyle yeniden parametrize edilebilir, burada Q (u,Vv) = cosh&,(u) —sinh &, (u)g’(v)
space-like vektor kistmli birim time-like split kuaterniyon, Q,(u,v) =usinhég(v), R’

de bir yiizey ve bir piir time-like split kuaterniyon ve g, H* pseudo-hiperbolik uzayinda

birim hizli space-like egridir.

Ispat. Q (u,v) =cosh&,(u)—sinh &, (u)g’(v) ve Q,(u,v) =usinhdg(v) oldugundan

Q,(u,v)xQ,(u,v) =(cosh &, (u) —sinh &, (u)g’(v) ) x (usinh 8g(v))
=usinh &(cosh &,(u) —sinh &, (u)g’'(v) ) x g(v) (7.2.2)
=usinh @cosh &, (u)g(v) —ucosh dsinh &, (u)g’(v) x g(v)

dir. (2.4.1) esitligi kullanilarak
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9'xg=<g".9>+g'Ag
bulunur. g, H? pseudo-hiperbolik uzaymda birim hizli space-like egri oldugundan
—g'xg=gAg’ (7.2.3)
dir. Eger (7.2.3) esitligi (7.2.2) esitliginde yerine yazilirsa
Q,(u,v)xQ,(u,v) =usinh @(cosh &, (u)g(v) +sinh &, (u)g(v) Ag'(v))
elde edilir. Boylece (1.3) esitliginden
Q (u,v)xQ,(u,v) = x(u,Vv)

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Benzer sekilde Teorem 7.2.1°den S time-like koni iizerinde yatan space-like sabit
egimli yiizeyinin, HC pseudo-hiperbolik uzaymdaki iki boyutlu Q,(u,v) yiizeyi ile R?

uzaymndaki Q,(u,V) ylizeyinin split kuaterniyon ¢arpimi oldugu gériiliir.

Simdi R, donme matrisleri, homotetik hareketler ve time-like koni lizerinde yatan

space-like sabit egimli yiizeyler arasindaki bagintilar1 verelim.

Sonu¢ 7.2.1. Q(u,v) space-like vektor kisimli birim time-like split kuaterniyona
kargilik gelen donme matrisi R, olsun. Bu durumda time-like koni tizerinde yatan S

space-like sabit egimli yiizeyi
X(u,v) = R,Q,(u,V)

seklinde yazilabilir.

Sonuc 7.2.2. Q(u,v) =usinh 0Q,(u,v) homotetik hareketi i¢in time-like koni tizerinde

yatan S space-like sabit egimli yiizeyi, Xx(u,v)=Q(u,v)xg(v) esitligiyle yeniden

parametrize edilebilir. Bu durumda

62



X(u,v) =usinh 6R,g(v) (7.2.4)

dir.
Teorem 7.2.1 ve Sonug 7.2.2 ile ilgili asagidaki yorumlar yapilabilir.

Yorum 7.2.1. Teorem 7.2.1, Q/(u,v) birim split kuaterniyonun, Q,(u,v) yiizeyi
tizerindeki konum vektorlerini span{g’(v)} ekseni etrafinda &,(u) hiperbolik agis1 kadar

dondiirdiigiinii soyler.

Yorum 7.2.2. Sonug 7.2.2, Q(u,v) split kuaterniyonun g(v) konum vektorlerini
span{g’(v)} ekseni etrafinda &,(u) hiperbolik agis1 kadar dondiirdiigiinii ve usinhé

homotetik skalasi kadar uzattigini soyler.
7.3 Ornekler

Bu boliimde, space-like sabit egimli yiizeylere baz1 6rnekler verdik ve Mathematica

programini kullanarak resimlerini ¢izdik.

Ornek 7.3.1. S? de Sitter 2-uzayinda, f(v)=(0,cosv,sinv) birim hizli space-like
egrisini diisiinelim. & =7 ve tanh7 =1 alarak homotetik hareket

Q(u,v) =ucosh 7(cosh(Inu) +(0,sinh(Inu)sinv, —sinh(Inu) cosv))

olur. (7.1.4) esitligini kullanarak asagidaki space-like koni {izerinde yatan

x(u,v) =ucosh OR, f (v) space-like sabit egimli yiizeyi elde edilir;
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cosh(Inu) =sinh(Inu)cosv =sinh(Inu)sinv 0
x(u,v) =ucosh 7| —sinh(Inu) cosv coshz(%ujﬁinhz(m?u)com sinhz(l%ujsin v cosv
| | | sinv
—sinh(Inu)sinv sinhz(%jsmv coshz[%}sinhz[%jcosw

ve sonug olarak

—ucosh7sinh(Inu)
X(u,v) =| ucosh7cosh(Inu)cosv
ucosh7cosh(Inu)sinv

dir. Boéylece x(u,v) =ucosh &R, f (v) nin resmi;

Sekil 7.1 Space-like koni {izerinde yatan X(u,v)=ucosh@R,f(v) space-like sabit
egimli ylizey, f(v)=(0,cosv,sinv), =7

seklindedir.
Ornek 7.3.2. H? pseudo-hiperbolik uzayinda, g(v)=(coshv,0,sinhv) birim hizh

space-like egrisini diisiinelim. =7 ve coth 7 =1 alarak homotetik hareket

Q(u,v) =usinh 7(cosh(Inu) +(—sinh(Inu)sinhv, 0, —sinh(Inu) coshv))
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olur. (7.2.4) esitligini  kullanarak asagidaki time-like koni {izerinde yatan

X(u,v) =usinh @R, g(v) space-like sabit egimli yiizey elde edilir;

cosh? In—u)+sinh2(|n—u cosh2v —sinh(Inu)coshv —sinhz[ln—u sinh 2v
2 2 2 coshv
x(u,v) =usinh 7 =sinh(Inu)coshv cosh(Inu) sinh(Inu)sinhv 0
inh
sinh? (InTu)sinh 2V —sinh(Inu)sinhv  cosh? (IHTUJ —-sinh’ (I%uj coshay [

ve sonug olarak

usinh7cosh(Inu)coshv
X(u,v)=| -usinh7sinh(Inu)
usinh7cosh(Inu)sinhv

dir. Béylece x(u,v) =usinh&R,g(v) nin resmi;

Sekil 7.2 Time-like koni iizerinde yatan X(u,v) =usinh &R,g(v) space-like sabit egimli
yiizey, g(v) =(coshv,0Q,sinhv), =7

seklindedir.
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