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Yedi bölümden oluĢan doktora tezinin birinci bölümünde; konunun tarihi geliĢimi ifade edildi. Ġkinci 

bölümünde; Öklid 3-uzayında ve Minkowski 3-uzayında eğrilerin ve yüzeylerin, kuaterniyonların ve split 

kuaterniyonların temel tanım ve teoremleri verildi. Üçüncü bölümde; Öklid 3-uzayında, 2  Öklid 2-

küresi üzerindeki birim hızlı eğriler için Sabban çatısı ve küresel evolüt kavramları verildi. 2  Öklid 2-

küresi üzerindeki birim hızlı eğrilerden Bertrand eğrilerinin oluĢturulabileceği gösterildi. Bertrand 

eğrileriyle helisler arasındaki bir bağlantı verildi. Bertrand eğrilerinin Darboux göstergelerinin küresel 

evolütlere eĢit olduğu ispatlandı. Ayrıca bir uzay eğrisinin teğetler, asli normaller, binormaller ve 

Darboux göstergeleri için sabit eğimli yüzeylerin parametrizasyonları bulundu ve bazı sonuçlar elde 

edildi. Sabit eğimli yüzeylerin v -parametre eğrilerine karĢılık gelen Bertrand eğrileri araĢtırıldı. 

Dördüncü bölümde; Minkowski 3-uzayında, 2

1  de Sitter 2-uzayındaki birim hızlı space-like eğriler için 

Lorentz anlamında Sabban çatısı, de Sitter evolüt kavramları tanımlandı ve bu eğrilerin invaryantları 

araĢtırıldı. Daha sonra üçüncü bölümde elde edilen sonuçlar burada incelendi. BeĢinci bölümde; dördüncü 

bölümdeki sonuçlar 2  pseudo-hiperbolik uzayındaki birim hızlı space-like eğriler için araĢtırıldı. 

Altıncı bölümde; Öklid 3-uzayında kuaterniyonlar ile sabit eğimli yüzeylerin bağlantıları verildi. Benzer 

Ģekilde, yedinci bölümde; Minkowski 3-uzayında split kuaterniyonlar ile space-like sabit eğimli 

yüzeylerin bağlantıları araĢtırıldı. 
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In the first chapter of the thesis consisting of seven chapters; the historical background of subject is 

expressed. In the second chapter; fundamental definitions and theorems related to curves and surfaces in 

Euclidean 3-space and Minkowski 3-space, quaternions and split quaternions are given. In the third 

chapter; the concepts of Sabban frame, spherical evolute for unit speed curves on Euclidean 2-sphere 2  

in Euclidean 3-space are given. It is shown that Bertrand curves can be constructed from unit speed 

curves on Euclidean 2-sphere 2 .  A relation between Bertrand curves and helices is given. It is proved 

that the Darboux indicatrices of Bertrand curves are equal to spherical evolutes. Furthermore, the 

parametrizations of constant slope surfaces for the tangent, principal normal, binormal and Darboux 

indicatrices of a space curve are found and some results are obtained. Bertrand curves corresponding to 

v -parameter curves of constant slope surfaces are investigated. In the fourth chapter; the concepts of 

Lorentzian Sabban frame, de Sitter evolute for unit speed space-like curves on de Sitter 2-space 2

1  in 
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1. GĠRĠġ 

 

Eğrilerin diferansiyel geometrisinde, en önemli problemlerden biri regüler bir eğrinin 

karakterizasyonudur. Bu problemin çözümünde   eğriliği ve   torsiyonu etkili bir rol 

oynar. Örneğin;  

i) 0   ise eğri bir doğrudur, 

ii) 0 ve 0    ise eğri düzlemseldir, 

iii) sabit 0    ve 0   ise eğri yarıçapı 1   olan bir çemberdir.  

 

Böylece bir eğrinin eğriliğini ve torsiyonunu kullanılarak eğrinin biçimini ve 

uzunluğunu belirleyebiliriz (Millman ve Parker 1977).  

 

Teğet vektörü sabit bir doğrultuyla sabit açı yapan eğrilere genel helis veya sabit eğimli 

eğri denir. Helislerle ilgili klasik bir sonuç 1802 yılında M. A. Lancret tarafından ifade 

edilmiĢ ve ilk olarak 1845 yılında B. de Saint Venant tarafından ispatlanmıĢtır: Bir 

eğrinin genel helis olması için gerek ve yeter Ģart sabit    olmasıdır. Eğer 

sabit > 0   ve sabit 0    ise eğriye dairesel helis denir (Millman ve Parker 1977).  

 

Helislerin birçok ilginç uygulamaları vardır. Örneğin; DNA çifti ve kolajen üçlü helis, 

karbon nano tüpler, helis biçimindeki merdivenler, fraktal geometrideki helis yapılar ve 

vb. Bu yüzden helisler doğadaki ve bilimdeki en büyüleyici eğrilerden birisidir (Ġlarslan 

ve Boyacıoğlu 2008, Munteanu 2010).  

 

Eğrilerin karakterizasyonu için diğer bir yol eğrilerin Frenet vektörleri arasındaki 

bağlantılardır. Örnek olarak involüt-evolüt çiftini verebiliriz. 1668 yılında C. Huygens 

daha kusursuz bir saat yapmaya çalıĢırken involütleri keĢfetmiĢtir. s I   için   ve   

eğrilerinin karĢılıklı noktalarındaki teğetleri ortogonal ise   ya   nın evolütü ve   ya 

da   nın involütü denir. ( , )   ikilisine ise evolüt-involüt çifti denir (Millman ve 

Parker 1977). Diğer taraftan Öklid 3-uzayında bir düzlemsel eğrinin evolütü, eğrinin 

eğrilik merkezinin geometrik yeridir. 



 

2 

Izumiya vd. (2004) çalıĢmalarında 2  pseudo-hiperbolik uzayındaki eğrilerin 

evolütlerini tanımladılar ve bu evolütlerin singüler noktaları ile eğrilerin geometrik 

invaryantları arasında bağlantı kurdular.  

 

Diferansiyel geometride önemli bir yeri olan diğer eğri 1850 yılında J. Bertrand 

tarafından bulunan Bertrand eğrileridir. Bertrand eğrisinin her noktasındaki asli normal 

vektörü Bertrand çifti denilen diğer bir eğrinin de asli normal vektörüdür. s I   için 

  eğrisinin Bertrand eğrisi olması için gerek ve yeter Ģart 1)()(  sBsA   olacak 

Ģekilde sıfırdan farklı ,A B  reel sabitlerinin olmasıdır. Böylece düzlemsel eğriler ve 

dairesel helisler Bertrand eğrileridir (Millman ve Parker 1977, Izumiya ve Takeuchi 

2002).  

 

Izumiya ve Takeuchi (2002) çalıĢmalarında Öklid 3-uzayında, Bertrand eğrilerinin 

küresel eğrilerden elde edilebileceğini ispatladılar. Ayrıca küresel evolüt kavramını 

tanımladılar. Küresel eğrilerin Singüler nokta teorisinin bir uygulaması olarak Bertrand 

eğrilerinin “generic” özelliklerini incelediler.  

 

Bertrand eğrileri, bilgisayar destekli tasarımda ve bilgisayar destekli üretimde önemli 

bir yeri olan paralel (offset) eğrilerin özel örnekleridir (Nutbourne ve Martin 1988).  

 

Son yıllarda, 2    çarpım uzayındaki yüzeylerin geometrisi ilgili birçok çalıĢma 

yapılmıĢtır. Bu yüzeylere örnek olarak sabit açılı yüzeyleri verebiliriz. Öklid 3-uzayında 

birim normali, belirli sabit bir vektörle sabit açı yapan yüzeylere, sabit açılı yüzeyler 

denir (Cermelli ve Di Scala 2007). Bu yüzeyler helis kavramının bir genellemesi olarak 

düĢünülebilir. Dillen vd. (2007, 2009) çalıĢmalarında 2   ve 2   çarpım 

uzaylarında sabit açılı yüzeyleri incelediler. Bu yüzeylerin birim normali,  

doğrultusundaki teğet ile sabit açı yapar.  

 

Munteanu (2010) makalesinde her noktasındaki normali, o noktadaki konum vektörüyle 

sabit açı yapan yüzeyleri sabit eğimli yüzeyler olarak isimlendirdi ve bu yüzeylerin 

karakterizasyonu verdi;  
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3S   yüzeyinin sabit eğimli yüzey olması için gerek ve yeter Ģart S  nin ya orijin 

merkezli 2  Öklid 2-küresinin açık bir parçası olmasıdır ya da 

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )x u v u f v f v f v                               (1.1) 

Ģeklinde parametrize edilebilmesidir, burada ,  sıfırdan farklı sabit, 

( ) cot lnu u     ve ,f  2  Öklid 2-küresinde birim hızlı eğridir.  

 

Fu ve Yang (2012) çalıĢmalarında Minkowski 3-uzayında, space-like sabit eğimli 

yüzeylerin space-like ve time-like konide bulunmalarına göre karakterizasyonlarını 

verdiler;  

 

3

1S    yüzeyinin, space-like koni üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzey olması 

için gerek ve yeter Ģart bu yüzeyin 

 1 1( , ) cosh cosh ( ) sinh ( ) ( )x u v u f v f v f v                         (1.2) 

Ģeklinde parametrize edilebilmesidir, burada   sıfırdan farklı sabit, 

1 1( ) tanh lnu u    ve ,f  2

1  de Sitter 2-uzayında birim hızlı space-like eğridir.  

 

Ayrıca 3

1S    yüzeyinin, time-like koni üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzey 

olması için gerek ve yeter Ģart bu yüzeyin 

 2 2( , ) sinh cosh ( ) sinh ( ) ( )x u v u g v g v g v                           (1.3) 

Ģeklinde parametrize edilebilmesidir, burada   sıfırdan farklı sabit, 

2 2( ) coth lnu u    ve ,g    pseudo-hiperbolik uzayında birim hızlı space-like 

eğridir.  

 

Sabit eğimli yüzeylerin güzel biçimleri vardır ve diferansiyel geometri açısından 

ilginçtirler. Bu yüzden sabit eğimli yüzeylere hem Öklid 3-uzayındaki hem de 

Minkowski 3-uzayındaki en büyüleyici yüzeylerden birisi diyebiliriz.  
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Bu tez çalıĢmasında, Öklid 3-uzayında, 2  Öklid 2-küresi üzerindeki birim hızlı eğriler 

için Sabban çatısı ve küresel evolüt kavramları verildi. 2  Öklid 2-küresi üzerindeki 

birim hızlı eğrilerden Bertrand eğrilerinin oluĢturulabileceği gösterildi. Bertrand 

eğrileriyle helisler arasındaki bir bağlantı verildi. Bertrand eğrilerinin Darboux 

göstergelerinin küresel evolütlere eĢit olduğunu ispatlandı. Ayrıca bir uzay eğrisinin 

teğetler, asli normaller, binormaller ve Darboux göstergeleri için sabit eğimli yüzeylerin 

parametrizasyonları bulundu ve bazı sonuçlar elde edildi. Sabit eğimli yüzeylerin v -

parametre eğrilerine karĢılık gelen Bertrand eğrileri araĢtırıldı. Dördüncü bölümde; 

Minkowski 3-uzayında, 2

1  de Sitter 2-uzayında birim hızlı space-like eğriler için 

Lorentz anlamında Sabban çatısı, de Sitter evolüt kavramları tanımlandı ve bu eğrilerin 

invaryantları araĢtırıldı. Bir önceki bölümde elde edilen sonuçlar burada incelendi. 

BeĢinci bölümde; dördüncü bölümdeki sonuçlar 2  pseudo-hiperbolik uzayındaki 

birim hızlı space-like eğriler için araĢtırıldı. Altıncı bölümde; Öklid 3-uzayında 

kuaterniyonlar ile sabit eğimli yüzeylerin bağlantıları verildi. Benzer Ģekilde, yedinci 

bölümde; Minkowski 3-uzayında split kuaterniyonlar ile space-like sabit eğimli 

yüzeylerin bağlantıları araĢtırıldı. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde çalıĢmada sıkça kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verildi.  

 

2.1 Öklid 3-Uzayında Eğriler ve Yüzeyler 

 

Tanım 2.1.1. I   bir açık aralık olmak üzere 

 

3

1 2 3

:

( ) ( ), ( ), ( )

I

t t t t t



   



 


 

Ģeklinde tanımlı diferansiyellenebilir fonksiyona 3  Öklid 3-uzayında bir eğri denir 

(O’Neill 1997).  

 

Tanım 2.1.2. ,  3  de bir eğri olsun. t I   için  

0

( ) ( )
( ) lim

h

d t h t
t

dt h

  




 
    

hız vektörüne,  eğrisinin ( )t  noktasındaki teğet vektörü denir (Shifrin 2011).  

 

Tanım 2.1.3. ,  3  de bir eğri olsun. t I   için ( )t  0  ise   eğrisine regüler bir 

eğri denir (O’Neill 1997).  

 

Örnek 2.1.1. 

3:

( ) ( cos , sin , )t t r t r t ht







 

 
 

eğrisi verilsin, burada 0r   ve 0h   dır. Bu eğriye sağ dairesel helis denir ( 0h   ise 

sol dairesel helistir). Dairesel helisin xy -düzlemine izdüĢümü bir çemberdir. 

( ) ( sin , cos , )t r t r t h    0  

olduğundan   regüler bir eğridir.   nın resmi ( 1r   ve 1h  ); 
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ġekil 2.1 Sağ dairesel helis ( )t  

Ģeklindedir (Millman ve Parker 1977).  

 

Tanım 2.1.4. ,  I   da tanımlı bir eğri olsun. Eğer : ,h J I  J  açık aralığı 

üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise 

( ) :h J I    

bileĢke fonksiyonu bir diferansiyellenebilir eğridir ve   ya h  ile   nın yeniden 

parametrizasyonu denir (O’Neill 1997). ).  

 

Tanım 2.1.5. ,  J   de tanımlı 3  de bir eğri olsun. s J   için 

( ) 1s   

ise   ya birim hızlı eğri ve s  ye de yay-parametresi denir (Hacısalihoğlu 2000).  

 

Tanım 2.1.6. ,  I   da tanımlı 3  de bir eğri olsun. ,a b I  olmak üzere 

( )

b

a

t dt  

reel sayısına t a  dan t b  ye   nın yay-uzunluğu denir (Hacısalihoğlu 2000).  
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Tanım 2.1.7. ,  I   da tanımlı 3  de birim hızlı bir eğri ve ,T     eğrisinin 

birim teğet vektör alanı olsun. 

:

( ) ( )s s T s







 

 
 

reel sayısına   eğrisinin eğriliği denir (O’Neill 1997).  

 

Tanım 2.1.8. ,  0   eğriliğine sahip 3  de birim hızlı bir eğri olsun. N T   

vektör alanına   eğrisinin asli normal vektör alanı ve B T N   vektör alanına da   

eğrisinin binormal vektör alanı denir (O’Neill 1997).  

 

Teorem 2.1.1. ,  0   eğriliğine sahip 3  de birim hızlı bir eğri olsun. , ,T N B  

vektör alanları   eğrisinin her noktasında ortonormal vektör alanlarıdır ve   eğrisi 

üzerinde Frenet çatı alanı olarak isimlendirilir (O’Neill 1997).  

 

Tanım 2.1.9. ,  3  de birim hızlı bir eğri olsun. 

:

( ) ( ), ( )s s B s N s







    

 
 

reel sayısına   eğrisinin torsiyonu denir (O’Neill 1997).  

 

Tanım 2.1.10. ,  0   eğriliğine sahip 3  de birim hızlı bir eğri olsun. Eğrinin 

, ,T N B  vektör alanlarının her s  anında bir eksen etrafında ani helis hareketi yaptığı 

kabul edilir. Bu eksene eğrinin s  parametresine karĢılık gelen ( )s  noktasındaki 

Darboux (ani dönme) ekseni denir. Bu eksenin yön ve doğrultusunu veren vektör, 

D T B    dir. Buradan Frenet formülleri; 

,

,

T D T

N D N

B D B

  

  

  

 

olur (Hacısalihoğlu 2000). 
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Teorem 2.1.2. ,  0   eğriliğine ve   torsiyonuna sahip 3  de birim hızlı bir eğri 

olsun. Böylece Frenet formülleri; 

0 0

0

0 0

T T

N N

B B



 



     
       
     

          

                                      (2.1.1) 

Ģeklindedir (O’Neill 1997).  

 

Teorem 2.1.3. ,  3  de regüler bir eğri olsun. Bu durumda Frenet formülleri, eğrilik 

ve torsiyon 

 

3

2

,

, ,

, det , ,

T

N B T

B

 

   

         

  

      

             

             (2.1.2) 

Ģeklindedir (O’Neill 1997).  

 

Tanım 2.1.11. ,  3  de birim hızlı bir eğri olsun.   eğrisi boyunca birim teğet 

vektörler orijin merkezli 2  birim Öklid 2-küresi üzerinde 

2:

( )

T I

s T s






 

eğrisini meydana getirirler. Bu eğri regüler olmayabilir. T  eğrisine   nın teğetler 

göstergesi (küresel teğet resmi) denir. Ayrıca asli normaller göstergesi (küresel asli 

normal resmi) N  ve binormaller göstergesi (küresel binormal resmi) B  de 2  

üzerindeki diğer eğrilerdir (Millman ve Parker 1977).  

 

Benzer Ģekilde ( ) ( ) ( )C s D s D s  olmak üzere birim Darboux vektörleri 2  üzerinde 

C  eğrisini meydana getirirler. Bu eğriye   nın Darboux göstergesi (küresel Darboux 

resmi) denir (Izumiya ve Takeuchi 2002). 
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Tanım 2.1.12. , 2  nin açık bir alt kümesi olsun. 3S   alt kümesinin regüler bir 

parametrizasyonu 

2 3: , u vx S x x     0   

Ģeklinde tanımlı diferansiyellenebilir ve birebir fonksiyondur. 1 : ( )x x    ters 

fonksiyonu sürekli olmak üzere, 3S   bağlantılı alt kümesinin her noktasında regüler 

parametrizasyonlu bir komĢuluk varsa S  ye 3  de bir yüzey denir (Shifrin 2011).  

 

Örnek 2.1.2. 

3: (0,2 )

( ) (2 cos ,0,2 sin )s s s s

 





   


 

eğrisini alalım.   eğrisinin z -ekseni etrafında   açısı kadar döndürülmesiyle oluĢan 

dönel yüzey 

cos sin 0 2 cos cos (2 cos )

( , ) sin cos 0 0 sin (2 cos )

0 0 1 2 sin 2 sin

s s

x s s

s s

  

   

       
     

  
     
           

 

tor yüzeyidir. Burada 

(2 cos )(cos cos ,cos sin ,sin )sx x s s s s      0  

dir. Tor yüzeyinin resmi; 
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ġekil 2.2 Tor yüzeyi ( , )x s  

Ģeklindedir.  

 

Tanım 2.1.13. ,S  3  de bir yüzey olsun. S  yüzeyi üzerinde 0v v  sabit ve u  değiĢken 

alınarak elde edilen eğriye u -parametre eğrisi, 0u u  sabit ve v  değiĢken alınarak elde 

edilen eğriye de v -parametre eğrisi denir (Shifrin 2011).  

 

Tanım 2.1.14. ,S  3  de bir yüzey ve P S  olsun. 

2 3

0 0: , ( , )x S P x u v      

regüler parametrizasyonunu düĢünelim. Böylece S  yüzeyinin P  noktasındaki teğet 

düzlemi ux  ve vx  vektörleri ile gerilen ( )PT S  alt uzayıdır (Shifrin 2011).  

 

( )PT S  teğet düzlemine dik olan u v u vx x x x  n  birim vektörüne, S  yüzeyinin 

birim normali denir (Shifrin 2011).  

 

Tanım 2.1.15. ,S  basit bir yüzey (2-boyutlu diferansiyellenebilir manifold) olsun. 

3: S   diferansiyellenebilir dönüĢümünün 
3

( ): ( ) ( )P P Pd T S T    türev 

dönüĢümü birebir ise   dönüĢümüne immersiyon denir. Eğer , ( )PT Sv w  için 

( )( ), ( ) ,P P P Pd d      v w v w  
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ise   dönüĢümüne izometrik immersiyon denir (Do Carmo 1976).  

 

2.2 Minkowski 3-Uzayında Eğriler ve Yüzeyler 

 

Tanım 2.2.1. 1 2 3( , , )x x xx  ve 
1 2 3( , , ),y y yy  3  Öklid 3-uzayında iki vektör olmak 

üzere 

1 1 2 2 3 3, x y x y x y   x y  

Lorentz metriğiyle donatılmıĢ 3  uzayına, Minkowski 3-uzayı denir ve 3

1  ile gösterilir 

(Lopez 2008).  

 

Tanım 2.2.2. Bir 3

1x   vektörüne; 

(i) , 0< >x x  veya  0x  ise space-like vektör, 

(ii) , 0< >x x  ise time-like vektör,  

(iii) , 0< >x x  ve  0x  ise light-like (null) vektör denir (Lopez 2008).  

 

Tanım 2.2.3. 3

1x   olmak üzere  

,< >x x x  

reel sayısına x  vektörünün normu denir. Normu bir birim olan vektöre birim vektör 

denir. Sonuç olarak; 

(i) x  space-like vektör ise , ,< >x x x  

(ii) x  time-like vektör ise ,< > x x x  

dir (Lopez 2008).  
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Tanım 2.2.4. 3

1, x y  olmak üzere 

3 3 3

1 1 1

1 2 3 2 3 3 2 3 1 1 3 2 1 1 2

1 2 3

:

( , ) ( , , )x x x x y x y x y x y x y x y

y y y

  



      

  

i j k

x y x y
(2.2.1) 

Ģeklinde tanımlı " "  operatörüne Lorentz anlamında vektörel çarpım denir (Lopez 

2008).  

 

Öklid 3-uzayındaki vektörel çarpıma benzer olarak Lorentz anlamında vektörel 

çarpımın da aĢağıdaki gibi cebirsel ve geometrik özellikleri vardır; 

(i) det( ),, , ,  x y z x y z  

(ii) ,   x y y x  

(iii) ( ) ,< , > +< , >   x y z x z y y z x  

(iv) 0,  x y x  ve 0,,  x y y  

(v) 3

1  deki her , ,x y z  vektörü için 2( ), , , ,          x y x y x x y y x y  

dir.  

 

Tanım 2.2.5. ,  3

1  de bir eğri olsun.   nın hız vektörü   olmak üzere 

(i) ( )t  space-like ise   eğrisine space-like, 

(ii) ( )t  time-like ise   eğrisine time-like, 

(iii) ( )t  light-like ise   eğrisine light-like 

eğri denir (Lopez 2008).  
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Tanım 2.2.6. 3

1  de  

 2 3 2 2 2

1 1 2 3 1 1 2 3( , , ) 1x x x x x x       

ve 

 2 3 2 2 2

1 2 3 1 1 2 3( , , ) 1x x x x x x        

yüzeylerine sırasıyla de Sitter 2-uzay ve pseudo-hiperbolik uzay denir (Lopez 2008).  

 

Teorem 2.2.1. ,  0   eğriliğine ve   torsiyonuna sahip 3

1  de birim hızlı bir time-

like eğri olsun. T  birim teğet, =  N  asli normal ve  B T N  binormal 

vektör olmak üzere Frenet formülleri; 

0 0

0

0 0



 



     
      
     

          

T T

N N

B B

                                        (2.2.2) 

dir (Lopez 2008).   birim hızlı time-like eğrisinin Darboux vektörü   D T B  dir. 

s I   için ( )sD  light-like vektör olmasın. Buradan 

2:

( )
( )

( )

C I

s
s C s

s



 


D

D

 

Ģeklinde tanımlıdır ve   nın hiperbolik Darboux göstergesi olarak isimlendirilir (Wang 

ve Pei 2011).  

 

Teorem 2.2.2. ,  3

1  de regüler bir time-like eğri olsun. Bu durumda   time-like 

eğrisinin eğriliği ve torsiyonu 

 
3 2

det , ,
,  

    
 

  

    
 

  
                           (2.2.3) 

Ģeklindedir (Lopez 2008). 
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Teorem 2.2.3. ,  0   eğriliğine ve   torsiyonuna sahip 3

1  de birim hızlı bir space-

like eğri olsun. T  birim teğet, =  N  space-like asli normal ve  B N T  

binormal vektör olmak üzere Frenet formülleri; 

0 0

0

0 0



 



     
       
     

          

T T

N N

B B

                                           (2.2.4) 

dir. (Lopez 2008).   birim hızlı space-like eğrisinin Darboux vektörü D    T B  

dir. s I   için ( )sD  light-like vektör olmasın. Buradan 

2

1:

( )
( )

( )

C I

s
s C s

s



 


D

D

 

Ģeklinde tanımlıdır ve   nın de Sitter Darboux göstergesi olarak isimlendirilir (Wang 

ve Pei 2011).  

 

Teorem 2.2.4. ,  3

1  de regüler bir space-like eğri olsun.   space-like eğrisinin 

eğriliği ve torsiyonu 

 
3 2

det , ,
,  

    
 

  

    
 

  
                                (2.2.5) 

dir (Lopez 2008).  

 

Tanım 2.2.7. ,  3

1  de regüler bir eğri olsun.  0v  sabit vektörü için ( ),s T v  sabit 

bir fonksiyon ise   ya helis denir (Lopez 2008).  

 

Teorem 2.2.5. ,  3

1  de space-like veya time-like bir eğri olsun.   eğrisi helis ise 

sabit    dir (Lopez 2008).  
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Teorem 2.2.6. ,  3

1  de asli normali light-like olmayan space-like veya time-like bir 

eğri olsun. sabit    ise   eğrisi helistir (Lopez 2008).  

 

Teorem 2.2.7. ,  3

1  de space-like veya time-like bir eğri olsun.  eğrisinin Bertrand 

eğrisi olması için gerek ve yeter Ģart ( ) ( ) 1A s B s    eĢitliğini sağlayacak Ģekilde 

sıfırdan farklı ,A B  reel sabitlerinin olmasıdır (Lopez 2008).  

 

2.3 Kuaterniyonlar ve Homotetik Hareketler  

 

Tanım 2.3.1. 0 1 2 3, , ,a a a a   olmak üzere bir q  kuaterniyonu  

0 1 2 3

0

0 1 2 3

= ( , , , )

= ( , )

= 1

q a a a a

a

a a a a  

   

   

w

i j k

 

Ģeklindedir, burada 0qS a , q  nun skaler kısmı ve 1 2 3= ( , , )q a a aV  da vektörel 

kısmıdır. Böylece q  kuaterniyonu, q qq S V  Ģeklinde yazılabilir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.2. q qq S V  ve p pp S V  kuaterniyonlarının toplamı 

+ ( + ) +( + )q p q pq p S S V V  

dir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.3. q qq S V  kuaterniyonunun bir   skaleriyle çarpımı q qq S    V  

Ģeklindedir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.4. q qq S V  kuaterniyonunun eĢleniği q qq S V  dir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.5. 0 1 2 3= 1q a a a a  i j k  kuaterniyonun normu 

2 2 2 2

0 1 2 3qN a a a a     
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dir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.6. 0 1 2 3= 1q a a a a  i j k  kuaterniyonu için 1qN   ise q  ya birim 

kuaterniyon denir. Her q  kuaterniyonu 

(cos sin )qq N    v  

Ģeklinde kutupsal biçimde yazabilir, burada 0cos ,qa N   2 2 2

1 2 3sin qa a a N     

ve 2 2 2

1 2 3 1 2 3( ) ,= a +a +a a a a v i j k  3  de birim vektördür (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.7. q qq S V  ve p pp S V  kuaterniyonlarının, kuaterniyon çarpımı 

, + +q p q p q p p q q pq p S S S S      V V V V V V                  (2.3.1) 

eĢitliğiyle verilir, burada ,q p V V  ve q pV V , sırasıyla qV  ve pV  arasındaki iç 

çarpımı ve vektörel çarpımı gösterir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.8. Kuaterniyonların  0 1 2 3 0 1 2 3= = a 1 a a a a ,a ,a ,aq     i j k  cebiri, 

 1, , ,i j k  bazı ile   üzerinde 4-boyutlu vektör uzayıdır. Baz elemanları arasında 

aĢağıdaki özellikler vardır; 

2 2 2 1      i j k i j k  ve     i j j i k  

dir. Açıkca   birleĢmeli fakat değiĢmeli olmayan bir cebirdir ve   nın birim elemanı 

1 dir (Ata ve Yaylı 2007).  

 

Tanım 2.3.6. Herhangi iki q  ve p  kuaterniyonları için q p p q    dir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.7. q  kuaterniyonunun tersi, 2 2 2 2

0 1 2 3 0qI a a a a      olmak üzere 

1 1

q

q q
I

   
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ile verilir. Ayrıca 1 1 =1q q q q     ve 1 1 1( )q p p q      dir (Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.8. q qq S V  kuaterniyonu için 0qS   ise q  ya pür kuaterniyon denir 

(Ward 1997).  

 

Tanım 2.3.9. Herhangi iki q  ve p  kuaterniyonları için iç çarpım 

 +
,

2

q p p q
q p

 
   

Ģeklindedir. Eğer  q= p  ise ,qI q q q q    olur (Toth 1998).  

 

Tanım 2.3.10. Bir w  pür kuaterniyonu üzerinde 

3 3

1

:

( ) q q



 



   

 
w w w

 

Ģeklinde tanımlı   dönüĢümü lineerdir. Genelliği bozmadan 1qN   seçelim. 

3 span{ , , } i j k  olduğundan eğer 0 1 2 3= 1q a a a a  i j k  ise  

2 2 2 2

0 1 2 3 0 3 1 2 1 3 0 2

2 2 2 2

0 3 1 2 0 2 1 3 0 1 2 3

2 2 2 2

0 2 1 3 2 3 0 1 0 3 1 2

( ) = (a + a a a ) + (2a a + 2a a ) + (2a a 2a a ) ,

( ) = ( 2a a + 2a a ) + (a + a a a ) + (2a a + 2a a ) ,

( ) = (2a a + 2a a ) + (2a a 2a a ) + (a + a a a )







  

  

  

i i j k

j i j k

k i j k

 

dir. Böylece   dönüĢümünün matris gösterimi; 

2 2 2 2

0 1 2 3 0 3 1 2 0 2 1 3

2 2 2 2

0 3 1 2 0 2 1 3 2 3 0 1

2 2 2 2

1 3 0 2 0 1 2 3 0 3 1 2

a + a a a 2a a + 2a a 2a a + 2a a

2a a + 2a a a + a a a 2a a 2a a

2a a 2a a 2a a + 2a a a + a a a

qR

   
 

    
    

              (2.3.2)  

Ģeklindedir. qR  nin ortogonal olduğunu göstermek zor değildir; 
T

q qR R I  ve det 1qR   

dir. Böylece 1( ) = q q  w w  lineer dönüĢümü, 3  de bir dönme gösterir (Ward 

1997). 
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Tanım 2.3.11. 3  de katı bir cismin bir parametreli homotetik hareketi analitik olarak  

hA  x x C  

eĢitliğiyle verilir, burada x  ve x  konum vektörleridir ve sütun matrisleriyle gösterilir. 

A  3 3- tipinde ortogonal matristir, C  öteleme vektörüdür ve h  hareketin homotetik 

skalasıdır. h, A  ve C  aynı zamanda bir t  parametresinin sürekli 

diferansiyellenebilir fonksiyonlarıdır (Düldül 2010).  

 

2.4 Split Kuaterniyonlar ve Yarı-Öklidiyen Uzaylar 

 

Tanım 2.4.1. Bir split kuaterniyon 

1 2 3 41p p p p p   i j k  

ile ifade edilir, burada 1 2 3 4, , ,p p p p   ve , ,i j k  aĢağıdaki değiĢmeli olmayan 

çarpım kuralını sağlayan split kuaterniyon birimleridir; 

2 2 21, 1, ,          i j k i j j i k j k k j i  ve    k i i k j  

dir (Inoguchi 1998).  

 

Tanım 2.4.2. Split kuaterniyonların cebiri   ve onun standard bazı {1, , , }i j k  dir. 

  nün bir elemanına split kuaterniyon denir (Inoguchi 1998).  

 

Tanım 2.4.3. 1 2 3 41p p p p p   i j k  split kuaterniyonun eĢleniği, p  ile gösterilir 

ve  

1 2 3 41p p p p p   i j k  

Ģeklinde ifade edilir (Inoguchi 1998).  
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Tanım 2.4.4. p  split kuaterniyonun, skaler ve vektörel kısmı, sırasıyla, 1pS p  ve 

2 3 4p p p p  V i j k  ile gösterilir. 1 2 3 4( , , , )p p p p p  ve 1 2 3 4( , , , )q q q q q  split 

kuaterniyonların split kuaterniyon çarpımı 

1 1 1 1,p q q p p qp q p q p qV V V V V V                        (2.4.1) 

Ģeklinde tanımlanır, burada 

2 2 3 3 4 4,p q p q p q p q   V V  

ve 

2 3 4 4 3 3 4 4 2 2 4 2 3 3 2

2 3 4

( ) + ( ) + ( )p q p p p p q p q p q p q p q p q

q q q



     

i j k

V V i j k  

dir. Eğer 0pS   ise p  ye pür split kuaterniyon denir (Kula ve Yaylı 2007).  

 

Tanım 2.4.5. ,n  n -boyutlu Öklid uzayı 

1 1

, , , , 0
v n

n

i i i i

i i v

x y x y v nx y x y
  

         

metrik tensörü ile yarı-Öklidiyen uzayı olarak isimlendirilir ve n

v  ile gösterilir, burada 

,v  metriğin indeksidir. Eğer 0v  ise ,n

v  n  n -boyutlu Öklid uzayına indirgenir. 

2n  için 1 ,n  Minkowski n -uzayı olarak isimlendirilir; eğer 4n  ise 1 ,n  

Minkowski space-time dır (O’Neill 1983).  

 

Tanım 2.4.6. ,n

v  ,  metrik tensörüyle donatılmıĢ bir yarı-Öklidiyen uzay olsun. Bir 

n

vx   vektörüne; 

(i) , 0 x x  veya 0x  ise space-like vektör,  

(ii) , 0 x x  ise time-like vektör, 
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(iii) , 0 x x  ve 0x  ise light-like vektör ve , x x  reel sayısına da x  

vektörünün normu denir. n

v  yarı-Öklidiyen uzayında, eğer , 0x y   ise x  ve y  

vektörlerine ortogonaldir denir (O’Neill 1983).  

 

Tanım 2.4.7. n

v  yarı-Öklidiyen uzayında de Sitter n -uzay ve pseudo-hiperbolik uzay 

1 2 2

1

1 1

( ,..., ) 1
v n

n n

v n v i i

i i v

x x x x

  

           
    

ve 

1 2 2

1 1

1 1

( ,..., ) 1
v n

n n

v n v i i

i i v

x x x x 


  

           
   

dir. Aynı zamanda 1v  ve 1 0x   için 1 1

0 ,n n    1

n  in pseudo-hiperbolik uzayıdır 

(Dursun 2010).  

 

Tanım 2.4.8. 1 2 3 4( , , , )p p p p p  split kuaterniyona, 2 2 2 2

1 2 3 4pI p p p p     olmak 

üzere; 

(i) 0pI   ise space-like split kuaterniyon,  

(ii) 0pI   ise time-like split kuaterniyon, 

(iii) 0pI   ise light-like split kuaterniyon 

denir (Özdemir ve Ergin 2006).  

 

Tanım 2.4.9. 1 2 3 4( , , , )p p p p p  split kuaterniyonun normu 

2 2 2 2

1 2 3 4pN p p p p     



 

21 

Ģeklinde tanımlanır. Eğer 1pN   ise p  ye birim split kuaterniyon denir. 0pN   olmak 

üzere 0 pp p N  birim split kuaterniyondur. Space-like ve time-like split 

kuaterniyonların, 1

pp p I   olacak Ģekilde bir tersi vardır, fakat light-like split 

kuaterniyonların tersi yoktur (Özdemir ve Ergin 2006).  

 

Teorem 2.4.1. Her space-like vektör kısımlı time-like split kuaterniyon 

(cosh sinh )pp N   v                                        (2.4.2) 

Ģeklinde ifade edilebilir, burada 2 2 2

1 2 3 4cosh , sinhp pp N p p p N       ve 

2 2 2

2 3 4 2 3 4( ) ,p p p p p pv i j k       3

1  de birim space-like vektördür (Özdemir 

ve Ergin 2006, Kula ve Yaylı 2007).  

 

Teorem 2.4.2. Her time-like vektör kısımlı time-like split kuaterniyon 

(cos sin )pp N   v                                            (2.4.3) 

Ģeklinde ifade edilebilir, burada 2 2 2

1 2 3 4cos , sinp pp N p p p N      ve 

2 2 2

2 3 4 2 3 4( ) ,p p p p p pv i j k      3

1  de birim time-like vektördür (Özdemir ve 

Ergin 2006, Kula ve Yaylı 2007).  

 

Tanım 2.4.10. Eğer 1 2 3 4( , , , )p p p p p  birim time-like split kuaterniyon ise ,V  pür 

split kuaterniyon olmak üzere 

3
1

1

( )i ij j

j

p p R



  V V  

dönüĢümü kullanılarak, bu dönüĢüme karĢılık gelen 

2 2 2 2

1 2 3 4 1 4 2 3 1 3 2 4

2 2 2 2

2 3 4 1 1 2 3 4 3 4 2 1

2 2 2 2

2 4 3 1 2 1 3 4 1 2 3 4

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

p

p p p p p p p p p p p p

R p p p p p p p p p p p p

p p p p p p p p p p p p

       
        
       

       (2.4.4) 
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matrisi bulunur. Bu matrisin bütün satırları Lorentz anlamında ortogonaldir. Bu matris, 

det( ) 1pR   Ģartıyla Minkowski 3-uzayında bir dönme gösterir. p  birim time-like split 

kuaterniyonun vektör kısmının time-like veya space-like olması önemlidir. Eğer p  nin 

vektör kısmı time-like veya space-like ise dönme açısı, sırasıyla, küresel veya 

hiperboliktir (Özdemir ve Ergin 2006). 
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3. 3  ÖKLĠD 3-UZAYINDA BERTRAND EĞRĠLERĠNĠN VE SABĠT EĞĠMLĠ 

YÜZEYLERĠN BAZI KARAKTERĠZASYONLARI 

 

Bu bölümde, 2  Öklid 2-küresi üzerindeki birim hızlı eğriler için Sabban çatısı ve 

küresel evolüt kavramlarını verdik. 2  Öklid 2-küresi üzerindeki birim hızlı eğrilerden 

Bertrand eğrilerinin oluĢturulabileceğini gösterdik. Bertrand eğrileriyle helisler 

arasındaki bir bağlantıyı verdik. Bertrand eğrilerinin Darboux göstergelerinin küresel 

evolütlere eĢit olduğunu ispatladık. Ayrıca bir uzay eğrisinin teğetler, asli normaller, 

binormaller ve Darboux göstergeleri için sabit eğimli yüzeylerin parametrizasyonlarını 

bulduk ve bazı sonuçlar elde ettik. Sabit eğimli yüzeylerin v -parametre eğrilerine 

karĢılık gelen Bertrand eğrilerini araĢtırdık.  

 

2:f I   birim hızlı küresel eğri olsun. f  nin yay-parametresini v  ile gösterelim. 

( ) ( )v f vt  olmak üzere ( ),vt  f  nin v  noktasındaki teğetidir. ( ) ( ) ( )v f v v s t  

olsun, burada ( ),f v  eğrinin konum vektörüdür. Böylece f  boyunca  ( ), ( ), ( )f v v vt s  

ortonormal çatısı elde edilir. Bu çatıya f  eğrisinin Sabban çatısı denir (Koenderink 

1990). Buradan f  nin küresel Frenet formülleri;  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

g

g

f v v

v f v v v

v v v





  


   


  

t

t s

s t

 

Ģeklindedir, burada  ( ) det ( ), ( ), ( )g v f v v v  t t  olmak üzere f  nin jeodezik 

eğriliğidir.  

 

ġimdi ( ) 0g v   olmak üzere herhangi bir 0v I  için  

0 0 0

0
2

0

( ) ( ) ( )
( )

( ) 1

g

f

g

v f v v
e v

v










s
 

birim vektörünü düĢünelim. Ayrıca 2

0 0 0( ) ( ) 1g gr v v    olmak üzere  
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 1 2

0 0 0 0( ( ), ) , ( )f fS e v r x x e v r     

çemberini alalım. Buradan 

0 0

2

( ) ( ) 0 0: ; ( ) , ( )
f fe v e v fh h x x e v r      

yükseklik fonksiyonunu tanımlayalım. Böylece  

2

0 0 02
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0

f f fe e e

d d
h f v h f v h f v

dv dv
      

olduğu gösterilebilir. Bu durumda 1

0 0( ( ), ),fS e v r  f  ye 0( )f v  noktasında 2. basamaktan 

değer. Böylece 1

0 0( ( ), ),fS e v r  f  nin 0( )f v  noktasındaki eğrilik çemberidir. Ayrıca 

0( ),fe v  f  nin 0( )f v  noktasındaki eğrilik merkezidir. Sonuç olarak, f  nin eğrilik 

merkezinin geometrik yeri veya f  nin küresel evolütü  

2

( ) ( ) ( )
( )

( ) 1

g

f

g

v f v v
e v

v










s
 

dir (Izumiya ve Takeuchi 2002).  

 

Bertrand eğrilerinin karakterizasyonu, Izumiya ve Takeuchi (2002) makalelerinde 

verildi. Burada Bertrand eğrilerinin farklı bir karakterizasyonunu lemma olarak verelim.  

 

Lemma 3.1. 2:f I   birim hızlı küresel eğri olsun. Bu durumda 

0 0
( ) ( ) tan ( ) ( )

v v

v a f t dt a f t f t dt                                 (3.1) 

bir Bertrand eğrisidir, burada a  ve ( ) cot lnu u     sabit sayılardır. Ayrıca bütün 

Bertrand eğrileri bu metodla inĢa edilebilir.  

 

Ġspat. ( ): Izumiya ve Takeuchi (2002)’deki metodu uygulayalım.   nın eğriliğini ve 

torsiyonunu hesaplayalım. (3.1) eĢitliğinin v  ye göre üç kez türevi alınırsa 
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 

 

   2

( ) ( ) tan ( ) ,

( ) 1 tan ( ) ( ),

( ) 1 tan ( ) ( ) tan ( ) ( ) ( ) tan ( ) ( )

g

g g g g

v a f v v

v a v v

v a v f v a v v a v v v

 

 

    

  

  

      







s

t

t s

 

eĢitlikleri elde edilir. Böylece (2.1.2)’deki eğrilik ve torsiyon eĢitlikleri kullanılarak, 

1    olmak üzere 

   2 2cos 1 tan ( ) cos ( ) tan
( )  ve ( )

g gv v
v v

a a

    
  

 
                 (3.2) 

bulunur. Buradan  ( ) tan ( ) 1a v v    olduğundan   bir Bertrand eğrisidir. 

( ):   bir Bertrand eğrisi olsun. Bu durumda ( ) ( ) 1A s B s    olacak Ģekilde sıfırdan 

farklı A  ve B  reel sabitleri vardır. A a  ve tanB a   alalım. Ayrıca 0,a   1   ve 

cos 0a    olsun. ġimdi 

 ( ) cos ( ) sin ( )f s T s B s     

küresel eğrisini tanımlayalım. Böylece 

 ( ) cos ( ) tan ( ) ( ) cos ( )f s s s N s N s
a


         

bulunur. f  nin yay-parametresi v  olsun. Bu durumda cosdv ds a   dir. Ayrıca 

   ( ) cos ( ) sin ( ) cos cos cos ( ) sin ( )
dv

af s a T s B s T s B s
ds a


           

ve 

 

 

tan ( ) tan cos ( ) sin ( ) cos ( )

sin cos ( ) sin ( )

df dv
a f s a T s B s N s

dv ds a

B s T s


    

  

   

 

 

elde edilir. Bu iki eĢitlik kullanılarak 
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 

 

0

0

0

0 0
( ) tan ( ) ( ) cos cos ( ) sin ( )

sin cos ( ) sin ( )

( ) ( )

v v s

s

s

s

s

s

a f t dt a f t f t dt T t B t dt

B t T t dt

T t dt s

   

  



   

 

 

  



 

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Bu lemmadan aĢağıdaki sonucu verebiliriz.  

 

Sonuç 3.1. 2:f I   birim hızlı küresel eğrisinin çember olması için gerek ve yeter 

Ģart f  ye karĢılık gelen 3: I    Bertrand eğrisinin dairesel helis olmasıdır 

(Babaarslan vd. 2012).  

 

Ġspat. (3.2) eĢitliklerini kullanarak 

2sin 2 ( ) cos ( )
( )  ve ( )

2

g gv v
v v

a a

 
  

 
     

elde edilir. 2:f I   birim hızlı küresel eğrisinin çember olması için gerek ve yeter 

Ģart ( ) 0g v   olmasıdır. Bu durum, ( )v  ve ( )v  nin sabit olmasına denktir. Buradan 

3: I    Bertrand eğrisi bir dairesel helistir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Ayrıca aĢağıdaki önermeyi verebiliriz.  

 

Önerme 3.1. 2:f I   birim hızlı küresel eğri ve f  ye karĢılık gelen Bertrand eğrisi 

3: I    olsun. Bu durumda   nın Darboux göstergesi, f  nin küresel evolütüne 

eĢittir.  

 

Ġspat. (3.2) eĢitliklerinden  

   2 2cos 1 tan ( ) cos ( ) tan
( )  ve ( )

g gv v
v v

a a

    
  

 
   
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dir. Ayrıca hesaplanırsa 

 ( ) ( ) tan ( )  
dv

T v a f v v
ds

  s  ve ( ) ( )N v v t  

olarak bulunur. Böylece 

 ( ) ( ) ( ) ( ) tan ( )
dv

B v T v N v a v f v
ds

    s  

dir. Buradan 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g

dv
D v v T v v B v v f v v

ds
      s  

olur. Sonuç olarak ( ) = ( ) ( ) ( )fC v D v D v e v  elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

ġimdi aĢağıdaki teoremleri verelim.  

 

Teorem 3.1. 2:f I   birim hızlı küresel eğri ve 3: ,I    f  ye karĢılık gelen 

Bertrand eğrisi olsun. Bu durumda    eğrisi, ( , )x u v  sabit eğimli yüzeyi üzerinde yatar.  

 

Ġspat. (3.1) eĢitliğinin v  ye göre türevi alınırsa  

( ) ( ) tan ( ) ( )v af v a f v f v      

bulunur. Bu eĢitlikte sin cosa u    ve bu durumda tan sin sina u    alınabilir, 

burada u  ve   sabitlerdir. Böylece (1.1) eĢitliğinden ,   ( , )x u v  sabit eğimli yüzeyinin 

v -parametre eğrisidir ve bu yüzey üzerinde yatar. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Teorem 3.2. 3: ,x S   S  sabit eğimli yüzeyinin 3  Öklid 3-uzayına izometrik 

immersiyonu ve ( ),x v  ( , )x u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi olsun. Bu 

durumda 
0

( )
v

x v dv  bir Bertrand eğrisidir.  
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Ġspat. (1.1) eĢitliğinde u =sabit alınarak 

( ) sin cos ( ) sin sin ( ) ( )x v u f v u f v f v        

bulunur. Eğer ( )x v  eĢitliğinde her iki tarafın integrali alınırsa  

0 0 0

( ) sin cos ( ) sin sin ( ) ( )
v v v

x v dv u f v dv u f v f v dv          

elde edilir. ( )f v  ve ( ) ( )f v f v  nin katsayıları sabit olduğundan sin cosu a    ve 

bu durumda sin sin tanu a    alınabilir. Buradan 

0 0 0

( ) ( ) tan ( ) ( )
v v v

x v dv a f v dv a f v f v dv       

bulunur. Böylece Lemma 3.1’den, 
0

( )
v

x v dv  bir Bertrand eğrisidir.  

 

ġimdi bir uzay eğrisinin, teğetler, asli normaller, binormaller ve Darboux göstergeleri 

için aĢağıdaki sonuçları verelim.  

 

Önerme 3.2. 3: ,I   s  yay-parametresiyle parametrelendirilmiĢ bir uzay eğrisi ve 

2: ,T I     uzay eğrisinin teğetler göstergesi olsun. Bu durumda sabit eğimli yüzey 

( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Tx u v u T v u B v      

Ģeklinde parametrize edilebilir, burada 
0

( )
s

v T s ds   dir.  

 

Ġspat. (1.1) eĢitliğinden sabit eğimli yüzey 

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )x u v u f v f v f v       

dir. 2:T I   küresel eğri olduğundan, ( ) ( )f v T v  alınabilir. Böylece 

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )Tx u v u T v T v T v       

bulunur. Frenet çatısı ve Frenet formülleri kullanılarak bu eĢitlik 
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( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Tx u v u T v u B v      

olur.  

 

Önerme 3.2’nin aĢağıdaki sonuçlarını verebiliriz.  

 

Sonuç 3.2. ( , )Tx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Tx v  olsun. Bu 

durumda aĢağıdaki eĢitlikler sağlanır; 

( ), ( ) sabit, ( ), ( ) sabit ve ( ), ( ) 0T T Tx v T v x v B v x v N v       

dir.  

 

Sonuç 3.3. ( , )Tx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Tx v  olsun. Bu 

durumda 

0 0 0

( ) sin cos ( ) sin sin ( )
v v v

Tx v dv u T v dv u B v dv        

bir Bertrand eğrisidir.  

 

Sonuç 3.4. 2:T I   birim hızlı küresel eğrisinin çember olması için gerek ve yeter 

Ģart T  ye karĢılık gelen 
0

( )
v

Tx v dv  Bertrand eğrisinin dairesel helis olmasıdır. 

 

Önerme 3.3. 3: ,I   s  yay-parametresiyle parametrelendirilmiĢ bir uzay eğrisi ve 

2: ,N I     uzay eğrisinin asli normaller göstergesi olsun. Bu durumda sabit eğimli 

yüzey 

( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Nx u v u N v u C v      

Ģeklinde parametrize edilebilir, burada 
0

 ( )
s

v N s ds   dir.  
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Ġspat. (1.1) eĢitliğinden sabit eğimli yüzey  

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )x u v u f v f v f v       

dir. 2:N I   küresel eğri olduğundan ( ) ( )f v N v  alınabilir. Böylece 

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )Nx u v u N v N v N v       

dir. ( ) ( ) ( )N v N v C v   olduğundan 

( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Nx u v u N v u C v      

elde edilir.  

 

Önerme 3.3’ün aĢağıdaki sonuçlarını verebiliriz.  

 

Sonuç 3.5. ( , )Nx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Nx v  olsun. Bu 

durumda aĢağıdaki eĢitlikler sağlanır; 

( ), ( ) sabit ve ( ), ( ) sabitN Nx v N v x v C v     

dir.  

 

Sonuç 3.6. ( , )Nx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Nx v  olsun.  Bu 

durumda 

0 0 0

( ) sin cos ( ) sin sin ( )
v v v

Nx v dv u N v dv u C v dv        

bir Bertrand eğrisidir.  

 

Sonuç 3.7. 2:N I   birim hızlı küresel eğrisinin çember olması için gerek ve yeter 

Ģart N  ye karĢılık gelen 
0

( )
v

Nx v dv  Bertrand eğrisinin dairesel helis olmasıdır.  
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Önerme 3.4. 3: ,I   s  yay-parametresiyle parametrelendirilmiĢ bir uzay eğrisi ve 

2: ,B I     uzay eğrisinin binormaller göstergesi olsun. Bu durumda sabit eğimli 

yüzey  

( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Bx u v u B v u T v      

Ģeklinde parametrize edilebilir, burada 
0

( )
s

v B s ds   dir.  

 

Ġspat. (1.1) eĢitliğinden sabit eğimli yüzey 

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )x u v u f v f v f v       

dir. 2:B I   küresel eğri olduğundan ( ) ( )f v B v  alınabilir. Böylece 

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )Bx u v u B v B v B v       

dir. Frenet çatısını ve Frenet formüllerini kullanarak 

( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Bx u v u B v u T v      

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Önerme 3.4’ün aĢağıdaki sonuçlarını verebiliriz.  

 

Sonuç 3.8. ( , )Bx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Bx v  olsun. Bu 

durumda aĢağıdaki eĢitlikler sağlanır;  

( ), ( ) sabit, ( ), ( ) sabit ve ( ), ( ) 0B B Bx v T v x v B v x v N v       

dir.  

 

Sonuç 3.9. ( , )Bx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Bx v  olsun.  Bu 

durumda 

0 0 0

( ) sin cos ( ) sin sin ( )
v v v

Bx v dv u B v dv u T v dv        
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bir Bertrand eğrisidir.  

 

Sonuç 3.10. 2:B I   birim hızlı küresel eğrisinin çember olması için gerek ve yeter 

Ģart B  ye karĢılık gelen 
0

( )
v

Bx v dv  Bertrand eğrisinin dairesel helis olmasıdır.  

 

Önerme 3.5. 3: ,I   s  yay-parametresiyle parametrelendirilmiĢ bir uzay eğrisi ve 

2: ,C I     uzay eğrisinin Darboux göstergesi olsun. Bu durumda sabit eğimli 

yüzey 

( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Cx u v u C v u N v      

Ģeklinde parametrize edilebilir, burada 
0

( )
s

v C s ds   dir.  

 

Ġspat. (1.1) eĢitliğinden sabit eğimli yüzey  

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )x u v u f v f v f v       

dir. 2:C I   küresel eğri olduğundan ( ) ( )f v C v  alınabilir. Böylece 

 ( , ) sin cos ( ) sin ( ) ( )Cx u v u C v C v C v                               (3.4) 

dir. 2 2( )C T B       olmak üzere 2 2( )C T B        bulunur. Buradan 

C C N   dir. Bu eĢitlik (3.4)’de yerine yazılırsa 

( , ) sin cos ( ) sin sin ( )Cx u v u C v u N v      

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Sonuç 3.11. ( , )Cx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Cx v  olsun. Bu 

durumda aĢağıdaki eĢitlikler sağlanır; 

( ), ( ) sabit ve ( ), ( ) sabitC Cx v N v x v C v     

dir.  
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Sonuç 3.12. ( , )Cx u v  sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ( )Cx v  olsun. Bu 

durumda 

0 0 0

( ) sin cos ( ) sin sin ( )
v v v

Cx v dv u C v dv u N v dv        

bir Bertrand eğrisidir.  

 

Sonuç 3.13. 2:C I   birim hızlı küresel eğrisinin çember olması için gerek ve yeter 

Ģart C  ye karĢılık gelen 
0

( )
v

Cx v dv  Bertrand eğrisinin dairesel helis olmasıdır.  

 

ġimdi Mathematica programını kullanarak sabit eğimli yüzeylere ve Bertrand eğrilerine 

bir örnek verelim.  

 

Örnek 3.1. 2  üzerindeki ( ) (cos ,sin ,0)f v v v  birim hızlı eğrisini düĢünelim. Böylece 

( ) ( ) (0,0,1)f v f v   bulunur. / 5   için sabit eğimli yüzey; 

( , ) sin cos cot ln ( ) sin cot ln ( ) ( )
5 5 5

x u v u u f v u f v f v
      

      
    

 

Ģeklindedir.  

 

 

ġekil 3.1 Sabit eğimli yüzey ( , )x u v  
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Eğer u e  alınırsa yüzeyin v -parametre eğrisi; 

( ) sin cos cot ( ) sin cot ( ) ( )
5 5 5

x v e f v f v f v
      

      
    

 

olur. 

 

ġekil 3.2 v -parametre eğrisi ( )x v  

 

Böylece Teorem 3.2’yi kullanarak aĢağıdaki Bertrand eğrisi elde edilir;  

0 0 0

( ) sin cos cot (cos ,sin ,0) sin sin cot (0,0,1) .
5 5 5 5

v v v

x v dv e v v dv e dv
          

        
       

    
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ġekil 3.3 Bertrand eğrisi
0

( )
v

x v dv  

f  eğrisi çember olduğundan Sonuç 3.1’den, 
0

( )
v

x v dv  Bertrand eğrisi bir dairesel 

helistir. 
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4. 3

1  MINKOWSKI 3-UZAYINDA SPACE-LIKE BERTRAND EĞRĠLERĠ VE 

SPACE-LIKE KONĠ ÜZERĠNDE YATAN SPACE-LIKE SABĠT EĞĠMLĠ 

YÜZEYLER  

 

Bu bölümde, 2

1  de Sitter 2-uzayındaki birim hızlı space-like eğriler için Lorentz 

anlamında Sabban çatısını ve de Sitter evolüt kavramlarını tanımladık ve bu eğrilerin 

invaryantlarını araĢtırdık. Daha sonra space-like Bertrand eğrilerinin, 2

1  deki birim 

hızlı space-like eğrilerden elde edilebileceğini gösterdik. Ayrıca space-like Bertrand 

eğrileriyle helisler arasındaki bir bağlantıyı verdik. Bertrand eğrilerinin de Sitter 

Darboux göstergelerinin, de Sitter evolütlere eĢit olduklarını ispatladık. 3

1  de space-

like Bertrand eğrileriyle space-like koni üzerinde space-like sabit eğimli yüzeylerin 

bağlantılarını verdik.  

 

2

1:f I   birim hızlı space-like eğri olsun. f  nin yay-parametresini v  ile gösterelim. 

( ) ( )v f vt  olsun. ( ),vt f  nin v  noktasındaki teğetidir. ( ) ( ) ( )v f v v s t  olsun. Bu 

eĢitliğin bir sonucu olarak ( ) ( ) ( )v v f v s t  dir, burada ,f  eğrinin konum vektörüdür. 

Böylece f  boyunca  ( ), ( ), ( )f v v vt s  Lorentz anlamında Sabban çatısı elde edilir. 

Sonuç olarak f  nin küresel Frenet formülleri; 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

g

g

f v v

v f v v v

v v v





  


   


  

t

t s

s t

                                       (4.1) 

Ģeklindedir, burada  ( ) det ( ), ( ), ( )g v f v v v  t t  olmak üzere f  nin jeodezik 

eğriliğidir.  

 

2

1  de, 
2 ( ) 1g v   olmak üzere  

2

( ) ( ) ( )
( )

( ) 1

g

f

g

v f v v
d v

v





 




s
 

eğrisini tanımlayalım. fd  ifadesine, f  nin de Sitter evolütü denir.  
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4.1 2

1  De Sitter 2-Uzayındaki Birim Hızlı Space-like Eğrilerin Space-like 

Yükseklik Fonksiyonları 

 

2

1:f I   birim hızlı space-like eğrisi için 

2

1: ;SH I     ( , ) ( ),SH v u f v u   

fonksiyonunu tanımlayalım. SH  ye, f  nin space-like yükseklik fonksiyonu denir. 

( , ) ( )( )S S

uH v u h v  olarak gösterelim. 

Böylece aĢağıdaki önerme vardır.  

 

Önerme 4.1.1. 2

1:f I   birim hızlı space-like eğri olsun. Her 2

1( , )v u I   için; 

(a) ( ) ( ) 0S

uh v   olması için gerek ve yeter Ģart  span ( ), ( )u f v v s  olmasıdır, 

(b) ( ) ( ) ( ) ( ) 0S S

u uh v h v    olması için gerek ve yeter Ģart  

2

( ) ( ) ( )

( ) 1

g

g

v f v v
u

v






 



s
 ve 2 ( ) 1g v   

olmasıdır.  

 

Ġspat. (4.1)’deki küresel Frenet formülleri kullanılarak 

(i) ( ) ( ) ( ), ,S

uh v v u  t  

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),S

u gh v f v v v u    s  

eĢitlikleri elde edilir. 

(i) eĢitliği kullanılarak (a) kolayca elde edilir. (a) eĢitliğinden ( ) ( )u f v v   s  olacak 

Ģekilde ,   vardır. (ii) eĢitliğinden; 
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0 ( ) ( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ) ( ), ( )

( )

g

g

g

f v v v f v v

f v f v v v v

v

  

 

 

    

      

  

s s

s s  

bulunur. Böylece  ( ) ( ) ( )gu v f v v   s  dir. , 1u u   olduğundan 

2

1

( ) 1g v



 


 

dir. Buradan 

 
2

1
( ) ( ) ( )

( ) 1
g

g

u v f v v
v




  


s  

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

 

4.2 2

1  De Sitter 2-Uzayındaki Birim Hızlı Space-like Eğrilerin Ġnvaryantları  

 

Bu bölümde, Izumiya vd. (2004)’deki benzer metodları kullanarak 2

1  deki birim hızlı 

space-like eğrilerin de Sitter evolütlerinin geometrik özelliklerini araĢtırdık.  

 

Herhangi bir r  ve 2

0 1u   için  1 2

0 1 0( , ) ,PS u r u u u r     olsun. 1

0( , )PS u r  

ifadesine, merkezi 0u  olan 2

1  de bir pseudo-çember denir.  

 

ġimdi aĢağıdaki önermeyi verelim.  

 

Önerme 4.2.1. 2

1:f I   birim hızlı space-like eğri olsun. ( ) 0g v   olması için gerek 

ve yeter Ģart   2

0 ( ) ( ) ( ) ( ) 1g gu v f v v v    s  vektörlerinin sabit olmasıdır. Bu 

koĢul altında ,f  merkezi 0u  olan 2

1  de bir pseudo-çember parçasıdır.  
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Ġspat.  

 0
2

1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1
g

g

P v u v f v v
v




     


s  

olsun. Bu eĢitliğin v  ye göre türevi alınırsa 

 

 
3/2

2

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) 1

g

g

g

f v v v
P v v

v








 




s
 

bulunur. Böylece ( ) 0P v
   olması için gerek ve yeter Ģart ( ) 0g v   olmasıdır. Bu 

koĢul altında, 2( ) ( ) 1g gr v v     ve   2

0 ( ) ( ) ( ) ( ) 1g gu v f v v v    s  alalım. 

Böylece ( ),f v  1

0( , )PS u r  pseudo-çemberinin bir parçasıdır.  

 

2

1:f I   birim hızlı space-like eğri olsun. Herhangi bir 0v I  için 0 0( )fu d v  ve 

2

0 0 0( ) ( ) 1g gr v v    olmak üzere 1

0 0( , )PS u r  pseudo-çemberini düĢünelim.  

 

Buradan aĢağıdaki önerme verilebilir.  

 

Önerme 4.2.2. Yukarıdaki gösterimler altında 1

0 0( , )PS u r  pseudo-çemberi, f  ye 0( )f v  

noktasında 2.basamaktan değer.  

 

Ġspat. Önerme 4.1.1’deki (b) eĢitliğinden 1 2

0 0 1( , )PS u r    pseudo-çemberi, f  ye 0( )f v  

noktasında 2.basamaktan değer. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Önerme 4.2.2’deki 1

0 0( , )PS u r  ifadesine, jeodezik eğrilik pseudo-çemberi ve onun 

merkezi olan 0u  ifadesine de, jeodezik eğrilik merkezi denir. Böylece de Sitter evolüt, 

jeodezik eğrilik merkezinin geometrik yeridir.  
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4.3 Space-like Bertrand Eğrileri ve Space-like Koni Üzerinde Yatan Space-like 

Sabit Eğimli Yüzeyler 

 

Lemma 4.3.1. 2

1:f I   birim hızlı space-like eğri olsun. Bu durumda 

1
0 0

( ) ( ) tanh ( ) ( )
v v

v a f t dt a f t f t dt                               (4.3.1) 

bir space-like Bertrand eğrisidir, burada a  ve 1 1( ) tanh lnu u     sabitler ve ,  

sıfırdan farklı sabittir. Ayrıca, bütün space-like Bertrand eğrileri bu metodla inĢa 

edilebilir.  

 

Ġspat. ( ):   nın eğriliğini ve torsiyonunu hesaplayalım. (4.3.1) eĢitliğinin v  ye göre 

üç kez türevini alırsak 

 

 

   

1

1

2

1 1 1

( ) ( ) tanh ( ) ,

( ) 1 tanh ( ) ( ),

( ) 1 tanh ( ) ( ) tanh ( ) ( ) ( ) tanh ( ) ( )

g

g g g g

v a f v v

v a v v

v a v f v a v v a v v v

 

  

       

  

  

      







s

t

t s

 

eĢitliklerini buluruz. Böylece (2.2.5) eĢitliklerinden, 1    olmak üzere ( )v  ve ( )v  

aĢağıdaki gibi elde edilir; 

   2 2

1 1 1 1cosh 1 tanh ( ) cosh ( ) tanh
( )  ve ( )

g gv v
v v

a a

     
  

 
      (4.3.2) 

dir. Buradan  1( ) tanh ( ) 1a v v    eĢitliği sağlanır. Böylece   bir space-like 

Bertrand eğrisidir. 

( ):   space-like Bertrand eğrisi olsun. Bu durumda, tanımdan ( ) ( ) 1A s B s    

olacak Ģekilde sıfırdan farklı ,A  B  reel sabitleri vardır. Bu eĢitlikte A a  ve 

1tanhB a   alalım. 0,a   1    ve 1cosh 0a    olsun.   space-like eğrisinin 

 ( ), ( ), ( )s s sT N B  Frenet çatısını düĢünelim. Bu üçlüde ( ),sT  ( )sN  space-like 

vektörler ve ( )sB  ise time-like vektördür. Böylece ( ) ( ) ( )s s s  T N B  ve 

( ) ( ) ( )s s s  B N T  olur. ġimdi 2

1  üzerinde  
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 1 1( ) cosh ( ) sinh ( )f s s s   T B  

space-like eğrisini düĢünelim. Buradan 

 1 1 1( ) cosh ( ) tanh ( ) ( ) cosh ( )f s s s s s
a


        N N  

dir. f  nin yay-parametresi v  olsun. Böylece 1coshdv ds a   dir. Ayrıca 

 1 1 1( ) cosh cosh ( ) sinh ( )
dv

af s s s
ds

   T B  

ve 

 

 

1 1 1 1 1

1 1 1

tanh ( ) tanh cosh ( ) sinh ( ) cosh ( )

sinh cosh ( ) sinh ( )

df dv
a f s a s s s

dv ds a

s s


     

  

   

  

T B N

B T

 

eĢitlikleri elde edilir. Bu eĢitlikler kullanılarak 

 

 

0

0

0

1 1 1 1
0 0

1 1 1

( ) tanh ( ) ( ) cosh cosh ( ) sinh ( )

sinh cosh ( ) sinh ( )

( ) ( )

v v s

s

s

s

s

s

a f t dt a f t f t dt t t dt

t t dt

t dt s

   

  



   

  

 

  



 

T B

B T

T

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Bu lemmanın bir sonucu olarak space-like Bertrand eğrileri ve helisler arasındaki 

aĢağıdaki bağlantıyı verebiliriz.  

 

Sonuç 4.3.1. 2

1:f I   birim hızlı space-like eğrisinin bir pseudo-çember parçası 

olması için gerek ve yeter Ģart f  ye karĢılık gelen 3

1: I    space-like Bertrand 

eğrisinin helis olmasıdır.  
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Ġspat. (4.3.2) eĢitliklerini kullanarak 

2

1 1sinh 2 ( ) cosh ( )
( )  ve ( )

2

g gv v
v v

a a

   
  

 
     

elde edilir. Önerme 4.2.1’den, 2

1:f I   birim hızlı space-like eğrisinin bir pseudo-

çember parçası olması için gerek ve yeter Ģart ( ) 0g v   olmasıdır. Bu durum, ( )v  ve 

( )v  nin sabit olmasına denktir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

ġimdi aĢağıdaki önermeyi verelim.  

 

Önerme 4.3.1. 2

1:f I   birim hızlı space-like eğri ve f  ye karĢılık gelen space-like 

Bertrand eğrisi 3

1: I    olsun. Bu durumda   nın de Sitter Darboux göstergesi, f  

nin de Sitter evolütüne eĢittir.  

 

Ġspat. (4.3.2) eĢitliklerinden  

   2 2

1 1 1 1cosh 1 tanh ( ) cosh ( ) tanh
( )  ve ( )

g gv v
v v

a a

     
  

 
   

dir.   space-like eğrisi için 

 1( ) ( ) tanh ( )  
dv

v a f v v
ds

 T s  ve ( ) ( )v vN t  

elde edilir. Buradan, 

 1( ) ( ) ( ) ( ) tanh ( )
dv

v v v a v f v
ds

     B N T s  

dir. Böylece 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g

dv
v v v v v v f v v

ds
       D T B s  

olur. Sonuç olarak ( ) = ( ) ( ) ( )fC v v v d vD D  elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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ġimdi aĢağıdaki teoremleri verelim.  

 

Teorem 4.3.1. 2

1:f I   birim hızlı space-like eğri ve f  ye karĢılık gelen space-like 

Bertrand eğrisi 3

1: I    olsun. Bu durumda    eğrisi, space-like koni üzerinde yatan 

( , )x u v  space-like sabit eğimli yüzey üzerinde yatar.  

 

Ġspat. (4.3.1) eĢitliğinin, v  ye göre türevi alınırsa 

1( ) ( ) tanh ( ) ( )v af v a f v f v      

elde edilir. Bu eĢitlikte 1cosh cosha u    ve böylece 1 1tanh cosh sinha u    

alınabilir, burada u  ve   sabitlerdir. (1.2) eĢitliğinden ,   space-like koni üzerinde 

yatan ( , )x u v  space-like sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisidir ve böylece bu 

yüzey üzerinde yatar. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Teorem 4.3.2. 3

1: ,x S   S  space-like sabit eğimli yüzeyinin 3

1  Minkowski 3-

uzayına immersiyonu olsun ve ,x  space-like koni üzerinde yatsın. Eğer ( ),x v  space-like 

koni üzerinde yatan ( , )x u v  space-like sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ise 

0
( )

v

x v dv  space-like Bertrand eğrisidir.  

 

Ġspat. (1.2) eĢitliğinde, u  sabit alınarak, 

1 1( ) cosh cosh ( ) cosh sinh ( ) ( )x v u f v u f v f v        

elde edilir, burada 1 1( ) tanh lnu u     dir. ( )x v  nin integrali alınarak 

0 0 0
1 1( ) cosh cosh ( ) cosh sinh ( ) ( )

v v v

x v dv u f v dv u f v f v dv               (4.3.3) 

bulunur. ( )f v  ve ( ) ( )f v f v  nin katsayıları sabit olduğundan 1cosh coshu a    ve 

böylece 1 1cosh sinh tanhu a    alınabilir. Buradan (4.3.3) eĢitliği 
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0 0 0
1( ) ( ) tanh ( ) ( )

v v v

x v dv a f v dv a f v f v dv       

olur. Lemma 4.3.1’den, 
0

( )
v

x v dv  space-like Bertrand eğrisidir. Böylece ispat 

tamamlanır.  

 

Örnek 4.3.1. (1.2) eĢitliğini düĢünerek, 2

1  de Sitter 2-uzayında birim hızlı space-like 

eğri olarak ( ) (sin ,cos ,0)f v v v  yi alalım. Böylece ( ) ( ) (0,0,1)f v f v   dir. Buradan 

space-like koni üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzey 

 ( , ) cosh cosh(tanh ln )sin ,cosh(tanh ln )cos ,sinh(tanh ln )x u v u u v u v u     

Ģeklindedir. 1.5   için yüzeyin resmi, Ģekil 4.1’deki gibidir;  

 

 

ġekil 4.1 Space-like koni üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzey, 

( ) (sin ,cos ,0),f v v v  1.5   

 

u e  alarak, 

 

 
0

( ) cosh cosh(tanh )(cos 1),cosh(tanh )sin ,sinh(tanh )

v

x v dv e v v v        
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space-like Bertrand eğrisi elde edilir. f  space-like eğrisi, 2

1  de Sitter 2-uzayında bir 

pseudo-çember olduğundan Sonuç 4.3.1’den, bu space-like Bertrand eğrisi bir helistir. 

Böylece eğrinin resmi Ģekil 4.2’deki gibidir;  

 

 

ġekil 4.2 Space-like Bertrand eğrisi, 1.5,  u e  
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5. 3

1  MINKOWSKI 3-UZAYINDA TIME-LIKE BERTRAND EĞRĠLERĠ VE 

TIME-LIKE KONĠ ÜZERĠNDE YATAN SPACE-LIKE SABĠT EĞĠMLĠ 

YÜZEYLER 

 

Bu bölümde, 4. Bölüme benzer olarak 2  pseudo-hiperbolik uzayındaki birim hızlı 

space-like eğriler için Lorentz anlamında Sabban çatısı, hiperbolik evolüt ve pseudo-

çember kavramlarını verdik. Daha sonra 2  pseudo-hiperbolik uzayındaki birim hızlı 

space-like eğrilerden time-like Bertrand eğrilerinin oluĢturulabileceğini ispatladık. 

Ayrıca time-like Bertrand eğrileri, helisler, hiperbolik Darboux göstergeler, hiperbolik 

evolütler ve time-like koni üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzeyler arasındaki 

bağlantıları araĢtırdık.  

 

2:g I   birim hızlı space-like eğri olsun. g  nin yay-parametresini v  ile gösterelim. 

( ) ( )v g vt  olsun. ( ),vt g  nin v  noktasındaki teğetidir. ( ) ( ) ( )v g v v s t  olsun. Bu 

eĢitliğin bir sonucu olarak ( ) ( ) ( )v v g v s t  dir, burada ,g  eğrinin konum vektörüdür. 

Böylece g  boyunca  ( ), ( ), ( )g v v vt s  Lorentz anlamında Sabban çatısı elde edilir. 

Sonuç olarak g  nin hiperbolik Frenet formülleri; 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

g

g

g v v

v g v v v

v v v





  


  


  

t

t s

s t

 

Ģeklindedir, burada  ( ) det ( ), ( ), ( )g v g v v v  t t  olmak üzere g  nin jeodezik eğriliğidir 

(Izumiya vd. 2004).  

 

2  de, 
2 ( ) 1g v   olmak üzere  

2

( ) ( ) ( )
( )

( ) 1

g

g

g

v g v v
h v

v










s
 

eğrisini tanımlayalım. gh  ye, g  nin hiperbolik evolütü denir (Izumiya vd. 2004).  
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Herhangi bir r  ve 2

0u   için  1 2

0 0( , ) ,PS u r u u u r     olsun. 1

0( , )PS u r  

ifadesine, merkezi 
0u  olan 2  de bir pseudo-çember denir (Izumiya vd. 2004).  

 

2:g I   birim hızlı space-like eğrisi ve herhangi bir 
0v I  için 0 0( )gu h v  ve 

2

0 0 0( ) 1 ( )g gr v v     olmak üzere 1

0 0( , )PS u r  pseudo-çemberini düĢünelim. 4. 

Bölümdeki gibi 1

0 0( , )PS u r  ifadesine, jeodezik eğrilik pseudo-çemberi ve onun merkezi 

olan 
0u  ifadesine de, jeodezik eğrilik merkezinin geometrik yeri denir. Böylece 

hiperbolik evolüt, jeodezik eğrilik merkezinin geometrik yeridir (Izumiya vd. 2004).  

 

ġimdi aĢağıdaki lemmayı verelim.  

 

Lemma 5.1. 2:g I   birim hızlı space-like eğri olsun. Bu durumda 

2
0 0

( ) ( ) tanh ( ) ( )
v v

v a g t dt a g t g t dt                                  (5.1) 

bir time-like Bertrand eğrisidir, burada a  ve 2 2( ) coth lnu u     sabitler ve   

sıfırdan farklı sabittir. Ayrıca, bütün time-like Bertrand eğrileri bu metodla inĢa 

edilebilir.  

 

Ġspat. ( ):   nın eğriliğini ve torsiyonunu hesaplayalım. (5.1) eĢitliğinin v  ye göre üç 

kez türevini alırsak 

 

 

   

2

2

2

2 2 2

( ) ( ) tanh ( ) ,

( ) 1 tanh ( ) ( ),

( ) 1 tanh ( ) ( ) tanh ( ) ( ) ( ) tanh ( ) ( )

g

g g g g

v a g v v

v a v v

v a v g v a v v a v v v

 

  

       

  

  

     







s

t

t s

 

eĢitliklerini buluruz. Böylece (2.2.3) eĢitliklerinden, 1    olmak üzere ( )v  ve ( )v  

aĢağıdaki gibi elde edilir; 

   2 2

2 2 2 2cosh 1 tanh ( ) cosh ( ) tanh
( )  ve ( )

g gv v
v v

a a

     
  

 
          (5.2) 
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dir. Buradan  2( ) tanh ( ) 1a v v     eĢitliği sağlanır. Böylece   bir time-like 

Bertrand eğrisidir. 

( ):   time-like Bertrand eğrisi olsun. Bu durumda, tanımdan ( ) ( ) 1A s B s    

olacak Ģekilde sıfırdan farklı ,A  B  reel sabitleri vardır. Bu eĢitlikte A a  ve 

2tanhB a   alalım. 0,a   1    ve 2cosh 0a    olsun.   time-like eğrisinin 

 ( ), ( ), ( )s s sT N B  Frenet çatısını düĢünelim. Bu üçlüde ( ),sT  time-like vektör, ( )sN  

ve ( )sB  ise space-like vektörlerdir. Böylece ( ) ( ) ( )s s s T N B  ve 

( ) ( ) ( )s s s B N T  olur. ġimdi 2  üzerinde 

 2 2( ) cosh ( ) sinh ( )g s s s   T B  

space-like eğrisini düĢünelim. Buradan 

 2 2 2( ) cosh ( ) tanh ( ) ( ) cosh ( )g s s s s s
a


        N N  

dir. g  nin yay-parametresi v  olsun. Böylece 2coshdv ds a   dir. Ayrıca 

 2 2 2( ) cosh cosh ( ) sinh ( )
dv

ag s s s
ds

   T B  

ve 

 

 

2 2 2 2 2

2 2 2

tanh ( ) tanh cosh ( ) sinh ( ) cosh ( )

sinh cosh ( ) sinh ( )

dg dv
a g s a s s s

dv ds a

s s


     

  

   

 

T B N

B T

 

eĢitlikleri elde edilir. Bu eĢitlikler kullanılarak 

 

 

0

0

0

2 2 2 2
0 0

2 2 2

( ) tanh ( ) ( ) cosh cosh ( ) sinh ( )

sinh cosh ( ) sinh ( )

( ) ( )

v v s

s

s

s

s

s

a g t dt a g t g t dt t t dt

t t dt

t dt s

   

  



   

 

 

  



 

T B

B T

T

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  
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Bu lemmanın bir sonucu olarak time-like Bertrand eğrileri ve helisler arasındaki 

aĢağıdaki bağlantıyı verebiliriz.  

 

Sonuç 5.1. 2:g I   birim hızlı space-like eğrisinin bir pseudo-çember parçası 

olması için gerek ve yeter Ģart g  ye karĢılık gelen 3

1: I    time-like Bertrand 

eğrisinin helis olmasıdır.  

 

Ġspat. (5.2) eĢitliklerini kullanarak 

2

2 2sinh 2 ( ) cosh ( )
( )  ve ( )

2

g gv v
v v

a a

   
  

 
     

elde edilir. 2:g I   birim hızlı space-like eğrisinin bir pseudo-çember parçası 

olması için gerek ve yeter Ģart ( ) 0g v   olmasıdır (Izumiya vd. 2004). Bu durum, ( )v  

ve ( )v  nin sabit olmasına denktir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

ġimdi aĢağıdaki önermeyi verelim.  

 

Önerme 5.1. 2:g I   birim hızlı space-like eğri ve g  ye karĢılık gelen time-like 

Bertrand eğrisi 3

1: I    olsun. Bu durumda   nın hiperbolik Darboux göstergesi, g  

nin hiperbolik evolütüne eĢittir.  

 

Ġspat. (5.2) eĢitliklerinden 

   2 2

2 2 2 2cosh 1 tanh ( ) cosh ( ) tanh
( )  ve ( )

g gv v
v v

a a

     
  

 
   

dir.   time-like eğrisi için 

 2( ) ( ) tanh ( )  
dv

v a g v v
ds

 T s  ve ( ) ( )v vN t  

elde edilir. Buradan 
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 2( ) ( ) ( ) ( ) tanh ( )
dv

v v v a v g v
ds

    B T N s  

olur. Böylece 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g

dv
v v v v v v g v v

ds
     D T B s  

dir. Sonuç olarak ( ) = ( ) ( ) ( )gC v v v h vD D  elde edilir. Bu ise ispatı tamamlanır.  

 

ġimdi aĢağıdaki teoremleri verelim.  

 

Teorem 5.1. 2:g I   birim hızlı space-like eğri ve g  ye karĢılık gelen time-like 

Bertrand eğrisi 3

1: I    olsun. Bu durumda    eğrisi, time-like koni üzerinde yatan 

( , )x u v  space-like sabit eğimli yüzey yatar.  

 

Ġspat. (5.1) eĢitliğinin, v  ye göre türevi alınırsa 

2( ) ( ) tanh ( ) ( )v ag v a g v g v      

elde edilir. Bu eĢitlikte 2sinh cosha u    ve böylece 2 2tanh sinh sinha u    

alınabilir, burada u  ve   sabitlerdir. (1.3) eĢitliğinden ,   time-like koni üzerinde yatan 

( , )x u v  space-like sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisidir ve böylece bu yüzey 

üzerinde yatar. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Teorem 5.2. 3

1: ,x S   S  space-like sabit eğimli yüzeyinin 3

1  Minkowski 3-

uzayına immersiyonu olsun ve ,x  time-like koni üzerinde yatsın.  Eğer ( ),x v  time-like 

koni üzerinde yatan ( , )x u v  space-like sabit eğimli yüzeyinin v -parametre eğrisi ise 

0
( )

v

x v dv  time-like Bertrand eğrisidir.  

 

Ġspat. (1.3) eĢitliğinde, u  sabit alınarak, 

2 2( ) sinh cosh ( ) sinh sinh ( ) ( )x v u g v u g v g v        
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elde edilir, burada 2 2( ) coth lnu u     dir. ( )x v  nin integrali alınarak 

0 0 0
2 2( ) sinh cosh ( ) sinh sinh ( ) ( )

v v v

x v dv u g v dv u g v g v dv                (5.3) 

bulunur. ( )g v  ve ( ) ( )g v g v  nin katsayıları sabit olduğundan 2sinh coshu a    ve 

böylece 2 2sinh sinh tanhu a    alınabilir. Buradan (5.3) eĢitliği 

0 0 0
2( ) ( ) tanh ( ) ( )

v v v

x v dv a g v dv a g v g v dv       

olur. Lemma 5.1’den, 
0

( )
v

x v dv  time-like Bertrand eğrisidir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Örnek 5.1. (1.3) eĢitliğini düĢünerek, 2  pseudo-hiperbolik uzayında birim hızlı space-

like eğri olarak ( ) (sinh ,0,cosh )g v v v  yi alalım. Böylece ( ) ( ) (0,1,0)g v g v   dir. 

Buradan time-like koni üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzey 

 ( , ) sinh cosh(coth ln )sinh ,sinh(coth ln ),cosh(coth ln )coshx u v u u v u u v     

Ģeklindedir. 1.5   için yüzeyin resmi, Ģekil 5.1’deki gibidir;  

 

 

ġekil 5.1 Time-like koni üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzey, 

( ) (sinh ,0,cosh ),g v v v  1.5   
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u e  alarak,  

 
0

( ) sinh cosh(coth )(cosh 1),sinh(coth ) ,cosh(coth )sinh

v

x v dv e v v v       

time-like Bertrand eğrisi elde edilir. g  space-like eğrisi, 2  pseudo-hiperbolik 

uzayında bir pseudo-çember olduğundan Sonuç 5.1’den, bu time-like Bertrand eğrisi bir 

helistir. Böylece eğrinin resmi, Ģekil 5.2’deki gibidir;  

 

 

ġekil 5.2 Time-like Bertrand eğrisi, 1.5,  u e  
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6. SABĠT EĞĠMLĠ YÜZEYLERE KUATERNĠYONLARLA YENĠ BĠR 

YAKLAġIM 

 

Bu bölümde, 3  de sabit eğimli yüzeylerin, birim kuaterniyonlar ve homotetik 

hareketler kullanılarak yeniden parametrize edilebileceğini gösterdik. Ayrıca 

sonuçlarımıza bir örnek verdik.  

 

( , ) cos( ( ) / 2) sin( ( ) / 2) ( )Q u v u u f v     birim kuaterniyonu, 3 4   Öklid 3-

küresinde 2-boyutlu yüzey tanımlar, burada   sıfırdan farklı sabit, ( ) cot ln ,u u   

( , , )1 2 3f f f f     ve ,f  2  Öklid 2-küresinde birim hızlı eğridir. Böylece (2.3.2) 

eĢitliğinden, 3 3:    dönüĢümünün matris gösterimi; 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin ( ) 2sin sin 2sin sin
2 2 2 2

2sin sin cos sin ( ) sin + sin
2 2 2 2

2sin + sin sin sin cos sin (
2 2 2 2

2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 3 2

2 2 2

Q 1 3 3 1 2 3 2 3 1

1 3 2 2 3 1

f f f f f f f f f

R f f f f + f f f f f

f f f f f f

   
 

   
 

   
 

            

            

       )2 2 2

1 2 3f f + f

 
 
 
 
 
 
    
  

(6.1) 

dir.  

 

ġimdi aĢağıdaki teoremi verebiliriz.  

 

Teorem 6.1. 3: ,x S   S  sabit eğimli yüzeyinin 3  Öklid 3-uzayına izometrik 

immersiyonu olsun. Bu durumda S  sabit eğimli yüzeyi 

1 2( , ) ( , ) ( , )x u v Q u v Q u v   

eĢitliğiyle yeniden parametrize edilebilir, burada, 1( , ) cos ( ) sin ( ) ( )Q u v u u f v     

birim kuaterniyon, 2( , ) sin ( ),Q u v u f v  3  de bir yüzey ve bir pür kuaterniyon ve ,f  

2  Öklid 2-küresindeki birim hızlı eğridir.  

 

Ġspat. 1( , ) cos ( ) sin ( ) ( )Q u v u u f v     ve 2( , ) sin ( )Q u v u f v  eĢitlerini kullanarak 

1( , )Q u v  ve 2 ( , )Q u v  nin kuaterniyon çarpımı 
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   

 

1 2( , ) ( , ) cos ( ) sin ( ) ( ) sin ( )

sin cos ( ) sin ( ) ( ) ( )

sin cos ( ) ( ) sin sin ( ) ( ) ( )

Q u v Q u v u u f v u f v

u u u f v f v

u u f v u u f v f v

  

  

   

   

  

  

             (6.2) 

olur. (2.3.1) eĢitliği kullanılarak  

,f f f f f f         

bulunur. ,f  2  Öklid 2-küresindeki birim hızlı eğri olduğundan 

f f f f                                                        (6.3) 

dir. (6.3) eĢitliği (6.2) eĢitliğinde yerine yazılırsa 

 1 2( , ) ( , ) sin cos ( ) ( ) sin ( ) ( ) ( )Q u v Q u v u u f v u f v f v        

elde edilir. Böylece (1.1) eĢitliğinden 

1 2( , ) ( , ) ( , )Q u v Q u v x u v   

olur. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Teorem 6.1’den S  sabit eğimli yüzeyinin, 3  Öklid 3-küresindeki 2-boyutlu 1( , )Q u v  

yüzeyi ile 3  uzayındaki 2 ( , )Q u v  yüzeyinin kuaterniyon çarpımı olduğu görülür.  

 

ġimdi bu teoremin bir sonucunu verelim.  

 

Sonuç 6.1. ( , )Q u v  birim kuaterniyonu için 3 3:    dönüĢümünün matris gösterimi 

QR  olsun. Bu durumda S  sabit eğimli yüzeyi 

2( , ) ( , )Qx u v R Q u v                                                 (6.4) 

Ģeklinde yazılabilir.  
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Dönel yüzeyler, dönme matrisleriyle oluĢturulabilir. Benzer Ģekilde S  sabit eğimli 

yüzeyinin de QR  matris gösterimiyle elde edilebileceği görülüyor. Böylece aĢağıdaki 

sonuç verilebilir.  

 

Sonuç 6.2. 1( , ) sin ( , )Q u v u Q u v  homotetik hareketi için S  sabit eğimli yüzeyi 

( , ) ( , ) ( )x u v Q u v f v   eĢitliğiyle yeniden parametrize edilebilir. Bu durumda  

( , ) sin ( )Qx u v u R f v  

dir.  

 

Yorum 6.1. Teorem 6.1, 1( , )Q u v  birim kuaterniyonun 2 ( , )Q u v  yüzeyi üzerindeki 

konum vektörlerini span{ ( )}f v  ekseni etrafında ( )u  açısı kadar döndürdüğünü ifade 

eder.  

 

Yorum 6.2. Sonuç 6.2, ( , )Q u v  kuaterniyonun ( )f v  konum vektörlerini span{ ( )}f v  

ekseni etrafında ( )u  açısı kadar döndürdüğünü ve sinu   homotetik skalası kadar 

uzattığını ifade eder.  

 

ġimdi sabit eğimli yüzeylere bir örnek verelim ve yüzeyin resmini Mathematica 

programını kullanarak çizelim.  

 

Örnek 6.1. 2  üzerindeki  ( ) 1/ 2 cos2 , 3,sin 2f v v v  birim hızlı eğrisini düĢünelim. 

Eğer / 4   alırsak  

 ( , ) cos(ln / 2) sin(ln / 2)sin 2 ,0, sin(ln / 2)cos 2Q u v u u v u v    

ve 

2

2 6 2
( , ) cos 2 , , sin 2

4 4 4
Q u v u v u u v

 
   
 
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bulunur. Böylece (6.1) ve (6.4) eĢitlikleri kullanılarak ( , )x u v  sabit eğimli yüzeyi;  

 

 

2 2 2

2 2 2

2
cos 2ln ln ln

cos sin cos 4 sin(ln )cos 2 sin sin 4 4
2 2 2

6
( , ) sin ln cos 2 cos(ln ) sin(ln )sin 2

4
ln

sin (ln )sin 4 sin(ln )sin 2 cos sin (ln )cos 4 2
sin 22

4

u vu u u
v u v v

x u v u v u u v u

u
u v u v u v

u v

      
       

      
   
 

       

 

 

2
cos 2 cos(ln ) 3 sin(ln )

4

6 2
cos(ln ) sin(ln )

4 4

2
sin 2 cos(ln ) 3 sin(ln )

4

u v u u

u u u u

u v u u

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

 
 

  
 
 

 
  

 

dir. Buradan sabit eğimli yüzeyin Mathematica kodu;  

 

    

   

    

2
ParametricPlot3D Cos[2 ] Cos Log[ ] 3Sin Log[ ] ,

4

6 2
Cos Log[ ] Sin Log[ ] ,

4 4

2
Sin[2 ] Cos Log[ ] 3Sin Log[ ] ,{ , 0, },{ , 0, }

4

u v u u

u u u u

u v u u u Pi v Pi









 

  

 

ve yüzeyinin resmi;  
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ġekil 6.1 Sabit eğimli yüzey 2( , ) ( , ),Qx u v R Q u v   ( ) 1/ 2 cos2 , 3,sin 2 ,f v v v  

/ 4   

 

Ģeklindedir.
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7. SPLIT KUATERNĠYONLAR VE SPACE-LIKE SABĠT EĞĠMLĠ YÜZEYLER 

 

Bu bölümde, 3

1  de split kuaterniyonlar ile space-like sabit eğimli yüzeylerin bazı 

bağlantılarını verdik. Space-like sabit eğimli yüzeylerin, space-like vektör kısımlı birim 

time-like split kuaterniyonlar ve homotetik hareketler kullanılarak yeniden parametrize 

edilebileceğini gösterdik. Daha sonra sonuçlarımıza bazı örnekler verdik.  

 

7.1 Split Kuaterniyonlar ve Space-like Koni Üzerinde Yatan Space-like Sabit 

Eğimli Yüzeyler 

 

1 1( , ) cosh( ( ) / 2) sinh( ( ) / 2) ( )Q u v u u f v     space-like vektör kısımlı birim time-like 

split kuaterniyonu, 3

1  pseudo-hiperbolik uzayında, 2-boyutlu yüzey tanımlar, burada 

  sıfırdan farklı sabit, 1( ) tanh ln ,u u   1 2 3( , , )f f f f     ve f,  2

1  de Sitter 2-

uzayında birim hızlı space-like eğridir. Böylece V  pür split kuaterniyon olmak üzere 

3
1

1

( )i ij j

j

Q Q R



  V V  dönüĢümü kullanılarak, bu dönüĢüme karĢılık gelen 

2 2 2 2 2 2 21 1 1 1
1 2 3 1 2 1 3 1 3 1 2

2 2 2 2 2 2 21 1 1 1
1 2 1 3 1 2 3 2 3 1 1

2 1
1 3 1 2

cosh sinh ( ) 2sinh sinh 2sinh sinh
2 2 2 2

2sinh sinh cosh sinh ( ) 2sinh sinh
2 2 2 2

2sinh sinh 2
2

Q

f f f f f f f f f

R f f f f f f f f f

f f f

   
 

   
 




              

               

    2 2 2 2 2 21 1 1
2 3 1 1 1 2 3sinh sinh cosh sinh ( )

2 2 2
f f f f f f

  


 
 
 
 
 
 
 
 
           
 

(7.1.1) 

dönme matrisi bulunur.  

 

ġimdi space-like vektör kısımlı birim time-like split kuaterniyonlar ile space-like koni 

üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzeylerin bağlantısını verelim.  

 

Teorem 7.1.1. 3

1: ,x S   S  space-like sabit eğimli yüzeyinin 3

1  Minkowski 3-

uzayına immersiyonu olsun ve ,x  space-like koni üzerinde yatsın. Bu durumda S  

space-like sabit eğimli yüzeyi 

1 2( , ) ( , ) ( , )x u v Q u v Q u v   
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eĢitliğiyle yeniden parametrize edilebilir, burada 1 1 1( , ) cosh ( ) sinh ( ) ( )Q u v u u f v     

space-like vektör kısımlı birim time-like split kuaterniyon, 2( , ) cosh ( ),Q u v u f v  3

1  

de bir yüzey ve bir pür space-like split kuaterniyon ve f,  2

1  de Sitter 2-uzayında birim 

hızlı space-like eğridir.  

 

Ġspat. 1 1 1( , ) cosh ( ) sinh ( ) ( )Q u v u u f v     ve 2( , ) cosh ( )Q u v u f v  olduğundan  

   

 

1 2 1 1

1 1

1 1

( , ) ( , ) cosh ( ) sinh ( ) ( ) cosh ( )

cosh cosh ( ) sinh ( ) ( ) ( )

cosh cosh ( ) ( ) sinh sinh ( ) ( ) ( )

Q u v Q u v u u f v u f v

u u u f v f v

u u f v u u f v f v

  

  

   

 

 

 

 





  (7.1.2)  

dir. (2.4.1) eĢitliği kullanılarak 

,f f f f f f       

bulunur. f,  2

1  de Sitter 2-uzayında birim hızlı space-like eğri olduğundan 

f f f f                                                   (7.1.3) 

dir. Eğer (7.1.3) eĢitliği (7.1.2) eĢitliğinde yerine yazılırsa 

 1 2 1 1( , ) ( , ) cosh cosh ( ) ( ) sinh ( ) ( ) ( )Q u v Q u v u u f v u f v f v       

elde edilir. Böylece (1.2) eĢitliğinden 

1 2( , ) ( , ) ( , )Q u v Q u v x u v  

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Teorem 7.1.1’den space-like koni üzerinde yatan S  space-like sabit eğimli yüzeyinin, 

3

1  pseudo-hiperbolik uzayındaki 2-boyutlu 1( , )Q u v  yüzeyi ile 3

1  uzayındaki 2 ( , )Q u v  

yüzeyinin split kuaterniyon çarpımı olduğu görülür.  

 

ġimdi QR  dönme matrisleri, homotetik hareketler ve space-like koni üzerinde yatan 

space-like sabit eğimli yüzeyler arasındaki bağlantıları verelim. 
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Sonuç 7.1.1. ( , )Q u v  space-like vektör kısımlı birim time-like split kuaterniyona 

karĢılık gelen dönme matrisi QR  olsun. Bu durumda space-like koni üzerinde yatan S  

space-like sabit eğimli yüzeyi 

2( , ) ( , )Qx u v R Q u v  

Ģeklinde yazılabilir.  

 

Sonuç 7.1.2. 
1( , ) cosh ( , )Q u v u Q u v  homotetik hareketi için space-like koni üzerinde 

yatan S  space-like sabit eğimli yüzeyi, ( , ) ( , ) ( )x u v Q u v f v    eĢitliğiyle yeniden 

parametrize edilebilir. Bu durumda 

( , ) cosh ( )Qx u v u R f v                                          (7.1.4) 

dir.  

 

Teorem 7.1.1 ve Sonuç 7.1.2 ile ilgili aĢağıdaki yorumlar yapılabilir.  

 

Yorum 7.1.1. Teorem 7.1.1, 1( , )Q u v  birim split kuaterniyonun, 2 ( , )Q u v  yüzeyi 

üzerindeki konum vektörlerini span{ ( )}f v  ekseni etrafında 1( )u  hiperbolik açısı kadar 

döndürdüğünü söyler.  

 

Yorum 7.1.2. Sonuç 7.1.2, ( , )Q u v  split kuaterniyonun ( )f v  konum vektörlerini 

span{ ( )}f v  ekseni etrafında 1( )u  hiperbolik açısı kadar döndürdüğünü ve coshu   

homotetik skalası kadar uzattığını söyler.  

 

7.2 Split Kuaterniyonlar ve Time-like Koni Üzerinde Yatan Space-like Sabit 

Eğimli Yüzeyler 

 

2 2( , ) cosh( ( ) / 2) sinh( ( ) / 2) ( )Q u v u u g v     space-like vektör kısımlı birim time-like 

split kuaterniyonu, 3

1  pseudo-hiperbolik uzayında, 2-boyutlu yüzey tanımlar, burada 

  sıfırdan farklı sabit, 2( ) coth ln ,u u   1 2 3( , , )g g g g     ve g, 2  pseudo-
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hiperbolik uzayında birim hızlı space-like eğridir. Böylece V  pür split kuaterniyon 

olmak üzere 
3

1

1

( )i ij j

j

Q Q R



  V V  dönüĢümü kullanılarak, bu dönüĢüme karĢılık 

gelen 

2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 1 3 2 2

2 2 2 2 2 2 22 2 2 2
1 2 2 3 1 2 3 2 3 2 1

2 2
1 3 2 2

cosh sinh ( ) 2sinh sinh 2sinh sinh
2 2 2 2

2sinh sinh cosh sinh ( ) 2sinh sinh
2 2 2 2

2sinh sinh 2
2

Q

g g g g g g g g g

R g g g g g g g g g

g g g

   
 

   
 




              

               

    2 2 2 2 2 22 2 2
2 3 2 1 1 2 3sinh sinh cosh sinh ( )

2 2 2
g g g g g g

  


 
 
 
 
 
 
 
 
           
 

(7.2.1) 

dönme matrisi bulunur.  

 

ġimdi space-like vektör kısımlı birim time-like split kuaterniyonlar ile time-like koni 

üzerinde yatan space-like sabit eğimli yüzeylerin bağlantısını verelim.  

 

Teorem 7.2.1. 3

1: ,x S   S  space-like sabit eğimli yüzeyinin 3

1  Minkowski 3-

uzayına immersiyonu olsun ve ,x  time-like koni üzerinde yatsın. Bu durumda S  space-

like sabit eğimli yüzeyi 

1 2( , ) ( , ) ( , )x u v Q u v Q u v   

eĢitliğiyle yeniden parametrize edilebilir, burada 1 2 2( , ) cosh ( ) sinh ( ) ( )Q u v u u g v     

space-like vektör kısımlı birim time-like split kuaterniyon, 2( , ) sinh ( ),Q u v u g v  3

1  

de bir yüzey ve bir pür time-like split kuaterniyon ve g, 2  pseudo-hiperbolik uzayında 

birim hızlı space-like eğridir.  

 

Ġspat. 1 2 2( , ) cosh ( ) sinh ( ) ( )Q u v u u g v     ve 2( , ) sinh ( )Q u v u g v  olduğundan  

   

 

1 2 2 2

2 2

2 2

( , ) ( , ) cosh ( ) sinh ( ) ( ) sinh ( )

sinh cosh ( ) sinh ( ) ( ) ( )

sinh cosh ( ) ( ) cosh sinh ( ) ( ) ( )

Q u v Q u v u u g v u g v

u u u g v g v

u u g v u u g v g v

  

  

   

 

 

 

 





   (7.2.2) 

dir. (2.4.1) eĢitliği kullanılarak 
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,g g g g g g       

bulunur. g, 2  pseudo-hiperbolik uzayında birim hızlı space-like eğri olduğundan 

g g g g                                                     (7.2.3) 

dir. Eğer (7.2.3) eĢitliği (7.2.2) eĢitliğinde yerine yazılırsa 

 1 2 2 2( , ) ( , ) sinh cosh ( ) ( ) sinh ( ) ( ) ( )Q u v Q u v u u g v u g v g v       

elde edilir. Böylece (1.3) eĢitliğinden 

1 2( , ) ( , ) ( , )Q u v Q u v x u v  

bulunur. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

Benzer Ģekilde Teorem 7.2.1’den S  time-like koni üzerinde yatan space-like sabit 

eğimli yüzeyinin, 3

1  pseudo-hiperbolik uzayındaki iki boyutlu 1( , )Q u v  yüzeyi ile 3

1  

uzayındaki 2 ( , )Q u v  yüzeyinin split kuaterniyon çarpımı olduğu görülür.  

 

ġimdi QR  dönme matrisleri, homotetik hareketler ve time-like koni üzerinde yatan 

space-like sabit eğimli yüzeyler arasındaki bağıntıları verelim.  

 

Sonuç 7.2.1. ( , )Q u v  space-like vektör kısımlı birim time-like split kuaterniyona 

karĢılık gelen dönme matrisi QR  olsun. Bu durumda time-like koni üzerinde yatan S  

space-like sabit eğimli yüzeyi 

2( , ) ( , )Qx u v R Q u v  

Ģeklinde yazılabilir.  

 

Sonuç 7.2.2. 1( , ) sinh ( , )Q u v u Q u v  homotetik hareketi için time-like koni üzerinde 

yatan S  space-like sabit eğimli yüzeyi, ( , ) ( , ) ( )x u v Q u v g v    eĢitliğiyle yeniden 

parametrize edilebilir. Bu durumda 
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( , ) sinh ( )Qx u v u R g v                                       (7.2.4) 

dir.  

 

Teorem 7.2.1 ve Sonuç 7.2.2 ile ilgili aĢağıdaki yorumlar yapılabilir.  

 

Yorum 7.2.1. Teorem 7.2.1, 1( , )Q u v  birim split kuaterniyonun, 2 ( , )Q u v  yüzeyi 

üzerindeki konum vektörlerini span{ ( )}g v  ekseni etrafında 2 ( )u  hiperbolik açısı kadar 

döndürdüğünü söyler.  

 

Yorum 7.2.2. Sonuç 7.2.2, ( , )Q u v  split kuaterniyonun ( )g v  konum vektörlerini 

span{ ( )}g v  ekseni etrafında 2 ( )u  hiperbolik açısı kadar döndürdüğünü ve sinhu   

homotetik skalası kadar uzattığını söyler.  

 

7.3 Örnekler 

 

Bu bölümde, space-like sabit eğimli yüzeylere bazı örnekler verdik ve Mathematica 

programını kullanarak resimlerini çizdik.  

 

Örnek 7.3.1. 2

1  de Sitter 2-uzayında, ( ) (0,cos ,sin )f v v v  birim hızlı space-like 

eğrisini düĢünelim. 7   ve tanh7 1  alarak homotetik hareket 

  ( , ) cosh 7 cosh(ln ) 0,sinh(ln )sin , sinh(ln )cosQ u v u u u v u v    

olur. (7.1.4) eĢitliğini kullanarak aĢağıdaki space-like koni üzerinde yatan 

( , ) cosh ( )Qx u v u R f v  space-like sabit eğimli yüzeyi elde edilir;  
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2 2 2

2 2 2

cosh(ln ) sinh(ln )cos sinh(ln )sin

ln ln ln
( , ) cosh 7 sinh(ln )cos cosh sinh cos 2 sinh sin 2

2 2 2

ln ln ln
sinh(ln )sin sinh sin 2 cosh sinh cos 2

2 2 2

u u v u v

u u u
x u v u u v v v

u u u
u v v v

 
  

      

        
     

      
       

     

0

cos

sin

v

v


  
  
  
   



 

ve sonuç olarak 

cosh 7sinh(ln )

( , ) cosh 7cosh(ln )cos

cosh 7cosh(ln )sin

u u

x u v u u v

u u v

 
 


 
  

 

dir. Böylece ( , ) cosh ( )Qx u v u R f v  nin resmi;  

 

 

ġekil 7.1 Space-like koni üzerinde yatan ( , ) cosh ( )Qx u v u R f v  space-like sabit 

eğimli yüzey, ( ) (0,cos ,sin ),f v v v  7   

 

Ģeklindedir.  

 

Örnek 7.3.2. 
2  pseudo-hiperbolik uzayında, ( ) (cosh ,0,sinh )g v v v  birim hızlı 

space-like eğrisini düĢünelim. 7   ve coth7 1  alarak homotetik hareket 

  ( , ) sinh 7 cosh(ln ) sinh(ln )sinh ,0, sinh(ln )coshQ u v u u u v u v     
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olur. (7.2.4) eĢitliğini kullanarak aĢağıdaki time-like koni üzerinde yatan 

( , ) sinh ( )Qx u v u R g v  space-like sabit eğimli yüzey elde edilir;  

 

2 2 2

2 2 2

ln ln ln
cosh sinh cosh 2 sinh(ln )cosh sinh sinh 2

2 2 2

( , ) sinh 7 sinh(ln )cosh cosh(ln ) sinh(ln )sinh

ln ln ln
sinh sinh 2 sinh(ln )sinh cosh sinh cosh 2

2 2 2

u u u
v u v v

x u v u u v u u v

u u u
v u v v

      
       

     

 

     
      

     

cosh

0

sinh

v

v


 

 
 

 
 

 
 

   
 

 

ve sonuç olarak 

sinh 7cosh(ln )cosh

( , ) sinh 7sinh(ln )

sinh 7cosh(ln )sinh

u u v

x u v u u

u u v

 
 

 
 
  

 

dir. Böylece ( , ) sinh ( )Qx u v u R g v  nin resmi;  

 

 

ġekil 7.2 Time-like koni üzerinde yatan ( , ) sinh ( )Qx u v u R g v space-like sabit eğimli 

yüzey, ( ) (cosh ,0,sinh ),g v v v  7   

 

Ģeklindedir. 
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