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Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, ayrik kesirli analizin temel tanim ve teoremlerine yer verilmistir.

Uciincii boliimde, ayrik kesirli analiz i¢in Laplace doniistimii ve genel zaman skalasinda

tanimlanmig olan Taylor monomialin ayrik kesirli analizdeki analogu verilmistir.

Dordiincii boliimde, bir baglangi¢ deger problemi ele alinarak kesirli birlesim kurallar:

ve Laplace doniigiimii kullanilarak ¢oziimleri ayr1 ayr1 incelenmistir.

Son boliimde, sinir deger problemi tanimlanmig ve bu sinir deger problemi i¢in Green
fonksiyonu elde edilip ¢zellikleri incelenmigtir. Ayrica, bu simir deger probleminin
¢oziimlerinin varlik ve tekligi Banach daralma doniisiimii teoremi ve Krasnosel’skii

teoremleri kullanilarak gosterilmistir.
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1. GIRIS

Kesirli analiz ¢aligmalar1 1695 yilinda Leibniz ve L’Hospital arasindaki mektuplas-
mayla baglamistir ve giiniimiizde de devam etmektedir. Siireklilik durumunda, kesirli
analiz ile ilgili caligmalar 19. yiizyilin sonlarindan itibaren bircok matematikcinin
katkisiyla biiyiik bir ivime kazanmigtir. Bu matematikcilerin en énemlileri Riemann,
Liouville, Griinwald ve Letnikov’dur. Kesirli tiireve iligkin farkli tanimlar olmasina
ragmen en ¢ok kullanilanlar1 Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleridir. Ke-
sirli diferensiyel denklemler viskoelastisite, elektroanalitik kimya, kontrol teori ve
fizik problemleri gibi bir cok uygulamada kullanilmaktadir. Kesirli diferensiyel denk-
lemlerle ilgili daha fazla bilgi ve 6rnekler i¢in Podlubny (1999), Oldham-Spanier
(2002), Samko-Kilbas-Marichev (1993) ve Diethelm (2010) in ¢aligmalar1 referans

verilebilir.

Siireksizlik durumunda, kesirli analizle ilgili ¢calismalar yakin zamanda baglamistir.
Siireksizlik durumundaki ilk g¢aligmalar Diaz-Osler (1974), Gray-Zhang (1988) ve
Miller-Ross (1988) tarafindan yapilmigtir. Diaz-Osler, ¢galigmalarinda keyfi basamak-
tan farklar icin bir tanim vermis ve iki fonksiyonun kesirli farklarinin ¢arpimi igin
Leibniz kuralini ifade etmislerdir. Gray-Zhang, calismalarinda kesirli basamaktan
farkin tanimi yapmig ve bu tamima dayanarak kuvvet kurali ve Leibniz kuralim1 da
iceren bazi sonuglar vermiglerdir. Gray-Zhang, bu ¢caligmalarinda ileri (delta) farktan
ziyade geri (nabla) farki kullanmiglardir. Miller-Ross, ¢aligmalarinda lineer bir fark
denkleminden yola cikarak keyfi, reel basamaktan fark tanimini elde etmislerdir.
Bu tamimdan yararlanarak kuvvet kurali ve Leibniz kurali gibi baz sonuclar ver-

mislerdir.

Atici-Eloe (2007, 2009a, 2009b, 2011) nin bu konudaki ¢galigmalari ile birlikte kesirli
fark denklemleri tekrar ilgi cekmeye baglamistir. Atici-Eloe bu ¢aligmalarinda ileri
(delta) ve geri (nabla) farklarla ilgili sonuglari tekrar diizenlemis ve geligtirmistir.
Ayrica Holm (2011a, 2011b, 2011c), Goodrich (2010, 2011a, 2011b, 2012) basta

olmak tizere bir ¢ok matematikci bu konuda ¢alismaya baglamigtir.



Bu tez boyunca, Atici-Eloe ve Holm’un ileri (delta) fark alaninda yapmig olduklar:
calismalar temel alarak bu konuda bir derleme yapilacaktir. Tkinci boliimde, kesirli
basamaktan fark ve kesirli basamaktan toplam operatorlerinin tanimi verilecektir.
Ayrica kesirli fark ve kesirli toplam operatorlerinin birlesim kurallar: verilecektir.
Uciincii boliimde, kesirli basamaktan fark ve kesirli basamaktan toplam operator-
lerinin {istel basamaklar1 incelenecek ve ayrik kesirli analiz i¢in Laplace doniisiimii
tanimlanacaktir. Bu boliimde zaman skalasinda Laplace doniigtimleri calisilirken
onemli bir fonksiyon olan Taylor monomialin ayrik kesirli analizdeki tanimi yapila-
caktir. Dordiincii boliimde, bir baglangic deger problemi ele alinacaktir. Bu prob-
lemin ¢oziimii, ikinci boliimde elde edilen birlesim kurallar1 ve {igiincii boliimde
tanimlanan Laplace doniisiimii kullanilarak ayri ayri incelenecektir. Son boliimde
ise bir sinir deger problemi incelenecektir. Once bu problem icin Green fonksiyonu
elde edilecek ve bu fonksiyonun ozellikleri incelenecektir. Daha sonra, bu Green
fonksiyonu yardimiyla verilen sinir deger probleminin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi
Banach daralma doniisiimii teoremi ve Krasnosel’skii sabit nokta teoremleri kul-

lanilarak incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde tezde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilecektir.

a € R olmak tizere
[N, =R, N, :={a} +Ny={a,a+1,a+2,...}

dir.

Tanmim 2.1. f: N, — R olmak iizere A fark operatorii t € N, i¢in

Af(t) = flt+1) = f(#)

dir (Kelley ve Peterson 2001).

Tanim 2.2. T bir zaman skalas1 olmak tizere ¢ : T — T ileri sigrama operatorii,
t € Tigin o(t) := inf{seT:s>t},t € N, i¢in o(t) = t + 1 dir (Bohner ve
Peterson 2001).

Teorem 2.1. f,g:N, — R ve a, 3 € R olsun. Bu durumda, t € N, icin
) Aa=0

it) Aaf(t) = aAf(t)

iii) A(f(t) +g(t)) = Af(t) + Ag(t)

W) AattP = (a — 1)at?

v) A(f()g(t) = flo(t)Ag(t) + Af(t)g(t)

i) g(t) # 0 olmak iizere A ( g?) 9(t) Agf(tt) Af()) g(t)

(i
(
(
(
(
(v

dir (Kelley ve Peterson 2001).



Tanim 2.3. Euler Gamma fonksiyonu v € C\ {..., =2, —1} i¢in

[e.9]

I'(v) == /ettvldt
0

dir.  Gamma fonksiyonunun grafigi (Sekil 1.1) ve 6nemli 6zellikleri agagida ve-

rilmigtir:

(7) v > 0 igin T'(v) > 0,

(11) v € C\{..., =2, =1} i¢in I'(v + 1) = vI'(v),
(7ii) n € Ny igin I'(n + 1) = nl,
(
(

iv) v e C\{...,—2,—1} ve k € N igin F%g)k) =(w+k—1)..(v+ 1),

v) = € [2,00) i¢in I'(z) monoton artandir.

10
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Sekil 1.1 T': R\ {—1, -2, ...} — R Gamma fonksiyonu

Asagida falling foksiyonun tanimi verilecektir.

Tanim 2.4. t,v € R igin
o L(t+1)
CI(t+1-0)

dir. Ayrica
(1) vt =T(v+1)
(i1) At = vte=L



(i19) t2FL = (t — v)t©
saglanir (Atici ve Eloe 2007).

Uyar: 2.1. Yukarndaki tammda (t +1 —v) € {..., =2, —1} ise t* = 0 almacaktir.

Tanim 2.5. f: N, — Rvev > 0olsun. Budurumda f fonksiyonunun v. basamaktan

kesirli toplami ¢ € N, icin

A0 = s (= o))

dir. Ayrica, t € Ny, igin AL f(¢) := f(¢) dir (Atici ve Eloe 2007).

Tanim 2.6. f : N, = Rve N € Nicin N —1 < v < N olacak sekilde v > 0 secilsin.

Bu durumda f fonksiyonunun v. basamaktan kesirli farki ¢ € N, y_, i¢in
ALf(t) = ANAZNT £ (2)
dir (Atici ve Eloe 2007).

Uyar: 2.2. v € N durumunda Tanim 2.6, Tanim 2.1 ile denktir: Herhangi v = N €
Ny ve t € N, i¢in

ALF(t) = AVA T f(1) = ANALOf(t) = AN f(t)

dir.



Uyar: 2.3. N — 1 < v < N olmak tizere v > 0 i¢in

At u=N) = s Y= o))
| e "
= o) ;(a +v—N—o(s))=Lf(s)
=0
At v=1) = s Y- ol
s=a t=a+v—1
1 a—1 -
- mg(wv—l—o(s)) f(s)
=0
oldugundan
Afla+v—N)=A""fla+v—N+1)=..=A"fla+v—1)=0

esitligi saglanir. Ayrica, A" f operatoriiniin ilk agikar olmayan degeri t = a + v

noktasinda ortaya cikar:

A fa+n) = (= o) ()
) . - =a+v
= F(v);(a—l—v—a(s)) (s)
1 v—1
= @(U—l) (a)
= T (v)f(a)
= [la).

Yukaridaki iglemler dikkate alimirsa A_"f operatoriiniin tamim kiimesini Tanim 2.5
de oldugu gibi
D {A;”f} = Ny

alarak N tane baglangic sifirin1 yok saymak uygundur.



Kesirli farklarin tamim kiimeleri

Kesirli farklarin tanim kiimelerini belirlemek i¢in kesirli toplamlarin tanim kiimeleri
kullanilabilir. f: N, - R, N -1 < v < N, v > 0 olmak {iizere v. basamaktan

kesirli farkin tanim kiimesi,
D{AVf} =D {AVA, N =D {A; VI f} =Noinoy
seklindedir.

f:N, = Rvewv, > 0 verilsin. N, M € Ny olmak tizere N—1 <v< NveM—-1<
1 < M olacak gekilde secilsin. Bu durumda kesirli toplam ve fark operatorleri ve

birlegimlerinin tanmim kiimeleri

D {A;Uf} = Noto,

D{AZf} = Nain—v,

D{AL A} = Nagpuro,

D {AZﬂLA;Mf} = Natp+N—v,

D{A 0 A} = Nagnr— o,
D {AZ+M7,¢AZJC} = NG+M—M+N—U

seklindedir.

Teorem 2.2 (Leibniz Kurali). ¢ : N, ,xN, — R verilsin. Bu durumda ¢ € N,,, i¢in

A (ig(t, s)) = iAtg(t, s)+gt+1,t+1—0) (2.1)

dir.



Ispat: t € N,,, icin

t+1—v

A(ig@,s)) = Y g1 - Yt

s=a

t—v

- 2(9@4’173)—g(tvs))+g(t—|—1,t—|—1—u)

s=a
t—v

s=a

dir.

Teorem 2.3. f: N, = Rve N—-1< v < N ilewv > 0 verilmis olsun. A!f :

Nginv_» — R igin agagidaki iki tanim denktir:

Af(t) = ANATTO £ (1), (2.2)
AYF(E) F(_U)S;a(t —o(s))==f(s) ,N—1<v<N 23
AN f(t) ,0o=N

dir (Holm 2011b).

Ispat: f ve v teoremin ifadesindeki gibi verilmis olsun.

v =N ise (2.2) ve (2.3) ifadeleri denktir, ¢iinkii

AUF(t) = ANA;TIf(t)
= ANAOf(t)
= AVf(t)

dir.



N —1 < v < N ise Leibniz kurali N kez uygulanarak

AL f(t)

elde edilir.

Yukaridaki iglemlerde N — 1 < v < N oldugundan her £k = 1,2, ..., N i¢in m

AVATOf ()
t—

(N—v)
e O (o= <s>]

t—(N—v)
AN-TA I‘(Nl— 5 ; (t — U(S))Nvlf(s)]
AN-1 t—(N—v)
V) Sz; (N —v—1)(t —o(s))X=2=2f(s)

F(EHT= o1 = (N = 0)X==Lf (1= (N = v)

[t—(N—v) Nev_o
AT D o }1()](5 = Z)(S” F()+ f(E+1= (N - v))]
:t+17(N7v) o—
N-1 (t — U(S»M
A Z T(N—v-1) f(s)]
: ] t—(N—v—1) T
AN TV —v=1) Sz:; (t — o(s))==2f(s)
: 1 t—(N—v—1) T
AN TN—v=1) ; (t — o(s)X="=2f(s)
: 1 t—(N—-v—-2) T
ANT2 ) ; (t —o(s) =21 (s)
1 t—(N—v—N)
ANTN TIN—v_N) ; (t — o(s))Xe=H D £ ()
L SN o)==t
F<_U) s=a



terimi mevcuttur. Ayrica, her t € Ny, y_, icin

L(t—s)
't—s—N+v+k+1)
a4+ N—-v+m—ys)
Fla+m+k+1-5)

(t = ofs) ¥t =

dir. Bu ifade her £ € {1,2,...,N} ve her s € {a,a+1,....t — (N —v—Fk)} =
{a,a+1,...,a+m+ k} i¢in mevcuttur.

Teorem 2.4. f: N, — R verilmig olsun. Bu durumda A! f kesirli farki v > 0 a
gore siireklidir. Yani, her v > 0 ve m € Ny i¢in ¢y, := a + [v] — v +m, D{ALf}

kiimesinde bir sabit nokta olmak iizere her m € Ny sabiti i¢in

v = ALf(tom)

[0, 00) itizerinde siireklidir (Holm 2011b).

Ispat: f:N, =R, N € N ve m € Ny olsun. Ispat icin

A’f(a+ N —v+m), (N — 1, N) iizerinde v ye gore siireklidir. (2.4)
v — N~ iken Af(a+ N —v+m) — AN f(a +m) dur. (2.5)

v— (N—1)"iken A’f(a+ N —v+m) — AV fla+m—1) dir. (2.6)

ifadelerinin saglandigini gostermek yeterlidir.

(2.4) ifadesini gostermek icin herhangi bir v € (N — 1, N) sabiti i¢in

Agfla+ N —v+m)

- ﬁZ(t—a(s))‘”‘lf(s)
= Fog X (@ N —vem—o(9)=2(s)

10



a+N+m
r

B 1 (a+N—-v+m-—2s)
~ I(-v) ; F'la+N+m—s) /()

a+N+m 1 F(a+N—v+m—s)

- sz_; I'(a+ N+ m—s) ['(—v) /()
ottt a4+ N—-v+m-—s

- Z F(a—i—Nl—l—m—s) o 1“(—1))+ )f(s)+f(a+N+m)
a+N1m—1

B (a+N—-v+m—s—1).(—v)
B Z (a+ N+m—s)!

f(s)+ fla+ N +m)

s=a

bulunur. Bu son esitlikte a + N + M — s = ¢ doniisiimii yapilirsa

AUf(a+N—vtm) = Zm(i —179)- ()

i=1

F fla+N+m—i)+ f(a+N+m) (2.7)

elde edilir. (2.7) den (N — 1, N) iizerinde AYf(a + N — v +m) v ye gore siireklidir.
Bu da (2.4) tiir.

(2.5) ifadesini gostermek icin v — N~ iken (2.7) ifadesinin limiti almirsa

lim AYf(a+ N —v+m)

v—N—
N+m .
= lim Z <(Z -1 _;)"'(_U)f(aJrNer— i)) + fla+ N +m)

Ntm , ;.
— Z ((7’_1_N)"'(_N)f(a+N+m—i)) + fla+N+m)

_ Z(“‘“f" (_N)f(a+N+m—i)) + f(a+ N +m)
_ Z<<_1)i(N)“'<A;_”1>f(a+zv+m—z‘)> 4 flat N+ m)

= Z (—1)i<]j)f(a+N+m—z')) + fla+ N +m)

= i(—l)i @7) fla+ N +m —i)

11



elde edilir.

Son olarak, (2.6) ifadesini gostermek i¢in v — (N — 1)Tiken (2.7) ifadesinin limiti

aliirsa
li A? N —
v—>(]l\fn—11)+ vfla+ v+m)
N+m .
, (1—1—=v)...(—v) , )
= lim _ a+N+m—1))+ fla+N+m
1 (T )+ )

2!

= > ((i_N>"'(_N+1)f(a+N—i—m—i)) + f(a+ N +m)

— Jf: ((—1)"(N_ 1);!'<N_i)f(a+N+m—i)) + fla+ N +m)
— :V_:((—1)i(N;1)f(a+N+m—i))+f(a+N+m)
— :Vz:;((—1)i(NZ,_1)f(a+m+1+(N—1)—@'))

bulunur. Bu ii¢ ifadenin saglanmasi teoremin ispatini tamamlar.

Uyar: 2.4. Teorem 2.4, f : N, — R ve m € Ny icin
A fla+m+0.1), AL f(a+m+0.01), AX*?f(a+m +0.001), ...

dizisinin A? f(a +m) degerine yaklagtigin1 gosterir. Bu "basamak siirekliligi" kesirli

analize tamsay1 basamaktan analizde olmayan bir giizellik katar.

Kesirli fark ve kesirli toplamlar agagidaki sekilde ifade edilebilir.

12



Tanim 2.7. f: N, — R ve v > 0 verilmig olsun. Bu durumda

(1) t € Ngyp icin f fonksiyonunun v. basamaktan kesirli toplam,

A0 = St

(79) t € Nyyn_y igin f fonksiyonunun v. basam

AVF(t) = e 2 (o)
ANf(t)

dir (Holm 2011b).

aktan kesirli farki,

J==f(s) sv¢N

v =N

Teorem 2.5. f:N, - Rve N —1 < v < N olmak iizere v > 0 verilmig olsun.

Her t € Ny, n_, i¢in

AL () = U:zi%a(—nk ()it +0 =t (2.9)

her t € N,, icin
AR — _§a<—1>k(;“)f<t —u—k) (210
_ _ga(er:_l)f(t—v—k) (2.11)

dir (Holm 2011b).

Ispat: f,v, N teoremin ifadesinde verildigi gibi

13
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tizere t € N, y_, olsun. Bu durumda, Tanim 2.7 nin uygulanmasiyla

ALf(t)

t+v

1 —v—1
Ry o))

s=a

t+v F(t—S)
ZF(—’U)F(t e TS

a+N+m

I'a+N—-v+m—s)
Z F(—U)F(G+N+m—s+1)f(s)

s=a
N+m

(N —v+m—s)
Z F(—U)I‘(N+m—s+1)f(8+a)

ey emy e 3 R
P Nil(—l)wm_s (U)...élé]; J(er+_n; J—r i)) + 1)f(s +a)
fla+N+m)+ Nil(—n“m-s (N N Zz B S) f(s+a)
Nin(—l)“m‘s (N o S) f(s +a)

s=0

bulunur. Bu esitlikte s yerine N +m — k alir ve t = a + N — v + m yazilirsa

N+m

AYF(t) = Z (-1)’6(2) fla+N+m—k)

k=0

= Nin(—l)’“(Z)f(aJrN—merv—k)

k=0

_ HZH(_N (Z)f(t +v—k)

k=0

elde edilir ki bu (2.9) ifadesini ispatlar. v = N oldugunda (2.9) ifadesi t € N, i¢in

A g0 =St ) v =

0

Binom formiiliine indirgenir. Benzer sekilde (2.10) ifadesi de ispatlanabilir. v = N

14



oldugunda (7kN ) ifadesi

N\  T(-N+1)

() = movoe

(=N)..(=N — k +1)
Kl

_ (_1)k<N+:—1>

olarak yazilir. Buradan, v > 0 igin

(—v) B (—v)!
k) (—v—k)k
(—v)(=v—1)..(—v—k+1)(—v—k)!

(—v —k)!k!

_ (—v)(—v—1)...(—v — (k — 1))
k!

_ 1) (v+ (k— 1)}3!...(1) +1)(v)

_ (_1)k<v+llz—1)

dir. Bu ifadenin (2.10) ifadesinde yazilmasi ile (2.11) elde edilir.

Lemma 2.6. a € R ve p > 0 verilmig olsun. Bu durumda, her tanmimh ¢ icin
At —a)t = pu(t — a)=2 (2.12)

dir. Ayrica, v > 0 olmak tizere t € Ny 4, icin

ALYt —a)t = p=(t — a) (2.13)
vet € Nyjyin_p icin
AL (= a) = p(t — a)r (2.14)

dir (Atici ve Eloe 2007).
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Ispat: Tamm 2.1 ve Tamm 2.4 kullamlarak

Alt—a)t = (t+1—a)t—(t—a)t
I't+2—a) F(t+1—a)
Tt+2—a—p) TE+1—a—p)
Ft+2—a)—(t+1—a—p)l(t+1—a)
Mt+2—a—np)
(t+1—a)—(t+1—a—p)|l(t+1—a)
Pt+1—a—(n-1))

B I't+1—a)
- Mer1i-a—(u-1)
= p(t—a)=t

(2.12) elde edilir.

t—a)t, (t—a)**™ ve (t—a) = fonksiyonlar: iyi taniml ve Ny, N 10y Noy, o v—,, tanim
o o o

kiimelerinde pozitiftir.

(2.13) egitliginin ispat1 i¢in, v = 1 ve v € (0,1) U (1,00) durumlar: ayr1 ayr1 ele

alinacaktir.

v =1 igin, (2.12) esitligi kullanilarak

. _ (t — Q)ﬂ
Al (t—a)t = %#A<jmj_

- .2, (45

s=a-+pu

(s — )
Bt 1 s=a+p

(t —a)t it

p+1 p+1

1
p+1

t

I'(p+1)
(h+Dl(p+1—(p+1))

16



elde edilir. Burada

I'(p+1) ~ T(p+1)

W+ DT(p+1—(p+1)  (+Dr0)

ve
B I'(p+1) T+ 1
Fp+1=(-1) (u+DI(p+1) p+1
oldugundan
ALt —a)t = p=t(t — a)t
dir.

v € (0,1) U (1, 00) olmak iizere, t € Ny 4, icin

alt) + = AL — )
po(1) ¢ =t - ap

tanimlayalim. g; ve go fonksiyonlarinin her ikisinin de iyi tanimli, birinci basamaktan

(t—a—(p+v)+1)Ag(t) = (p+v)g(t), t € Nospto
gla+p+v)=T(n+1)

(2.15)

baglangic deger probleminin ¢oziimii oldugunu gostermeliyiz.

g1 (t)|t:a+u+v = A;+Uu (t B a)ﬁ}t:aJrquv

t—v

1 v—1 o
= oy 2 (o) -

s=a+u

t=a+pu+v
a+p
1

— mg;ﬂ(a +ptv—0(s)(s — a)t

1 v—1 I
= W(u%—v—i—a—s—l) (s —a)t
1

s=a+u
v—1

m(“ — )=t

17



ve

ptv

gQ(t)|t:a+,u,+v = ,u_—”(t—a) ‘t:a-i-u-‘rv

= = (p+ o)
M'p+1) T'(p+v+1)
F'p+v+1) r'(1)
= I'(p+1)

oldugundan ¢; ve go fonksiyonlarmin her ikisi de (2.15) baglangic deger proble-

mindeki baslangic kogulunu saglar.

Simdi g; fonksiyonunun (2.15) baglangi¢ deger problemindeki fark denklemini sagladigim

gosterelim. ¢ € Ny 4, i¢in (2.1) kullanilarak

t—v

Al = 8|5 3 (- o= o
_ %Z( 1)t - o(5))2=2(s — )
s (tr<+v>2_v)>“<t+1—v—a>“
- UF@;S;“ — () =2(s — a)t
+@;é¥4@+1—v—aw
- ”F;))l:a;@ ~ o(5)=2(s — o)t
+r(£)(1li>(1) (t+1—v—a)
_ ?@;:_w(t ()25 — )4 (1 — v — )

18



elde edilir. Ayrica

() = ﬁsw“_“(s)ws—w

B F(lv)staz;l“(t E(st - i>+ s ar

_ ﬁ%@_s%1>F(tf<§;;>+2)<s_a>u

- ﬁstéﬂ(ﬁ—a(s) — (0= 2)(t — o(s))*2(s — )t

_ ﬁ:a;[@_a_<M+v>+1>—<s—a—u>]<t—o<s>>

RERAEITY -
—ﬁ:a;u — o(5))2=2(s — et

= h(t) - k()

seklinde yazilabilir. Burada

h(t) = S 3 (= o()=2(s — o)
k(t) := p(lv)sztiu(t—a(s))“ 2(s — q)itl
dir.
k) — Fjv);%(t — o(s))R(s — it
_ ﬁ(:ill ((s _ )t ( (t - ;9)’1"1))
o &, () s

19




s=t—v+1

- Fa)@_awﬂ<_&;jﬁl>

(t—v+1)—1

! (t = os))=" M
T > (—T> (n+1)(s —a)*

s=a-+pu

1 (t—t—l—?}—l)v_l
= t— 1— gttt | —
(U)( ot v ( v—1 )

1 (t Ca— M)vfl
_ g\ptl
I'(v) orp=o ( v—1

t—v

M+1 —0l(S v_ls—aﬁ
R, 2 (1~ oo

= t— 1— gt | —
I'(v E-v a/ ( v—1 >

s=a-+pu

p1

+

_l’_
p+1 S i
e A
= ! (% —a L‘H_F(U)
IO A ey
1 P(p+1) D(t—a—p+1)
T(v) T(0) (v—1C(t—a—p—v+2)
PR i
Moo=, 2, 77D
= 1—‘(1?}) /,;—I_— is;;#(t - U(S))ﬂ(s — a)ﬁ — (t —v+1-— a)@

elde edilir. Bu durumda

(t—a—(u+v)+1D)Aqt) = (=Dht)+({t+1—v—a)Ltd

(+Dgr(t) — (0= Dk(t) = (t+1—v—a)tt

dir.
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O halde,

(t—a—(u+v)+1)Ag(t)

(v—="1h(t) + (n+1)g1(t) — (v = 1)k(2)
(v—="1)gi(t) + (1 + 1)gu(t)

(1 +v)g(t)

olup g; fonksiyonu (2.15) baglangi¢ deger problemindeki fark denklemini saglar. Son

olarak, go fonksiyonunun da (2.15) baglangi¢ deger problemindeki fark denklemini

sagladigim gosterelim.

(t—a—(u+v)+1)Ag(t)

(t—a—(p+v)+1)A [#;U(t — )kt

]

o)t — a)=

(t—a—(p+v)+ 1=
=(

(t—a—(u+v)+1)p="(pn+v)
" I't—a+1)
I't—a+1—(n+v)+1)
v I't—a+1)
R Ty ey provarn
(b +v)p="(t — a)==
(1 +v)g2(1).

Iyi tamml (2.15) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin tekliginden dolay1 Ny y_,,

tizerinde g; = ¢o, yani

A;iu(t -

dir.

b= =Yt — a)kty

a)

(2.14) esitligini gostermek icin, t € Ngy,in—y i¢in Tamm 2.6 ve (2.13) kuralimin

uygulanmasiyla

AU

a+p (t - a)ﬁ

AN
AN

[ A—(—0)
_A(l"!‘ll/

(t - o))

—M—(N—v) (t . a)quva}

I'(p+1)
T(p+1+N—v)

(t _ a)quNv}
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elde edilir. (2.12) esitliginin N defa uygulanmasiyla

Ayl =t = Wt N = o 1= o) - @
_ I(p+1) F(,u+N—v+1)(t_aw7v
D(p+1+N—-v) T(u+1-0) !
o T(p+1) (t— a)e
 T(p+1-0) ’
=t —a)t=
bulunur.

Teorem 2.7. f: N, — R olsun. v, i > 0 olmak tizere t € Ny 1, icin
A ANT(E) = A1) = AL A f (1)

dir (Holm 2011b).

Ispat: f:N, = Rvewv,pu>0olsun. t € Notp40 icin

ALY ATRF() = % S (t - ofs)t (ﬁz@ ()t <r>>
s=a+p

= Z 3 (¢ — o(s) s — o(r)ELf ()

s at+pur=a
—(v4+p) t—v

= Z > (t—oals — o (r)=Lf (r)

r=a S=r+p

22



dir. Burada x = s — o(r) doniigiimii yapilirsa

AV AP

a+p

a

f(t)

t—(v+p) [t—v—r—1

t—(v+p) -
R 2 (@)
t—(v+p)

ﬁ P e e R i
1" - I'(p) pto—1
M & Mo 770

1 t—(v+p)
foigy O (o)=L
A f (1)
A1)

elde edilir. v ve p keyfi oldugundan, daha genel olarak ¢t € Ny, i¢in

dir.

A*’U

atn D f () = AJTH(E) = AL 8,7 f (1)

Lemma 2.8. f: N, - R, > 0olsun. M —1 < p < M olmak iizere herhangi

k € Ny, t € Ngq, i¢in
ARAZHF(t) = AT f(2)

ve t € Nyjpy—, icin

ARALF(E) = A (1)

dir (Holm 2011b).

Ispat: f,p, M ve k lemmanin ifadesindeki gibi olsun. Ispat asagidaki iki durumda

23
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yapilacaktir.

1. = M durumu:

te Na+1 1(;111

AN () = A

= Y e - Y )
— )

dir.
Herhangi k£ € N ve t € N, icin

a

AATFF() = AMT[AAL (ATEV )]
= AMTALED (1),

= f(t)
dir. Boylece, herhangi t € N, icin

ARMAMATM ()] = AFMF(t) | k> M

AFATM (1) =
0 AFATE [A;‘M*’“’fu)}:A’;‘Mf(t) k<M

elde edilir. (Bu durumda, tamsay1 basamaktan farklarin degisimli (komiitatif) oldugu

kullanilmigtar.)
2. M —1<pu< M durumu:

Once t € Nyyar—,, igin AA#F(E) = AL f(#) oldugunu gostermeliyiz. ¢ € Ny,

24



icin Tanim 2.5 kullanilirsa

AAGT(?)

1
['(—p)

I'(—p)

t+p

>t —oa(s)==Lf(s)

S=a

t+u

AN (t—a(s) ==L (s)

elde edilir. Parantezin i¢indeki terime (2.1) kurali uygulanirsa

AAGF(?)

I(—p)

S=a

! [Z(—u — 1)t - o(s)=E=2f(s)

(== DL 1))

- T [Z(—u — 1)(t = o(5) 21 () + () 4+
GRS R R e
= T ;(t o)) + [y [t D)
S
e D O
1 t—s(—aﬂ—l)
e BN GL OSSO
= ATV
0

bulunur. O halde k € N ve t € Ny,

ARAL(E)

icin

AR AN A ()
AFTAL ()

Af()

dir. Boylece (2.17) ifadesinin ispat1 tamamlanmig olur.
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(2.16) ifadesinin ispat1 da benzer gekilde yapilabilir.

Teorem 2.9. f:N, — R, v, > 0olsun. N—1 < v < N olmak tizere t € Ny, n_y
icin
A B () = AT f(E)

dir (Holm 2011b).

Ispat: f,v,N ve u teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. t € Notp+n—v i¢in

Teorem 2.7 ve Lemma 2.8 kullanilarak

ALLATF() = ANAZTIATf(t)
_ ANA; N—v—i—u)f(t)
= AT

= A1)

elde edilir.

Teorem 2.10. f: N, - R, k € Ny ve v > 0 olsun. Bu durumda ¢ € N, i¢in

k-1

A f(a
Fv—k—i—]—i— 1)

AUARf(t) = AT (1) (t —a)="H (2.18)

M

Jj=0

dir. Ayrica, p > 0 olmak tizere M — 1 < pp < M ve t € Nyypr—pqo igin

(M=) f(q + M —
F'v—M+j+1)

)(t —a— M + p)=H

Ms

Ao ALf() = A F(?)
]io (2.19)

dir (Holm 2011b).

Ispat: k € Ny verilmis olsun ve v ¢ {1,2, ...,k — 1} olmak iizere v negatif olmayan
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olsun. Bu durumda, ¢t € N, i¢in Tamim 2.7 kullanilarak

t—v

AAM() = g St — a(s)= A 0]

s=a
t—v

1 w1 -1
= oy S ol (A0 (o)

elde edilir. £ kez kismi toplama kurali kullanilarak

1

NS = gy (oA ()
_F(lv) t:z: —(v = 1)(t — o(s))=2AF 1 £ (s)
— ﬁ (0= D™LAM f(E— v+ 1) — (= a)™ A" f(a)]
+(Ur;))1) :Z:(t — () =2A (s)
— r(lv) (L)AL f(t — v +1) — (t — )2 A f(a)]

by - o)A

= AP Ft—u4+1) — (= a)gAk_lf(a)

T(v)
- (Ul_ [ D1 = ols) =20 1 (s)
B 1! v-2 A k-1 AFL f(a) v—1
T & T s Ty
= R () P
T Tw-1) Z (t = o(s) =AM f (s) — rw T

N [AF1£(1)] - A F_(IQ{)(G) (t — a)2=t
— A}Z—UAk_lf(t) . A F_(lg)(a> (t o a)v—l
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A*1f(a)

_ 2—v A k—2 .
- Aa A f(t) F(’U)

. k Ak zf ) )
_ k—v E v—1
= A0 — Tlv—i+1) —a=

k-1

= AU -

J

Ajf(@) v—k+j
Tkt Tt Y

0

bulunur. Kabulden, bu ifade iyi tanimh ve v — k 4+ j + 1 ¢ {..., =2, —1} dur.

v e {l,2,...k—1} olsun. Bu durumda k& — v € N dir. Teoremler 2.7, 2.9 ve 2.12

nin kullanilmasiyla ¢t € N, i¢in

APAFF() = ARPATEIATUARf()
_ Ak—v [A;(k_v)A;UAkf(t)]
— Ak:fv [ kAk ( ):|

= Ak f<)_j_0 FA(;]:EGI)) (t — )2
— AR - z; FA(;JI“B) (AR (= a)4]

. Nf(a) TG+ -
= A0 2 Gtk

P?‘
C

A]f( ) (t o a) Jj—k+v

o k—v
= AT ~ T(j+1—k+v)

bulunur.

Yukaridaki iki durum birlegtirilerek (2.18) ispatlanir. Yani, k& € Ny olmak iizere

v ¢ {1,2,..k—1}
(iiyv € {1,2,...k—1}

durumlar i¢in (2.18) ispatlanmus olur.
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imdi (2.19) ifadesini ispatlamak icin v, u >0 ve M — 1 < u < M olsun.
H H
g(t) = A; MWty veb:=a+ M — p

tamimlayalim. Burada b, g nin tamim kiimesinin ilk elemamdir. ¢ € Ngqa— 40 icin

Teorem 2.9 ve v > M durumunda Teorem 2.7 kullanilarak

Aty DU = Ay, [AYA M0 f()]

a+M—p
= a+M u (t)
_ — b) .
= Avar-s() ;FU—M+9+1)( 2
~— AN f(p)

_ AM’U A Mu)f()

YN ( _b)v—M+j

«I(v—M+j+1)

j=
M-1

— ARV AZ;MJFHJC(CL“‘M_,U)(
e ~ Tw-M+j+1)

t—a— M4 p)=2s

elde edilir.

Teorem 2.11. f: N, = R N-1<v < NveM-—-1< p < M olmak iizere

v, > 0 olsun. Bu durumda ¢ € Ny v—y i¢in

Zl A f(a+ M — p)

: t—a— M+ p)=2=M5
PCoM+j11) 2

Abinw DG f () = ATTf () —

" (2.20)

dir. (2.17) ve Uyar1 2.1 den v € Ny durumunda toplamdaki terimler kaybolur (Holm
2011b).

Ispat: f,v ve u teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. v = N durumunda Lemma

2.8 dan (2.20) acgiktir. Diger taraftan, N —1 < v < N ise t € Noyy—psn—y icin
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(2.16) ve (2.19) kullamlarak

Al NP = AN (A AL ()]
— ANA(;NJFUJruf(t)

M—-1 :
A f(a+ M — p) :
—AN a —a—-M N—v—M+j
;F(N—U—MJerrl)(t a=M+p)
= AJTf(T)
-1 .
AJMHEfla+ M —p) N—v—M+j
_jZOI‘(N—v—M+j+1)A [(t_G_Mﬂ‘) ]
= ATTf()

= AMRf(a 4+ M = p)
T(—o—M+j+1)

[(t —a— M+ u)i_”_M“}

j=0

elde edilir.

Sonug¢ 2.1. f:N, - R N—-1<v<NveM-—1<pu<M olmak iizere v,u >0

olsun. Bu durumda ¢ € Ngqa/— 4 n—o icin

ANoimr—yALT() = Ay Baf ()

Nz: JN—H)fa—{—N—’U)
—pu—N+j+1)

(t—a— N +v)=2=N+1
-0
M-1

ZA] MJFNfCL‘i‘M
= 'N(—v—-—M+j+1)

)(t —a— M 4 p)==Mt

dir. Ayrica t € Noyon—y) i¢in

A N+V N — 4

Jj=0

dir.

Ornek 2.1. v ve u, toplamlar1 tamsay: olan fakat tamsay1 olmayan sayilar (v, yu ¢

Z, (v+ p) € Z) olmak tizere Ay, o Al kesirli birlegiminin, tamsay1 basamaktan
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AVt operatoriinden ne kadar farkli oldugunu arastiralim.

f:Ny, —=>Rolsun. N—-1<v<NveM-—1< pu< M olmak tizere v+ pu = P
olacak gekilde M, N, P € N bulunsun. Bu durumda N + M = P + 1 dir. Burada

D{AG -y o ALf} = Nowarpino

= Natr(r+m)—(utv)
= Ngp

C D{A"f}

dir. ¢ € Ny icin (2.20) den

AVISYRASAQ)

M—-1

_ AT fla+ M —p) oM
= APf - S (t —a+ M — p)=v=M+i

J=0

elde edilir. j € {0,..., M — 1} igin

lim (t—a—M—I—u)LM“ = (t—a—l)ﬂ
v—N—
p—(M—-1)*
I'(t—a)
= € (0
Tt—a+P+1—j) (0, 00),

lim A7 f(a+ M~ p) = A7 f(a+1) € [0,00)

p—(M-1)*
ve
1
s Yy D
oldugundan
Tim (AFF() = Al ML) =0
p—(M—1)*
bulunur.

Ornek 2.2. Ornek 2.1 in kabulleri altinda ¢ biiyiiditkge A?, .. 0 AL kesirli birlesim
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operatorii ile tamsay1 basamaktan AVT# operatorii arasindaki fark: karslagtiralim.

f:Ny —=>Rolsun. N—-1<v<NveM-—1< pu< M olmak tizere v+ pu = P
olacak gekilde M, N, P € N bulunsun. Bu durumda

lim (AFF(t) = Ala, ALF(E))

. (M_l AJ~MHf(a + M — p)
= lim

t—o00

t_ M_ 7’UfM+j
TCooMtjr1) oot M—n )

J=0
M-1

ANMYefa4+ M —p),, T(t—a—M+p+1)
1im
M'(—v—M+j+1) tocT'(t—a+P+1—7)

=0

dir. Sikigtirma teoremi geregince, t € N, 5 igin

t—a—M+pu+1>2vet—a+P+1—72>2

N O<F(t—a—M+u+})<F(t—a+1): 1
“I't—a+P+1—-j) " I't—a+2) t—a+1
. Mt—a—M+pu+1)

= 1 =0
tE?oF(t—a+P+1—j)

oldugundan

lim (A f(t) = ALy, ALf(1) =0

t—o00

bulunur.

Asgagidaki tablo f(t) =€, a =0 ve v = p = § 6zel durumu igin Ay, ,, Alf(t) ve

AP f(t) operatorleri arasindaki farklarin ilk yedisini gostermektedir.

t 112 3 4 ) 6 7

1/2 A1/2 ¢ t 1 5 7 21 33 429
A1/2A0 e’ —Ae 1024 | 2048 | 32768

|~
-
[N
=
I®)
0
N
34
<)
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3. AYRIK KESIiRLi ANALiZDE LAPLACE DONUSUMU

Tanim 3.1. R regressive ciimlesi
R:={seC:s# -1}

dir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 3.2. R ciimlesi iizerinde

pdq : =p+q+pg
—p
op 1 o= ——
p 14+p
peq : =pd[eq

dir (Bohner ve Peterson 2001).

Tamim 3.3. f: T,— R fonksiyonunun Laplace Déniigiimii s€D { f} i¢gin

o0

LA )= [ s )

a

dir. Burada a € R, T, infimumu a olan sinirsiz bir zaman skalasi ve D { f} integralin
yakinsak oldugu tiim regressive kompleks sabitlerin ciimlesidir (Bohner ve Peterson

2001).

Tanmim 3.4. N, climlesi iizerindeki iistel fonksiyon ¢t € N, i¢in

ep(t,a) = (1+p)*

33



dir. Bu durumda (3.1) Laplace doniisiimiindeki iistel fonksiyon

egs(t,a) = eas(t+1,a)
— (1+@S)t+1_a

t+1—a
(55
1+s

1
(S + 1)tfa+1

seklindedir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanim 3.5. [ : N, — R fonksiyonunun Laplace doniigiimii s € C\ {—1} igin

Line: = [ A

(S + 1)tfa+1

ft+a)

(s 4 1)t+1 At

I
0\8

= f(k+a)

s+ i (3:2)

Eod

dir. s € C\ {—1} i¢in (3.2) serisi yakinsaktir. Bu seri, f : N, — R fonksiyonunun
Ayrik Laplace Doniigiimiidiir (Holm 2011c).

Tanim 3.6. f : N, — R olmak {izere yeterince biiyiik ¢ € N, icin

f(t)] < Ar'

olacak gekilde bir A > 0 sabiti mevcut ise f fonksiyonuna r iistel basamaklidir denir.

Sonug 3.1. f: N, — R fonksiyonu r > 0 iistel basamakli olsun. Bu durumda, her

t € Nyym icin |f(t)] < Ar® olacak gekilde A > 0 sabiti ve m € Ny vardir. Boylece
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B_4(r) kiiresinin digindaki herhangi s € C igin

| f(k
L = S|
k=0
m—1 0
B f(k+a) f(k+a)
o ; (54 1)k+1 +’;n (54 1)k+1
m—1 0
f(k:—{—a) Arkta
= ; (s+ 1)+ +,;n|s+1|k+1
m—1

B f(k+a) Are & r b
= 2| e e

fhtra) | A (wm)
(s + 1)F+1

iy
()

3
L

I
ing
+
W
_|_
=
—_
|
/N
~——~

3
L

f(k+a) N A patm
(s + 1)kt s+ 1" s+ 1] —r

A
il
)

gerceklenir. Bu sonug, f hangi basamaktan iistel olursa olsun, tanim kiimesini

kisitlayarak £, {f} (s) operatoriiniin yakinsakhgimin garanti edilmesini saglar.

Lemma 3.1. f : N, — R fonksiyonu r > 0 iistel basamakli olsun. Bu durumda,

Lo {f}(s) operatorii s € C\B_;(r) icin meveuttur (Holm 2011c).

Bu boliimiin geri kalani i¢in, ¢aligmalarmmzda iistel basamak £, {f} (s) Laplace
doniigtimiiniin C\ B_; () tanim kiimesinde var olmasini saglayan fonksiyonlara kisit-

lanacaktir (Sekil 3.1).
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(A
U re(s)

Sekil 3.1 Laplace Doniigiimii i¢in yakinsaklik kiimesi

Ornek 3.1. p € C olsun. N, kiimesinde tistel fonksiyon ¢ € N, icin

et a) = (14 )~

seklindedir. Asikar olarak, (1 + p)*~* ifadesi 1 + p iistel basamaklhidir. O halde,
s € C\B_1(1 + p) igin

1+p
k:+1

N Z p—l—l k
N S+1k:0 s+1

— —
s+1 1—’;rl

§—=D

Lo{(1+p)}(s) =

—_ oMg

bulunur. Yukaridaki formiiliin énemli bir durumu s € C\B_(r) i¢in

Lo {1} (s) =
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olmasidir.

Lemma 3.2. f,g: N, — R, r > 0 iistel basamakl ve ¢, ¢y € C olsun. Bu durumda

s € C\B_y(r) icin

Lo{erf +cagh (s) = arla {f}(s) + c2La{g} (s) (3-3)

ve

Lo{f}(s) = La{g} (s) & [(t) = 9(t) (3.4)

dir (Bohner ve Peterson 2001).

Lemma 3.3. m € Ny, f : N,_,, - Rve g : N, — R fonksiyonlar1 » > 0 iistel
basamakli olsun. s € C\B_,(r) i¢in

Lonlf} )= Ly ""*“;J (3.5)
(s+1)m —
Lo {0} (5) = (s + D" La{g} (5) = (s )™ gkt a)  (36)

dir (Holm 2011c).

Ispat: f,¢,r ve m lemmanin ifadesinde verildigi gibi olsun. Bu durumda

s € C\B_(r) i¢in
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oS} () = iw
- S R
Loinio}(s) = iw
(54 1)L g} () m( F 1R+ a)
dir.

Sonug 3.2. (3.5) ve (3.6) dan s € C\B_(r) icin

Latmy-m {[}(5) = La—myem {1 (s) = La {[} ()

ozdesliginin saglandigi kolaylikla gosterilebilir.

Ayrik kesirli analizde Laplace doniisiimiiniin uygulanmasinda, genel zaman skalasi

teorisinde tamimlanan ve gelistirilen Taylor monomial oldukc¢a kullanighdir.
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Tanim 3.7. n € Ny, t € T, icin ardisik olarak Taylor monomial

dir. Taylor monomial acikca n € Ny, ¢t € N, i¢in

ho(ta) = ;!“)”

olarak yazilabilir (Bohner ve Peterson 2001).
Taylor monomial daha genel olarak agagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanim 3.8. Her 1 € R\ {..., -2, —1} olmak iizere p. Taylor monomial ¢ € N, igin

o (t—a)t
h,(t,a) = ]

dir (Holm 2011c¢).

Lemma 3.4. pu € R\{...,—2,—1} olmak iizere a,b € R i¢in ;x = b — a olsun. Bu

durumda s € C\B_;(1) i¢in

Lo ()} (s) = B (3.8)

SM+1

dir (Holm 2011c).

Ispat: |z| < |y| olacak sekilde v, z,y € R icin genel Binom formiilii

(z+y) = i <Z) byt

k=0

v\ ot
k) k!

39
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dir. £ € Ny ve v > 0 i¢in

—v\ _ (—v)k
( k ) R
(—=v).(—v—k+1)
k!
p(k+v—1)E

_ <_1>k(k;g;1)

elde edilir. Yukaridaki iki durum birlegtirilerek v € R ve |y| < 1 igin

(1 _1y)v =((=y)+1)™" = Z (_kv> (—y)F1-v*

yazilabilir. ;1 = b — a oldugundan s € C\B_;(1) igin

(s+ 1)~ 1
sl s+1( _L)”H
1

elde edilir.

Uyar1 3.1. Lemma 3.1'den h,(t,a), r > 0 iistel basamakh ise, £, {h,(.,a)} (s)

kompleks diizlemde mevcuttur.
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Her ¢ € R\ {...,—2,—1} icin, h, fonksiyonunun r > 1 iistel basamakli oldugunu
gosterelim. g > 0 olsun ve M — 1 < p < M olacak gekilde M € N alahm. Bu

durumda herhangi bir » > 1 ve yeterince biiyiik ¢ € N, icin

ha(t,a) — (iﬂf)l
B L(t—a+1)
T T+ DI(t—a+1—p)
I't—a+1)
S Tt DI —at1- M)
_ (t—a)..(t—a—M+1)
B I(p+1)
_ (=¥
I(p+1)
S T+ 1)

dir. Diger taraftan, ;1 < 0 ise yeterince biiyiik ¢ € N, icin

B I't—a+1)
halh ) = T et 1= )
1
I(p+1)

esitsizligi elde edilir.

Bu iki durum birlestirilirse, € > 0 icin h,(¢, a) fonksiyonunun 1 + ¢ iistel basamakli

oldugu elde edilir. O halde, Lemma 3.1, £, {h,(.,a)} (s) operatériiniin

U (©Bam) = ¢ (ﬂB—m>

r>1 r>1

= C\B_i(1)

iizerinde tamimli oldugunu soyler. Bu durum, Lemma 3.4’teki tamim kiimesinin

dogru oldugunu gosterir.

41



Tanim 3.8 (Konvoliisyon). f,¢: N, — R fonksiyonlarimin konvoliisyonu

t—1

(f+g)(t) ==Y f(r)glt—1—r+a), teN,

rT=a

dir (Holm 2011c).

(3.9)

Lemma 3.5. f,g : N, — R, r > 0 tistel basamakli olsun. Bu durumda s €

C\B_1(r) i¢in
Lo{f*g}(s) = La{f}(s)La{g} (s)

dir (Holm 2011c¢).

Ispat: f, ¢ ve r lemmann ifadesindeki gibi olsun. Bu durumda

Lo{fxg}(s) = ZM

— (s 4 1)k+1

k+a—1
G Z f(rglk+a—r—1+a)

-1

I
I[e
w /\

fr+a)glk—r—1+a)
(s + 1)k+1

I
WE

£
Il
—

r=0

fr—=14+a)g(k—7r+a)
(s 4 1)k+1

I
NE
M?T‘

1

i

1r

dir. Seriler i¢in Cauchy ¢arpimi kullanilarak

g(l—r+a+(r—1)) fl—1+a
Lo{f*g}(s) = Z (s + 1)l-r+1+0-1) Z
1 J—

B Zgz+a—1 ifl—lJra
N (s+1)! & (s+1)
_ i g(l+a) i f(l+a)

— (s +1)F = (s + 1)1

= Lo {f}(5)La{g} ()

elde edilir.
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f:N, = R N € N olmak tizere N —1 < v < N olacak sekilde v > 0 olsun. f

fonksiyonunun v. basamaktan kesirli toplami ¢t € N, icin

t—v

AZUS(E) = % St — o(s)=Lf(s)

s=a

dir. Burada A_Vf operatorii {a +v — N,...,a +v — 1} kiimesi tizerinde N tane
baglangic sifirina sahiptir. Benzer olarak, f fonksiyonunun v. basamaktan kesirli
farki t € N, y_, igin

ALF(t) = AVA T f(1)

dir. Teorem 2.3 te bu tanimin ¢ € N, y_, icin

t+v
Mgy | TR o)) N -1<o <N
AN f(t) W= N

tanimina denk oldugu gosterilmistir.

Uyar: 3.2. N € Ny icin

LA f) (5) = EeIH) (3.11)
LAV P} (5) = LA} (5) = Y AV fla) (312
dir.

Lemma 3.6. f: N, — R fonksiyonu r > 0 tistel basamakli ve v > 0 verilmig olsun.
Bu durumda, € > 0 igin AV f ve AUf operatorleri r + € iistel basamaklhidir (Holm
2011c).

Ispat: f, r iistel basamakl oldugundan,
t>Ticin |f(t)] < Ar'
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olacak gekilde bir A > 0 ve T' € N, vardur.

Once AV f toplamimin {istel basamagin inceleyelim. € > 0 belirli olsun ve t € N,

olmak tizere t — v > T + 2 alalim. Bu durumda

o] = SR+ Y S

(3.13)

IN
N
~
|
Q
—
»
SN—
N~—
<
L
=
—~
»
=
_|_
~
|
<
—~
~
|
Q
—~
»
~
~
<
L
>
=
»

S (—o()=t, . A T-s)

2 T() Art = F(U)Z;F(t—s—v—l—l)r
A t—uv t—v—1

= W<F(U)T +T(v+ )r

SR Gt B

* Z; T(i—s—0o+1) )

s=T

A vy, A AT Tt-s-T) 5
= —U<1+—>7’+

r r I(v) <= Tlt-s-T-v+1)
I

rY r

A t—v—T-2

— t—T—-s—-1).(t—T—-s—N+1)r’

gy O - Tos DT s Nty

A vy , AN i

2 (4 _> s
< r”( +7" n ['(v) "

yazilabilir. Burada r € (0, 1] ise yeterince biiyiik ¢t € N,,, i¢in

A

Sl A vy AN
2y A S ) )

r
%(1—1—;)—1—%)#

—(r+e)

IN

IA
N =/
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dir. Benzer gekilde, r € (1, 0c0) ise yeterince biiyiik ¢ € N, i¢cin

— (t —o(s))=L | A AtN-1 t—v-T—2
z; T'(0) ——Ar* < 7“_”(1+ )T—I— T(0) (t—v—-T—-1)r
A v AtN-1
1 _ t
< (7’”( +r>+ ['(v) )T
1
< 2(7“—|—e)

dir.

Benzer iglemler yapilarak (3.13) ifadesinin ikinci toplaminin, ¢ > 7"+ v olmak iizere

yeterince biiyiik t € N, , i¢in

<« (t —o(s)=2 < lF6)IY v .
; o) 1f(s)] < (Z Fv)>t <§(r+e)

esitsizligini sagladigl gosterilebilir.
Yukaridaki iki adim birlegtirerek, her t € N, i¢in ¢t > T, > T + v 4 2 olmak iizere
A ()] < (r+e)f

olacak gekilde bir 7. € N,, nin varhgi goriiliir. Diger bir deyisle, her ¢ > 0 igin

A7V f operatorii r + € iistel basamakhdir.

Simdi AYf = ANA, (=) f kesirli farkina donelim. Ispatm ilk kismindan, ¢ >
0 igin A (N=v) f kesirli toplamimin A = 1 sabiti ile r + ¢ iistel basamakli oldugu
bilinmektedir. Boylece, her t € N, y_, i¢cin ¢t > T, > T + N — v + 2 olmak iizere

AT O] < (r +€)f

olacak sekilde bir T, € N, y_, vardir.
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t > T. olmak {iizere her t € N, x_, icin

|Af@)] = }ANA‘(N‘”W)\
— Z ( )A N=f(t + N — k)
< Z( ) AN f(t+ N — k)|
<

kXN; <]Z> (r+ e)N’“> (r+e)

elde edilir. Buradan, Al f kesirli farkinin da her € > 0 i¢in r + € iistel basamakl

oldugu sonucu elde edilir.

Sonug 3.3. f: N, — R fonksiyonu r > 0 iistel basamakli, N —1 < v < N olmak

tizere v > 0 verilmis olsun. Bu durumda, s € C\B_;(r) i¢in

£a+v—N {A;vf} (5) ve ‘Ca-i-N—v {AZf} (3)

mevcuttur.

Teorem 3.6. f : N, — R fonksiyonu r > 1 iistel basamakli ve N —1 < v < N

olmak tizere v > 0 verilmis olsun. Bu durumda, s € C\B_;(r) i¢in

£a+v {Agvf} (S)

= ) (3.14)

ve

)

Lavo-n{A7°f} (5) E {/}(s) (3.15)

dir (Holm 2011c).

Ispat: f,r,v ve N teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. f fonksiyonunun, r > 1
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iistel basamakli kabul edilmesine karsin
f, € (0,1) iistel basamakhdir = f, 1 iistel basamakhidir

olduguna dikkat ediniz.

(3.14) ile (3.15) ifadeleri arasindaki iligkiyi gérmek icin énce Lemma 3.2 uygu-
lanacaktir. A_Yf kesirli toplaminin N tane sifir1 da hesaplamaya dahil edilerek,

(3.5) oteleme formiiliiniin kullanilmasiyla her s € C\B_;(r) igin

—v . ]- —v S —N_lA;Uf(k+a+U_N)
£a+v—N {Aa f} (S) = —(S n 1)N£a+v {Aa f} ( ) ; (S + 1)k+1
1 —v
= mﬁaﬂ {Aa f} (s)

bulunur. Ayrica, Tamm 2.5, (3.9), (3.10) ve r > 1 i¢in (3.8) esitlikleri kullamlarak

o0

Lor {D7'f}(5) = ZA“Z(ff)ﬁJ”)
8 1 B (k+a+tv—o(r)? .
= L T(0) fr)
— Z s—i—lk“Zf W((k+a)—r+a,a—(v—1))
S (frheala— = 1)(k+a)
k:O (s + 1)+
= Lo{f*hy1(,a—(v—1))}(s)
= (s+1)La{f}(8)La{ho-1(;a— (v —1))}(s)
= e
= D )

sY

elde edilir. Boylece (3.14) esitligi ispatlanir. Son olarak s € C\B_,(r) icin

Loto—nN {A;Uf} (s) = !

= mﬁaﬂ {A;Uf} (s)
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(3+1)

GRS {f}(s)

den (3.15) esitligi elde edilir.

Uyar: 3.3. (3.15)’de v = N oldugunda, iyi bilinen (3.11) formiiliiniin elde edildigine
dikkat ediniz. Benzer bir genisletme bir kesirli farkin Laplace doéniigiimii i¢in de

gecerlidir.

Teorem 3.7. f : N, — R fonksiyonu r > 1 iistel basamakli ve N —1 < v < N

olmak iizere v > 0 verilmis olsun. Bu durumda, s € C\B_;(r) i¢in

=

-1

mﬁa {f} (S) SJAv 1= ]f(CL + N — ’U)

v

‘CaJerv {A;vf} (5)

<.
Il
o

(3.16)

dir (Holm 2011c).

Ispat: f,r,v ve N teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. v = N oldugunda, (3.16)
ifadesinin iyi bilinen (3.12) ifadesine denk olduguna dikkat ediniz. 0 < N —v < 1

oldugundan

Lon o {8 F}(s) = Lapno {AVATTI 1} (s)
= s Lon o (AN (5)

N—-1
=D SANTTHIATNT (g 4+ N - v)
7=0
= T )
N-1
= SANTIATNT) (g 4+ N - v)
e
T (s 1N Lo {f}(s)— ;S"Aa "fla+ N —v)

elde edilir.
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Uyar1 3.4. Teorem 3.6 ve 3.7'nin benzer kabulleri altinda, s € C\B_,(r) icin

E(a«#va)Jerv {AZ_H;—NA(;UJC} (8)

- L: {Aa+v N( ;vf)}(s)
5"Lotv—N {Aavf} (8)
(o1

—Zsmg; AT f((a+v—N)+ N —v)

_ s¥ (s+1)0¥ — o A=G+1)
(s +1)v=N { o KLalf}s ] = B
= ‘Ca {f} (S)

dir.

Ornek 3.2. t € N5, icin f(t) = (t — 5)T = I'(m 4 1)h.(t,5) olsun. Uyari 3.1 ve
(3.8)’den, s € C\B_,(r) icin

(s+1)7
87r+1

Lspr {f}(5) =T +1)Lssr {hr(,5)} (s) =T(m + 1)

elde edilir. Ayrica, s € C\B_;(1) i¢in (3.15) ifadesinden

Cooee (B350} o) = CED (v )

(S + 1>7T+€73
S7r+e+1

= I(r+1)
bulunur.Bu durumda

£8+7r—e {Ag+7rf} (S)

= (o 0 (N D) - A 4 -0

7=0

R e

sT—etl = r—e+j+2)

T4 1) ((sj::_)e;ew B (3+7r—e)2(2—|—7r—e) —(3+7T—e)3—52>
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elde edilir.

Uyar1 3.5. Simdi Teorem 3.8’deki kuvvet kuralini ispatlamak i¢in, s € C\B_1(1)
icin sag ve sol tarafin Laplace doniigiimlerinin egit oldugu gosterilecektir. Bu Laplace
dontigiimleri i¢in dogru yakinsaklik kiimesinin neden C\B_;(1) oldugunu gérmek

icin Uyar1 3.1 ve Lemma 3.6 kullanilirsa, her ¢ > 0 igin (¢t — a)®, 1 + € {istel

—v

atu(t —a)t, 1+ 2e¢ iistel basamakhdir sonucu elde edilir.

basamaklidir ve boylece A

Lospro {A0, 0 —a)} ve Loy, {(t — a)} doniigiimlerinin s € C\B_;(1) i¢in mev-

cut oldugunu gostermek icin Sonug 3.3’te verilene 6zdes bir argiiman uygulanabilir.

Teorem 3.8. v, ;1 > 0 olsun. Bu durumda ¢ € Ny ,4, icin

dir (Holm 2011c).

Ispat: Uyari 3.4, (3.14) ve (3.8) den s € C\B_(1) icin

Lo {0700~ a2} () = CE 20— apy ()
- - _;_vl)vr(# + 1) Larp{hul,a)} (s)

(s +1)" (s+ D"
o Tt ) —m

(S + 1)M+v
S,U4+’U+1

= T(p+DLatpto {Hpto(,a)} (5)
I'(p+1)

— Lo o= b

elde edilir. (3.4)'ten ¢t € Ny 4, icin

= I(p+1)

I(p+1)

A_U (t— CL)&: m

a+p (t - a)M

bulunur.
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Teorem 3.9. f : N, — R fonksiyonu r > 0 iistel basamakli ve v, > 0 olsun. Bu

durumda ¢ € Ny 4, icin

A AMT(E) = A1 f() = A, A f (1)

a+p

dir (Holm 2011c).

Ispat: f,r, ;u ve v teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. Sonuc 3.3’ten

Larpro {BA Y Larpu {AF ) Latwin {A;(”Jr“)f}

doniigiimleri C\B_;(r) de mevcuttur. Boylece, s € C\B_;(r) icin (3.14) ifadesinin

uygulanmasiyla
—o A- (s+1)" -
£G+H+U {Aa+uAa Mf} (8) = SV ‘CGJFM {Aa #f} (8)
= B D (30
(s 4 1)vt#

= sv—+u£“ {f}(s)
= Lat(orm 18 f} (5)
= Lotvin {Agviﬂf} (s)

yazilabilir. Laplace doniigiimiiniin bire bir olma 6zelliginden

AGAM () = A1) = ALAf (1)

a+p

elde edilir.
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4. BASLANGIC DEGER PROBLEMi

v. basamaktan bir kesirli baglangi¢ deger problemini tam olarak ¢6zebilmek igin

Boliim 2’de geligtirilen yontemlere ihtiyacimiz vardir.

Teorem 4.1. f : N, - Rve N -1 < v < N olmak iizere v > 0 olsun. wv.

basamaktan

Agyo-ny(t) = (1), t €N, (4.1)

kesirli fark denklemini ve

AZ%»vay(t) = f(t)7 te Na

. (4.2)
Ayla+v—N)=A4;, i€{0,1,..,.N—-1}, A, €R
baglangi¢ deger problemini ele alahm. (4.1) fark denkleminin genel ¢oziimii
N—-1
y(t) = ai<t - G)M + A;vf(t>a te Na+va (43)
i=0

dir. Burada {ai}fi_ol ler N tane reel sayidir. Ayrica, (4.2) baglangic deger proble-

minin ¢dziimii ¢ € {0,1,..., N — 1} i¢in

belirli sabitleri ile (4.3) ifadesidir (Holm 2011b).

N-1 C

Ispat: f ve v teoremin ifadesinde verildigi gibi olsun. Keyfi, ancak belirli {o o C

R sabitleri i¢in, y : Ny 1,y — R
N-1

y(t) =Y it —a) =N+ ALV f(t)

1=

tanimlansin.
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Burada kesirli toplamin tanim kiimesi A" f operatoriiniin Uyar1 2.3’te anlatilan

N tane sifinn dahil ederek N,,, kiimesinden daha genis olan N,,, n kiimesine

genisletilmistir.
t € N, icin
N-1
Ayony(t) = Agpyn Zaz —a) = A1)
N-1
= Z Q; Aa—l—v N(t - a)H—U = + Aa—l—v N ;Uf<t)
i=0

oldugu goriiliir. Tanim 2.7’den

t+v
1

Al (= a) =t = T(—0) Z (t —o(s))2L(s — a)FN
s—a+v—N

t+v
1

— NEm Z (t — o(s))==L(s — a)Fv=L

s=a+v—N+1i
= AV, nt—a)F N ie{0,1,..,N -1}

t+v
A WA = fzéa- S (- o)A (s)
1 t+v I
= F(—’U) S;y(t - O(S)) Aa f(S)
= ALLAT()

elde edilir. Boylece, (2.14) kuvvet kurali ve Teorem 2.9 uygulanarak

N—

AU-‘,—U Ny(t) = Z a+z+v N t_a)H_v N+Aa+v ;Uf(t)
N—
—N+1 ,
= MmN e e

pr I'i—N+1)

bulunur.
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Simdi, (4.1) fark denkleminin her ¢oziimiiniin y formunda olmas: gerektigini gostere-

lim. 2z : N,,_n — R fonksiyonu (4.1) denkleminin bir ¢tziimii olsun. Bu durumda

ALy, walt) = f(t), tEN,
= A_UAU-H; Nz(t) _vf( ) te Na-l-v—N

z (N—v) (CL)
A° a—l—v N t— Vitv—N __ AU f(t
= a+v— ]\7’Z FZ+U—N+1>( a/ af()
N-1 z—i—v N
a+v Nz(a’) i+v—N —v
t—a)—+ A t 4.4
;FZ+U_N+1)< W= AT () (4.4)

elde edilir. z fonksiyonu (4.3) ifadesi ile ayn1 formda oldugundan ¢t € N,,,_y i¢in
y(t) = ) au(t — )™= + ATV f(t)
fonksiyonunun (4.1) denkleminin genel ¢ziimii oldugu sonucu elde edilir.

(2.13) den {a;}2 ;" C R sabitleri i € {0,1,..., N — 1} icin

A Ny(a)
Li+v—N+1)

o; =

seklindedir. Ancak uygunluk icin, her «; sabiti {Ap};vz_ol cinsinden yazilmalidir.

v

Diger bir deyisle, her A“jrv “Ny(a) kesirli baglangic kosulunu tamsay1 basamak-

tan {APy(a+v — N) }p=0 baglangi¢ kogulu cinsinden yazmamiz gerekmektedir. Bu

isleme gecmeden 6nce m € Ny icin

ote+m) =S () atgto ®
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formiiliinii hatirlayalim. (4.5) ve (2.9)’dan

A Ny(a) = S (1)

k=0 p=0
i 1—p . .
_ Z(—l)’“(”“l{_N)(Z_k)Ap
p=0 k=0 p
i 1—p . - - I
_ Z (—1)" l.j(z—H) N+1) ‘.(z k)! ar
et IF'i+v—N—-k+1)pl(i—k—p)!
= I'li+v—-N+1)
7 i—p . k - 3 s ‘
8 ( P (i Fl(; 1k+1) N E‘k' : p>'k'Ap
pardrer (i—k+1+v—N)pkl(i —p—Fk)!
i 1—p k
— (_1) N—v[? t p P
= Tli+v-N+1)) Y (=) i A

bulunur. Béylece i € {0,1,..., N — 1} igin

=S (S () (7))

p=0

dir.

(4.2) baglangig deger problemi kisitlama ve bilgi kaybi olmaksizin direkt olarak

¢ozildiigiinden bu ¢oziim tektir.

Uyar:1 4.1. {ai}é\gl sabitlerini elle hesaplamak olduk¢a zordur. Bununla be-
raber, daha diisiik basamaktan problemler ¢oziiliirken, birkac «; sabiti i¢in agagidaki

ifadeler kullanilabilir.

g:Ng — R, g(t) :=t¥=2
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fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda ilk bes «; sabiti

Qg = Q(O)Ao,
ap = 9(1)A1 - (9(0) - 9(1))140,
or = 124, (1) - @), + LOZ2DTIR)
ny — @Ag ) ; 9(3)A2 N g(1) — 292(2) Jrg(3)A1
~9(0) = 39(1) +39(2) — g(3) A
6 )
) 9(3) — g(4) 9(2) —2g9(3) + g(4)
gy = ﬂAZl — 6 Ag + 4 AQ
~g(1) —39(2) +39(3) — 9(4)A1
2
+g(0) —49(1) +69(2) — 49(3) + 9(4) ,
24 0
seklindedir.

Uyar: 4.2. (4.2) baglangig deger probleminde v = N oldugunda

AVy(t) = f(t) , teN,
A'y(a) = A; ,1€{0,1,..,.N -1}, A, eR

tamsay1 basamaktan baslangi¢ deger problemi elde edilir. Bu durumda, Teorem

4.1°de verilen c¢oziim tamsay1 basamaktan baslangic deger probleminin ¢ € N, i¢in

SEO0)
Z =) ZZj(—l)’“ ( ;p)] (6= )+ 2.5
= N;lé%t—wwi+—AaNf@) (4.6)

7!

2
L

y(t) =

(t—a)~+ AN f(t)

™

F

I
i ng

Il
o

i

¢oziimiine indirgenir.
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g(_l)k(¢;p> _J O imp>0

1 ,i—p=0
sonucundan (4.3) ¢oztimiinden daha basit olan (4.6) ¢ziimii elde edilmistir. (4.6)

¢oziimiindeki ifadeler y fonksiyonu cinsinden yazilmak istenirse

(t = a)=+ AN ANy(t)

y(t) = T

~

elde edilir. Bu y : N, — R fonksiyonlar1 i¢in Taylor Teoreminin ayrik analizdeki

versiyonunu saglar. Daha ¢zel olarak, N — oo iken

ATNANy(t) = ﬁ i(t — () X=LANy(s) — 0

oldugundan t € N, icin

TOEDS Aiy:,(a) (t — ) (4.7)

yazilabilir.

Ayrica, t € N, ve m € Ny igin ¢ = a + m olsun. Bu durumda (4.5) den (4.7) ifadesi

y(t) = yla+m) = Z N?:fa)mi = <m> Ay(a)

: ?
=0
esitligine doniistir.
Ornek 4.1.

AQ—’S,3?J@) =t te Ny

(4.8)
y(—0,3) =2, Ay(-0,3) =3, A%y(-0,3) =5

baglangic deger problemini ele alalim. Teorem 4.1’den

a=0,v=27 N=3, f(t)=12
AOZQ, A1:3, A2:5
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dir. O halde (4.8), (4.2)’nin bir 6zel durumudur. Buradan, (4.8) baglangig deger

probleminin ¢oziimii

y(t) = Z it — G)M + AL f(t), t € Noyyn

= Oéz<t - a)i—O,S + A62’7t2, te N_O’g

ile verilir. Burada Uyar1 4.1 kullamlarak «; sabitleri

Qo = O%a
o = 1%/11 — (O% — 1%)140,

203 003 — 9,103 4 203
Qo = TAQ — (1% — 2%)/11 + B + AO

= ap~ 1,541, a; ~ 3,962, ay ~ 3,684

seklinde yazilabilir. Son olarak, (2.13) kural kullamlarak ve 02 = 12 = 0 oldugu goz

Oniine alinarak

AT = AP
L) ar

I'(5,7)
0,0276t%"

Q

seklindedir. O halde, (4.8) baslangig¢ deger probleminin tek ¢oziimii
y(t) =~ 1, 541423 + 396227 + 3, 68417 + 0,0276t27 t € N_g 5

dir.

Uyar1 4.3. Laplace doniisiimiiniin en énemli uygulamas: agagidaki Teorem 4.2’de
verilmigtir. Teorem 4.2’de Ayrik Kesirli Laplace doniisiim metodu ile ¢oziilen (4.9)
probleminin Teorem 4.1’de kesirli birlesim kurallari ile ¢oziilen (4.2) baglangic deger

problemine denk olduguna dikkat edilmelidir.
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Teorem 4.2. f : N, — R fonksiyonu r > 1 iistel basamakh ve N —1 < v < N

olmak iizere v > 0 olsun.

Az+v—Ny(t) = f(t) ) te Na

‘ (19)
Ayla+v—N)=A4;, ,i€{0,1,...N—1}; A, eR

kesirli baglangic deger probleminin tek c¢oziimii ¢t € N, ., icin

y(t) = ) ou(t — )=+ A f(t)

dir. Burada ¢ € {0,1,..., N — 1} igin

53 a0

p=0 k=0

seklindedir (Holm 2011c).

Ispat: (4.9) problemi Teorem 4.1’de kesirli birlesim kurallar: kullanilarak ¢oziildiigii
icin burada sadece Laplace doniisiim metodunu iceren kismin ispati verilecektir.
f fonksiyonu r iistel basamaklh oldugundan Lemma 3.1’den £, {f} doniigiimiiniin
C\B_;(r) iizerinde mevcut oldugu bilinmektedir. (4.9) baslangic deger proble-
mindeki kesirli fark denkleminin her iki tarafina Laplace Doniigiimiiniin uygulan-

mastyla, s € C\B_;(r) icin (3.16) kullamlarak

LA, wo)} (5) = Lo {F}(5)

8" Lato-n{y} (5) ply J g1
(s+—|— N jzo sTAL T vy(a) = Lo {f}(s)

+ Lo i) = TR s +st ;+§+Ny<>

elde edilir.
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(3.15)’den agikar olarak

Lo{f}(s) _ o
W — La-l—v—N {Aa f} (S>

elde edilir.

Ayrica, (3.8) ifadesi ve (3.5) 6teleme formiiliiniin kullanilmasiyla her

j€40,1,...,N — 1} i¢in

1 1 (s+ 1)v=i-1
sv=i(s + 1)N-v (s + 1)N=i—1 sv=J
1

= m a+v j— 1{hv —j— 1( a)}(s)

= L:a—i—v N{hv —J— 1( CL)} (8)
" by a(k+v+v—N,a)
k=0 (S+1>k+1

= La.g.U_N {hv—j—l('7 CL)} (S)

bulunur. Giinki, k& € {0,1,...,N — j — 2} igin

(k+v— N)»==L

hy_j_1(k+v+v—N,a) =

INCE)
B I'(k+v—N)
- Tw= )Lk —(N=-j-1))

= 0
dir.
Bu iki adim birlikte ele alinarak, s € C\B_,(r) i¢in

Lopo-n{y}(s) = Lato- N{A_”f}

+ Z AN (@ Laruon {huja (@)} (5)

= Lotv-n {Z Av vy he_joi(a) + A;”f} (s)

J=0
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bulunur.

Lemma 3.2’den Laplace doniisiimiiniin bire bir oldugu bilindiginden ¢t € N, ,,_ y i¢in

N-1
y(t) = > A ny(@heja(ta) + A7 f ()
7=0
N—-1 v 1
A +J ~y(a ) i

_ a+v— t—av_J_l—i—A;”ft

Y Ty () (1

N-—1

A Ny(a) iHo-N | A

-3 (F(z+v—N+1) (t—a) +AZUF(D)

oldugu goriiliir. Teorem 4.1’in ispatinda, i € {0,1,..., N — 1} igin
Az+v Ny( ) - i i — D '
at+v—N N—v i

A — N

F'i+v—N+1) s (p)( k > ylatv )

oldugu gosterildigi icin ispat tamamlanmis olur.

Ornek 4.2. 7. basamaktan

AT_gt) =72

(4.10)
y(r —4) =2, Ay(mr —4) =3, A?y(r —4) =5, Ady(mr—4)=7

kesirli problemini ele alalim.
Teorem 4.2’den

a=0, v=m, N=4, f(t)=n"2
A[):Q, A1:3, A2:5, A3:7

dir. Dolayisiyla (4.10) problemi, (4.9) probleminin 6zel bir durumudur.

Ayrik Laplace doniigiim metodu ve (2.13) kuvvet kurali uygulanir ve 02 = 12 = 0
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oldugu goz oniine alinirsa

3
1=0
3
_ Zait1+7r—4+A2—7r(ﬂ_4tg>
1=0

0,303t7=% + 5, 040t==2 + 6, 977t™=2 4 4, 876¢==L + 3, 2727 +2

Q

bulunur. Yukaridaki son adimda i € {0,1,2,3} icin

SR e () ()

p

dir.
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5. SINIR DEGER PROBLEMIi

Bir smir deger problemi ele aldigimizda onunla ilgili olarak Green fonksiyonunun
verilmesi 6nemlidir. Aslinda, Green fonksiyonunun elde edilmesi, oldukca eskilere
dayamir. Bununla ilgili olarak Ingiliz matematikci George Green 1830’larda genel
stratejiyi gelistirdi. Daha sonralar1 da pek ¢ok matematik¢i bu konu ile ilgilen-
mistir. Bu boliimde, Green’in yontemini bir kesirli sag sinir koguluna sahip, lineer
olmayan bir (IV —1, 1) ayrik kesirli simir deger problemine uygulayacagiz. Bir pozitif
¢oziimiin varligim gostermek icin Green fonksiyonu bize Krasnoselski Teoremi ve

Banach Daralma Teoremini uygulamamizi saglar.

Bu béliimde lineer olmayan, (N — 1, 1)

=AY _yyt) = ftyt+v—-1)) , t€{0,...,0+ M}
Aly(v — N) =0 ,ie{0,..,N—2} (5.1)
AV yyb+M4v—p)=0

kesirli sinir deger problemi ele alinacaktir. Burada

i) N—1<v <N, N €N olmak iizere v > 2 dir.

i) M —1<pu<M, M €N olmak iizere 1 < p < v dir.

i17) b € N dur.

iv) y > 0igin f:{0,...,b + M}xR — R siirekli, negatif olmayandir.

(5.1) problemindeki fonksiyonlarm tanim kiimeleri

D{AY_yy} ={0,...,b+ M},
D{y}={v—N,...b+ M+ v}

D{Ay} ={v—N,...b+M+v—i}, i€{0,..,N—2},
D{AY vy} ={v—-N+M—p,...b+M+v—pu}.

seklindedir.
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(5.1) problemindeki bilinmeyen fonksiyon

y:{v—N,..b+M+v} —>R

formuna sahiptir.

Uyari 5.1. Onceki boliimlerde verilen tanim ve kurallara ek olarak genellestirilmis

azalan fonksiyonunun ¢alismalarimizda kullanilacak iki 6zelligi

a € Rverilsin, t > maks{—1,a — 1} icin t — t* pozitiftir. (5.2)
a > 0 verilsin, t > a — 1 igin ¢ — t* artandir. (5.3)
seklindedir.

Lineer olmayan f(¢,y) terimi y’ye bagh olmasin. Daha sonra lineer

—A ny(t) = h(t)  tef0,...b+ M}
Ay(v = N) =0 ,ie{0,..,N—2} (5.4)
A y(b+M+v—p)=0

siir deger problemini ¢ozerek (5.1) problemi i¢in Green fonksiyonu elde edelim.

Teorem 4.1’de elde edildigi gibi, (5.4) problemindeki kesirli fark denkleminin ¢tziimii
a; € Rvete{v—N,...b+ M + v} olmak iizere

N-1
y(t) = at™=N — AJUh(t)
i=0
seklindedir.
N — 1 tane

Aly(v—N) =0, i € {0,..., N — 2}
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sol siir sartinin uygulanmasiyla

ywv—N)=ylv—-N+1)=..=ylv—-2)=0

bulunur. Ayrica, her k£ € {0, ..., N — 2} i¢in

t—v
A3"h(v =N +k) = (% St - o<s>>v-1h<s>)
(U) s=0 t=v—N+k
1 Nk
= v—N+k—o(s)=th(s
T (5))*=h(s)
= 0
oldugundan
0 = ylv—N+k)
N—1
= ) ai(v— N+ k=~ AGh(v — N + k)
=0
_ Nz_: (v — N +k+1)
B —i+1)

i U—N+k+1)

= —

elde edilir. {a,} _0 icin yukaridaki N — 1 denklemli sistem ¢oziilerek

0402041:...2041\[_2:0

elde edilir. Boylece, (5.4) probleminin genel ¢oziimii

y(t) = ay 1t — Ay h(t)
dir.

Simdi,
A yyb+M+v—p)=0
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sag sinir kogulu uygulanir, (2.14) ve Teorem 2.9 kullamilarak ay_; igin ¢oziiliirse

AL yy(t) = ay_ ALt =AY UATUR(t)

= ay_ A 17— APAGUR(T)
I'(v)
I'(v—p)

te=me  ARTUR(t),

= OpN-1

= 0=A0 yy(b+M+v—p)
['(v) - —
:aN_1m(b+M+v—u)ﬂ—Ag h(b+ M +v — p)
T(v—p) Ay "h(b+ M +v — p)
L(v)  (b+M+v—p)==t

= QN_1 =

bulunur. (5.2) den (b+ M + v — p)*=2=£ > 0 olduguna dikkat ediniz. Boylece (5.4)

probleminin her ¢oziimii

_ D= AT h(b+M4v—p) oy oy
yt) = Do) G+ Myo—p’ 5o ()

1 t+pu—v et tg
T T() ( ; (t — 0(8))h(8)> — (b+ M+ v — p)e=t=t
1 t—v o
RICP=S
. 1 b+M(b+M+U—,M—O'(5)U'LLID_1
- T(v) Z (b+ M + v — p)r=rt t="h(s)
- 1 <= (b+M—i—’U—M—03)”—u—1 1 o)y .
W) { ot = () )
1 b+M (b_i_]w_i_v_u_o_(s)vu1E .
F(U)stm{ (b+ M + v — p)o=p1 }h()
= ) G(t,s)h(s)
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seklindedir. Burada

(

b+ MA4v—p—o(s))V=H=1 o v—
( +(b+t\4+5—u)(7”)_)“_1 =t = (t = o(s)=

(oM tv—p—o(s) ==y 1
¢ (b+M+v—p)t=r=1

G(t, s)

\

i 0<s<t—v<b+ M
I'(v) 0<t—v+1<s<b+M

0 cte{v—N,.,v—=2}, s€{0,...0+ M}

ile verilen G : {v = N,...,b+ M + v}x{0,...,b+ M} — R fonksiyonu (5.1) ve (5.4)

problemlerinin ilgili homojen problemi i¢in Green fonksiyonudur.

Kisaca lineer olmayan (5.1) problemi i¢in uygun bir G(¢,s) Green fonksiyonu bu-

lunmugtur ve (5.4) lineer probleminin tek ¢oziimiiniin
b+M
y(t) =Y G(t,s)h(s), t € {v—N,..,b+M+v}

s=0

oldugu gosterilmistir.

Simdi bu Green fonksiyonunun ii¢ 6nemli 6zelligini verelim.

Lemma 5.1. (5.1) probleminin G(¢,s) Green fonksiyonu her sy € {0,....,b+ M}

icin

min G(t,s0) >0
te{v—1,....b4+M+v}

k G(t, s0) = G(b+ M
tE{v—%:L-?,beﬂ} (, 50) (b4 M + v, s0)

min G(t, sg) > 7. maks G(t, s
te{a+M+v—1,...b+M+v—1} ( O)_Wte{va ,,,,, b+M+v} ( 0)

ozelliklerine sahiptir. Burada 0 < 7 < 1sabiti so dan bagimsizve a := [2(b+ M)| dur

(Holm 2011a).
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Ispat: Kolaylik olmasi bakimmdan, Green fonksiyonunun iki bilesenini

Gi(t,s) = = & Jr(;\{LJJFWUJ:U M)E,S),Bvl - 175@ — (t—o(s))2,
Golts) : = (bjt(;\itwi;iv_ﬂ)(vslvlu 11&”;
olarak tanmimlayalim.
Her s € {0, ...,b+ M} igin (5.2)’den
Glo—1,50) = b+M+v—p —J(SOZ)”l p=l -0

(b+M+v—p)?

dir. O halde, (5.5) ve (5.6) ifadelerinin saglandigini gostermek igin
hert € {v—N,..,b+ M + v — 1} igin

AG(t,s) >0 (5.8)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amacla, ispatin geri kalani icin belirli bir sy €

{0,...,b+ M} alalm. (5.8) ifadesi agagidaki beg durumla gosterilecektir.
i)t € {v—N,..,v—3}i¢in (v =N ise bu adim gerekli degildir.)
ANG(t,s) =Gt +1,50) —G(t,s0) =0—0=0

elde edilir.
i1) t = v — 2 igin, (5.2) kullanilarak

NG(t,s) = Go(v—1,8)—0
1 (b+M+v—p—a(sy)) = v-1
- I'(v) (b+ M+ v — p)r=r=t (v=1)=
(b+ M +v—p—o(sy))=t=L
(b+ M +v— p)=r=t
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elde edilir.

iti) t € {v—1,...,v+ 50— 2} igin, (5.2) kullamilarak ve ¢ > maks{—1,v — 3}

oldugundan
1 (b+M+v—p—o(se))==t |
NGt = AtY
G2, 50) T(v) (b+M+v—p)=tt
oy, v—pu—1
_ b+ M+v—p—o0(so)) (v — 1)r=2

P)(b+M +v— p)=t=t
> 0

elde edilir.
iv) t =v+ 59— 1 igin

F(?})AtG(t, So)

= G1(v+ 50,50) — G1(v + 50 — 1, 50)

b+M+v—p—o(sy))rl o o
- (b+M+v—u)(vOZ)1 (v+ 50)"=* — (v — 1)*=

(b+ M +v—p—o(s) == b1
- (b+ M +v— p)r=r=t (v+s0—1)

MM
a (b+ M +v— p)r=r=t (v +50) (v 50 —1)*=) = T'(v)
(b+ M +v—p— o(s)) =11

- (b+ M + v — )T (0 =D+ s —1)*=2) = T(v)
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dir. Buradan,

AtG(v—I—so—l 80) >0
(b+M+wv— (50))*= -
-1 —-1)=)-1>
< (b—I—M—i—v— )“’”1 ((U (Wt 0= 1) — 120
o (b+M+v—p—o(sg)) ==Lt (v + 59 — 1)e=2 .
(b+ M + v — p)r=rd Frv—1) —
o T+ M+v—pu—s)T(b+ M+ 2)T(v+ so) .

F'b+M—so+1D)I'(b+M+v—p+ 1)l (so+2)T(v—1) —
F'o+M+2) T'b+M+v—p—s9)l'(v+s) 1
Fb+M—so+1) T(b+M+v—p+1) T(v—1) (so+1)! —
[0+ M+1)..(b+ M —so+ Dll(vtso—1)..(0 = D] .

(b4+M+v—p)..b+M+v—p—so)(so+1)...1] —

- 18—()[( b+M+1—p v—1+50—p>>1
b+M+v—pu—p 14+sy—0p

b+M+1—p v—1+sy—p
b+M+v—p—p 1l4+s9—0p

b+M+1—-p S 1+so—p
b+M+v—pu—p  v—14+sy—p

< her pe {0,...,s} i¢in

> 1

< her pe {0,...,s} i¢in

bulunur. Ayrica, v > 2 ve maks{so} = b+ M oldugundan yukaridaki esitsizlik

b+M+1—-p S 1+b0+M—p
b+M+v—p—p  v—14+b+M—p
S v—14+4b+M—-p>b+M+v—p—p

< her p € {0,...,s0} icin

S pu>1

elde edilir. Kabulden bu dogrudur. Boylece A;G(v + so — 1, 59) > 0 dir.

v)t € {v+sg,....,b+ M +v— 1} igin, t = v + s¢ + k olacak sekilde
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ke€{0,...b+ M — sy — 1} olsun. Bu durumda

AtG(t, 80) Z 0

= F(U)AtGl(t,So) >0
(b+ M +v—p—o0(s0))" = | o o1

& (b—i—M—i—v— P At = Ayt —0(s50))=>0
(b+ M +v—p—o(s0)) = = 02

& (b+M+v— )v,ul (v—=1t >(@w—1)(t—0c(s0))
(b+M+v—p—0(s0) = v b2

< (b+M+v— M)Lufl i > (t = a(s0))—

- Lo+ M+v—p—s0)0(b+M+2)L(t+1) - [(t — so)
Fo+M—so+1)I'b+M4v—p+1)It—v+3) ~ I'(t—s0—v+2)

o Fb+M+v—p—so)l'(b+ M+ 2) S I'(t—v+3)[(t — sp)

Fb+M—-so+1)I'0+M+v—p+1) ~T(t—so—v+2)I(t+1)

o b+M+1)..0+M—50+1) >(t—v—|—2)...(t—v—30+2)
b+M+v—p)..(b+M+v—p—sy) — (t)...(t — s0)

- b+M+1)..(b+M—50+1) >(so+k+2)...(k+2)
b+M+v—p)..(b+M+v—pu—3s9) — (so+k+0v)..(k+v)

dir. v > 2 ve maks{k} =b+ M — sp — 1 oldugundan yukaridaki esitsizlikten

(b+M+1)e(b+ M — so+1)
b+M+v—p)..(b+M+v—p—s)
(b+M+1)...b+M+1—sp)
(b+M—14)...(b+M -5y —14v)

< (b+M—1+4)...(b+M—5—1+0)

v

>b+M+v—p)..(b+M+v—p—sg)

S p>1

bulunur. Kabulden bu dogrudur.

Yukaridaki beg durum goz oniine alinirsa her sq € {0,...,b + M} ve
te{v—N,..,b+M+v—1}icin

AtG(t, 50) Z 0

elde edilir. G(v —1,s¢) > 0 oldugundan, her sy € {0,...,b+ M} igin (5.5) ve (5.6)
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dan

i) {v—1,..,b+ M + v} iizerinde G(t,s9) >0,

it) {v—N,..,b+ M + v} iizerinde G(t, sg) azalmayan

oldugu kolaylikla goriiliir.

(5.7) ifadesinin ispat1 i¢in, @ lemmanin ifadesindeki gibi tanimlanmig olsun. (5.6)’dan

min G(t, so)
te{a+M+v—1,....b+M+v—1}

= Gla+M+v—1,5)
(b+M+v—p—o(sg))v=+=1 (CL +M+v—- 1)U_1

1 (b+MA4v—p)?=r=1 7 0< so < a+M—1
= —(a+M+v—1—o0(sg))=L

I'(v)
v—p—1
(b+é\;[:]\1141/:)—_i()ioi)zil“ (a + M Ty — 1)ﬂ , @ —+ M S So S b —+ M

yazilabilir. Ayrica, (5.6)’dan

= G(b+ M +v,s0)
o v—p—1
_ (b+(]bw++]\;+5_;(ffz)_l (b+ M +0)2"L — (b+ M + v — o(so))™"L
I'(b+ M +v—p—sg) L'+ M+ 2) b+ M+v+1)
rb+M—-so+1) T'O+M+v—p+1) b+ M+2)
b+ M+v—so)
F'b+ M —so+1)
Fb+M+v—p—s0) [ T(b+M+v+1) I'(b+M+wv—so)
T(b+M—so+1) |[To+M+v—p+1) Th+M+v—p—s)
= (b+M+v—p—0(s0) L0+ M+v)t—(b+M+v—0(sp))

= (b+M+v—p—o(s))L1P(s0)
elde edilir. Burada

Ps):=b+M+v)t—(b+M+v—o(s))t
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dir. p>0vewv—1>p—1oldugundan, t € {v—1,....,0+ M + v} icin (5.3)’ten
t2 fonksiyonu artandir. (b + M + v — o(s))2 fonksiyonu da azalandir. Buradan

s €{0,...,b+ M} i¢in P(s) artandir. Ayrica, (2.12)’den

PO) = b+M+v)t—0b+M+v—-1)~

= pb+M+v—1)L1L

I'(b+ M+ v)
MF(b—l—M+v—u—|—1)
=
> 1

oldugundan, her sy € {0,...,b+ M} i¢in
1 <P(0) <P(so) <P+ M)
dir. Boylece, her so € {0,...,b+ M} i¢in 0 < v < 1 sabiti iizerinde
te{a+M+uE111,i.?b+M+v—1}G(t’ %) 2 ”yte{viﬁr}?}ﬁMﬂ}G(t, %0)
olacak gekilde kogullar bulmak, her sy € {0,...,b+ M} icin 7 iizerinde
Gla+M+v—1,8)>vb+M+v—pu—o(s))=£=LP(s0) (5.9)
olacak sekilde kosullar bulmaya denktir.

Boyle bir ~ sabiti bulmak icin agagidaki iki durum ele alinacaktir.

1)spefa+M,.. b+ M} durumu:
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Bu durumda, (5.9) ifadesi

o v—p—1
(b+£/[++]\;+5_z)(502)1 (a4 M+v— 1)t
> (b + M + v — = o(s0)L2P(s0)
(a+M+v—1)1
(b+ M +v— p)=r=t
1 (a+M+ov-—1)2
(s0) (b+ M + v — p)r=r=t

(a+M+v—1)21
P+ M) b+ M+ v — p)=e=t

> vP(s0)

& 0y <
T=p

& 0<y <

seklinde olur. (5.2)’den, (a + M +v — 1)*=L ve (b+ M + v — pu)*=£=L fonksiyonlar1

pozitif oldugundan, istenilen kogul 0 < « < 1 olarak bulunur.
2) s0€40,....,a+ M —1} durumu:

Bu durumda, (5.9) ifadesi

(b+ M +v—p—o(sg))=t=t o1
(b7 M 1 o— s (a+M+v—-1)

—(a+ M +v—1—0(sg))=2

> y(b+ M +v — p—0o(s0))*L=P(s0)
Q(s0)
P(So)

& 0<y <L

seklinde olur. Buradaki Q fonksiyonu, s € {—1,0,...,a + M — 1} i¢in

(a+ M +v— 1)L (a+M+v—1—0(s))"

Q) =M o= WL (b M o= = (o))

dir. Green fonksiyonu i¢in s = —1 degeri tanim kiimesine alinmamasina rag-
men, Q fonksiyonunun {0, ...,a + M — 1} {izerinde pozitif ve artan oldugunu goster-

mek igin s = —1 noktasinda tamimlandigina dikkat ediniz. Q( — 1) = 0 ve s €
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{-1,0,....,a+ M — 1} i¢in

AQ(s)

= Qs +1) - Q(s)

(a+M+v—1—0(s))=L (a+M+v—1—0(s+1))=L
(b+M+v—p—o(s)==L (b+M+v—p—ofs+ 1))
FNa+M+v—-1—s) I'b+M+1-—5)

Fla+M—-s) TOhO+M+v—pu—s)
Fla+M+v—2—s5) I'(b+M —5s)

IF'la+M—-s—-1) I'b+M+v—p—1-—35)

dir. Bu denklemdeki tiim terimlerin s € {—1,0,...,a + M — 1} i¢in pozitif oldugu
dikkate alinarak

lFa+M+v—-—1—5s) T(b+M+1-2s)
F'la+M—-s) TO+M+v—pu—s)
Fla+M+v—-2-—s5) L'+ M —s)
F'a+M-—-s—-1) TO+M+v—p—1-35)
& b+M-—-s)a+M+v—-2—5)

AQ(s) > 0

>a+M—-s—1)b+M+v—pu—1-—23)

s (v=-1D0b-—a+1)+pula+M—-5)>0

elde edilir. Sol taraftaki her iki terim pozitif oldugundan bu 6nerme dogrudur.
Q(—1)=0vese {-1,0,...,a+ M —1} i¢gin Q(s) artan oldugundan 0 < v < 1
sabiti icin aranilan kogul

Q(0)
0<7§P(a+M—1)

dir.

Yukaridaki iki durum birlegtirilerek sq € {0, ...,b + M} igin

)< mm{ 1 (a+M+v—1)2=1 9(0) }

P+ M) b+ M+v—p)==L"Pla+ M —1)
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saglanacak sekildeki her hangi 0 < v < 1 se¢iminin

min G(t, sg) > maks G(t, s
te{a+M+v—1,...b+M+v—1} ( O)_,Yte{v—N ..... b+M+v} ( 0)

esitsizligini saglayacag gosterilmistir. (a+M+v—2)*=L, (b+M+v—pu—1)2=£=1 >0

ve P artan oldugundan, 0 < v < 1 sec¢imi i¢in daha basit fakat daha az kesin bir

gereksinmenin
Q(0)
0<y< ——~2—
T =P+ M)
olduguna dikkat ediniz.
Tanim 5.1. (B, ||.||) Banach uzaymi
= = k t
lolls = Nyl = _,, malks Jy(t)

normu ile birlikte

y:{v—N,..b+M+v} -R:iec{0,..,N—2} igin
Aylv —=N)=0ve A¥ yy(b+ M +v—p)=0

ile tanimlayalim.

Ayrica, tamamen siirekli 7' : B — B operatorii

b+M

Ty(t) == > G(t.s)f(s,y(s +v—1))

s=0

ile tanimlayalim (Holm 2011a).

Uyar: 5.2. Green fonksiyonunun o¢zelliklerinden 7' operatoriiniin her sabit nok-
tast (5.1) probleminin bir ¢oziimiidiir. 7" operatoriiniin sabit noktalarim ve (5.1)
probleminin c¢oziimlerinin varhgimi gostermek icin Krasnosel’skii ve Banach teo-
remleri uygulanacaktir. Banach teoreminin uygulanmasi (5.1) probleminin bir tek

¢Oziimiiniin var oldugunu soyler.

76



Teorem 5.2. B bir Banach uzay1, K C B bir koni, 2;ve {25, B uzaymda 0 € €
ve ) C €y olacak sekildeki agik ctimleler olsun. 7' : K N (Q\Q) — K tamamen

siirekli bir operator olsun. Eger

i)y € KN igin [Ty < lyl| ve y € KNIy icin [[Ty[| = [ly]|

ya da
i) y € KN oYy icin [|Ty[| > [[y|| ve y € K NSy icin [Tyl < ||y

saglanirsa, T operatoriiniin K N (Q3\y) tizerinde en az bir sabit noktasi vardir

(Agarwal 2001).

Krasnosel’skii teoremini uygularken yardimeci olmasi i¢in

S

4
b+M -1 b+M -1
n = <Z G(b—l—M—i—v,s)) = ZG(.,S)
s=0 s=0

b+M -1
A= ( Z G(b+M—|—v,s)>

s=a+M

tanimlayalim. f fonksiyonu iizerindeki kabulleri

(A1) Her 0 <y <17y ve her t € {0,....,b+ M} icin f(¢,y) < nry olacak sekilde bir

r1 > 0 mevcut,

(A2) Her yry <y < ryg ve her t € {a+ M,....b+ M} igin f(t,y) > Ary olacak

sekilde bir ro > 0 mevcut,

(A3) 11 < yre ya da Arg < mry
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seklindedir.

Burada n < A ve 0 < A < 1 olmak iizere (A1) ve (A2) kabullerinin birbiri ile ¢elistigi
durumdan kagimmak i¢in (A3) kabulii yapilmaktadir.

Teorem 5.3. Lineer olmayan f(t,y) fonksiyonu igin (A1), (A2) ve (A3) kabul-
lerinin saglandigini varsayalim. Bu durumda (5.1) problemi min {r1,72} < ||yo]| <
maks {ry,rs} olacak sekilde en az bir tane pozitif y, ¢oziimiine sahiptir (Holm

2011a).

Ispat: f(t,y) fonksiyonu icin (A1), (A2) ve (A3) saglansin ve

yeB:tc{v—N,...b+M+uv} icin y(t) >0
K=
i t) >
v te{a+M+vfrll,l..I.l,b+M+U_1}y( ) =7 ”yH

ile L C B konisini tanmimlayalim.
Ik olarak T : K — K oldugu gosterilecektir. Herhangiy € Kvet € {v — N,....b+ M + v}

icin Green fonksiyonu negatif olmayan ve y > 0 icin f fonksiyonu negatif degildir.

Ayrica y > 0 igin f fonksiyonu negatif degildir. Ohalde

b+ M
Ty(t) =Y _ G(t.s)f(s,yls +v—1)) >0
s=0
dir. Ayrica, (5.7)’den
min Ty(t)

te{a+M+v—1,.. b+ M+v—1}

- bﬁ: < min G(t, 5)) f(s,y(s +v—1))

te{a+M+v—1,....b:+ M+v—1}
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(9, ks, G.5)) Flsupts 0 1)

te{v—N,....bd+ M +v}

AV
Mz

= v maks Z G(t,s)f(s,y(s +v—1))

dir. Boylece T': I — K dur.

Simdi her r» > 0 i¢in
Q ={yeB:|y| <r}

agik alt ctimlelerini tammlayalim. (A1) ve (A2) den ilgili r; ve ry sabitleri i¢in
y € 0%, = [lyll =

ve

y € 0, = |yl =72

dir.
Bu durumda (A3) agagidaki iki durumu gerektirir.
1) r < ~yry durumu:

ry < 7ry ise (5.1) probleminin pozitif bir ¢oziimiiniin varhigr i¢in Teorem 5.2 (i)

asagidaki sekilde uygulanir.

i) y € KN oKL, olsun. Bu durumda (A1) ve (5.6)’dan

b+M
Ty| = k Gt 1
ITyll te{y_?vrf.%fmv}; (t,5)f(s,y(s + v — 1))
b+M
= Y G+ M+v,5)f(s,y(s+v—1))
s=0
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b+ M
< nr (Z G(b+M+v,s)>

s=0
= ’}"1

= |yl

bulunur.

it) y € KN oQ,, olsun. Bu durumda

1Tyl = Tyb+ M +v)
b+M
= Y G+ M+v,9)f(s,y(s+v—1))
s=0
b+M

Z GO+ M+v,s)f(s,y(s+v—1))

s=a+M

v

dir. y € KN 9ON,, oldugundan

i t) >
t€{a+M+vEI1l,l.{l,b+M+v71}y< ) =7l

= te{a+M+v—1,.,b+M+v—1} igin yre < y(t) < rg
elde edilir. Boylece, (A2)’den

tef{a+M+v—1,...b+M+v—1} icin f(t —v+1,y(t)) > Ary

= sef{a+M,...,b+ M} igin f(s,y(s+v—1)) > Arg

elde edilir. Buradan,

b+M
1Tyl > Y G+ M+vs)f(s,yls+v-1)

s=a+M
b+M
> Ay Z Gb+M+wv,s)

s=a+M
—= 7”2

= [yl
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bulunur.

Q1 = Q,, ve Qs := Q,, olmak iizere Teorem 5.2 (i), T' operatoriiniin K N (Q,,\Q,)
de bir gy, sabit noktasina sahip oldugunu gosterir. Buradan r; < ||yo|| < 7o olmak

iizere yo, (5.1) probleminin bir ¢oziimiidiir.
2 ) Ary < nry durumu:

Ary < nry ise, KN (ﬁrl\ﬂm) de o < Jlyol| < r1 olacak sekilde bir pozitif yo
¢oziimiiniin varhgmi gostermek i¢in Q; := Q. ve y := Q,, ile Teorem 5.2 (ii)

durum 1’deki gekilde uygulanabilir.

(A1) ve (A2)’deki r; ve 1o pozitif oldugundan her iki durumda da yy ¢oziimiiniin
(5.1) probleminin

min{ry, ro} < ||vol < maks{ry, 2}

kosulunu saglayan agikar olmayan bir ¢oziimii oldugu goriiliir.
Ornek 5.1. .
~A7_y(t) = (M) e 0, 012}

y(r —4) = Ay(r — 4) = A%y(r —4) = 0 (5.10)
AP y(12471—e/2) =0

kesirli (3,1) sir deger problemini ele alalim. Bu problem

v=m, N=4, ft,y) = (%)",
p=% M=2b=10, a=9

ve

D{y} ={r—4,.. 7m+12}

ile lineer olmayan (5.1) probleminin bir 6zel halidir.

(5.10) probleminin en az bir pozitif ¢oziime sahip oldugunu gostermek i¢in Teorem
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5.3 (i) uygulanabilir. Teorem 5.3 (i) nin uygulanabilmesi i¢in, (A1), (A2) ve (A3)

saglanacak sekilde ry, r9 > 0 sabitleri bulunmalidir.

Teorem 5.3’teki sabitler

_ Q0
= Pz 0875

n o o= ZG(.,S)

A=) G(.s)

s=11

-1

~ 0.00103

-1

~ 0.0108

seklindedir.
(A1) in saglanmasi igin

0<y<rvete{0,..,b+ M} i¢in 0 < f(t,y) < nr
4
& 0<y<nrveteldo,.. 12} igin()ﬁ(%) < 1y
e
e OS(T1)4§777“1

& 0<r < 7]1/3 ~ 0.1010

olacak sekilde r; > 0 bulunmaldir.
Boylece, r1 := ;5 olmak tizere (A1) saglamr.

(A2) nin saglanmasi i¢in

yro <y <revete€{a+ M, .., b+ M} igin f(t,y) > Ary
4
o 0.0875r <y <rsvete {11,12} icin <%) > 001087
e
<0.0875r2

ell

4
) > 0.0108r2

& 1y > 13,328,472
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olacak gekilde ro > 0 bulunmaldir.
Boylece, 5 := 13,330,000 olmak {izere (A2) saglanir.
Son olarak = < 0.0875x13, 330, 000 oldugundan (A3) de saglamr.

(A1), (A2) ve (A3) saglandigindan Teorem 5.3 (i), (5.10) kesirli sinir deger problemi-
nin {m — 4, ..., 7 + 12} {izerinde pozitif bir yy ¢dziimii oldugunu sdyler. Ayrica,

L el < 13,330, 000

10 — Yoll > ) )

dir.

Teorem 5.4. (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu bir daralma

doniigtimii olsun. Her x,y € X igin

[f(x) = f(y)] < L]z -yl

olacak gekilde bir 0 < L < 1 sabiti bulunsun. Bu durumda
(1) f, bir tek u € X sabit noktasima sahip,

(77) Her z € X i¢in lim f"(z) = u,

(i17) Her z € X ve n € N icin d(f™(z),u) < £5d(z, f(2))
dir (Agarwal 2001).

Teorem 5.5. Her t € {0,...,b+ M} ve y1,y, € R icin f fonksiyonu

‘f(t>yl) - f(tayZ)‘ <40 |y1 - y2’

Lipschitz kosulunu saglayacak sekilde bir 0 < 6 < n sabiti var ise lineer olmayan

(5.1) simir deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir (Holm 2011a).
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ispat: f (t,y) fonksiyonu igin teoremde ifade edilen Lipschitz kogulunu saglayacak

sekilde bir 0 < 6 < 7 sabitinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda, herhangi

Y1,Y2 € B igin

dir.

IN

IN

IN

”Tyl —Tng
b+M b+M
ZG f(s,(s+v—1)) — ZG(-,s)f(s,ya(Hv—l))‘
b+M SZO
ZG VI (s, (s +v—1)) — f(s,yg(s—l—v—l))|"
b+M
ZG 9\y15+v—1)—y2(5+v—1)\‘
b+M
0 lly1 — y2ll Z G(.,s)
s=0
0
- Hyl —y2||
n

0

O halde T operatorii € [0,1) Lipschitz sabiti ile bir daralma doniigiimiidiir.

Boylece Teorem 5.4, T operatoriiniin bir tek yo € B sabit noktasi oldugunu gos-

terir.

Buradan yy € B, (5.1) probleminin bir tek ¢oziimiidiir. Ayrica, herhangi

y € B fonksiyonu i¢in

lim Ty

n—oo

hesaplanarak bu 3y ¢coziimii elde edilebilir. Bununla birlikte, herhangi y € B baglangic

fonksiyonu igin, Teorem 5.4 (iii)

n

" 0
1Ty — yol| < 70— 0) 1Ty — |

ile herhangi n € N adiminda tahmin hatasinin hesaplanmasina olanak saglar.
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Uyar: 5.3.

1 b+ M
= = ) Gb+M+u,s)
N s=0
| M
= — b M oy v—p—1
m);( + M+ v = p—0(s))
x[(b+M+v)E—(0b+M+v—pu—o(s))H
| M
v—p—1
< P(U)Z(bJrMJrv—/vc—a(s))L(bJrMJrv)ﬁ
s=0
1 %P(HMH}—M—S) T(b+ M+v+1)
- Tl)& TO+M—-s+1) TO+M+v—p+1)
_ A+ M+v+1) T(v— p)
= ['(v) Fo+M+v—p+1)
(b+ M +v)...(v)
= (b+M+1
( )(b+M—|—U—,u)...(v—u)
(b+ M + v)rMEL
= (b+M+1
( + + )(b+M+v_M)b+M+1
oldugundan
b M o b+M+1
0 < (b+ M + v — p)otMEL <

T+ M+1)(b+ M+ v)bMEL

esitsizligi elde edilir. Boylece, f fonksiyonunun

(b+ M + v — p)b-MEL
(b+M+1)(b+ M + v)etMtL

sabiti ile Lipschitz kosulunu saglayip saglamadigi kontrol edilebilir. Ciinkii, bu du-
rumda Teorem 5.5, (5.1) probleminin bir tek ¢oziimiinii garanti eder. Ayrica, bu

sonug 7 sabiti i¢in uzun hesaplamalara ihtiya¢ duyulmadan elde edilebilir.

Ornek 5.2.

—A7 y(t) = PG DED e o, ., 12}
y(r —4) = Ay(r — 4) = Ay(r —4) =0, (5.11)

A y(12 47 —¢/2) =0
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kesirli (3,1) sinir deger problemini ele alalim. Bu problem

v=m1 N=4 f(ty) = ln(gj{gsﬂ

p=¢ M=2 b=10,a=9

olmak iizere (5.1) probleminin bir 6zel halidir. Bu durumda, (5.11) probleminin

{m —4,...,m + 12} iizerinde bir tek ¢dziimiiniin oldugunu gostermek i¢in Teorem 5.5

kullanilabilir. ¢ € {0, ...,12} ve y1,y2 € R igin

In(ly1| +1)  In(lyo| +1)

\f(t,y) — ft,y2)| = _

(t+4)> (t+4)>
1

_ 1) —1 1
g ] + 1) ~ (el + )
1

SVE (Jya] +1) = (ly2| + 1)

= Ll — el

~ 1024 WM T2

< |y1—y2|

= 1024

elde edilir. Bu egitsizlikten

1
<0:=—=0. .00103 ~
0< 024 0.00098 < 0.00103 =~ n

bulunur. O halde Teorem 5.5 ten (5.11) probleminin {7 — 4, ..., ™ 4+ 12} iizerinde bir

tek yo ¢oziimii vardir.
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