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ÖZET

Yüksek LisansTezi

AYRIK KESİRLİ BASAMAKTAN DENKLEMLER İÇİN

BAŞLANGIÇ VE SINIR DEĞER PROBLEMLERİ

Serkan ASLIYÜCE

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Doç. Dr. A. Feza GÜVENİLİR

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, ayrık kesirli analizin temel tanım ve teoremlerine yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, ayrık kesirli analiz için Laplace dönüşümü ve genel zaman skalasında

tanımlanmı̧s olan Taylor monomialın ayrık kesirli analizdeki analogu verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, bir başlangıç değer problemi ele alınarak kesirli birleşim kuralları

ve Laplace dönüşümü kullanılarak çözümleri ayrıayrıincelenmi̧stir.

Son bölümde, sınır değer problemi tanımlanmı̧s ve bu sınır değer problemi için Green

fonksiyonu elde edilip özellikleri incelenmi̧stir. Ayrıca, bu sınır değer probleminin

çözümlerinin varlık ve tekliği Banach daralma dönüşümü teoremi ve Krasnosel’skii

teoremleri kullanılarak gösterilmi̧stir.

Haziran 2013, 90 sayfa

Anahtar Kelimeler : Ayrık kesirli analiz, kesirli basamaktan fark operatörü, ke-

sirli basamaktan toplam operatörü, kesirli basamaktan fark denklemleri, Laplace

dönüşümü, başlangıç değer problemi, sınır değer problemi, varlık - teklik.
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ABSTRACT

Master Thesis

INITIAL AND BOUNDARY VALUE PROBLEMS

FOR DISCRETE FRACTIONAL EQUATIONS

Serkan ASLIYÜCE

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. A. Feza GÜVENİLİR

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts of discrete fractional calculus have been

recalled.

In the third chapter, for discrete fractional calculus Laplace transform and analogue

of Taylor monomial that defined in general time scale theory is defined.

In the fourth chapter, by taking an initial value problem, its solutions were examined

using unifying rules and Laplace transform separately.

In the last chapter, a boundary value problem is taken. For this problem, a Green’s

function is obtained and its properties analyzed. Moreover, by using Banach’s con-

traction mapping theorem and Krasnosel’skii theorem existence and uniqueness of

solutions of this problem is shown.

January 2013, 90 pages

Key Words: Discrete fractional analysis, fractional order difference operator, frac-

tional order sum operator, fractional order difference equations, Laplace transform,

initial value problem, boundary value problem, existence and uniqueness.
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SİMGELER DİZİNİ.......................................................................... v
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SİMGELER DİZİNİ

∆ Fark operatörü

σ İleri sıçrama operatörü

Γ Gama fonksiyonu

tv Azalan fonksiyon

∆−v
a v. basamaktan toplam operatörü

∆v
a v. basamaktan fark operatörü

La Laplace dönüşüm operatörü

hµ(t, a) µ. Taylor Monomial

G(t, s) Green fonksiyonu

d.e Tavan fonsiyonu
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1. GİRİŞ

Kesirli analiz çalı̧smaları1695 yılında Leibniz ve L’Hospital arasındaki mektuplaş-

mayla başlamı̧stır ve günümüzde de devam etmektedir. Süreklilik durumunda, kesirli

analiz ile ilgili çalı̧smalar 19. yüzyılın sonlarından itibaren birçok matematikçinin

katkısıyla büyük bir ivme kazanmı̧stır. Bu matematikçilerin en önemlileri Riemann,

Liouville, Grünwald ve Letnikov’dur. Kesirli türeve ili̧skin farklıtanımlar olmasına

rağmen en çok kullanılanlarıRiemann-Liouville ve Caputo kesirli türevleridir. Ke-

sirli diferensiyel denklemler viskoelastisite, elektroanalitik kimya, kontrol teori ve

fizik problemleri gibi bir çok uygulamada kullanılmaktadır. Kesirli diferensiyel denk-

lemlerle ilgili daha fazla bilgi ve örnekler için Podlubny (1999), Oldham-Spanier

(2002), Samko-Kilbas-Marichev (1993) ve Diethelm (2010) in çalı̧smaları referans

verilebilir.

Süreksizlik durumunda, kesirli analizle ilgili çalı̧smalar yakın zamanda başlamı̧stır.

Süreksizlik durumundaki ilk çalı̧smalar Diaz-Osler (1974), Gray-Zhang (1988) ve

Miller-Ross (1988) tarafından yapılmı̧stır. Diaz-Osler, çalı̧smalarında keyfibasamak-

tan farklar için bir tanım vermi̧s ve iki fonksiyonun kesirli farklarının çarpımıiçin

Leibniz kuralınıifade etmi̧slerdir. Gray-Zhang, çalı̧smalarında kesirli basamaktan

farkın tanımıyapmı̧s ve bu tanıma dayanarak kuvvet kuralıve Leibniz kuralınıda

içeren bazısonuçlar vermi̧slerdir. Gray-Zhang, bu çalı̧smalarında ileri (delta) farktan

ziyade geri (nabla) farkıkullanmı̧slardır. Miller-Ross, çalı̧smalarında lineer bir fark

denkleminden yola çıkarak keyfi, reel basamaktan fark tanımını elde etmi̧slerdir.

Bu tanımdan yararlanarak kuvvet kuralıve Leibniz kuralıgibi bazısonuçlar ver-

mi̧slerdir.

Atici-Eloe (2007, 2009a, 2009b, 2011) nin bu konudaki çalı̧smalarıile birlikte kesirli

fark denklemleri tekrar ilgi çekmeye başlamı̧stır. Atici-Eloe bu çalı̧smalarında ileri

(delta) ve geri (nabla) farklarla ilgili sonuçlarıtekrar düzenlemi̧s ve geli̧stirmi̧stir.

Ayrıca Holm (2011a, 2011b, 2011c), Goodrich (2010, 2011a, 2011b, 2012) başta

olmak üzere bir çok matematikçi bu konuda çalı̧smaya başlamı̧stır.
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Bu tez boyunca, Atici-Eloe ve Holm’un ileri (delta) fark alanında yapmı̧s oldukları

çalı̧smalar temel alınarak bu konuda bir derleme yapılacaktır. İkinci bölümde, kesirli

basamaktan fark ve kesirli basamaktan toplam operatörlerinin tanımıverilecektir.

Ayrıca kesirli fark ve kesirli toplam operatörlerinin birleşim kurallarıverilecektir.

Üçüncü bölümde, kesirli basamaktan fark ve kesirli basamaktan toplam operatör-

lerinin üstel basamaklarıincelenecek ve ayrık kesirli analiz için Laplace dönüşümü

tanımlanacaktır. Bu bölümde zaman skalasında Laplace dönüşümleri çalı̧sılırken

önemli bir fonksiyon olan Taylor monomialın ayrık kesirli analizdeki tanımıyapıla-

caktır. Dördüncü bölümde, bir başlangıç değer problemi ele alınacaktır. Bu prob-

lemin çözümü, ikinci bölümde elde edilen birleşim kuralları ve üçüncü bölümde

tanımlanan Laplace dönüşümü kullanılarak ayrıayrıincelenecektir. Son bölümde

ise bir sınır değer problemi incelenecektir. Önce bu problem için Green fonksiyonu

elde edilecek ve bu fonksiyonun özellikleri incelenecektir. Daha sonra, bu Green

fonksiyonu yardımıyla verilen sınır değer probleminin çözümlerinin varlık ve tekliği

Banach daralma dönüşümü teoremi ve Krasnosel’skii sabit nokta teoremleri kul-

lanılarak incelenecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler verilecektir.

a ∈ R olmak üzere

f : Na → R, Na := {a}+ N0 = {a, a+ 1, a+ 2, ...}

dır.

Tanım 2.1. f : Na → R olmak üzere ∆ fark operatörü t ∈ Na için

∆f(t) := f(t+ 1)− f(t)

dır (Kelley ve Peterson 2001).

Tanım 2.2. T bir zaman skalasıolmak üzere σ : T→ T ileri sıçrama operatörü,

t ∈ T için σ(t) := inf {s ∈ T : s > t} , t ∈ Na için σ(t) = t + 1 dir (Bohner ve

Peterson 2001).

Teorem 2.1. f, g : Na → R ve α, β ∈ R olsun. Bu durumda, t ∈ Na için

(i) ∆α = 0

(ii) ∆αf(t) = α∆f(t)

(iii) ∆ (f(t) + g(t)) = ∆f(t) + ∆g(t)

(iv) ∆αt+β = (α− 1)αt+β

(v) ∆(f(t)g(t)) = f(σ(t))∆g(t) + ∆f(t)g(t)

(vi) g(t) 6= 0 olmak üzere ∆
(
f(t)
g(t)

)
= g(t)∆f(t)−∆f(t)g(t)

g(t)g(σ(t))

dır (Kelley ve Peterson 2001).
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Tanım 2.3. Euler Gamma fonksiyonu v ∈ C\ {...,−2,−1} için

Γ(v) :=

∞∫
0

e−ttv−1dt

dır. Gamma fonksiyonunun grafĭgi (Şekil 1.1) ve önemli özellikleri aşağıda ve-

rilmi̧stir:

(i) v > 0 için Γ(v) > 0,

(ii) v ∈ C\ {...,−2,−1} için Γ(v + 1) = vΓ(v),

(iii) n ∈ N0 için Γ(n+ 1) = n!,

(iv) v ∈ C\ {...,−2,−1} ve k ∈ N için Γ(v+k)
Γ(v)

= (v + k − 1)...(v + 1)v,

(v) x ∈ [2,∞) için Γ(x) monoton artandır.

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­10

­5

5

10

Şekil 1.1 Γ : R\ {−1,−2, ...} → R Gamma fonksiyonu

Aşağıda falling foksiyonun tanımıverilecektir.

Tanım 2.4. t, v ∈ R için

tv :=
Γ(t+ 1)

Γ(t+ 1− v)

dır. Ayrıca

(i) vv = Γ(v + 1)

(ii) ∆tv = vtv−1

4



(iii) tv+1 = (t− v)tv

sağlanır (Atici ve Eloe 2007).

Uyarı2.1. Yukarıdaki tanımda (t+ 1− v) ∈ {...,−2,−1} ise tv = 0 alınacaktır.

Tanım 2.5. f : Na → R ve v > 0 olsun. Bu durumda f fonksiyonunun v. basamaktan

kesirli toplamıt ∈ Na+v için

∆−va f(t) :=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1f(s)

dır. Ayrıca, t ∈ Na+v için ∆−0
a f(t) := f(t) dır (Atici ve Eloe 2007).

Tanım 2.6. f : Na → R ve N ∈ N için N −1 < v ≤ N olacak şekilde v ≥ 0 seçilsin.

Bu durumda f fonksiyonunun v. basamaktan kesirli farkıt ∈ Na+N−v için

∆v
af(t) := ∆N∆−(N−v)

a f(t)

dır (Atici ve Eloe 2007).

Uyarı2.2. v ∈ N durumunda Tanım 2.6, Tanım 2.1 ile denktir: Herhangi v = N ∈

N0 ve t ∈ Na için

∆v
af(t) = ∆N∆−(N−v)

a f(t) = ∆N∆−0
a f(t) = ∆Nf(t)

dır.
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Uyarı2.3. N − 1 < v ≤ N olmak üzere v > 0 için

∆−va f(a+ v −N) =
1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1f(s)

∣∣∣∣∣
t=a+v−N

=
1

Γ(v)

a−N∑
s=a

(a+ v −N − σ(s))v−1f(s)

= 0

...

∆−va f(a+ v − 1) =
1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1f(s)

∣∣∣∣∣
t=a+v−1

=
1

Γ(v)

a−1∑
s=a

(a+ v − 1− σ(s))v−1f(s)

= 0

olduğundan

∆−va f(a+ v −N) = ∆−va f(a+ v −N + 1) = ... = ∆−va f(a+ v − 1) = 0

eşitliği sağlanır. Ayrıca, ∆−va f operatörünün ilk aşikar olmayan değeri t = a + v

noktasında ortaya çıkar:

∆−va f(a+ v) =
1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1f(s)

∣∣∣∣∣
t=a+v

=
1

Γ(v)

a∑
s=a

(a+ v − σ(s))v−1f(s)

=
1

Γ(v)
(v − 1)v−1f(a)

=
1

Γ(v)
Γ(v)f(a)

= f(a).

Yukarıdaki i̧slemler dikkate alınırsa ∆−va f operatörünün tanım kümesini Tanım 2.5

de olduğu gibi

D
{

∆−va f
}

:= Na+v

alarak N tane başlangıç sıfırınıyok saymak uygundur.
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Kesirli farkların tanım kümeleri

Kesirli farkların tanım kümelerini belirlemek için kesirli toplamların tanım kümeleri

kullanılabilir. f : Na → R, N − 1 < v ≤ N, v > 0 olmak üzere v. basamaktan

kesirli farkın tanım kümesi,

D {∆v
af} = D

{
∆N∆−(N−v)

a f
}

= D
{

∆−(N−v)
a f

}
= Na+N−v

şeklindedir.

f : Na → R ve v, µ > 0 verilsin. N,M ∈ N0 olmak üzere N−1 < v ≤ N veM−1 <

µ ≤ M olacak şekilde seçilsin. Bu durumda kesirli toplam ve fark operatörleri ve

birleşimlerinin tanım kümeleri

D {∆−va f} = Na+v,

D {∆v
af} = Na+N−v,

D
{

∆−va+µ∆−µa f
}

= Na+µ+v,

D
{

∆v
a+µ∆−µa f

}
= Na+µ+N−v,

D
{

∆−va+M−µ∆µ
af
}

= Na+M−µ+v,

D
{

∆v
a+M−µ∆µ

af
}

= Na+M−µ+N−v

şeklindedir.

Teorem 2.2 (Leibniz Kuralı). g : Na+vxNa → R verilsin. Bu durumda t ∈ Na+v için

∆

(
t−v∑
s=a

g(t, s)

)
=

t−v∑
s=a

∆tg(t, s) + g(t+ 1, t+ 1− v) (2.1)

dır.
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İspat: t ∈ Na+v için

∆

(
t−v∑
s=a

g(t, s)

)
=

t+1−v∑
s=a

g(t+ 1, s)−
t−v∑
s=a

g(t, s)

=

t−v∑
s=a

(g(t+ 1, s)− g(t, s)) + g(t+ 1, t+ 1− v)

=

t−v∑
s=a

∆tg(t, s) + g(t+ 1, t+ 1− v)

dır.

Teorem 2.3. f : Na → R ve N − 1 < v ≤ N ile v > 0 verilmi̧s olsun. ∆v
af :

Na+N−v → R için aşağıdaki iki tanım denktir:

∆v
af(t) := ∆N∆−(N−v)

a f(t), (2.2)

∆v
af(t) :=


1

Γ(−v)

t+v∑
s=a

(t− σ(s))−v−1f(s) , N − 1 < v < N

∆Nf(t) , v = N

(2.3)

dır (Holm 2011b).

İspat: f ve v teoremin ifadesindeki gibi verilmi̧s olsun.

v = N ise (2.2) ve (2.3) ifadeleri denktir, çünkü

∆v
af(t) = ∆N∆−(N−v)

a f(t)

= ∆N∆−0
a f(t)

= ∆Nf(t)

dır.
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N − 1 < v < N ise Leibniz kuralıN kez uygulanarak

∆v
af(t) = ∆N∆−(N−v)

a f(t)

= ∆N

 1

Γ(N − v)

t−(N−v)∑
s=a

(t− σ(s))N−v−1f(s)


= ∆N−1∆

 1

Γ(N − v)

t−(N−v)∑
s=a

(t− σ(s))N−v−1f(s)


=

∆N−1

Γ(N − v)

t−(N−v)∑
s=a

(N − v − 1)(t− σ(s))N−v−2f(s)

+ (t+ 1− σ(t+ 1− (N − v)))N−v−1f(t+ 1− (N − v))
]

= ∆N−1

t−(N−v)∑
s=a

(N − v − 1)(t− σ(s))N−v−2

Γ(N − v)
f(s) + f(t+ 1− (N − v))


= ∆N−1

t+1−(N−v)∑
s=a

(t− σ(s))N−v−2

Γ(N − v − 1)
f(s)


= ∆N−1

 1

Γ(N − v − 1)

t−(N−v−1)∑
s=a

(t− σ(s))N−v−2f(s)


= ∆N−1

 1

Γ(N − v − 1)

t−(N−v−1)∑
s=a

(t− σ(s))N−v−2f(s)


= ∆N−2

 1

Γ(N − v − 2)

t−(N−v−2)∑
s=a

(t− σ(s))N−v−3f(s)


...

= ∆N−N

 1

Γ(N − v −N)

t−(N−v−N)∑
s=a

(t− σ(s))N−v−(N+1)f(s)


=

1

Γ(−v)

t+v∑
s=a

(t− σ(s))−v−1f(s)

elde edilir.

Yukarıdaki i̧slemlerde N − 1 < v < N olduğundan her k = 1, 2, ..., N için 1
Γ(N−v−k)

9



terimi mevcuttur. Ayrıca, her t ∈ Na+N−v için

(t− σ(s))N−v−k−1 =
Γ(t− s)

Γ(t− s−N + v + k + 1)

=
Γ(a+N − v +m− s)
Γ(a+m+ k + 1− s)

dir. Bu ifade her k ∈ {1, 2, ..., N} ve her s ∈ {a, a+ 1, ..., t− (N − v − k)} =

{a, a+ 1, ..., a+m+ k} için mevcuttur.

Teorem 2.4. f : Na → R verilmi̧s olsun. Bu durumda ∆v
af kesirli farkıv ≥ 0 a

göre süreklidir. Yani, her v > 0 ve m ∈ N0 için tv,m := a + dve − v + m, D {∆v
af}

kümesinde bir sabit nokta olmak üzere her m ∈ N0 sabiti için

v 7→ ∆v
af(tv,m)

[0,∞) üzerinde süreklidir (Holm 2011b).

İspat: f : Na → R, N ∈ N ve m ∈ N0 olsun. İspat için

∆v
af(a+N − v +m), (N − 1, N) üzerinde v ye göre süreklidir. (2.4)

v → N− iken ∆v
af(a+N − v +m)→ ∆Nf(a+m) dır. (2.5)

v → (N − 1)+ iken ∆v
af(a+N − v +m)→ ∆N−1f(a+m− 1) dır. (2.6)

ifadelerinin sağlandı̆gınıgöstermek yeterlidir.

(2.4) ifadesini göstermek için herhangi bir v ∈ (N − 1, N) sabiti için

∆v
af(a+N − v +m)

=
1

Γ(−v)

t+v∑
s=a

(t− σ(s))−v−1f(s)

∣∣∣∣∣
t=a+N−v+m

=
1

Γ(−v)

a+N+m∑
s=a

(a+N − v +m− σ(s))−v−1f(s)

10



=
1

Γ(−v)

a+N+m∑
s=a

Γ(a+N − v +m− s)
Γ(a+N +m− s) f(s)

=
a+N+m∑
s=a

1

Γ(a+N +m− s)
Γ(a+N − v +m− s)

Γ(−v)
f(s)

=
a+N+m−1∑

s=a

1

Γ(a+N +m− s)
Γ(a+N − v +m− s)

Γ(−v)
f(s) + f(a+N +m)

=

a+N+m−1∑
s=a

(a+N − v +m− s− 1)...(−v)

(a+N +m− s)! f(s) + f(a+N +m)

bulunur. Bu son eşitlikte a+N +M − s = i dönüşümü yapılırsa

∆v
af(a+N−v+m) =

N+m∑
i=1

(i− 1− v)...(−v)

i!
f(a+N+m− i)+f(a+N+m) (2.7)

elde edilir. (2.7) den (N − 1, N) üzerinde ∆v
af(a+N − v +m) v ye göre süreklidir.

Bu da (2.4) tür.

(2.5) ifadesini göstermek için v → N− iken (2.7) ifadesinin limiti alınırsa

lim
v→N−

∆v
af(a+N − v +m)

= lim
v→N−

[
N+m∑
i=1

(
(i− 1− v)...(−v)

i!
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

]

=

N+m∑
i=1

(
(i− 1−N)...(−N)

i!
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

=

N∑
i=1

(
(i− 1−N)...(−N)

i!
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

=
N∑
i=1

(
(−1)i

(N)...(N − i+ 1)

i!
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

=
N∑
i=1

(
(−1)i

(
N

i

)
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

=

N∑
i=0

(−1)i
(
N

i

)
f(a+N +m− i)
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=
N∑
i=0

(−1)i
(
N

i

)
f((a+m) +N − i)

= ∆Nf(a+m).

elde edilir.

Son olarak, (2.6) ifadesini göstermek için v → (N − 1)+iken (2.7) ifadesinin limiti

alınırsa

lim
v→(N−1)+

∆v
af(a+N − v +m)

= lim
v→(N−1)+

[
N+m∑
i=1

(
(i− 1− v)...(−v)

i!
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

]

=
N+m∑
i=1

(
(i−N)...(−N + 1)

i!
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

=

N−1∑
i=1

(
(−1)i

(N − 1)...(N − i)
i!

f(a+N +m− i)
)

+ f(a+N +m)

=
N−1∑
i=1

(
(−1)i

(
N − 1

i

)
f(a+N +m− i)

)
+ f(a+N +m)

=
N−1∑
i=0

(
(−1)i

(
N − 1

i

)
f(a+m+ 1 + (N − 1)− i)

)
= ∆N−1f(a+m+ 1)

bulunur. Bu üç ifadenin sağlanmasıteoremin ispatınıtamamlar.

Uyarı2.4. Teorem 2.4, f : Na → R ve m ∈ N0 için

∆1.9
a f(a+m+ 0.1), ∆1.99

a f(a+m+ 0.01), ∆1.999
a f(a+m+ 0.001), ...

dizisinin ∆2f(a+m) değerine yaklaştı̆gınıgösterir. Bu "basamak sürekliliği" kesirli

analize tamsayıbasamaktan analizde olmayan bir güzellik katar.

Kesirli fark ve kesirli toplamlar aşağıdaki şekilde ifade edilebilir.
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Tanım 2.7. f : Na → R ve v > 0 verilmi̧s olsun. Bu durumda

(i) t ∈ Na+v için f fonksiyonunun v. basamaktan kesirli toplamı,

∆−va f(t) :=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1f(s),

(ii) t ∈ Na+N−v için f fonksiyonunun v. basamaktan kesirli farkı,

∆v
af(t) :=


1

Γ(−v)

t+v∑
s=a

(t− σ(s))−v−1f(s) ; v /∈ N

∆Nf(t) ; v = N

dır (Holm 2011b).

Teorem 2.5. f : Na → R ve N − 1 < v ≤ N olmak üzere v > 0 verilmi̧s olsun.

Her t ∈ Na+N−v için

∆v
af(t) =

v+t−a∑
k=0

(−1)k
(
v

k

)
f(t+ v − k), (2.9)

her t ∈ Na+v için

∆−va f(t) =

−v+t−a∑
k=0

(−1)k
(
−v
k

)
f(t− v − k) (2.10)

=
−v+t−a∑
k=0

(
v + k − 1

k

)
f(t− v − k) (2.11)

dır (Holm 2011b).

İspat: f, v,N teoremin ifadesinde verildiği gibi,m ∈ N0 için t = a+N−v+m olmak
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üzere t ∈ Na+N−v olsun. Bu durumda, Tanım 2.7 nin uygulanmasıyla

∆v
af(t) =

1

Γ(−v)

t+v∑
s=a

(t− σ(s))−v−1f(s)

=

t+v∑
s=a

Γ(t− s)
Γ(−v)Γ(t− s+ v + 1)

f(s)

=

a+N+m∑
s=a

Γ(a+N − v +m− s)
Γ(−v)Γ(a+N +m− s+ 1)

f(s)

=
N+m∑
s=0

Γ(N − v +m− s)
Γ(−v)Γ(N +m− s+ 1)

f(s+ a)

= f(a+N +m) +

N+m−1∑
s=0

(N − v +m− s− 1)...(−v)

Γ(N +m− s+ 1)
f(s+ a)

= f(a+N +m) +
N+m−1∑
s=0

(−1)N+m−s (v)...(v − (N +m− s) + 1)

Γ(N +m− s+ 1)
f(s+ a)

= f(a+N +m) +
N+m−1∑
s=0

(−1)N+m−s
(

v

N +m− s

)
f(s+ a)

=
N+m∑
s=0

(−1)N+m−s
(

v

N +m− s

)
f(s+ a)

bulunur. Bu eşitlikte s yerine N +m− k alınır ve t = a+N − v +m yazılırsa

∆v
af(t) =

N+m∑
k=0

(−1)k
(
v

k

)
f(a+N +m− k)

=

N+m∑
k=0

(−1)k
(
v

k

)
f(a+N − v +m+ v − k)

=
v+t−a∑
k=0

(−1)k
(
v

k

)
f(t+ v − k)

elde edilir ki bu (2.9) ifadesini ispatlar. v = N olduğunda (2.9) ifadesi t ∈ Na için

∆Nf(t) =

N∑
k=0

(−1)k
(
N

k

)
f(t+N − k)

Binom formülüne indirgenir. Benzer şekilde (2.10) ifadesi de ispatlanabilir. v = N
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olduğunda
(−N
k

)
ifadesi

(
−N
k

)
=

Γ(−N + 1)

Γ(−N − k + 1)

=
(−N)...(−N − k + 1)

k!

= (−1)k
(
N + k − 1

k

)

olarak yazılır. Buradan, v > 0 için

(
−v
k

)
=

(−v)!

(−v − k)!k!

=
(−v)(−v − 1)...(−v − k + 1)(−v − k)!

(−v − k)!k!

=
(−v)(−v − 1)...(−v − (k − 1))

k!

= (−1)k
(v + (k − 1))...(v + 1)(v)

k!

= (−1)k
(
v + k − 1

k

)

dir. Bu ifadenin (2.10) ifadesinde yazılmasıile (2.11) elde edilir.

Lemma 2.6. a ∈ R ve µ > 0 verilmi̧s olsun. Bu durumda, her tanımlıt için

∆(t− a)µ = µ(t− a)µ−1 (2.12)

dır. Ayrıca, ν > 0 olmak üzere t ∈ Na+µ+ν için

∆−νa+µ(t− a)µ = µ−ν(t− a)µ+ν (2.13)

ve t ∈ Na+µ+N−ν için

∆ν
a+µ(t− a)µ = µν(t− a)µ−ν (2.14)

dır (Atici ve Eloe 2007).
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İspat: Tanım 2.1 ve Tanım 2.4 kullanılarak

∆(t− a)µ = (t+ 1− a)µ − (t− a)µ

=
Γ(t+ 2− a)

Γ(t+ 2− a− µ)
− Γ(t+ 1− a)

Γ(t+ 1− a− µ)

=
Γ(t+ 2− a)− (t+ 1− a− µ)Γ(t+ 1− a)

Γ(t+ 2− a− µ)

=
[(t+ 1− a)− (t+ 1− a− µ)] Γ(t+ 1− a)

Γ(t+ 1− a− (µ− 1))

= µ
Γ(t+ 1− a)

Γ(t+ 1− a− (µ− 1))

= µ(t− a)µ−1

(2.12) elde edilir.

(t−a)µ, (t−a)µ+ν ve (t−a)µ−ν fonksiyonlarıiyi tanımlıveNa+µ, Na+µ+ν , Na+µ+N−ν tanım

kümelerinde pozitiftir.

(2.13) eşitliğinin ispatı için, ν = 1 ve ν ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) durumlarıayrıayrı ele

alınacaktır.

ν = 1 için, (2.12) eşitliği kullanılarak

∆−1
a+µ(t− a)µ = ∆−1

a+µ∆

(
(t− a)µ+1

µ+ 1

)
=

1

Γ(1)

t−1∑
s=a+µ

(
∆

(s− a)µ+1

µ+ 1

)

=
(s− a)µ+1

µ+ 1

∣∣∣∣t
s=a+µ

=
(t− a)µ+1

µ+ 1
− µµ+1

µ+ 1

=
1

µ+ 1
(t− a)µ+1 − Γ(µ+ 1)

(µ+ 1)Γ(µ+ 1− (µ+ 1))
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elde edilir. Burada

Γ(µ+ 1)

(µ+ 1)Γ(µ+ 1− (µ+ 1))
=

Γ(µ+ 1)

(µ+ 1)Γ(0)
= 0

ve

µ−1 =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1− (−1))
=

Γ(µ+ 1)

(µ+ 1)Γ(µ+ 1)
=

1

µ+ 1

olduğundan

∆−1
a+µ(t− a)µ = µ−1(t− a)µ+1

dır.

ν ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) olmak üzere, t ∈ Na+µ+ν için

g1(t) : = ∆−νa+µ(t− a)µ

g2(t) : = µ−v(t− a)µ+v

tanımlayalım. g1 ve g2 fonksiyonlarının her ikisinin de iyi tanımlı, birinci basamaktan (t− a− (µ+ v) + 1)∆g(t) = (µ+ v)g(t), t ∈ Na+µ+v

g(a+ µ+ ν) = Γ(µ+ 1)
(2.15)

başlangıç değer probleminin çözümü olduğunu göstermeliyiz.

g1(t)|t=a+µ+v = ∆−va+µ(t− a)µ
∣∣
t=a+µ+v

=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1(s− a)µ

∣∣∣∣∣
t=a+µ+v

=
1

Γ(v)

a+µ∑
s=a+µ

(a+ µ+ v − σ(s))v−1(s− a)µ

=
1

Γ(v)
(µ+ v + a− s− 1)v−1(s− a)µ

∣∣∣∣
s=a+µ

=
1

Γ(v)
(v − 1)v−1µµ
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=
1

Γ(v)

Γ(v)

Γ(1)

Γ(µ+ 1)

Γ(1)

= Γ(µ+ 1)

ve

g2(t)|t=a+µ+v = µ−v(t− a)µ+v
∣∣
t=a+µ+v

= µ−v(µ+ v)µ+v

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ v + 1)

Γ(µ+ v + 1)

Γ(1)

= Γ(µ+ 1)

olduğundan g1 ve g2 fonksiyonlarının her ikisi de (2.15) başlangıç değer proble-

mindeki başlangıç koşulunu sağlar.

Şimdi g1 fonksiyonunun (2.15) başlangıç değer problemindeki fark denklemini sağladı̆gını

gösterelim. t ∈ Na+µ+ν için (2.1) kullanılarak

∆g1(t) = ∆

[
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1(s− a)µ

]

=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(v − 1)(t− σ(s))v−2(s− a)µ

+
(t+ 1− (t+ 2− v))v−1

Γ(v)
(t+ 1− v − a)µ

=
v − 1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ

+
(v − 1)v−1

Γ(v)
(t+ 1− v − a)µ

=
v − 1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ

+
Γ(v)

Γ(v)Γ(1)
(t+ 1− v − a)µ

=
v − 1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ + (t+ 1− v − a)µ
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elde edilir. Ayrıca

g1(t) =
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1(s− a)µ

=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

Γ(t− s)
Γ(t− s− v + 1)

(s− a)µ

=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− s− v + 1)
Γ(t− s)

Γ(t− s− v + 2)
(s− a)µ

=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s)− (v − 2))(t− σ(s))v−2(s− a)µ

=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

[(t− a− (µ+ v) + 1)− (s− a− µ)] (t− σ(s))v−2(s− a)µ

=
(t− a− (µ+ v) + 1)

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ

− 1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ+1

= h(t)− k(t)

şeklinde yazılabilir. Burada


h(t) := (t−a−(µ+v)+1)

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ

k(t) := 1
Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ+1

dır.

k(t) =
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−2(s− a)µ+1

=
1

Γ(v)

(t−v+1)−1∑
s=a+µ

∆

(
(s− a)µ+1

(
−(t− s)v−1

v − 1

))

− 1

Γ(v)

(t−v+1)−1∑
s=a+µ

(
−(t− σ(s))v−1

v − 1

)
∆(s− a)µ+1
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=
1

Γ(v)
(s− a)µ+1

(
−(t− s)v−1

v − 1

)∣∣∣∣s=t−v+1

s=a+µ

− 1

Γ(v)

(t−v+1)−1∑
s=a+µ

(
−(t− σ(s))v−1

v − 1

)
(µ+ 1)(s− a)µ

=
1

Γ(v)
(t− v + 1− a)µ+1

(
−(t− t+ v − 1)v−1

v − 1

)

+
1

Γ(v)
(a+ µ− a)µ+1

(
(t− a− µ)v−1

v − 1

)

+
µ+ 1

Γ(v)(v − 1)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1(s− a)µ

=
1

Γ(v)
(t− v + 1− a)µ+1

(
−(v − 1)v−1

v − 1

)

+
1

Γ(v)
µµ+1

(
(t− a− µ)v−1

v − 1

)

+
µ+ 1

Γ(v)(v − 1)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1(s− a)µ

=
1

Γ(v)
(t− v + 1− a)µ+1−Γ(v)

Γ(1)

+
1

Γ(v)

Γ(µ+ 1)

Γ(0)

Γ(t− a− µ+ 1)

(v − 1)Γ(t− a− µ− v + 2)

+
µ+ 1

Γ(v)(v − 1)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1(s− a)µ

=
1

Γ(v)

[
µ+ 1

v − 1

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1(s− a)µ − (t− v + 1− a)µ+1

]

elde edilir. Bu durumda

(t− a− (µ+ v) + 1)∆g1(t) = (v − 1)h(t) + (t+ 1− v − a)µ+1

(µ+ 1)g1(t)− (v − 1)k(t) = (t+ 1− v − a)µ+1

dır.
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O halde,

(t− a− (µ+ v) + 1)∆g1(t) = (v − 1)h(t) + (µ+ 1)g1(t)− (v − 1)k(t)

= (v − 1)g1(t) + (µ+ 1)g1(t)

= (µ+ v)g1(t)

olup g1 fonksiyonu (2.15) başlangıç değer problemindeki fark denklemini sağlar. Son

olarak, g2 fonksiyonunun da (2.15) başlangıç değer problemindeki fark denklemini

sağladı̆gınıgösterelim.

(t− a− (µ+ v) + 1)∆g2(t) = (t− a− (µ+ v) + 1)∆
[
µ−v(t− a)µ+v

]
= (t− a− (µ+ v) + 1)µ−v(µ+ v)(t− a)µ+v−1

= (t− a− (µ+ v) + 1)µ−v(µ+ v)

× Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a+ 1− (µ+ v) + 1)

= (µ+ v)µ−v
Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a+ 1− (µ+ v))

= (µ+ v)µ−v(t− a)µ+v

= (µ+ v)g2(t).

İyi tanımlı(2.15) başlangıç değer probleminin çözümünün tekliğinden dolayıNa+N−v

üzerinde g1 ≡ g2, yani

∆−νa+µ(t− a)µ = µ−v(t− a)µ+v

dir.

(2.14) eşitliğini göstermek için, t ∈ Na+µ+N−v için Tanım 2.6 ve (2.13) kuralının

uygulanmasıyla

∆v
a+µ(t− a)µ = ∆N

[
∆
−(N−v)
a+µ (t− a)µ

]
= ∆N

[
µ−(N−v)(t− a)µ+N−v

]
= ∆N

[
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 +N − v)
(t− a)µ+N−v

]
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elde edilir. (2.12) eşitliğinin N defa uygulanmasıyla

∆v
a+µ(t− a)µ =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 +N − v)
((µ+N − v)...(µ+ 1− v))(t− a)µ−v

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 +N − v)

Γ(µ+N − v + 1)

Γ(µ+ 1− v)
(t− a)µ−v

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1− v)
(t− a)µ−v

= µv(t− a)µ−v

bulunur.

Teorem 2.7. f : Na → R olsun. ν, µ > 0 olmak üzere t ∈ Na+µ+ν için

∆−va+µ∆−µa f(t) = ∆−v−µa f(t) = ∆−µa+v∆
−v
a f(t)

dır (Holm 2011b).

İspat: f : Na → R ve ν, µ > 0 olsun. t ∈ Na+µ+ν için

∆−va+µ∆−µa f(t) =
1

Γ(v)

t−v∑
s=a+µ

(t− σ(s))v−1

(
1

Γ(µ)

s−µ∑
r=a

(s− σ(r))µ−1f(r)

)

=
1

Γ(v)Γ(µ)

t−v∑
s=a+µ

s−µ∑
r=a

(t− σ(s))v−1(s− σ(r))µ−1f(r)

=
1

Γ(v)Γ(µ)

t−(v+µ)∑
r=a

t−v∑
s=r+µ

(t− σ(s))v−1(s− σ(r))µ−1f(r)
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dir. Burada x = s− σ(r) dönüşümü yapılırsa

∆−va+µ∆−µa f(t) =
1

Γ(v)Γ(µ)

t−(v+µ)∑
r=a

[
t−v−r−1∑
x=µ−1

(t− x− r − 2))v−1xµ−1

]
f(r)

=
1

Γ(v)Γ(µ)

t−(v+µ)∑
r=a

(t−r−1)−v∑
x=µ−1

((t− r − 1)− σ(x))v−1xµ−1

 f(r)

=
1

Γ(µ)

t−(v+µ)∑
r=a

[(
∆−vµ−1(tµ−1)

)∣∣
t−r−1

f(r)
]

=
1

Γ(µ)

t−(v+µ)∑
r=a

(µ− 1)−v (t− r − 1)µ−1+v f(r)

=
1

Γ(µ)

t−(v+µ)∑
r=a

Γ(µ)

Γ(µ+ v)
(t− r − 1)µ+v−1 f(r)

=
1

Γ(v + µ)

t−(v+µ)∑
r=a

(t− σ(r))(v+µ)−1 f(r)

= ∆−(v+µ)
a f(t)

= ∆−v−µa f(t)

elde edilir. v ve µ keyfi olduğundan, daha genel olarak t ∈ Na+v+µ için

∆−va+µ∆−µa f(t) = ∆−v−µa f(t) = ∆−µa+v∆
−v
a f(t)

dir.

Lemma 2.8. f : Na → R, µ > 0 olsun. M − 1 < µ ≤ M olmak üzere herhangi

k ∈ N0, t ∈ Na+µ için

∆k∆−µa f(t) = ∆k−µ
a f(t) (2.16)

ve t ∈ Na+M−µ için

∆k∆µ
af(t) = ∆k+µ

a f(t) (2.17)

dır (Holm 2011b).

İspat: f, µ,M ve k lemmanın ifadesindeki gibi olsun. İspat aşağıdaki iki durumda

23



yapılacaktır.

1. µ = M durumu:

t ∈ Na+1 için

∆∆−1
a f(t) = ∆

[
t−1∑
s=a

f(s)

]

=

t∑
s=a

f(s)−
t−1∑
s=a

f(s)

= f(t)

dir.

Herhangi k ∈ N ve t ∈ Na+k için

∆k∆−ka f(t) = ∆k−1
[
∆∆−1

a+k−1(∆−(k−1)
a f(t))

]
= ∆k−1∆−(k−1)

a f(t),

= ...

= f(t)

dir. Böylece, herhangi t ∈ Na+M için

∆k∆−Ma f(t) =

 ∆k−M [∆M∆−Ma f(t)
]

= ∆k−Mf(t) , k ≥M

∆k∆−ka+M−k

[
∆
−(M−k)
a f(t)

]
= ∆k−M

a f(t) , k < M

elde edilir. (Bu durumda, tamsayıbasamaktan farkların deği̧simli (komütatif) olduğu

kullanılmı̧stır.)

2. M − 1 < µ < M durumu:

Önce t ∈ Na+M−µ için ∆∆µ
af(t) = ∆1+µ

a f(t) olduğunu göstermeliyiz. t ∈ Na+M−µ
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için Tanım 2.5 kullanılırsa

∆∆µ
af(t) = ∆

[
1

Γ(−µ)

t+µ∑
s=a

(t− σ(s))−µ−1f(s)

]

=
1

Γ(−µ)

[
∆

t+µ∑
s=a

(t− σ(s))−µ−1f(s)

]

elde edilir. Parantezin içindeki terime (2.1) kuralıuygulanırsa

∆∆µ
af(t) =

1

Γ(−µ)

[
t+µ∑
s=a

(−µ− 1)(t− σ(s))−µ−2f(s)

+ (−µ− 1)−µ−1f(t+ µ+ 1)
]

=
1

Γ(−µ)

[
t+µ∑
s=a

(−µ− 1)(t− σ(s))−µ−2f(s) + Γ(−µ)f(t+ µ+ 1)

]

=
(−µ− 1)

Γ(−µ)

t+µ∑
s=a

(t− σ(s))−µ−2f(s) +
Γ(−µ)

Γ(−µ)
f(t+ µ+ 1)

=
1

Γ(−µ− 1)

t+µ∑
s=a

(t− σ(s))−µ−2f(s) + f(t+ µ+ 1)

=
1

Γ(−µ− 1)

t+µ+1∑
s=a

(t− σ(s))−µ−2f(s)

=
1

Γ(−µ− 1)

t−(−µ−1)∑
s=a

(t− σ(s))(−µ−1)−1f(s)

= ∆−(−µ−1)
a f(t)

= ∆1+µ
a f(t)

bulunur. O halde k ∈ N ve t ∈ Na+M−µ için

∆k∆µ
af(t) = ∆k−1 [∆∆µ

af(t)]

= ∆k−1∆1+µ
a f(t)

= ...

= ∆k+µ
a f(t)

dir. Böylece (2.17) ifadesinin ispatıtamamlanmı̧s olur.
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(2.16) ifadesinin ispatıda benzer şekilde yapılabilir.

Teorem 2.9. f : Na → R, v, µ > 0 olsun. N−1 < v ≤ N olmak üzere t ∈ Na+µ+N−v

için

∆v
a+µ∆−µa f(t) = ∆v−µ

a f(t)

dır (Holm 2011b).

İspat: f, v,N ve µ teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. t ∈ Na+µ+N−v için

Teorem 2.7 ve Lemma 2.8 kullanılarak

∆v
a+µ∆−µa f(t) = ∆N∆

−(N−v)
a+µ ∆−µa f(t)

= ∆N∆−(N−v+µ)
a f(t)

= ∆N−(N−v+µ)
a f(t)

= ∆v−µ
a f(t)

elde edilir.

Teorem 2.10. f : Na → R, k ∈ N0 ve v > 0 olsun. Bu durumda t ∈ Na+v için

∆−va ∆kf(t) = ∆k−v
a f(t)−

k−1∑
j=0

∆jf(a)

Γ(v − k + j + 1)
(t− a)v−k+j (2.18)

dır. Ayrıca, µ > 0 olmak üzere M − 1 < µ ≤M ve t ∈ Na+M−µ+v için

∆−va+M−µ∆µ
af(t) = ∆µ−v

a f(t)−
M−1∑
j=0

∆j−(M−µ)f(a+M − µ)

Γ(v −M + j + 1)
(t− a−M + µ)v−M+j

(2.19)

dır (Holm 2011b).

İspat: k ∈ N0 verilmi̧s olsun ve v /∈ {1, 2, ..., k − 1} olmak üzere v negatif olmayan
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olsun. Bu durumda, t ∈ Na+v için Tanım 2.7 kullanılarak

∆−va ∆kf(t) =
1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1
[
∆kf(s)

]
=

1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1
[
∆∆k−1f(s)

]
elde edilir. k kez kısmi toplama kuralıkullanılarak

∆−va ∆kf(t) =
1

Γ(v)
(t− s)v−1∆k−1f(s)

∣∣t−v+1

s=a

− 1

Γ(v)

t−v∑
s=a

−(v − 1)(t− σ(s))v−2∆k−1f(s)

=
1

Γ(v)

[
(v − 1)v−1∆k−1f(t− v + 1)− (t− a)v−1∆k−1f(a)

]
+

(v − 1)

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−2∆k−1f(s)

=
1

Γ(v)

[
Γ(v)∆k−1f(t− v + 1)− (t− a)v−1∆k−1f(a)

]
+

1

Γ(v − 1)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−2∆k−1f(s)

= ∆k−1f(t− v + 1)− (t− a)v−1

Γ(v)
∆k−1f(a)

+
1

Γ(v − 1)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−2∆k−1f(s)

=
1

Γ(v − 1)

t−v+1∑
s=a

(t− σ(s))v−2∆k−1f(s)− ∆k−1f(a)

Γ(v)
(t− a)v−1

=
1

Γ(v − 1)

t−(v−1)∑
s=a

(t− σ(s))(v−1)−1∆k−1f(s)− ∆k−1f(a)

Γ(v)
(t− a)v−1

= ∆−(v−1)
a

[
∆k−1f(t)

]
− ∆k−1f(a)

Γ(v)
(t− a)v−1

= ∆1−v
a ∆k−1f(t)− ∆k−1f(a)

Γ(v)
(t− a)v−1
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= ∆2−v
a ∆k−2f(t)− ∆k−1f(a)

Γ(v)
(t− a)v−1 − ∆k−2f(a)

Γ(v − 1)
(t− a)v−2

...

= ∆k−v
a f(t)−

k∑
i=1

∆k−if(a)

Γ(v − i+ 1)
(t− a)v−i

= ∆k−v
a f(t)−

k−1∑
j=0

∆jf(a)

Γ(v − k + j + 1)
(t− a)v−k+j

bulunur. Kabulden, bu ifade iyi tanımlıve v − k + j + 1 /∈ {...,−2,−1} dır.

v ∈ {1, 2, ..., k − 1} olsun. Bu durumda k − v ∈ N dir. Teoremler 2.7, 2.9 ve 2.12

nin kullanılmasıyla t ∈ Na+v için

∆−va ∆kf(t) = ∆k−v∆−(k−v)
a ∆−va ∆kf(t)

= ∆k−v [∆−(k−v)
a ∆−va ∆kf(t)

]
= ∆k−v [∆−ka ∆kf(t)

]
= ∆k−v

[
f(t)−

k−1∑
j=0

∆jf(a)

Γ(j + 1)
(t− a) j

]

= ∆k−vf(t)−
k−1∑
j=0

∆jf(a)

Γ(j + 1)

[
∆k−v(t− a) j

]
= ∆k−vf(t)−

k−1∑
j=k−v

∆jf(a)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1)

Γ(j + 1− k + v)
(t− a) j−k+v

= ∆k−vf(t)−
k−1∑
j=k−v

∆jf(a)

Γ(j + 1− k + v)
(t− a) j−k+v

bulunur.

Yukarıdaki iki durum birleştirilerek (2.18) ispatlanır. Yani, k ∈ N0 olmak üzere

(i) v /∈ {1, 2, ..., k − 1}

(ii) v ∈ {1, 2, ..., k − 1}

durumlarıiçin (2.18) ispatlanmı̧s olur.
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Şimdi (2.19) ifadesini ispatlamak için v, µ > 0 ve M − 1 < µ ≤M olsun.

g(t) := ∆−(M−µ)
a f(t) ve b := a+M − µ

tanımlayalım. Burada b, g nin tanım kümesinin ilk elemanıdır. t ∈ Na+M−µ+v için

Teorem 2.9 ve v > M durumunda Teorem 2.7 kullanılarak

∆−va+M−µ∆µ
af(t) = ∆−va+M−µ

[
∆M∆−(M−µ)

a f(t)
]

= ∆−va+M−µ∆Mg(t)

= ∆M−v
a+M−µg(t)−

M−1∑
j=0

∆jg(b)

Γ(v −M + j + 1)
(t− b)v−M+j

= ∆M−v
a+M−µ∆−(M−µ)

a f(t)−
M−1∑
j=0

∆j∆
−(M−µ)
a f(b)

Γ(v −M + j + 1)
(t− b)v−M+j

= ∆µ−v
a −

M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(v −M + j + 1)
(t− a−M + µ)v−M+j

elde edilir.

Teorem 2.11. f : Na → R, N − 1 < v ≤ N ve M − 1 < µ ≤ M olmak üzere

v, µ > 0 olsun. Bu durumda t ∈ Na+M−µ+N−v için

∆v
a+M−µ∆µ

af(t) = ∆v+µ
a f(t)−

M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(−v −M + j + 1)
(t− a−M + µ)−v−M+j

(2.20)

dır. (2.17) ve Uyarı2.1 den v ∈ N0 durumunda toplamdaki terimler kaybolur (Holm

2011b).

İspat: f, v ve µ teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. v = N durumunda Lemma

2.8 dan (2.20) açıktır. Diğer taraftan, N − 1 < v < N ise t ∈ Na+M−µ+N−v için
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(2.16) ve (2.19) kullanılarak

∆v
a+M−µ∆µ

af(t) = ∆N
[
∆
−(N−v)
a+M−µ∆µ

af(t)
]

= ∆N∆−N+v+µ
a f(t)

−∆N

[
M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(N − v −M + j + 1)
(t− a−M + µ)N−v−M+j

]
= ∆v+µ

a f(t)

−
M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(N − v −M + j + 1)
∆N

[
(t− a−M + µ)N−v−M+j

]
= ∆v+µ

a f(t)

−
M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(−v −M + j + 1)

[
(t− a−M + µ)−v−M+j

]

elde edilir.

Sonuç 2.1. f : Na → R, N − 1 < v ≤ N ve M − 1 < µ ≤ M olmak üzere v, µ > 0

olsun. Bu durumda t ∈ Na+M−µ+N−v için

∆v
a+M−µ∆µ

af(t) = ∆µ
a+N−v∆

v
af(t)

+
N−1∑
j=0

∆j−N+v
a f(a+N − v)

Γ(−µ−N + j + 1)
(t− a−N + v)−µ−N+j

−
M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(−v −M + j + 1)
(t− a−M + µ)−v−M+j

dir. Ayrıca t ∈ Na+2(N−v) için

∆v
a+N−v∆

v
af(t) = ∆2v

a f(t)−
N−1∑
j=0

∆j−N+V
a f(a+N − v)

Γ(−v −N + j + 1)
(t− a−N + v)−v−N+j

dir.

Örnek 2.1. v ve µ, toplamlarıtamsayıolan fakat tamsayıolmayan sayılar (v, µ /∈

Z, (v + µ) ∈ Z) olmak üzere ∆v
a+M−µ ◦∆µ

a kesirli birleşiminin, tamsayıbasamaktan
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∆v+µ operatöründen ne kadar farklıolduğunu araştıralım.

f : Na → R olsun. N − 1 < v < N ve M − 1 < µ < M olmak üzere v + µ = P

olacak şekilde M,N,P ∈ N bulunsun. Bu durumda N +M = P + 1 dir. Burada

D
{

∆v
a+M−µ ◦∆µ

af
}

= Na+M−µ+N−v

= Na+(M+N)−(µ+v)

= Na+1

⊆ D
{

∆Pf
}

dir. t ∈ Na+1 için (2.20) den

∆v
a+M−µ∆µ

af(t)

= ∆P
a f(t)−

M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(−v −M + j + 1)
(t− a+M − µ)−v−M+j

elde edilir. j ∈ {0, ...,M − 1} için

lim
v→N−

µ→(M−1)+

(t− a−M + µ)−v−M+j = (t− a− 1)j−P−1

=
Γ(t− a)

Γ(t− a+ P + 1− j) ∈ (0,∞),

lim
µ→(M−1)+

∆j−M+µ
a f(a+M − µ) = ∆j−1

a f(a+ 1) ∈ [0,∞)

ve

lim
v→N−

1

Γ(−v −M + j + 1)
= 0

olduğundan

lim
v→N−

µ→(M−1)+

(
∆P
a f(t)−∆v

a+M−µ∆µ
af(t)

)
= 0

bulunur.

Örnek 2.2. Örnek 2.1 in kabulleri altında t büyüdükçe ∆v
a+M−µ◦∆µ

a kesirli birleşim
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operatörü ile tamsayıbasamaktan ∆v+µ operatörü arasındaki farkıkaŗslaştıralım.

f : Na → R olsun. N − 1 < v < N ve M − 1 < µ < M olmak üzere v + µ = P

olacak şekilde M,N,P ∈ N bulunsun. Bu durumda

lim
t→∞

(
∆P
a f(t)−∆v

a+M−µ∆µ
af(t)

)
= lim

t→∞

(
M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(−v −M + j + 1)
(t− a+M − µ)−v−M+j

)

=

M−1∑
j=0

∆j−M+µ
a f(a+M − µ)

Γ(−v −M + j + 1)
lim
t→∞

Γ(t− a−M + µ+ 1)

Γ(t− a+ P + 1− j)

dır. Sıkı̧stırma teoremi gereğince, t ∈ Na+2 için

t− a−M + µ+ 1 ≥ 2 ve t− a+ P + 1− j ≥ 2

⇒ 0 ≤ Γ(t− a−M + µ+ 1)

Γ(t− a+ P + 1− j) ≤
Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a+ 2)
=

1

t− a+ 1

⇒ lim
t→∞

Γ(t− a−M + µ+ 1)

Γ(t− a+ P + 1− j) = 0

olduğundan

lim
t→∞

(
∆P
a f(t)−∆v

a+M−µ∆µ
af(t)

)
= 0

bulunur.

Aşağıdaki tablo f(t) = et, a = 0 ve v = µ = 1
2
özel durumu için ∆v

a+M−µ∆µ
af(t) ve

∆P
a f(t) operatörleri arasındaki farkların ilk yedisini göstermektedir.

t 1 2 3 4 5 6 7

∆
1/2
1/2∆

1/2
0 et −∆et 1

8
1
16

5
128

7
256

21
1024

33
2048

429
32768
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3. AYRIK KESİRLİ ANALİZDE LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ

Tanım 3.1. R regressive cümlesi

R : = {s ∈ C : s 6= −1}

dır (Bohner ve Peterson 2001).

Tanım 3.2. R cümlesi üzerinde

p⊕ q : = p+ q + pq

	p : =
−p

1 + p

p	 q : = p⊕ [	q]

dır (Bohner ve Peterson 2001).

Tanım 3.3. f : Ta→ R fonksiyonunun Laplace Dönüşümü s∈D {f} için

La {f} (s) :=

∞∫
a

eσ	s(t, a)f(t)∆t (3.1)

dır. Burada a ∈ R, Ta infimumu a olan sınırsız bir zaman skalasıve D {f} integralin

yakınsak olduğu tüm regressive kompleks sabitlerin cümlesidir (Bohner ve Peterson

2001).

Tanım 3.4. Na cümlesi üzerindeki üstel fonksiyon t ∈ Na için

ep(t, a) := (1 + p)t−a
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dır. Bu durumda (3.1) Laplace dönüşümündeki üstel fonksiyon

eσ	s(t, a) = e	s(t+ 1, a)

= (1 +	s)t+1−a

=

(
1− s

1 + s

)t+1−a

=
1

(s+ 1)t−a+1

şeklindedir (Bohner ve Peterson 2001).

Tanım 3.5. f : Na → R fonksiyonunun Laplace dönüşümü s ∈ C\ {−1} için

La {f} (s) : =

∞∫
a

f(t)

(s+ 1)t−a+1
∆t

=

∞∫
0

f(t+ a)

(s+ 1)t+1
∆t

=
∞∑
k=0

f(k + a)

(s+ 1)k+1
(3.2)

dır. s ∈ C\ {−1} için (3.2) serisi yakınsaktır. Bu seri, f : Na → R fonksiyonunun

Ayrık Laplace Dönüşümüdür (Holm 2011c).

Tanım 3.6. f : Na → R olmak üzere yeterince büyük t ∈ Na için

|f(t)| ≤ Art

olacak şekilde bir A > 0 sabiti mevcut ise f fonksiyonuna r üstel basamaklıdır denir.

Sonuç 3.1. f : Na → R fonksiyonu r > 0 üstel basamaklıolsun. Bu durumda, her

t ∈ Na+m için |f(t)| ≤ Art olacak şekilde A > 0 sabiti ve m ∈ N0 vardır. Böylece
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B−1(r) küresinin dı̧sındaki herhangi s ∈ C için

La {f} (s) ≤
∞∑
k=0

∣∣∣∣ f(k + a)

(s+ 1)k+1

∣∣∣∣
=

m−1∑
k=0

∣∣∣∣ f(k + a)

(s+ 1)k+1

∣∣∣∣+

∞∑
k=m

∣∣∣∣ f(k + a)

(s+ 1)k+1

∣∣∣∣
≤

m−1∑
k=0

∣∣∣∣ f(k + a)

(s+ 1)k+1

∣∣∣∣+

∞∑
k=m

Ark+a

|s+ 1|k+1

=
m−1∑
k=0

∣∣∣∣ f(k + a)

(s+ 1)k+1

∣∣∣∣+
Ara

|s+ 1|

∞∑
k=m

(
r

|s+ 1|

)k

=

m−1∑
k=0

∣∣∣∣ f(k + a)

(s+ 1)k+1

∣∣∣∣+
Ara

|s+ 1|

(
r
|s+1|

)m
1−

(
r
|s+1|

)
=

m−1∑
k=0

∣∣∣∣ f(k + a)

(s+ 1)k+1

∣∣∣∣+
A

|s+ 1|m
ra+m

|s+ 1| − r
< ∞

gerçeklenir. Bu sonuç, f hangi basamaktan üstel olursa olsun, tanım kümesini

kısıtlayarak La {f} (s) operatörünün yakınsaklı̆gının garanti edilmesini sağlar.

Lemma 3.1. f : Na → R fonksiyonu r > 0 üstel basamaklıolsun. Bu durumda,

La {f} (s) operatörü s ∈ C\B−1(r) için mevcuttur (Holm 2011c).

Bu bölümün geri kalanı için, çalı̧smalarımızda üstel basamak La {f} (s) Laplace

dönüşümünün C\B−1(r) tanım kümesinde var olmasınısağlayan fonksiyonlara kısıt-

lanacaktır (Şekil 3.1).
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Şekil 3.1 Laplace Dönüşümü için yakınsaklık kümesi

Örnek 3.1. p ∈ C olsun. Na kümesinde üstel fonksiyon t ∈ Na için

ep(t, a) = (1 + p)t−a

şeklindedir. Aşikar olarak, (1 + p)t−a ifadesi 1 + p üstel basamaklıdır. O halde,

s ∈ C\B−1(1 + p) için

La
{

(1 + p)t−a
}

(s) =
∞∑
k=0

(1 + p)k

(s+ 1)k+1

=
1

s+ 1

∞∑
k=0

(
p+ 1

s+ 1

)k
=

1

s+ 1

(
1

1− p+1
s+1

)
=

1

s− p

bulunur. Yukarıdaki formülün önemli bir durumu s ∈ C\B−1(r) için

La {1} (s) =
1

s
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olmasıdır.

Lemma 3.2. f, g : Na → R, r > 0 üstel basamaklıve c1, c2 ∈ C olsun. Bu durumda

s ∈ C\B−1(r) için

La {c1f + c2g} (s) = c1La {f} (s) + c2La {g} (s) (3.3)

ve

La {f} (s) ≡ La {g} (s)⇔ f(t) ≡ g(t) (3.4)

dır (Bohner ve Peterson 2001).

Lemma 3.3. m ∈ N0, f : Na−m → R ve g : Na → R fonksiyonları r > 0 üstel

basamaklıolsun. s ∈ C\B−1(r) için

La−m {f} (s) =
1

(s+ 1)m
La {f} (s) +

m−1∑
k=0

f(k + a−m)

(s+ 1)k+1
(3.5)

ve

La+m {g} (s) = (s+ 1)mLa {g} (s)−
m−1∑
k=0

(s+ 1)m−1−kg(k + a) (3.6)

dır (Holm 2011c).

İspat: f, g, r ve m lemmanın ifadesinde verildiği gibi olsun. Bu durumda

s ∈ C\B−1(r) için
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La−m {f} (s) =

∞∑
k=0

f(k + a−m)

(s+ 1)k+1

=
∞∑
k=m

f(k + a−m)

(s+ 1)k+1
+

m−1∑
k=0

f(k + a−m)

(s+ 1)k+1

=
∞∑
k=0

f(k + a)

(s+ 1)k+m+1
+

m−1∑
k=0

f(k + a−m)

(s+ 1)k+1

=
1

(s+ 1)m
La {f} (s) +

m−1∑
k=0

f(k + a−m)

(s+ 1)k+1

ve

La+m {g} (s) =

∞∑
k=0

g(k + a+m)

(s+ 1)k+1

=
∞∑
k=m

g(k + a)

(s+ 1)k−m+1

=
∞∑
k=0

g(k + a)

(s+ 1)k−m+1
−

m−1∑
k=0

g(k + a)

(s+ 1)k−m+1

= (s+ 1)mLa {g} (s)−
m−1∑
k=0

(s+ 1)m−1−kg(k + a)

dır.

Sonuç 3.2. (3.5) ve (3.6) dan s ∈ C\B−1(r) için

L(a+m)−m {f} (s) = L(a−m)+m {f} (s) = La {f} (s)

özdeşliğinin sağlandı̆gıkolaylıkla gösterilebilir.

Ayrık kesirli analizde Laplace dönüşümünün uygulanmasında, genel zaman skalası

teorisinde tanımlanan ve geli̧stirilen Taylor monomial oldukça kullanı̧slıdır.
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Tanım 3.7. n ∈ N0, t ∈ Ta için ardı̧sık olarak Taylor monomial
h0(t, a) := 1

hn+1(t, a) :=

t∫
a

hn(s, a)∆s
(3.7)

dır. Taylor monomial açıkca n ∈ N0, t ∈ Na için

hn(t, a) =
(t− a)n

n!

olarak yazılabilir (Bohner ve Peterson 2001).

Taylor monomial daha genel olarak aşağıdaki gibi tanımlanabilir.

Tanım 3.8. Her µ ∈ R\ {...,−2,−1} olmak üzere µ. Taylor monomial t ∈ Na için

hµ(t, a) :=
(t− a)µ

Γ(µ+ 1)

dır (Holm 2011c).

Lemma 3.4. µ ∈ R\ {...,−2,−1} olmak üzere a, b ∈ R için µ = b − a olsun. Bu

durumda s ∈ C\B−1(1) için

Lb {hµ(., a)} (s) =
(s+ 1)µ

sµ+1
(3.8)

dır (Holm 2011c).

İspat: |x| < |y| olacak şekilde v, x, y ∈ R için genel Binom formülü

(x+ y)v =
∞∑
k=0

(
v

k

)
xkyv−k

dır, burada (
v

k

)
:=

vk

k!
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dır. k ∈ N0 ve v > 0 için

(
−v
k

)
=

(−v)k

k!

=
(−v)...(−v − k + 1)

k!

= (−1)k
(k + v − 1)k

k!

= (−1)k
(
k + v − 1

v − 1

)

elde edilir. Yukarıdaki iki durum birleştirilerek v ∈ R ve |y| < 1 için

1

(1− y)v
= ((−y) + 1)−v =

∞∑
k=0

(
−v
k

)
(−y)k1−v−k

=
∞∑
k=0

(−1)k
(
−v
k

)
yk

=
∞∑
k=0

(
k + v − 1

v − 1

)
yk

yazılabilir. µ = b− a olduğundan s ∈ C\B−1(1) için

(s+ 1)µ

sµ+1
=

1

s+ 1

1(
1− 1

s+1

)µ+1

=
1

s+ 1

∞∑
k=0

(
k + µ

µ

)
1

(s+ 1)k

=

∞∑
k=0

(k + µ)µ

Γ(µ+ 1)

1

(s+ 1)k+1

=

∞∑
k=0

hµ(k + b, a)
1

(s+ 1)k+1

= Lb {hµ(., a)} (s)

elde edilir.

Uyarı3.1. Lemma 3.1’den hµ(t, a), r > 0 üstel basamaklı ise, Lb {hµ(., a)} (s)

kompleks düzlemde mevcuttur.
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Her µ ∈ R\ {...,−2,−1} için, hµ fonksiyonunun r > 1 üstel basamaklıolduğunu

gösterelim. µ > 0 olsun ve M − 1 < µ ≤ M olacak şekilde M ∈ N alalım. Bu

durumda herhangi bir r > 1 ve yeterince büyük t ∈ Na için

hµ(t, a) =
(t− a)µ

Γ(µ+ 1)

=
Γ(t− a+ 1)

Γ(µ+ 1)Γ(t− a+ 1− µ)

<
Γ(t− a+ 1)

Γ(µ+ 1)Γ(t− a+ 1−M)

=
(t− a)...(t− a−M + 1)

Γ(µ+ 1)

<
(t− a)M

Γ(µ+ 1)

<
rt

Γ(µ+ 1)

dır. Diğer taraftan, µ ≤ 0 ise yeterince büyük t ∈ Na için

hµ(t, a) =
Γ(t− a+ 1)

Γ(µ+ 1)Γ(t− a+ 1− µ)

≤ 1

Γ(µ+ 1)

eşitsizliği elde edilir.

Bu iki durum birleştirilirse, ε > 0 için hµ(t, a) fonksiyonunun 1 + ε üstel basamaklı

olduğu elde edilir. O halde, Lemma 3.1, La {hµ(., a)} (s) operatörünün

⋃
r>1

(
C\B−1(r)

)
= C\

(⋂
r>1

B−1(r)

)
= C\B−1(1)

üzerinde tanımlı olduğunu söyler. Bu durum, Lemma 3.4’teki tanım kümesinin

doğru olduğunu gösterir.
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Tanım 3.8 (Konvolüsyon). f, g : Na → R fonksiyonlarının konvolüsyonu

(f ∗ g)(t) :=
t−1∑
r=a

f(r)g(t− 1− r + a), t ∈ Na (3.9)

dır (Holm 2011c).

Lemma 3.5. f, g : Na → R, r > 0 üstel basamaklı olsun. Bu durumda s ∈

C\B−1(r) için

La {f ∗ g} (s) = La {f} (s)La {g} (s) (3.10)

dır (Holm 2011c).

İspat: f, g ve r lemmanın ifadesindeki gibi olsun. Bu durumda

La {f ∗ g} (s) =
∞∑
k=0

(f ∗ g)(k + a)

(s+ 1)k+1

=
∞∑
k=0

1

(s+ 1)k+1

k+a−1∑
r=a

f(r)g(k + a− r − 1 + a)

=
∞∑
k=1

k−1∑
r=0

f(r + a)g(k − r − 1 + a)

(s+ 1)k+1

=
∞∑
k=1

k∑
r=1

f(r − 1 + a)g(k − r + a)

(s+ 1)k+1

dır. Seriler için Cauchy çarpımıkullanılarak

La {f ∗ g} (s) =

∞∑
l=1

g(l − r + a+ (r − 1))

(s+ 1)l−r+1+(r−1)

∞∑
l=1

f(l − 1 + a)

(s+ 1)l

=
∞∑
l=1

g(l + a− 1)

(s+ 1)l

∞∑
l=1

f(l − 1 + a)

(s+ 1)l

=

∞∑
l=0

g(l + a)

(s+ 1)l+1

∞∑
l=0

f(l + a)

(s+ 1)l+1

= La {f} (s)La {g} (s)

elde edilir.
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f : Na → R, N ∈ N olmak üzere N − 1 < v ≤ N olacak şekilde v > 0 olsun. f

fonksiyonunun v. basamaktan kesirli toplamıt ∈ Na+v−N için

∆−va f(t) :=
1

Γ(v)

t−v∑
s=a

(t− σ(s))v−1f(s)

dır. Burada ∆−va f operatörü {a+ v −N, ..., a+ v − 1} kümesi üzerinde N tane

başlangıç sıfırına sahiptir. Benzer olarak, f fonksiyonunun v. basamaktan kesirli

farkıt ∈ Na+N−v için

∆v
af(t) := ∆N∆−(N−v)

a f(t)

dır. Teorem 2.3 te bu tanımın t ∈ Na+N−v için

∆v
af(t) :=


1

Γ(−v)

t+v∑
s=a

(t− σ(s))−v−1f(s) , N − 1 < v < N

∆Nf(t) , v = N

tanımına denk olduğu gösterilmi̧stir.

Uyarı3.2. N ∈ N0 için

La
{

∆−Na f
}

(s) =
La {f} (s)

sN
(3.11)

ve

La
{

∆−Na f
}

(s) = sNLa {f} (s)−
N−1∑
j=0

sj∆N−1−jf(a) (3.12)

dır.

Lemma 3.6. f : Na → R fonksiyonu r > 0 üstel basamaklıve v > 0 verilmi̧s olsun.

Bu durumda, ε > 0 için ∆−va f ve ∆v
af operatörleri r + ε üstel basamaklıdır (Holm

2011c).

İspat: f, r üstel basamaklıolduğundan,

t ≥ T için |f(t)| ≤ Art
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olacak şekilde bir A > 0 ve T ∈ Na vardır.

Önce ∆−va f toplamının üstel basamağınıinceleyelim. ε > 0 belirli olsun ve t ∈ Na+v

olmak üzere t− v ≥ T + 2 alalım. Bu durumda

∣∣∆−va f(t)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
T−1∑
s=a

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
f(s) +

t−v∑
s=T

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
f(s)

∣∣∣∣∣
≤

T−1∑
s=a

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
|f(s)|+

t−v∑
s=T

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
Ars (3.13)

dır. (3.13) eşitsizliğindeki iki terimi ayrıayrıele alalım. İkinci toplam için

t−v∑
s=T

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
Ars =

A

Γ(v)

t−v∑
s=T

Γ(t− s)
Γ(t− s− v + 1)

rs

=
A

Γ(v)

(
Γ(v)rt−v + Γ(v + 1)rt−v−1

+
t−v−2∑
s=T

Γ(t− s)
Γ(t− s− v + 1)

rs

)

<
A

rv

(
1 +

v

r

)
rt +

A

Γ(v)

t−v−2∑
s=T

Γ(t− s)
Γ(t− s− v + 1)

rs

=
A

rv

(
1 +

v

r

)
rt +

A

Γ(v)

t−v−T−2∑
s=0

Γ(t− s− T )

Γ(t− s− T − v + 1)
rs

=
A

rv

(
1 +

v

r

)
rt

+
A

Γ(v)

t−v−T−2∑
s=0

(t− T − s− 1)...(t− T − s−N + 1)rs

<
A

rv

(
1 +

v

r

)
rt +

AtN−1

Γ(v)

t−v−T−2∑
s=0

rs

yazılabilir. Burada r ∈ (0, 1] ise yeterince büyük t ∈ Na+v için

t−v∑
s=T

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
Ars <

A

rv

(
1 +

v

r

)
rt +

AtN−1

Γ(v)

≤
(
A

rv

(
1 +

v

r

)
+

A

Γ(v)

)
rt

≤ 1

2
(r + ε)t
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dir. Benzer şekilde, r ∈ (1,∞) ise yeterince büyük t ∈ Na+v için

t−v∑
s=T

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
Ars <

A

rv

(
1 +

v

r

)
rt +

AtN−1

Γ(v)
(t− v − T − 1)rt−v−T−2

<

(
A

rv

(
1 +

v

r

)
+
AtN−1

Γ(v)

)
rt

≤ 1

2
(r + ε)t

dır.

Benzer i̧slemler yapılarak (3.13) ifadesinin ikinci toplamının, t > T + v olmak üzere

yeterince büyük t ∈ Na+v için

T−1∑
s=a

(t− σ(s))v−1

Γ(v)
|f(s)| <

(
T−1∑
s=a

|f(s)|
Γ(v)

)
tN−1 ≤ 1

2
(r + ε)t

eşitsizliğini sağladı̆gıgösterilebilir.

Yukarıdaki iki adım birleştirerek, her t ∈ Na+v için t ≥ Tε ≥ T + v + 2 olmak üzere

∣∣∆−va f(t)
∣∣ ≤ (r + ε)t

olacak şekilde bir Tε ∈ Na+v nin varlı̆gıgörülür. Diğer bir deyi̧sle, her ε > 0 için

∆−va f operatörü r + ε üstel basamaklıdır.

Şimdi ∆v
af = ∆N∆

−(N−v)
a f kesirli farkına dönelim. İspatın ilk kısmından, ε >

0 için ∆
−(N−v)
a f kesirli toplamının A = 1 sabiti ile r + ε üstel basamaklıolduğu

bilinmektedir. Böylece, her t ∈ Na+N−v için t ≥ Tε ≥ T +N − v + 2 olmak üzere

∣∣∆−(N−v)
a f(t)

∣∣ ≤ (r + ε)t

olacak şekilde bir Tε ∈ Na+N−v vardır.

45



t ≥ Tε olmak üzere her t ∈ Na+N−v için

|∆v
af(t)| =

∣∣∆N∆−(N−v)
a f(t)

∣∣
=

∣∣∣∣∣
N∑
k=0

(−1)k
(
N

k

)
∆−(N−v)
a f(t+N − k)

∣∣∣∣∣
≤

N∑
k=0

(
N

k

) ∣∣∆−(N−v)
a f(t+N − k)

∣∣
≤

(
N∑
k=0

(
N

k

)
(r + ε)N−k

)
(r + ε)t

elde edilir. Buradan, ∆v
af kesirli farkının da her ε > 0 için r + ε üstel basamaklı

olduğu sonucu elde edilir.

Sonuç 3.3. f : Na → R fonksiyonu r > 0 üstel basamaklı, N − 1 < v ≤ N olmak

üzere v > 0 verilmi̧s olsun. Bu durumda, s ∈ C\B−1(r) için

La+v−N
{

∆−va f
}

(s) ve La+N−v {∆v
af} (s)

mevcuttur.

Teorem 3.6. f : Na → R fonksiyonu r ≥ 1 üstel basamaklıve N − 1 < v ≤ N

olmak üzere v > 0 verilmi̧s olsun. Bu durumda, s ∈ C\B−1(r) için

La+v

{
∆−va f

}
(s) =

(s+ 1)v

sv
La {f} (s) (3.14)

ve

La+v−N
{

∆−va f
}

(s) =
(s+ 1)v−N

sv
La {f} (s) (3.15)

dır (Holm 2011c).

İspat: f, r, v ve N teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. f fonksiyonunun, r ≥ 1
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üstel basamaklıkabul edilmesine kaŗsın

f, r ∈ (0, 1) üstel basamaklıdır =⇒ f, 1 üstel basamaklıdır

olduğuna dikkat ediniz.

(3.14) ile (3.15) ifadeleri arasındaki ili̧skiyi görmek için önce Lemma 3.2 uygu-

lanacaktır. ∆−va f kesirli toplamının N tane sıfırı da hesaplamaya dahil edilerek,

(3.5) öteleme formülünün kullanılmasıyla her s ∈ C\B−1(r) için

La+v−N
{

∆−va f
}

(s) =
1

(s+ 1)N
La+v

{
∆−va f

}
(s)−

N−1∑
k=0

∆−va f(k + a+ v −N)

(s+ 1)k+1

=
1

(s+ 1)N
La+v

{
∆−va f

}
(s)

bulunur. Ayrıca, Tanım 2.5, (3.9), (3.10) ve r ≥ 1 için (3.8) eşitlikleri kullanılarak

La+v

{
∆−va f

}
(s) =

∞∑
k=0

∆−va f(k + a+ v)

(s+ 1)k+1

=
∞∑
k=0

1

(s+ 1)k+1

k+a∑
r=a

(k + a+ v − σ(r))v−1

Γ(v)
f(r)

=
∞∑
k=0

1

(s+ 1)k+1

k+a∑
r=a

f(r)hv−1((k + a)− r + a, a− (v − 1))

=

∞∑
k=0

(f ∗ hv−1(., a− (v − 1)))(k + a)

(s+ 1)k+1

= La {f ∗ hv−1(., a− (v − 1))} (s)

= (s+ 1)La {f} (s)La {hv−1(., a− (v − 1))} (s)

= (s+ 1)
(s+ 1)v−1

sv
La {f} (s)

=
(s+ 1)v

sv
La {f} (s)

elde edilir. Böylece (3.14) eşitliği ispatlanır. Son olarak s ∈ C\B−1(r) için

La+v−N
{

∆−va f
}

(s) =
1

(s+ 1)N
La+v

{
∆−va f

}
(s)
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=
(s+ 1)v−N

sv
La {f} (s)

den (3.15) eşitliği elde edilir.

Uyarı3.3. (3.15)’de v = N olduğunda, iyi bilinen (3.11) formülünün elde edildiğine

dikkat ediniz. Benzer bir geni̧sletme bir kesirli farkın Laplace dönüşümü için de

geçerlidir.

Teorem 3.7. f : Na → R fonksiyonu r ≥ 1 üstel basamaklıve N − 1 < v ≤ N

olmak üzere v > 0 verilmi̧s olsun. Bu durumda, s ∈ C\B−1(r) için

La+N−v
{

∆−va f
}

(s) =
sv

(s+ 1)v−N
La {f} (s)−

N−1∑
j=0

sj∆v−1−j
a f(a+N − v)

(3.16)

dır (Holm 2011c).

İspat: f, r, v ve N teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. v = N olduğunda, (3.16)

ifadesinin iyi bilinen (3.12) ifadesine denk olduğuna dikkat ediniz. 0 < N − v < 1

olduğundan

La+N−v
{

∆−va f
}

(s) = La+N−v
{

∆N∆−(N−v)
a f

}
(s)

= sNLa+N−v
{

∆−(N−v)
a f

}
(s)

−
N−1∑
j=0

sj∆N−1−j∆−(N−v)
a f(a+N − v)

= sN
(s+ 1)N−v

sN−v
La {f} (s)

−
N−1∑
j=0

sj∆N−1−j∆−(N−v)
a f(a+N − v)

=
sv

(s+ 1)v−N
La {f} (s)−

N−1∑
j=0

sj∆v−1−j
a f(a+N − v)

elde edilir.
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Uyarı3.4. Teorem 3.6 ve 3.7’nin benzer kabulleri altında, s ∈ C\B−1(r) için

L(a+v−N)+N−v
{

∆v
a+v−N∆−va f

}
(s)

= La
{

∆v
a+v−N

(
∆−va f

)}
(s)

=
svLa+v−N {∆−va f} (s)

(s+ 1)v−N

−
N−1∑
j=0

sj∆v−1−j
a+v−N∆−va f((a+ v −N) +N − v)

=
sv

(s+ 1)v−N

[
(s+ 1)v−N

sv
La {f} (s)

]
−

N−1∑
j=0

sj∆−(j+1)
a f(a)

= La {f} (s).

dır.

Örnek 3.2. t ∈ N5+π için f(t) = (t − 5)π = Γ(π + 1)hπ(t, 5) olsun. Uyarı3.1 ve

(3.8)’den, s ∈ C\B−1(r) için

L5+π {f} (s) = Γ(π + 1)L5+π {hπ(., 5)} (s) = Γ(π + 1)
(s+ 1)π

sπ+1

elde edilir. Ayrıca, s ∈ C\B−1(1) için (3.15) ifadesinden

L2+π+e

{
∆−e5+πf

}
(s) =

(s+ 1)e−3

se

(
Γ(π + 1)

(s+ 1)π

sπ+1

)
= Γ(π + 1)

(s+ 1)π+e−3

sπ+e+1

bulunur.Bu durumda

L8+π−e
{

∆e
5+πf

}
(s)

= se(s+ 1)3−e
(

Γ(π + 1)
(s+ 1)π

sπ+1

)
−

2∑
j=0

sj∆e−1−j
5+π f(8 + π − e)

= Γ(π + 1)

(
(s+ 1)π−e+3

sπ−e+1
−

2∑
j=0

sj
(3 + π − e)π−e+j+1

Γ(π − e+ j + 2)

)

= Γ(π + 1)

(
(s+ 1)π−e+3

sπ−e+1
− (3 + π − e)(2 + π − e)

2
− (3 + π − e)s− s2

)
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elde edilir.

Uyarı3.5. Şimdi Teorem 3.8’deki kuvvet kuralınıispatlamak için, s ∈ C\B−1(1)

için sağ ve sol tarafın Laplace dönüşümlerinin eşit olduğu gösterilecektir. Bu Laplace

dönüşümleri için doğru yakınsaklık kümesinin neden C\B−1(1) olduğunu görmek

için Uyarı 3.1 ve Lemma 3.6 kullanılırsa, her ε > 0 için (t − a)µ, 1 + ε üstel

basamaklıdır ve böylece ∆−va+µ(t− a)µ, 1 + 2ε üstel basamaklıdır sonucu elde edilir.

La+µ+v

{
∆−va+µ(t− a)µ

}
ve La+µ {(t− a)µ} dönüşümlerinin s ∈ C\B−1(1) için mev-

cut olduğunu göstermek için Sonuç 3.3’te verilene özdeş bir argüman uygulanabilir.

Teorem 3.8. v, µ > 0 olsun. Bu durumda t ∈ Na+µ+v için

∆−va+µ(t− a)µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 + v)
(t− a)µ+v

dır (Holm 2011c).

İspat: Uyarı3.4, (3.14) ve (3.8) den s ∈ C\B−1(1) için

La+µ+v

{
∆−va+µ(t− a)µ

}
(s) =

(s+ 1)v

sv
La+µ {(t− a)µ} (s)

=
(s+ 1)v

sv
Γ(µ+ 1)La+µ {hµ(., a)} (s)

=
(s+ 1)v

sv
Γ(µ+ 1)

(s+ 1)µ

sµ+1

= Γ(µ+ 1)
(s+ 1)µ+v

sµ+v+1

= Γ(µ+ 1)La+µ+v {hµ+v(., a)} (s)

= La+µ+v

{
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ v + 1)
(t− a)µ+v

}
(s)

elde edilir. (3.4)’ten t ∈ Na+µ+v için

∆−va+µ(t− a)µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 + v)
(t− a)µ+v

bulunur.
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Teorem 3.9. f : Na → R fonksiyonu r > 0 üstel basamaklıve v, µ > 0 olsun. Bu

durumda t ∈ Na+µ+v için

∆−va+µ∆−µa f(t) = ∆−v−µa f(t) = ∆−µa+v∆
−v
a f(t)

dır (Holm 2011c).

İspat: f, r, µ ve v teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. Sonuç 3.3’ten

La+µ+v

{
∆−va ∆−µa f

}
, La+µ

{
∆−µa f

}
, La+(v+µ)

{
∆−(v+µ)
a f

}
dönüşümleri C\B−1(r) de mevcuttur. Böylece, s ∈ C\B−1(r) için (3.14) ifadesinin

uygulanmasıyla

La+µ+v

{
∆−va+µ∆−µa f

}
(s) =

(s+ 1)v

sv
La+µ

{
∆−µa f

}
(s)

=
(s+ 1)v

sv
(s+ 1)µ

sµ
La {f} (s)

=
(s+ 1)v+µ

sv+µ
La {f} (s)

= La+(v+µ)

{
∆−(v+µ)
a f

}
(s)

= La+v+µ

{
∆−v−µa f

}
(s)

yazılabilir. Laplace dönüşümünün bire bir olma özelliğinden

∆−va+µ∆−µa f(t) = ∆−v−µa f(t) = ∆−µa+v∆
−v
a f(t)

elde edilir.
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4. BAŞLANGIÇ DEĞER PROBLEMİ

v. basamaktan bir kesirli başlangıç değer problemini tam olarak çözebilmek için

Bölüm 2’de geli̧stirilen yöntemlere ihtiyacımız vardır.

Teorem 4.1. f : Na → R ve N − 1 < v ≤ N olmak üzere v > 0 olsun. v.

basamaktan

∆v
a+v−Ny(t) = f(t), t ∈ Na (4.1)

kesirli fark denklemini ve

∆v
a+v−Ny(t) = f(t), t ∈ Na

∆iy(a+ v −N) = Ai, i ∈ {0, 1, ..., N − 1} , Ai ∈ R
(4.2)

başlangıç değer problemini ele alalım. (4.1) fark denkleminin genel çözümü

y(t) =
N−1∑
i=0

αi(t− a)i+v−N + ∆−va f(t), t ∈ Na+v−N (4.3)

dır. Burada {αi}N−1
i=0 ler N tane reel sayıdır. Ayrıca, (4.2) başlangıç değer proble-

minin çözümü i ∈ {0, 1, ..., N − 1} için

αi =

i∑
p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)N−v

(
i

p

)(
i− p
k

)
Ap

belirli sabitleri ile (4.3) ifadesidir (Holm 2011b).

İspat: f ve v teoremin ifadesinde verildiği gibi olsun. Keyfi, ancak belirli {αi}N−1
i=0 ⊆

R sabitleri için, y : Na+v−N → R

y(t) :=
N−1∑
i=0

αi(t− a)i+v−N + ∆−va f(t)

tanımlansın.
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Burada kesirli toplamın tanım kümesi ∆−va f operatörünün Uyarı 2.3’te anlatılan

N tane sıfırı dahil ederek Na+v kümesinden daha geni̧s olan Na+v−N kümesine

geni̧sletilmi̧stir.

t ∈ Na için

∆v
a+v−Ny(t) = ∆v

a+v−N

[
N−1∑
i=0

αi(t− a)i+v−N + ∆−va f(t)

]

=
N−1∑
i=0

αi∆
v
a+v−N(t− a)i+v−N + ∆v

a+v−N∆−va f(t)

olduğu görülür. Tanım 2.7’den

∆v
a+v−N(t− a)i+v−N =

1

Γ(−v)

t+v∑
s=a+v−N

(t− σ(s))−v−1(s− a)i+v−N

=
1

Γ(−v)

t+v∑
s=a+v−N+i

(t− σ(s))−v−1(s− a)i+v−N

= ∆v
a+i+v−N(t− a)i+v−N , i ∈ {0, 1, ..., N − 1}

ve

∆v
a+v−N∆−va f(t) =

1

Γ(−v)

t+v∑
s=a+v−N

(t− σ(s))−v−1∆−va f(s)

=
1

Γ(−v)

t+v∑
s=a+v

(t− σ(s))−v−1∆−va f(s)

= ∆v
a+v∆

−v
a f(t)

elde edilir. Böylece, (2.14) kuvvet kuralıve Teorem 2.9 uygulanarak

∆v
a+v−Ny(t) =

N−1∑
i=0

αi∆
v
a+i+v−N(t− a)i+v−N + ∆v

a+v∆
−v
a f(t)

=

N−1∑
i=0

αi
Γ(i+ v −N + 1)

Γ(i−N + 1)
(t− a)i−N + ∆v−v

a f(t)

bulunur.
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Şimdi, (4.1) fark denkleminin her çözümünün y formunda olmasıgerektiğini göstere-

lim. z : Na+v−N → R fonksiyonu (4.1) denkleminin bir çözümü olsun. Bu durumda

∆v
a+v−Nz(t) = f(t), t ∈ Na

⇒ ∆−va ∆v
a+v−Nz(t) = ∆−va f(t), t ∈ Na+v−N

⇒ ∆0
a+v−Nz(t)−

N−1∑
i=0

∆
i−(N−v)
a+v−N z(a)

Γ(i+ v −N + 1)
(t− a)i+v−N = ∆−va f(t)

⇒ z(t) =
N−1∑
i=0

∆i+v−N
a+v−Nz(a)

Γ(i+ v −N + 1)
(t− a)i+v−N + ∆−va f(t) (4.4)

elde edilir. z fonksiyonu (4.3) ifadesi ile aynıformda olduğundan t ∈ Na+v−N için

y(t) =
N−1∑
i=0

αi(t− a)i+v−N + ∆−va f(t)

fonksiyonunun (4.1) denkleminin genel çözümü olduğu sonucu elde edilir.

(2.13) den {αi}N−1
i=0 ⊆ R sabitleri i ∈ {0, 1, ..., N − 1} için

αi =
∆i+v−N
a+v−Ny(a)

Γ(i+ v −N + 1)

şeklindedir. Ancak uygunluk için, her αi sabiti {Ap}N−1
p=0 cinsinden yazılmalıdır.

Diğer bir deyi̧sle, her ∆i+v−N
a+v−Ny(a) kesirli başlangıç koşulunu tamsayı basamak-

tan {∆py(a+ v −N)}N−1
p=0 başlangıç koşulu cinsinden yazmamız gerekmektedir. Bu

i̧sleme geçmeden önce m ∈ N0 için

g(t+m) =
m∑
k=0

(
m

k

)
∆kg(t) (4.5)
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formülünü hatırlayalım. (4.5) ve (2.9)’dan

∆i+v−N
a+v−Ny(a) =

i∑
k=0

(−1)k
(
i+ v −N

k

)
y(a+ i+ v −N − k)

=
i∑

k=0

(−1)k
(
i+ v −N

k

)
y((a+ v −N) + (i− k))

=
i∑

k=0

(−1)k
(
i+ v −N

k

) i−k∑
p=0

(
i− k
p

)
∆py(a+ v −N)

=

i∑
k=0

i−k∑
p=0

(−1)k
(
i+ v −N

k

)(
i− k
p

)
Ap

=

i∑
p=0

i−p∑
k=0

(−1)k
(
i+ v −N

k

)(
i− k
p

)
Ap

=
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k
Γ(i+ v −N + 1)

Γ(i+ v −N − k + 1)

(i− k)!

p!(i− k − p)!A
p

= Γ(i+ v −N + 1)

×
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!

Γ(i− k + 1)

Γ(i− k + 1 + v −N)

i!

p!

(i− p)!
k!(i− p− k)!

Ap

= Γ(i+ v −N + 1)
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)N−v

(
i

p

)(
i− p
k

)
Ap

bulunur. Böylece i ∈ {0, 1, ..., N − 1} için

αi =

i∑
p=0

(
i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)N−v

(
i

p

)(
i− p
k

))
Ap

dir.

(4.2) başlangıç değer problemi kısıtlama ve bilgi kaybı olmaksızın direkt olarak

çözüldüğünden bu çözüm tektir.

Uyarı 4.1. {αi}N−1
i=0 sabitlerini elle hesaplamak oldukça zordur. Bununla be-

raber, daha düşük basamaktan problemler çözülürken, birkaç αi sabiti için aşağıdaki

ifadeler kullanılabilir.

g : N0 → R, g(t) := tN−v
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fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda ilk beş αi sabiti

α0 = g(0)A0,

α1 = g(1)A1 − (g(0)− g(1))A0,

α2 =
g(2)

2
A2 − (g(1)− g(2))A1 +

g(0)− 2g(1) + g(2)

2
A0,

α3 =
g(3)

6
A3 −

g(2)− g(3)

2
A2 +

g(1)− 2g(2) + g(3)

2
A1

−g(0)− 3g(1) + 3g(2)− g(3)

6
A0,

α4 =
g(4)

24
A4 −

g(3)− g(4)

6
A3 +

g(2)− 2g(3) + g(4)

4
A2

−g(1)− 3g(2) + 3g(3)− g(4)

2
A1

+
g(0)− 4g(1) + 6g(2)− 4g(3) + g(4)

24
A0.

şeklindedir.

Uyarı4.2. (4.2) başlangıç değer probleminde v = N olduğunda ∆Ny(t) = f(t) , t ∈ Na
∆iy(a) = Ai , i ∈ {0, 1, ..., N − 1} , Ai ∈ R

tamsayı basamaktan başlangıç değer problemi elde edilir. Bu durumda, Teorem

4.1’de verilen çözüm tamsayıbasamaktan başlangıç değer probleminin t ∈ Na için

y(t) =
N−1∑
i=0

[
i∑

p=0

(
i−p∑
k=0

(−1)k

i!

(
i

p

)(
i− p
k

))
Ap

]
(t− a)i + ∆−Na f(t)

=

N−1∑
i=0

[
i∑

p=0

Ap
i!

(
i

p

) i−p∑
k=0

(−1)k
(
i− p
k

)]
(t− a)i + ∆−Na f(t)

=
N−1∑
i=0

Ai
i!

(t− a)i + ∆−Na f(t) (4.6)

çözümüne indirgenir.

56



i−p∑
k=0

(−1)k
(
i− p
k

)
=

 0 , i− p > 0

1 , i− p = 0

sonucundan (4.3) çözümünden daha basit olan (4.6) çözümü elde edilmi̧stir. (4.6)

çözümündeki ifadeler y fonksiyonu cinsinden yazılmak istenirse

y(t) =
N−1∑
i=0

∆iy(a)

i!
(t− a) i + ∆−Na ∆Ny(t)

elde edilir. Bu y : Na → R fonksiyonları için Taylor Teoreminin ayrık analizdeki

versiyonunu sağlar. Daha özel olarak, N →∞ iken

∆−Na ∆Ny(t) =
1

Γ(N)

t−N∑
s=a

(t− σ(s))N−1∆Ny(s)→ 0

olduğundan t ∈ Na için

y(t) =
∞∑
i=0

∆iy(a)

i!
(t− a)i (4.7)

yazılabilir.

Ayrıca, t ∈ Na ve m ∈ N0 için t = a+m olsun. Bu durumda (4.5) den (4.7) ifadesi

y(t) = y(a+m) =

∞∑
i=0

∆iy(a)

i!
mi =

m∑
i=0

(
m

i

)
∆iy(a)

eşitliğine dönüşür.

Örnek 4.1.  ∆2,7
−0,3y(t) = t2, t ∈ N0

y(−0, 3) = 2, ∆y(−0, 3) = 3, ∆2y(−0, 3) = 5
(4.8)

başlangıç değer problemini ele alalım. Teorem 4.1’den

a = 0, v = 2, 7, N = 3, f(t) = t2

A0 = 2, A1 = 3, A2 = 5
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dır. O halde (4.8), (4.2)’nin bir özel durumudur. Buradan, (4.8) başlangıç değer

probleminin çözümü

y(t) =
N−1∑
i=0

αi(t− a)i+v−N + ∆−va f(t), t ∈ Na+v−N

=
2∑
i=0

αi(t− a)i−0,3 + ∆−2,7
0 t2, t ∈ N−0,3

ile verilir. Burada Uyarı4.1 kullanılarak αi sabitleri

α0 = 00,3,

α1 = 10,3A1 − (00,3 − 10,3)A0,

α2 =
20,3

2
A2 − (10,3 − 20,3)A1 +

00,3 − 2.10,3 + 20,3

2
A0

⇒ α0 ≈ 1, 541, α1 ≈ 3, 962, α2 ≈ 3, 684

şeklinde yazılabilir. Son olarak, (2.13) kuralıkullanılarak ve 02 = 12 = 0 olduğu göz

önüne alınarak

∆−2,7
0 t2 = ∆−2,7

2 t2

=
Γ(3)

Γ(5, 7)
t4,7

≈ 0, 0276t4,7

şeklindedir. O halde, (4.8) başlangıç değer probleminin tek çözümü

y(t) ≈ 1, 541t−0,3 + 3, 962t0,7 + 3, 684t1,7 + 0, 0276t4,7, t ∈ N−0,3

dır.

Uyarı4.3. Laplace dönüşümünün en önemli uygulamasıaşağıdaki Teorem 4.2’de

verilmi̧stir. Teorem 4.2’de Ayrık Kesirli Laplace dönüşüm metodu ile çözülen (4.9)

probleminin Teorem 4.1’de kesirli birleşim kurallarıile çözülen (4.2) başlangıç değer

problemine denk olduğuna dikkat edilmelidir.
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Teorem 4.2. f : Na → R fonksiyonu r ≥ 1 üstel basamaklıve N − 1 < v ≤ N

olmak üzere v > 0 olsun. ∆v
a+v−Ny(t) = f(t) , t ∈ Na

∆iy(a+ v −N) = Ai , i ∈ {0, 1, ..., N − 1} ; Ai ∈ R
(4.9)

kesirli başlangıç değer probleminin tek çözümü t ∈ Na+v−N için

y(t) =

N−1∑
i=0

αi(t− a)i+v−N + ∆−va f(t)

dır. Burada i ∈ {0, 1, ..., N − 1} için

αi =
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)N−v

(
i

p

)(
i− p
k

)
Ap

şeklindedir (Holm 2011c).

İspat: (4.9) problemi Teorem 4.1’de kesirli birleşim kurallarıkullanılarak çözüldüğü

için burada sadece Laplace dönüşüm metodunu içeren kısmın ispatı verilecektir.

f fonksiyonu r üstel basamaklıolduğundan Lemma 3.1’den La {f} dönüşümünün

C\B−1(r) üzerinde mevcut olduğu bilinmektedir. (4.9) başlangıç değer proble-

mindeki kesirli fark denkleminin her iki tarafına Laplace Dönüşümünün uygulan-

masıyla, s ∈ C\B−1(r) için (3.16) kullanılarak

La
{

∆v
a+v−Ny

}
(s) = La {f} (s)

⇒ svLa+v−N {y} (s)

(s+ 1)v−N
−

N−1∑
j=0

sj∆v−j−1
a+v−Ny(a) = La {f} (s)

⇒ La+v−N {y} (s) =
La {f} (s)

sv(s+ 1)N−v
+

N−1∑
j=0

∆v−j−1
a+v−Ny(a)

sv−j(s+ 1)N−v

elde edilir.

59



(3.15)’den aşikar olarak

La {f} (s)

sv(s+ 1)N−v
= La+v−N

{
∆−va f

}
(s)

elde edilir.

Ayrıca, (3.8) ifadesi ve (3.5) öteleme formülünün kullanılmasıyla her

j ∈ {0, 1, ..., N − 1} için

1

sv−j(s+ 1)N−v
=

1

(s+ 1)N−j−1

(s+ 1)v−j−1

sv−j

=
1

(s+ 1)N−j−1
La+v−j−1 {hv−j−1(., a)} (s)

= La+v−N {hv−j−1(., a)} (s)

−
N−j−2∑
k=0

hv−j−1(k + v + v −N, a)

(s+ 1)k+1

= La+v−N {hv−j−1(., a)} (s)

bulunur. Çünkü, k ∈ {0, 1, ..., N − j − 2} için

hv−j−1(k + v + v −N, a) =
(k + v −N)v−j−1

Γ(v − j)

=
Γ(k + v −N)

Γ(v − j)Γ(k − (N − j − 1))

= 0

dır.

Bu iki adım birlikte ele alınarak, s ∈ C\B−1(r) için

La+v−N {y} (s) = La+v−N
{

∆−va f
}

(s)

+
N−1∑
j=0

∆v−j−1
a+v−Ny(a)La+v−N {hv−j−1(., a)} (s)

= La+v−N

{
N−1∑
j=0

∆v−j−1
a+v−Ny(a)hv−j−1(., a) + ∆−va f

}
(s)
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bulunur.

Lemma 3.2’den Laplace dönüşümünün bire bir olduğu bilindiğinden t ∈ Na+v−N için

y(t) =

N−1∑
j=0

∆v−j−1
a+v−Ny(a)hv−j−1(t, a) + ∆−va f(t)

=

N−1∑
j=0

∆v−j−1
a+v−Ny(a)

Γ(v − j) (t− a)v−j−1 + ∆−va f(t)

=
N−1∑
i=0

(
∆i+v−N
a+v−Ny(a)

Γ(i+ v −N + 1)

)
(t− a)i+v−N + ∆−va f(t)

olduğu görülür. Teorem 4.1’in ispatında, i ∈ {0, 1, ..., N − 1} için

∆i+v−N
a+v−Ny(a)

Γ(i+ v −N + 1)
=

i∑
p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)N−v

(
i

p

)(
i− p
k

)
∆iy(a+ v −N)

olduğu gösterildiği için ispat tamamlanmı̧s olur.

Örnek 4.2. π. basamaktan ∆π
π−4y(t) = π4t2

y(π − 4) = 2, ∆y(π − 4) = 3, ∆2y(π − 4) = 5, ∆3y(π − 4) = 7
(4.10)

kesirli problemini ele alalım.

Teorem 4.2’den
a = 0, v = π, N = 4, f(t) = π4t2,

A0 = 2, A1 = 3, A2 = 5, A3 = 7

dir. Dolayısıyla (4.10) problemi, (4.9) probleminin özel bir durumudur.

Ayrık Laplace dönüşüm metodu ve (2.13) kuvvet kuralıuygulanır ve 02 = 12 = 0
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olduğu göz önüne alınırsa

y(t) =

3∑
i=0

αit
i+π−4 + ∆−π0 (π4t2)

=
3∑
i=0

αit
i+π−4 + ∆−π2 (π4t2)

≈ 0, 303tπ−4 + 5, 040tπ−3 + 6, 977tπ−2 + 4, 876tπ−1 + 3, 272tπ+2

bulunur. Yukarıdaki son adımda i ∈ {0, 1, 2, 3} için

αi =
i∑

p=0

i−p∑
k=0

(−1)k

i!
(i− k)4−π

(
i

p

)(
i− p
k

)
Ap

dir.
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5. SINIR DEĞER PROBLEMİ

Bir sınır değer problemi ele aldı̆gımızda onunla ilgili olarak Green fonksiyonunun

verilmesi önemlidir. Aslında, Green fonksiyonunun elde edilmesi, oldukça eskilere

dayanır. Bununla ilgili olarak İngiliz matematikçi George Green 1830’larda genel

stratejiyi geli̧stirdi. Daha sonraları da pek çok matematikçi bu konu ile ilgilen-

mi̧stir. Bu bölümde, Green’in yöntemini bir kesirli sağ sınır koşuluna sahip, lineer

olmayan bir (N−1, 1) ayrık kesirli sınır değer problemine uygulayacağız. Bir pozitif

çözümün varlı̆gını göstermek için Green fonksiyonu bize Krasnoselski Teoremi ve

Banach Daralma Teoremini uygulamamızısağlar.

Bu bölümde lineer olmayan, (N − 1, 1)
−∆v

v−Ny(t) = f(t, y(t+ v − 1)) , t ∈ {0, ..., b+M}

∆iy(v −N) = 0 , i ∈ {0, ..., N − 2}

∆µ
v−Ny(b+M + v − µ) = 0

(5.1)

kesirli sınır değer problemi ele alınacaktır. Burada

i) N − 1 < v ≤ N, N ∈ N olmak üzere v ≥ 2 dir.

ii) M − 1 < µ ≤M, M ∈ N olmak üzere 1 ≤ µ < v dır.

iii) b ∈ N dır.

iv) y ≥ 0 için f : {0, ..., b+M}xR→ R sürekli, negatif olmayandır.

(5.1) problemindeki fonksiyonların tanım kümeleri

D
{

∆v
v−Ny

}
= {0, ..., b+M} ,

D {y} = {v −N, ..., b+M + v}

D {∆iy} = {v −N, ..., b+M + v − i} , i ∈ {0, ..., N − 2} ,

D
{

∆µ
v−Ny

}
= {v −N +M − µ, ..., b+M + v − µ} .

şeklindedir.
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(5.1) problemindeki bilinmeyen fonksiyon

y : {v −N, ..., b+M + v} → R

formuna sahiptir.

Uyarı5.1. Önceki bölümlerde verilen tanım ve kurallara ek olarak genelleştirilmi̧s

azalan fonksiyonunun çalı̧smalarımızda kullanılacak iki özelliği

α ∈ R verilsin, t > maks {−1, α− 1} için t 7→ tα pozitiftir. (5.2)

α > 0 verilsin, t > α− 1 için t 7→ tα artandır. (5.3)

şeklindedir.

Lineer olmayan f(t, y) terimi y’ye bağlıolmasın. Daha sonra lineer
−∆v

v−Ny(t) = h(t) , t ∈ {0, ..., b+M}

∆iy(v −N) = 0 , i ∈ {0, ..., N − 2}

∆µ
v−Ny(b+M + v − µ) = 0

(5.4)

sınır değer problemini çözerek (5.1) problemi için Green fonksiyonu elde edelim.

Teorem 4.1’de elde edildiği gibi, (5.4) problemindeki kesirli fark denkleminin çözümü

αi ∈ R ve t ∈ {v −N, ..., b+M + v} olmak üzere

y(t) =

N−1∑
i=0

αit
i+v−N −∆−v0 h(t)

şeklindedir.

N − 1 tane

∆iy(v −N) = 0, i ∈ {0, ..., N − 2}
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sol sınır şartının uygulanmasıyla

y(v −N) = y(v −N + 1) = ... = y(v − 2) = 0

bulunur. Ayrıca, her k ∈ {0, ..., N − 2} için

∆−v0 h(v −N + k) =

(
1

Γ(v)

t−v∑
s=0

(t− σ(s))v−1h(s)

)∣∣∣∣∣
t=v−N+k

=
1

Γ(v)

−N+k∑
s=0

(v −N + k − σ(s))v−1h(s)

= 0

olduğundan

0 = y(v −N + k)

=
N−1∑
i=0

αi(v −N + k)i+v−N −∆−v0 h(v −N + k)

=
N−1∑
i=0

αi
Γ(v −N + k + 1)

Γ(k − i+ 1)

=
k∑
i=0

αi
Γ(v −N + k + 1)

(k − i)!

elde edilir. {αi}N−1
i=0 için yukarıdaki N − 1 denklemli sistem çözülerek

α0 = α1 = ... = αN−2 = 0

elde edilir. Böylece, (5.4) probleminin genel çözümü

y(t) = αN−1t
v−1 −∆−v0 h(t)

dir.

Şimdi,

∆µ
v−Ny(b+M + v − µ) = 0
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sağ sınır koşulu uygulanır, (2.14) ve Teorem 2.9 kullanılarak αN−1 için çözülürse

∆µ
v−Ny(t) = αN−1∆µ

v−N t
v−1 −∆µ

v−N∆−v0 h(t)

= αN−1∆µ
v−1t

v−1 −∆µ
v∆−v0 h(t)

= αN−1
Γ(v)

Γ(v − µ)
tv−1−µ −∆µ−v

0 h(t),

⇒ 0 = ∆µ
v−Ny(b+M + v − µ)

= αN−1
Γ(v)

Γ(v − µ)
(b+M + v − µ)v−1−µ −∆µ−v

0 h(b+M + v − µ)

⇒ αN−1 =
Γ(v − µ)

Γ(v)

∆µ−v
0 h(b+M + v − µ)

(b+M + v − µ)v−1−µ

bulunur. (5.2) den (b+M + v − µ)v−1−µ > 0 olduğuna dikkat ediniz. Böylece (5.4)

probleminin her çözümü

y(t) =
Γ(v − µ)

Γ(v)

∆µ−v
0 h(b+M + v − µ)

(b+M + v − µ)v−1−µ t
v−1 −∆−v0 h(t)

=
1

Γ(v)

(
t+µ−v∑
s=0

(t− σ(s))v−µ−1h(s)

)∣∣∣∣∣
t=b+M+v−µ

tv−1

(b+M + v − µ)v−1−µ

− 1

Γ(v)

t−v∑
s=0

(t− σ(s))v−1h(s)

=
1

Γ(v)

b+M∑
s=0

(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 tv−1h(s)

− 1

Γ(v)

t−v∑
s=0

(t− σ(s))v−1h(s)

=
1

Γ(v)

t−v∑
s=0

{
(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 tv−1 − (t− σ(s))v−1

}
h(s)

+
1

Γ(v)

b+M∑
s=t−v+1

{
(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 tv−1

}
h(s)

=

b+M∑
s=0

G(t, s)h(s)
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şeklindedir. Burada

G(t, s) =
1

Γ(v)



(b+M+v−µ−σ(s))v−µ−1

(b+M+v−µ)v−µ−1
tv−1 − (t− σ(s))v−1

; 0 ≤ s ≤ t− v ≤ b+M

(b+M+v−µ−σ(s))v−µ−1

(b+M+v−µ)v−µ−1
tv−1

; 0 ≤ t− v + 1 ≤ s ≤ b+M

0 ; t ∈ {v −N, ..., v − 2} , s ∈ {0, ..., b+M}

ile verilen G : {v −N, ..., b+M + v}x{0, ..., b+M} → R fonksiyonu (5.1) ve (5.4)

problemlerinin ilgili homojen problemi için Green fonksiyonudur.

Kısaca lineer olmayan (5.1) problemi için uygun bir G(t, s) Green fonksiyonu bu-

lunmuştur ve (5.4) lineer probleminin tek çözümünün

y(t) =
b+M∑
s=0

G(t, s)h(s), t ∈ {v −N, ..., b+M + v}

olduğu gösterilmi̧stir.

Şimdi bu Green fonksiyonunun üç önemli özelliğini verelim.

Lemma 5.1. (5.1) probleminin G(t, s) Green fonksiyonu her s0 ∈ {0, ..., b+M}

için

min
t∈{v−1,...,b+M+v}

G(t, s0) > 0 (5.5)

maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

G(t, s0) = G(b+M + v, s0) (5.6)

min
t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}

G(t, s0) ≥ γ. maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

G(t, s0) (5.7)

özelliklerine sahiptir. Burada 0 < γ < 1 sabiti s0 dan bağımsız ve a :=
⌈

3
4
(b+M)

⌉
dır

(Holm 2011a).
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İspat: Kolaylık olmasıbakımından, Green fonksiyonunun iki bileşenini

G1(t, s) : =
(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 tv−1 − (t− σ(s))v−1,

G2(t, s) : =
(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 tv−1

olarak tanımlayalım.

Her s0 ∈ {0, ..., b+M} için (5.2)’den

G(v − 1, s0) =
(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 > 0

dir. O halde, (5.5) ve (5.6) ifadelerinin sağlandı̆gınıgöstermek için

her t ∈ {v −N, ..., b+M + v − 1} için

∆tG(t, s) ≥ 0 (5.8)

olduğunu göstermek yeterlidir. Bu amaçla, ispatın geri kalanıiçin belirli bir s0 ∈

{0, ..., b+M} alalım. (5.8) ifadesi aşağıdaki beş durumla gösterilecektir.

i) t ∈ {v −N, ..., v − 3} için (v = N ise bu adım gerekli değildir.)

∆tG(t, s) = G(t+ 1, s0)−G(t, s0) = 0− 0 = 0

elde edilir.

ii) t = v − 2 için, (5.2) kullanılarak

∆tG(t, s) = G2(v − 1, s0)− 0

=
1

Γ(v)

(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 (v − 1)v−1

=
(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1

> 0
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elde edilir.

iii) t ∈ {v − 1, ..., v + s0 − 2} için, (5.2) kullanılarak ve t > maks {−1, v − 3}

olduğundan

∆tG(t, s0) =
1

Γ(v)

(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 ∆tv−1

=
(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

Γ(v)(b+M + v − µ)v−µ−1 (v − 1)tv−2

> 0

elde edilir.

iv) t = v + s0 − 1 için

Γ(v)∆tG(t, s0)

= G1(v + s0, s0)−G1(v + s0 − 1, s0)

=
(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 (v + s0)v−1 − (v − 1)v−1

−(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 (v + s0 − 1)v−1

=
(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1

(
(v + s0)v−1 − (v + s0 − 1)v−1

)
− Γ(v)

=
(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1

(
(v − 1)(v + s0 − 1)v−2

)
− Γ(v)
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dır. Buradan,

∆tG(v + s0 − 1, s0) ≥ 0

⇔ (b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1

(
(v − 1)(v + s0 − 1)v−2

)
− 1 ≥ 0

⇔ (b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1

(v + s0 − 1)v−2

Γ(v − 1)
≥ 1

⇔ Γ(b+M + v − µ− s0)Γ(b+M + 2)Γ(v + s0)

Γ(b+M − s0 + 1)Γ(b+M + v − µ+ 1)Γ(s0 + 2)Γ(v − 1)
≥ 1

⇔ Γ(b+M + 2)

Γ(b+M − s0 + 1)

Γ(b+M + v − µ− s0)

Γ(b+M + v − µ+ 1)

Γ(v + s0)

Γ(v − 1)

1

(s0 + 1)!
≥ 1

⇔ [(b+M + 1)...(b+M − s0 + 1)][(v + s0 − 1)...(v − 1)]

[(b+M + v − µ)...(b+M + v − µ− s0)][(s0 + 1)...1]
≥ 1

⇔
s0∏
p=0

(
b+M + 1− p

b+M + v − µ− p
v − 1 + s0 − p

1 + s0 − p

)
≥ 1

⇔ her p ∈ {0, ..., s0} için
b+M + 1− p

b+M + v − µ− p
v − 1 + s0 − p

1 + s0 − p
≥ 1

⇔ her p ∈ {0, ..., s0} için
b+M + 1− p

b+M + v − µ− p ≥
1 + s0 − p

v − 1 + s0 − p

bulunur. Ayrıca, v ≥ 2 ve maks {s0} = b+M olduğundan yukarıdaki eşitsizlik

⇔ her p ∈ {0, ..., s0} için
b+M + 1− p

b+M + v − µ− p ≥
1 + b+M − p

v − 1 + b+M − p
⇔ v − 1 + b+M − p ≥ b+M + v − µ− p

⇔ µ ≥ 1

elde edilir. Kabulden bu doğrudur. Böylece ∆tG(v + s0 − 1, s0) ≥ 0 dır.

v) t ∈ {v + s0, ..., b+M + v − 1} için, t = v + s0 + k olacak şekilde
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k ∈ {0, ..., b+M − s0 − 1} olsun. Bu durumda

∆tG(t, s0) ≥ 0

⇔ Γ(v)∆tG1(t, s0) ≥ 0

⇔ (b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 ∆t
v−1 −∆t(t− σ(s0))v−1 ≥ 0

⇔ (b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 (v − 1)t
v−2 ≥ (v − 1)(t− σ(s0))v−2

⇔ (b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 t
v−2 ≥ (t− σ(s0))v−2

⇔ Γ(b+M + v − µ− s0)Γ(b+M + 2)Γ(t+ 1)

Γ(b+M − s0 + 1)Γ(b+M + v − µ+ 1)Γ(t− v + 3)
≥ Γ(t− s0)

Γ(t− s0 − v + 2)

⇔ Γ(b+M + v − µ− s0)Γ(b+M + 2)

Γ(b+M − s0 + 1)Γ(b+M + v − µ+ 1)
≥ Γ(t− v + 3)Γ(t− s0)

Γ(t− s0 − v + 2)Γ(t+ 1)

⇔ (b+M + 1)...(b+M − s0 + 1)

(b+M + v − µ)...(b+M + v − µ− s0)
≥ (t− v + 2)...(t− v − s0 + 2)

(t)...(t− s0)

⇔ (b+M + 1)...(b+M − s0 + 1)

(b+M + v − µ)...(b+M + v − µ− s0)
≥ (s0 + k + 2)...(k + 2)

(s0 + k + v)...(k + v)

dır. v ≥ 2 ve maks {k} = b+M − s0 − 1 olduğundan yukarıdaki eşitsizlikten

⇔ (b+M + 1)...(b+M − s0 + 1)

(b+M + v − µ)...(b+M + v − µ− s0)

≥ (b+M + 1) ...(b+M + 1− s0)

(b+M − 1+) ...(b+M − s0 − 1 + v)

⇔ (b+M − 1+) ...(b+M − s0 − 1 + v)

≥ (b+M + v − µ)...(b+M + v − µ− s0)

⇔ µ ≥ 1

bulunur. Kabulden bu doğrudur.

Yukarıdaki beş durum göz önüne alınırsa her s0 ∈ {0, ..., b+M} ve

t ∈ {v −N, ..., b+M + v − 1} için

∆tG(t, s0) ≥ 0

elde edilir. G(v − 1, s0) > 0 olduğundan, her s0 ∈ {0, ..., b+M} için (5.5) ve (5.6)
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dan

i) {v − 1, ..., b+M + v} üzerinde G(t, s0) > 0 ,

ii) {v −N, ..., b+M + v} üzerinde G(t, s0) azalmayan

olduğu kolaylıkla görülür.

(5.7) ifadesinin ispatıiçin, a lemmanın ifadesindeki gibi tanımlanmı̧s olsun. (5.6)’dan

min
t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}

G(t, s0)

= G(a+M + v − 1, s0)

=
1

Γ(v)


(b+M+v−µ−σ(s0))v−µ−1

(b+M+v−µ)v−µ−1
(a+M + v − 1)v−1

−(a+M + v − 1− σ(s0))v−1
, 0 ≤ s0 ≤ a+M − 1

(b+M+v−µ−σ(s0))v−µ−1

(b+M+v−µ)v−µ−1
(a+M + v − 1)v−1 , a+M ≤ s0 ≤ b+M

yazılabilir. Ayrıca, (5.6)’dan

maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

G(t, s0)

= G(b+M + v, s0)

=
(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 (b+M + v)v−1 − (b+M + v − σ(s0))v−1

=
Γ(b+M + v − µ− s0)

Γ(b+M − s0 + 1)

Γ(b+M + 2)

Γ(b+M + v − µ+ 1)

Γ(b+M + v + 1)

Γ(b+M + 2)

−Γ(b+M + v − s0)

Γ(b+M − s0 + 1)

=
Γ(b+M + v − µ− s0)

Γ(b+M − s0 + 1)

[
Γ(b+M + v + 1)

Γ(b+M + v − µ+ 1)
− Γ(b+M + v − s0)

Γ(b+M + v − µ− s0)

]
= (b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1 [(b+M + v)µ − (b+M + v − σ(s0))µ]

= (b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1P(s0)

elde edilir. Burada

P(s) : =(b+M + v)µ − (b+M + v − σ(s))µ
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dır. µ > 0 ve v − 1 > µ − 1 olduğundan, t ∈ {v − 1, ..., b+M + v} için (5.3)’ten

tµ fonksiyonu artandır. (b + M + v − σ(s))µ fonksiyonu da azalandır. Buradan

s ∈ {0, ..., b+M} için P(s) artandır. Ayrıca, (2.12)’den

P(0) = (b+M + v)µ − (b+M + v − 1)µ

= µ(b+M + v − 1)µ−1

= µ
Γ(b+M + v)

Γ(b+M + v − µ+ 1)

≥ µ

≥ 1

olduğundan, her s0 ∈ {0, ..., b+M} için

1 ≤ P(0) ≤ P(s0) ≤ P(b+M)

dır. Böylece, her s0 ∈ {0, ..., b+M} için 0 < γ < 1 sabiti üzerinde

min
t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}

G(t, s0) ≥ γ maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

G(t, s0)

olacak şekilde koşullar bulmak, her s0 ∈ {0, ..., b+M} için γ üzerinde

G(a+M + v − 1, s0) ≥ γ(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1P(s0) (5.9)

olacak şekilde koşullar bulmaya denktir.

Böyle bir γ sabiti bulmak için aşağıdaki iki durum ele alınacaktır.

1 ) s0 ∈ {a+M, ..., b+M} durumu:
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Bu durumda, (5.9) ifadesi

(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 (a+M + v − 1)v−1

≥ γ(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1P(s0)

⇔ (a+M + v − 1)v−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 ≥ γP(s0)

⇔ 0 < γ ≤ 1

P(s0)

(a+M + v − 1)v−1

(b+M + v − µ)v−µ−1

⇔ 0 < γ ≤ 1

P(b+M)

(a+M + v − 1)v−1

(b+M + v − µ)v−µ−1

şeklinde olur. (5.2)’den, (a + M + v − 1)v−1 ve (b + M + v − µ)v−µ−1 fonksiyonları

pozitif olduğundan, istenilen koşul 0 < γ < 1 olarak bulunur.

2 ) s0 ∈ {0, ..., a+M − 1} durumu:

Bu durumda, (5.9) ifadesi

(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 (a+M + v − 1)v−1

−(a+M + v − 1− σ(s0))v−1

≥ γ(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1P(s0)

⇔ 0 < γ ≤ Q(s0)

P(s0)

şeklinde olur. Buradaki Q fonksiyonu, s ∈ {−1, 0, ..., a+M − 1} için

Q(s) : =
(a+M + v − 1)v−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 −
(a+M + v − 1− σ(s0))v−1

(b+M + v − µ− σ(s0))v−µ−1

dır. Green fonksiyonu için s = −1 değeri tanım kümesine alınmamasına rağ-

men, Q fonksiyonunun {0, ..., a+M − 1} üzerinde pozitif ve artan olduğunu göster-

mek için s = −1 noktasında tanımlandı̆gına dikkat ediniz. Q( − 1) = 0 ve s ∈
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{−1, 0, ..., a+M − 1} için

∆Q(s)

= Q(s+ 1)−Q(s)

=
(a+M + v − 1− σ(s))v−1

(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1 −
(a+M + v − 1− σ(s+ 1))v−1

(b+M + v − µ− σ(s+ 1))v−µ−1

=
Γ(a+M + v − 1− s)

Γ(a+M − s)
Γ(b+M + 1− s)

Γ(b+M + v − µ− s)

−Γ(a+M + v − 2− s)
Γ(a+M − s− 1)

Γ(b+M − s)
Γ(b+M + v − µ− 1− s)

dır. Bu denklemdeki tüm terimlerin s ∈ {−1, 0, ..., a+M − 1} için pozitif olduğu

dikkate alınarak

∆Q(s) > 0 ⇔ Γ(a+M + v − 1− s)
Γ(a+M − s)

Γ(b+M + 1− s)
Γ(b+M + v − µ− s)

>
Γ(a+M + v − 2− s)

Γ(a+M − s− 1)

Γ(b+M − s)
Γ(b+M + v − µ− 1− s)

⇔ (b+M − s)(a+M + v − 2− s)

> (a+M − s− 1)(b+M + v − µ− 1− s)

⇔ (v − 1)(b− a+ 1) + µ(a+M − s) > 0

elde edilir. Sol taraftaki her iki terim pozitif olduğundan bu önerme doğrudur.

Q( − 1) = 0 ve s ∈ {−1, 0, ..., a+M − 1} için Q(s) artan olduğundan 0 < γ < 1

sabiti için aranılan koşul

0 < γ ≤ Q(0)

P(a+M − 1)

dır.

Yukarıdaki iki durum birleştirilerek s0 ∈ {0, ..., b+M} için

γ ≤ min

{
1

P(b+M)

(a+M + v − 1)v−1

(b+M + v − µ)v−µ−1 ,
Q(0)

P(a+M − 1)

}
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sağlanacak şekildeki her hangi 0 < γ < 1 seçiminin

min
t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}

G(t, s0) ≥ γ maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

G(t, s0)

eşitsizliğini sağlayacağıgösterilmi̧stir. (a+M+v−2)v−1, (b+M+v−µ−1)v−µ−1 > 0

ve P artan olduğundan, 0 < γ < 1 seçimi için daha basit fakat daha az kesin bir

gereksinmenin

0 < γ ≤ Q(0)

P(b+M)

olduğuna dikkat ediniz.

Tanım 5.1. (B, ‖.‖) Banach uzayını

‖y‖B = ‖y‖ := maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

|y(t)|

normu ile birlikte

B : =

 y : {v −N, ..., b+M + v} → R : i ∈ {0, ..., N − 2} için

∆iy(v −N) = 0 ve ∆µ
v−Ny(b+M + v − µ) = 0


ile tanımlayalım.

Ayrıca, tamamen sürekli T : B → B operatörü

Ty(t) :=
b+M∑
s=0

G(t, s)f(s, y(s+ v − 1))

ile tanımlayalım (Holm 2011a).

Uyarı 5.2. Green fonksiyonunun özelliklerinden T operatörünün her sabit nok-

tası (5.1) probleminin bir çözümüdür. T operatörünün sabit noktalarınıve (5.1)

probleminin çözümlerinin varlı̆gını göstermek için Krasnosel’skii ve Banach teo-

remleri uygulanacaktır. Banach teoreminin uygulanması(5.1) probleminin bir tek

çözümünün var olduğunu söyler.
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Teorem 5.2. B bir Banach uzayı, K ⊆ B bir koni, Ω1ve Ω2, B uzayında 0 ∈ Ω1

ve Ω1 ⊆ Ω2 olacak şekildeki açık cümleler olsun. T : K ∩ (Ω2\Ω1) → K tamamen

sürekli bir operatör olsun. Eğer

i) y ∈ K ∩ ∂Ω1 için ‖Ty‖ ≤ ‖y‖ ve y ∈ K ∩ ∂Ω2 için ‖Ty‖ ≥ ‖y‖

ya da

ii) y ∈ K ∩ ∂Ω1 için ‖Ty‖ ≥ ‖y‖ ve y ∈ K ∩ ∂Ω2 için ‖Ty‖ ≤ ‖y‖

sağlanırsa T operatörünün K ∩ (Ω2\Ω1) üzerinde en az bir sabit noktası vardır

(Agarwal 2001).

Krasnosel’skii teoremini uygularken yardımcıolmasıiçin

a :=

⌈
3(b+M)

4

⌉

η :=

(
b+M∑
s=0

G(b+M + v, s)

)−1

=

∥∥∥∥∥
b+M∑
s=0

G(., s)

∥∥∥∥∥
−1

λ :=

(
b+M∑

s=a+M

G(b+M + v, s)

)−1

tanımlayalım. f fonksiyonu üzerindeki kabulleri

(A1) Her 0 ≤ y ≤ r1 ve her t ∈ {0, ..., b+M} için f(t, y) ≤ ηr1 olacak şekilde bir

r1 > 0 mevcut,

(A2) Her γr2 ≤ y ≤ r2 ve her t ∈ {a+M, ..., b+M} için f(t, y) ≥ λr2 olacak

şekilde bir r2 > 0 mevcut,

(A3) r1 < γr2 ya da λr2 ≤ ηr1
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şeklindedir.

Burada η < λ ve 0 < λ < 1 olmak üzere (A1) ve (A2) kabullerinin birbiri ile çeli̧stiği

durumdan kaçınmak için (A3) kabulü yapılmaktadır.

Teorem 5.3. Lineer olmayan f(t, y) fonksiyonu için (A1), (A2) ve (A3) kabul-

lerinin sağlandı̆gınıvarsayalım. Bu durumda (5.1) problemi min {r1, r2} ≤ ‖y0‖ ≤

maks {r1, r2} olacak şekilde en az bir tane pozitif y0 çözümüne sahiptir (Holm

2011a).

İspat: f(t, y) fonksiyonu için (A1), (A2) ve (A3) sağlansın ve

K :=


y ∈ B : t ∈ {v −N, ..., b+M + v} için y(t) ≥ 0

ve min
t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}

y(t) ≥ γ ‖y‖


ile K ⊆ B konisini tanımlayalım.

İlk olarak T : K → K olduğu gösterilecektir. Herhangi y ∈ K ve t ∈ {v −N, ..., b+M + v}

için Green fonksiyonu negatif olmayan ve y ≥ 0 için f fonksiyonu negatif değildir.

Ayrıca y ≥ 0 için f fonksiyonu negatif değildir. Ohalde

Ty(t) =

b+M∑
s=0

G(t, s)f(s, y(s+ v − 1)) ≥ 0

dır. Ayrıca, (5.7)’den

min
t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}

Ty(t)

=

b+M∑
s=0

(
min

t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}
G(t, s)

)
f(s, y(s+ v − 1))
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≥
b+M∑
s=0

(
γ maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

G(t, s)

)
f(s, y(s+ v − 1))

= γ maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

b+M∑
s=0

G(t, s)f(s, y(s+ v − 1))

= γ ‖Ty‖

dır. Böylece T : K → K dır.

Şimdi her r > 0 için

Ωr := {y ∈ B : ‖y‖ < r}

açık alt cümlelerini tanımlayalım. (A1) ve (A2) den ilgili r1 ve r2 sabitleri için

y ∈ ∂Ωr1 ⇒ ‖y‖ = r1

ve

y ∈ ∂Ωr2 ⇒ ‖y‖ = r2

dir.

Bu durumda (A3) aşağıdaki iki durumu gerektirir.

1 ) r1 < γr2 durumu:

r1 < γr2 ise (5.1) probleminin pozitif bir çözümünün varlı̆gı için Teorem 5.2 (i)

aşağıdaki şekilde uygulanır.

i) y ∈ K ∩ ∂Ωr1 olsun. Bu durumda (A1) ve (5.6)’dan

‖Ty‖ = maks
t∈{v−N,...,b+M+v}

b+M∑
s=0

G(t, s)f(s, y(s+ v − 1))

=

b+M∑
s=0

G(b+M + v, s)f(s, y(s+ v − 1))
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≤ ηr1

(
b+M∑
s=0

G(b+M + v, s)

)
= r1

= ‖y‖

bulunur.

ii) y ∈ K ∩ ∂Ωr2 olsun. Bu durumda

‖Ty‖ = Ty(b+M + v)

=
b+M∑
s=0

G(b+M + v, s)f(s, y(s+ v − 1))

≥
b+M∑

s=a+M

G(b+M + v, s)f(s, y(s+ v − 1))

dır. y ∈ K ∩ ∂Ωr2 olduğundan

min
t∈{a+M+v−1,...,b+M+v−1}

y(t) ≥ γ ‖y‖

⇒ t ∈ {a+M + v − 1, ..., b+M + v − 1} için γr2 ≤ y(t) ≤ r2

elde edilir. Böylece, (A2)’den

t ∈ {a+M + v − 1, ..., b+M + v − 1} için f(t− v + 1, y(t)) ≥ λr2

⇒ s ∈ {a+M, ..., b+M} için f(s, y(s+ v − 1)) ≥ λr2

elde edilir. Buradan,

‖Ty‖ ≥
b+M∑

s=a+M

G(b+M + v, s)f(s, y(s+ v − 1))

≥ λr2

b+M∑
s=a+M

G(b+M + v, s)

= r2

= ‖y‖
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bulunur.

Ω1 := Ωr1 ve Ω2 := Ωr2 olmak üzere Teorem 5.2 (i), T operatörünün K ∩
(
Ωr2\Ωr1

)
de bir y0 sabit noktasına sahip olduğunu gösterir. Buradan r1 ≤ ‖y0‖ ≤ r2 olmak

üzere y0, (5.1) probleminin bir çözümüdür.

2 ) λr2 ≤ ηr1 durumu:

λr2 ≤ ηr1 ise, K ∩
(
Ωr1\Ωr2

)
de r2 ≤ ‖y0‖ ≤ r1 olacak şekilde bir pozitif y0

çözümünün varlı̆gını göstermek için Ω1 := Ωr1 ve Ω2 := Ωr2 ile Teorem 5.2 (ii)

durum 1’deki şekilde uygulanabilir.

(A1) ve (A2)’deki r1 ve r2 pozitif olduğundan her iki durumda da y0 çözümünün

(5.1) probleminin

min {r1, r2} ≤ ‖y0‖ ≤ maks {r1, r2}

koşulunu sağlayan aşikar olmayan bir çözümü olduğu görülür.

Örnek 5.1. 
−∆π

π−4y(t) =
(
y(t+π−1)

et

)4

, t ∈ {0, ..., 12}

y(π − 4) = ∆y(π − 4) = ∆2y(π − 4) = 0

∆
e/2
π−4y (12 + π − e/2) = 0

(5.10)

kesirli (3,1) sınır değer problemini ele alalım. Bu problem

v = π, N = 4, f(t, y) =
(
y
et

)4
,

µ = e
2
, M = 2, b = 10, a = 9

ve

D {y} = {π − 4, ..., π + 12}

ile lineer olmayan (5.1) probleminin bir özel halidir.

(5.10) probleminin en az bir pozitif çözüme sahip olduğunu göstermek için Teorem
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5.3 (i) uygulanabilir. Teorem 5.3 (i) nin uygulanabilmesi için, (A1), (A2) ve (A3)

sağlanacak şekilde r1, r2 > 0 sabitleri bulunmalıdır.

Teorem 5.3’teki sabitler

γ : =
Q(0)

P(12)
≈ 0.0875

η : =

∥∥∥∥∥
12∑
s=0

G(., s)

∥∥∥∥∥
−1

≈ 0.00103

λ : =

∥∥∥∥∥
12∑
s=11

G(., s)

∥∥∥∥∥
−1

≈ 0.0108

şeklindedir.

(A1) in sağlanmasıiçin

0 ≤ y ≤ r1 ve t ∈ {0, ..., b+M} için 0 ≤ f(t, y) ≤ ηr1

⇔ 0 ≤ y ≤ r1 ve t ∈ {0, ..., 12} için 0 ≤
( y
et

)4

≤ ηr1

⇔ 0 ≤ (r1)4 ≤ ηr1

⇔ 0 ≤ r1 ≤ η1/3 ≈ 0.1010

olacak şekilde r1 > 0 bulunmalıdır.

Böylece, r1 := 1
10
olmak üzere (A1) sağlanır.

(A2) nin sağlanmasıiçin

γr2 ≤ y ≤ r2 ve t ∈ {a+M, ..., b+M} için f(t, y) ≥ λr2

⇔ 0.0875r2 ≤ y ≤ r2 ve t ∈ {11, 12} için
( y
et

)4

≥ 0.0108r2

⇔
(

0.0875r2

e11

)4

≥ 0.0108r2

⇔ r2 ≥ 13, 328, 472
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olacak şekilde r2 > 0 bulunmalıdır.

Böylece, r2 := 13, 330, 000 olmak üzere (A2) sağlanır.

Son olarak 1
10
< 0.0875x13, 330, 000 olduğundan (A3) de sağlanır.

(A1), (A2) ve (A3) sağlandı̆gından Teorem 5.3 (i), (5.10) kesirli sınır değer problemi-

nin {π − 4, ..., π + 12} üzerinde pozitif bir y0 çözümü olduğunu söyler. Ayrıca,

1

10
≤ ‖y0‖ ≤ 13, 330, 000

dır.

Teorem 5.4. (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X → X fonksiyonu bir daralma

dönüşümü olsun. Her x, y ∈ X için

|f(x)− f(y)| ≤ L |x− y|

olacak şekilde bir 0 ≤ L < 1 sabiti bulunsun. Bu durumda

(i) f, bir tek u ∈ X sabit noktasına sahip,

(ii) Her x ∈ X için lim
n→∞

fn(x) = u,

(iii) Her x ∈ X ve n ∈ N için d(fn(x), u) ≤ Ln

1−Ld(x, f(x))

dır (Agarwal 2001).

Teorem 5.5. Her t ∈ {0, ..., b+M} ve y1, y2 ∈ R için f fonksiyonu

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ θ |y1 − y2|

Lipschitz koşulunu sağlayacak şekilde bir 0 < θ < η sabiti var ise lineer olmayan

(5.1) sınır değer problemi bir tek çözüme sahiptir (Holm 2011a).
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İspat: f(t, y) fonksiyonu için teoremde ifade edilen Lipschitz koşulunu sağlayacak

şekilde bir 0 < θ < η sabitinin var olduğunu kabul edelim. Bu durumda, herhangi

y1, y2 ∈ B için

‖Ty1 − Ty2‖

=

∥∥∥∥∥
b+M∑
s=0

G(., s)f(s, y1(s+ v − 1))−
b+M∑
s=0

G(., s)f(s, y2(s+ v − 1))

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
b+M∑
s=0

G(., s) |f(s, y1(s+ v − 1))− f(s, y2(s+ v − 1))|
∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥∥
b+M∑
s=0

G(., s)θ |y1(s+ v − 1)− y2(s+ v − 1)|
∥∥∥∥∥

≤ θ ‖y1 − y2‖
∥∥∥∥∥
b+M∑
s=0

G(., s)

∥∥∥∥∥
=

θ

η
‖y1 − y2‖

dır.

O halde T operatörü θ
η
∈ [0, 1) Lipschitz sabiti ile bir daralma dönüşümüdür.

Böylece Teorem 5.4, T operatörünün bir tek y0 ∈ B sabit noktasıolduğunu gös-

terir. Buradan y0 ∈ B, (5.1) probleminin bir tek çözümüdür. Ayrıca, herhangi

y ∈ B fonksiyonu için

lim
n→∞

T ny

hesaplanarak bu y0 çözümü elde edilebilir. Bununla birlikte, herhangi y ∈ B başlangıç

fonksiyonu için, Teorem 5.4 (iii)

‖T ny − y0‖ ≤
θn

ηn−1(η − θ) ‖Ty − y‖

ile herhangi n ∈ N adımında tahmin hatasının hesaplanmasına olanak sağlar.
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Uyarı5.3.

1

η
=

b+M∑
s=0

G(b+M + v, s)

=
1

Γ(v)

b+M∑
s=0

(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1

x [(b+M + v)µ − (b+M + v − µ− σ(s))µ]

<
1

Γ(v)

b+M∑
s=0

(b+M + v − µ− σ(s))v−µ−1(b+M + v)µ

=
1

Γ(v)

b+M∑
s=0

Γ(b+M + v − µ− s)
Γ(b+M − s+ 1)

Γ(b+M + v + 1)

Γ(b+M + v − µ+ 1)

≤
b+M∑
s=0

Γ(b+M + v + 1)

Γ(v)

Γ(v − µ)

Γ(b+M + v − µ+ 1)

= (b+M + 1)
(b+M + v)...(v)

(b+M + v − µ)...(v − µ)

= (b+M + 1)
(b+M + v)b+M+1

(b+M + v − µ)b+M+1

olduğundan

0 ≤ (b+M + v − µ)b+M+1

(b+M + 1)(b+M + v)b+M+1
< η

eşitsizliği elde edilir. Böylece, f fonksiyonunun

θ :=
(b+M + v − µ)b+M+1

(b+M + 1)(b+M + v)b+M+1

sabiti ile Lipschitz koşulunu sağlayıp sağlamadı̆gıkontrol edilebilir. Çünkü, bu du-

rumda Teorem 5.5, (5.1) probleminin bir tek çözümünü garanti eder. Ayrıca, bu

sonuç η sabiti için uzun hesaplamalara ihtiyaç duyulmadan elde edilebilir.

Örnek 5.2. 
−∆π

π−4y(t) = ln(|y(t+π−1)|+1)
(t+4)5

, t ∈ {0, ..., 12}

y(π − 4) = ∆y(π − 4) = ∆2y(π − 4) = 0,

∆
e/2
π−4y(12 + π − e/2) = 0

(5.11)
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kesirli (3,1) sınır değer problemini ele alalım. Bu problem

v = π N = 4 f(t, y) = ln(|y|+1)
(t+4)5

µ = e
2

M = 2 b = 10, a = 9

olmak üzere (5.1) probleminin bir özel halidir. Bu durumda, (5.11) probleminin

{π − 4, ..., π + 12} üzerinde bir tek çözümünün olduğunu göstermek için Teorem 5.5

kullanılabilir. t ∈ {0, ..., 12} ve y1, y2 ∈ R için

|f(t, y1)− f(t, y2)| =

∣∣∣∣ ln(|y1|+ 1)

(t+ 4)5
− ln(|y2|+ 1)

(t+ 4)5

∣∣∣∣
=

1

(t+ 4)5
|ln(|y1|+ 1)− ln(|y2|+ 1)|

≤ 1

45
|(|y1|+ 1)− (|y2|+ 1)|

=
1

1024
||y1| − |y2||

≤ |y1 − y2|
1024

elde edilir. Bu eşitsizlikten

0 ≤ θ :=
1

1024
≈ 0.00098 < 0.00103 ≈ η

bulunur. O halde Teorem 5.5 ten (5.11) probleminin {π − 4, ..., π + 12} üzerinde bir

tek y0 çözümü vardır.
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Lisans : Erciyes Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümü

(Ekim 2006 - Temmuz 2010)

Yüksek Lisans : Ankara Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı(Eylül 2011 - Haziran 2013)

Çalı̧stı̆gıKurum/Kurumlar ve Yıl

Amasya Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümü Araştırma Görevlisi (2011)
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