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KISALTMALAR

LOCC : Local Operations and Classical Communication

SLOCC : Stochastic Local Operations and Classical Communication
POVM : Positive Operator-Valued Measure
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UC KUBIT DOLANIKLIK MANIPULASYONU

OZET

Kuantum dolaniklik iki veya daha fazla sistem arasinda yerel olarak yaratilamayan bir
bagdir. Kuantum dolanikli1 kuantum mekaniginin kavramsal olarak anlasilmasindaki en
onemli olgulardan biri olmasinin yani sira son yillarda kuantum bilgi isleme siireclerinde
kaynak olarak kullanilmaktadir. Kuantum bilgi isleme siireclerinde kaynak olarak
kullanilacak dolanikligin istenilen Ozelliklere sahip olmasi bilgi isleme siireclerinin
basarisi i¢in son derece onemlidir. Bu da iki ya da daha fazla parcacik arasindaki
dolanikligin optimal manipiilasyonu probleminin ¢oziilmesini gerektirir.

Bu tezde hem N seviyeli iki parcacik arasindaki dolamiklifin hem de iki seviyeli
ic parcacik arasindaki dolanikligin optimal manipiilasyonu i¢in gelistirilen yontemler
sunulacaktr.

Ikinci béliimde N ® N kuantum durumlarinin manipiilasyonunu inceliyoruz. Ilk olarak
2 ® 2 durumlar i¢in dolanikligin azaldigr ve dolamiklifin arttigi durumlar1 ayr1 ayri
ele alacagiz. Dolanikligin arttigi durumlar arasindaki gecis i¢in elde edilen yontem
kuantum 1g1nlama ve yogun kodlama gibi bilgi isleme siire¢leri icin olduk¢a onemlidir.
Kuantum 1sinlama iglemlerinde paylasilan durum maksimal dolanik durum degilse
bilginin tamamen kaybolma ihtimali vardir. Gonderilmek istenilen bilginin kaybolma
ihtimalinden dolay1 paylasilan durum maksimal dolanik duruma doniistiiriiliir. Boylelikle
bilginin kaybolma ihtimalinin 6niine gecilmis olunur. Bu a¢idan az dolanik bir durumdan
cok dolanik bir duruma gecis i¢in elde edilen yontem onemli olmaktadir. Daha sonra
sirastyla majorization sartinin saglandigr 3 ® 3 ve 4 ® 4 durumlar arasindaki gecisleri
inceliyoruz. 3®3 ve 4 ®4 durumlar arasindaki gecis i¢in majorization sartinin saglanmasi
bu gecisin p = 1 olasilikla gerceklesmesi anlamina gelir. 3 ® 3 ve 4 ® 4 durumlar
arasindaki gecisler icin aciklanan yontem geg¢isin tek Sl¢climde gerceklesmesi acisindan
onemlidir. Boliimiin sonunda 4 ® 4 durumlar icin elde edilen yontemden yararlanarak
N ® N durumlar arasindaki gegisi inceliyoruz. N ® N durumlar arasindaki gecis i¢in 2 ® 2
i¢in sunulan yontem kullamildiginda gegis igin (N — 1) 6lgiim yapilir. Ote yandan 4 ® 4
durumlar igin sunulan yontem kullanildiginda gegis icin gerekli 6l¢iim sayisi (N — 3)
olmaktadir.

Ucgiincii boliimde ii¢ kubit saf durumun optimal manipiilasyonu problemi i¢in ¢oziimler
sunulacaktir. Ilk olarak ii¢ kubite ait iiniter doniisiimlerden bahsedilerek iki seviyeli
tic kubit saf durumun kanonik formunu yaziyoruz. Kanonik formu yazdiktan sonra ii¢
kubit icin POVM’nin genel formunu buluyoruz. Kanonik POVM’yi bularak yapilacak
hesaplamalar tizerindeki yiikii azaltmig oluyoruz. Ardindan yerel operasyonlarla birbirine
dontistiiriilemeyen iki farkli ii¢ kubit dolaniklik sinifinin oldugunu ve herhangi bir
durumun hangi denklik sinifinda oldugunu anlayabilmek icin bilinmesi gerekenleri
gosteriyoruz. Saf W durumuyla yapilamayan bircok kuantum bilgi islem siireci asimetrik
W durumu ve GHZ durumuyla yapilabilmektedir. Bu tezin son bolimiinde GHZ
durumunun elde edilmesi i¢in bir yontem Onerilecek ve bu yontem kullanilarak GHZ
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durum elde etme olasilig1 ile yapilmasi gereken ol¢iimler ti¢ kubit sisteminin deismezleri
cinsinden bulunacaktir.
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THREE QUBIT ENTANGLEMENT MANIPULATION

SUMMARY

Quantum entanglement is a quantum mechanical correlation between two or more parties
which can not be created locally. It is not only one of the most distinctive phenomenon
which contributes to the understanding the concepts of quantum mechanics but also it is
used as a resource in quantum information processes. The use of quantum entanglement
as a resource requires a deep understanding of how the states are transformed under local
operations and classical communication. The success probability in fulfilling quantum
information tasks depends on the properties of the entangled state which is used as a
resource. This requires the solution of optimal entanglement manipulation problem.
The optimal manipulation of pure states leads to the introduction of canonical forms,
the equivalence classes under local unitary transformations, as the states that can be
transformed into each other by local unitary transformations are equivalent in the context
of fulfilling the information theoretic tasks.

In this thesis, we present optimal manipulation methods for N level bipartite and two level
tripartite entangled states.

In the second chapter, we investigate the manipulation of N ® N quantum states. Any N
level bipartite entangled state can be converted into

W) =20[0)[0) + A [1) 1) +242(2) [2) + ..+ Ayt [N = 1) [N — 1)

by local unitary transformations. This is the canonical form of N level bipartite entangled
states. The parameters A; are called Schmidt coefficients and satisfy the following
condition

Z)Lizzl, 241220
i

Firstly, we discuss the entanglement of 2 ® 2 pure states. For the two qubit case, the
canonical form is given by

al00)+b|11), a>b>0
and the optimal distillation of the maximally entangled state
1
V2
from a single copy is obtained by performing the positive operator valued measurement
(POVM) of 210) (0] + 1) (1] on the first qubit. The success probability of distilling a
maximally entangled state turns out to be 2b. On the other hand, any state can be obtained
from maximally entangled state with unit probability. We obtain the POVM elements and

probabilities for both cases. Without loss of generality we find the parameters that define
POVM elements in terms of Schmidt coefficients of the original state and the final state.

(100) +[11))
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The process of entanglement concentration is very important for quantum-information
processes such as perfect teleportation and dense coding. If the original state is a
maximally entangled state then the quantum information can be teleported with unit
probability. However, if the original state is not a maximally entangled state then there
is always a probability of losing the information. To avoid the probability of losing the
information, we first transform the original state into a maximally entangled state and then
teleport the quantum information. Then we investigate the transformations of 3 ® 3 and
4 ®4 pure states respectively. These transformations depend on the majorization condition
which determines the transformation properties of N ® N bipartite entangled states. The
transformation between N ® N pure states, that majorization condition is satisfied, exists
with unit probability. The method we present for the transformations of both 3 ® 3 and
4 ® 4 pure entangled states is important because of the fact that the transformation can
be done by a single measurement. When we try to obtain these methods we, firstly, find
necessary unitary transformations on two particles. There are two cases for 3 ® 3 and
four cases for 4 ® 4 pure states transformations depending on the value of the Schmidt
coefficients. We obtain unitary transformations for all cases one by one. After we find
the unitary transformations we find POVM elements. We discuss the transformations
between N ® N pure states by the using the method we present for 4 @ 4 pure states at the
end of this chapter. The number of the measurements is (N — 1) when the method that we
find for 2 ® 2 pure states is used for transformations between N @ N pure states. On the
other hand, number of the measurements for transformations between N @ N pure states is
(N —3) if we use the method that we find for 4 ® 4 pure states. This is another beneficial
consequence of method that we present for 4 © 4 pure states.

In the second chapter, we present solutions for optimal manipulation problem of
three-qubit pure states. We define the canonical forms of local positive operator
valued measurements (POVMs) on three-qubit pure states as the equivalence classes
under local unitary transformations. We use these canonical forms, which simplifies
the problem of manipulation of the states by local operations, in the distillation of
Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) states and obtain the optimal distillation protocols
in terms of the bipartite concurrences and the three-tangle. Firstly, we discuss the unitary
transformations for three qubits and then we obtain the three-qubit canonical form. Any

three-qubit state
lv) =Y tijklijk)
ijk
defines matrices Ty and 77 by

jk

Under the unitary transformations on the first qubit, the matrices Ty and 7 transform as
Ty = upoTo+un Ty, T =uioTo+unT.

It is always possible to make det 7jj = 0 and the unitary transformations on the second and
third qubits diagonalize 7;j. Then the canonical form of the generic three-qubit states is
defined by

201000) + A1 [100) + A5 [101) + A3 [110) + A4 |111), A; > 0.

However, the parameters A; and ¢ do not uniquely determine the the state (the equivalence
class) because there are two solutions for detTé = 0, and this leads to two sets of
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parameters for the canonical form. The state with the other set of parameters can be
found to be

%) = A0 |000) + 41 [100) + A5 [101) + A3 [110) + A4 |111),  A; > O.

We investigate the canonical form of general POVM using the fact that local operations
which transform the states from one equivalence class into another with the same
probability are equivalent from the information theoretic point of view. Then we discuss
the equivalences classes of states. In the three-qubit case there are two classes of
tripartite-entangled states which cannot be converted into each other by stochastic local
operations and classical communication namely the GHZ and W class states. Any two
states of the same class can be converted into each other by means of SLOCC. The GHZ
state,

1
GHZ) = —(|000) + |111)),
|GHZ) ﬁ(\ )+[111))
and the symmetric W state,
1
|[W) = —(]100) 4 |010) +|001)),

V3

are considered as the representatives of the GHZ and W classes respectively. There are
two solutions for det7; = 0 and hence there are two sets of values of A’s for any generic
state. If the three-tangle given by AgA4 is nonzero, then the three-qubit state is of GHZ
class. If three-tangle is zero and the reduced density matrices ps = trpc(|¥) (v|), pp and
pc have rank two, then the state |y) is a W class state. Although symmetric W state is
not suitable for quantum-information processes, asymmetric W states

1 1 1
—1100) 4+ = |010) + = |001

1 1 1

5 |100) + > |010) + \/§|001>,
and GHZ state are suitable for these processes. If the three-qubit entangled state used
as a resource is not a GHZ state or an asymmetric W state then distilling these states
is necessary to successfully perform quantum-information tasks. The solution of GHZ
manipulation is important in this respect. We propose a method for GHZ manipulation.
The problem of optimal distillation of the GHZ state using OSBP is reduced to the
problem of maximizing probability subject to the constraints that we find. The solution
for most general case, where all bipartite entanglements C,p,, C,¢, and Cp. are nonzero,
requires numerical calculations. However we find the analytical solutions in terms of the
concurrences and the three tangle in the cases where at least one of the concurrences is
zZero.
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1. GIRIS

Kuantum dolaniklig1 sadece klasik fizikle kuantum mekani8ini birbirinden ayiran en
onemli Ozelliklerden biri degil aym1 zamanda klasik bilgi islemede karsili§1 olmayan
kuantum 1sinlama [1] ve yogun kodlama [2] gibi bir¢cok kuantum bilgi isleme siireclerinde
kaynak olarak kullanilmaktadir. = Kaynak olarak kullanilan iki kubit arasindaki
dolanikligin miktar1 kuantum bilgi islemedeki basari olasiligini arttirmaktadir. Kaynak
olarak kullanilacak durum maksimal dolanik durum degilse, 6nce kaynak maksimal
duruma getirilir sonra bilgi islemede kullanilir. Dolayisiyla kuantum durumlarinin
manipiilasyonu kuantum bilgi isleme i¢in olduk¢a 6nemlidir. Kuantum 1gimnlama ve yogun

kodlama kuantum bilgi isleme siireclerine 6rnek olarak verilebilir.

Kuantum 1sinlamada Alice ve Bob dolanik bir duruma sahiplerse aralarinda kuantum
kanal olmamasina ragmen biri digerine klasik kanallar ile bir kuantum bilgisini
gonderebilir. Alice’in elinde Bob’a yollamak istedigi bir kubitlik bilgi, |y) = a|0) +
B |1), var olsun. Alice ve Bob’un paylastiklart durum maximal dolanik durum ise Alice
yollamak istedigi bilgiyi p = 1 olasilikla gdnderebilir. Eger Alice ve Bob’un paylastiklari
dolanik durum maximal dolanik durum degilse, a|00) +b|11), Alice Bob’a bilgiyi p = 1
olasilikla gonderemez. Bu durumda Alice’in Bob’a gondermek istedigi bilginin Bob’a
ulasma olasilig1 2b% olur [3-5]. Bu olasilik gerceklesmediginde bilgi tamamen kaybolur.
Bilginin tamamen kaybolma ihtimali oldugu icin Alice bilgiyi hemen Bob’a gondermek
yerine ilk once ellerindeki @|00) + b |11) durumunu POVM yardimi ile 2b? olasilikla
maximal dolanik duruma doniistiiriir. Daha sonra eger ellerindeki durum maximal dolanik
duruma doniigsmiigse Alice Bob’a gondermek istedigi bilgiyi gonderir. 2 ® 2 durumlar
icin kuantum 1sinlama protokoliiniin igleyisi bu sekildedir. 2 ® 2 ® 2 durumlar i¢in
de protokoliin isleyisi benzerdir [6]. Uciincii boliimde yerel operasyonlarla birbirine
doniistiiriilemeyen iki farkl ii¢ kubit dolanik durum, GHZ ve W, oldugunu gosterecegiz
[7]. Eger paylagilan durum saf W ise bilginin aliciya ulasma ihtimali 2 /3 olmaktadir [8].
Paylasilan durum saf W ise gonderilmek istenilen bilginin tamamen kaybolma ihtimali
vardir. Bu da saf W durumunun 1s1inlama protokolii i¢cin uygun olmadig1 anlamina gelir.

Eger paylasilan dolanik durum eger asimetrik W durumu ise bilgi aliciya p = 1 olasilikla



gonderilir [9]. Saf W durumunda karsimiza ¢ikan sorun GHZ durumunda yoktur. Eger
paylasilan durum GHZ ise gonderilmek istenilen bilgi aliciya p = 1 olasilikla gonderilir.

Dolayistyla GHZ durumu 1sinlama protokolii i¢in uygundur.

Yogun kodlama, prensip olarak kuantum isinlama protokoliiniin tersidir. ~ Yogun
kodlamada klasik bilgi kuantum kanallar araciligiyla gonderilmektedir. Bu protokol temel
olarak su sekildedir: Baglangicta Alice ve Bob Bell durumlarindan birini, drnegin singlet

durum, paylasiyor olsun.

o) =%<\oo>im>>
wE) = —(jo1) + [10)) (L)

V2
Alice Bob’a gondermek istedigi klasik bilgiye, [00), |01), |10) ve |11), gore kendi
pargaci8i lizerinde dort farkli liniter doniisiim, /, o;, Oy ve Oy, yaptiktan sonra elindeki

parcacigr Bob’a gondermektedir. Bu tiniter doniisiimler

10 01 0 —i 10
I:(o 1)’ Gx:(l 0)’ Gy:(i 0)’ "Z:(o —1) (1.2)

seklindedir. Bu dort iiniter doniisiimiin herbiri mevcut durumu dort Bell durumundan
birine doniistiirti. Bob elindeki iki parcacik iizerinde dort farkli Bell durumunu
birbirinden ayiran Ol¢iim yaparak kendisine hangi iki bitlik bilginin gonderildigini
anlayabilir. Boylelikle iki bitlik bilgi karsi tarafa gonderilir. Kuantum isinlamada
oldugu gibi baglangicta Alice ve Bob maksimal dolanik durumu paylasmiyor ise ilk
olarak paylastiklar1 durum maksimal dolanik duruma doniistiiriiliir ve ardindan yukarida

anlatilan protokol uygulanir.

Bu tezin ilk boliimiinde yukarida anlatilan kuantum i1sinlama ve yogun kodlama
sireclerinin basar1 olasiligini arttirmak i¢in elimizdeki mevcut durumun daha kullanigh
bir duruma doniistiiriilebilmesi i¢in gerekli protokol anlatilacaktir. Daha sonra ise ii¢ kubit
saf durumlar ile ilgili genel bilgi verilecek ve ardindan ii¢ kubit dolaniklik manipiilasyonu

ve yogunlastirmasi sunulacaktir.



2. N®N SAF KUANTUM DURUMLARININ MANIPULASYONLARI

Bu boliimde once herhangi iki 2 ® 2 durum arasindaki gegisi inceleyecegiz. Bunu
yaparken dolanikligin arttigi ve azaldigr durumlar1 ayr1 ayn ele alacagiz. Daha sonra
3 ® 3 durumlart inceleyecegiz. Majorization [10] sartinin saglandig1 3 ® 3 durumlar
arasindaki gecisin p = 1 olasilikla gergeklestigini gosterecegiz ve bu gecisi miimkiin kilan
POVM’leri bulacagiz. 3 ® 3 durumlari inceledikten sonra benzer hesaplart 4 ©® 4 durumlar
icin de tekrarlayip son olarak N ® N durumlar arasindaki gecisi veren protokolii bulacagiz.
Oncelikle sik sik kullanacagimiz kanonik form, POVM [11] ve majorization kavramlarini

kisaca agiklayalim.

2.1 Iki Parcacikh Saf Durumlarin Kanonik Formu
En genel N®@ N
9)as = 10)]0) + 01 [0)[1) +02[0)[2) + ...+ oy 1[0} [N — 1) + Bo [1) [0)
B D) 1) +B2 (1) 2) +..+ Byt [ IN= 1) +... + %[N —1)[0)
+7IN=1) 1)+ ...+ w-1 [IN=1)|[N—1) (2.1)

iki pargacik sistemini diisiinelim. Burada A ve B parc¢aciklarina ait yogunluk matrisleri

pa=1trp(|9) (1), ps=1ra(|¢)(0]) (2.2)

olmak iizere py ve pp’nin dzdegerlerinin aym olduklari gosterilebilir. Dolayisiyla, |is)

A’nin ve |ig) de B’nin ortonormal bazlari olmak iizere iki pargacik kanonik formu
Y Ailia) lip) (2.3)
i

seklinde yazilabilir Bu |¢),,; durumunun yerel iiniter dontisiimlerle Y;A;|ia) |ig)
durumuna doniistiiriilebilecegi anlamina gelir. Burada A;’ler Schmidt katsayilari olarak

bilinir ve de
YAr=1, 4,>0
olmaktadir. Bu durumda

pa=Y A7 lia) (ial, P =Y A7 liB) (isl 2.4)



olur. Bundan sonraki yapacagimiz tiim hesaplamalarda N ® N genel durumunu
(W) =20[0}[0) + A1 [1) |1) +22[2) 2) + ..+ Av—1 [N = 1) [N — 1) (2.5)

formunda alacagiz.

2.2 Izdiisiim Ol¢iim ve POVM

Genisletilmis uzaydaki yardimci parcacikla iiniter olan etkilesimin ardindan yardimci
parcacik iizerinde yapilan izdiisiimsel 6l¢iim sonucu kuantum durumu ¢oker. Kismi
iz alarak ilk parcacigin yeni durumunu ve ¢okme olasilifin1 buldugumuzda elimizdeki
parcacigin yeni durumunu ve bu duruma gecis olasiligini bu pargaciga etkiyen POVM’ler
seklinde yazmak miimkiindiir. Simdi genisletilmis uzaydaki iiniter olan etkilesimin
ardindan yardimci pargacik lizerinde yapilan izdiisiimsel ol¢iim ile POVM o6l¢iimiiniin

birbirine denk oldugunu yapilan 6lciimlerin formunu agik olarak yazarak gorelim.

Ilk olarak izdiisiim 6l¢iimden bahsedelim. Izdiisiim 6l¢iim, M = ¥, A,,B,, olmak iizere,
P, = |m) (m| (2.6)

seklinde tammlidir ve de P,P; = 0; P, olmaktadir. Yapilacak l¢iim sonucu olarak A
degerini bulma olasiig1 p(m) = (y| P, |y) olur. Olgiim sonucu A, degeri elde edilirse
elimizdeki durum

Pu|Vy)
p(m)

(2.7)

durumuna ¢oker. Izdiisiim 6lciim prensip olarak bu sekildedir.

Ikinci olarak POVM’den bahsedelim. Kuantum olgiim operatorleri {M,,} olarak
gosterilir. Burada m Ol¢iim sonucunda elde edilecek degerle ilgilidir. Baslangicta

elimizdeki durum |y) olsun. Olgiim yapildiginda 4,, degerini bulma olasilig1

p(m) = (w| M} My | y) 2.8)

olur. Bu olasilik gergeklestiginde |y) durumu

M,
(W MM, )
durumuna ¢oker. Olasiliklarin toplaminin 1 olmasi
Y p(m)=Y (wIMM,|y)=1=Y MM, =1 (2.10)
m m m



sonucunu verir. Burada E,, = M, M,, olarak tammlanirsa p(m) = (y| E,, |y) olur. Bunun

yani sira
YE.=Y MM, =1 (2.11)

olmak {iizere, E,, pozitif bir operatordiir. E,, yapilan ol¢iimle iligkili olan POVM
elemanlari olmaktadir, {E,,} seti de POVM olarak adlandirilir.

2.3 Majorization
Alice ve Bob’un elindeki durum
w) =Y wilia)lis), wi>va>..>wy (2.12)

olsun. Alice’e ait yogunluk matrisi py, = trz(|y) (y|) olmak iizere py, 'nin 6zdegerleri y;

olur. Benzer sekilde

9) =D 9ilia) i), 91> 02> .. >y (2.13)

olmak iizere |¢) durumu igin py = trp(|@) (¢|) ve py’nin 6zdegerleri ¢; olur. Bu durumda

|lw) ve |¢) N®N iki saf durum olmak iizere, eger her k igin

k k
Ywi<) o (2.14)
i=1 i=1
esitsizligi saglanirsa |y) — |@) gegisi p = 1 olasilikla gergeklesir [12]. Burada N ® N saf

durumlar arasindaki gecis i¢in yapilacak 6l¢iim sayist (N — 1) olmaktadir.

2.4 2®?2 Saf Durumlar
Bu boliimde elimizdeki herhangi bir

(W) =a1]00) +b1|11), a1 >b1 20 (2.15)
durumundan bagka bir

[9)12 =a2100) +b2[11), ax>by >0 (2.16)

durumuna geciste kullanilacak POVM’yi ve bu gecis icin maksimum olasili1 elde
edecegiz. POVM elemanlarini belirleyen parametreleri bulmak icin yardimci pargacik

ve POVMyi iligkilendirecegiz. Yardimei pargacik |0), durumunda olsun.
W) = W) ®[0); = (a1]00) +b1[11))12®|0)5
= a1]000) 53 +b1 11053

= a1[0), ®|00)55+b1[1); ®[10)y @.17)



olmak iizere, ikinci parcacik ve yardimci pargacik etkilestiginde zaman icinde

100),; — @1 ]00) + B |01) + 71 [10) + &; |11)

[10)23 = 02(00) + B2 [01) + 12 [10) + & [11) (2.18)
durumlarina evrilirler. Bu evrimin iiniter olmasi parametreler iizerinde

ou P+ 1B +nP+1812 =1, [oo? +[Baf* + | +]6f =1

ooy +Pify + 1 +618, =0, ofor+pBif+yn+6/8=0 (2.19)
sartlarin1 verecektir. Uniter evrimden sonra

V)13 = a1]0); ®(a1]00)+ By |01) + 1 [10) + 61 [11))23
i1, @ (0 ]00) + o 01) + 1 [10) + 811}y (220

olmak iizere, diizenlersek

W3 = (a101]00) +a1y:[01) + b1 [10) + 5112 [11)) 12 ® |0)4

+(a1ﬁ1 ‘OO> +a16; ‘Ol> —l—blﬁz ’10) +b16 |11>)12® ‘1>3 (2.21)

elde edilir. Ugiincii parcacik iizerinde izdiigiim 6l¢iimii yapilirsa [0) ya da |1) elde
edilir. Diyelim ki iigiincii parcacik iizerinde izdiisiim ol¢iimii yaptik ve |0) elde ettik.

Bu durumda |y") 5,
(a1a1 |00> +ain |01> +bion |10> +b1p |11>)12 & |0>3 (2.22)

durumuna ¢oker. Ote yandan iigiincii pargacik iizerinde izdiisiim lgiimii yapilinca |0)

elde edilirse, birinci ve ikinci parcaciklar i¢in
a0 |00) +a11 [01) +b10 [10) + b1y [11) (2.23)

elde edilir. Ugiincii parcacik iizerinde izdiisiim olgiimii yapinca |0) degilde |1) elde

edilirse |y”) 5
(a1[31 |00> —1—61151 |01> —{—blﬁz |10> —}—b152 |11>)12 & |1>3 (2.24)

durumuna ¢oker. Ugiincii pargacik iizerinde izdiigiim 6l¢iimii yapilinca |1) elde edilmesi

birinci ve ikinci parcaciklar icin

a1B1100) +a; 3y [01) + by B2 10) + b1 33 | 11) (2.25)



elde edildigi anlamma gelir. izdiisiim 6l¢iim ile POVM 6lciimiinii iligkilendirebilmek
icin POVM o6l¢iimii ile ne tiir sonuglar elde edecegimize bakalim. POVM kullanarak
elde edilen sonuglarla yardimci parcacik kullanarak elde edilen sonuclar karsilastirarak
POVM elemanlarim ay, by, ap ve by cinsinden elde edece§iz. Ikinci parcaciga

uygulanacak POVM, {M|,M,} seklinde alinirsa
MMy + MMy =10) (0| +|1) (1] =1 (2.26)

olmak durumundadir. Diyelim ki |y”) i¢in iigiincii pargacik iizerinde izdiigiim 6l¢iimii

yaptik ve |0) elde ettik, bu durumda

1
\Wo) = \/%(01061 |00) 4+ a1 71 |01) + b1 [10) + b1 [ 11)) (2.27)
po = ailou|* +ai|n|* +bi| o> + b1 ) (2.28)

olur. Ikinci parcacik iizerine uygulanacak genel POVM nin ilk elemani
M) =al0){0|+b|0) (1] +c|1) (0| +d|1) (1] (2.29)

seklinde olsun. Bu durumda, |y) = a;|00) + b; |11) olmak iizere, eger ikinci pargacik

iizerinde yapilan POVM ol¢iim sonunda A; degeri elde edilirse kuantum durumu

M |y) 1
= = a1l0)@(al0)+c|))+b1|[1)®(b|0)+d]|1
Vo) = T =l 0) @ (al0) el 1)+ bi 1)@ (010) +d]1))
1
= E(ala\Om~|—a1c|01>+b1b|10)+b1d|11)) (2.30)
durumuna
po= (WIM{M, |y) = @la> +a|cP + B b + 53 |d P 2.31)

olasilikla ¢oker. Gerek (2.27) nolu esitlikte bulunan, gerekse (2.30) nolu esitlikte bulunan
|wo) aymidir. Dolayisiyla (2.27) ve (2.30) nolu esitlikler birbiri ile karsilagtirilirsa

a=0a;, b=0ow, c=y, d=Pp (2.32)
bulunur. Bu durumda
My = 0y |0) (0] + 2 [0) (1] +7 [1) (O] + 1 [1) (1] (2.33)

olur. |y”) i¢in iigiincii pargacik iizerinde izdiisiim 6l¢iimii yapinca |0) degilde |1) elde

edilirse, bu durumda

1
\y1) = o (a1B1100) +a;01|01) +b1B2|10) + b1, |11)) (2.34)



p1 =ai|Bi|* +ai|8i > + b1 |G + 1| & (2.35)

olur. Ikinci parcacik iizerine uygulanacak genel POVM nin diger elemani
M = ¢|0) (0] + £10) (1] +g[1) (O + 7| 1) (1] (2.36)

seklinde olsun. Eger yapilan POVM &l¢iimii sonucunda A4, degeri elde edilirse kuantum

durumu
M, |y) 1
= = OREl0)+eg|)+b1|1)® 0)+h|1
1) N m(m!) (e]0) +g[1)) +b1|1) @ (f]0) +1|[1)))
1

= ﬁ(alemO)+a1g|01>+b1f|10)+b1h|11>) (2.37)
durumuna

p1 = (W|M3M; | ) = aile” +at|g* + bt | £I* + b | (2.38)

olasilikla ¢oker. Gerek (2.34) nolu esitlikte bulunan, gerekse (2.37) nolu esitlikte bulunan
|w1) aymidir. Dolayisiyla (2.34) ve (2.37) nolu esitlikler birbiri ile karsilastirilirsa

e:ﬁh f:ﬁz, g:617 h:62 (2'39)

bulunur. Bu durumda
My = B1]0) (0] + B2 |0) (1] + 61 1) (O] + &2 [1) (1] (2.40)

olur. Simdi herhangi bir a;|00) + by |11) durumundan bagka bir a;|00) + b, |11)
durumunu nasil elde edebilecegimizi tartigabiliriz. Kuantum durumlart arasindaki

ay |00) + by [11) — az|00) + by |11) (2.41)
gecisi i¢cin kullanilacak POVM’nin ilk elamam1 olan M;’i ikinci parcaciga etki
ettirdigimizde

1
—(a1a1 |00> +ain ’01> —|—b10€2|10> +b1’}’2‘11>) =ay |00> +b2‘11> 2.42)

VPo

elde edilmisti. Genelligi bozmadan y; = 0 ve o, = 0 secebiliriz. Bu durumda

1
——(a10q|00) +b1|11)) =ay |00) + by |11 (2.43)
\/p_o( |00) [11)) = a2100) + b2 [11)
po=ailai* +b7|p*, My =04(0)(0]+n|1) (1| (2.44)

elde edilir. Ote yandan M, yerine M, yi ikinci pargaciga etki ettirdigimizde

1 / /
ﬁ(“lﬁl 00) +a161[01) 4+ 512 |10) + 5162 |11)) = a3 [00) + b5 [11) (2.45)



elde edilmisti. Genelligi bozmadan 8; = 0 ve 3, = 0 secebiliriz. Bu durumda

(@1B1[00) +b182|11)) = a5 00) + b5 | 11) (2.46)

P
pr=ai|Bi*+b|&[, M= p1]0)(0]+&|1) (1] (2.47)

elde edilir. a;|00) 4+ by |11) — a2|00) 4+ by |11), bu gegiste iki durum s6z konusudur.
Birinci durumda dolaniklik artiyor, yani a; > a; iken by < b, olmaktadir, ikinci durumda
ise dolaniklik azaliyor, yani a; < a iken by > b, olmaktadir. Her iki durum i¢in de

olasiligin alabilecegi maksimum degeri ve POVM’leri hesaplayalim.

2.4.1 Dolanmikhgin arttigi durum

Dolanikligin artti§i durum a; > a, ve by < by oldugu durumlardir. Eger (2.43) nolu

esitlige bakarsak aja; = \/poa> ve b1y» = \/pob, olmaktadir. Diizenlersek

an _bip | oab_n
a by aby oy

ap > ap ve by > b igin ai1by > bjar olur. Bu durumda

arby atby p %)
>1, —== = “Z=>1 = > Qo 2.48

olur. Olasihg, po = ¥3 (b3 /b3), maksimize edersek 1 = 1 elde edilir. Bu durumda &, =0

ve o1 < 1 olur, ve de olasiligimiz

bZ
biya=by/po = pozb—; (2.49)
2
olur. Ayrica,
b
aa =an/po = oy =20 (2.50)
a1b2
olur. POVM, {M|,M;},
a2b| a%b%
M, = 0) (0| + 1) (1|, Mp=4/1——==10)(0 2.51
= gy OO+ M= 1=k 0} 0 @5

olarak elde edilir. Daha dolanik bir durum elde etme olasilig1 p = b% / b% olur. POVM
Olctimii sonucunda M| istenilen durumu elde etmemizi saglarken M, dolaniklig1 ortadan

kaldirmaktadir.

Bu durum i¢in ornek olarak herhangi bir durumdan maksimal dolanik duruma gegisi ve
gecis olasiligini elde etmeye calisalim.
1

a; |00y +b1]11) —
1100) +b1[11) 7

(100) +[11)) (2.52)



Budurumdaa, =b, =1/ /2 olur. Maksimal dolanik durumu elde etmek icin kullanilacak
POVM eleman
b
M1=a—i|0> (0] + 1) (1] (2.53)

olmaktadir. Bunun yani sira maksimal dolanik duruma gegis olasilif1 p = Zb% olur.

2.4.2 Dolanmikhgin azaldigi durum

Dolanikligin azaldigi durum a; < a; ve by > b;. Simdi ¢ok dolanik durumdan az dolanik
durumu maksimum olasilikla elde etmek i¢in gerekli POVM elemanlarini ve maksimum
olasilig1 bulalim. Dolanikligin azaldig1 durum i¢in majorization sarti saglanir. Dolayisiyla
cok dolanik bir durumdan az dolanik bir duruma gecis p = 1 olasilikla gerceklesir. Eger,
(2.43) ve (2.46) nolu esitliklere geri donersek,

ajoy = +/poaz, b1y, =/pob>
a1f1 = /pids, b1& = /pibh (2.54)

olmakta idi. (2.54) nolu esitlik ve |0 |> +|B1|*> = L ile |p|> +|8|> = 1 bilgilerini ve de
toplam olasiligin 1 olmas1 gerektigi, po+ p1 = 1, bilgisini kullanarak POVM elemanlarini
ai, by, ay ve by cinsinden elde edelim. Bu sayede pg ve p; olasiliklari i¢in de bir deger
elde etmis olacagiz. Burada M;’i |y)’ye etki ettirdigimizde elde edilen durum |¢@)’ye
esitken, M>’yi |y)’ye etki ettirdigimizde elde edilen durum |¢)’ye esit dedil. Ancak
|0) — |1) ve |1) — |0) iiniter doniisiimiiyle kolayca |¢) elde edilir. Yapilacak bu iiniter
doniisiimden dolay1 islemlere baglamadan 6nce a), = by ve b}, = ap olarak alacagiz ve

bdylelikle de olasilig1 maksimize etmis olacagiz.

2 2
a a
po+pi=1=ou]*+|Bi*, po=—tlau>, pi=-2IBif (2.55)
a b3
Yukaridaki pg ve p; degerlerini yerine koyarsak
@ o inn 2 2
po+p1 ==l +|Bil" =[oul"+[Bi] (2.56)
) b3
elde edilir. Diizenlersek
2 2 20,2 2
i 2 aq 2 2 2 b3(a; —ay)
bt =(1-— Y = =l 2.57
G~ DIBIF = (1= Dl BP=laf 350 @S

a1 >+ |Bi|* = 1 esitliginde uygun sekilde kullamirsak

olur. Elde edilen bu esitligi,

b3 (a3 —a?) ,  ai(a—b3)
|a1|2+‘31|2:,a1,2(1+u):1 S _ 2\"1 72 (2.58)
a3 (ai — b3) ai (a3 — b3)
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ve de

by(az—at) _ bi(a3—aj)
B> = Jou 53— (2.59)
a3(ai—b3)  aj(a)—b3)
olarak elde edilir. Benzer iglemler % ve &, i¢in de tekrarlanirsa
b3(b? —a3) , a3(b3—b?)
B’ =333 1&f=33—5 (2.60)
bi(b3 —a3) bi(b3 — a3)
olur. Bu durumda POVM, {M|,M;},
ar |(aj—b3) (b} —a3)
m =2\ =20y 0+ 2 A2 Il (2.61)
a \ (a3 —b3) (b3 —a3)
by [(a3—aj) (b3 —b})
My =2 [0 0]+ 24 [ (2L 1 (2.62)
ai ( bz) (bz - a2)
olur. Olasilik degerlerimiz
@-8)  _ (@-a) .

M@ T @)
olmaktadir. Dolanikligin azaldigi durum i¢cin POVM elemanlarini, {M;, M, }, ve olasilik

degerlerini elde ettik.

Bu durum icin 6zel olarak maksimal dolanik durumdan herhangi bir duruma gegis

sirasinda kullanilacak POVM’yi ve gecis olasiligini elde ettigimiz sonuglar1 kullanarak

bulalim.
1
J5(100) 1)) a2 00) + b2 1) (2.64)
Bu durumda a; = by = 1/+/2 olur. ilk olarak POVM’yi bulalim.
ad(at—b3) 1-2b3
oy | = 2( > sy ( bz) i=a, |BiP=1-|u|’=1-a;=b;
aj

olur. Benzer sekilde

’ ’2_ b%(b%_a%) 1— 2612

= =(5—2)5=b, |&=1-|p=1-b=a;
bi(b3—a3) bi—a;
olur. Bu durumda POVM
My =0y |0) (0] + P |1) (1| = a2 |0) (O] + b, |1) (1] (2.65)
My = B1|0) (0] + &2 [1) (1] = b210) (0] + a2 |1) (1] (2.66)

olur. Olasiligimiz ise
(a1 —b3) _ 1 (43 —a7) _

1
PO= 55 =57 Pl= 75 5 =5
(a3-b3) 2 (a3-03) 2
olur. Toplam olasilik p = pg + p; = 1 olmaktadir. Bu sonu¢ da majorization [12] sart1 ile

uyumludur.
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2.5 3®3 Saf Durumlar
Bu boliimde elimizdeki herhangi bir a;|00) + by |11) 4+ ¢;|22) (a1 > by > ¢; > 0)

durumundan bagka bir a, |00) + b, |11) 4¢3 |22) (ap > by > ¢ > 0) durumuna gegisin

p = 1 olasilikla olmasin1 miimkiin kilacak POVM’yi elde etmeye calisacagiz.

v) — 19)
ar [00)+ by [11)+¢1[22) = a3 ]00) + by [11) + ¢ [22) (2.67)

|w) ve |@¢) durumlari icin majorization sarti saglanmalidir. Bu sart geregi
a%Za%, 612+b2 ]+b2, az+b2+C2—a|+b]+C1 1 (2.68)

olmak durumundadir. Simdi |y) — |@) gegisini gergeklestirecegiz. Ancak burada onemli
bir nokta var. Elimizdeki durumlar majorization sartin1 saglasa bile by > by ve by > by
durumlar i¢in farkli iki POVM’nin gerekli oldugu goriilmiistiir. Bu nedenden dolay1

b1 > by ve by > by durumlari i¢in ayr1 hesaplar yapacagiz.

2.5.1 by > b, oldugu durum

[k olarak by > by igin |y) — |@) gecisinin p = 1 olasilikla gergeklesmesini saglayacak
POVM’yi bulalim. Birinci kubite uygulayacagimiz, ikinci kubite de uygulanabilirdi,
genel POVM, {M|, M, M5},

= V/@;|0) (0] +/Bi|1) (1] + v%[2) 2, i=1,2,3 (2.69)

seklinde olsun. Bu durumda
3
Y M M; = M{M, + MM+ MMy =1 (2.70)
i=1
olmalidir. Burada goriildiigii iizere 3 elemanli bir POVM kullaniyoruz. Amacimiz |y) —
|¢) gecisini tek ol¢iimle yapabilmek oldugu igin 3 elemanli bir POVM kullaniyoruz.
Olgiim say1sin1 onemsemeden |y) — |¢) gecisini gergeklestirmek isteseydik POVM’nin

3 elemanli alinmasi zorunlu olmazdi. POVM’yi |y) durumuna etki ettirirsek

) = MJL”) (Va0 4 VB 1) + T ) e

elde edilir. Burada

= (Y| M/ M;|y) = oa3 + Bib} + ], i=1,2,3 (2.72)
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olmaktadir. POVM kullanarak |y) durumundan p; olasilikla |y;), ps olasilikla |y») ve
p3 olasilikla |y3) durumlar elde edildi. Toplam olasilik

3
p=Y (ai+Bibi+%ct) =1 (2.73)
i=1

olur.

lw1) ~ |y2) ~ |y3) ~ @) = a2]|00) + b2 |11) +c2|22) (2.74)

Burada |y) durumu |¢)’ye esitken, |y») ve |y3) tizerinde yapilacak tiniter doniisiimlerle
|¢) elde edilir. |y») igin hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter

doniistim

0) = 1), [1)=10), |2)—=[2) (2.75)
ve |y3) i¢cin hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) = 12), [1)—=11), [2)—=10) (2.76)

seklinde olmalidir. (2.71) nolu esitlik (2.74) nolu esitlik ile degerlendirildiginde ve |y»)

ile |y3) icin yapilmasi gereken tiniter doniisiimler de goz 6ntinde bulunduruldugunda

aj/ou bivBi civh o
=day, - bz; =0 (2'77)
Vv P1 vV P1 Vv P1
ai/o bivB cvh
- b27 = ay, =0 (2'78)
VP2 vV P2 VP2
al\/O£_3_ bl\/ﬁS_ Cl\/%_
= (2, - b27 =az (2'79)
vV P3 vV P3 vV P3
olmaktadir. Elde edilen bu esitlikleri kendi aralarinda diizenlersek
25,2 2.2 25,2 2.2
o b o b
—1 fr a%—;? —1 — %, = al :x, [31 = aé—%x, ’)/1 == %x (2-80)
Bi aiby m o i azby axcy
o b%b% o b%c% a%a% a%c%
= = , —=—=—=, = W=y, ph="3y H=-2=y (2.81)
B @@ n a3 Pr=iaay 1= o
212 2.2 21,2 2.2
G , —=—== = oz3=z, = —>—=7, = Z 2.82
pad v oad T TR Pant Phagt O



elde edilir. POVM elemanlarinin katsayilarinm x, y ve z gibi iic yeni parametre cinsinden
ifade ettik. Eger x, y ve z parametrelerini bulursak POVM elemanlarinin katsayilarini da

bulmus oluruz. (2.70) nolu esitlik geregi
autoptaz=1, Pi+h+h=1 n+rt+tr=1 (2.83)

olmaktadir. (2.80), (2.81) ve (2.82) nolu esitliklerden yararlanarak (2.83) nolu esitligi

yeniden yazmak istersek ortaya ii¢ bilinmeyenli ii¢ tane denklem ¢ikar. Bu denklemler

x+y+z=1

2.2 2 2 2.2
ayby ajdy aiby

212 212 27,2
ayby bib; c5by

2.2 2.2 2.2

aic aic aia

1-2 1-2 172

52t =1 (2.84)

acl by e
seklindedir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢oziimii bize POVM elemanlarinin
katsayilarinin, o;, f; ve %, ne olmasi gerektigini sdyler. Bu denklem sistemini
cozdiiglimiiz takdirde x, y ve z asagidaki gibi bulunur.

a3 (byei +bics + aj(a3 — b3e3) — a3 (bih3 + cic3))

= , (2.85)
(a3~ 13)(a} — ) (G + b3 + )
b3(—a3bi + aibs + bjct — bic3) 2.86)
Y at(—a3+b3)(a3 + b3 +c3) '
\—ay T3y T 07 1€
20202 320 (2 1232
—c5(—as5cy —b5ci+ (a7 +b7y)c
;= 2(2 2¢1 — baei + (a1 + b7)c3) (2.87)

ai(a3 — ¢3)(a3 + b5 +¢3))
(2.80), (2.81) ve (2.82) nolu esitlikler kullanilarak POVM elemanlarinin katsayilari elde
edilir. Boylelikle b; > b, oldugu durum i¢in POVM’yi, {M,M»,M3}, ay, by, c1, az, b>

ve ¢; cinsinden hesaplamis olduk.

2.5.2 by > b; oldugu durum

Ikinci olarak by > by igin |y) — |¢) gecisinin p = 1 olasilikla gergeklesmesini saglayacak
POVM’yi bulalim. Burada b, > b oldugu durum icin yapilacak hesaplamalar ile by > b>
oldugu durum i¢in yapilan hesaplamalar benzerdir, sadece yapilacak iiniter doniisiimler
farklidir. (2.74) nolu esitlige kadar yapilacak islemler tamamen ayni oldugundan dolay1
(2.74) nolu esitlikten sonraki hesaplamalar1 yapmamiz yeterlidir. (2.74) nolu esitlige geri

donersek

lw1) ~ |y2) ~ |y3) ~ @) = a2|00) + b2 |11) +c2|22) (2.88)
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olmak iizere burada |y;) durumu |@)’ye esitken, |y») ve |y3) iizerinde yapilacak iiniter
doniisiimlerle |¢) elde edilir. |y5) i¢in hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak

initer doniisiim

0) = 12), [1)=11), [2)—=0) (2.89)
ve |y3) icin hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) =10}, [1)—=12), [2)=[1) (2.90)

seklinde olmalidir. (2.71) nolu esitlik (2.88) nolu esitlik ile degerlendirildiginde ve |y»)

ile |y3) igin yapilmasi gereken iiniter doniisiimler de goz dniinde bulunduruldugunda

ava b, ey (2.91)
N

a0 =0 bivp =by v =a (2.92)
vps T s T s

aves _ o bivBs VB (2.93)

=2,
v P6 v P6 vV Peé

olmaktadir. Elde edilen bu esitlikleri kendi aralarinda diizenlersek

212 2.2 212 2.2

_= = = = = alzx Blz—x 1= 55 (2.94)
21,27 2.2° ’ 21,277 2.2
Br aibs’ v aje; a; b axcy
21,2 2.2 21,2 2.2

B_: 2b27 T T o = o0 =Yy, B2: b2 2y7 = B 2y (2'95)
2 appy; N2 aja; 162 €163
212 2.2 2.2 212

o3 asby o3 a3 I By — ajcs B aib; 2.06

- ) - ) — X - ) - *

B a’c? Y a’b? 377 3 azb? L asc? ¢ ( )

3 1€2 3 192 291 241

elde edilir. POVM elemanlarinin katsayilarini x, y ve z gibi ii¢ yeni parametre cinsinden
ifade ettik. Eger x, y ve z parametrelerini bulursak POVM elemanlarinin katsayilarini da
bulmus oluruz. (2.94), (2.95) ve (2.96) nolu esitliklerden yararlanarak (2.83) nolu esitligi

yeniden yazmak istersek ortaya ii¢ bilinmeyenli ii¢ tane denklem ¢ikar. Bu denklemler
x+y+z=1 (2.97)

2.2 212 22
ayb; +a1b2 +“1C2 _
272 22 2125~
a3 by bics a3 by

1 (2.98)
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22 22 2,2
asc asa asb
S+ 5yt 55r=1 (2.99)
axcy 163 axcy

seklindedir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢6ziimii bize POVM elemanlarinin
katsayilarinin, o;, f; ve %, ne olmasi gerektiini soyler. Bu denklem sistemini
cozdiigiimiiz taktirde x, y ve z asagidaki gibi bulunur.

a5(—asbi —aib3 + bibics — cich + a3 (bict +aics))

x = : (2.100)
(@~ 3) (b3 +3) (@ + b3 +3)

L _ AEaB+ )+ a+d)
A @B-)E 53+

(2.101)

. _ d(-adbi+aibd b3t~ bidd) (2.102)
(63 = 3) (@3 + B3 +3)

(2.94), (2.95) ve (2.96) nolu esitlikler kullanilarak POVM elemanlarinin katsayilari elde
edilir. Boylelikle b, > b; oldugu durum i¢in POVM’yi, {M|,M>,M3}, ay, by, c1, az, by

ve ¢, cinsinden hesaplamis olduk.

Sonug olarak gerek b; > b, i¢in gerekse b, > b; i¢in ayr1 ayr1 hesaplamalart yaparak
majorization sartin1 saglayan herhangi iki 3 ® 3 durum arasindaki ge¢isin p = 1 olasilikla

olmasini miimkiin kilacak POVM’leri elde ettik.

2.6 4®4 Saf Durumlar

Bu boliimde elimizdeki herhangi bir

W) =a; |00)+by [11)+¢1|22) +d,[33), a1 >by>c1>d; >0 (2.103)
durumundan bagka bir

[¢) =a2|00) + b2 [11) +¢2[22) +d2[33), ar>bry>cr>dr >0 (2.104)

durumuna gecisi inceleyecegiz ve bu gecisin p = 1 olasilikla olmasin1 miimkiin kilacak
POVM’yi elde etmeye calisacagiz. Elimizdeki iki durum icin majorization sarti

saglanmalidir. Bu sart geregi
a3 >ai, a3+b3>ai+bi, a+bi+>ai+bite

G+ S +d3=ai+b+ct+di=1 (2.105)

olmak durumundadir. Simdi |y) — |@) gegisini gerceklestirecegiz. Ancak burada 6nemli

bir nokta var. Elimizdeki durumlar majorization sartin1 saglasa bile by > by ve ¢; > ¢,
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by > by vecy >cy,by > byvecy > cy, by > by ve ¢1 > ¢p durumlart icin farkli POVM’nin
gerekli oldugu goriilmiistiir. Bu nedenden dolay1 bu 4 farkli durum i¢in ayr1 hesaplar

yapacagiz.

2.6.1 by > by ve ¢1 > ¢ oldugu durum

[k olarak by > by ve ¢1 > ¢ icin |w) — |@) gecisinin p = 1 olasilikla gerceklesmesini
saglayacak POVM’yi bulalim. Birinci kubite uygulayacagimiz, ikinci kubite de
uygulanabilirdi, genel POVM, {M;,M>, M3, M4},

My = /@ 10) 0]+ /B (11 +VER) @I+ V&) (3], i=1234 (2106

seklinde olsun. Bu durumda

4
Y MIM; = M{M, +MiMy + M{M; + MMy =1 (2.107)
i=1

olmalidir. POVM’yi |y) durumuna etki ettirirsek
Mily)

lvi) =

S

1
7(«/_06,01 100 + v/Bib1 [11) + /Fic1 [22) +/&d; [33))  (2.108)
elde edilir. Burada

pi = (WM M;|y) = 0ia? + Bib? + %3 + 8d?,  i=1,2,3,4 (2.109)

olmaktadir. POVM kullanarak |y) durumundan p; olasilikla |y1), p; olasilikla |y»), p3
olasilikla |y3) ve p4 olasilikla |yy) durumlar elde edildi. Toplam olasilik

(ot + Bibt + yici + 8id7) = 1 (2.110)
1

p:

4
=

olur.

1) ~ [2) ~ ) ~ ) ~[0) = a2[00) +ba|11) +¢2 22) +[33) (2111

Burada |y;) durumu |@)’ye esitken, |y»), |w3) ve |ya) ilizerinde yapilacak iiniter
doniigiimlerle |¢) elde edilir. |y5) i¢in hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak

tiniter doniisiim
0) = 1), 1) =10), [2)=1[2), [3)—=13) (2.112)
|w3) icin hem birinci hem de ikinci kubit tizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) = 12), [1)—=1[1), [2)=10), [3)—=3) (2.113)
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ve son olarak |yy) icin hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniigiim

0) = 13),

seklinde olmalidir.

1) = (1),

2) = 12),

3) = 10)

(2.114)

(2.108) nolu esitlik (2.111) nolu esitlik ile degerlendirildiginde

ve |y2), |y3) ve de |yy) icin yapilmasi gereken tiniter doniisiimler de goz Oniinde

bulunduruldugunda
ap/a — b1/ B — b civN — V81 _
VD1 /T RV T /D
ave 191\/[32:(12 Cl\/%zc2 dl\/gz
VP2 N7 Y/ T VP2
an/aszcz b1/ B3 b Cl\/%:a2 diy& _
VD3 " VP3 " VP3 © VD3
611\/064:d2 bl\/ﬂ4:b2 Clx/ﬁzcz dl\/5_4:
VP4 " /Da T /P4 " /Da
olmaktadir. Elde edilen bu esitlikleri kendi aralarinda diizenlersek
o a%b% o a%c% o a%d%
Bi B a%b%7 n o a%c%7 & a%d%
o b} o bid a b3}

e 2.2 2.2 )
B> ajaz v ajes & ajds

o c%b% o3 c%c% o3 c%dl2
— Th,9> T/ T 9 = — 9

B a3’ 3 aldd & dlds

o dbt o A3 ow  did?

_— = y _— = s _— =

Bs a3b3 wm di3 & aldd

olur. Eger oy = x, op =y, 03 = z ve Q4 =t olarak alirsak

aibs aics ayds
o =x, PB1=-—-55x | = 55X, 0= —5=x
’ asbi” asct aydi
ajas aic3 apd;
0 =Y, ﬁ2 b%b%ya 2 b%c%)’» 52 - b%dlzy
212 2.2 2 32
O — By = aib; _aay Si— aydy
3 =2, 3 2[92Z’ Y3 D ZZ’ 3 Zd_ZZ
2971 ¢ 247
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as

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)



2 2
ara;

t
djdi

2 2
b ay
2

2.126
d2b2 z, 4 = d2 c ( )

2
)

oy —=t, ﬁ4 2t 54:
1

elde edilir POVM elemanlarinin katsayilarini x, y, z ve ¢ gibi dort yeni parametre
cinsinden ifade ettik. Eger x, y, z ve t parametrelerini bulursak POVM elemanlarinin

katsayilarini da bulmus oluruz. (2.107) nolu esitlik geregi

a+mtoastas=1, Bi+Pp+PB+p=1

n+prp+p+u=1, 6+oh+o+du=1 (2.127)

olmaktadir. (2.123), (2.124), (2.125) ve (2.126) nolu esitliklerden yararlanarak (2.127)
nolu esitligi yeniden yazmak istersek ortaya dort bilinmeyenli dort tane denklem ¢ikar.

Bu denklemler

xX+y+z+r=1
a*b? a%a% a*b? a%b% N

X+ + Z+
a2y Bk BB a3kl

2.2 2.2 2.2 2.2
aijc aic aja aic
S5x+ 5oyt S5t 55t =1

2 2,
axcy b2cl L] dz 1

212 2 2
ayd; dz dz ara,

r=1 2.128
2d¥ TR AT Bd? 2128

seklindedir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢odziimii bize POVM elemanlarinin
katsayilarinin, o, B;, ¥ ve 0;, ne olmasi gerektigini soyler. Bu denklem sistemini
cozdiigiimiiz takdirde

a3(—b3c3ds — b3cid} — bicid3 + bib3c3ds + bicicids — bic3d3)
ai (a3 — b%>(a2 —c3)(a3 — d%)(az +h3+c+dj)

a3 (b3c3did? — b3clds — bickds + abclds + agbz(c2 +d3))
aj(as —b3)(a3 — c3)(a3 — d3) (a3 + b3 +c5 + d3)

a%(—a‘z‘(b%b% + c%c% + d%d%) + a% (c%d% + b‘zt (c% + dlz)))
ai(a3 —b3) (a3 — c3)(a3 —d3)(a3 + b3+ 5 +d3)

a3 (a5 +2b3c3d3 — a3 (c3d3 + b3 (3 + d3)))
(a5 = b3) (a3 —c3) (a3 — d3) (a3 + b3 + 3 +d3)

(2.129)

_ b3(a3b} —atb3 — b3ct + bic — b3d} + bid3)
ai (a3 — b3)(a3 + b3 +Cz 5+d3)

: (2.130)

19



2 2.2 2.2 2.2 2.2 2 g2 272
.= ¢y (—ayet — byey +aje; +bics + cady — cidy) (2.131)
a(-a+d)@thitdrd)

. B(-addi —bdi — 3d} + aid] + bid] + cid3)
aA(—a3+d3) (a3 +b3+c3+d3)

(2.132)

olarak bulunur. Bulunan x, y, z ve t ile (2.123), (2.124), (2.125) ve (2.126) nolu esitlikler
kullanilarak POVM elemanlarinin katsayilari elde edilir. Boylelikle b1 > by ve ¢ > ¢
oldugu durum i¢cin POVM’yi, {M,M>,M3,M4}, a1, by, c1, dy az, ba, ¢; ve d; cinsinden
hesaplamig olduk.

2.6.2 by > b, ve ¢ > c; oldugu durum

Burada by > b, ve ¢3 > ¢1 oldugu durum i¢in yapilacak hesaplamalar by > by ve ¢1 > >
oldugu durum i¢in yapilan hesaplamalar ile benzerdir. Ancak by > b, ve ¢1 > ¢ oldugu
durum ile by > by ve ¢ > ¢1 oldugu durum icin yapilacak iiniter doniisiimler farklidir.
(2.111) nolu esitlige kadar yapilacak islemler tamamen aynidir. Dolayisiyla (2.111) nolu

esitlikten sonraki hesaplamalar1 yapmamiz yeterlidir. (2.111) nolu esitlige geri donersek

(wi) ~ [v2) ~ |[y3) ~ [ya) ~ @) = a2|00) + b2 [11) +2(22) +d2[33)  (2.133)

olmak iizere burada |y;) durumu |@)’ye esitken, |y,), |y3) ve |ya) iizerinde yapilacak
tiniter doniigiimlerle |¢) elde edilir. |y»,) i¢in hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde

yapilacak iiniter doniisiim

0) = [1), (1) =100, [2)=12), [3)=13) (2.134)
|w3) icin hem birinci hem de ikinci kubit tizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) = 12), (1) =1[1), [2) =10}, [3)=1[3) (2.135)
ve son olarak |yy) icin hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniigiim

0) =10), () =11), |2)=13), [3)=1[2) (2.136)

seklinde olmalidir. (2.108) nolu esitlik (2.111) nolu esitlik ile degerlendirildiginde

ve |ya), |w3) ve de |yy) icin yapilmasi gereken iiniter doniisiimler de gbz Oniinde

bulunduruldugunda
b di1v/0
ai/oq — . 1V B b civN _e, WO, (2.137)
VPl VPl Vv P1 VPl
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al\/_

&

g

ary/ 03
\/P3

aly/ 0y _
VP4

by bl\/ﬁzzaz Cl\/%zc2 divé,
RV BRV/ 2 " VP2
o bivBs _ by VB _ ” di/ 83
ERV/E L /P3 " VP3
@ bi\/Ba b ci\/7a — div/ o4
’ ,—p4 ’ ,—p4 ’ ,—p4
olmaktadir. Elde edilen bu esitlikleri kendi aralarinda diizenlersek
o _abt o a0y _aydy
Bl &R n a3 6 ad
W _bbi o _bi o bdi
pad nag & ad
o3 by o3 cyef o3 cidf
B3 a%b% T a%a% & a%d%
o a%b% o a%c% o a%a’l2
on a%b% Ty a%d% B! a%c%

olur. Eger oy = x, oo =y, 03 = z ve Q4 =t olarak alirsak

:c2

a*b? a*c? a*d?

_ _ a1 _ 414 _ a4
o =x, Pi=-—55x === 0= ——=x
’ arb?”’ arc?”’ azd?

207 2071 207

22 2.2 20
=y, B="2y p=U9 §- ads
) — 72120 3220 — 20
bsby byc byd;

212 22 212

o — By — a1b2 _ajay 5 a1d2
3 =2, 3 = 22Za V5= 22Z; 3 = 22Z
c3by ¢ cydy

212 20 22

_ _aib; _aid; Sy — ajc;

04 =1, ﬁ4—2—bzf, Ya= 551, "=
a,oq axcy axdj

elde edilir.

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

POVM elemanlarinin katsayilarini x, y, z ve ¢ gibi dort yeni parametre

cinsinden ifade ettik. Eger x, y, z ve t parametrelerini bulursak POVM elemanlarinin

katsayilarin1 da bulmus oluruz. (2.145), (2.146), (2.147) ve (2.148) nolu esitliklerden

yararlanarak (2.127) nolu esitligi yeniden yazmak istersek ortaya dort bilinmeyenli dort

tane denklem c¢ikar. Bu denklemler

x+y+z+tr=1
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22 22 2 28—
axcy bycy OIS axcq

R A T .19
a?d?”  b2d?  Ad?T O 24P )
21 21 21 21

seklindedir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢oziimii bize POVM elemanlarinin
katsayilarinin, oy, f3;, % ve &;, ne olmasi gerektigini sdyler. Bu denklem sistemini
cozdiigiimiiz takdirde
a3(b3eie3 +bicd — agdi — bicyd} — bicids + a3 (bt + c])d3)

aj(a3 —b3)(a3 — c3)(c3 — d3)(a3 + b3 + 5 + d3)

a3 (brcicsds — bidids + bibydy — bicidy +ci(c; +bid3))
aj(a3—b3)(a3 = 3)(c3 —d3) (a3 + b3 + 3 +d3)

a%(—a%(b%c%(b% + d%) — dlz(b‘zl + b%c% + c%d%)))
ai(a3 —b3) (a3 — 3)(c3 — d3) (a5 + b5+ 5 +d3)

a3(a3¢3 — a3d3 (b3 +d3) + b3 (—¢5 + 3d3 + )

, (2.150)
(a3 —b3) (a3 —3) (3 — ) (a3 + b3+ 3+ d3)
_ b3(a3bt — aib3 — bici + bt} — bid} + bid) 2.151)
a%(a%—b%)(a%+b%+c%+d§)
. c3(a3(ct +d7) +b3(ct +d}) — (af +b7)(c5 +d5)) (2.152)
at(a3 —c3) (a3 +b3+c3+d3)
20202 3202 20 20 322 250
l:az(a2d1+b2d1+czd1 ayd, —bydj — cidj) (2.153)

aj(c3 —d3)(a3+b3+c; +d3)
olarak bulunur. Bulunan x, y, z ve t ile (2.145), (2.146), (2.147) ve (2.148) nolu esitlikler

kullanilarak POVM elemanlarinin katsayilari elde edilir.

2.6.3 by > by ve ¢y > ¢ oldugu durum

Burada by > by ve ¢ > ¢1 oldugu durum icin yapilacak hesaplamalar, by > by ve ¢ > ¢
oldugu durum icin yapilan hesaplamalar ile benzerdir. Ancak by > b, ve ¢1 > ¢, oldugu

durum ile by > by ve ¢ > ¢1 oldugu durum i¢in yapilacak tiniter dontistimler farklidir.

22



(2.111) nolu esitlige kadar yapilacak islemler tamamen aynidir. Dolayisiyla (2.111) nolu

esitlikten sonraki hesaplamalari yapmamiz yeterlidir. (2.111) nolu esitlige geri donersek

(Y1) ~ (W) ~ [W3) ~ [yu) ~ [@) = a2]00) + b2 [11) + 2 [22) +d» [33)  (2.154)

olmak iizere burada |y;) durumu |@)’ye esitken, |y,), |y3) ve |yy) iizerinde yapilacak

tiniter doniigtimlerle |¢) elde edilir. |y») icin hem birinci hem de ikinci kubit tizerinde

yapilacak iiniter doniisiim

0) =13), [)=11), |2)=12), [3)—10) (2.155)
|w3) igin hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) =10), [1)=13), [2)=1[2), [3)—=1[1) (2.156)
ve son olarak |yy) i¢in hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) = 10), [1)—=1[1), [2)=13), [3)—=1[2) (2.157)

seklinde olmalidir. (2.108) nolu esitlik (2.111) nolu ile degerlendirildiginde ve |y»), |y3)

ve de |yy) icin yapilmasi gereken iiniter doniigiimler de gz oniinde bulunduruldugunda

a\/a biv/Bi _py, WM diV/o — 4 (2.158)

= ay, = =
vV P1 vV P1 VvV P1 VvV P1
ave b1/ B2 b civr e diV& — (2.159)
VD2 G2 R/ R/
ai/o3 blx/ﬁ;;_ Cl\/% d1\/63_
= day, - d27 = (2, - b2 (2'160)
vV P3 v/ P3 vV P3 vV P3
aj/og biv/Bs vl Vb
= ay, - b27 - d27 =0 (2'161)
/D4 /P4 VP4 /P4
olmaktadir. Elde edilen bu esitlikleri kendi aralarinda diizenlersek
o _abt o gt w _ad (2.162)
Bi aiby’ n aicd’ & did? )
o  db a  did o did} (2.163)
Badr r 43 & aa '
o3 a%b% o5 _ a%c% o3 a%d% (2.164)

N ) — H 9y o
B3 a%d% 0% a%c% 03 a%b%



o4 a%b% o4 a%c% o4 a%d%

4 , — = , — = (2.165)
Bs @b} wu  aidi b aic3
olur. Eger oy = x, op =y, 03 = z ve Q4 =t olarak alirsak
212 202 20
asb asc asd
a; = X, ﬁl = é—ng, N = %x, 51 = é %x (2.166)
;07 a aydy
212 2.2 2.2
aib; ajc; ajay
o0 =y, _ , =12, — 2.167
212 22 212
asd asc asb
w=z Pi=—37z n=—37 &= (2.168)
;07 ar ardy
212 210 22
asb ayd asc
w=t, Pr=—p5t, W=_3t &= 5t (2.169)
ay01 4 ardi

elde edilir POVM elemanlarinin katsayilarini x, y, z ve ¢ gibi dort yeni parametre
cinsinden ifade ettik. Eger x, y, z ve t parametrelerini bulursak POVM elemanlarinin
katsayilarin1 da bulmug oluruz. (2.166), (2.167), (2.168) ve (2.169) nolu esitliklerden
yararlanarak (2.127) nolu esitligi yeniden yazmak istersek ortaya dort bilinmeyenli dort

tane denklem c¢ikar. Bu denklemler
x+y+z+t=1

212 2.2 20 2.2
aib; arb; aydy albzt 1
212 272 212 228
asby d;yby a3by asby

22 22 22 2
a102x+alcz +“102 +“1 2,1
22 22 228~

212 2 2 2.2 22
ayd; aja, ab; acy .,

2d2 d2d2 2d2 2d2t =1 (2170)
axdy 247 aaj aayj

seklindedir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢oziimii bize POVM elemanlarinin
katsayilarinin, oy, f;, % ve &;, ne olmasi gerektigini soyler. Bu denklem sistemini
cozdiigiimiiz takdirde
a3(bict +bich + 3d?d2 + aldy — b3(a3cs + bic3 + cics + 2c3d? — d?d3))
aj(a3 —d)(—b3+d3)(—ci +df) (a3 + b3+ 3 +dj)

(3G — A+ B — &) + B (B3ck — A3+ b — )
(@~ B) (53 + &) (Bt B) A+ b3+ 3+ )

a3d3 (—byc} — bich +cie3ds — didy + bi(c3di + bid3))
aj(a3 —d3)(=b3 +d3) (=3 +d3) (a3 + by + 3+ d3)

(2.171)
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_ B(a3(b +cf+df) —ai (b3 + 3 +d3))

: 2.172
a}(a3 —d3) (a3 + b3 +c3+d3) =
__ @(=azbi+aihi +b3ct —bics +b3di — bid3) (2.173)
(03— d3) (3 + B3+ 3 +d3) 7
20,22 322 22 122 272 272
f ay(—ayei — byey +ajes +bicy + cadi — cid;) (2.174)

A G- B)E+ R+ 3+ D)
olarak bulunur. Bulunan x, y, z ve t ile (2.166), (2.167), (2.168) ve (2.169) nolu esitlikler
kullanilarak POVM elemanlarinin katsayilar elde edilir. Boylelikle by > by ve ¢2 > ¢
oldugu durum i¢cin POVM’yi, {M,M>,M3,M4}, a1, by, c1, dy az, ba, ¢3 ve d; cinsinden
hesaplamis olduk.

2.6.4 by > b ve c; > c¢p oldugu durum

Burada b, > b ve c¢; > ¢ i¢in yapilacak hesaplamalar, by > b, ve ¢ > ¢, icin yapilan
hesaplamalar ile benzerdir. Ancak b; > b, ve ¢; > ¢, oldugu durum ile b, > by ve ¢ >
¢y oldugu durum i¢in yapilacak iiniter doniisiimler farklidir. (2.111) nolu esitlige kadar

yapilacak islemler tamamen aynidir. (2.111) nolu esitlige geri donersek

(W1) ~ [W2) ~ [y3) ~ [ya) ~ [¢) = a2|00) + b2 [11) + ¢2[22) + 4> [33)  (2.175)

olmak iizere burada |y;) durumu |@)’ye esitken, |y2), |y3) ve |ya) iizerinde yapilacak
tiniter doniigiimlerle |¢) elde edilir. Diger ti¢ durumdan farkli olarak burada tek bir
tiniter doniisiim yeterli olmamaktadir. Elde edilen sonuclar gostermistir ki iki farkli
initer doniistime ihtiyac¢ vardir, b, > by ve c¢; > ¢, olan durumlar arasindaki gegis i¢in
bu iki {initer doniisiimden sadece biri kullanilacak. Birinci iiniter doniisiimiin sonug
vermedigi durumlarda ikinci iiniter doniisiim, ikinci tiniter doniisiimiin sonu¢ vermedigi
durumlarda birinci tiniter doniisiim kullanilir. Her iki tiniter doniisiim icin hesaplar1 ayri
ayr1 yapacagiz. Ilk olarak birinci iiniter doniisiime bakalim. |y») i¢in hem birinci hem de

ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) = 13), =11, [2)=12), [3)=10) (2.176)
|w3) igin hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) = 10), [1)—=13), [2)=12), [3)=1) (2.177)
ve son olarak |yy) i¢in hem birinci hem de ikinci kubit {izerinde yapilacak tiniter doniigiim

0) = 10), [1)—=12), [2)=11), [3)=13) (2.178)
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seklinde olmalidir. (2.108) nolu esitlik (2.111) nolu esitlik ile degerlendirildiginde

ve |ya), |y3) ve de |yg) icin yapilmasi gereken iiniter doniisiimler de gbz Oniinde

bulunduruldugunda
b di\/ o
arvou _ o, 1V Bi = b, v = ¢y, Vo =d, (2.179)
NG NG e VP
b d
avh _ g B, evE AV (2.180)
NG NS VP VP
bis/ di\/ &
a1y 0, 1V B3 =d, VB — ¢, AV _p, (2.181)
N VP = VP

ap/os b1~/ Ba e v _ by d\V/8, =d, (2.182)

=day, 2 )
/P4 V/Pa /P4 /Pa

olmaktadir. Elde edilen bu esitlikleri kendi aralarinda diizenlersek

o @b o @ oy aydi

=21 =21 =271 (2.183)
Bi a%b% " a%c% o1 a%d%
o dbl a  did o did} 5184
E a*b?’ 7 a3’ E  dca? (2.134)
192 2 1€2 192
B3 a%d% Y a%c% 03 a%b%
oy asb? oy asc? oy a3d? (2.186)
Bs @32 v d2b2 &y dPd? )
12 4 122 4 14
olur. Eger oy = x, op =y, 03 = z ve 0y =t olarak alirsak
212 20 20
asb asc asd
ar=x, Pi= é—béx, Nn=-—43x &= éfd%x (2.187)
axoy axcq aaj
212 22 2.2
aib; ajc ajay
w=y, bh=—7135y 1L=—73) 6h=—773y (2.188)
d; b dycy dyd;
20 20 272
asd asc asb
o=z P3= ;—bgz, B=—"132z &= ;Tlgz (2.189)
aoy axcy axdj
22 212 212
asc asb asd
w=t, =23t W=_3t =5 (2.190)
;07 a aray
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elde edilir POVM elemanlarinin katsayilarini x, y, z ve ¢ gibi dort yeni parametre

cinsinden ifade ettik. Eger x, y, z ve t parametrelerini bulursak POVM elemanlarinin
katsayilarin1 da bulmusg oluruz. (2.187), (2.188), (2.189) ve (2.190) nolu esitliklerden
yararlanarak (2.127) nolu esitligi yeniden yazmak istersek ortaya dort bilinmeyenli dort

tane denklem ¢ikar. Bu denklemler

x+y+z+tr=1

2.2 2.2 20 22
aiby albzy ayd; alczt_l
212 212 212 22t =
asby d;by asby asby

22 22 22 212
aic aic aic; “1b2t —1
22 22 22 22—
axcy dycy axcy axcq

20 2 2 212 20
aydy ara, aib; aydy
2d2 d2d2 2d2 2d2t =1 (2'191)
247 247 adj ady

seklindedir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢oziimii bize POVM elemanlarinin

katsayilarinin, o, f3;, % ve §;, ne olmasi gerektigini soyler. Bu denklem sistemini
cozdiigiimiiz takdirde
a3(at (b + c3dj — b33 (3 +d3)) +dj (—c3di — cid; — bib3))

aj(b3 — 3)(a3 —d3) (b3 — d3) (a3 + b3 + 5 + )

BEBREE+Bd) — B+ &) + BRBE+ 3R)
aj (b3 —c3)(a; — d3) (b3 — d3) (a3 + b3 + 5+ d3)

a5(b3d3(—ai + i) + 3 (ate + c3df — (b +d7)d3))
aj(b —c3)(a3 = d3) (b3 — d3)(a5 + b3 + 3 +d3)

ay(b1(b3 — c3) + (=3 +d3)) + asd3bicids

7 (2.192)
A3~ 3) (@~ - B) B+ B3+ 3+ )
y_ B@U - +d) — B3+ G+ ) (2.193)
a2(a3 —d3) (a3 + b3+ c3+d3)
_ a3(=a3 (b} +c) +ai (b3 + 3) + badi + c3d} — bids — cidj) (2.194)
al( 2 2)(a2+ 2T 2
| _ Bla3d + 53— ai — i} — 3 +ca3) (2.195)

BB -G+ E+3+d))
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olarak bulunur. Bulunan x, y, z ve t ile (2.187), (2.188), (2.189) ve (2.190) nolu esitlikler

kullanilarak POVM elemanlarinin katsayilar1 elde edilir.

Birinci tiniter doniisiim icin POVM’yi bulduk. Simdi de ikinci tiniter doniisiime bakalim.

|w2) icin hem birinci hem de ikinci kubit tizerinde yapilacak iiniter doniisiim

0) = 12), () =11), |2)=10), [3)—=13) (2.196)
|w3) igin hem birinci hem de ikinci kubit tizerinde yapilacak iiniter doniigiim

0) = 10), (1) =1[2), [2)=1[1), [3)=13) (2.197)
ve son olarak |yy) i¢in hem birinci hem de ikinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniigiim

0) = 13), (1) =1[1), [2)=12), [3)=10) (2.198)

seklinde olmalidir. (2.108 nolu esitlik (2.111) nolu esitlik ile degerlendirildiginde

ve |ya), |w3) ve de |yy) icin yapilmasi gereken iiniter doniisiimler de gbz Oniinde

bulunduruldugunda
b di/3
aver_, bwb_, oV dve (2.199)
N VP a vn
b d
e . obhvbk o, evE o dveE (2.200)
NG VP2 VP2 VP2
ai\/o; — b1/ B3 — 1V — by diy o3 VA% =d, (2.201)
aiy/o4 _ b, b1/ B4 — by, 1Y — ¢, d\V/8, =a, (2.202)
Nz VP = VP

olmaktadir. Elde edilen bu esitlikleri kendi aralarinda diizenlersek

o a%b% a a%c% o a%d%

o _ @b o g o axdy (2.203)
Bi a%b% " a%c% o1 a%d%

o c%b% o c%c% o c%all2 (2.204)
bR n ol & ad '

o _abt a0 _axdf (2.205)

- 22 212 S, 212
Bs ajcs v ajib; O aid;
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o dibt oy djei oy did}

24 _ , — , == (2.206)
on a%b% Ya a%c% 04 a%a%
olur. Eger oy = x, oo =y, i3 = z ve Q4 = ¢ olarak alirsak
212 22 20
asb asc asd
ar=x, Pi= é—bglﬂ Nn= %X, 0 = éféx (2.207)
aoy axcy a,aj
212 2.2 212
aib asa asd
w=y, Br=73v h=3v &H=_3y (2.208)
3207 ¢ G a
22 212 212
asc asb asd
w=z Pi=—32 B=—3% &H=_5 (2:209)
axoy axcy axdj
212 22 2.2
aibs ajcs aja;
0y =1, ﬁ4:ﬂ17 Ya= 551, 04 = ol (2.210)
dybi dycy dydj

elde edilir. POVM elemanlarinin katsayilarini x, y, z ve ¢ gibi dort yeni parametre
cinsinden ifade ettik. Eger x, y, z ve t parametrelerini bulursak POVM elemanlarinin
katsayilarin1 da bulmusg oluruz. (2.207), (2.208), (2.209) ve (2.210) nolu esitliklerden
yararlanarak (2.127) nolu esitligi yeniden yazmak istersek ortaya dort bilinmeyenli dort

tane denklem c¢ikar. Bu denklemler

x+y+z+tr=1

a*b? a*b? a*c? a*b?
172,14 2y 1%, 192
2.2 212 2.2 2.2

asby c3b1 asby d;y by

t=1

22 2 2 2.2 22
ab;

asc asa asc

1 O M B PR

ar ey ¢ 4 2€1

2 32 212 2 92 2.2
asd ayd asd asa

12 142 12 1 2l_1 (2.211)

aydi” " cdit  adi” dydy
seklindedir. Elde edilen bu denklem sisteminin ¢oziimii bize POVM elemanlarinin
katsayilarinin, oy, f;, % ve &;, ne olmasi gerektigini soyler. Bu denklem sistemini
¢Ozdiigiimiiz takdirde
a5(—asbi + Sdi + aj(ate3 + b3(c] +di)) — ajcid; — bic3ds + cicids)
at(ay —3)(=b3+c3) (a3 — d) (@ + b3+ 3 + dj)

X =

L B(by(—c3di + (af +d)d3) +bid3(aics +ci(c — d3))
aj(a3 —c3)(=b3 +c3) (@3 — d3) (@3 + b3+ 5 + d3)

ad(cA3 +b3c3d? + b3cids + Ad3d3 + atbs (b3 + d3))
aj(as — 3)(=b3 +c3)(a3 — d3) (a3 + b3 +c5 + d3)

B a% (b%dgb% + a%b% (b%c% + c%dg + dﬁ‘)) (2.212)
A F=3) (B3 + D BB B+ +G+d)
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_ (@3 (b} +¢f) —ai (b3 +c3) —byd} — c3di + bid; + cid3)

: (2.213)
a2(a3—c3) (a3 + b3+ 3 +d3)
B a3(—a3bi +aib; + bjct — bics +bydi — bidj) (2.214)
° 203~ ) B A D+ Bt d2) ’ '
aj(by —c5)(a;3 +by+c3+d;
_ d3(=a3d} —bd} — c3di + aid] + bid5 + cd3) (2.215)

a(—ai+d3) (a3 + b3+ c3+d3)
olarak bulunur. Bulunan x, y, z ve t ile (2.207), (2.208), (2.209) ve (2.210) nolu esitlikler
kullanilarak POVM elemanlarinin katsayilar elde edilir. Boylelikle by > by ve ¢ > ¢
oldugu durum i¢cin POVM’yi, {M,M>,M3,M4}, a1, by, c1, dy az, ba, ¢3 ve d; cinsinden
hesaplamis olduk.

Boylelikle majorization sartini saglayan herhangi iki 4 ® 4 durum arasindaki gecisin p = 1

olasilikla olmasimi mumkiin kilacak POVM’leri elde ettik.

2.7 N® N Saf Durumlar

Bu boéliimde majorization sartin1 saglayan N ®@ N (N > 5) iki durum arasindaki gecisi

inceleyecegiz. Elimizde
N—1 N—1
W)=Y vl lo)=} 9;lilJ) (2.216)
Jj=0 j=0

gibi iki N ® N durum olsun. Simdi |y) — |@) gecisinin maksimum olasilikla
gerceklegsmesini saglayan protokolii bulalim. |y) durumu, [0), |1), |2),....|N—1)

ortonormal bazlarindan olusan N ® N’lik bir saf durum olmak iizere
\y) =cos(0)(ay|00) + by |11) +c1]22) +d; |33)) +5sin(6) |y ) (2.217)

seklinde yazilabilir. Burada a% + b% + c% + d% =1,

v ) normalize bir durumdur ve
N-1

i)=Y 410 ) (2.218)
j=4

formundadir. |w) — |@) gecisini yaparken ilk olarak |y) — |¢’) gecisini gergeklestiriy-

oruz. |¢’) durumu,
|0") = cos(0)(az|00) + by |11) + 2 [22) +d2 |33)) +5sin(0) |y ) (2.219)
formunda olmak iizere burada a% + b% + c% + d% = 1’dir. Burada kullanilacak POVM
M; = v/&]0) 0]+ V/Bi|1) (1] + v%[2) 21+ V/&[3) 3]

N—1
+ Y Vpili) Gl i=1,2,3,4 (2.220)
j=4
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olmaktadir. Ayrica burada a; cos(0) katsayisi |¢) durumunun en biiyiik Schmidt katsayist

olan ¢p’a esittir. Bu durumda

¢o
= 2.221
cos(0) ( )
olmaktadir. |¢’) durumunu elde ettikten sonra |¢’) durumu
[0) = 90100) + ax(a3 [ 11) + b3 [22) +¢3|33) +d3 [44)) + B[y ) (2.222)
formunda yazilir. Burada ¢§ +a?+p%=1, a% + b% + c% + a’32 =1ve
N—1
R W) (2.223)
j=5
olmaktadir. Ardindan |¢') — |¢”) gecisini gerceklestiriyoruz. |¢”) durumu,
10") = 00100) + ax(aa|11) +ba|22) T cal33) £ da44) + Blyl) (2224

formunda olmak iizere burada a4 + b4 + c4 + a’4 = 1°dir. Burada kullanilacak POVM

i = \Jpl0) oy+ﬁu><u+ﬁ;yz><z|+ﬁ|3><3|+¢§;r4><4

-+ Z pl’] s i:172’3’4 (2.225)

olmaktadir. Ayrica burada aso katsayisi |@) durumunun en biiyiik ikinci Schmidt

katsayisi olan ¢;’e esittir. Bu durumda

ay = % (2.226)

olmaktadir. Daha sonra benzer sekilde |¢”) — |¢”") gecisini ve bu sekilde devam ederek
son olarak |¢pV~*) — |¢) gecisini gerceklestiriyoruz. Bu ard arda gecisler sonucunda

(N —3) olgiimle |y) — |9) gegisini elde etmis olacagiz.

P1, |1l/1> pjla |llll>
P2, W) / P |‘V2> "
— ~ — — . — 2.227
V) T e v~ 1o o) @2
P4, |Wa) Py lwy)

Biitiin bu gecislerde 4 ® 4 icin elde etti§imiz sonuglar1 kullanacagiz. Her geciste |@)
durumuna ait Schmidt katsayilarindan birini, azalan sirada, elde edecegiz. Boylelikle
son geciste |¢) durumuna ait son dort Schmidt katsayisini elde ederek |y) — |@)
gecisini tamamlayacagiz. Buradaki en onemli nokta 4 ® 4 i¢in elde ettigimiz sonuclari

uyguladigimiz dort terim diginda kalan diger terimlerin degismez kalmasim saglamak.
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Boylelikle majorization kosulu da bozulmamis olacak. Bu gecisler sirasinda kullanilacak

POVM, {M;,M,,M3,M,},

~ M; 0
M= | M Ci=1,2,3,4 2.228
l { 0 /Piln-4 } : ( )

seklindedir. POVM’nin saglamasi gereken kosul
4 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ e~ ~ ~
Y. M M; = MM + MGV, + MM + MMy, = Iyy (2.229)
i=1

olmaktadir. Bunun yani sira buradaki M;’ler 4 ® 4 durumlar i¢in elde ettigimiz

POVM’lerdir ve de Z?Zl MZL M; = 144 olmaktadir.
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3. UC KUBIT SAF DURUMLARIN MANIPULASYONU

Bu boliimde ilk olarak ii¢ kubit durumlar i¢in yapilan iiniter doniisiimler ele alinacak.
Daha sonra bu iiniter doniisiimlerden yararlanarak ii¢ kubit i¢in kanonik formu [13] elde
edecegiz. Kanonik formu elde ettikten sonra sirasiyla ii¢ kubite uygulanacak POVM’lerin
kanonik formunu elde edecegiz. Herhangi bir |y) — |¢) gecisini ayni olasilikla
gerceklestiren POVM’ler birbirine denktir. Genelligi bozmadan POVM elemanlarini
belirleyen parametre sayisini ne kadar azaltabilirsek, ki elde edilen bu daha az parametreli
POVM kanonik POVM olmaktadir, yapilacak hesaplamalar iizerindeki yiik o kadar
azalir. Dolayisiyla en genel POVM’nin kanonik formunu elde etmek 6nemlidir. Son
olarak elimizdeki durumun hangi denklik sinifinda, GHZ ya da W, oldugunu anlamak
icin bilinmesi gerekenler gosterildikten sonra GHZ durumunun optimal manipiilasyonu
problemi kanonik POVM’ler kullanilarak ¢oziilecek ve maksimum olasilik degerleri ile

POVM elemanlar1 kuantum durumunun iiniter degismezleri cinsinden bulunacaktir.

3.1 Uniter Doniisiimler

[1k olarak ii¢ kubit i¢in iiniter doniisiimleri inceleyelim. Ug kubit saf durumun genel formu
ly) = Zfijk i jk) 3.1
ijk

seklindedir. Genel formu acik olarak yazarsak

’l//> = t000|000>+t100’100>+t010‘010>+t()()1 |001>+t110’110>

+t101|101>—|—t011‘011>+t111|111> 3.2)

olur. Matris elemanlari 7; j;lardan olusan Ty ve 77 gibi iki matris tanimlarsak, bu matrisler

Ty = 000  Zoo1 T = 100 1101 3.3)
fo10 fo11 o f
seklindedir. Sirayla her ii¢ kubit icin yapilacak iiniter doniisiimleri bulalim. Ilk olarak

birinci kubite UlTUl =1, |a1|* + |oa|*> = 1, olacak sekilde

o o . .
U, = ( _016* ai ) 0y —»ar]|0)—as [1), 1) = a|0)+ o4 (1) (3.4)
2 O

33



tiniter doniisiimiinii uygulayalim.

W) = too0(u|0) — a3 [1))[00) +t100(02 [0) + ot [1)) [00)
+to10(0t [0) — &3 [1)) [10) +to01 (041 [0) — &3 [1)) |01)
+t110(0210) + af 1)) [10) +t101 (@2 |0) + & [ 1)) [01)

+to11 (00 [0) — o [1)) [11) + 1111 (02[0) + & [1)) [11)

= 1000 |000) + 1100 |100) + 15,0 [010) + 100 [001) 41114 |110)

+1101 [101) 4151 [011) 4111 [111) (3.5)
Bu durumda
1000 = Q1000 + 01100, 100 = — Q51000 + &{t100
fh10 = Qifo10 + Oaf110, 110 = —05to10 + A{ti10
fho1 = Olifoo1 + Oaf1o1, 101 = — 05 too1 + O 101
t(l)ll = qto11 + 021111, till = —0,1011 + Q11 3.6)

olmak iizere, 7;j matrisi

T, = f(i)oo f(i)m _ [ OGafooo + Qafioo  Qifoor + 027101
o0 Ton Oitol0+ Ot1i0  Oitorr + Ot
t t t t
— g fooo oot )y o T100 TOL ) oy g 3.7)
fo10 fo11 110 f
ve 7] matrisi
T = tioo tim _ [ —Otooo+Otioo  —0htoo1 + O tio1
o Hin —05to10 + Ot —O05to11 + Ot
000  f001 « [ T100 f01 * %
= - +a =—-oTy+aiTy (3.8
2 < fo10 fo11 "\ tio tin 2 !

olur. Birinci kubite uygulanan {initer doniisiime geri donersek

o o Oy \ [ uoo Ul
o= @)= (i) e
olmak tizere,
Ty = upoTo+unT
Tll = ujolo+ui1y 3.10)

olur. Birinci kubit iizerinde yapilacak {initer doniisiimiin genel formunu elde ettik. Simdi

iigiincii kubite U; Uz = I, |B1|* +|B2]> = 1, olacak sekilde

= (B B ) om0 R0 G
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tiniter doniisiimiinii uygulayalim.

W) = 1000[00) (B110) — B3 |1)) +1100|10) (B110) — B3 |1))
+t010]01) (B1|0) — B3 [1)) + 2001 [00) (B210) + By [1))
+t110[11) (B1[0) — B3 [1)) + 1101 [10) (B210) + By [1))
+1011101) (B20) + By [1)) + 1111 [11) (B210) + By [1))

= 1000 |000) + 1199 |100) + 1010 [010) + 1591 |001) + 1110 [110)

+1101 [101) + 101 [011) 4271, |111)

Bu durumda

1000 = Bitooo + Batoot
1010 = Bitoro + Bator1,
1100 = Bit100 + Batior,

1110 = Bitiio + Bati11,

olmak iizere, T;j matrisi

/ /
T — oo Toor | _
0 l/ lJ
o0 Tor1

_ 1000 001 B
010 011 B

ve 7] matrisi

/ /
7 — [ Hoo Tior
I - ¢ ¢
1o fn

_ 100 1101 Bi
1o B>

olur. Sonug olarak iiciincii kubit i¢in

Ty = TyUT,

Bitooo + Batoor

Bitioo + Botion
Bitiio+ Bati11

_ R*
& ) =TUs

1

/
too1 = — B3 000 + Bi oot
/
to11 = —Bxto10+ Bi o
/
101 = —Batioo + Brtion

/
1111 = —Brtio+ Brtin

T) = T1UY

—B5t000 + By toot
Bitoio + Bator1  —Bytoro + Bitont

—B5 ) — T0U3T
Bi

—B5t100 + Bition
—B5tiio+ Bitin

(3.12)

(3.13)

(3.14)

3.15)

(3.16)

elde edilir. Ugiincii kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiimiin de genel formunu elde

ettik. Benzer tiniter doniisiim ikinci kubit i¢in de yapilirsa, ikinci kubit i¢in

Ty = Uy Ty,

T/ = UT,

3.17)

elde edilir. Her ii¢c kubit icin de kubitler iizerinde yapilacak iiniter doniisiimlerin genel

formunu elde ettik. Birinci kubit iizerinde yapilacak iiniter doniisiim (3.10) nolu esitlikte
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elde edilen TO’ matrisinin determinantinin sifir, detTO’ = 0, olmasim1 mumkiin kilacak
sekilde secilir. detT; = 0 esitliginin iki tane ¢oziimii vardir. Bu ¢6ziimler U, iiniter
matrisinin matris elemanlarinin, o ve 0, ne olmasi gerektigini sdyler. Daha sonra Ty
matrisi soldan U, ve sagdan U3T initer matrisleri ile carpilarak kosegen hale getirilir.
Boylelikle ii¢ kubit {izerinde tiniter doniisiimler yapilarak elimizdeki durum kanonik hale

getirilmis olur.

3.2 Kanonik Form

Ug kubit saf durumdan yola ¢ikarak kanonik formu elde edecegiz. U kubit saf durumun

genel formu

|l[/> = q |000> +ay |100> +ay |010> +a3 |001> +ay | 1 10>

+as|101) +ag |011) +a7|111) (3.18)
seklinde alinabilir. Bu durumda 7 ve 77 matrisleri

_ ap as _ ap das
a(® ), ne(2 %) a1

olur. Burada a;, [ = 0,1, ...,7, katsayilar1 aée"pf formundadir. Ug kubit iizerinde yapilacak

tiniter doniigtimler

U1:( “ ai)z(”(’o ”O‘) (3.20)
-0, o uio U1

_ Bi ﬁz) U:( h Yz) 321
: (—ﬁz*ﬁf‘ R (32D

seklinde olsun. Bu durumda birinci kubit i¢in yapilacak iiniter doniisiim sonucunda elde

edilen 7;; ve T| matrisleri

ohag+ O0ha ohaz+ oha
TO/ = uglo+upli = 10 241 143 245 3.22)
oray + 0ay O1ae + O0hay
—o5ay+ ofa; —oaz+ ofas
Tl = wolo+unTh = 2 1 2 1 3.23
1 10lo+unT —Qfartaiay  —oagt oiar (3.23)

olur. Ikinci ve iigiincii kubitler icin de iiniter doniisiimleri yapalim. Bunun icin Ty

matrisini soldan U, ve sagdan U3T ile carpacagiz.

ULTUT = ( B B ) ( arap+oa;  asz+ 0pas > ( n % )

—B5 Bf ora + 0ay oae + 0hay v %

Ay Ap
= 3.24
( Az A ) (3:24)
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Burada U2T0’ U3T matrisine ait matris elemanlari

A = nlBi(onao+ mar) + fr(oar + cras)| + y[pi(caz + aas)
+B2 (o ag + opar)]

A = YBi(aas+opas) + a(onas + xaz)| — v [Bi(ouao + azar)
+B2(0ax + azay)]

Aot = =B (awag+ omar) + By (nax + apas)] + 1[5 (oaz + cas)
+B1 (oqae+ apaz))

Ay = Y[=Br(az+ aas)+ Bi(onas + ona)] — 5 [—B; (cao + opar)

+B{ (ct1az + 0nay4)] (3.25)

olmaktadir. Benzer sekilde

U2T1/U3T _ < ﬁl ﬁz ) ( —a§a0+af‘a1 —a§a3+ai*a5 ) ( " —’}fg >

—ﬁz* ﬁl* —a§a2+afa4 —(X;a6+06;ka7 )2 ’}ff

Bi1 Bz
3.26
< By B ) (3-26)

olur. Burada Ule’ U3T matrisine ait matris elemanlari

Bii = nBi(-ao+ajar) + Ba(—0par + ofas)] + [ Bi(—0na3 + ojas)
+Pa(—03a6+ afar)]

B, = N[Bi(—omaz+ajas) +Pr(—yas + afar)] — v [Bi(— a0 + ajay)
+B2(—par+ oas)]

By = nl-By(—ogao+ogar) + By (—az + afas)] + 1By (—0na3 + aas)
+B1 (—0oza6 + o ar)]

By = v[-Bi(—paz+ajas) + B (—ogas+ ofar)] — [Py (—ogao + ofar)
+B{ (g ar + afas)] (3.27)

olmaktadir. 7 matrisi soldan U, ve sagdan U3T tiniter matrisleri ile ¢arpilarak kdsegen
hale getirilir. U2TO’U3T matrisinin kosegen olmasi demek A = 0 ve Ap; = 0 olmasi

demektir. Bu durumda

detTy = det(U>TyU7 )
= Ap1Axn —ApA
=0 (3.28)
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olmak tizere, A11A; = 0 olmaktadir. Aj1Ar; = 0 esitliginin iki ¢6ziimii vardir. Bu iki
coziim: A1; =0,Ay #0yadaAyy =0,A1; #0olur. Ajp =0 ve Ay = 0 esitliklerinden

elde edilen sonuclar Ay; =0, Ay # 0 oldugunu gostermektedir. Bu durumda

A A i 0
(3 42)-("0) em
1:T Bi1 B A1e®t Ayel®

olmak tlizere,
[W') = 20e® |000) 4 119 |100) 4 A26/% |101) 4 A3¢'% |110) 4 A4¢'% |111)  (3.31)

elde edilir. |y) genel durumu iiniter doniigiimlerle |y’) durumuna doniistiiriildii. |y)
genel durumu {initer doniigiimler yardimiyla |y’) durumuna doniistiiriilebildigi icin |y)
ve |y’) durumlari birbirine denktir. Bundan dolay1 genel durum olarak |y) durumu yerine

|y’) durumu alabiliriz ki, bu bize hesaplamalarda kolaylik saglayacaktir.

Uc kubit saf durum

lw) = Aoe® [000) + 4,7 [100) 4+ A26/% [101) + A3€/% |110) + Age'® [111)  (3.32)
formuna indirgendi. Uniter doniisiimler yardimiyla |y) durumuna ait A€’

katsayilarindan en fazla kag tanesinin reel yapilabildigini bulalim. Ug kubit icin yapilacak

tiniter doniistimler

(€% 0 . i ”

Ui={ "o ea )i [0=eR0), [1)—=eR) (3.33)
elﬁo 0 lﬁO lﬁ]

U, = 0 b : |0y = €'F00), |1) — P11 (3.34)
eiyo 0 i’VO i'}/l

Us = 0 en |- |0y — €']0), |1) — e |1) (3.35)

seklinde olsun. |y) durumu iizerinde bu iiniter doniisiimleri uygulayalim. Bu durumda

) = Age'(GotaotBotm) 1000) + A el OrratBotm) 1100) + Ayl (OatatBotn) 1101)

A3/ O+ @+BIEN) 1 110) 4 A4el(OsF@+Pien) 11 7) (3.36)

elde edilir. |y/) durumuna ait katsayilarin en fazla kag¢ tanesinin reel hale

getirilebilecegini bulacagiz. Diger bir deyisle,

(6+ap+Bo+1), (Br+ar+Bo+n), (B+oq+PBo+n)

(3+a1+Bi+n), (Bs+ou+Pi+n) (3.37)
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terimlerinden en fazla kag tanesinin sifir yapilabildigini bulacagiz . Eger
a1 =0, Bi=0, y=-6
NN=-6s, Po=064—6, g=06,+63—6)— 64 (3.38)
olarak alirsak,
(Bo+a0+PBo+1)=0, (6i+ai+Po+%)=061+6,—6—6s

(+ar+Bo+7)=0, (63+ai+Bi+n)=
(s+01+B1+1)=0 (3.39)

elde edilir. Bu durumda (60; + 64 — 6, — 03) = ¢ olmak iizere, kanonik durum
ly') = A0 |000) +7Lle“”|100)—|—7tz|101>—|—l3|110>+7L4|111> (3.40)

formunda olur. Boylece iickubit saf duruma ait kanonik formu elde etmis olduk.

3.3 Uc Kubit icin Genel POVM’nin Formu

Kanonik formu yazip, sirasiyla iic kubite uygulanacak POVM’nin genel formunu elde

edecegiz. Kanonik form
lw) = 20[000) 4 A1€? |100) + A5 [101) + A3 [110) + A4 [111), A, >0  (3.41)

Birinci kubite uygulayacagimiz genel POVM
B peib
ae e
M = ( CeiﬁS deiﬁ4 )
= e |0) (0| + be2 |0) (1] + ceP3 1) (0] +de'P* (1) (1] (3.42)

seklinde olsun. Simdi genel POVM’yi birinci kubite uygulayalim.

) = #(Mm@zsnw

= # [Ao(ae® |0) + ceP? 1)) |00) + A1 e (b2 |0) +de'P* 1)) |00)
+22(beP? 0) + deP4|1))|01) + A3 (be™? |0) + deP*|1)) 10)
+4(beP? 0) + deP* 1)) [11)]

- % [(Roae™ + 4,69belP?) [000) + (Agce™ + Aye®deiB) | 100)
+22be'P21001) + AadeP* [101) + A36€'P2 [010) + AzdeP* [110)
+A4beP2|011) + Apde™P* |111)] (3.43)
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Elde edilen |y’) durumu kanonik formda degil. Bu yiizden |y’) durumunu iiniter
doniisiimlerle kanonik forma getirmemiz gerekmektedir. Birinci kubit icin UTU = I

olacak sekilde

o= (BB ) 0o n0-g. o noarl) G

tiniter doniisiimiinii yapalim.

W) = [(hoaeP 4+ A1 PbeP )y + (Agce + Aie'®de’P*)1]1000)
+(AocePs + AiedeP)y — (AgaeP + AiebeP2) 3] |100)
+[AabePy + AadeP ] [001) + [MadePryf — AabeP23]]101)
+[AsbePy + AadeP ] [010) + [MzdePryf — AsbeP2 3] ]110)
+[AabePy + MadePrp) |011) + [AgdePry — AgbeP 3] 111)

= 1000]000) -+ 10| 100) + 100, |001) + 710, |101)

1010|010) 41110 |110) + 1011 [011) + 77y [111) (3.45)

Eger |001), |010) ve [011) terimlerinin katsayilarina bakarsak (be'P2y, + de'P+y,) ifadesi
ortaktir. |y”) durumunun tiniter doniigiim sonucunda kanonik formda olmast i¢in |y”)

durumuna ait 7jj matrisi detT;; = 0 olacak sekilde yazilir. Bu durumda 7§ matrisi

oo Ih
T — ( ‘0. T ) (3.46)
010 *011

olmak tizere,

detTy=0 = bePy +dePry, =0 (3.47)

olur. Bu durumda |y") durumu

V") = [(Aeae +21ePbeP )y + (Agce™ + AP deP*) ] |000)
+[(7toceiﬁ3 +7Llei"’deiﬁ4)yf‘ _ (%aeiﬁl +/llei‘°beiﬁ2)y§] 1100)
+[dePryr — beP2y51[A5 [101) 4 A3 110) + A4 |111)] (3.48)

olur. Eger U ve M matrislerinin matris ¢carpimina bakarsak,

iB i

_ n o r ae be

o = (B 2 ) (G e )

_ yme"ﬁ'1 + ’}’208’?3 ylbeiéz + yzdeiﬁ"‘
_’}fzkaelﬁl + '}flkcelﬁii _/szkbelﬁ2 + ’}f{delﬁ4

iﬁl ~
- ( are 0 ) =M (3.49)

Cl eiﬁ3 dl eiﬁ4
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olur. M’ya |0) — e—ib |0) ve [1) — o—iBs |1) iiniter doniisiimiinii uygulayalim.

UM = e b Q~ ale’:[jl 0'~
0 e~ iPs cle’ﬁ3 a’le’ﬁ4

- a0, 3.50

- Clei(ﬁ3fﬁ4) dl - 1 ( : )

Eger ( B3 — 54) = q segilirse, bu durumda birinci kubite uygulanacak genel POVM

a 0 .
M = ( C]€%a1 d ) =a|0) (0|+c1e‘°‘1 |1) (0| +d; 1) (1] 3.51)

halini alir. Sonug olarak birinci kubit tizerinde yapacagimiz genel POVM 6l¢timii artik M
formunda degilde M| formunda alinabilir. Benzer hesaplar ikinci ve ti¢iincii kubitler i¢in
de yapilirsa ikinci ve iiciincii kubitlere uygulanacak genel POVM’ler de bulunur. Ikinci

kubite uygulanacak genel POVM

brel® .
= ( 0 ) = 2[0) (0] + b2 [0) (1] + da 1) {1 (3:52)

ve iiclincii kubite uygulanacak genel POVM
az bze'™ o
My=|"g g ) =30 (01+bse [0) (1] +ds 1) (1] (3.53)

olmaktadir.

3.4 Denklik Siniflar:

Yerel operasyonlarla birbirine doniistiiriilemeyen iki farkli ti¢ kubit dolaniklik sinifi

vardir. Bu iki durum GHZ ve W durumudur.

1

GHZ) = —(|000) + 111 3.54
|GHZ) \/§(| )+ [111)) (3.54)
seklinde iken, W durumu
1
W)= —(]100) + |010) + |001 3.55
W) \/g(l ) +1010) +1001)) (3.55)

seklindedir. Bu boliimde elimizdeki durumun hangi denklik sinifina ait oldugunu
belirleyen sartlar nelerdir, bunu bulacagiz. |GHZ) durumu kanonik formda; ancak |W)
durumu kanonik formda degil. O halde ilk olarak |W) durumunun kanonik formunu

bulalim. Ty ve 77 matrisleri

1 01 1 1 0
(1) () e
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olmak iizere, 7;j matrisi

L (w1 uoo )
Ty = uooTo +un Ty = —= 3.57
0 = tooTo+uoTi = == ( o 0 (3.57)
olur. 7 matrisinin determinantini hesaplarsak
detTy=0 = ufy=0 = upp=0, up =1 (3.58)

olarak bulunur. Bu durumda TO/ matrisi

, 1 (10
TO—%(O o) (3.59)

olur. Ikinci ve iiciincii kubitler iizerinde yapilacak iiniter doniisiimler ile T, matrisi
kosegen hale getirilir. Burada 7; matrisi zaten kosegen oldugu igin ikinci ve iigiincii

kubitler iizerinde yapilacak tiniter doniisiimler U, =1 ve Uz = I olur. 7] matrisini yazarsak

1 0 -1
T = uioTo+unTy = —uo1 T = 7 ( 1 0 > (3.60)
olur. Bu durumda
1
W'y = ——(|000) — [101) — |110)) (3.61)

V3

olmak iizere, eger birinci kubit iizerinde |0) — |0),

1) — —|1) tniter doniigiimiinii
yaparsak, |W) durumunun kanonik formu

_
V3

olarak bulunur. Ucg kubit iizerinde POVM &l¢iimiine ge¢cmeden once dolamiklik

W) (|000) + |101) +[110)) (3.62)

Olciistinden, concurrence [14], bahsetmemiz yerinde olacaktir. Cyp, birinci ve ikinci
kubitler arasindaki dolanikligin dlgiisii olarak tanimlidir. Cyp’yi bulmak i¢in ilk olarak
elimizdeki duruma, |y) 5., ait yogunluk matrisini, papc, bulacagiz ve ardindan iigiincii

kubit tizerinde kismi iz alarak p4p’yi bulacagiz. Daha sonra
Pag = (0y ® 0y)pap(0y @ Oy) (3.63)

olmak iizere pappap matrisini elde edecegiz, burada o, Pauli matrisidir. Son olarak
PaBPAp Matrisinin 6zdegerlerini bulacagiz. Bu durumda birinci ve ikinci kubitler

arasindaki dolanikligin dlciisii, Cyp,
Cap = max{oq — 0 — 03— 064,0} (3.64)
olarak yazilir. Burada o, 0, &3 ve 04, azalan sirada, papPap nin 6zdegerlerinin karekok

degerlerine esittir.
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Simdi ii¢ kubit iizerinde 6nce tek tek, sonra ikili ve son olarak ii¢ kubit iizerinde POVM
Olctimii alarak ne tiir sonuglar elde edecegimizi gorelim. Kanonik formu yazalim ve

Ol¢ciim almaya birinci kubitten baslayalim.
W) = A0[000) + A1€'? | 100) + A2 [101) + A3 [110) + A4 |111) (3.65)
Birinci kubite uygulayacagimiz POVM

0 .
M = ( Ci}al di ) = ay [0) (0] +c1e'™ 1) (0] +dy |1) (1 (3.66)

seklindedir. POVM’yi birinci kubite uygularsak

) = \/%(M1®12®13)|‘I/>

1 . :
= ——[A(a1|0)+c1e"™ [1))]00) + A1e'Pdy |1) |00) + Apd; |1)|01)

VD1
+A3d; [1) [10) + Aady 1) [11)]

_ \/Lp_[zoal 1000) + (Aoc1e® + Audie®) [100) + Aody |101)
1

+MA3d, |110> + Aady |111>] (3.67)
olur. Burada
p1={y| (MM @ L L)|y) (3.68)

olmaktadir. Birinci kubite POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y7{) durumunun |GHZ)

durumuna esit olabilmesi i¢in
ﬂocleial —I—lldlei(p =0, Ad; =0, A3di =0, Aya; = Md; (3.69)

olmalidir. Ayrica Aga; = A4d; # 0 oldugundan dolay1 A9 # 0, A4 # 0, a; # 0 d; # 0 olur.
Dolayistyla A; = 0 ve A3 = 0 olur. Bu durumda Cac = 24942 =0 ve Cap = 249A3 =0 olur.
Bu bize birinci kubit, A, ile ikinci kubit, B, ve birinci kubit ile {i¢iincii kubit, C, arasinda
ikili dolaniklik olmadigini sdylemektedir. Sonug¢ olarak eger birinci kubit ikinci ve
ticiincii kubitler ile dolanik degilse elimizdeki durum |GHZ) durumuna doniistiiriilebilir

bir durumdur. Diger bir deyisle |y )
\y1) = A0 |000) + A, [100) + A4 |111) (3.70)

olmak iizere, |y) durumu |GHZ) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur. Ote yandan,
birinci kubite POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y{) durumunun |W) durumuna esit

olabilmesi icin

Aocre® +11d1€® =0, Aad; =0 (3.71)
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olmaldir. Ayrica A3d, = A,d; = Apa; # 0 oldugundan dolay1 d; # O olur. Dolayisiyla
Ay = 0 olur.  Sonug olarak eger Ay = 0 ise elimizdeki durum |W) durumuna

dontistiiriilebilir bir durumdur.

Ikinci kubite uygulayacagimiz POVM

b 0 .
Ab:(% b ):@MMW+MJW®M+@HMH (3.72)

seklindedir. POVM’yi ikinci kubite uygularsak

1
= — (L AMRI
v2) \/p_2(1® 20 85) )
= \/%[MO)@!@|0>+ﬂ~16i“’!1>az\0>|0>+7tz|1>az|0>|1>
+23 (1) (26" [0) +d2 1)) [0) + A4 [1) (b26"* [0) + d2 1)) |1)]
= \/%[Zoaz 1000) + (A1€'%as + A3bre'®) |100)
+(Aaaz + Agbre™®) [101) 4 A3y | 110) + Agdy |111)] (3.73)

olur. Burada

p2 = (Y| (L @ MMy @ ) | ) (3.74)

olmaktadir. Ikinci kubite POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y}) durumunun |GHZ)

durumuna esit olabilmesi i¢in
llei(’)az + lgbzeiaz =0, Aa+ l4b2€ia2 =0, A3dr,=0, Agar=Md, (3.75

olmalidir. Ayrica Aga, = A4dy # 0 oldugundan dolay1 Ag # 0, A4 £ 0, ay #0 ve dy #0

olur. Bu durumda A3 = 0 ve de
MeCay +Azbre®? =0 = A, =0 (3.76)

olur. Bu durumda Cpe = 2|2243 — L1 A4e®| = 0 ve Cpy = 24943 = 0 olur. Bu bize
ikinci kubit ile iiclincii kubit ve ikinci kubit ile birinci kubit arasinda ikili dolaniklik
olmadigini sdylemektedir. Sonuc olarak eger ikinci kubit birinci ve iigiincii kubitler ile
dolanik degilse elimizdeki durum |GHZ) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur. Diger

bir deyisle |y»)
W) = 240 |000) + A5 [101) + A4 [111) (3.77)

olmak iizere, |y,) durumu |GHZ) durumuna déniistiiriilebilir bir durumdur. Ote yandan,

ikinci kubite POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y}) durumunun |W) durumuna esit
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olabilmesi i¢in
Mear + A3bre'® =0, Audr =0 (3.78)

olmalidir. Ayrica Agar = Ayar + Aybre'® = A3d, # 0 oldugundan dolay1 dp # 0 olur.
Dolayisiyla Ay = 0 olur. Sonug olarak eger Ay = 0 ise elimizdeki durum |W) durumuna

doniistiiriilebilir bir durumdur.

Uciincii kubite uygulayacagimiz POVM

b 03 .
= (56" ) = a0 0l b 0) 1]+ s 1) 1 (3.79)

seklindedir. POVMyi iiciincii kubite uygularsak

i) = \/%(11®12®M3)|W>
— \/%MMOO)CB!0>+7L1ei(p|10>a3|0>+7Lz|10> (b3e™™ [0) +ds 1))

+23[11) a3 ]0) 4 A4 [11) (b3€%|0) +d3 [1))]
_ \/%[Am 1000) + (1 €@a3 -+ Aabze®) 100)
+22d5 |101) 4 (Azaz + Agb3e'®) |110) + Aad3 |111)] (3.80)
olur. Burada

p3= (| (L @ b @ MM3) |y) (3.81)

olmaktadir. Ugiincii kubite POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y}) durumunun

|GHZ) durumuna esit olabilmesi i¢in
Me'Cas+abze'™ =0, Azaz+Aab3e'® =0, Xd3 =0, Aoaz=Md; (3.82)

olmalidir. Ayrica Agaz = A4d3 # 0 oldugundan dolay1 Ag # 0, A4 #0, a3 A0 ve d3 # 0

olur. Bu durumda A, = 0 ve de
;Llei(P(n + lzbj,ei% =0 = A =0 (3.83)

olur. Bu durumda Ccp = 2|43 — A1 A4e’®| = 0 ve Ccq = 240A; = 0 olur. Bu bize
ticlincii kubit ile ikinci kubit ve iiciincii kubit ile birinci kubit arasinda ikili dolaniklik
olmadigini1 sdylemektedir. Sonug olarak eger iicilincii kubit birinci ve ikinci kubitler ile
dolanik degilse elimizdeki durum |GHZ) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur. Diger

bir deyisle |y3)

[w3) = 40]000) 4 A |110) + A4 | 111) (3.84)
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olmak iizere, |y3) durumu |GHZ) durumuna déniistiiriilebilir bir durumdur. Ote yandan
iigiincii kubite POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y4) durumunun |W) durumuna esit

olabilmesi icin
MePaz+ Aobze'™ =0, MAad3 =0 (3.85)

olmalidir. Ayrica Adgaz = Ards = Azaz + Agb3e’® +# 0 oldugundan dolay1 d3 # O olur.
Dolayisiyla A4 = 0 olur. Sonug olarak eger A4 = 0 ise elimizdeki durum |W) durumuna

doniistiiriilebilir bir durumdur.

Birinci ve ikinci kubitlere M ve M, POVM’lerini uygulayalim.

1
Vi) = — (M1 @M R5)|y)

\/ﬁ
- ﬁwal 0) + €16 1))a210) [0) + A1y | 1) a2]0) [0)
+2adi [1) a2[0) |1) + Azd) 1) (b2€"*[0) +da [1)) |0)
+24dy | 1) (b2 |0) 4 d5 |1)) [1)]
%[)\oalaz 1000) + (Aoazcie™ + Aie'®diay + Azdibye™®)|100)
F(Madiar + Aadib2e'®) [101) + Asdida |110) + Aadido | 111)] (3.86)

olur. Burada
pa= (W (MM @ MMy @ 1) | ) (3.87)

olmaktadir. Birinci ve ikinci kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y)

durumunun |GHZ) durumuna esit olabilmesi i¢in
Aoarc1€® 4+ A1€'%d ar + A3d  bre'® = 0, Adiar+ Aad brei® =0
Agdldz = 0, A{)alaz = /146110'2 (3.88)
olmalidir. Ayrica Agaa; = Ayddy # 0 oldugundan dolay1 Ag #£ 0, A4 #£ 0, a; #0, ap #0,
dy # 0 ve dy # 0 olur. Dolayisiyla A3 = 0 olmaktadir. Bu durumda Cap = 24943 =0
olur, bu ise, birinci ve ikinci kubitlerin birbiri ile dolanik olmadig: anlamina gelir. Sonug

olarak eger birinci ve ikinci kubitler arasinda dolaniklik yoksa elimizdeki durum |GHZ)

durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur. Diger bir deyisle |yy)
\Wa) = A9 |000) 4+ A4 |100) + A, |101) + A4 [111) (3.89)
olmak iizere, |yy) durumu |GHZ) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur. Ote yandan

birinci ve ikinci kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen |yy) durumunun |W)
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durumuna esit olabilmesi i¢in
).oazcleial + llei‘pdlaz + l3d1bzeia2 =0, Mdidr,=0 (3.90)

olmalidir. Ayrica Adgajar = Ardian + Audibre'® = A3d1d, # 0 oldugundan dolay1 d; # 0
ve dy # 0 olur. Dolayisiyla A4 = 0 olur. Sonug olarak eger A4 = 0 ise elimizdeki durum

|W) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur.

Birinci ve liglincii kubitlere M| ve M3 POVM’lerini uygulayalim.

W) = (M eheMs)|y)
5 \/E 1 2 3

- \/%[ﬂo(al 10) + 1€ [1))[0) a3]0) + Aie'®d, [1) 0) a3 |0)
+2d1 1) 10) (b3€"* [0) +d5 1)) +A3d1 | 1) [1) a3 |0)
+Aady |1) |1) (b3e'® |0) +d3 [1))]
1 , . |
- E[%al@ 000) + (Aoazcie™™ + Are'®diaz + Aad1b3e’™) [100)

+Ardd;5 |101> + (7L3d1a3 —|—A4d1b3eia3) |110> + Audyd3 |111>] 3.91)
olur. Burada

ps = (W] (M{M @ L, ® M{M5) |y) (3.92)

olmaktadir. Birinci ve iigiincii kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen |z)

durumunun |GHZ) durumuna esit olabilmesi i¢in

7Loa3cleia1 + l|€i¢d|a3 +7de|b3eia3 =0, Adidz=0
Aszdiaz + )‘4d1b3eia3 =0, Aoajaz = Adids (3.93)
olmalidir. Ayrica Agajaz = Aqd ds # 0 oldugundan dolay1 Ay # 0, A4 # 0, a; # 0, az # 0,
dy # 0 ve d3 # 0 olur. Dolayisiyla A, = 0 olmaktadir. Bu durumda Cs¢c = 249A; = 0 olur,
bu ise, birinci ve li¢iincii kubitlerin birbiri ile dolanik olmadig1 anlamina gelir. Sonug¢

olarak eger birinci ve iigiincii kubitler arasinda dolaniklik yoksa elimizdeki durum |GHZ)

durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur. Diger bir deyisle |ys)
|Ws) = A9 |000) + A1 [100) + A3 [110) + A4 |111) (3.94)

olmak iizere, |ys) durumu |GHZ) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur. Ote yandan
birinci ve iigiincii kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen |yZ) durumunun |W)

durumuna esit olabilmesi i¢in

ﬁoa3cleia1 + llei(pdlag + Aod b3eia3 =0, Mdidz=0 3.95)
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olmalidir. Ayrica Agaiaz = Ardid3 = Azdiaz + Audib3e'® # 0 oldugundan dolay d; # 0
ve d3 # 0 olur. Dolayisiyla Ay = 0 olur. Sonug olarak eger A4 = 0 ise elimizdeki durum

|W) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur.

Ikinci ve liciincii kubitlere M, ve M3 POVM’lerini uygulayalim.

V) = (L eMeMs) |y
6 N 1 2 3

_ \/%[zo|o>a2|o>a3|0>+7ue""’|1>azl0>a3|0>

+22[1) a2 |0) (b3¢'® |0) +d5 |1)) + A3 [1) (b2€'* |0) + d2 [1))a3 |0)
+A4 | 1> (bzeiaz |O> +d> |1>)(b3eia3 |0> +d3 |1>)]

1 , . . . .
= \/ﬁ [(Me'Pazras + Arasbze'® + A3bre'®az + Agbre'®b3e'™®) [100)
+Apazaz [000) + (Arards + 7L4b26‘ia2d3) |101)
+(A3draz + Agdrb3e'®) [110) + Agdadz |111)] (3.96)
olur. Burada
pe = (W (L @ M{My © MM3) | y) 3.97)

olmaktadir. Ikinci ve iigiincii kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y)

durumunun |GHZ) durumuna esit olabilmesi i¢in

Me'Payaz + aarbze'® + Azbye'®az + Aabye'®2b3e'® = 0
Moardy 4 Aabre'®d3 = 0,  Azdraz+ Agdrbze'™ =0

).0612613 = l4d2d3 (3.98)

olmalidir. Ayrica Adgaraz = Aqdrds # 0 oldugundan dolay1 Ay # 0, A4 # 0, a; # 0, az # 0,
dy # 0 ve d3 # 0 olur. Bu durumda

llei(paz —+ )L3b2€ia2 =0, Aay+ l4b2€ia2 =0 (3.99)
elde edilir. Eger bu iki esitligi diizenlersek
Aoz — MAse® =0 (3.100)

bulunur. Cpe = 2|A243 — A1 A4¢"?| = 0 olmas: ikinci ve iiciincii kubitlerin birbiri ile
dolanik olmadig1 anlamina gelir. Sonug olarak eger ikinci ve iiglincii kubitler arasinda

dolamklik yoksa elimizdeki durum |GHZ) durumuna déniistiiriilebilir bir durumdur. Ote
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yandan ikinci ve iigiincii kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y ) durumunun

|W) durumuna esit olabilmesi i¢in
Al ei‘Pazag, —+ 12a2b3€ia3 + 7L3b2€ia2a3 + l4b2€ia2b3eia3 =0, Mdrdzs =0  (3.101)

olmalidir. Ayrica Agaraz = Ayards + ;L4b2€ia2d3 = Msdhas + l4d2b3eia3 = 0 oldugundan
dolay1 d, # 0 ve ds # 0 olur. Dolayisiyla A4 = 0 olur. Sonug olarak eger A4 = 0 ise

elimizdeki durum |W) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur.

Son olarak birinci, ikinci ve tiglincii kubitlere M, M> ve M3 POVM’lerini uygulayalim.

W) = —— (M 9 My Ms) |y)
;) = N 1 2 OM3) 1Y
- %wal 0) 1 1))a 0} a3 [0) + A1y 1) a2 [0) a3 0)

+Ad \1>a2 |0> (b3eia3 ’0) +d3 ’1>) + Azdy ’1) (bzeiaz ’0) —i—d2\1>)a3 |0>

+2ady 1) (22 |0) +ds 1)) (b3’ |0) +d3|1))]

1 . .
= \/?[Xoalazcm |000) + (Axdiards + Agd1bre'®d3) [101) + (Aocre'® azas
7
+llei¢’d1a2a3 + /'delazbgeioc3 + ;L3d1b26ia2a3 + Audy bzeia2b3eia3) |100)
+(Asdidras + Aad drb3e'®) [110) + Ayd drd3 |11 1)] (3.102)
olur. Burada
p7 = (W] (MM, @ M{M, ® MiM5) |y) (3.103)

olmaktadir. Birinci, ikinci ve ligiincii kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen

|y}) durumunun |GHZ) durumuna esit olabilmesi i¢in

Aoc1e® ayasz + Ae'®diaras + Aadyazbze’® + Azdibre®az + Agdbye!®bye’® =0
Aadiayds + Aad\bre'®ds =0, Aszdidraz + Aadydabze'® =0

).0(11612(13 = l4d1d2d3 (3.104)

olmalidir. Ayrica Agajazas = A4didrds # 0 oldugundan dolay1 Ag # 0, A4 # 0, a; # 0,
a) #0,a3 %0, dy #0, dy # 0 ve d3 # 0 olur. Ote yandan birinci, ikinci ve iigiincii
kubitlere POVM ugulandiktan sonra elde edilen |y}) durumunun W) durumuna esit

olabilmesi i¢in

).()Cleia' arasz + llei"’dlaza3 + lzd1a2b3eia3 + A3d1bzeia2a3 + 7L4d1b26ia2b3€ia3 =0

Madydrdy =0 (3.105)
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olmalidir. Ayrica Ayajaras = Aydiards + Madibre'®dy = A3d draz + Aadidabze'® #0
oldugundan dolay1 d; # 0, d» # 0 ve d3 # 0 olur. Dolayisiyla A4 = 0 olur. Sonug olarak

eger A4 = 0 ise elimizdeki durum |W) durumuna doniistiiriilebilir bir durumdur.

Herhangi bir durumun hangi denklik smifinda oldugunu anlamak i¢in yukarida
yapilanlardan elde edilen sonu¢ sudur: Elimizdeki durumun hangi denklik sinifinda
oldugunu anlamak i¢in oncelikle elimizdeki durumun kanonik formda olup olmadigina
bakacagiz.  Elimizdeki durum kanonik formda degilse o durumu kanonik forma
cevirecegiz. Daha sonra [111) teriminin katsayisina, A4, bakacagiz. Eger Ay = 0
ise elimizdeki durum W durumuna, A4 # O ise elimizdeki durum GHZ durumuna

doniistiiriiriilebilir bir durumdur.

3.5 Uc Kubit Kanonik Form Uzerinde Operasyonlar

Ucg kubit saf durumun kanonik formu
lw) = 20[000) 4 A1€? [100) + A [101) + 23 [110) + A4 [111), A, >0  (3.106)

olmaktadir. Kanonik formu elde ederken det 7;j = 0 olarak alip, ikinci ve iigiincii kubitler
iizerindeki tiniter doniisiimlerle 7;j matrisi kosegen hale getirilir. Bunun yani sira det Tj; =
0 esitligi iki adet ¢oziime sahiptir. Bu c¢oziimlerden biri bize yukarida yazilan kanonik
forma ait A; ve ¢ parametrelerini verir. Benzer sekilde ikinci ¢6ziim de bize bagka bir

kanonik form tanimlar. Tkinci ¢oziim icin elde edilecek kanonik form
W) = 20]000) + A1€'® [100) + A5 |101) + A3 |110) + A4 [111), 4; >0  (3.107)

olarak yazlabilir. Uniter doniisiimler yardimi ile X, ve a parametrelerini A; ve @
parametreleri cinsinden elde edebiliriz. (3.106) nolu esitlikte tanimlanan kanonik form

icin Ty ve 71 matrisleri

_ AO 0 o llei"’ )Lz
ne(B0). no (et ) 108

olmak tizere,

Aouoo + AePugr  Aauo )
Ty = ugoTo + uo1 Ty = 3.109
o = uooTo +uo1Th ( Asitgr Attor ( )
olur. Elde edilen 7 matrisinin determinantini hesaplarsak
det TO/ =0 = (Aouoo+ llei‘PuOl)Mum — Augi Azup =0
uo1 [(Aouoo + A1e'®uor ) As — A2 Asup1]) = 0 (3.110)
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bulunur. Bu durumda ya up; = 0 ya da [(Aougo + A1e®uo1)As — A Azu01] = 0 olmak
durumundadir. Eger ug; = 0 alinirsa, ugg = 1 olur, ki bu bize yeni bir bilgi vermez.
O halde diger ¢oziimii, [(Aguoo + A1€'®ug ) Ag — A2 Azu01] = 0, alalim.

(223 — A1 Asge'®)

(Aougo + AePugr) g — AaAzugr =0 = ugo = uo1
Aoy

(3.111)

Bu durumda 7;j matrisi

s Mo
Tr e e e LT R e vl (3.112)
Mupr  Agugr A A
olur. Ikinci ve iiciincii kubitler iizerinde iiniter doniisiim yaparak T, matrisini kogegen

hale getirelim. Ikinci ve iigiincii kubitler iizerinde yapilacak iiniter doniisiimler

a b c d
U2 - ( —b* a* ) ) U3 - ( —d* c* ) (3°113)
seklinde olmak iizere, 7;j matrisini soldan U, ve sagdan U3T ile carparsak
Az *
T a b =2 c —d
U2T0U3 - < —b* a* )”01 ( )C; 14 ) ( d c*

ok doda ey g s
Mol( P ) s TROR ) e
—b* a Asc+ Agd —A3d* + Ayc*

elde edilir. U, T} U3T matrisinin kosegen olabilmesi i¢in

a(—)ﬁ—?d* +A2¢®) +b(—A3d™ + A4c®) =0 (3.115)
« M3 ]
b (52 e+ Iad) +a* (lge+ Aud) =0 (3.116)
4

olmalidir. Elde edilen bu iki esitlikten yararlanarak a, b, ¢ ve d’nin ne olmas1 gerektigini

bulalim. Bu iki esitligi diizenlersek

A4

Fd*AF—A3) = (@ =P Mhy = dF= e (3.117)
3
bulunur. Bu durumda
P +d?>=1 = c= L B I S (3.118)

olur. Benzer sekilde

lil%j%zd) Fa (Msct+Md) =0 = b= %a* (3.119)
4 2

—b¥(
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olmak tizere

al*+p*=1 = (3.120)

a——)v2 b——l4
Sz a2

olur. Bu durumda ikinci ve ii¢iincii kubitler {izerinde yapilan tiniter doniisiimler

1 L M ) 1 < A A )
U= ———— ( , 3= ——— (3.121)
A+ AF M A \/AS+AF M A

olur. Bulunan a, b, ¢ ve d terimlerini kdsegen U, T} U3T matrisinde yerine yazarsak

X 0
U, Tyui = (760 0> (3.122)
olur. Burada
- (A3 +A3) (A + A7)
lo:um\/ & 1 S (3.123)
A

olmaktadir. (3.111) nolu esitligi ve |ugo|? + |uo1|*> = 1 oldugu bilgisini kullanirsak

AoAs (A223 — A1€'?Dy)

Uy = ,  Upy = (3.124)
VA +Maks — e A2 VAT + Phaks — Ayei® g2
olur. Bu durumda
~ AZ4HA2)(AF+AZ
o oy | B TR +2D) a5
)\’O 7(,4 + ‘12)»3 — ﬂ,lel<P),4‘2
olarak bulunur. Benzer sekilde 7| matrisini yazarsak
;o o Aouro+AePuyy Aquyy
T\ =ujolot+unT = ( Azt Aatin (3.126)
Uip = —Ug; Ve Ul = ug, olmak iizere
T] = ( —Aouy + A€ iy Aoy ) (3.127)
Az Aqugg

olur. 7] matrisini soldan U, ve sagdan U/ ile carparsak
T a b —Aougy, +7Llei"’u60 Aaugy, c —d*
LIl = ( —b* a* ) ( Aug, Aqu, d c*

— zlfi@ 22 (3.128)
L Ay
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elde edilir. Ilk olarak iz’yl hesaplayalim.

AL = a[-d*(—Aouy; + llei"’u&)) + " Aaugg] + b[—d* Asugy + ¢ Aqugy]
ok A
\//122+7L42 \/132+A42 \/ A+ A}

Ay A4 A3
[— A3t + ———="2ai]

AZHAZ A+ AR A+ A}

A .
= : (Rt — AaePu) + Az Aoty
V323 +23)

A [13142 + (2,27% —A ei(P7L4) (1213 —M e_i(P7L4)]

VO3 A (A +23) VI323 4 2ahs — Mo
Y /'1,(%)(,42 + ‘122,3 — Alei¢)’4|2
I e R IR T

(—Aoup, -I-?Llei‘puéo) +

A2 ”60]

_|_

(3.129)

Simdi de zleia’nln neye esit olmasi gerektigini hesaplarsak

Me® = afe(—Aguly + MePuly) + dAauiio] + bleAsuty + dAgudo]

A A . A
2 S (—ouyy + Meugy) + — e Aoty

[
VA A+ 22422
A A A
e [ sl + — At
VB A A2+ A2

MHA .
= 2 [—Aouhy + Are@uy]
VO3 (3 +23)
A
+ & (A2 + 23 + A3 ujy,
V3203 +23)

2 2 2 2
= —iA;sin(g) \/ 102)%:' )?723(%;;;;42
Mcos(@) A7 (A7 + A3 + A7) — AFA3]
V3 + AW+ A2 (A3A + [Maks — Arei®du2)
A (A + A2 — A7 —AZ — A7)
JOFEAD (A3 20333 + s — hieiodul)

_|_

(3.130)

olarak bulunur. Benzer sekilde 13 ve L’yl hesaplarsak

')VL _ 102&%—1— |lzl3 —Alei(pl4|2
OV A3l

(3.131)

_ \/ MGAE + 1 Aads — Aael®Da? (3.132)

A=A
OV )+ Ad)
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olarak bulunur. Boylelikle /T, ve (5 parametrelerini A; ve ¢ parametreleri cinsinden bulduk.
Bunun yani sira QNL, ve 5 parametreleri ile A; ve ¢ parametreleri arasinda elde edilen bu
esitliklerin disinda bagka esitliklerin, 6rnegin 1012 = Aoy, varligindan da bahsedebiliriz.

Simdi bu esitlikleri bulalim. Kanonik form olarak
W) = |W) 45c = A0(000) + A1€'® |100) + A2 |101) + A3 [110) + A4 [111)  (3.133)

alip ne tiir esitlikler elde edecegimize bakalim. Cy4c, birinci ve liciincii kubitler arasindaki
dolanikligin olgiistidiir. Cac’y1 hesaplayalim. Bunun i¢in ilk olarak kanonik duruma,

| W) 4pc- ait yogunluk matrisini bulacagiz ve ikinci kubit iizerinde kismi iz alacagiz.

pac = tre(|y)(v])

= 23 00) (00] 4 A9A1e 7 |00) (10| + AoA2 |00) (11| + Ag A1 |10) (00|
+AZ[10) (10 + A241€'?|10) (11| + AgAz [11) (00|
+aA1e” 1) (10| + A3 [11) (11] + A5 |10) (10|
+2A3A4 [10) (11] 4 A4A3 | 11) (10 + AF|11) (11|

= 25 10) (0] ©]0) (0] + AoAre @ |0) (1] ©1]0) (O] + AoA2[0) (1] |0) (1]
+AoAe® (1) (0] @ 0) (O + (Af +A3) 1) (1] @ |0) (0]
+H(Aahie'® + A344) [1) (1] @ [0) (1] + A2 [1) (0] @ 1) (0]
+(Madie ™ + A3 q) [1) (1] @ [1) (0] + (A3 + A7) [1) (1] @ [1) (1]

QL(% 0 AoAie™ ¢ Aoz
= Wﬁew 0 A2 . PR mleiq? Ak (3.134)
Ay 0 Adie P4 A3y 1,22 + ?Lf
Pac olarak tanimlanan yogunluk matrisi
Pac = (6y ® 0y)pac(0y @ 0y) (3.135)
seklindedir. Burada o, Pauli matrisidir ve
0 0 0 -1
woa (U)o (0 ) 0L e
-1 0 0 O

olmaktadir. pac ve pac matrislerini elde ettikten sonra pacpPac matris ¢arpimini ve

ardindan pacpac’nin 6zdegerlerini bulacagiz.

det(pAcﬁAC — AI) =0 3.137)
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olmak iizere, pacpac’nin dzdegerleri

A =0, A®) = 23207 + 2343 -2, /AdAd + 2327

A =0, AW =237 +A3AF +20/ A + AA3A (3.138)

olarak bulunur. «j, 0p, 03 ve 04, azalan sirada, pacpac nin 6zdegerlerinin karekok

degerlerine esittir. Yani

o = VAW =\ /A2 + A2A2 + 20k, a5 =VAD =0
= VAl AAZ+AGAT — Mody, o =VAZ) =0 (3.139)

olmaktadir. Bu durumda

CAC = max{ocl —OCQ—OC3—OC4,0}
= max{24pA,0}
= 2Ml (3.140)

olur. Birinci ve ii¢iincii kubitler arasindaki dolanikligin miktar1 2A49A; olmaktadir. Bunun

yani sira 1012 carpimina bakarsak, 1012 = Ao/, oldugu goriilmektedir. Diger bir deyisle

Mods = Aohy = C;‘C (3.141)

olmaktadir. Birinci ve li¢lincii kubitler arasindaki dolanikligin dl¢iisii olan Cyc’nin baz
seciminden bagimsiz yani iiniter doniistimler altinda degismez oldugunu gostermis olduk.
Ikinci olarak Cap’yi, birinci ve ikinci kubitler arasindaki dolanikligin olgiisii, bulalim.

Bunun i¢in B <+ C degistokusuna bakmamiz yeterli olacaktir. B <+ C degistokusu icin
W) scp = A0 |000) + A1€'?|100) + A5 [110) 4 A3 |101) + A4 [111) (3.142)
olmak tizere, A, +> A3 oldugu goriilmektedir. Bu durumda
Cap = 2203 (3.143)

olur. Ote yandan 1013 carpimina bakarsak, 5.013 = AoA3 oldugu goriilmektedir. Bagka bir
ifadeyle

QoA = Aohs = ng (3.144)

olmaktadir. Tkinci ve tictincii kubitler arasindaki dolaniklik miktarini, Cgc, bulalim. A <>

B degistokusu icin

W) gac = A0 [000) + A1 [010) + A [011) + A3 [110) 4+ Ag |111) (3.145)

55



olur. |y)g4c durumunu kanonik halde degil. Dolayisiyla ilk olarak |y) g, durumunun

kanonik formunu bulmamiz gerekmektedir. |y) g, icin Ty ve Ty matrisleri

(O (0 0
i (% 2) m= (2 0) o146

olmak iizere, 7;j matrisi
Aougo 0
Ty = ugo T T = ; 3.147
0 = toofo+uor ( Ae'Pugy + Azupr  Aauoo + Aquor ( )
olur. 7 matrisinin determinantini hesaplarsak

detT0' =0 = Aougo[Aauoo+ Aqup1] =0 (3.148)

olur. det7y = 0’1 iki ¢oziimii vardir: ugp = 0 ya da [Aaugo + Aaugr] = 0. Ik ¢dziimii,

ugo = 0, alalim. Bu durumda |ugo|? + [uo1|* = 1 olmak iizere, up; = 1 olur. T matrisi

, (0 0
T) = ( Py ) (3.149)

halini alir. Ikinci ve iigiincii kubitlere uygulanacak iiniter doniisiimler yardimiyla

T, matrisini kosegenlestirelim. Ikinci ve iiciincii kubitler iizerinde yapilacak iiniter

_ e f _ g h
Up = ( _f* et )7 UC_ ( —h* g* ) (3'150)

seklinde olsun. Bu durumda

1T e f 0 O g —h*
it - (5 2)(2 )0 )

FAag+Ash)  F(=23h" + Aag®)
( e (Aag+A4h) e (—A3h* 4 Aag") ) (3.151)

doniigtimler

olmak iizere, UpT} UCT matrisinin kosegen matris olabilmesi icin
F(=A3h*+248") =0, e€*(A3g+A4h) =0 3.152)
olmalidir. Eger e = 0 alirsak, |e|? +|f|> = 1 olmak iizere, f = 1 olur. Bu durumda
A4

(~Aah’+248") =0 = K'=2"g" (3.153)
3

elde edilir, ve de

g +hP=1 = g=—=2— h=—"7— (3.154)
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olarak bulunur. Kdsegen matrisimiz

UsT/UT f(Azg+Ash)  f(=A3h* +Aag”)
o-ce e (A3g+Mh) e (—A3h* + Aag")

( YA +A 0 ) (3.155)

0 0

olur. Ayrica, ikinci ve ligiincii kubitler tizerinde yapilan iiniter doniigiimler

1
UB:(_Ol (1)) UC:—<_7“/3I i“) (3.156)
\AZ+AZ ‘7
olur. 7] matrisini yazarsak
T = woTo+unTy = —uly To+ i Ti = Ty = — 20, O (3.157)
1 1040 11141 0140 0041 0 A‘lel(P A'Z .

olur. Ikinci ve iiiincii kubitlere de iiniter doniisiimleri uygularsak

oz - (5 05 %) e (B )
- —Me'? —A 22122 4 A3
3+ A

1 _ i _ ip_

- < MM;O . MMy /11)»430 . oAz ) (3.158)
—Ap/4

A+ AZ :
elde edilir. |y) g4~ durumunun iiniter doniisiimlerle kanonik forma getirilmis hali
AMA A oAz — A Aye™®
W gae = \/AZ+A2]000) — = e 4 Aol 100) + P2ta Z AT
/12_'_12 /12_1_12
Aol 1110) — Aohs I111) (3.159)

o

olur. C4¢c = 2A0A; idi. Bu durumda

Nve

yyyad

Az —
Coe = 2y/22+ 22220
T VR

= 2|AoA3 — A A4€™?| (3.160)

olarak bulunur. Ote yandan 1213 — 11148@ ifadesini acik olarak hesaplarsak
JoAs — MAe™® = dohz — M Age™® (3.161)
bulunur. Elde edilen ifadenin biiyiikliigiine bakarsak
MaA3 — M Aae'®| = |03 — Ay Age ™ ®| (3.162)
olur. Bu durumda, |A2A3 — Aj Age™?| = |ApA3 — A1 A4€?| olmak iizere,

|1213 —11%4€i¢| = M,zﬂ,g 7L]7L4el(p’ C12}C (3.163)
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olarak yazilir. Son olarak Cp(4cy’y1, ikinci kubitin birinci ve tigtincii kubitler ile dolaniklik

miktar1, hesaplayalim i1k olarak pp’yi bulacagiz.

pp = trac(|v)(v])
= (A5 +A7 +22)[0) (0] + (M1 A3e™® + 22A4) [0) (1]

+(MAze™™ 4+ Mada) [1) 0]+ (A3 +25) 1) (1]
. )«3 —l—llz —I—)kzz 7(«17(«361'(’) + A
o lllge_i(p + A 2132 —|—/FL42

pp’nin determinantini alalim.
detpp = APAZ4+AZA7 — M daAsdy(e'® + e 9) + AZAZ + AGAZ
= a3 — M’ ® P+ AGAT + AGAT
Bu durumda

CB(AC) = 2Vdetp3

= 2\/1A0ks — Mdael®2 + A2A3 + 222

olur. Uclii dolamiklik, 7, ise

2 2 2
Chac) =CpatCpct7

4(|122023 — MAge™®? + AZAE +A2A7) = AAGAE + 4 ads — i Aae® >+ T

T=4A3A;

(3.164)

(3.165)

(3.166)

(3.167)

olarak bulunur. Yukarida elde edilen esitlikler bize, liniter doniisiimler altinda dolaniklik

miktarmin ve 7°nun de8ismez kalacagimi soylemektedir. Elde edilen esitlikleri tekrar

yazarsak, iiniter doniisiimler altinda degismez kalan biiyiikliikler

Aoy = Aohs = /T/2
Joa = Moy = Cac/2
JoAz = AoAz = Cap/2
a3 — M Asei®| = |Aods — A Age'®| = Cpe /2
2oz — MAge'® = Aydz — Ay Age @

olarak bulunmaktadir.

(3.168)

Uc kubite ait POVM’lerin saglamasi gereken sarta bakalim. Birinci kubit icin genel

POVM

ai 0 1
M = ( crel®  d, ) = a1 ]0) (0] +c1™ [1) (0] +dy |1) (1]
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seklinde idi. 1Ilk olarak M;r M, matrisinin 6zdegerlerini bulacagiz ve ardindan bu
Ozdegerlerin saglamasi1 gereken sarttan yararlanarak M; i¢in bir kosul elde edecegiz.

M }'M | matrisi

¥ [ ai Cle_ioc1 ai 0 o a%+c% Cldle_ial
olmak {izere,
det(Mle —7L) = (a%+c% —A)(d? ) —c%df =0
A2 —A(a% +ct+d}) +a%d12 =0 (3.171)

olarak bulunur. MlTMl matrisinin 0zdegerlerinin birden kiiciik ya da en fazla bire esit

olmasi gerektigi bilgisinden yararlanirsak,

ai+ci+diF \/(a% +cl+d})?—4a3d?
Mo = 5 <1 (3.172)

olur. Buradan biiyiik kok i¢in

G A+ d} /(@ —d)?+) (@ +di)?+F) <2 3.173)

elde edilir. Benzer sekilde M;Mz ve M§M3 matrislerinin 6zdegerlerinin saglamasi

gereken sarttan yararlanirsak M, ve M3 igin

a?+b? +d? + \/((al- —d)2+b?)((ai+d)?>+b?) <2, i=273 (3.174)

elde edilir.

3.6 GHZ Manipiilasyonu ve Yogunlastirilmasi

Bu boliimde yerel operasyonlart kullanarak ii¢ kubit dolanikligin manipiilasyonunu
inceleyecegiz. W durumunun yogunlastirilmast [15] bilinmektedir. Burada GHZ
yogunlastirilmas1 sunulacaktir. Ug kubite de POVM uygularsak

1

V) = /P
= %}[MdlazaﬂOOO)

+((Aoc1€™®™ + A1e'?dy )azas + Aadiazbze™™® + A3dy bre'®a;

(M1 @My @ M3 |y))

+A3d1 brb3e 2 T%))1100) + (| Aad asds + Aadi bre'®ds]) |101)
—|—(|7L3d1d2a3 + 7L4d1d2b3eia3 |) | 1 10> + Adyidads | 11 1>] 3.175)
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elde edilir. Burada P = (y|M IT M, ®M2TM2 ®M§ M3 |y) olmaktadir. |y') durumunu elde
etme olasiliginin maksimizasyonu yerel olasiliklarin maksimizasyonunu da gerekli kilar.
Bu da ii¢ adet kisitlama, det(/ — M:'Ml) =0, det(I — M;Mz) =0 ve det(l — M;M3) =0,

ortaya cikarir. Bu durumda
det(l —M{M))=0 = (1-a?—cH)(1—d})—cld?=0 (3.176)
olmak tizere, diizenlersek
C2
(1—al)(1 —d}) = = =€} (3.177)
elde edilir. Benzer sekilde det(/ — M;Mz) =0 ve det(/ — M3T M3) = 0 i¢in de hesaplarsak

CZ
(1—a3)(1—d3)=b3 = %ag (3.178)

C2
(1-a)(1-d5) = b3 = —2Fa3 (3.179)

olur. Boylelikle P olasiliginin maksimizasyonunda kullanilacak kisitlamalarin ii¢ tanesini
daha bulmus olduk. Geri kalan kisitlamalar1 da bulduktan sonra GHZ manipiilasyonuna
baglayabiliriz. Diger kisitlamalar i¢in |y’) durumu ile |GHZ) durumunu mukayese

edecegiz. |y') durumunun |GHZ) durumuna esit olabilmesi i¢in [100), ) ve [110)

terimlerinin katsayilari sifir olmalidir ve de |000) ve |111) terimlerinin katsayilari da

birbirine esit olmalidir. Bu durumda

Moararaz = Myddads

a1 Aada—AiefA A A
c1ef® = 2R, by =Fay, by=Fa3, m=m;=71 (3.180)

elde edilir ve olasilik degerimiz,
P =2A}dia3d3 (3.181)

olur. GHZ manipiilasyonu icin (3.173), (3.174), (3.177), (3.178), (3.179) ve (3.180) nolu
esitliklerde elde edilen kisitlamalar1 kullanarak (3.181) nolu esitlikte yer alan olasilik

degerini, P, maksimize edecegiz.

i) Ug kubit arasinda ikili dolaniklik yoksa; Cyg = Cac = Cpc = 0, elimizdeki durumun

kanonik formu

ly) = 20]000) + A4 [111), Ap > A4 (3.182)
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olarak elde edilir. Eger |y) durumu iizerinde herhangi bir kubite % |0) (O] + [1) (1|

operatoriinii etki ettirirsek maksimum olasilikla GHZ durumu elde edilir.

Prox=1—-vV1-—-7 (3.183)

ii) Eger ii¢ kubitten birinin diger kubitlerle ikili dolamiklig1 yoksa; Birinci kubit ikinci
ve liciincii kubit ile dolanik olmasin, Cap = Cac = 0, Cpc # 0. Bu durumda elimizdeki

durumun kanonik formu

|lw) = A0 ]000) + A, |100) + A4 |111) (3.184)
olur. Olasilik ise
Pux=1—V1—-1 (3.185)

olarak bulunur. Burada GHZ yogunlastirmas: sadece birinci parcaciga baghdir. Diger

bir ifadeyle ikinci ve iiciincii pargaciklarin GHZ yogunlastirmasina bir katkis1 yoktur. Bu

durumda
I max )Ll B max B max
My =Y 0) (0] — 2LV Imax gy g 4 ¥ D|, My=1I, My=1I (3.186

olrak bulunur.

iif) Sadece bir ¢ift arasinda dolaniklik yoksa; Birinci ve ikinci kubitler arasinda dolaniklik

olmasin, Cap = 0, Cac # 0 ve Cpc # 0. Bu durumda elimizdeki durumun kanonik formu
W) = A9[000) + A1 [100) + 245 [101) + A4 |111), 29> A4 (3.187)

olur.

Puax =1+ 21 (3.188)

CacCpc (1+ CacChc
VT VT
Burada acgiklanan yogunlastirma yonteminin en uygun yontem olup olmadigimi kontrol

etmek i¢in
P(lv) = ¥ piP(w) (3.189)

i

esitsizliginin her durumda, |y) durumunu p; olasikla |y;) durumuna doniistiiren yerel
operasyonlar i¢in, saglandiginin gosterilmesi yeterli olacaktir. (3.189) nolu esitsizliginin
sag tarafi birden fazla adimda GHZ durumunun elde edilme olasilig1 iken sol tarafi tek

adimda, OSBP, GHZ elde etme olasilig1 olmaktadir.

P(ly)) = p1P(Jy1)) + p2P([y2)) (3.190)
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Burada |y1) ve |y»), AiAl +A§A2 = [ olmak iizere,

A1 =ay|0) (0] +c1e™® [1) (0] +d; |1) (1]

Ay = a3 ]0) (0] + 26" 1) (0| + d |1) (1] (3.191)

POVM'’lerin birinci kubite uygulanmasiyla elde edilmektedir. Birinci kubite A ve Ay yi

uygularsak

1 . .
y) = ﬁ[%al 000) + (Agc1e™™ + A1e®d;)|100)

+Ady |101> + Azdy |110> + Aud |111>] (3.192)

1 . .
ly2) = E[ﬁoaz|000>+(%czela2+7tlel¢d2)|100)

Fady [101) + A3ds [110) + Agda | 111)] (3.193)

olur. Burada p; = (1//|A2.LAI~ ® L ® I |y) olmaktadir. Eger [piP(|y1)) + p2P(|y2))]yi
maksimize edersek, maksimum degerine P(|y;)) = 0 ya da P(|y,)) = 0 igin ulagtigi
goriilecektir. Bunun anlami ise, yukarida agiklanan OSBP’den daha yiiksek olasilikta

sonug veren bagka bir yontem tiretilemez.
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4. SONUC

Bu tezi N ® N saf durumlar arasindaki gegis ve ili¢ kubit saf durumun manipiilasyonu ve

yogunlastirilmast olarak iki boliime ayirabiliriz.

Ik olarak 2 ® 2 saf durumlar incelendi. 2 ® 2 durumlar icin dolanikligin azaldig1 ve
dolanikliin arttig1 durumlar ayri ayri ele alindi. Dolanikligin arttig1 durumlar arasindaki
gecis icin elde edilen yontem kuantum 1sinlama ve yogun kodlama siirecleri icin oldukca
onemlidir. Kuantum 1sinlama siirecinde paylasilan dolanik durum maksimal dolanik
durum degilse bilginin tamamen kaybolma ihtimali vardir. Gonderilmek istenilen bilginin
kaybolma ihtimalinden dolay1 paylasilan durum maksimal dolanik duruma doniistiiriiliir.
Ardindan bilgi gonderilir. Bdylelikle bilginin tamamen kaybolmasinin 6niine gecilmis
olunur. Bu ag¢idan az dolanik bir durumdan ¢ok dolanik bir duruma gegis i¢in elde edilen
yontem Onemli olmaktadir. Daha sonra sirastyla majorization sartinin saglandig1 3 ® 3 ve
4 ® 4 durumlar arasindaki gegisler incelendi. 3 ® 3 ve 4 ®4 durumlar arasindaki gecisler
icin sunulan yontem gegisin tek Ol¢iimde gerceklesmesi acisindan 6nemlidir. Bu gegisi
tek Olciim ile yapan bir yontem literatiirde bulunmamaktadir. Hemen ardindan 4 ® 4
durumlar icin elde edilen yontemden yararlanarak N ® N durumlar arasindaki ge¢is i¢in
gerekli protokol sunuldu. N ® N durumlar arasindaki ge¢is i¢in 2 ® 2 i¢in sunulan yontem
kullamildiginda gegis igin (N — 1) lgiim yapilir. Ote yandan 4 ® 4 durumlar igin sunulan

yontem kullanildi§inda gecis i¢in gerekli 6l¢iim sayist (N — 3) olmaktadir.

Daha sonra ii¢ kubit saf durumun manipiilasyonu ve yogunlastirilmasi incelendi. Ug kubit
saf durum i¢in genel bilgi verildikten sonra GHZ yogunlastirilmas: incelendi. Saf W
durumuyla yapilamayan bir¢cok kuantum bilgi islem siireci asimetrik W durumu ve GHZ
durumuyla yapilabilmektedir. GHZ durumunun elde edilmesi i¢in bir yontem Onerildi ve
bu yontem kullanilarak GHZ durum elde etme olasilig1 ve yapilmasi gereken Sl¢timler
tic kubit sisteminin degismezleri cinsinden bulundu. Dolayisiyla burada sunulan GHZ

manipiilasyonu onemli olmaktadir.
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