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OZET

LOGARITMIK KAYNAK TERIMLI DALGA DENKLEMLERIN
COZUMLERININ DAVRANISI

DOKTORA TEZI
Nazli IRKIL

DICLE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2021

Bu tezin ilk boélimunde hiperbolik tipten evoliisyon denklemlerin tarihsel gelisimi ile
ilgili bilgiler verilmistir. Ayrica bu denklemlerin gunliik hayatta ve fizikte kullanim alanlar ele
alinmustir.

Ikinci bélumde, logaritmik kaynak terime sahip problemlerle ile ilgili glinimize kadar
yapilan ¢alismalar ele alinmustir.

Ugtincii bolimde tez boyunca gerekli olan temel tanim, teorem, esitsizlikler, yontemler
ve denklem modellemeleri verilmistir.

Dérduinct boltim ise ti¢ kisimdan olusmustur. ilk kisimda dogrusal olmayan logaritmik
kaynak terim igeren Boussinesq denklem cozumlerinin global varligi, sonsuz zamanda
patlamas1 ve azalmasi elde edilmistir. ikinci kisimda ise logaritmik kaynak terime sahip
hiperbolik tipten p-Laplasyan denklem ¢ézumlerinin global varligs, iistel biiyiimesi ve azalmasi
elde edilmistir. Uciincii kisimda ise logaritmik kaynak terime sahip yiiksek mertebeden
Kirchhoff denklem sistemi ele alinarak sistemin ¢dziimlerinin global varligi ve azalmasi
caligilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Logaritmik kaynak terim, Boussinesq denklemi, p-Laplasyan denklemi,
Yiiksek mertebe Kirchhoff sistemi, Global varlik, Patlama, Enerji Azalmasi, Ustel bliytime.



ABSTRACT

BEHAVIOR OF SOLUTIONS OF WAVE EQUATIONS WITH LOGARITHMIC
SOURCE TERM

PHD THESIS
Nazli IRKIL

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2021

In the first chapter of this dissertation, according to available literature, the information
about the history of hyperbolic type evolution equations were given. Also, the applications of
this type problem in daily life and physics were discussed.

In the second chapter, the results of several studies related to hyperbolic type equations
with logarithmic source term were analyzed.

In the third chapter, the basic definition, theorem, inequalities, methods and equation
modeling which will be used in this dissertation were given.

The fourth chapter consists of three subsections. In the first subsection of the fourth
chapter, the global existence, blow up at infinity and decay results of the solutions for the
Boussinesq equation with the nonlinear logarithmic source term were obtained. In the second
subsection, global existence, exponential growth and decay of solutions for the p-Laplacian
equation with logarithmic source term were obtained. In the third subsection, the decay and
global existence of the solutions for higher order Kirchhoff system with logarithmic source term
were studied.

Keywords: Logarithmic source term, Boussinesq equation, p-Laplacian equation, Higher- order
Kirchoff system, Global existence, Blow up, Decay, Exponential growth.
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1. GIRIS

Bilimin amaglarindan biri de gergcek diinyay1 anlamaktir. Bu durumda problemi
matematige uyarlamak gerekir. Matematigin kendine has kurallar1 mevcuttur ve ¢ogun-
lukla eldeki probleme tam olarak uymaz. Bu amacla bir sistem matematiksel kavram
ve dil kullanilarak tanimlanir ve bu igleme modelleme denir. Matematik bu denklemle-
rin ¢oziilmesine de hizmet eder. Uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan problemlerin tek bir
denklem iizerinden modellemesi ¢ogu zaman miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle bu tarz
problemler birden ¢ok fonksiyon igceren diferansiyel, integral veya bunlarin birlesiminden
olusan integro-diferansiyel denklemlerin bir biitiinii olarak ele alinmaktadir. Bu model-
ler cogunlukla bilinmeyen fonksiyon ya da fonksiyonlarla bagimsiz degiskenleri ve bu
fonksiyonlarin tiirevini iceren bir denklem olarak modellenir ve bu tiir denklemlere di-
feransiyel denklem denir (Koklii 2018). Diferansiyel denklemler ilk olarak 17. yiizyilda
Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, Bernoulli kardegler Jakob ve Johann tarafin-
dan yapilan calismalarda ele alinmistir. Bu denklemler bahsettigimiz bilim adamlarinin
analizin yeni fikirlerini, gok cisimlerinin hareket yollarini ve siirtlinmesiz bir nesnenin
P noktasindan () noktasina hangi yol boyunca en kisa siirede alcalacagini ele alan bra-
kistokron egrisi gibi mekanigin bazi problemlerine uygulamalarinin bir sonucu olarak or-
taya ¢cikmislardir. Dogal yasamdaki temel siireglerin cogunlugu biiyiik 6l¢iide diferansiyel
denklemler iizerinden temellendirilebilir (Kelley ve Peterson 2010). Diferansiyel denklem
sistemleri; Elastikiyet teorisi (Ezechias 1988), Dinamik (Kant ve ark. 1990), Akiskanlar
mekanigi (Agarwal ve ark. 1990), Salinim problemleri (Pesterev ve Bergman 1997) gibi
konularda modelleme yapilmasi igin kullanilirken, Integro-Diferansiyel denklemler ise;
Elektromanyetik Teori (Bloom 1981), Biyoloji (Holmaker 1993), Termoelastikiyet (Ko-
peikin ve Shiskin 1984) gibi alanlarda kullanilmislardir.

Yaklasik 300 yildir diferansiyel denklemler bir¢cok bilimsel disiplindeki sorunlari
tanimlamak ve analiz etmek i¢in kullanilmiglardir. Bu denklemlerin ¢6ziimlerinin varli-
gin1 bulmak amaciyla analitigin modern tekniklerinin kullanimindan niimerik ¢oziimle-
rinin kullanimina kadar bircok teknigin gelistirilmesi i¢in matematikc¢iler yogun calis-
malar gerceklestirmislerdir. Ayrica, diferansiyel denklemlerle ilgili sorular matematikte
yeni alanlarin ortaya ¢ikmasini saglayip analiz, topoloji, cebir ve geometri gibi alanlar-
daki ilerlemeler ise genellikle diferansiyel denklemler i¢in yeni bakis agilar1 sundugundan

matematigin gelisiminde merkezi rol almiglardir (Kelley ve Peterson 2010).



1. GIRIS

Dalga denklemleri ise hiperbolik tipten evoliisyon denklemlerin en tipik 6rnegi
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Dalga bir boslukta yayilan veya bir ortamda bir kaynak
tarafindan olugturulan, enerjinin tasinmasini saglayan titresimin bir noktadan diger nok-
talara iletilmesine verilen isimdir. Simdi dalga denkleminin matematiksel modelini ele
alalim. 2 C R™ agik bir kiime olsun. u (z,t) : Q x [0,00) — R fonksiyonu Q x (0, 00)
da

Uy — Au =0, (1.1)

u(z,t) =0, (1.2)
u(x,0) = ug (z) ve u (z,0) = vy (x)

problemini saglasin. Burada x uzay degiskenlerinde A = Zn: 83—;% Laplace olarak goste-
rilir, ¢ zaman degiskenini ifade eder. (1.1) denklemi dalgaZ:dlenklemi olarak adlandirilir.
(g—; — A) operatorii siklikla ”[1” ile gosterilip d’ Alembert operatorii olarak ifade edilir.
n = 1 alindiginda (1.1) denklemi dis kuvvetin yoklugunda bir telin titresiminin model-
lemesini ifade eder. x € 0 — wu(x,t) grafidi zamana bagh olarak telin zamana bagl
konfigiirasyonunu ifade etmektedir. n = 2 oldugunda (1.1) denklemi elastik bir zarin tit-
resiminin modellemesidir. Daha genel olarak (1.1) modellemesi baz1 {2 C R" homojen
elastik ortamda dalganin yayilimin1 modellemektedir. (1.2) esitligi Dirichlet sinir sartidir
ve bu sinir sartlart Neumann veya farkli sinir sartlari ile degistirilebilir. (1.2) sart1 telin OS2
tizerinde sabit oldugu anlamina gelirken Neumann kosulu ile degistirildiginde ise telin ug
noktalarinda serbest oldugunu ifade eder (Brezis 2010).

Yukaridaki sekliyle bir diferansiyel denklem olarak modellenen dalgalarin ¢6-
ziimii teknolojik ve bilimsel ¢alismalarin gelismesinde ve insan yasaminin kolaylastiril-
masinda biiylik bir oneme sahiptir. Ancak dalga kavrami oldukca soyut bir kavramdir.
Her dalga hareketinin kendine 6zgii bir enerjisi vardir. Ornegin, elastik bir cisim iizerine
birakilan enerji elastik cisimde bir hareketlenme meydana getirir. Bu hareketlilik elastik
cismin hareketiymis gibi goriiniir ama bu olay elastik cismin iizerine birakilan enerjinin
taginmasidir. Bu da bize ortamin hareket etmedigini, en 6nemlisi dalgalarin enerjiyi tagidi-
g1 gosterir. Bu durum giin gectikce matematik ve fizik¢ilerin bu alana olan ilgisini daha
da artirmistir. Bunun sonucunda dalga denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmede kullanilan
bircok teknik ve metot gelistirilmistir (Yokus 2011, Liu 2003).

Diferansiyel denklemlerin klasik anlamda ¢6ziimiinii bulmak her zaman i¢in miim-
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kiin olmasa da denklemin 6nemine bagl olarak matematik¢iler denklem ¢oziimiiniin ni-
teliksel 6zellikleri ile ilgilenmislerdir. Ornegin; "Sistem bir ¢oziime sahip midir?", "Siste-
min belirli davraniglar1 kontrol edilebilir mi yoksa sistem stabil mi?" gibi sorular cevapla-
nabilirse denklemin ¢6ziimii bulunamazsa bile denklem hakkinda bilgi sahibi olmaya ola-
nak saglayacaktir. Bu nedenle denklemlerin ¢6ziimlerinin varligi, tekligi, kararlilidi, pat-
lamasi, sinirliligr gibi 6zelliklerinin analizi niimerik ¢éziimlerin bilinmesi kadar 6nemli
ve faydalidir. Ayrica niimerik ¢oziimler i¢in sayisal bir yaklasim olusturulurken ¢6ziimiin
varliginin ve tekliginin kontrol edilmesi de gerekmektedir. Bunun sonucunda hiperbolik
tipten dogrusal olmayan denklemlerin ¢éziimlerinin global varlig1, azalmasi ve patlamasi
ile ilgili son donemlerde birgok calisma yapilmistir. Ornegin, lokal varlik teoreminin agik-
lanmasinda temel yontem L? normlari i¢in tahminler yapilmasim saglayan enerji denk-
lemleridir. Bu yontemler ¢6ziimlerin azalmasinin gosterildigi durumlar hari¢, ¢6ziimlerin
uzun zaman davraniglarini gostermekte yetersiz kalmiglardir. Bu analizin yapilmasi i¢in
de farkli metotlar gelistirilmigtir (Liu 2003).

Gelistirilen metotlarda enerjinin korunumu dalga denklemi ile ilgili temel ku-
rallardan biri oldugundan kullanilan metotlarda enerji denklemine ihtiya¢ duyulmakta-
dir. Dalga denklemlerinde enerji denklemini bulmak ic¢in genellikle kullanilan bir yon-
temi ele alalim. p ve 7' sabit olmak iizere sonsuz uzunlukta bir teli ele alalim. Boylece
—00 < x < oo olmak lizere puy = T'u,, olarak dalga denklemini yazabiliriz. Fizik-

ten kinetik enejinin %va olarak ifade edildigini biliyoruz. Bizim denklemimizde kinetik

enerji
1 2
KE = ol u;dx (1.3)

olarak alinmigtir. ug (x) ve vy (x) baslangi¢ kosullar olmak iizere integralin yakinsak ol-
dugunu garanti etmek i¢gin |x| < R aralig1 disinda var olmadiini kabul edelim. Bu kabul-
den u (x,t) ¢oziimii |x| < R+ ct igin yok olur. Kinetik enerji diferansiyellenirse, integral

altinda tiireve gecis saglanabilir boylece

o0

dKFE
- p / Ul AT (1.4)
olarak elde edilir. Dalga denkleminden u;; = T2z yerine yazilir ve kismi integrasyon

p
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alinirsa - -

dKFE

T =T / WpUgedr = Tugu, — T / Up U AT (1.5
esitlifi elde edilir. T'wsu, terimi x = 400 ve z = —oo de degerlendirilirse terim yok

olur. Ancak ikinci terim uiu, = (ju2), olarak ifade edilebilir. Bu ifade (1.5) te yerine

yazilirsa
dKFE d 1
—— =—— [ ZTud
dt at | 27"
olarak elde edilir. Potansiyel enerji
17
PE = §T uzdx
ve toplam enerji
E=KFE+PE
olsun. Boylece
dKE  dPE
a — dt
veya
dE
B
dt
oldugu aciktir. Boylece ¢ den bagimsiz
1 2 2
E = 3 (put + Tux) dz

toplam enerjisi elde edilir (Strauss 2008).
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2. ONCEKI CALISMALAR

Miihendislik ve fizikte bazi olaylarin modellemesinin sonucunda logaritmik kay-
nak terime sahip denklemler elde edilmistir (Bialynicki-Birula ve Mycielski 1975, 1976).
Son donemlerde bu alanda calismalar yapilmis olmasina ragmen literatiirde hala ¢ok sa-
yida agik problem bulunmaktadir. Bu nedenle tezimizde logaritmik kaynak terime sahip
denklem ve denklem sistemlerini ele aldik. Tezimizin dordiincii boliimii daha once ¢ali-

stlmamis 6zgiin problemlerden olugsmaktadir. Dordiincii boliimiin ilk kisminda

k
Ut — Ugy — Ugztt + Uy zratt + Urzrx _I' Urrrrre + <uz IOg |ux| ) = O
T

logaritmik kaynak terime sahip altinc1 mertebeden Boussinesq denklemini ele aldik.

Ikinci kisimda ise
uy — div (|Vul’? Va) + [ul " u + uy = [uf’ > uln|ul

logartimik kaynak terimli p-Laplasyan denkleminin ¢6ziimlerinin davranigini ¢alistik.

En son kisimda ise

e+ M (| D7l + [ D720]2) (— )™ w— Aety + "2y = [uf’ 2 uln Ju
v+ M (ID7ul® + | D20) (=0)7 0 = Av + 2, = o2 vn o

logaritmik kaynak terime sahip yiiksek mertebeden Kirchhoff denklem sisteminin ¢6ziim-
lerinin davranigin inceledik.

Literatiir taramasina logaritmik kaynak terime sahip denklemlerle ilgili yapilan
calismalarla basladik. 1975 yilinda Bialynicki-Birula ve Mycielski tarafindan kuantum
teorisi ile mikro diinyadan makro diinyaya geciste tutarl sartlar ortaya koymak amaglan-
mustir. Buna bagl olarak logaritmik terime sahip dogrusal olmayan Schrodinger denkle-
minin atom fizigine uygulanabilecegi 6nerilmistir. Logaritmik kaynak terime sahip dogru-
sal olmayan Schrédinger denkleminin Gauss formunun soliton benzeri kararl ¢oziimlere
sahip oldugu goriilmiistiir. Bunun sonucunda logaritmik kaynak terime sahip denklemler
kuantum mekanigi, niikleer fizik, enflasyon kozmolojisi, optik ve siipersimetrik alan te-
orileri gibi fizigin bir¢ok farkli alaninda ortaya ¢ikmistir (Bialynicki-Birula ve Mycielski
1975, 1976, Barrow ve Parsons 1995, Enqvist 1998, Zloshchastiev 2010, Yan ve Yang
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2018). Bu tiir dogrusal olmayan kaynak terimler, rolativistik olmayan dalga denklemle-
rinde harici bir elektromanyetik alanda donerek hareket eden pargaciklart ifade ederken
rolativistik dalga denklemlerinde donmeyen parcaciklari tanimlamak icin kullanilmigtir
(Hu ve Yin 1995). Fizikte temelde yatan tiim bu 6zgiil anlamla birlikte, logaritmik kay-
nak terime sahip evoliisyon denklem probleminin global ¢oziimlerinin iyi konumlulugu
matematikcilerinde dikkatini cekmigtir.

Bialynicki-Birula ve Mycielski (1975, 1976), [a, b] x (0, T") araliginda, € dogrusal

olmayan kaynak terimin ol¢limiiniin parametresi olmak tizere
utt—um—i-u—auln]u|2:o 2.1)

denklemini elde ettiler. Ayrica, Vladimirov ve Volovich (2004), Gorka ve ark. (2010,
2011) calismlarinda p-adic string denkleminde p nin limiti 1 e giderken (2.1) denkle-
minin elde edilebilecegini ortaya koydular. Gorka (2009) baz1 kompaktlik 6zelliklerini
kullanarak

(o, u1) € Hy (Q) x L* ([a, b])

baglangic-sinir kogullar1 altinda (2.1) problemi i¢in zayif ¢éziimlerin global varliginm elde
etti. Bartkowski ve Gorka (2008), [a, b] kapali araligin1 R kiimesine genisleterek sinir gart-
lar1 olmadan (2.1) denkleminin zayif ¢éziimlerinin global varligini ve klasik ¢éziimlerini
calistilar.

Cazenave ve Haraux (1980), R® te
uy — Au = uln|ul® (2.2)

denklemini ele aldilar ve Cauchy probleminin ¢éziimlerinin varlik ve tekligini elde etti-
ler. Ma ve Fang (2018), (2.2) denklemini gii¢lii soniim (damping) terimle ele aldi. Giiglii
sontim terimle logaritmik kaynak terim arasindaki etkilesimi inceleyerek ¢oziimlerin var-
l1igin1 ve azalmasim calistilar. Lian ve Xu (2019), gii¢clii ve zayif soniim terimle (2.2)
denkleminin ¢6ztimlerinin lokal varhigini, £ (0) < d ve £ (0) = d sartlar1 altinda glo-
bal varligini, asimptotik davranigim1 ve patlamasim gosterdiler. Giiglii soniim terim yok-
lugunda denklemin pozitif baglangi¢ enerjisi sart1 altinda ¢oziimlerinin patlamasini elde

ettiler.
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Hiramatsu ve ark. (2010) @)-ball dinamigini teorik fizikte ele almak ve numerik

calismalar yapmak icin
Uy — A4 u+ uy + [u]*u = uln|u) (2.3)

modelini elde ettiler. Bu tip denklemler fizigin optik, jeofizik ve niikleer fizik gibi bircok
alaninda kullanilmaktadir (Buljan 2003, Martino 2003, Vladimirov ve Volovich 2004).
Ancak, problem icin teorik bir analiz bulunmuyordu. Han (2013), R? te (2.3) denkleminin
tek boyutlu formunun

(ug,uy) € Hy () x L ()

baslangic-sinir kosullari i¢in zayif ¢oziimlerinin global varligin1 Galerkin metodunu kul-
lanarak calisti. Zhang ve ark. (2015), (2.3) denkleminin c¢oziimlerinin azalmasini elde
ettiler. Al-Gharabli ve Messaoudi (2017), (2.3) denkleminde —Awu terimi yerine A%u te-
rimi ile denklemin ¢6ziimlerinin varligini ve azalmasini ¢alistilar. Hu ve ark. (2019), (2.3)
denklemini |u|2 u terimi olmadan ele alarak ¢oziimlerinin biiyiimesini ve azalmasini in-
celediler.

Pigkin ve Irkil (2019¢),
Uy — Au + A%u 4wy = kuln |ul 2.4)

denkleminin ¢oziimlerinin lokal varligini, global varligin1 ve azalmasini incelediler.

Pigkin ve Caligir (2020),
Uy + A%u + A%uy = 2uln |ul (2.5)

denkleminin ¢6ziimlerinin azalmasini ve patlamasini ¢alistilar.

Di ve ark. (2020),
Uy — Au— Ay = |ul’ > uln |u) (2.5)

denkleminin ¢oziimlerinin varligini, tekligini, azalmasini caligtilar. Ayrica ¢oziimlerin

sonlu patlamasi i¢in iist ve alt sinir1 belirlediler.
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2.1. Boussinesq Denklemi

1830 larda s1§ sularda kiigiik ve sonlu genlige sahip su dalgalari ele alinan 6nemli
bir konuydu. Miihendis John Scott Russell kanal boyunca atlarla ¢ekilen bir botu izlerken
stirekli bir formda ve kanal boyunca uzun mesafeler kat eden dalgalarin bozulma ve tiir-
biilansa kars1 dagilmadan durabilmesini saglayan en iyi ortamin nasil olmas1 gerektigini
anlamaya calisiyordu. Bot durmaya calistiinda suyun calkantisi ile seklini kaybetmeyen
sabit bir hizda oldugu fark edilen bir dalga botun 6n taraflarinda ortaya c¢ikti. Bu dalga-
lar1 at sirtinda kanalda gézden kaybolana kadar en fazla iki mil kadar takip etti ve dalga
hizinin saatte en fazla sekiz mil oldugunu hesapladi. Russell kendi laboratuarinda deney-
sel olarak bu tip dalgalar iiretmeye ¢alisti. ¢ solitonlarin hizi, ~y suyun derinligi ve H

dalganin su seviyesinin iizerindeki maksimum yiiksekligi ifade etmek iizere

c—\/_(1+2—h0)

deneysel formiiliinii buldu (Russell 1844). Bu calisma sonraki donemlerde dogrusal ol-
mayan kismi diferansiyel denklemlerin gelismesini hizlandirdi.
Boussinesq (1872) tarafindan si1g su yiizeyinde kiiciik genlikli uzun dalgalarin

yayilmasini tanimlamak icin

Utt — Ugg + PWUzgzs = S (UZ)MC (211)

klasik Boussinesq denklemini matematiksel olarak modellemistir. Burada p ve s su dalga-
sinin derinligine ve 6zgiil hizina bagli sabitlerdir. Bu denklemler, soliton ad1 verilen 6zel
hareketli dalga ¢oziimlerine sahiptir. Boussinesq teorisi, Scott-Russell tarafindan kegsfedi-
len ve 1830 larda bildirilen solitonlar hakkinda tatmin edici bir bilimsel a¢ciklama sunan ilk
teoriydi. (2.1.1) denklemi dogrusal olmayan kirisler, dogrusal olmayan teldeki kiigiik sali-
nimlar ve diizgiin bir dikdortgen kanalda viskozitesi yiiksek bir sividaki girdapsiz akiglar
gibi bircok matematiksel ve fiziksel olay1 tanimlamak icinde kullanilabilmistir (Linares
1993). Ayrica, Boussinesq (1872) yayinlanan makalesinde Lyapunov fonksiyoneli kulla-
nilmasi fikrini savundu ve bunun tekil dalgalarin kararliligiyla baglantili oldugunu iddia
etti. Klasik Boussinesq denkleminin global varliginin yoklugu Levine ve Sleeman (1985)
tarafindan ele alindi.Boussinesq orijinal denklemi su yiizeyindeki kiigiik genlikli diizlem-

sel uzun dalgalar icin tek matematiksel model degildir. Bagimli degiskenlerin sayisinin
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farkli se¢imleri ve alt indislerin sirasinin degistirilmesiyle tiimii ayn1 bicimsel gegerli-
lige sahip olan denklemler elde edilebilir. Bu modellerin tiimii, lineersizlik ve dagilmanin
kiictik etkilerini hesaba katan dogrusal dalga denkleminin pertiirbasyonlaridir (Bona ve

Sachs 1988). Bu denklemlerden bir tanesi

Ut — Ugg — Uggit = (Uz)xx (2.1.2)

Genellestirilmis Boussinesq denklemdir. Kalantarov ve Ladyzhenskaya (1978), Liu (1996),
Dé Godefroy (1998), Yang ve Wang (2003) calismalarinda Genellestirilmis Boussinesq
denklemlerin ¢éziimlerinin patlamasin elde ettiler.

Daripa (2006)
U — Ugy — a(UQ)xx q: QUgrgr — €2auxx:ccﬁasx - O (213)

s1g su dalgalarinin iki yonlii yayilmasint modelleyen yiiksek merteden Boussinesq denk-
lemini elde etti.

Esfahani ve ark. (2012)

Utt — Ugy — /Bux;m’x — Uzgzrzr = (|u|a u)a:x (214)

altinct mertebeden Boussinesq denkleminin ¢oziimlerinin global varligi ve patlamasini
caligtilar. Sonra Wang ve Esfahani (2014), ayn1 denklemin lokal varligini elde ettiler.
Wang (2016)

Ut — Uggtt — Uz + ﬁux:m:x — Uggzpar — TUgpt = (f (u)):m: (215)

denkleminin global ¢oziimlerinin varligim1 ve asimptotik davranisimi ¢alistilar. Polat ve
Pigkin (2012), Styyy, terimi olmadan (2.1.5) denkleminin global varligini ve ¢éziimleri-
nin azalmasini ¢alistilar. Pigkin (2013b) denklemin ¢oziimlerinin patlamasini genellesti-
rilmis konkavlik metodunu kullanarak inceledi.

Logaritmik KdV denklemi

Ut + Uggy + (uln ful),, =0 (2.1.6)
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olarak elde edilmistir. Logaritmik KdV denklemi, Hertz etkilesim kuvvetleri ile harmo-
nik olmayan atom zincirlerdeki solitonlart modellemek i¢in kullanilmaktadir (Chatterjee
1999, James ve Pelinovsky 2014).

Wazwaz (2015) Genellestirilmis Boussinesq denklemi ile logaritmik KdV denk-

leminin birlesimi olan logaritmik Boussinesq denklemini (log-BE)

Ut — e + Uggas + (u log |u]k> — 0 2.1.7)

Tx

seklinde ele aldi. Daha sonra Hu ve ark. (2017), (2.1.7) denkleminin ¢dziimlerinin global
varligini ve ¢oziimlerin iistel bilylimesini ¢aligtilar.

Hu ve Zhang (2016) ise

Ut — Ugy — Uttzg + Uzgzs T <U 10g |U|k> =0 (218)

Trr

baglangic sinir problemini ele aldilar. (2.1.8) denkleminin ¢dziimlerinin lokal varligini Lo-
garitmik Sobolev esitsizligini ve potansiyel kuyu metodunu kullanarak calistilar. Ayrica
denklemin ¢oziimlerinin azalmasini ve iistel biiylimesini gosterdiler.

Bu caligmalardan esinlenerek tezin dordiincii boliimiiniin ilk kisminda altinci
mertebeden logaritmik kaynak terime sahip baslangic-sinir probleminin ¢éziimlerinin glo-
bal varligini, ¢oziimlerin sonsuz zaman patlamasini ve ¢oziimlerin azalmasini calistik

(Piskin ve Irkil 2019a).

2.2 p-Laplasyan Denklemi

I1k olarak dogrusal olmayan operatdr iceren
0
i=1 ¢

denkleminin global varlig1 ve asimptotik davranigini tek boyutlu uzayda ve diizgiin si-
nirh €2 bolgede Greenberg ve ark. (1968) tarafindan ele alinmigtir. Ang ve Dinh (1988),
(2.2.1) denkleminin dogrusal olmayan Voight modeline uyan bir viskoelastik ¢cubugun
uzunlamasina hareketini yoneten alan denklemi olarak ele alinabileceg8ini ortaya koydu-
lar. Tsutsumi (1971), Yamada (1980), Biazutti (1995), Nakao (1995) bu denklemle ilgili

caligmalar ortaya koydular.

10
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Psedo p-Laplasyan

ou
(9:1:1»

"9
—Ayu = —; oz,

(

esitligi cesitli monoton yar siirekli operatorler i¢in bir model olarak kullanilmigtir (Li-

p—2
0
a;”' ) (2.2.2)

ons 1969, Visik 1963). Matematiksel agidan ilgi ¢ekici olmasinin yani sira, p-Laplasyan
operatoriiniin ¢alismasi, hem p > 2 durumu (dilatant sivilar) hem de durum 1 < p < 2
(Psedoplastik sivilar) i¢cin Newtonian olmayan akigkanlar teorisinde de dnemlidir (Asta-
rita ve Marrucci 1974).

Zhijian (2002) tarafindan
we =3 () — Dy 4 F ) = g ()
—1 a%z ‘

denkleminin ¢oziimlerinin varlig1 ve asimptotik davranisi ¢alisildi. Daha sonra Messaoudi

(2005) tarafindan bu sonuclar genisletildi. Messaoudi (2005)
uy — div (|Vu|™ Vu) — Auy + a |ug|* uy = b |[ul’ u (2.2.3)

denklemini ele aldi. m, a, b, « sabitleri i¢in uygun sartlar belirleyerek coziimlerin azal-
masint ¢aligti. Sonra, Wu ve Xue (2013), (2.2.3) probleminin ¢dziimlerinin azalmasini
caligtilar. Ayrica, Pigkin (2015) ayn1 problem i¢in Nakao esitsizligini kullanarak ¢6ziim-
lerin iistel ve polinomal azalmasin elde etti.

Bilgin ve Kalantarov (2013)
uy — V [ (oot |Vu|m72) Vu| — bAu; = g (2, t,u, Vu) + luP~% u (2.2.4)

denklemini ele almistir. Bu denklemin p > m > 2, a9 > 0, ,b > 0ve V (z,t) € Qx RT,

u € R, p € R" olmak lizere
9t V)] < 24 (172 + )

sartlar1 altinda sonlu zamanda patlamasini ¢aligtilar.

Logaritmik kaynak terime sahip parabolik denklemler ise son donemlerde mate-

11
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matikgiler tarafindan ¢aligilmistir. Chen ve Tian (2015)
uy — Au— Auy = ulnu (2.2.5)

denkleminin ¢oziimlerinin biiylimesini ispatladilar.
Ayrica, Le ve Le (2017) p > 2 i¢in ¢oziimlerin global varligini, patlamasim ve

azalmasini gosterdiler. Cao ve Liu (2018), 1 < p < 2i¢in
w, — div (|Vul" " Vu) — Aug = [ul"> uln |ul (2.2.6)

denkleminin global sinirliligini ve patlamasini kanitladilar.

Xu ve ark. (2019)

m—2

NG,
Ay — Ay — — (|ug, z) =ul
uy + Au u izla%ﬂul Uy;) =ulnu
denkleminin ¢oziimlerinin lokal varli8i, global varligi ve patlamasini calistilar.

Pigkin ve Irkil (2019b)
uy — div (\Vu\p_Q Vu) — Au+ uy = uln |ul

denkleminin lokal varligin1 gosterdiler.

Literatiir incelendiginde daha once hiperbolik tipten logaritmik kaynak terime
sahip p-Laplasyan denklemlerle ilgili calismalarin yeterli olmadigini tespit ettik. Bu du-
rumun verdigi motivasyonla dordiincii boliimiin ikinci kisminda logaritmik kaynak terime
sahip hiperbolik tipten p-Laplasyan baglangi¢-sinir probleminin ¢oziimlerinin global var-
181, biiytimesi ve azalmasini ele aldik (Pigkin ve ark. 2021).

2.3 Kirchhoff Denklemi

Lokal veya lokal olmayan biikiilme sertligi ile gerilmis ipin enine salinimlarini
tanimlamak i¢in Kirchhoff modeli iizerinde arastirma yapan cok sayida ¢alisma bulun-
maktadir (Woinowsky- Krieger 1950). Kirchhoff modeli mekanik, elastik teorisi ve ma-
tematiksel fizigin diger alanlarindaki bircok uygulama icin 6nem arz eden bir modeldir

(Ames 1965). Ozellikle

uy — M (HVuH2) Au+ g (u) = f(u) (2.3.1)

12
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formundaki Kirchhoff tipi denklemler iizerine bir¢ok ¢alisma yapilmustir. g (u;) fonksiyo-
nunun zay1f soniimlii, giiclii sontimlii ve dogrusal olmayan soniimlii durumlari i¢in (2.3.1)
denkleminin ¢6ziimlerinin global varlig1 ve bazi davraniglari matematikgiler tarafindan ele
alinmagtir. Dickey (1970), De Brito ve Hale (1982), Ikehata (1995), Matsuyama ve Ike-
hata (1996), Ono (1997), Cavalcanti ve ark. (1999), Santos ve ark. (2003), Yang (2011),
Li ve ark. (2012), Pigkin ve Polat (2013) bu denklemin farkli 6zelliklerini ¢alismiglardir.

Giliniimiizde caligmalar, logaritmik kaynak terimli Kirchhoff denklem sinifinin
coziimlerinin analizi konusunda yogunlagsmistir. Literatiirii inceledigimizde logaritmik
kaynak terime sahip Kirchhoff denklem ailesinin farkli 6zelliklerinin ¢alisildigini gordiik.
Bu denklem tipi ile ilgili caligma yapan yazarlardan bazilar1 Boulaaras ve ark. (2019a,
2019b), Yang (2019), Zeng ve ark. (2020), Cordeiro (2021) dur.

Boulaaras ve ark. (2019b) QQ C R"™, v > 2, k, &, & ve o pozitif sabitler, p > 0

ve h viskoelastik terim olmak iizere

|uel” wgy — Augy + /h (t—s)A(s)ds

r- (50 +& HVU||i2(Q) +0(Vu, vut)L?(Q)) Aug

= wlu|"? In|ul*

denkleminin ¢oziimlerinin azalmasin ¢alistilar.

Yang ve ark. (2019) M (s) = o+ 8s7,v > 0, @ > 1, § > 0 sartlar1 altinda
uy — M (||Vu||2) Au A+ |ug P uy — Ay = o n |u) (2.3.2)

denklemini ortaya koydular. Denklemin ¢oziimlerinin sonlu zamanda patlamasini ¢aligti-
lar.
Yiiksek mertebeden Kirchhoff denklemi, Kirchhoff denkleminin genellestirilmis

formu olarak ele alinmaktadir. Gao ve ark. (2011),

g — M / V™ ul dz | (=A)" u+ JuP "y = |u] " (2.3.3)

Q

yiikksek mertebeden Kirchhoff denklemini ele aldilar. Denklemin ¢oziimlerinin lokal var-

ligin1 ve r > p sart1 altinda ¢6ziimlerinin patlamasim caligtilar. M (s) = s” ve m > 1

13
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sartlar1 altinda (2.3.3) denkleminin global varligi, ¢éziimlerinin patlamasi, ¢oziimlerinin
azalmas gibi farkl 6zellikleri Li (2004), Messaoudi ve Houari (2007), Ye (2013), Piskin
ve Polat (2013), Sun ve ark. (2016), Lin ve Yang (2020) tarafindan ele alinmistir.

Park ve Bae (1998)

e+ M ([D™al® + [ D720]*) (=2)™ wt an fue|™ up = fi (u,0)

2.3.4)
vy + M (| D™u||* + || D™20]P) (=A)™ v + ag v TP v = fo (u,0)

denklem sistemini ele alarak sistemin c¢oziimlerinin varligim1 ve c¢oziimlerin asimptotik
davranisinm calistilar.
Sonra, Pigkin (2014), m > 1 dogal say1, p;q > 1 reel sayilar ve M (s) = p; +

BasY, v >0, By = B = 1 olmak iizere

vf3

i+ M (({ )(—A) u‘ dm) (=A™t gy = fi ()

- (2.3.5)
v+ M (f |(=2)% 4| dx) (=)™ 0 + o v = fa (u,0)
Q
denklem sisteminin ¢dziimlerinin patlamasini ¢alisti.
Ye (2015)
e (1Dl 4 ID720) (2™ 0= A+l = )

v+ (D™ ]]” + |D™20]) (=2)"™ 0 = Avg + alo|* " v = fo (u,0)

sistemini ele ald1 ve ¢oziimlerin global varligini ve azalmasimt Hjy™ (Q2) x H{™ (2) uza-
ymmda M (s) = a+ 57,7y > 0, > 1,8 > 0ve ¢ > 2,a > 0 sartlar ile ispatladi. Pey-
ravi (2017) calismasinda ayn1 sistemin pozitif baslangi¢ enerjisi i¢in ¢éziimlerinin sonlu
bir zamanda sonsuza gittigini ispatladi. Ye (2017) ¢caligmasinda (2.3.6) denklem sistemini
giiclii soniim terim olmadan ele alarak ¢oziimlerinin global yoklugunu pozitif baslangi¢
enerjisi i¢in calisti.

Wang ve ark. (2019) M (s) = a+ 8s7,v >0, > 1,5 > 0ve k > 27+ 2 iken

w+ M ([Vul® + [ Vo)) A+, = uf* 2 ulnul

. i . (2.3.7)
v + M (|[Vul]” + [ Vol|) Av+ v, = o] vin o]

zay1f soniim terime ve logaritmik kaynak terime sahip hiperbolik tipten denklem sistemini

14
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ele aldilar. Denklem sisteminin ¢oziimlerinin global varligini ve sonlu zaman patlamasin
farklr sartlar altinda konkavlik metodunu ve potansiyel kuyu metodunu kullanarak goster-
diler.

Bu tez ¢alismasinin dordiincii boliimiiniin son kisminda logaritmik kaynak terime
sahip yliksek mertebeden Kirchhoff tipli denklem sisteminin ¢éziimlerinin global varligi
ve ¢oziimlerinin azalmasi icin gerekli sartlart belirleyerek ispatladik (Irkil ve Piskin bas-

kida).

15
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3. MATERYAL VE METOT

Bu béliimde, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz ile ilgili baz1 temel
kavramlar verilecektir. Daha sonra Lebesgue uzayi, Sobolev uzayi, bazi onemli esitlik
ve esitsizlikler, ¢oziimlerin varligi, azalmasi, biiylimesi ile ilgili bazi1 lemmalara, Loga-
ritmik denklemin ve Kirchhoff denkleminin matematiksel modellemisine yer verilecektir
[Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011, Evans 1998, Jain 1986, Kesavan 1989, Pigkin
2013a, Pigkin 2017, Polat 2005].

3.1. Yakinsamalar

Tanmim 3.1.1. (x,,), (X, ||.||) normlu uzayna ait bir dizi olmak iizere, her ¢ > 0
icin n,m > N oldugunda ||z, — z,,|| < € olacak sekilde bir N dogal sayisi varsa ()

dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamim 3.1.2. (z,,), (X, ||.||) normlu uzayinda bir dizi olsun.
lim ||z, —z|| =0
n— o0

olacak sekilde bir z € X varsa (z,,) dizisine yakinsaktir denir ve x,, — x ile gosterilir.

Tanim 3.1.3. Bir X normlu uzayinda her Cauchy dizisi X uzayinin bir elemanina
yakinsiyor ise bu uzaya tam uzay denir. (X, ||.||) uzay: tam ise bu uzaya Banach uzay:

denir.

Tamm 3.1.4. X vektor uzay tizerinde ||. ||, ve |||, seklinde tanimlanmug iki norm

almsm. M > 0, N > 0 sabitleri i¢in
M|zl < l=lly < N[llly

esitsizligi X uzayimndaki her x noktasi igin saglaniyorsa, ||.||; ve |.||, normlarina denk
normlar denir.

Sonlu boyutlu normlu (veya vektor) uzaylarda tanimlanan tiim normlar denktir.
Dolayisiyla sonlu boyutlu normlu uzaylarda tanimlanan tiim normlar o uzay iizerinde ayni

topolojiyi tanimlarlar; 6rnegin X normlu uzayindaki bir (z,,) dizisi ||.|[,(]|.||,) normuna

17
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gore yakinsak, sinirli veya Cauchy dizisi ise, ||.||,(||.||,) normuna gore de yakinsak, sinirls

veya Cauchy dizisidir.

Tanmmm 3.1.5. Normlu bir uzay olan bir i¢ ¢arpim uzay1 bir Banach uzay1 ise
bu uzaya Hilbert uzay: denir. Baska bir ifadeyle, bir i¢ carpim uzayindaki her Cauchy

dizisinin bu uzayin bir 6gesine yakinsak olmasi halinde bu uzaya Hilbert uzay: denir.

Tanmm 3.1.6. X bir normlu uzay olsun. X iizerindeki tiim sinirli dogrusal fonk-

siyonellerin kiimesi X uzayinin dual uzayim olusturur. X’ veya X* ile gosterilen bu uzay

|/ ()]

zexaz0 [|7] x

1Al =

< 00

normuyla bir Banach uzayidir.

Tanim 3.1.7.(z,,) , X normlu uzayna ait bir dizi olsun.
Tim |z, — 2] x =0

olacak sekilde bir z € X varsa (x,,) dizisine giiclii yakinsak dizi denir ve bu yakinsama

xn, — x olarak gosterilir.

Tamim 3.1.8. X normlu uzayinda bir dizi (z,,) olsun. Her f € X’ i¢in

lim f (x,) — f(x)

n—oo

olacak sekilde bir z € X varsa (z,,) dizisine zayif yakinsak dizi denir. Bu yakinsama

T, — T veya x, — x ile gosterilir.

Tamim 3.1.9. (f,,), X normlu uzayi iizerinde sinirli dogrusal fonksiyonellerin bir

dizisi olsun. Bu durumda

[fn = fIl =0

olacak sekilde bir f € X’ varsa (f,,) dizisine giiclii yakinsaktir denir. f,, — f seklinde
yazilir.
(b) her z € X i¢in
falz) = f (2)

18
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olacak sekilde bir f € X' varsa ( f,,) dizisine zayyf* yakinsaktir denir. f, Z f seklinde

yazilir.

3.2. Lebesgue Uzay1
Tanmm 3.2.1. 2, R" de bir bolge ve p pozitif gercel say1 olsun. {2 bolgesinde

taniml1 biitiin Sl¢iilebilir v fonksiyonlar sinifina asagidaki kosul altinda

/|u(x)|pdx < oo

LP () uzay: denir. Bu uzay bir vektor uzayidir. 1 < p < oo olmak iizere bu uzay

falliray = | [ Tu (@) da
Q

normu ile bir Banach uzayidir.

1/p

Teorem 3.2.2 (Monoton Yakinsaklik Teoremi). { f,,} negatif olmayan ol¢iilebi-

lir fonksiyonlarin artan bir dizisi ve f = lim f,, olsun. Bu durumda
n—oo

/ f= lim fn
n—oo
olur.

Sonug 3.2.3. {u,} negatif olmayan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin artan bir dizisi ve

[1-5

= > u, olsun. Boylece

n=1

dir.

Teorem 3.2.4 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi). g, (2 iizerinde integral-
lenebilir fonksiyon ve {f,}, 2 kiimesi iizerinde |f,,| < ¢ kosulunu saglayan 6l¢iilebilir

fonksiyonlar dizisi olsun. Eger hemen hemen her yerde f = lim f,, ise
n—o0

fr=tm [0
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dir.

Tanim 3.2.5. 2 bolgesinde olgiilebilir bir v fonksiyonu i¢in hemen hemen her
yerde |u (x)| < K olacak sekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen sinir-
lidir denir. Boyle K larin en biiyiik alt sinirina da |«| nin €2 bolgesindeki esas (essential)
supremumu denir ve ess sup ile gosterilir. €2 bolgesinde hemen hemen sinirli u fonksi-

e
yonlariyla tanimlanan uzaya L () uzayt denir. L> (£2) uzay1

[l oo ) = €55 5up |u ()]
e

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.2.6. X' ve Y normlu uzaylar olsun. Eger
(1) X, Y nin bir alt uzayi,
(i) Her x € X icin X den Y ye /x = x ile tamimlanan / birim operatorii siirekli ise,
X uzay1 Y uzayma gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir. / birim operatorii dogrusal
oldugundan (ii) kosulu

Melly < Mlally, weX

olacak sekilde bir /M > 0 sabitinin varlifina denktir.

Tanim 3.2.7. vol () = [, 1dz ve 1 < p < ¢ < oo olsun. Eger u € L7 (Q) ise o

zaman u € LP (Q) dir ve
lull, < (ol (€2))"/P=D Juf,

olur. Bu nedenle

L1(Q) — LP(Q)
gomiilmesi gecerlidir.

Tamm 3.2.8. —oo < a < b < oo olsun. |ju (.)||y € L* (a,b) kosulunu saglayan

(a,b) araligindan X uzayina tanimlanmig 6l¢iilebilir u fonksiyonlari uzayina L? (a, b; X)
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uzayt denir. L? (a, b; X) uzay1

1/
(@ ar) ™, 1<p<o

esssupllu (Bl p=oc
te(a,b)

HUHLP(a,b;X) =

normu ile bir Banach uzayidir.
Benzer sekilde a < ¢ < d < b olmak iizere her bir ¢, d igin v € L? (¢, d; X) ise,

ozaman u € LP? (a,b; X) yazilir ve p = 1 i¢in u lokal integrallenebilirdir denir.

Tamim 3.2.9. Her t € [0, 7 i¢in [0, 7] den X uzaymna tanimlanmig ve m. merte-
beden tiirevleri siirekli olan u fonksiyonlari uzayma C™ ([0, T'] ; X) uzay: denir. C™ ([0, 1] ; X)
uzay1

| vy = max sup |[[D%u(t
lenori = e, st D" (D)l

normu ile bir Banach uzayidir.
3.3. Sobolev Uzayi1

Tamm 3.3.1. v € L] (Q) olsun. Bir v ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C° ()

loc

/gpvdx = (—1)a|/uD°‘<pd:L’

Q Q

icin

1
loc

esitligi saglanirsa, v € L; . () fonksiyonuna u fonksiyonunun «. zayif tiirevi denir. v
fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da adlandirilir ve v = D%u
seklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D“w siirekli kismi tiirevlere sahip olacak se-
kilde yeterince diizgiin ise, o zaman D“u ayn1 zamanda v fonksiyonunun zayif kismi
tiirevidir. Elbette D“u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut olabilir.

Tamm 3.3.2. 2, R™ de bir bolge, m herhangi bir pozitif tamsay1 ve 1 < p < o0

olmak {iizere,

WmP(Q)={ue L (Q): D% € LP(Q),0 < |a| <m}
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seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. W™P () uzay1

1/p
||u”Wm»P(Q) = Z ||Dau||]£p(ﬂ) ; 1<p<oo,
0<|o|<m
||“||Wma°°(sz) - ogrﬁ?%(m ||Dau||Loo(Q) y P=00

tanimlanan bu normlar ile bir Banach uzayidir.

WP () uzayinda C§° (2) uzaymn kapamsi Wy'* (Q) ile gosterilir.

Asikar olarak WP (Q) = LP(Q) dir ve 1 < p < oo olmak iizere C5° (£2)
uzay1 L? (Q) uzayinda yogun oldugundan W,” (Q) = L? () dir. Herhangi bir m pozitif
tamsay1sl i¢in

WP (Q) — W™P(Q) — LP(Q)
gomiilmeleri gecerlidir.

Tamm 3.3.3. Eger p = 2 ise W2 (Q) = H™ (Q), W* (Q) = Hy" () olur ve

H™ () uzayinda norm

1/2

« 2
HUHHm(Q) = Z 1D “||L2(Q)

0<]al<m
ile verilir.

Simdi Sobolev Gomiilme Teoremini ifade edelim.
Tanim 3.3.4. Sobolev gomiilme teoremi. (2, R" de koni 6zeligine sahip acik bir
bolge, m > 1 ve 5 > 0 seklindeki tamsayilar ve 1 < p < oo olmak lizere;
(i) mp > nise

WItme (Q) — C% (Q)
gomiilmesi elde edilir.
(ii) mp = n ise
WItme (Q) < W (Q), p<qg<oo
ya da
WP (Q) — L1(Q), pP<q<oo
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gomiilmesi elde edilir. Ayrica p = 1 olarak alinirsa
Witml(Q) — C% (Q)

elde edilir.

(iii) mp < n ise

ya da
Wmr(Q) = L(Q),  p<q<p’
gdmiilmesi elde edilir.
Burada
b — - 5, > mp
+oo, n<mp
seklindedir.

Yukaridaki gomiilmelerde W yerine W, uzay1 alinirsa, €2 bolgesi lizerinde her-
hangi bir kisitlama yapilmaksizin yukaridaki gémiilmeler yine gegerli olur.
3.4. Esitlikler ve Esitsizlikler

Lemma 3.4.1 (Cauchy Esitsizligi). Eger ¢ > 0 ve a,b € R ise, 0 zaman
€2, 1 e
bl < = — b
jabl < af” + 5[0

esitsizligi gecerlidir.
Lemma 3.4.2 (Young Esitsizligi). Egerc¢ > 0,a,b€ R,p > 1ve % + % = 1ise,
0 zaman

p q
]ab|§ﬂ—l—|i
p q

esitsizligi veya

lab| < ea? + C (g) b?

esitsizligi gecerlidir. Burada C (¢) = (gp)_% q ! dir.
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Eger
a=06X
ve
Y
b= —
)
olarak alinir ve
p b q
labl < Jal + U
p q
esitsizliginde yerine yazilirsa
Y| lsxpP ¥
‘5X_‘§| r 5
0 p q

PIXP | Sy

XY <
p q

formatinda da ifade edilir.

Lemma 3.4.3 (Holder Esitsizligi). v € L” (2),v € LY(Q),p>1ve ;4. =1

ise, 0 zaman uv € L' () olup

lwvll 1y < Mlll Loy 101l 2oy

esitsizligi gecerlidir. p = 1 durumunda, ¢ = oo ve ||v]|,, (Q) = €SSSup |v| almir. p = g =

2 durumunda bu esitsizligi Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizligi denir.

Lemma 3.4.4 ( Interpolasyon Esitsizligi). 1 < p < ¢ < rve0 < A < 1igin
% = % + =2 olsun. Eger u € LP (Q) N L™ () ise u € L7 (Q) olur ve

||U||Lq(9) < ||u||2P(Q) ||U||;(AQ)
esitsizligi yazilabilir.
Lemma 3.4.5 (Minkowski Esitsizligi). u,v € L? (Q2) ve p > 1 olmak tizere
Ju+ UHLP(Q) < ||u||LP(Q) + ||U||LP(Q)
esitsizligi gecerlidir.
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Lemma 3.4.6 ( Kismi Integral Alma Formiilleri). « (z) € C*(Q)NC' (Q),

v (z) € C' (Q) olmak iizere

/vAuda: = /v%ds— /Vqud:E
on

Q o0 Q

elde edilir. Burada Vu - n|,, = dr.

onl
on 109
Lemma 3.4.7 Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel form).

n (t) fonksiyonu negatif olmayan, [0, 7] aralifinda mutlak siirekli bir fonksiyon olsun.

¢ (t) ve 1 (t) negatif olmayan [0, T’ iizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak iizere,
(1) < ¢ @) (t) + ()
esitizligi saglaniyorsa bu durumda tim 0 < ¢ < T'i¢in

n(t) < e o)+ / ¥ (s) ds
0

olur.

Lemma 3.4.8 Gronwall Esitsizligi (Integral form).

(i) £ (t) , hemen hemen her ¢ ve Cy, Cy > 0 sabitleri igin

f(t)gCl/f(s)ds—ing

integral esitsizligini saglayan negatif olmayan, [0, 7| izerinde toplanabilir fonksiyon ol-
sun.

O zaman hemen hemen her 0 < ¢ < 7' icin
E(t) < Cy (14 Cite™)

olur.
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(ii) Ozel olarak, eger hemen hemen her 0 < ¢ < T'i¢in

§(t)§6’1/§(s)ds

ise, 0 zaman her yerde & (t) = 0 dur.
3.5. Daralma Doniisiim Prensibi

Tanim 3.5.1. X banach uzayindan D kiimesinde tanimlanan bir doniisiim
A:D— X
olsun. Vz,y € D olmak iizere
[Az — Ayl < K|z -y

0 < k < 1 kosulunu saglayan £ sayisi varsa A doniisiimiine daralma (biiziilme) doniistimii
denir. k£ sayisina da daralma katsayis1 denir. Ayn1 zamanda bu ifade "Lipschitz kosulu"

olarakta adlandirilir.

Teorem 3.5.2. D kapal1 bir kiime olmak iizere
A:D—D

daralma operatorii D yi D ye ¢evirir. Bu durumda A operatoriiniin D de sabit bir tek

noktas1 x* olsun. Yani;

x* = Az”
denkleminin tek bir z* € D ¢6ziimii vardir ve bu ¢dziim

Tp=Ax,_1,mn=12 ..

formiilii ile tanimlanmus (x,,) dizisinin limiti gibi bulunabilir. z,, D kiimesinin herhangi

bir vektorii olmak iizere (x,,) dizisinin z* yaklasma hizina

n

(0]
ln — 2] < <

||l‘1 - l'o||
—
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esitsizligiyle ulagilabilir.

3.6. Logaritmik Sobolev Esitsizligi

Bu tip esitsizlikler matematiksel fizikte, 6zellikle kuantum alan teorisinde ope-
ratorlerin incelenmesinde 6nemli rol oynar. Bu alanda yapilan ¢alismalarin ¢ogu boyle
esitsizliklere denk olan operator esitsizlikler ile gelismistir. Gross (1975) tarafindan ele
alinan Logaritmik Sobolev esitsizliginin en belirgin 6zelligi " Oklid uzayinda, standart
Sobolev esitsizliginin aksine, 7 boyutunun sonsuza gitme durumunun esitsizlikte agikar
olmamasidir. Halbuki Sobolev esitsizliginde ¢ = % denklemi n — oo icin ¢ — p olma-
sin1 gerektirir. Bu nedenle asikardir. Yani Logaritmik Sobolev esitsizligindeki katsayilar
boyuta bagh olmadigindan bu esitsizlik sonsuz boyutta bile asikar degildir. Bu boliimde
ama¢ Klasik Sobolev esitsizligi ile Logaritmik Sobolev esitsziligi arasindaki bagintiy1

vermektedir. Simdi bu teoremi ifade ve ispat edelim (Gross 1975, Giingor 1990).

Teorem 3.6.1 (Logaritmik Sobolev Esitsizligi). v fonksiyonun R" de bir Gauss

Ol¢timil olsun. dx ise R™ de bir L? dl¢iim ve
dv () = (27) "2 exp (—|2?|) dw
olsun. Boylece

[l @P s @ldo @) < 1F @Pllf @)+ 5 19F @I Gt

dir (Gross 1975).

Tanim 3.6.2. Eger N operatorii L? (v) de negatif olmayan kendine es bir operator

ise Gauss Dirichlet formu

(V] f) = / Vf (@) do () (3.6.12)

olarak tamimlanir. Burada (f, g) = [ f (z) g (x)dv (z) dir.
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Sonug 3.6.3. (3.6.1.2) ifadesinde 1 < p < oo igin f = | g|% dontisiimii uygula-

nirsa

P _
[ st ol v < gl gl + 55 Re (Va.sam (g1oP)

seklinde yazilir. Bu esitsizlik kullanilirsa Logaritmik Sobolev esitsizliginin Nelson esit-

tN

sizligine denk oldugu gosterilir. Nelson esitsizligi 1 < ¢ < p < oo igin e™*" operatoriiniin
1

ancak ve ancak ¢ > In (q }) oldugundan L? dan L? ye bir biiziilme oldugunu gosterir.

Teorem 3.6.4 (Nelson Esitsizligi). Eger 1 < ¢ < p < ocovee ' > <p 1) ise
e g,p <1

dir. Burada || A|| ¢, p normu L? (u) dan L? (u) ya tanimlanmig bir operator normunu ifade

etmektedir (Nelson 1966).

Teorem 3.6.5. b, = v, + 2 (1 + In7) ve n — oo igin oy, — 3 olsun. Bdylece

/IU|21I1 [ul dv (x) < Jul*In |ful] + [|Vull® + by [Jull”

esitsizligi saglanir (Gross 1975).

Ispat. Ispatimiz Sobolev esitsizliginin Nirenberg formu ve Holder esitsizliginden

faydalanilarak yapilacaktir. Sobolev esitsizliginin Nirenberg formu

n

n 3.6.1.3
ol 2, < H\ s (3:6.13)
olmak iizere 2 < s < r i¢in
S s—1l o-1
loll, < [loll === Jofl; " (3.6.1.4)

interpolasyon formiilii olarak verilsin. s = 2 icin (3.6.1.4) esitsizliginin saglandig1 agiktir.

([ |v|*dz)® = ave ([ |v|" dz)" = bolmak iizere (3.6.1.4) esitsizliginin s. kuvveti almnir

37‘171711 17132*11
T =
/|v|s dr <a' b
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ve s ye gore tiirev alinirsa

/ |'U’S ln |'U‘ d.r S _lr—Z_lar717271 b"‘71*271 lna
r—1 _
1 3271 .
2*1 brflfgfl TSTTIT,}T 1 b
o2 ¢ 1 (3.6.1.5)

olarak elde edilir. (3.6.1.5) esitsziliginde s = 2 yazilirsa r > 2 i¢in

-1
r 2
/|v! Infolde < oop—7 — [lv[*In |||, e L Y Ll

olur.

ap =5 +1In Z—:l olmak iizere r = % alinir ve (3.6.1.3) kullanilirsa

2
1
n)

/]vﬁln]v]dx < —”UH ln ( H‘

Oz
— (5= 1) Il o]
— an [lol]* + llo]* o]
‘@
Ox;
HvH Zln o (3.6.1.6)

esitsizligine doniisiir. Esitsizlidi v (x) Gauss 6l¢iimiine gore ifade etmek igin w,, = (27?)_% exp (— =

dv (x) = w2dz iken

v=Uu=uw,

birimsel doniisiimiinii uygulayalim. Bunun sonucunda

i

oldugunu gorebiliriz. Sag taraftaki ifadeler x > 0 i¢in Inx < z — 1 esitsizligi kullanilirsa

2

o
8.’L'j

2
0 1
= H—u + 5 ||u||2 1 (:L‘?u, u)

ai[)j

ov 2
1 < In - 2| =—
ol | S| < e n2+< [

J




3. MATERYAL VE METOT

olarak yazilir. Ayrica diger yandan

/\U!QIH\U]dx = /|u|21n\uwn\dv(:c)
= [t oz >—Zln (2r)
__/‘u| ’x| dv (x (3.6.1.7)

esitligi kullanilirsa (3.6.1.6) ifadesi

1
/|u|2ln|u|dv(:1:) < gln(Qw) ||u||2—|—1/|u|2|35|2dv ()

1
ra ol + 1 (5)
1 1 9, 12
+= (Nu,u) — = [ |u|”|z|" dv (x)
2 8
P

= (o + Zm(m) lull® + = (N, w)
4 2

1
+§/|u|2 |z|* dv (z) + ||u|]” n [|u) (3.6.1.8)

elde edilir. Bunun yaninda K; = a?; , K = % + x; operatdrleri x;u = (K i+ K ) u
bagmtist K; K7 = K] K; + [ esitsizligi kullamldiginda saglanir dyle ki

)°

2| Kyl + 2|

IN

(||Kju|| + HK;U

ljull”

| 2

IA

2 2
4[| Kjul]” + 2 Ju]

olur. Buna bagl olarak

1 1 n
S [lllelao@) < 53 IRl + § ful?
8 2% 4
1 n
= E(NU,U)-FZHUHQ (3.6.1.9)

olarak elde edilir. (3.6.1.9) ifadesi (3.6.1.8) da yerine yazilirsa ispat tamamlanmisg olur.
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3.7. Logaritmik Gronwall Esitsizligi

Logaritmik Gronwall esitsizligi, R* de Euler denklemi iizerinde matematiksel
analizle ilgili ¢aligmalarin temelini atan Wolibner (1933) in calismasinda ele alinmustir.
Ayrica Cazaneva ve Haraux (1980), Brezis ve Gallouet in (1980) ¢alismalarinda da ele
alinmistir. Tezimizde esitsizligin ispat1 yapilirken Giga ve ark. (2001) tarafindan yayinla-

nan ¢alismadan faydalanilmistir.

Lemma 3.7.1. Negatif olmayan a (¢, s) fonksiyonu {(¢,s) : 0 < s <t < T} de
siirekli olsun ve bazi 7' > 0 ile tiim (0, 7] i¢in a (¢,.) € L* (0,t) saglansin. Kabul edelim

ki gg pozitif sabiti ve A € (0, 1) vardir dyle ki

t

sup / a(t,s)ds<1—A (3.7.1.1)
0<I<T.
V.

dir. Eger tiim ¢ € [0, T i¢in pozitif sabitler «, 8 ve negatif olmayan bir fonksiyon f €
C([0,T]) olmak iizere tiim ¢ € [0, T i¢in

t

f)< a+/a(t, s) f(s)ds —i—ﬁ/ [1+1log(1+ f(s))] f(s)ds (3.7.1.2)

0

esitsizligi saglamr. Boylece tiim ¢ € [0, 7] i¢in

v = sup [ sup a(t,s)}
0<t<T |0<s<t—eg

olarak tanimlanmus pozitif sabit olmak {izere

%e%, B=0,a(t,s) #0
Fy<d —140Ed™ g0 (k) =0
Lia exp((l#“/)t
—1—|—[(+Z)e]6 , B>0,a(t,s)#0

saglanir (Cazaneva ve Haraux 1980).

ispat.
(i) a (t,s) = 0 durumu igin

(3.7.1.2) ifadesinin sag tarafindaki kisimda a (¢, s) = 0 alinsin ve bu kisim F' (¢) fonk-
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siyonu ile tanimlansin. F” (¢) nin hesaplanmasi ve (3.7.1.2) nin kullanilmasiyla

t

I (s)
/ Trlog A+ F) AT FE)s <P

0
elde edilir. Integral degiskenini y = 1 + log (1 + F (s)) olarak degistirip integral alirsak
tim ¢ € [0, 7] i¢in

FOSF@#)< -1+ [(1+ )]

(3.7.1.3)

olarak elde edilir.
(ii) a (¢, s) # 0 durumu igin
(3.7.1.2) esitsizligi g (t) = sup f(0) almip (3.7.1.1) esitsizligi kullanildiginda fonk-
0<0<t

siyonun
t t—eo
o) < at [atodsg®+ [ atts)g)ds
t—eo 0

w / 1+ log (1+ g (s)] g (s) ds

IN

a+(1—A4)g(t)+ /vg(s)ds

t

e / 1+ log (1+ g (s))] g (s) ds

0
t

a+(1—A)g(t)+/[(ﬁ+7)+Blog(1+9(8))]g(8)d8

0

IN

sagladigini gosterir. Yani,

::>IQ

/ (6+7) + Blog (1+ g (s)] g (5) ds (3.7.1.4)

dir. 5 # 0 sart ile (3.7.1.3) ifadesi (3.7.1.4) esitsizligine uygulanirsa f (¢) < g (¢) oldu-
gundan 6nermenin dogrulugu anlagilir. 5 = 0 sart1 altindan 6nermenin dogrulugu agik bir

sekilde elde edilir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur.
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3.8. Aubin-Lions Lemmasi

Aubin-Lions lemmasi L? (0, T'; V') uzayinda bir fonksiyon dizisinin kompakt ol-
dugu durumlarin belirlenmesini saglar. Genel olarak sonlu boyutlu uzayda evoliisyon
denklemleri calisirken, adi diferansiyel denklem sistemleri icin Cauchy-Lipschitz veya
Carathéodory gibi varlik teoremleri ile ¢oziimleri elde edilen sonlu boyutlu alt uzaylarla
ile ilgili yaklagik ¢6ziim dizisi olusturulur. Daha sonra L? (0,7"; X') uzayinda sinirlt ol-
masi ile Onsel tahminler ve yaklasik problemin kullanilmasiyla zamana gore tiirevlerinin
de L7(0,T;Y") de sinurli oldugu fonksiyon dizisi elde edilir. Kompaktlik yaklagik ¢oziim-
ler kiimesinin L? (0, T'; V') kiimesinde giiclii yakinsak dizilerinin belirlenmesi i¢in gerek-
lidir. Boylece evoliisyon denklemlerin orijinal ¢oziimlerinin varlig1 bulunabilir. Aubin-
Lions Lemmast X, Y, V' ve p, ¢ iizerinde yaklagik problemin ¢oziim dizisinin L? (0,7 V')

cinsinden nispeten kompakt oldugu kosullar1 olusturur (Dubinskii 1965).

Teorem 3.8.1. X,V ve Y uzaylar1 Banach uzayi olsun. X — V kompakt ve
V' — Y siirekli gomiilmeleri ve 1 < p < cove g = 1 veyap = oo ve ¢ > 1 sartlan
saglansin. U kiimesi L? (0,7"; X) de sinirl ve %—Itj = %—7; Tu € U} , L9(0,T,Y) de sinirlh
ise U kiimesi L? (0,7; V') de kompaktir (Aubin 1963, Lions 1969).

Teorem 3.8.2 (Aubin-Lions-Dubinskii). V' ve Y uzaylar1 Banach uzay1 olsun.

M,V Banach uzayinda M N'Y # & olmak tizere negatif yariormlu bir koni olsun.
1 < p < oo olarak alinirsa, kabul edelim ki;

(i) M — V kompakt,

(ii) Tim (w,) C VNY i¢in V de w,, — w, n — oo iken w = 0 saglanirsa Y de
w, — 0,

(iii) L? (0,75 M) de U C L? (0, T; M NY') sinirhdir,

(iv) u € U dah — 0iken |[onu — ul| pyo p_pyy — 0 diizgiindiir.

Boylece L? (0,7; V') de U kompaktir (Chen ve ark. 2014).

3.9. Potansiyel Kuyu Metodu
Sattinger (1968) yayinladig1 calismasinda

uy — Au+ f(z,u) =0 (3.9.1)

denkleminin global zayif ¢oziimiinii f (z,u) fonksiyonuna baz1 kogullar ekleyerek ifade

etti. Payne ve Sattinger (1975) tarafindan gelistirilen potansiyel kuyu metodu ile kismi
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diferansiyel denklemin global varlig1 ¢alisildi. Bu yontem denklemlerin varliginin ispa-
tinda kullanilan 6nemli bir metottur. Bir diferansiyel denklemin toplam enerjisi daha 6n-
cede belirttigimiz gibi kinetik ve potansiyel enerjilerden olugmaktadir. Potansiyel enerji-
nin skaler fonksiyonlar1 bulundugu kiime boyunca incelenirse, potansiyel enerjide ¢cukur
veya kuyu olarak adlandirabilecegimiz bir d yiiksekligi oldugunu kesfedebiliriz. d yiik-
sekligi kesinlikle pozitif oldugundan, kuyuda yer alan baglangi¢ verilerine bagli ¢coziimler
icin, ¢ozlimiin potansiyel enerjisinin kuyuyu asla agamayacagini gorebiliriz. Genel olarak,
kaynak terimden gelen enerjinin toplam enerjinin bilyiikliigiiniin sonlu zamanda sonsuza
gitmesine (blow up) neden olabilir. Ancak kuyunun biiyiik bir boliimii zamanla sinirh
olan potansiyel enerji ile sinirli kalir. Sonug olarak, ¢oziimiin toplam enerjisi herhangi bir
zaman araliginda sinirli kalir ve bu da ¢6ziimiin global varligin1 gosterir.

Potansiyel kuyu metodunun dalga denklemlerinde elde edilisini agiklamak i¢in,

oncelikle (3.9.1) denkleminin tek boyutlu modelini x € R olmak iizere
' =—x+ f(2) (3.9.2)

olarak ele alalim. Burada boyut mekanizmada bulunan tiim bilesenlerin konumunu belir-
lemek icin gerekli olan parametre sayis1 olmak iizere (3.9.2) denklemi bir boyutlu meka-
nik bir sistemi tamimlarken, (3.9.1) sonsuz boyutlu bir sistem olarak diisiiniilebilir. Kabul

edelim ki

ff(x)dsz(ﬂi)

olsun. (3.9.2) denkleminin potansiyel enerjisi

dir. V' asagidaki sekildeki gortildiigu gibi
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x = 0 noktasinda lokal minimum ve x = z; noktasinda lokal maksimuma sahiptir.
Ayrica
W={x:V(r)<dx <}

kiimesi orijinide i¢ine alan bir aralik olan potansiyel derinligi tanimlar. Toplam enerji

()"
E = 5 +V(x)

olsun. £ (0) < d ve x (0) € W oldugu agiktir. Boylece enerjinin korunumu yasasindan
her t > 0 i¢in x (0) € W dir. Diger taraftan F (0) < d ve x > x; ise boylece her ¢t > 0
icin z (t) > x;. Coziim W (potansiyel kuyu) yu asla asamaz bunun gerceklesmesi i¢in
toplam enerjinin d den biiyiik olmas1 gerekir. Bazi ¢ > 0 ve p > 1 degerleri i¢in, herhangi
bir zamanda x > x; iken

of (z) > cl|zfPT

varsayiminin altinda kolayca goriiliir ki, x > x; i¢in (3.9.2) denklemi kesinlikle dogrusal
degildir. Sonra, bu varsayimlar altinda, sonlu bir zaman i¢in, z (f) — +o00 oldugu kolayca
ispatlanir. Bu sonug, global sinirli ¢oziimlere sahip (3.9.2) denklemi i¢in baglangi¢ verile-
rinin zamana bagli degisimi ile ilgililidir. Bu sonug, sonlu bir zamanda ¢6ziimiin sonsuza
gitmesi e8ilimi agisindan etkilidir.

Bu sonuglar1 sonsuz boyutlu (3.9.1) durumuna genisletecegiz. (3.9.1) e bagh po-

[Vul”
J(u)z/( 5 —F(u))dx

D

tansiyel enerji

fonksiyonelidir, burada

F(U)Z]f(S)dS

ve D, R" de diizgiin sinirlandirilmig bir bolgedir. Simdi J fonksiyonelinin orijinde mini-
mum degeri ile iligkili bir "potansiyel kuyu" olusturacagiz. Kabul edelim ki J fonksiyo-
neli tim u € H} igin taniml olsun. J baglangi¢ noktasinda minimuma sahip oldugundan,
J (Au) fonksiyonu A nin orijin komsulugunda A > 0 i¢in fonksiyon artandir. J (Au) fonk-

siyonun azalmaya bagladig1 ilk A degeri A; > 0 olsun. Potansiyel kuyunun derinligi

d= inf J(\u)

ueH}
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olarak tanimlansin. d degeri uy = 0 durumunun bulundugu bolgenin disinda yer alan en
diisiik gecis degeri olarak tanimlanabilir. d nin 0 < d < oo oldugu agiktir. Eger d > 0 ise

potansiyel kuyu W
W={u:ueHy,0<J(A\u)<d0<A<1}

olarak tanimlanir. Béylece u € W igin J (u) < d , dahas1 0 < A < 1 i¢in A\u formundaki

tiim noktalar potansiyel kuyu derinlik seviyesi d nin altinda kalr.

3.10. Galerkin Yaklasik Coziimler Metodu

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemleri incelemek icin ¢esitli yontem-
ler gelistirilmistir. Ornegin, Lions (1969) tarafindan yayinlanan ¢alisma farkli yontemlerin
ele alindig1 6nemli bir calismadir. Bu kistmda Galerkin metodununun nasil uygulanaca-
gin1 basit bir ornekle agiklamaya calisacagiz.

H C V,V kiimesi H ta yogun ve siirekli gomiilme 6zelligine sahip olmak iizere
H ve V iki Hilbert uzay1 olsun.

Ikinci mertebeden evoliisyon denkleminin Cauchy problemini

ug (1) = A u(t) = f (1), t €[0,T]

(3.10.1)
u(z,0) =ug (z),u (z,0) = uy (2)

u ve [ olarak verilmig bilinmeyen fonksiyonlari, sirasiyla, [0, 7] C R kapali arali§indan
reel degerli H uzayina bir doniisiim olarak ele alalim. H enerji uzay1r H C V sartina
uygun olmak iizere A (t) sinirli dogrusal operatordiir.

V' de a (t;.,.) bilineer siirekli olmak iizere her u,v € V igin (A (t)u (t),v (t))

i¢ carpimi i¢in

a(tu(t),v(t) = (A{)ut),v ()

esitliginin saglandigini kabul edelim. (3.10.1) problemi w (t) problemin ¢dziimii olmak

uzere

uwe C([0,T];V),u, € C([0,T]; H)
(un (1), 0) +a(t;u(t),v) = (f,v), D'(0,T)
olarak ifade edilsin. Bu problem Faedo-Galerkin metodu ile ¢oziilebilir.
Vi, d,, boyutuna sahip V' nin bir alt uzay1 olsun. {w;,,} , V, nin bir baz1 olarak

alisin oyle ki;
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(i) Vm € N i¢in V,,, C V (boyV,, < 00),

(i) V,,, — V oyle ki V' de yogun alt uzay olan v uzay1 vardir ve tim v € ¥ i¢cin V' de
{tm}en € Vi dizisi ve u,, — u elde edilebilir.

(i) V,, CVysave J Vin=V.

meN
Yaklasik problemin ¢oziimiinii u,, olarak tanimlanirsa V' de m — oo igin

dm
o (0) = Dt () i — g
j=1

ve p
Ut (0) =) 0; (£) Wy — 1y
j=1
iken

(

tn (£) = 2257 95 (8)wjm ()
U € C([0,T]; Vi) s untC ([0,T]; Vi) s tm € L*([0,T]; Vi)
(tmtt, Wim) + @ (&t (8) ; wjm) = (f; wjm) , 1 <J < dy

i (0) = D257 a5 () Wi, e (0) = 3257 b () wjim

(3.10.2)

dir. Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi, (3.10.2) sistemi dogrusal olma-
yan terimler diizgiin oldugundan Zorn lemmasi kullanilarak maksimal bir [0, ¢,,,) araligina
genisletilecek sekilde tek bir lokal ¢oziime sahiptir. Bir sonraki adimda, ¢oziim i¢in bazi
kestirimler elde etmeye calisacagiz. Boylece tiim ¢ > 0 i¢in taniml bir ¢6ziim elde etmek

icin aralik [0, t,,,) disina genisletilebilir. 0 < ¢t < T i¢in

T
letmall® + Nl | < C | ol + flual* + / 1f (s)1I” ds
0

kestirimi ve Gronwall esitsizligi kullanilirsa (3.10.2) probleminin ¢6ziimii u,, in (3.10.1)
probleminin ¢dziimii v ya yakinsadig1 goriiliir. Bu sekilde u ¢6ziimiiniin tekligi kanitlan-

mis olur (Benyoub 2018, Remil 2018).

3.11. Coziimlerin Ustel Azalmasi
Enerjinin azalmasini tahmin etmek icin Komornik ve Zuazua (1990), Nicaise ve

Pignotti (2008) tarafindan tanitilan bazi temel integral esitsizlikleri ele alacagiz.
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Lemma 3.11.1. £ : R™ — R* artmayan bir fonksiyon olsun ve A > 0 pozitif

bir sabit vardir 6yle ki V¢ > 0 i¢in

/E(T) dr < LB (1) G.ILD)

E(t) < E(0)e!~ (3.11.2)

olur (Komornik ve Zuazua 1990, Komornik 1994).

Ispat. t < % icin (3.11.2) saglandig1 agiktir. Bu E (t) fonksiyonunun azalan bir
fonksiyon olmasindan kaynaklanmaktir. ¢ > % icin (3.11.2) ifadesinin ispatin1 gosterece-

giz. h : Rt — Rtolacak sekilde

olarak tanimlansin. Fonksiyon artmayan ve lokal siireklidir. % (¢) fonksiyonunun diferan-

siyeli alinir ve (3.11.1) esitsiziligi kullanilirsa V¢ > 0 i¢in
R (t)+ Ah(t) <0

olarak bulunur. Simdi

To =sup (t,h(t) > 0)

olarak alinsin. Tiim ¢ < 7§ i¢in

olur. Boylece 0 < t < Tj i¢in

dir.

h (t) = 0 oldugundan ¢ > T ise, tiim ¢ € R™ i¢in aslinda bu esitsizlik saglanir.
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e > 0 olmak iizere E (t) fonksiyonu pozitif ve azalan iken V¢ > ¢ i¢in

t—e
1 1
E@{) < —/E(r)drg—h(t—g)
19 g
t—e
< LE (0) este—At
- Ae

oldugu sonucuna varilir. € = % olarak secilirse V¢ > 0 i¢in
E(t) < E(0)e!~

olur.

3.12. Coziimlerin Ustel Biiyiimesi

Bu model ilk olarak kotii konulmug bir probleme Pucci (1955), John (1955),
Payne (1960) tarafinda uygulanmistir (Ames ve Starughan, 1997). Coziimlerin patlama
olay1 genel olarak sonlu zamanda c¢oziimlerin sonsuza iraksamasi (t — 7'~ iken u — o0)
olarak diisiiniilmesine karsin bazi olaylarda ¢oziimler sonsuz zamanda sonsuza iraksaya-
bilir (¢ — oo iken © — o0). Bu olaya sonsuzdaki blow up veya ¢oziimlerin iistel biiyii-
mesi denir. Coziimlerin iistel biiylimesi ile ilgili onemli bir metot logaritmik konvekslik

metodudur. Bu metot konkavlik metodundaki
F'"()F(t)— (1 +a)(F #)*>0 (3.12.1)
kosulununun o — 0 i¢in limiti olarak diisiiniilebilir. Bu durumda (3.12.1) esitsizligi
F"(t)F (t) — (F' (£))* >0 (3.122)

esitsizligine doniigiir. F' (¢) > 0 i¢in (3.12.2) ifadesi F** (t) ile boliiniirse

F" (1) F () = (F' (t))*
P2 ) =0

d2
s InF(t)] >0

elde edilir. Buradan F' (¢) nin ¢ degiskenine bagl logaritmik konveks bir fonksiyon oldugu
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goriiliir. Bu ifadenin (0, ¢) araliginda integrali alinirsa

F/(0)t

F(t)> F(0)e

ifadesi elde edilir. Buradan t — oo i¢in limit alinirsa F' () — oo olur.

Coziimlerin patlamasi ile ilgili daha detayl bilgiler i¢in Pigkin (2021) e bakila-
bilir.

3.13. Logaritmik Kaynak Terime Sahip Denklem Modellemesi

Logaritmik terimle ilgili ilk caligmanin Bialynicki-Birula ve Mycielski (1975)
tarafindan ortaya konuldugu goriilmektedir. Bu ¢alismadan faydalanarak logaritmik kay-
nak terime sahip denklemlerin modellemesi ele alinacaktir.

Oncelikle dogrusal olmayan Schrodinger denklemini (NLS) ele alalim. NLS,
ozellikle Zakharov ve Shabat (1972) calismasinda integrallenebilir oldugu gosterildigin-
den beri popiilaritesi artan klasik bir alan denklemi olmustur. Fizikte bir¢cok uygulamasi
olmasina ragmen, dogrusal Schrodinger denkleminin aksine bir kuantum durumunun evo-
liisyonunu modellemez (Kalantarov ve Ozsar1 2016). NLS denklemi fizikte optik fiber-
lerde 151810 iletimi, kuantum mekaniginde serbest enerji seviyeleri ve parcaciklarin ko-
numlarini, sicak plazmalardaki Langmuir dalgalarini, atom kuramlarinda ortalama bag
uzakliklari, dipol ve moment hesaplamalarinin modellemesinde kullanilmistir (Sulem ve
Sulem 2007). NLS ile ilgili caligmalar R™ deki Cauchy problemi ve genel bir bolge
) C R" lizerinde tamimlanan baglangic-sinir deger problemleri olmak iizere iki kate-
goriye ayrilir. Bu ayrim, sinirl alan yerine R" lizerinde tanimlanan Schrodinger operato-
riiniin niteliksel 6zelliklerindeki biiyiik farkliliklar nedeniyle oldukca dogaldir. Gercekten
de, R" deki Schrodinger denkleminin ¢oziimlerinin diizgiin 6zellikleri iyi bilinirken, aym
etki simirl alanlar goz oniine alindiginda bilinmemektedir (Ozsari ve ark. 2011).

NLS denklemi
2

0 - 2
zhaﬁf(r,t)— —%A+U(T)+F(|\P]) W (r,t) (3.13.1)

formunda ele alinmaktadir. Burada r tek bir parcacigin veya birkac¢ vektoriin konfigiiras-
yon uzayinda konum vektoriinii ifade etmektedir. Bu parcaciklar farkl kiitlelere sahipse
kinetik enerjide ayn1 katsayiy1 elde etmek i¢cin konum vektorlerini yeniden olceklendir-

mek gerekir. I fonksiyonu | ¥ (r,)|* degiskenine bagl reel degerli fonksiyondur.
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Ayrica, stres tensorii (gerilimi)

m

h2
Ty =—|0f K4 ) ViVl |0 +6; (G — F)| +mp~'jij; (3.13.2)

olmak iizere yogunluk, akim ve bu ifadelerin zamana bagl degisimi

p(rt) =T (r ), (3.13.3)

j(rt) = % (U™ (r, ) VU (r,t) — VU* (r,t) U (r,1)], (3.13.4)
op .

5=V (3.13.5)

m% = VT — pViU (3.13.6)

olarak tanimlanmigtir.
¢ (Lagrange yogunluk) ifadesi

th h?

(rt) = 5 (V¥ 00 (V)" (VD)

m

Urv — G (|U°) v

olarak tanimlansin.
Denklemin toplam enerjisi
h? 9
E = (VU, V) + (V, (U+G (|9]) + const) , ¥) (3.13.7)

m

olsun.

(3.13.1) denkleminin ¢oziimleri ii¢ temel fizik kuralindan etkilenmektedir. Bu
kurallar; birbirinden bagimsiz alt sistemlerin ayrilabilirligi, sabit durumlar icin Planck
iligkisi ve Poincare anlaminda kararl ¢oziimlerin varligidir.

Birbirinden bagimsiz alt sistemlerin ayrilabilirligi, alt sistemlerin zamana bagh

degisiminin bagimsiz oldugu anlamina gelir. Yani
U (.Z'b.fl?g....’l?n) =U (l‘l, .Z‘k) +U ($k+l> [L’n)
olmak iizere tiim sistem i¢in dogrusal olmayan denklemin ¢6ziimii, alt sistemler icin dog-
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rusal olmayan denklemlerin rastgele iki ¢oziimiiniin ¢arpimi alinarak olusturulabilir.

(3.13.1) denklemi dalga denklemi olmak iizere harmonik fonksiyon
W (r,t) = "W ()

ile zamana bagliysa bu duruma duraganlik denir. Tiim duragan durumlarin Planck iliski-
sine uygun olarak saglandigini gdstermek zorundayiz.

Bir ¢6ziimiin Poincare anlaminda kararliligi ile bu ¢oziimiin (3.13.2) te verilen
formiile uygun hesaplanan gerilim stresinin yok oldugunu ifade ediyoruz. Bu anlamda
U = 0 kararli denklem ¢6ziimiiniin varligina ihtiya¢ duyacagiz.

Ust tarafta ifade ettigimiz ii¢ gerekliligin (3.13.1) denklem tiplerinde saglandig
gibi, a uzunluk boyutlu b enerji boyutlu keyfi reel bir sabitler olmak iizere logaritmik

kaynak terime sahip

2

0 h
tho ¢ (r,t) = —%A+U(7‘)—bln(|gb|2a") ¢ (r,t) (3.13.8)

dogrusal olmayan denklemde de saglanmistir. @ sabitinin gercek degerinin herhangi bir
anlik fiziksel 6nemi yoktur. a sabitindeki degisimler U potansiyel enerjisine sabitler ekle-
nerek telafi edilebilir. Logaritmik terime sahip denklemin enerjisi (3.13.7) dekine benzer
sekilde 2

olarak hesaplanir. (3.13.7) ifadesinde yer alan keyfi sabit &/ = hw iligkisini saglayacak

sekilde b sabiti olarak secilebilir. b sabitinin fizksel anlamin1 bulmak ig¢in,

b (r.t) = %(aﬁ(r—m,twaﬁ(r—rz,t))

normu korunurken, serbest bir sistem icin rastgele bir dalga fonksiyonunun, ilk dalga
fonksiyonu ile ayni formun iist iiste binmeyen iki parcaya boliindiigiinii diistinelim. (3.13.9)
ifadesinden toplam enerji

AE =bln2

olarak elde edilir. Boylece b yarilma enerjisi olur. Bu nedenle b negatifse, enerji alttan

sinirli olmayacaktir. Bu nedenle sadece b > 0 durumu ele alinir. Bu durumda (3.13.9) te-
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riminin son terimi olasilik dagilimi |¢ (r, ¢)|? nin entropisi olarak yorumlanir. Logarithmik
Sobolev esitsizliginin kullanilmasiyla pozitif b i¢in enerjinin £ > Ej (p) olacak sekilde

N . 2 .
alt stmir1 vardir dyle ki p ortalama momentum ve [? = ;‘—m olmak iizere

Eﬂm::£%+nb(k—m(i%g)

dir. ¢; dogrusal olmayan bir terimle birbirine baglanmis dalga alanlar1 olmak iizere n = 3

icin (3.13.9) denkleminin en basit genellemesi

ih%¢ (ryt) = '

)

_%A +U(r)—bln (Z |¢1]2 a3>] ¢; (r,t)

dir. ¢; nin £ boyutlarinda doniisiimleri mevcutsa bu denklemler iiniter grup altinda degis-
mezdir. £k = 2 durumunda ¢; ve ¢, iki dalga alanini, % devri icin dalga fonksiyonunun iki

devir bilegeni olarak yorumlayabiliriz. Vektor potansiyeli A y1 (3.13.9) denklemine

h h

2V v -=Z4
7 C

i
olarak yerlestirir ve manyetik moment etkilesim terimi (uo B) eklenirse logaritmik terimli

Pauli denklemi elde edilir.

3.14. Kirchhoff Denklem Modellemesi

Kirchhoff modeli 1883 yilinda Gustav Kirchhoff tarafindan ortaya konmustur.
Simdi bu denklemin modellemesini ifade edelim (Yusuf 2018). [, 5] duragan anda
telin gerilimi 7y olarak alinsin. [« (), 5 (t)], baslangi¢ pozisyonunun deformasyonunu
ifade eder. [ (¢), B (t)] nin gerilim egrisine bagh olarak u (x,t) gerilimi ise 7 (¢) ile gos-
terilmistir. Buna bagh oarak [« (t) , § (¢)] durumunda telin gerilimi 7* (¢) alinsin. u (z, t)
egrisinin her noktasindaki gerilimi o noktada bu egrinin teget vektoriiniin yonii ve 7 (%)
modiiliinii barindiran bir vektore sahiptir. 6, Ox koordinatinin teget vektori ile agis1 olmak
izere, vektoriin dikey bileseni

7 (t)siné

dir. Elastisite teorisinin kiiciik deformasyonlar ilkesinden gerilimin yatay bilesenini dik-

kate almiyoruz. Bu nedenle sin § ~ tanf = g—z olarak yazilabilir. Boylece dikey bilesen
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7 (1)
ou

7(t)sinf = 7 (t) tan :T(t)a_x

(3.14.1)

e - G e egs , e . . 2
dir. Gerilimin degisimi bir kuvvet olusturur ve Newton’un ikinci Yasasi’ndan %, u(z,t)

nin deformasyon ivmesi ve m telin kiitlesi olmak iizere

ou _ 0*u
p (7 (t)sinf) = Mo (3.14.2)
olur. Boylece (3.14.1) ve (3.14.2) ifadelerinden
0*u 0*u

elde edilir.

Simdi 7 (¢) gerilimini hesaplamaya calisacagiz. Aslinda, Hooke Yasasina gore
[a(t), B (t)] nin uzunlugu v (t) = B (t) — a(t) ve [ao, Fo] nin uzunlugu vy = v (0) =
Bo — o olmak tizere

() — 7o = k2 (t)w_ il (3.14.4)
0

olarak elde edilir. u (z,t) egri yaymin uzunlugu S (¢) olarak alirsa [« (¢), S (t)] defor-

masyonunda

8(1) S W e
S(t):/\/1+<a—1;) dx%/<1+§(a—;b) )dx
a(t)

a(t)

dir. Kiiciik Deformasyon hipotezinden |%‘ < 1 olarak alinabilir. Boylece

dir. Hooke Yasasina gore

v (1)
LI
-7 =55 (a_Z) dx (3.14.5)
a(t)
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olarak elde edilir.

(3.1.4) ve (3.14.5) ifadelerinden 7 (t) gerilimi

B(t)

2
() =70+ k‘% + % / (%) dx (3.14.6)
a(t)

olarak bulunur. Elde edilen (3.14.6) ifadesi (3.14.3) de yerine yazilir ve m ile boliiniirse

B(t)
0%u o k()= 1 ou\’ 0u
— -+ — — ] dx| = =0 3.14.7
ot? m + m Y * 2m / ox o ox? ( )

a(t)
elde edilir. Bu modelleme telin uglart sabit olmadiginda yani « () < o ve 5 (t) > [y
kiigiik yer degisimleri mevcutken u (z, ) nin dikey deformasyonunu ifade eder. Eger telin

uclarinin sabit oldugunu varsayarsak yani « (t) = ag ve f (t) = [, olarak alimirsa (3.14.7)

ifadesi
B(t) 9
0%*u TO+ k A 1 / ou d d%u 0
—_— r__ - — _ €X _ —
ot? m  my, 2m Ox Ox?
a(t)
seklinde elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Dordiincii boliim ii¢ kisimdan olugsmustur. Ele alinan problemlerin farkli 6zel-
likleri calisilmugtir. Ilk kisimda altinc1 mertebeden Boussinesq denkleminin ¢oziimlerinin
global varlig1, sonsuz zamanda patlamasi ve azalmasi galigilmustir. Ikinci kistmda hiper-
bolik tipten p-Laplasyan denkleminin ¢6ziimlerinin global varligi, istel biiyiimesi ve azal-
mas1 ele alimmugtir. Son kisimda ise logaritmik kaynak terime sahip yiiksek mertebeden
Kirchhoff denklem sistemi ele alinarak sistemin ¢éziimlerinin global varlig1 ve azalmasi

caligilmistir.

4.1. Altinc1 Mertebeden Logaritmik Boussinesq Denklem Coziimlerinin
Varhg ve Asimptotik Davranisi
Bu calismamizda altinct mertebeden logaritmik Boussinesq denklemini = € €2, ¢ >

0 i¢in
Ut — Ugge — Ugatt + Ugzzatt + Ugzzx + Ugzrras + (ux log ’ux‘k> = 0 (411)

baglangic
u(z,0) =wug (), w (z,0) =u (v)

ve sinir kosullar ile
u(z,t) =u(l,t) =0, Upy (T,8) = Ugz (1, 1) = 0, Upgy (T,1) = Uy ([,) =0

ve ) = (0,1), k > 1 sartlari altinda ele aldik (Piskin ve Irkil 2019a). u (x, t) fonksiyonu-
nun (4.1.1) probleminin ¢6ziimii olmak iizere x ve t alt simgeleri sirasiyla x ve t’ye gore
kismi tiirevlerini ifade etmektedir. Simdi (4.1.1) probleminin enerji fonksiyonelini elde

edecegiz. Bu nedenle denklemi w, ile carpilip €2 bolgesinde integrali alinirsa

/ U U dT — / UgprpUrdT + / UppgzUrdX — / Ugprr Ur AT
Q) Q Q Q
+/uxmzxttutdx+/uxxxxxmutd'r+/<10g|u:p‘ku:p) Utd.CU

Q Q Q
= 0
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yazilir. Ilk terim basit matematiksel islemlerin kullanilmasiyla

1 [d 1d
/ututtdx =5 / pr (uf) dr = ST |||

Q Q

olarak elde edilir. Green 6zdesliklerinin ve sinir degerlerinin kullanilmasiyla

—/utumdx = —/(uzut)x d:):+/uxumdx

Q Q Q
1 d
Q
= 22 u?
— ggq el
/utuxxxxdx — (u:c:c:r:ut)x dr — uxac:cuxtd:E

o)
— O

(umxuta:>x dl’ + /uxxumztdx)
Q

/ Uty zazza dr =

Q

(ux:pxa:xut)x dﬂ? - ux:pxa:acuxtdx

(uzza:a:u:ct)z dl’ + / uwzzxu:v:ctdx
Q

(uzmxa::vut>z dl’ -

(uxwzxxut)x dl‘ - (uxwxxu:ct)x dZL'

Il
D O O
D D O

+/(ux:c:1:uxxt)x d']; - /ux:ca:uxmctdx
Q Q
1d

= ||uoc:ca:||27

2dt
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—/Umttutdl’ = -

(uzttut)m dx + /Uxttuxtdl'

SIEES

Q Q
1
= 52 el
(u$xxttut)x d[L‘ uxwzttu;ttdx

/ UggaattUt de =
Q

(ux:c:cttut)x dilﬁ' -

— O

(u:w:ttu:ct)x dl’ + / uxxttuxa:td$
Q

SEN :0\

||umt||2

N = D
SIS

olarak elde edilir. Logaritmik terim ise

/<log|u$|ku$> wdr = /<log|ux|ku$ut> —/log|um|kuxumd$

Q Q

1
= / 2) log ug|" da
0

<|u$|21og |uz|k> dr + % /1 || % <1og |u$|k> dx
0

1
k
(\um|210g|ux|k> dx + 5/\um|utda:
0

1

1 fdy . kfd,

= —§/£<|u$| log |u,| )d:p—l—z/amﬂ dx
0

0

N | —
Etl&

N | —
SRS

N |

. O\H O\H

Sl

1

= S5 [ rwlrop a5 e
= = 5 Uz |” log |u, Uy
0

olarak elde edilir. Sonu¢ olarak tiim terimler yerine yazilirsa

2 2 2 2 2
1d Jwell™ + [Juae|” + Nltwzwe 1™ [Jue|I” + llrae|
o It 2 k 2
2dt |+ U] —({uilog!ux\ da + % ||ue||
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olur. Boylece, (4.1.1) probleminin enerji fonksiyoneli

2 2 2
1 Ue]|” + || Ugt]]” + || Uz
py = L[ Tl e 5 ]

2\ 4 ol + [l + [tk

2
Q

| k
1 /u2 tog s i + % [ @.12)

olarak elde edilmis olur. (4.1.2) diferansiyellenirse V¢ € [0,T) i¢in
E(t) = E(0) (4.1.3)

elde edilir.
Lemma 4.1.1. (Logaritmik Sobolev Esitsizligi). u € H}(Q) olacak sekilde bir

fonksiyon ve a > 0 seklinde bir sabit olsun. Boylece,
2 |ul a’ 2 2
2 [ |u|"log de < — [ |ug|"dx — (1 +loga) ||ul| (4.1.4)
u s
Q Q

dir (Gross 1975) .
Lemma 4.1.2. (Logaritmik Gronwall Esitsizligi ). Kabul edelim ki ¢ (¢) negatif
olmayan bir fonksiyon ve ¢ (t) € L>(0,7T), ¢ (0) > 0 dir. Ayrica 5 > 1 pozitif bir sabit

ve t € [0, 7] olmak iizere

t

b (1) S¢(0)+ﬁ/¢(8)log[ﬁ+¢(s)]d8

0

saglansin . Boylece ¢ € [0, 7T i¢in

¢(t) < (B+¢(0) ™

elde edilir (Cazenave ve Haraux 1980).

Simdi, J (u) ve I (u) farkli iki fonksiyonel olmak iizere

1
J(u) = 2 (HU:EH2 + HumHQ + Hume2>
1 k
~5 [ ol dz @15)
Q

50



Nazli IRKIL

I (w) = flual® + s l* + ltzes | — /U?c log [u,|" dz (4.1.6)
Q

olarak tanimlansin.

Yukaridaki tanimlardan agikca goriiliir ki

k
(@) + 5 e, (4.1

([0 Y R [ R A () (4.1.8)

N — N

dir. Logaritmik Sobolev esitsizligine gore, I (u) ve J (u) fonksiyonlar1 H3 (€2) uzayinda
1yi tanimlidir.
Lemma 4.1.3. Her v € Hj () \ {0} i¢in,
(i) I (Au) = AL J (\u) ve ,\li>ré1+ J (Au) =0, )\11%120 J (\u) = —o0;
(i) &J (M) [x=r-= 0 olacak sekilde tek bir \* = A* (u) vardir 8yle ki, 0 < A < A*
araliginda J (\u) artan, \* < \ < oo araliginda azalan ve A\* = )\ noktasinda maksimum
degere sahiptir.

Bagka bir ifadeyle, A* € (0, 00) araliginda tek bir kok vardir 6yle ki

”uxHQ + HumHQ + HUMIHQ - fui log |ua:’k dr
Q

A =exp 4.1.9)
k||
iken
>0, 0 <A<,
<0, A>)\*
dir.
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Ispat. J (u) fonksiyonu tanimindan

2 2 2
1 | At ||” + [[ Mgz ||” 4 (| Athage ||

J (A = =
(Au) 2 —f(/\um)Qlog|>\um|kdx+ % H)\U;pH2
Q

>\2 2 2 2 k)\2 2

k)2 9 9
5 u; log |uy | de + | log A\ujdx
Q Q
A2 1%
= b)Y (Hutz + HumH2 + HumeQ) + W Hu:vl‘z

kA2 kA2
——/Uilog!ux\dw— —log A [|uz|”
2 2
Q

elde edilir. Boylece ||u,|| # 0, lim J (Au) =0, lim J (Au) = —oo oldugu goriilmekte-
A—0T A—00

dir. J (Au) fonksiyonunun X gore tiirevini alirsak

dJ (Au)
d\

kX
2 2 2 2

~% [ togul do - kN Iog A — 5 s
Q

= A (HumHQ + ||Uacﬂc||2 + Humx“Q)
—A/ug log |ug|" dz — kXlog A [|ug]?

Q

olur. Buna bagl olarak

I (Au) = <||ux||2 + ||Um||2 + HumxHQ)
—A2/u§ log [ug|® dz — kX?log A ||ug]|?
Q

dir

Acikga goriiriiz ki
dJ (Au)
d\

olur.
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Sonug olarak

Humx”2 + HU:MH2 + HuxH2 - fui log ‘Ux’k dx
Q

A\ =ex
P AT

iken, I (Au) = 0 oldugu sonucuna ulagtik. Boylece,

>0, 0< A< A
TOw)=¢{ —o0, r=x

<0, D<A <

elde ederiz.

Potansiyel kuyu ve Nehari Manifoldu sirasiyla

O<d:inf{supJ()\u) u € H (Q)\{O}} (4.1.11)

A>0

\

N ={u:ue Hy(Q)\{0},I(u)=0}

olarak tanimlanmistir. Ayrica Lemma 4.1.3 ten

0<d=inf J (u) 4.1.12)

ueEN

dir.
Sonra, (4.1.1) problemine uygun olarak HJ (Q) te

= {ueH;: J(u)<dI(u)>0}U{0}, (4.1.13)
V = {ueHj:J () <dI(u)<0} (4.1.14)

iki ayn alt kiime olsun.
Lemma 4.1.4. Kabul edelim ki v € Hj (Q2) olsun. r = (%)% ez olarak tanim-
lansin.
(i) Eger 0 < ||u,|| < rise I (u) > 0;
(ii) Eger I (u) < Oise ||ug|| > 7;

(iii) Eger [ (u) = 0, ve ||u,|| # 7, ise w € N igin |ju,| > r
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dir.

Ispat. Her a > 0 igin (4.1.6) ifadesinin son terimine Logaritmik Sobolev esitsiz-

ligini uygularsak

2 2 2
_k/ui (log |||ux||| + log ||u$||) dx
Ug
Q
ka®
> x 2 T 2 TIT 2__ xx 2
2 uall” + l[twell” + tzns ™ = 5 s

E(1+1
N ( 2oga)

]fCL2 2 2
(1= 55 ) sl + o)

i ((1 + loga)
2

lual” = K lual* log |l |

v

- logl\ux\o || ug||? (4.1.15)

elde ederiz.

Eger (4.1.15) ifadesinde a = 4/ 27” olarak alinirsa

2 +logZr
102 k(212 g ) (4.1.16)

olur.

(i) Eger 0 < ||u,|| < r alinirsa

2—i-log277r

1<1 2 <
og |1 || 1

dir. Boylece (4.1.16) ifadesinden [ (u) > 0 elde edilir.
(ii) Eger I (u) < 0 olarak alnirsa (4.1.15) ifadesinden dolay1

2 + log 2*
(%_mguuxu) <0,

A EA R
5 2 og ||Uz|| »

AR <l
(& Uz7
k

ro< fluell

yazilabilir.
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(iii) Eger I (u) = 0 ve ||u,|| # r ise her u € N, i¢in bdylece||u,| > r dir.

Lemma 4.1.5.

1
() d>E5(20)2 e =52 ve 2me? > k;

4
(i) v € Hj () ve I (u) < 0 olmak iizere
I(u) <2(J(u)—d) (4.1.17)

esitsizligi elde edilir.

ispat.
(i) Eger I (u) = 0 ve ||ug|| # 0 olarak alinirsa Lemma 4.1.4 ten dolay1, ||u,| > r =

1
(27”) 1 ¢2 olarak elde ederiz. J (u) fonksiyonunun tanimindan

T = 1)+ ful?

elde edilir. (4.1.11) ifadesinden dolay1

k/2n\?  k
S _ K2
d_4(k>€ 1"

ve
r > 1,
o\ i
T 1
= 3 1
(F) =
2T 4
— > 1
TR
ome? > k
dir.

(i) v € HJ () ve I (u) < 0 olmak lizere Lemma 4.1.2 den dolay1 0 < \* < 1 ve
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I (A*u) = 0 olacak sekilde A* oldugu sonucuna varabiliriz. (4.1.11) ifadesinden dolay,

1 k
d < J()\*u):—I(A*u)+ZH)\*uxH2

2
k
= T
koo
< 7 lull (4.1.18)

olur. Bundan dolayi, (4.1.5) ve (4.1.6) dan
k 1
d < Fllual* = 7 (w) = 51 (w)

yazilir. Boylece

I(u) <2(J(u)—d)
olarak elde edilmis olur.

Lemma 4.1.6. vy € H3(Q),u; € H(Q) ve 0 < E(0) < d olsun. u(x,t),
(4.1.1) probleminin zay1f bir ¢dziimii olmak {izere,
(i) Eger I (up) > Oise u € W,
(ii) Eger I (up) < Oise u € V;
dir.
Ispat. Zayif ¢oziim tanimi ve E (t) = E (0) oldugundan, ayrica teoremdeki 0 <

E (0) < d sartindan V¢ € [0,T) i¢in

2 2 2
(etel® + el + [fwael|?) + J ()

QU NN

(lall” + nal* + lurae®) + J (uo)

(4.1.19)

elde edilir.

(i) Her t € [0,7T) igin u(t) € W olsun. Eger bu 6nermemiz dogru degilse bir ¢, €
[0, T") vardir 6yle ki u (tg) € OW dir. Boylece

(@ I(u(to)) = 0ve |lug(to)|| # 0, veya (b) J (u(ty)) = d olmahdir. (4.1.19)
ifadesinden dolay1 (b) ifadesinin miimkiin olmadigin1 goriityoruz. Boylece I (u (ty)) > 0

ve ||ug (to)|| # 0 olmalidir. Eger 0 < d = in]fv J (u) ise en az bir J (u (t9)) > d olmalidir.
ue
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Bu ifade 4.1.19 ile ¢elistiginden dolay1 V¢ € [0, T") i¢in u(¢) € W oldugu bulunur.

(i) 0 < t < tpigin u(x,t) € V ve u(x,ty) € IV olacak sekilde bir t, € [0,7)
olsun. Boylece

(@) I (u(ty)) = 0, veya (b) J (u(tg)) = d olmahdir. (4.1.19) ifadesinden dolay1 (b)
dogru degildir. 0 < ¢t < toi¢in I (u(tp)) = 0 ve I (u(t)) < 0 ise, Lemma 4.1.4 (ii) den
dolay1 0 < t < tyicin |ju,| > rdir. 0 < d = ulgijJ (u) ise J (u (o)) > d olmalidir. Bu

ifade 4.1.19 ile ¢elistiginden dolay1 V¢ € [0, T") i¢in u(t) € V oldugu bulunur.

4.1.1. Coziimlerin Global Varhg
Bu kisimda (4.1.1) probleminin ¢oziimlerinin global varligin ele aldik. Ispa-
timiz1 Faedo-Galerkin metodunu temele alarak calistik. Ve ispatta Logaritmik Sobolev

esitsizligi ve Logaritmik Gronwall esitsizligini kullandik.

Teorem 4.1.1.1. uy € HZ (), u; € H' () olsun. Boylece (4.1.1) problemimiz
u € L™ (0,00, H3()) ve uy € L™= (0, 00, H*(2)) global ¢iziimiine sahiptir.

Ispat. Yaklasik ¢oziimii bulmak icin Faedo-Galerkin metodunu kullanacagiz.
{w;, };’;1, L? () uzayinin ortonormali olan H (€2) ayrik uzayinin ortogonal bir bazi ol-
sun.

Vin = span {wy, we, ..., Wy, }

olarak alinsin ve j = 1,2,...,m i¢in sonlu boyutlu V,,, alt uzaymin baslangic degerleri

(ug,u1) € (H3(Q), H' (Q)) olmak iizere
Um (0) = wom (x) = Z ajmwj (x) — up,
Ume (0) = upy (z) = Z bimwj () = uy

olarak verilsin.

V;, altuzayindatammh w € V,,, s = 1,2, ...m, i¢in (ug,u;) € (H3 (Q), H' (Q))
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olmak tizere

(umtta ws) + (umxa wsx) + (umxttwsz>
+ (Umx:pa ws:px) + (ummmtta wsx:p)
+ (uma:a:xa wszxw) - (uma} 10g |umx|k s wg;g) =0 (4111)
ug' (x) = 327 ajw; () = uo
| u (@) = 2 by (2) = w

yaklagik problemi i¢in

m

U (2,8) = Dy (8) w; ()

j=1
seklinde bir yaklasik ¢oziim bulmaya caligsacagiz.

Bu sekilde A" (t) fonksiyonlarinda olusan bir adi differansiyel denklem siste-
mine doniisiir. Adi differansiyel denklemlerdeki klasik varlik teoremine dayanarak, [0, ¢,,,) , 0 <

tm < T maksimum araliginda (4.1.1.1) probleminin ¢6ziimii olan
hj:[0,t,) = R, j=1,2..,m

fonksiyonlarini elde edebiliriz. Sonrasinda ¢,,, = T ve lokal varliginin m ve ¢ den bagimsiz
olarak diizgiin sinirli oldugunu gostermeye calisacagiz. Bu amagla, (4.1.1.1) probleminde

w yerine u,,; alinir ve integrallenirse
—E,(t)=0 4.1.1.2)

elde edilir. Burada

Huth2 _'_ ”umxtnz + HummctHz

+ ||uma:||2 + ||umm||2 + ”ummMHQ

l

k
/uim 10g |tme|” d + 1 ||t (4.1.1.3)
0

dir.
(4.1.1.2) ifadesi ¢ ye gore (0, t) araliginda integrallenirse

Epn(t) = Ep(0) (4.1.1.4)
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elde edilir.
H uzayinda w,, (0) — g oldugundan, wu,, (0) dizisinin HJ te sinirl oldugunu

elde ederiz. H3 — L* uzayimda Sobolev gémiilmesi ve ¢ > 0 igin
t?logt| < C (1 +t°)

esitsizliginden C; = C <||u0|| H3 |y ||> pozitif bir sabit olmak iizere

/ 2 108 [uomal " dz < C (1 -+ [luom])
Q

< O (14 lluomllyy) < o
elde edilir. Daha sonra, (4.1.1.4) den dolay1

||umt||2 + Humxt”2 + ”Umath2
+ ||ume2 + HummH2 + ||ummmH2

< 02 a2 loghult da (4.1.1.5)
Q

olarak yazabiliriz. (4.1.1.5) esitsizliginin sag tarafinda yer alan son terime Logaritmik

Sobolev esitsizligi uygulanirsa

2 / U2 10g |tma|* da

Q

— Qk:/ 2$ <log H‘ ’H —|—1og||umx||)
Q mx

fu dr — (1 +loga) ||umx||
Q

3%

IN
>~

) (4.1.1.6)
+10g [[tme | [[tma |
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ifadesi elde edilir. (4.1.1.6) ifadesi (4.1.1.5) ifadesinde yerine yazilirsa

Huth2 + ||umxtH2 + Humth2

ka?
2 2 2
il (1= 25 Pt + ]

& [ u2,pdr — (14 log @) [[tme |
< C+Ek Q 4.1.1.7)

+log HUmﬂz:H2 Humacn2
olur. (4.1.1.7) esitsizliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa
Huth2 + ||umxt||2 + H“mmt”2

(1 + K+ kloga) |[tmel|

kaQ ) )
(1= ) Mol + e

< O+ (14108 el lumel|) 4.1.1.8)
elde edilir.
(4.1.1.8) te
T
a=4/—
2k
olarak alinirsa
2 2 2
Huth + Humth + Humth
< C(1+10g||umx||2 ||umac||2) (4.1.1.9)

olur. Simdi

t

Uz (1) = Ume(0) + /umzt (s)ds

0

olarak alinsin. Asagidaki

(a+b)* <2 (a®+0?)
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esitsizligi kullanilirsa

e OF = [ (0)+ [ a2 5)

t
< 2 e (O] + 2T / et (5) ds
0

1+ C
< 2| ttme (0)]|* 4+ max {1, 2T}L/||um|| )ds  (4.1.1.10)

olarak elde edilir. Boylece (4.1.1.10) esitsizligi (4.1.1.9) ta yerine yazilir ve X = 2 ||tiyng (0)]|*+
max {1,27} (1 4+ C)T,Y = max {1,27} (1 + C) olarak alinirsa (4.1.1.10) ifadesi

t

lumal® < X +Y / 10g tme |t I s
0

seklinde ifade edilir. B > 1 alinir ve Logaritmik Gronwall esitsizligi kullanilirsa,
[tz ||” < X +Ye¥ < C, (4.1.1.11)

olur. Boylece, (4.1.1.11) ve (4.1.1.9) esitsizliklerinden

Huth2 + ||um:vt||2 + ||ummt||2
+ ||uma:||2+ ||uma::c||2+ Hum:cmnz

<C (4.1.1.12)

sonucu elde edilir. (4.1.1.12) teki kabuliimiizden 7T},,x = 7T olarak alimirsa u,,; nin
L>(0,T; H 2 (€)) uzayinda simirh oldugu elde edilir. Buradan, {u,,} , ile gosterilen bir

{u,,} alt dizisi vardir, dyle ki

U — u, zayif* yakinsak L™ (0, T; H3 (Q2)) da
Ut — Uy, zayif* yakinsak L (0, T; H? (Q)) d
Unmst — Uy, zaylf yakinsak L? (0, T; H=2(Q2)) d
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dir. Aubin-Lions’ lemmasi1 ve Lebesgue giiclii yakinsaklik teoreminin kullanilmasiyla
U 108 |Uma|* — Uz 10g [uy|* zayif* yakinsak L™ (0,7 L% (2)) da

elde edilir
(4.1.1.1) denklemi (0, ¢) araliginda integarallenir ve s sabit olmak iizere m — oo

olarak alinirsa

(Ut, ws) + (uxt> wsx) _I' (uxxta wsx:c)
t

+ / [(UpWsz) + (Una, Wsza) + (Uspars Wz )] dS

0
t

_/<u$10g|ux|k,wsm) ds

0
= (uly ws) - (ulxu wsx) + (U12m7 wsmx)

elde edilir ve (4.1.1) probleminin ¢oziimleridir. Bagka bir ifadeyle, (4.1.1.1) den u (z,0) =
up (), ut (2,0) = uy (z) oldugu goriilir. (4.1.1.4) den u (4.1.3) i sagladiginm gorebili-
riz. Boylece u (z,t) (4.1.1) probleminin global zayif bir ¢oziimii olacaktir. Bu sekilde

teoremimizi ispatlamis olduk.

Teorem 4.1.1.2. vy € H3(Q), vy € H'(Q) olsun. Kabul edelim ki E(0) <
d, ve I(ug) > 0 veya ||ug|| = 0 dir. Boylece, 0 < ¢t < oo i¢in u(t) € W ve u €
L> (0,00, H3 (2))ileu; € L™ (0,00, H' (2)) olacak sekilde global zayif ¢oziime sahiptir.

Ispat. Teoremden 4.1.1.1 den dolay1 (4.1.1) probleminin zayif ¢6ziime sahip ol-
dugunu biliyoruz. Lemma 4.1.6 dan dolay1 0 < ¢ < T i¢in u(t) € W olarak elde edilir.

Boylece T' = oo olarak alinabilir

4.1.2. Sonsuz Zamanda Co6ziimlerin Patlamasi
Bu béliimde (4.1.1) probleminin ¢oziimlerinin sonsuz zamanda patlamasini ¢a-
lisacagiz. Aslinda, uygun baglangi¢ kosullar1 altinda zaman sonsuza giderken HJ (£2)

normu altinda ¢oziimlerin iistel olarak biiyiidiigiinii gdstermeyi amagliyoruz.
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Teorem 4.1.2.1. vy € H3 (), uy € H*(2) olsun. Kabul edelim ki uy € V, 0 <
E0) < dve

(U(), ul) + (qua u1$> + (UOx:ca ulx:c) > 0

dir. Boylece zaman sonsuza giderken (4.1.1) probleminin ¢6ziimleride sonsuza gider.

Ispat. J (ug) < E(0) < d, I (ug) < 0 sartlar1 altinda u (¢, z) , (4.1.1) proble-

minin zayif bir ¢6ziimii olsun. ¢ () : [0, 00) — R™ olmak iizere
¢ () = [lull”* + lJual® + lluze || (4.1.2.1)

seklinde taminlanan bir fonksiyon alalim.

(4.1.2.1) ifadesinin tiirevini alirsak

¢ (t) =2 / uupde + 2/ux Uypedr + 2 / Uy UgprdT (4.1.2.2)

Q Q Q

elde edilir. Boylece, (4.1.2.2) ifadesi, (4.1.1), (4.1.6) ve kismi integral formiillerinden
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dolay1

2

k
T

Uz Uyt + 2 / Ugy Uzt

Q
/ Ugy + Ugatt — Uzzzztt — Uzzzx
Q
Q

2
+2 ([lue]” +||ua:t\| + [[ttzae )

2 2 2
= 2 (Jluell” + lletae I + llttaae”)

-2 “uCL‘H2 - Q/UJ: Ugtt — 2/“:{:1‘ Uggtt

Q Q
2 e * = 2 g + 2 | 02 o s
Q
+2/U:r Umtt+2/uxm Ugatt
Q Q

2 2 2
= 2 (Jluell” + Nuwell™ + lJtaa )
-2 ||ux||2 + ||um||2 + ||umw||2 - /u?r log|um|k
Q

= 2 (lluel® + lleatl® + Nt |*) — 21 (u) (4.123)

olarak ifade edilir.

Asagida belirtilen Cauchy-Schwarz esitsizliginin kullanilmasiyla
(ax + by + c2)” < (a® + 0% + ) (2 + y? + 2°)
t € [0, 00) igin (4.1.2.2) ifadesinden

2 2 2 2
1" (7 < 4 ([Juell” + NuaelI” + [[taw]l”)
(||uz||2 + “uﬂmH2 + ||u:cm||2)

= 40 ) (Jluall® + [taell* + | tase|*) (4.1.2.4)
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elde edilir.
Boylece, her t € [0, 00) i¢gin (4.1.2.1), (4.1.2.3), (4.1.2.4) ifadelerinin birlesimi
ve (4.1.3), (4.1.8) ifadelerinin kullanilmasiyla,

¢" (1) (1) — [0 O = 2 (Judll® + lJwae) + Ntaae® = I (w)) 6 (1)
~4. () (lwal® + l[ttwal* + [[ttza]*)
= 26 (t) (Jluel® + lJwaell® + llwwae | + I (w))

> 26 (1) [E(0) — J (u) + I (u)] 4.12.5)

olarak elde edilir.
Teoremdeki kabulden uy € V ve 0 < E(0) < d olarak alinirsa Lemma 4.1.6 dan

dolay1 I (u) < 0 oldugu sonucu ¢ikar. Boylece, Lemma 4.1.5 ten dolay1

EWQ)—Jw)+1I(u) < d—J(u)+2(J(u)—d)
= J(u)—d

< 0

elde ederiz. (4.1.2.5) ifadesinde bu sonug kullanilirsa

" (1) () — [ ()] >0 (4.1.2.6)

elde ederiz. Ayrica, tiirev alma kurallarin1 kullanarak

) _ 9 (1)
(log o (t)]) = 500 (4.1.2.7)
olarak yazabiliriz. (4.1.2.7) ve (4.1.2.6) ifadelerinden
" / 2
(log o (1)])" = ¢ (t)cb((;) <;) LA (4.1.2.8)
dir. (4.1.2.8) ifadesinden
,_ 9 (1)
(og o (' = 575

ifadesinin ¢ ye gore artan oldugunu sdyleyebiliriz. Elde edilen bu sonucu kullanir, (4.1.2.7)
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ifadesini ¢y dan ¢ ye integrallersek 0 < ¢5 < t iken

t

log |6 (£)] — log |6 (f0)] = / (log |6 ()Y dr

[0
- / 5"
&),
& ¢ (to) (t =)
elde edilir. Boylece,
o0 _ )
Blotw] = bl LT

<¢l§5t0) (t*to))

()] > |o(to)| e\ (4.1.2.9)

dir. Eger to, ¢’ (to) > 0, ¢ (t9) > 0 olacak sekilde yeterince kiiciik secilirse, (4.1.2.9)
ifadesinden tlim ¢ (t) = oo elde edilir. Boylece (4.1.1) probleminin ¢oziimleri iistel olarak
—00

biiytidiigiinii elde etmis oluruz.

4.1.3. Dogrusal Soniim Terimli (4.1.1) Problemin Coziimlerinin Enerji
Azalmasi
Bu kisimda, (4.1.1) probleminin ¢6ziimlerinin azalmasimi ¢alisacagiz. Bunun i¢in,(4.1.1)

denklemine dogrusal soniim terim ekleyecegiz. Boylece, problemi x € €2, ¢ > 0 i¢in

Upp— Uz — Ugeet + Uzt — Ugatt T Uzzzatt +Usrre +Ueraees+ (uz log \um|k>z =0 (4.1.3.1)
x € ) i¢in baglangi¢ sartt
(2,0) = ug (), u (x,0) = uy (2)
t > 0 i¢in sinir garti

u(x,t) =u(l,t) =0, Uz (2,8) = Upy (1,1) = 0, Uggs (2,8) = Ugyy (1, 1) =0
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olacak sekilde yazilabilir. Bu boliimiin ikinci kisim ve {i¢iincii kismin elde edebilen tiim

sonuglar (4.1.3.1) denklemi i¢inde elde edilir. Bu denklem i¢in

enerji fonksiyoneli olarak elde edilir. Boylece F (t) enerji fonksiyonelinin artmayan ol-

dugunu soyleyebiliriz.

Teorem 4.1.3.1 ug € W, u; € H'(Q) olsun. Kabul edelim ki; o pozitif bir sabit
olsun ve 0 < k*a*2fe? < 1 sartim saglasin. Boylece ¢ den bagimsiz M ve 7 iki pozitif
sabit vardir 6yle ki £ > 0 i¢in

0< E(t) < Me™

dir.

Ispat. u (z,t) , (4.1.3.1) probleminin zayif bir ¢oziimii olsun. Teorem 4.1.1.2 den
ug € W,u; € H'(Q) oldugundan V¢ € [0, 00) i¢in u € W dir. Ve boylece 0 < E (t) < d
ve I (u) > 0 olur.

Bu amacla, ¢ pozitif bir sabit iken

Q(t)=FE(t)+¢ / uugdx + / UptgdT + / Uppp Uy AT (4.1.3.3)
Q Q [9]

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. ® (¢) ve FE (t) nin denk oldugunu gosterecegiz.

Yeterince kiiciik € > 0 i¢in, y; ve v pozitif sabitler olmak iizere
1P (1) < E(t) < 10 (1) (4.13.4)

esitsizligi saglanir.

® (t) fonksiyonunun zamana bagli tiirevi alinir, (4.1.3.1) ifadesi kullanilir ve bazi
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ifadelere kismi integrasyon 6zdeglikleri uygulanirsa

fuuttdx + fufdx + fuxumttdx

®(t) = E(t)+e| © o o

+ f u?ztd‘r + f umzua:atttdx + f ugmtdl’
Q (9] Q

=~ Jluaell® = Netaat® + € [lluell” + leaell® + ezl

+ / Ul g dT + / Uy AT — / Ulggrat AT + / Ul gt AT
Q Q Q Q
_/qux:c:r:dx_ /uuxxx:c:r:xdx_ /uuxx:crttdx

Q Q Q
_/u (ux log|u$|k> dx—i—/uxuxttdx—l—/umumttdx
Q ’ Q Q

2 2 2 2
= _HuxtH - Huth A48 [HutH +||uﬂctH

+ Huth2 - ||u:z:||2 - /uxua:tdx T /ux:puxxtdx

0 0

~ [ ot el ~ itz = [ st
o) Q

+/ui log|ux]kda;+/uxuzttda:vL/umumttdx
0 0 0

2 2 2
= (e = 1) (lluaell” + Netaael”) + € fluell
2 2 2

—& / Uy Uy AT + / Uy Upat AT

Q Q

+5/u§ log |u,|" dz (4.1.3.5)
Q

elde edilir.

0 > 0 olarak alinmak tizere (4.1.3.5) ifadesine Young esitsizligi uygulanirsa

/uxuxtdw—i_/uxxuxmtdx

Q Q
1
< o5 (larll® + e )
+0 (Juall? + leas?) (4.1.3.6)
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esitsizligi yazilabilir.
(4.1.3.6) ifadesi (4.1.3.5) de yazarsak
V(1) < (e 5= 1) (latl + fuwuell)
e [Juel|* — & [[taze ||
e (0= 1) (luall® + lluse)
+e/u§ log |ug|* da (4.1.3.7)

Q

elde ederiz.

0 < 6 < 2 pozitif bir sabit iken (4.1.3.7) ifadesine 0 F (t) ekleyip ¢ikarirsak

, el €
V() < 050+ (G +e- 1) (lual® + el

0 0
ve (14 2) e (5 =1) sl
0 2 2
e (5+0-1 ([Jwa]l* + ||tz )

0k 0
+€I HugEH2 +€ (1 — 5) /ui log |ux|kdx (4.1.3.8)
Q

olur.

0 < 6 < 2 olarak alinir ve (4.1.3.8) ifadesinin son terimine Logaritmik Sobolev
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esitsizligi uygulanir ve Sobolev gomiilme teoremleri uygulanirsa

, et €

0 0 2
+e |1+ l[ue||> + € 51 | ae |

0 0k
be (540 -1) (hual® + sl + 5

2 1+10 a)
0 & 2, )| — S5 lu,
+ (1——)k m
2 +1og [lua || [|us |
0= 1) (14 |
< —efE(t) + (Fte-5-1)0+G) (||Uth2+HUxxt”2)
+C (1+ )
0
+5 (5_1) ||u;rzx|| +5 ( 0 C)L (||U$$“2)
( —5 o |
Q+5_1 (1 — 1+loga
L (5 )= ||| (4.1.3.9)

+(1—3) klog II%H i

olarak duizenlenir.

0 < 6 < 2oldugundan 1 — g > ( dir. Ayrica (4.1.7) ten

Tw) > S

> log ||ug|? (4.1.3.10)

oldugunu soyleyebilirz.

(4.1.3.10) ifadesi (4.1.3.9) ta yazilirsa

(L+e—5—1)(1+Cp)

ot + [ttt |
+C1 (14 9) (e )

() < —eE(t)+

9 b+6-1
+e (_ R 1) fual? e | © ) (Y

: +(1-9) 5

(491 - (1-§) sospe

)= s 4.13.11)
+(1—8) klog 2 4 ok

+ée

elde edilir.
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Teorem 4.1.3.1 daki kabuliimiizden, 0 < 6 < 2 ve J(u) < E(0) < %r? < d

o a1s : 2w
oldugunu biliyoruz. a y1 Teorem 4.1.3.1 daki varsayima uygun olacak ve k4a4?e2 <

a? < %’r sartin1 saglayacak sekilde alir ve yeterince kiiciik 6 > 0 secersek

0
——1<0
2 )

0 0\ ka?
0 ka?
(5_1) (1_§) <0
ka?
(1—5;) > 0,

0 6 (1+loga) 4.J(u) Ok

dir. Boylece,

(%—i—s—f&—l)(l—ka))

P’ —e0E
2% +C; (1+%)

(e l® + Nttt |”) - (4.1.3.12)

olarak elde edilir.

Yeterince kiiciik olacak sekilde € > 0 segilirse
e € 0
<7+€—B—1) (1+Co)+01 (1—1-5) <0,

1—|—CQ > 0,

CO>—1

olur.

Sonug olarak, (4.1.3.12) ifadesi

O (t) < —0F (1)
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olarak elde edilir. (4.1.3.4) ifadesinden
D' (t) < —ebd (1) (4.1.3.13)
yazabiliriz. n = 0~, > 0 olarak alinir ve (4.1.3.13), (0, ¢) aralifinda integrallenirse
D (t) < Me ™™

elde edilir.

4.2. Logaritmik Kaynak Terimli Hiperbolik Tipten p-Laplasyan Denklemin
Coziimlerinin Davranisi
Tezimizin bu kisminda, asagida yer alan logaritmik kaynak terimli hiperbolik

tipten p-Laplasyan denklemini x € 2, ¢ > 0 icin

Uy — div (|Vu|p_2 Vu) + P u 4wy = |ufP % wln |u)
u(z,0) =ug(z), w(x,0)=u(x) 4.2.1)
u(x,t) =0 z €0

problemini ele aldik (Pigkin ve ark. 2021). Burada, 2 C R"™ smrl bir bolge, 02 bu
bolgenin yeterince diizgiin siniridir. ug, u; baslangi¢ fonksiyonlari olarak verilmis olup, p

ise asagida verilen

2<p< n”T’;; n>p
2<p<oo; n<p
sartlar1 saglamaktadir.

(4.2.1) probleminin enerji fonksiyoneli

1 1 1 1 1
B(t) = 5 [lul* + . IVull, + p lull, - p /ln Jul wdz + 5 lull; (4.2.2)

dir. Simdi enerji fonksiyoneli ile ilgili lemmay1 ifade edelim.
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Lemma 4.2.1. £(t) artmayan bir fonksiyon olmak iizere, ¢ > 0 igin,
E'(t) = — ||Jw]> <0 (4.2.3)

dir.
Ispat. (4.2.1) problemini u; ile carpip © bolgesinde integrallersek,

/uttutdx — /div (|Vu|p_2 Vu) updx

Q Q

+/|u|p2 uutdz+/ututd9§

Q Q

= /upQuln |u| updx

Q

olarak elde edilir. Burada gerekli matematiksel iglemler yapilip Green 6zdeslikleri uygu-

lanirsa

2
g e+ 2Tl + Ljuf?

dt —%S{ln Jul uPdw + 5 [|ull?

2
= =l

olarak ifade edilir. Boylece

olarak bulunur.

Lemma 4.2.2. (Genellestirilmis Logaritmik Sobolev Esitsizligi). p > 1, u > 0
icinu € WP (R")\ {0} olsun. Boylece,

3

s
=
—~
0|3
—+
—_
~—

—1\?!
e (220 s [ e
n € F(npfl—i-l)

iken

p/u”ln U dxg,u/|Vu|pdx—ﬁln (]ige)/|u|pdx
HU’HLP(R”) Fa p nep Fs

R’I’L
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dir (Del Pino ve Dolbeault 2002).

Sonug 4.2.3. Eger u € W, (Q)\ {0} ise boylece z € R™\Q icin u (z) = 0

tanimindan Lemma 4.2.2. yi,

p/upln U dxgu/|Vu\pdx—ﬁln (Iﬁ) /|u\pdx
J HUHLP(Q) 2 p nty 2

olarak ifade edebiliriz.

Lemma 4.2.4. ¢ pozitif bir say1 olsun. Boylece, C' = % iken tim s € [1,00)

i¢in asagidaki
logs < Cs’
esitsizlik saglanir
Ispat. Her v € R igin
v gl u? ol
oldugunu biliyoruz. Bu nedenle
1+u<e”

olsun. Burada u = ¥ In s — 1 doniisiimiinii uygularsak ve esitsizlikte yerine yazarsak

sve1

Ins <

olarak elde edilmis olur.

Sonug 4.2.5. Lemma 4.2.4 e gore s € [1, 00) olmak iizere
sPlog s < C'sPH?

dir.

Lemma 4.2.6.
(i) Her u € Wol’p (Q) fonksiyonu igcinn < piken g € [1,00] ven > piken1 < g <
n"—i) olmak iizere
[ull, < Bop [Vull,
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olur. En iyi sabit olan B, , sadece €2, n, p ve ¢ ya baghdir. B, , sabiti yerine B, ifadesini
kullanacagiz.

(i) Her u € W, ? (Q),p > 1 ver > 1 igin, C pozitif sabit olmak iizere

1—
lull, < € [IVully flull,™

(1 1> (1 1 1)‘1
a=|-—=)(=-—=+-
T q n P T

-p>n=1licinr < q < o0,

elde ederiz. Burada

veE

-n>1vep<nigin,r < -"Eiseq € [r,

np np : np
a8 = ] ver > np 15€q € [—nfp, r] ,

n—p
-p=n>licinr < g < oo,
-p>n>licinr <g< o0

dir (Ladyzenskaja ve ark.1967).

4.2.1.Coziimlerin Global Varhg
Bu kisimda ¢oziimlerin (4.2.1) probleminin ¢oziimlerinin global varligini kanit-

liyacagiz. Bu nedenle ispatta kullanilacak bazi fonksiyonelleri

1 p+1 1
O R T R @2.11)
Q
veE
() = [Vl + Jull = [ 1nfufurds (4212)
Q

olarak tanimladik. (4.2.1.1) ve (4.2.1.2) ifadelerinden
1 1 »
J (u) = p (u) + = [l 7 (4.2.1.3)

ve

1
E (u) = 3 llucl® + 7 (u) 4.2.1.4)

acik bir sekilde elde edilir.
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Payne’nin (1975) daki ¢alismasina benzer sekilde, potansiyel kuyu derinligi

0 <d=inf {supJ()\u) cu € Wol’p (Q), HUHfZ # 0}

w A>0

Ve

0<d=inf J(¢)

ueN

olarak tanimladik.

Daha sonrai W kararli kiimesini ve V' kararsiz kiimesini

W= {ueWy”(Q):I(u)>0,J(u)<d}U{o},
V="{ueWy?(Q):1(u) <0, J(u)<d}

olarak tanimlandik.

(4.2.1.5)

(4.2.1.6)

Lemma 4.2.1.1. « € W, (Q)\ {0}, [ully # 0 ve g(A) = J(\u) olsun.

Boylece,

@ lim g (A) =0, lim g (A) = —oc;

(ii)
IVully + [lully — [ 1nful [u]” de
A =exp L
[Jull,
iken
>0, 0< A<

I(du)=Ag"(A) ¢ =0, A= )"
<0, A<M <

dir..
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Ispat.

(i) g (A) nin tanimindan agiktir ki,

g\ = J(\u)
1 p+1
= AV} + e ([ Awll?

1
——/ln|/\u| (M)’ dx
p
Q
AP N p+1
= — Vup—l——(——ln)\) ul|?
o Vel + =1 = AL lully
P
—— [ In|u| |u|’ dz
p

Q

dur. [|u[|7 # 0 oldugundan dolay1 )\li)rgl+g (A) =0, )\h_g)log (A) = —o0 olur.

(i) Simdi, A ya gore ¢ (\) nin tiirevini alirsak

g0 = T ()

= et |]Vu||z+(1—ln|)\|)Hu||§—/ln\u| ufPde | (42.1.7)
Q

elde ederiz. -L.J (Au) |x=x- = 0 saglanmak iizere

IVully + flully = S{ln Jul [ul” dx

A" =exp 5
[l

tek bir A* vardir. Son 6zellik,

dJ (M) |, B
A o= Ag'(N) =1 (M)

ifadesinin agik bir sonucudur. Boylece asagidaki sonuclari

>0, 0< A< A
I(Qu) =Xg" (N =0, A=)\

<0, A< <

elde ederiz.
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2 n
p2

Lemma 4.2.1.2. u € W,” (Q)\ {0} ve | = - <p7> olmak iizere asagi-

daki ifadeler elde edilir.
(i) 0 < [Jull, < liken I (u) >0,
(i) / (u) < Oiken [|ul[, > I,
(iii) / (u) = O iken [[ul|, >
dir.

Ispat. ispat icin Logaritmik Sobolev esitsizligini ve (4.2.1.2) de verilen I (u)

tanimim kullanirsak,

Iw) = [|[Vul+ ful? - / ( H' ,', +1nr|u||)|u1pd:c

> |IVulp+ (1 —1n||u||p) (T
/—L/|Vu|pd:17—£1n v /|u|pdx
p P nty
> (1—;) 19l (1 tulal, + 2t (22 ) )l

olarak elde ederiz. (4.2.1.8) esitsizliginde p = p olarak secilirse
> 1 i) pe b
Fw) 2 (1= tful, + g (27 ) )
olur. Boylece;

(i) (4.2.1.8) esitsizliginden 0 < [lu||, < liken I (u) > 0 dur.
(ii) Kabul edelim ki 7 (u) < 0 olsun. (4.2.1.9) den dolay1

nip? [ p? >
ul|, >e »? | — =1
Jul, > 5 (1)

(iii) (i1) onermesindeki ispata benzer olarak (iii) onermesi elde edilir.

olarak elde edilir.

Boylece Lemma 4.2.1.2 nin ispati tamamlanmais olur.

J fonksiyoneline baglh olarak Nehari manifoldu

N = {u e WP (@)\ {0} : I (u) = 0}
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olarak tanimlansin.
Lemma 4.2.1.1 den dolay: aciktir ki N bos kiime degildir. Aslinda, eger u € N
olarak kabul edilirse (4.2.1.3) ifadesini

1
T (w) = 5 lull; 42.1.11)

olarak elde ederiz. Boylece, J nin NV iizerinde baskin oldugu goriiliir. Diger taraftan, {2,

ve (), kiimelerini
G ={zeQ:|u(x) <1} veQa={xe€Q:|u(z)>1]}

olarak tanimlayalim.

Sonug 4.2.5 ten dolay1 ¢ > 0 iken

/|u|pln lulde < /|u|p In|u| dz + / |ul” In |u| d
Q 1 Qa

IA
Q
—
=
]

&
L
S

IN

p+¢
Cullyre

dir. Lemma 4.2.6 dan,
(1 1 )(1 1 1)1 e
o = e ———+— R —
p p+¢)\n p p p(p+Q)

/m [l [ul? dz < C [[u]75¢ < O | Vul|[2PF) [ful|~#+) (4.2.1.12)
Q

iken

p+¢

elde edilir.

Eger, ( < %2 olarak secilirse

a(p+¢)<p

oldugu agiktir.
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Young esitsizligi ve (4.2.1.12) ifadesi kullanilirsa 0 < ¢ < 1 ve

(1—a)(p+¢)

p—a(+() -1

b=

iken

B
/|u|p1n juldz < [ Vull, + C: (Jlull?) 4.2.1.13)
Q

elde edilir. u € N oldugundan, I (u) = 0, (4.2.1.2) ve (4.2.1.13) ifadelerinin kullanilma-
styla

lalf? + [Vulf = / fuf? In |u] da,
Q

B
el + Il < e[ ully + C- (Jlul)
B
IValpy, < el Valp+C. ()
B
(1=e)|Vulp < C.(Jlull)

olur. (4.2.1.11) ve (4.2.1.13) ifadeleri birlikte ele alinirsa

™|

1
T(6) = 5 July > €= (vl

elde ederiz.

Lemma 4.2.1.3.

(i) Potansiyel kuyunun derinlik tanimi1

d= Jgjva(u) = inf {supJ(Au) cu € Wy (Q)\ {0}, [ully # 0}

A>0

dir.

(ii) d pozitif bir alt sinira sahiptir, yani,

wir? (02 \P [P
d > ie% r — l_ - K
p? nt,

burada /,,, Lemma 4.2.2 de tanimlanmustir.

80



Nazli IRKIL

(iii) u € N pozitif fonksiyonu vardir 6yle ki J (u) = d dir.

Ispat.
(i) u € Wy (Q)\ {0} olsun. Lemma 4.2.1.1 den I (\*u) = 0 olacak sekilde \* vardir
oyle ki A*u € N dir. (4.2.1.14) den dolay1

J (ANu) > inf J(u) =d (4.2.1.15)

ueN

elde edilir. Lemma 4.2.1.1 den dolay1, A\*, J (Au) fonksiyonunun maksimum degeri aldig1

noktadir dyle ki

supJ (Au) = J(Nu)

A>0
1 * 1 *
= ]—)]()\ u) + 2 1A u||§
Lo 4.2.1.16
= I\l (42.1.16)
dir. (4.2.1.16) ve (4.2.1.15) kombinasyonundan
inf sup J (A\u) = inf J(ANu) >d (4.2.1.17)

u€W, P (92)/{0} A>0 u€W, " (92)/{0}

elde edilir. Boylece, u € W,” (Q)\ {0} iken d # 0 elde ederiz. Diger taraftan, eger u €
N ise (4.2.1.7) ifadesinin kullanilmastyla ¢ (\) fonksiyonunun esitinin (0, co) aralifinda

kritik noktasinin A* = 1 oldugu elde edilir. Béylece, her © € N igin

sup J (A\u) = J (u)

A>0

dir. Bu nedenle,

inf sup J (Au) < inf sup J (Au) = inf J (u) =d (4.2.1.18)

ueWyP(2)/{0} A>0 uEN A>0 ueN

olur. (4.2.1.17) ve (4.2.1.18) den dolay1 (1) ispatlanmuis olur.
(ii) Lemma 4.2.1.1 den dolay1, Yu € Wy* (Q)\ {0} i¢in I (\*u) = 0 dir. Lemma
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4.2.1.2 den
ntp? p2 p%
Iull, > e (M) —
elde edilir. (4.2.1.16) ve (4.2.1.19) ifadelerinin birlikte ele alinmasiyla

I
sup J (\u) > — =K
A>0 p

ifadesi olusur. (i) den dolay1 d > K oldugu soylenir.

J nin bir alt dizisi {u;}; C u € N olsun 6yle ki

lim J (ug) =d

k—o0

(4.2.1.19)

dir. Boylece, agiktir ki {|ug|}, € N de J nin daraltilmis bir alt dizisidir ayrica |uy| C

u € N ve J(lug]) = J (uy) dir. Bu nedenle, her k € u € N igin (2 bolgesinde hemen

hemen her yerde u;, > 0 dir.

Diger taraftan, (i) den dolay1 {u;};° dizisinin W, (Q) uzayinda simirli oldugu

soylenebilir. W, 7 (Q) < LP () kompakt gémiilmesinden, u fonksiyonu ve {u;,}7° alt

dizisi vardir, dyle ki

uy, — u zayif yakmsak W, ()
uy, — u gigli yakinsak LP (2)
ug () > u(z) hhhQ

dir.

Sonra, zayif alttan yar siireklilik ve Lebesgue baskin yakinsama teoremi kulla-

nilarak €2 bolgesinde hemen hemen her yerde u > 0 ve

1 p+1 1
J) = ]—9HVUH§+p—2|]uH§—];/1n|u|upd:c

Q

2

1 1 1
< lim inf [ = [[Vul]? + b Jull? — = /ln |u| uPdx

Q
= lim inf J (ux) =d

k—o00

elde edilir.
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uy, € N oldugundan u;, € Wy 7?7 (Q)\ {0} ve I (u;,) elde edilir dyle ki

n

lual > e (27—
U e r — =
Fllp = nt,

saglanir.
Lemma 4.2.1.2 den L? (€2) de giiglii yakinsamadan [[u[|, # O anlamima gelir,
boylece, u € W, (Q)\ {0} dir. Dahasi, zayif alttan yar siireklilikten

I(u) = y|w||§+y|u||;j—/1n|u|updx
Q

< lim inf | ||Vul? + Hqu—/ln\u]updx
k—o00 p p
0
= lim inf ] (ug) =0

k—o00

elde edilir.
(iii) tin ispatinin son adiminda, / (u) = 0 oldugunu gosteriyoruz. Eger bu yan-
ligsa, I (u) < O dir, 0 zaman Lemma 4.2.1.1 ye gore, I (A*u) = 0 1 saglayan pozitif bir

A* < 1 sabiti vardir. Boylece,

1
0 < d< TN = Xl

(A"
< Jim i {fu |7
= (A" lim inf J (ug)
k—o00
= (MVPd<d

elde ederiz. Bu bir celigkidir. Boylece Lemma 4.2.1.3 {in ispat1 tamamlanmisg olur.

Tanim 4.2.1.4. Q x [0,7") da u (t) fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa
ue C((0,1); Wy () NC* ((0,7); L ()

ve

u € L ((0,T); L*(Q))
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(4.2.1) probleminin zayif bir ¢oziimiidiir. Ayrica Vw € Hj (Q2) igin

( [ g (x,t)w (2) de + [ |Vul’> VuVwdar
0 0
+ [ ufPuw (v) de -+ [waw (z) de
Q Q

= k‘g{ln lu (z,t)|uP~2 (z,t) w (x) dx

u(z,0) =wuo(z), u(x,0)=u ()
esitligi saglanir.

Lemma 4.2.1.5. (ug,u;) € W, ” () \ {0} x L? (Q) ve | = 671:72102 <T%> ” olsun.

Kabul edelim ki 0 < E (0) < ;_1; < d dir. u (t) nin maksimum varlik zamani olmak iizere
(i) Egerup e Wise0 <t <Tiginu € W;
(i) Egerug € V,ise 0 <t < T'icinu € V;

dir.

ispat.
(i) v nun zayif ¢oziimiiniin maksimum varlik zamani 7" olsun. (4.2.1.4) ve (4.2.1.14)

den V¢ € [0, T) igin
1 2 1 2
3 luel|” + J (u) < 5 lur||” + J (ug) < d (4.2.1.20)

elde edilir. Boylece, tim ¢ € [0,7") igin u(t) € W oldugunu iddia ediyoruz. Eger yanligsa,
bir ty € [0,T") vardir dyle ki u (tg) € OW dir, yani I (ug) = 0 ve ||(uo)|| # 0, veya (b)
J (ug) = d olur.

(4.2.1.20) ten dolay1, (b) nin gerceklesmesi imkansizdir, boylece I (ug) = 0 ve ||(uo)|| #
0 olur. Ancak, 0 < d = 11}61?% J (u) ise en az bir J (ug) > d vardir. Bu ¢eligkiden dolayi,
Vt € [0,T) igin u(t) € W olarak bulunur.

(i) (i) nin ispat1 (i) e benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.2.1.6. ug (z) € W, 7 () \ {0}, uy (z) € L*(Q) olsun. Eger I (ug) >
0 ve E(0) < d veya |luo||; = 0, ise (4.2.1) probleminin global zayif ¢oziimii u (t) €
L (0,00, Wy (2)\ {0}) , u () € L® (0, 00; L? (Q)) olur.
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Ispat. {w; b L? () uzayinda ortonormal W, () ayrik uzaymmn ortogonal
bir bazi olsun.

Vi = span {wy, wa, ..., Wy, }

tanimlansin ve sonlu boyutlu uzay V;,, de baslangi¢ degerleri j = 1,2, ...,m ve (ugu;) €

(W (), L* (©)) igin
ug' (x) = Zajwj(x)%uo,

uf (r) = Y bjw;(z) = w
j=1

seklinde verilmis olsun.

(4.2.1) probleminin yaklasik ¢oziimlerini V,,, de w € W, " (Q) olmak iizere

[ [ (z,t)w (z) dz + [ |Vu™ |’ Vu"Vwdzs
Q Q

+ [ Ju™ P2 umw (2) do + [ uw (x) da
Q Q

! = S{ P2 (2, ) In [u™ (2, t)| w (z) dz 4.2.1.21)
u™ (0) = ug' = Zl (uo,w;) w;
=
u (0) = ui® = > (u1,w;) w;

dir.

u"(,t) =R () w; (2)

seklinde ¢oziim bulmaya calisacagiz.
Boylece bilinmeyen A7 (t) fonksiyonlari adi diferansiyel denklemlerin sistemine
doniigiir. Adi diferansiyel denklemlerin klasik varlik teoreminden, (4.2.1.21) denklemini

[0,t), 0 < t, <T maksimum aralifinda saglayan

hj:10,t,) = R, j=1,2,..,m
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bir fonksiyon olsun. Sonra, ¢,, = T' oldugunu oldugunu ve lokal ¢coziimlerin m ve ¢
den bagimsiz olarak varlifim gostermeye calisacagiz. Bu iddianin ispati icin, (4.2.1.21)

ifadesinde yer alan w yerine u;" terimi alinir ve integrallenirse

d

EMt) = — |u"> <0 (4.2.1.22)
dt
elde edilir. Burada
E™() = 5l ||2+];||Vu [es )
1
o [ o (42.1.23)

dir.
(4.2.1.22) ifadesi 0 dan ¢ ye integrallenir, ve (4.2.1.4) ifadesi kullanilirsa

1
5 Il + I (u /||um|| ds = E™(0) (4.2.1.24)

elde ederiz. (4.2.1.21) probleminin baglangi¢ kosullarinin yardimiyla, m — oo igin £™(0) —

E(0) elde edilir. m yeterince biiyiik segilirse

1
§I| P4 (u /Humn ds < d (4.2.1.25)

dir. (4.2.1.3) ten dolay1
1 1
J(u) = 5[ (u) + ] Jull? (4.2.1.26)

oldugu goriiliir.

ug € W oldugundan
™ (0)|)* + J(u™ (0)) = E (0) (4.2.1.27)

ve baglangi¢ kosullar1 0 < t < oo i¢in m yeterince bilyiik se¢ilirse ™ (0) € W elde
edilir. (4.2.1.4) ve Lemma 4.2.1.5 dekine benzer islemlerden, yeterince biiyiik m se¢imi

ve 0 < t < oo igin u™(t) € W olarak elde edilir. Boylece, (4.2.1.25) ve (4.2.1.1)
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ifadelerinden 0 < ¢t < oo iken

m 2 m m
3l P + 5 IV + 25 u I
t (42.1.28)
—%S{|um|p1n|um|dx+0f||u;”||2ds <d

elde edilir. Yeterince biiyiik m ve 0 < ¢ < oo i¢in, (4.2.1.28) ifadesinden
luf"||* < 2d,

IVu™|[; < pd,

2

P
mp< d
||U ||p p+17

t
/ ]|u§”]|2ds <d
0
np

olarak ifade edilir. Sonug¢ 4.2.5 teki c¢ikarimdan dolay1 p < n iken p + ¢ < ap Ve

p > niken ¢ > 0 olacak sekilde ¢ secilir ve ©; = {z € Q:|u™ (z) < 1|} ve Qy =

{z € Q: |u™(x) > 1|} olarak tanimlanirsa

/\um\pln\ummx < /\um|pln|um]dx+/\um\pln|um|dx
0

Qo

IN

1951
C/]um]pﬂ dx
Qo

C Jlu™ e (4.2.1.29)

IN

olarak bulunur.
Lemma 4.2.6, Sobolev gbmme teoremi ve Young Esitsizligi kullanilirsa, (4.2.1.29)

ifadesi

/ln]um|]um|pdw < et

p+C
Q
m e} mi|(1—a
< C|Vu U||p(p+<) u ||;() ) (p+C)
o
< el Vamulfy + G (Jlum) T
< Co|Vumullb (4.2.1.30)
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olarak elde edilir. Burada e € (0,1) ikenp > « (p + () i¢in 0 < ¢ secilmistir. 0 < ¢ < 0o

a:(E_L>(l_1+1)_lve(1—a)p(p+é)>1
p p+¢)\n p p p—a(p+()

oldugundan, (4.2.1.30) ve (4.2.1.28) den dolay1

i¢in

/ln ™| |u™ | dz < C.pd
Q

olarak elde edilir. Boylece
u™, L (0, 00; W, (€2)) uzayinda diizgiin stnrl
u, L (0,00; L?(€2)) uzayinda diizgiin sinirh

dir.

Boylece, (4.2.1.21) ifadesi ¢t ye gore integrallenirse, 0 < ¢ < oo i¢in

/utwsda:—/ulwsdx+//ln|um| lu™ [P~ Yw,dxds
//ut wsd:vds—//|Vu P72 (5)Vu™ (s) Vw,daxds

— / / ™2 (s)u™(s)wydx (4.2.1.31)
0 O

elde edilir. Bu nedenle, alt diziden, (4.2.1.31) ifadesinde limite gecilebilir ve u, (4.2.1)
probleminin yukaridaki esitlikten dolay1 zayif bir ¢6ziimii olur. Diger taraftan, (4.2.1.21)
deki baslangi¢ kosullarindan Wy de (u (z,0)) = (uo) ve L* () de (uq (,0)) = (uq)

sonucuna varabiliriz.

4.2.2. Coziimlerin Ustel Biiyiimesi
Bu boliimde, (4.2.1) probleminin ¢éziimlerinin iistel biiyiimesi i¢in gerekli sart-

lar1 olusturduk.

Teorem 4.2.2.1. ug € W, (Q) ,uy € L?(Q) saglansin. u (¢, z) , (4.2.1) proble-
minin bir zayif ¢oziimii olsun. 0 < E (0) < ;—Z < d, veuy € V iken, problemin ¢6ziimleri

zaman sonsuza giderken {istel bir fonksiyon olarak biiyiir.
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Ispat.

lp
E(0)<El<]¥

iken

H(t)=E, — E(t) (4.22.1)

olsun. F (t) nin tanimi ve (4.2.2.1) esitligi kullanilirsa

H' (t) = —FE'(t) = |Jug||> > 0 (4.2.2.2)
ve
H(t) > H(0)
— E,— E(0)
> 0
elde edilir.

€ > () daha sonra belirlenecek yeterince kiiciik bir say1 olmak iizere V¢ > 0 i¢in
L(t)=H(t)+ €/utudx + % [l (4.2.2.3)
Q

tanimlayalim. Sonra, L () nin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

L'(t)=H' (t) + ¢ [ (ugpu+ ui) de + € [ uudz
Q Q

=H'(t)+¢ [uidx + ¢ [uudx
@ @ (4.2.2.4)
+e [ (div (|Vu]p_2 Vu) — wP~?u — uy + In [u| w?~2u) u
Q

= (1) uell® = & (IVully + ully) + = f 1o fu] wda
Q

olarak elde edilir.
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[ pozitif bir sabit olmak tizere (4.2.2.4) esitligine ¢ 5 H (t) ekleyip ¢ikarirsak

L) = e0H () - <05+ (1424 5 ) Jul?

ve (L) 1wl e (L)l

[l s+ el
P
Q

19
1+€+%)HWW

)
(

ve () 1wl e (L)l
)

1
/ln |u| uPdx + ef |:]¥ HUHZ — E1:| (4.2.2.5)
Q

elde ederiz.
ug € V' ve Lemma 4.2.1.2 ve Lemma 4.2.1.5 den, v € V dir. Ayrica I (u) < 0
iken [[u[|, > [ oldugunu biliyoruz. Bundan dolay1 E; < 2 < 2 [ul|} olarak yazilabilir.

Bu ifade (4.2.2.5) te yerine yazilir ve Logaritmik Sobolev esitsizligini kullanilirsak

L'(t) > eBH(t)+ <1+5—|— %) e

%(5p 19l + Cgp)HF
p—p »
—€ (T /ln|u| uPdzx,
Q
> eBH (t) + 1—|—€+%> | tH2
%(ﬂi wwwwct£)m5
p p

1+5+%)HWW

QL—E)HVuW

puie
[1 + —n <n€ > —In ||u||p} Jull? (4.2.2.6)

p

)
)
(
)
= (22 (L09ulg — 2w a4 )
(
)
)

olarak elde edilir.
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np? o
Lemma 4.2.1.2 den p = p, ve [Juf|, > e (%) »* olarak alinabilir. Boylece

1+ % 1n (%) — In [|ul[, < 0 oldugu agiktir. Burada 8 > 2p olarak segilirse € > 0 i¢in

6 >0, {HVuHﬁ Al l[we||?, H (t)} katsayilarinin minimumu olmak iizere yani

0 = min {[Vull, |jull), lluel*, 5 () }

iken, (4.2.2.6) ifadesi
L (t) 2 0 [[Fully + [l + lul” + H ()] 4.2.2.7)

dir.

Ayrica, Holder ve Young esitsziliklerinden, 0 < I% < 1 olmak iizere

L (t)

IN

£ g
(8)+ = (lull* + ) + 5 el

H
9
= H () +elful* + 5 [|ul”
H

19
< (t)+6c||u|]§+§\|ut|]2
< ec IIUI|Z) gt 2 udl|* + H (2) 42.2.8)

elde edilir. Asagidaki cebirsel esitsizligin kullanilmasiyla Vz > 0,0 < v < 1, > 0
olarak alinirsa

1
2" <z+4+1< (1+—> (z + )
a

ve H (t) > H (0) oldugundan, C' = 1 + ﬁ iken

N

(lul)” < ¢ (llully + 7 (1)) 4.2.2.9)
olur. (4.2.2.9) yi (4.2.2.8) te yerine yazarsak

L(1)

IA

g
H (0) +=C (ully + H (1)) + 5 Il
Cr (Jlully + el + H (1)
Cy (vl -+ Il + lfue* + H (1))

IN

IN

olur.
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(4.2.2.7) ve (4.2.2.8) esitsizliklerinin birlesiminden
L' (t) > CiL(t) (4.2.2.10)

elde edilir.

(4.2.2.10) ifadesinin (0, t) araliginda integrali alinirsa

L(t) > L(0)e“"!

dir. Boylece bu esitsizligin elde edilmesiyle teoremin ispati tamamlanir.

4.2.3. Coziimlerin Azalmasi
Bu boliimde, (4.2.1) probleminin ¢éziimlerinin azalmasini ele alacagiz. Bu ispat

icin, € pozitif sabit olmak iizere Lyapunov fonksiyonelini

L(t)=FE()+ 8/uutda: + % /u2dx (4.2.3.1)

Q Q

olarak tammlayacgiz. L (t) ve E (t) fonksiyonlariin denk oldugunu gosterecegiz.

Lemma 4.2.3.1. ¢ > 0 yeterince kii¢iik olmak iizere, agagidaki
BL(t) < B(t) < oL (2) (4232)

esitsizlik 3, ve (3, pozitif iki sabit olmak tizere saglansin.

Teorem 4.2.3.2. ug € V, u; € L* () olsun. Kabul edelim ki

9\ 3
l = €n252 p— ”
nt,

ve

np? = _ .
I ) () (i) e p(B—p)+ BC
nt; (B—p)
iken, 0 < F(0) < %ulp < d saglansin, bdylece ¢; ve ¢, gibi iki sabit vardir dyle ki,
t > 0icin

0<E(t) <cre @
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dir.

Ispat. L (¢) nin zamana gore tiirevini alir ve (4.2.1) denklemini kullanirsak

L't = F (t)—l—e/(uttu—i-uf) da:—i—e/uutdx

Q Q

= =Dl == (ITul+ Julp) +¢ [wlalwdas @233
Q

elde edilir. 3 pozitif sabit olmak iizere (4.2.3.3) esitligine ¢S E (t) ifadesi eklenir ve ¢ika-

rilirsa ve C* pozitif sabit iken [lu|[? < C* || Vul|? kullamlirsa
, €
L'(t) = ( —|—% — 1) uel|* + & <6 p> [Val?
p
+e (M) Jull} + € (1 — é) /ln |u| uPdx
p D
Q
1
+ 5B [ull, —BE (t)
Be B—p
s ( " 4 1) lugl|* + & <T Jull?
5—19) ( g )
e —) (1+ —=5=) IVul”
( p pa—py IVl

te (1—5) / In [u] uPds (42.3.4)
Q

olur. (4.2.3.4) ifadesinde Logaritmik Sobolev esitsizligi kullanilirsa

' < (e+%—1> Hmuh%%) (1+]%> IVl

+e (%) [ul[; + € <1 — g) Q/ln |u| uPdx — eSE (t)

= —eBE(t) + (€+6——1) [l

B-p B p
+€( p ) (1+p(6—p) ) Vel

B—p n ppe P
—& (—p ) . [lnHqu - (Eln <n€p) + lﬂ [[wlly

0 < B < p oldugu dikkate alinir ve (4.2.1.1) ifadesi ve Teorem 4.2.3.2 kullani-

elde edilir.

lirsa
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Influl, < In

IN
=)

[\
=3
/\g‘\/\
+1%
[u—
=
—~
&

IN
=3
—
E,
=

elde edilir.

4 sabiti

[ ) () ( » ) << PB-D+5C

ifadesini sagladigindan

OBk
(1+pw—m) p>>0

hmwu—<%m(%f)+1)>o
P

oldugunu garanti edilmis olur ve bdylece

veE

L' (t) < —eBE(0)+ (e + 58— 1) Juel

elde edilir.

e > ( yeterince kiiciik seg¢ilirse
c+SB-1<0
2
olur. Sonug olarak, (4.2.3.5) ifadesi

L'(t) < —eBE (1)
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elde edilir. (4.2.3.2) den dolay1
L' (t) < —eBBoL (t) (4.2.3.6)

dir. ¢g = €f5y > 0 olarak alinir ve (4.2.3.6) esitsizligi (0,¢) araliginda integrallenirse
asagidaki

L(t) < cie=®

esitsizlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.3. Logartimik Kaynak Terime Sahip Yiiksek Mertebeden Kirchhoff

Denklem Sisteminin Céziimlerinin Varhg: ve Asimptotik Davransi

Bu caligmada logaritmik kaynak terime ve dogrusal olmayan soniim terime

sahip yiiksek mertebeden Kirchhoff tipli sistemi x € 2, ¢ > 0 i¢in

e + M (|[D7ul)” + | D720)) (= A)™ w = A + |y = Jul”™ uln Ju]

v + M (|ID"u)]® + | D720))) (=2)2 v — Av, + o2 v = o]’ vin ||
4.3.1)

baglangic
u(z,0) =wuo(z), u(x,0)=u ()
v (z,0) = v (x), v (x,0) =101 (x)

ve sinir kosullari ile

O w(w,t)=0, i=0,1,2, .1 —1,

auiu
;Tjjv (:E7t) = Oa j == 0, 1,2, To — 1

q >2vep>2y+2reel sayilar ve r; > 1 (i = 1,2,) pozitif tam sayilar olmak iizere ele
aldik. Kirchhoff terimi M (s) = 51 + B257, v > 0, 51 > 1, B2 > 0 olarak tamimlanmustir.

Burada €2 C R" sinirli bir bolge, 0€2 bu bolgenin yeterince diizgiin siniridir. v vektorii OS2

81‘

5,7+ & ninci mertebeden tiirevi ifade etmek

izerindeki birim disa dogru normal vektorii ve
tizere D operatorii Du = Vu = (aa—;l, g—;, "'a%) olacak sekilde gradient operator olarak
alinmugtir. Ayrica r = 2k ise D"u = AFu ve r = 2k + 1ise D"u = DAFu olarak ifade

edilmistir.
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Calismamizda (4.3.1) denklemini baslangi¢ ve sinir kosullari ile ele alarak prob-
lemin c¢oziimlerinin global varlifin1 ve ¢oziimlerin tistel azalmasini ¢alistik (Pigkin ve

Irkil 2021).

(4.3.1) probleminin potansiyel enerji fonksiyoneli

J(t) = J(u,v)
B D) ro 112 1
= 5 (Il 4 100l) + 5 (Jlully + 1ol

(1 prafp + D)

2

+
2y +
! )
—— ( |u|pln\u|dx+/\v]pln|v]d:c (4.3.2)
p
Q 0

ve Nehari fonksiyoneli

Ity = I(u,v)

T T T T +1
= B (1D ul* + [1D720))*) + Bz (1D ull® + || D™20]*)

— / |ul’ In |u| dx + / [v]” In |v| dx\ (4.3.3)
0

Q
dir.
(4.3.2) ve (4.3.3) ifadelerinden agikca goriiliir ki
1 Bi(p—2) 2 2
J(t) = —I(t)+ ————= (||D"u||” + ||D"v
(t) p() o (1D ull” + 1 D™0]%)
Bo(p—2v —2) 2 2\ 7+1
D™ D"
s (107l + D7)
1
5 (Il + l1o]2) (4.34)
p
dir.

Potansiyel kuyu metoduna uygun olarak iki kiime tanimlayalim. Kararli kiime

W = {(u,v) € H* () x Hg* () : I(u,v) >0} U{0}
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olmak tzere kararsiz kiime ise
V ={(u,v) € Hy* () x H* () : I(u,v) <0}

olarak tanimlansin.
(u,v) € Hy' (Q) x Hg? (2) olmak iizere ¢ > 0 igin problemin toplam enerji

fonksiyoneli

E(t) = E(u,v)

1 2 2 ﬁl r 2 r )
= 5 (luel® + lP”) + 5 (107wl + | D™0])

o 2 o2yl L
+27+2 (D"l + D7) + p— (Il + 11l
/[u|pln|u|dx+/|v|pln|v\da: (4.3.5)
ve buna bagli olarak (ug,vg) € Hy' (Q) X Hp? (Q) ve (ug,v1) € Hy (Q) x Hy () olmak

izere baglangic enerjisi

1 B .
BO) = 5 (hall®+lleal®) + 5 (1D uoll* + 1D wo]")

B
2y

+
2 (ol + feol2)
p? Ollp Ollp

_|_

r 2 r 2\ v +1
5 (1D o™ + [[ Do)

/|uo|p1n|u0| dzr + / [vo|” In |vg] dx\ (4.3.6)
%) %)

olarak bulunur. (4.3.5) ve (4.3.4) ifadelerinden

(luell® + loel*) + 7 (u,0) 4.3.7)

l\:)li—

sonucuna varilir.
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Lemma 4.3.1.7n < 2rise 2 < m < oo ve n > 2rise 2 < m < -2 olacak
sekilde bir m sayisi olsun. C' bir bagimsiz sabit olmak iizere Vu € H{j (2) igin
[ull,,, < C D"l
esitsizligi saglanir (Adams 2003, Pigkin 2017).
Lemma 4.3.2. ¢t > 0 olmak iizere F/(¢) artmayan bir fonksiyondur ve
20 =~ (lule + o) — (IVulP +[9ul?) <0 @38)
yani
E(0) = B @)+ (lluelly + llollg) + (192> + [ 7o)
dir.

ispat. (4.3.1) probleminin ilk denklemini u; ikinci denklemini v, ile ¢arpip €2

bolgesinde integrallersek

1d. ., df1 1

gl + 5 {5l = [ et ul ds
Q

1 1 2 o 2\7Y d r1 2

5 (B8 (107wl + D7) ") = D™l

_ / ] dr — / Va2 dz 43.9)
Q Q

ve

1d. ., df1 1/
—— v+ = = IvIIP == [ |’ In|v]|dx
st | e

d
(8 + B2 (D"l + | D720]?)") = D70

— —/|vt|q+1 dm—/|Vvt|2dx (4.3.10)
Q Q

N —

olarak elde edilir.
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(4.3.9) ve (4.3.10) ifadeleri toplanirsa

1d

S (lll® + ol

1 d
+§(1+52mD“mF+HD”mFY)3;wD“mF+nD”wm
d p p p

= |mmmuwummw+—0wwww)

/uq+1d:v+/ §+1dx+/|Vut|2dx+/|Vvt|2dx (4.3.11)
Q Q Q

olarak yazilir.

(4.3.11) ifadesinin [0, t| arah@inda ¢ ye gore integrali alinirsa

1 1
(sl + ) + 5 (Wl + oll) = > [ (w2l +7 ol d

Q

| —

t

1
+§/(&+5Awwmf+wwmﬁﬁdWD%m%wwww%
0

1 1
= §(HU1IIQ+H?}1||2) —5/(IUO|”IHIUO|+|volpln|vo|)dx

t t

1 1 1

#2 (ol + aolg) = | [ Wurlgitar+ [ forlgthar
0 0

t
/||Vu7|]2d7—|—/||VvT||2dT\ (4.3.12)
Q

ifadesine ulagilir.
(4.3.12) ifadesinin solunda yer alan dordiincii terimini
t
1
5/(m+@mUwW+wwwﬂﬁdmme+www%

= ﬁl 5 (1D ul” + | D™0]*) — o 5 (1D uo||* + (1D wo %)

52 v+1
D D™
+¢7+20| al + W)

52 2 2\ v +1
— Drl D7'2
712 (1D uo||* + || D"2vo||%) (4.3.13)
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olarak diizenleyebiliriz. (4.3.13) ifadesi (4.3.12) ifadesinde yerine yazilirsa

1 Br i yn .

5 (llue 1 + [loell) + 0} (1D ul® + || D)
52 r r y+1

3 (1D ull® + || D)

el + 111l

/N

1 1
a2 + / Jorl} dr

/||vu7|| dT—l—/HVUTH dr
0

/ (u? In Ju| + vP In |v|) dx
Q

o\

;(
!

BIH

(haall® + o ll”) + % (1D uo|l” + | D™ wo*)

N | —

52 2 2\7+1
D D™
3 (107wl + 107 wol)

1
+25 (Ilwoll + wlly)

1
=2 [ a4+ e o] @314
Q

olarak elde edilir. Boylece toplam enerji fonksiyoneli ve baslangic enerjisi fonksiyoneli-

nin (4.3.5) ve (4.3.6) daki tanimlarindan

t
B0) = E@+ | [luwlifiar+ [ o liar
0 Q

t
/|yvuTy|2dr+/||va\|2dT\ (4.3.15)
Q

oldugu goriilebilir.
Simdi, J(u,v) ve I(u,v) ile ilgili birkag 6zellik verecegiz:
Lemma 4.3.3. (u,v) € H' () x H? (), ||D"ul] # 0, ||D™v| # 0 ve
g (A\) = J (Au, Av) olsun. Boylece,
(ii) limg (A) =0, lim g (\) = —o0;
A—=0 A—00
(ii) Tek bir Ay = Ay (w) vardir yle ki ¢’ () = 0;
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(iii) J (Au, \v) fonksiyonu 0 < A < \; arahiginda artan, A > \; araliinda azalan ve
A = \; esitliginde fonksiyon maksimum degerini alir. Bagka bir ifadeyle; \; € (0, 400)

olacak sekilde dyle bir A\; vardir oyle ki

> 0, 0< A<\
I (Mu, o) = Ag' () =0, A=)\
< 0, AL < A

ifade edilebilir.

Ispat. .J (u, v) tammindan

g = 0w )
= 2 (4Dl + )
ﬁz

5 (1D 2a* 4 [ D™2x0]?) ™

_l’_
( )\u )P n [Au| dx + / (Av)? In|\v| dx

Q
— (IRl + 20?)
51)\2 . .
= S (10" ul + 1 Dmol?)
62>\2 Y+2 . . 2y 12
oy (1Dl + Do)

p
+55 (llully + ol

AP
—5/(upln|u|~l—vpln|v|)daz

)\P
—?lnk/(u”—l—vp) dx (4.3.16)
)

olarak elde edilir. || D™ ul|| # 0, ve ||D™wv]|| # 0 olarak kabul edilirse lim Inz = —oo

z—0t

ve lim Inxz = oo oldugu bilindiginden hmg (A) =0, /\lim g (A\) = —o0 oldugu agikca
—00

A—00
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goriiliir. Daha sonra g () fonksiyonelinin A ya gore tiirevi alinirsa

g = BA(ID ]+ D)
BN (| D7l + D7l P)T

/\p—l p p
+5= (Il + 1ol)

— -l /up In|u| +vPIn |v| dx

Q
p—1

(Ilullp + f1o]2)
=3 (flufly + ol?)
= B (D"l + || D20

1
+BA (| D7) + || Do) ?)

— Xt /upln|u| + vPIn |v| dx
Q
— M (Jlully + ol

= A (B (D™ ulf? + [|D™v]?)
+8u02 (| D"l + (| D720 ?)

— P2 / (v’ In|ul +v* In|v|) dz
Q
=21 (Jlully + ol) ) (4.3.17)

esitligi elde edilir.
Simdi
(A) = BX2 (|07 + | Droff?)
=2 ([l + o)

—)\p_2/(uf”ln|u!+v7’1n|v|)d$
Q
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olarak alinsin. Boylece, v > 0, 81 > 1, 8 > 0 igin

v+1

() = N[BT (Dl 4 D)

- / (uPIn u| + P In Jv|) dz — In A (Hu”ﬁ + ||v||§>
0
= MW7 (AP —y—zIn)\)
olarak yazilabilir. z = [, (HD”uH2 + HD”UH2)VH >0,y = [ (v’ln|u| +ov”nv])dx
0

ve z = <||u||§ + ||v||§) > 0 olmak iizere

lim (A)=—-ocovelim (A)=0 (4.3.18)

A—00 A—=0
oldugunu gorebiliriz. Ayrica gerekli diizenlemeler yapilirsa
"A) = (p=2)N 7 (2A P —y—zIn))

P73 (x (2v—p+2) \2pt2 z)

= N7 (292 PP —y(p—2)—zInA(p—2) — 2)
olarak ifade edilebilir. k£ > 2y + 2, v > 0 ve
h(\) =2yzA P2 — gy (p—2) —zInA(p—2) — 2

olmak tizere

lim A (\) = —ocove limh(\) =0

A—00 A—0

saglanir. Ayrica h ()

—2
B (N) = 2z (27 — p+ 2) AP - 2 <pA ) _ ¢

olarak elde edilir.

Simdi h (A\) |x=x,= 0 olacak sekilde tek bir Ay oldugu sonucuna variyoruz oyle
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ki
P (N) <0, A€ (Ao, 0)

) =0, A=A (43.19)
P (A) >0, A€ (0,)\)

dir. Dolayisiyla, (4.3.18) ve (4.3.19) ifadelerinden \* > \q vardir oyle ki

(A) [a=2=10

olur.

Bundan dolay1 2y < p — 2 olmak iizere A11%11010 (A\) = —oo oldugu sonucuna
vartlir ve A > \* iken v (\) monoton azalandir ve ¢ (A\*) = 0 olacak sekilde sadece bir
A* vardir. Sadece bir A\; > A\* vardir dyle ki 81 (||D"u||* + || D™20]*) + ¢ (A) = 0, yani
g (A1) =0dir

(ii1) Onermesi

AW = Ag'(\) = T (s, Av) (4.3.20)

ifadesinin agik bir sonucudur.

Lemma 4.3.4.
(i)
N ={(u,v) : (u,v) € Hg" () x H* (Q)\ {0} : I (u,v) =0}

iken potansiyel kuyu derinlik tanimi

d = inf J (u,v) (4.3.21)

ueN

olarak tanimlansin ve

d = inf {SupJ()\u, M) (u,0) € Hi' (Q) x Hi2(Q), | D ul|® # 0, || D"2v|)* # 0}
A>0
(4.3.22)

olarakta ifade edilir.
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(ii) (4.3.21) ifadesinde tanimlanan d sabiti, C; Lemma 4.3.1 deki esitsizligi saglayan
en iyi sabit (Hg' () — LPTH(Q), H* (Q) — LPT(Q)) ve
2v+2<p< min{LQr1 M} , n > 2max(ry, )

n—2r1? n—2ro

(4.3.23)
27+ 2 < p < oo, n < 2min(ry, o)

olmak tizere

d:mp—%)( B )

2]? Cf—H

esitligini saglar.

ispat.
(i) Lemma 4.3.3 (iii) 6nermesinden dolay1 (u,v) € H{' (©2) x H;? () saglamak
tizere \; vardir oyle ki I (Aju, A\jv) = 0, boylece (\ju, A\;v) € N olur. (4.3.21) de verilen
d tantmindan V (u,v) € Hg' (Q) x Hg? () \ {0} i¢in

J (A, \v) > d (4.3.24)

elde edilir.

Lemma 4.3.3 ten dolay1

sup J (Au, \v) = J (Au, A\jv)

A>0

olur ve (4.3.24) ifadesinden

inf sup J (Au, \v)

(u,0)EHG ()X Hy? () A>0

= inf J (A, A\v)
(u)EHG ()X Hy? (Q)

>d (4.3.25)

olarak ifade edilebilir.
(u,v) € H' (2) x Hi? (2)\ {0} iken (4.3.22) ifadesinden d # 0 oldugunu
sOyleyebiliriz. Bagka bir ifadeyle, (4.3.21) de ifade edilen d tanimindan \* vardir 6yleki
sup J (Au, Av) = J (A*u, \*v)
A>0
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ifadesi saglanir.

Lemma 4.3.3 ten dolay1 A* = \; sonucuna varilir. Lemma 4.3.3 ten
I (Nu,N'v) =1 (Mu, \v) =0
oldugu goriiliir yani (A*u, \*v) € N dir. (4.3.21) de verilen d nin tanimindan

d= inf J(Nu,\")

(A u, *v)EN

olarak yazilir. Boylece,

d= inf J(u,v) (4.3.26)

(u,w)EN
olur. Bununla birlikte (i) onermesinin ispati tamamlanmis olur.
(i) 7 (u,v) = 0 kabiili, (4.3.3) te verilen [ (u,v) tanimi ve Sobolev gomme teore-

minden
1 72 71 r2 +1
Bi (1D ul® + |D™v||%) + Bs (|| D™ ul|® + | D™20|*)"

_ /|u\p1n|u|dx+/|vyp1nyvydx,
Q

Q

Bi (|1 D" ul® + || D™v|%)

< /|u|p In |u| dx + / [v|” In |v| dx
Q Q
< iy + ol
< OPT (1Dl 4 || Dol
p—1
< O (ID™ull* + Do) * (1D ull® + | D™0]|") (4.3.27)
elde edilir. Boylece
2
1 T2 /61 pj
| D" ul|® + || D"20])? > (Cfﬂ (4.3.28)

olarak yazilabilir. d nin tanimindan (u,v) € N oldugu sonucuna vartlir. (4.3.2) deki

J (u,v) tanimu, (4.3.27), (4.3.4) ifadeleri ve [ (u,v) = 0 kabiilinden 2y < p — 2 ve
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B1 > 1, B > 0iken

J (u,v)
1 Bilp—2) 2 2
= —I(u,v)+ —= D ul|l” + || D™
T () + == (10"l + D7)
B2 (p— 27 —2) 2 ro12)7 11
F L (1Dl + Do)
1
g (lly + )
-2
> P2 e 4 o)
P
2
Bi(p—2) B\ !
>
> % o (4.3.29)

olarak ifade edilir. (4.3.26) ve (4.3.29) ifadelerinin birlegtirilmesiyle

d:mp—z)( B )

2]9 C{Hﬂ

oldugu acik bir sekilde goriiliir.
4.3.1. Coziimlerin Global Varhg:

Tanim 4.3.1.1. (4.3.1) probleminin 2 [0, T") da her (ug, vo) € (Hy' (©2) x Hj? ()

olmak iizere ¢t € [0,7) i¢in

u € C((0,T); Hi* ())NC' ((0,T); Hy () NC*((0,T); H™™)
v € C(0,T); HP(Q)NC" ((0,T); Hy (Q)NC*((0,T); H ")

(ug,v) € L= ((0,T); Hy () N L (Q)) x L= ((0,T); Hy (Q) N LI+ (Q))

olmak tizere

(t, @) + M (D"l + 1D70]*) (=) w,0) + [ ] e

= [|ul’ " uln|u| ¢dz,
Q
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(Vi ©) + M (| D ul” + || D720[|*) (=2) 2 v, ) + [ || " vipda
Q

= [|v[P"?vIn |v] pdx
Q
denklemlerini sagliyorsa (u (t) , v (t)) problemin zayif bir ¢oziimiidiir.

Lemma 4.3.1.2. (u, v) , (4.3.1) probleminin zayif bir ¢bziimii ve (ug, v9) € Hg' ()X
H? (), (ug,v1) € L* () x L*(Q) olsun. Kabul edelim ki £ (0) < d olsun. Boylece T,
(u(t),v(t)) ¢oziimiiniin maksimum varlik zamani olmak iizere
(i) Eger (ug,v) € Wise 0 <t < Tigin (u,v) € W;
(ii) Eger (ug,vo) € V,ise 0 < ¢t < T'i¢in (u,v) € V;
dir.

Ispat. Burada sadece Lemma 4.3.1.2 (i) durumunun ispati ele almacaktir. (ii)
durumunun ispati (i) dekine benzer sekilde yapilabilir. £ (0) < d ve (ug,vy) € W sart-
lar1 altinda 7" ¢ziimiin maksimum varlik zamani olarak tamimlanmak iizere (u (t), v (1))
¢Oziimii (4.3.1) probleminin zayif ¢oziimii olsun. Boylece, (4.3.8) dan dolay1 enerji fonk-
siyonelinin zamana (¢ ye) gore artmayan oldugu aciktir. Boylece, F ((u (t),v (1)) <
E(0) < d vardir 6yleki 0 < ¢t < T'igin I ((u (t),v (t))) > 0 oldugu anlamina gelir. Ce-
liski metodunu kullanacagiz ve kabul edecegiz ki; t; € (0,7) olmak iizere bir ¢; zamani
vardir oyle ki I (u (t1),v (t1)) < O dir. Bu nedenle, [ (u (t),v (t)) zamana gore siirekli
oldugundan I (u (t*),v (t*)) = 0 olacak sekilde t* € (0,7") vardir. Daha sonra, (4.3.21)
ifadesinden,

d>FE0)>FEu(t),vt?) >J(u(t),v(t)) >d

olarak elde edilir. Bu ise bir celiskidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Lemma 4.3.1.3. Lemma 4.3.1.2 (i) sartlar1 altinda,

Bi(p—2)

E(0) > E(u,v) > J (u,v) > o

r 2 r 2
[ D" ul[” + [[D"*v]]

dir.
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Ispat. (4.3.4) tammminin ve I (u,v) > 0 sartinin kullanilmasiyla p > 2 + 2,
By > 1, By > 0iken

1), fip-2)

YO 2 1Dl + 10700+ (ll + o)
2220 (o + ooy
P2 o+ ol + = ((all + 1ol
B0 prp o)
D02 g 1 o

olarak elde edilir. (4.3.15) ve (4.3.7) ifadelerinden

> »31(29—2)

EO)2E()2J(0)> 5

i, 12 ra, 112
D" u|” + ([ D"

oldugu agiktir.

Teorem 4.3.1.4. (ug,vo) € Hy' (Q) x Hy? (), (ur,v1) € H (Q) x H (Q)
olsun. Eger E (0) < d ve I (ug,v) > 0 veya || D™ ugl|” + || D"2vo||” = 0 ise,

(u(t), v (t)) € L*(0,00; Hy' () x Hg* (),

(ue (8) v (£)) € L™= (0,00; Hy (Q) N LI (Q) x Hy () N L (Q))
(4.3.1) probleminin global zayif bir ¢6ziimii olur.

Ispat. ;' (Q) x Hy? (Q) uzaymn temel baz1 {w; };’;1 olsun. Ayrica

u™ () =Y AT () wy (x), m=1,2,
j=1
ve
v (2, t) =Ygl (wy (x), m=1,2, ..
Jj=1

Vin de (4.3.1) probleminin yaklagik ¢oziimii olarak kabul edilsin. 17" (t) ve g7* (t) fonksi-

yonlari ¢ ye bagimli; w; (=) fonksiyonu ise = e bagimli fonksiyon olsun. Ayrica u™ (x, t)

109



4. BULGULAR VE TARTISMA

ve v"™ (x,t) ifadeleri sirasiyla s = 1,2, 3, ...m iken asagidaki

( m r1,,m||2 ro,ml|2 T, m
(ugy, ws) + M (|[D" ™| + [| D720 |) (=)™ u™, ws)
+ (V™ V) + ([u | i, wy) (4.3.1.1)

\ = (In fu™u™ |u™|P , wy)

ve
)
(v, ws) + M (| D™ ||* 4 [ D720 %) (L) 0™ wy)

+ (Vo V) + ([o 7 o, wy) (4.3.1.2)

= (In o™ v™ |vm|p_2,w5)

\

denklemlerini saglasin. Ve m sonsuza giderken baglangi¢ ve sinir degerleri sirasiyla (ug, vg) €

Hit (Q) x Hy? (Q), (ug,v1) € Hy (Q) x Hy () olmak iizere

ul (z) = Z h (t ) — up in H' (Q),
v (2) = Zgj ) — vo in H{R) (43.1.3)
ve
@ = 32 @) 5 win 1 ),
p
Vi (z) = Zm: dg;;(t) w; (x) — vr in HEQ) 43.1.4)
=
d.

9J()

(4.3.1.1) ifadesi 22 ve (4.3.1.2) ifadesi ile carpilir, s e gore toplanirsa

d L, m ro, m d ri,,m
() + (@+mmDuH%WDv|ﬁ05mDuH%

N | —

p

1 1
——/\um\pln\um|dx+—QHume
p p

Sl

Q Q

= - /|ut T dw+/W§”|2drc> (4.3.1.5)
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ve

L d m||2 1 1, m||2 ro, m(|2\7Y d ro  m 2

577 (o] )+§(61+52(!|D1u 12 + | D720 %) )E(HD% %)

d 1 » 1

7 p/|v " In [v™| Tt [l

Q
= - /Ivl”l“v;”dm/m;nﬁdm\ (43.1.6)
Q Q

olarak elde edilir.
(4.3.1.5) ve (4.3.1.6) ifadelerinin (0,¢) aralifinda integrali alinir ve bu ifadeler

toplanirsa, 0 < ¢ < oo icin

1 m m m ,m
5 (i 1+l 1) + J (™, 0™)

t
1 1
+ [ lpigiar+ [ ar
0 Q

t

v ar + / IV dr
0 Q
E™(0)

(4.3.1.7)

olarak yazilir.
(4.3.1.3) ve (4.3.1.4) ifadelerinin baslangi¢ verilerinden, m — oo iken E™(0) —

E(0) olarak elde edilir. m yeterince biiyiik segilirse
1 m||2 m||2 m ,m
5 (7 1o 17) + I (@™, ™)
t
+ [ lpigiar+ i
0 Q

t
+/||vur|\2dr+/|yvu:”||2d7
0 Q
d

< (4.3.1.8)
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oldugu goriiliir. (4.3.4) ifadesinden

J(u™, v™)
I(u™v™)  B1(p—2) ) )
= + D"™||" 4 || D™
p =2 (o 4+ D)
BQ(p—27_2) 2 2\ 7+1
DTl m D'r‘g m
A (D™ ™| + [ D">0™|)
1 m "
g (Il + ) (43.19)

olarak yazilabilir.

(up,v9) € W oldugundan m yeterince bityiik secilirse

1 m m m m

5 (" O + 57" (0)[°) + J (u™ (0) ,v™ (0)) = E(0)

(4.3.1.3) ve (4.3.1.4) ifadelerinden, 0 < t < oo i¢in (u™ (0),v™ (0)) € W oldugunu elde
ederiz. (4.3.1.8) ve Lemma 4.3.1.2 nin ispatinda kullanilan benzer yontemle yeterince

bityiik m ve 0 < t < ooigin (u™ (t) ,v™ (t)) € W olarak elde edilir. Boylece, 0 < t < oo

ve p > 2v + 2 i¢in (4.3.1.8) ifadesinden

1 mi|2 mi|2
& (I + 1o
-2
A2 82 prgm 4 [ )
P
Ba(p — 27 —2) 2 2\ 7+1
D™ Dr2yp™

oY (L (R Y

1
gl + o)

t
1 1
+ [zigitar+ [
0 Q

t
+/||VUT||2dT+/||VUT||2dT
0 Q
d

< (4.3.1.10)

sonucuna varilir.

Yeterince biiyiik m ve 0 < ¢ < oo igin, (4.3.1.10) ifadesinden
lu'|I* < 2d, Jlof"|* < 2d,
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2p
Dy™|)? < —d,
1D < 5 )
2p
Dy < — 22 g,
1D < 3 =)
2 2
||D7‘1um||2’7+2 < p( ’Y‘I‘ ) 7
Ba(p—2v—2)
2 2
”Drlum||2“/+2 < p( 7+ ) :
B2 (p — 27— 2)

lu™ [, < p*d, [[o™|; < p*d,

t t
[laigtiar <a. [ origiiar <
0 0
ve

t t
/||vuT||2dT <d, /||w;n||2d7 <d
0 0

ifadelerini buluruz. Boylece,

u™ ve v™ diizgtin sinurli L™ (0, 00; Hg' (2) x Hy? (2)) da
uf ve v diizgiin siirlt  L> (0, oo; H} (R2)) da

lu | ve [u|Tt! diizgiin strli L (0, 00; LI () da
dir. Lemma 4.3.1 te verilen Sobolev gdmme esitsizligi kullanilirsa
™[y + N0 [y < CF (1D a™|* + | D™ ™) (4.3.1.11)

olur. Boylece, [ |u|”In|uldz < ||u||gi} oldugundan (4.3.1.11) ifadesini 0 < ¢ < oo
0

olmak tizere

/|umv’1n\um\da:+/ymplnmmx
Q Q

IA

m”P—i—l + va”p-ﬁ-l

Ju p+1 p+1

IN

CYP(ID™ ™7 4 [ D™ |7

p+1
CYT (1D ™ ||” + | D" ™) 2

p+1

Cp+1 2pd 2
L \Bp-2) (43.1.12)

IN

A
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olarak elde edebiliriz. Boylece,

ju™ Pt ve o™ [P diizgiin simirlt L (0, 00; LP () da

dir
0 <t <ooigintye gore (4.3.1.1) ve (4.3.1.2) ifadelerinin integrali alinirsa
(up", ws) + / M (D™ |” + | D™ |*) (D™ u™, D™ w,) ds
t
+ (Vu™, Vw) + / (Jug | g wy) ds
= (ur,ws) + (Vug', Vwy) +/ ln]um|um|um|p_1,ws) ds (4.3.1.13)
0

ve

t
(0", wy) + / M (|| D" w™|* + | D™v™|*) (D™v™, D™ w,) ds

0
t

—i—(VUm,sz)—ir/(]vt [ty ,wy) ds

= (v1,ws) + (Voi*, Vwy) +/ ln [o™ o™ \vm|p_1 ,ws) ds (4.3.1.14)
0

olarak elde edilir. Bu nedenle, alt dizilerde (4.3.1.13) ve (4.3.1.14) ifadelerinde diizgiin s1-
nirli olma sart1 saglandigindan limite gecilebilir. Boylece, (4.3.1) probleminin (u, v) zayif
¢Oziime sahip oldugu sonucuna varilir. (4.3.1.3) ve (4.3.1.4) baglangi¢c-sinir degerlerinden
H (Q)x Hy? (Q) uzayinda (u (z,0) , v (x, 0)) = (uq, vo) ve (HJ (2) N LI (Q) x
Hl(Q)n L (Q)) uzayinda (u; (z,0),v; (2,0)) = (u1,v1) oldugu goriiliir.
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4.3.2. Coziimlerin Azalmasi

Bu kisimda (4.3.1) probleminin ¢éziimlerinin azalmasini ele alacagiz.

Teorem 4.3.2.1.
(uo,v0) € Hy' () X Hy? (Q)

veE

(ug, v1) € (HE(Q) N L7 (Q) x HE (Q) 0 LT ()

olsun. Kabul edelim ki F (0) < d ve I (ug, vg) > 0 veya || D™ ug||* 4 || D"?vo]|* = 0 olsun.

Ayrica g agagida verilmis olan

n—riy’ n—ro

2<q§min{ 2y 2n }, n > 2max (r1,79)

2 < q< oo, n < 2min (ry,72)

sartlarin1 saglansin. Bu durumda N ve n pozitif sabitler olmak tizere ¢ > 0 i¢in

E(t) < Ne ™

dir.

Ispat. Yardimci fonksiyonelimizi

Lt)=FE(t)+e¢ /uutdx + /thdx (4.3.2.1)
0 Q

olacak sekilde tanimliyoruz. Boylece, yeterince kii¢iik € icin pozitif sabitler A1, Ao vardir
oyle ki
ME(t) < L(t) < \E() (4.3.2.2)

ve her t > O igin L (¢) > 0 dur.

(4.3.1) denklem sisteminin ilk denklemini « ve ikinci denklemini v ile ¢arparsak

(e, w) + M (| D™ ull* + || D™0]|*) (D™ u, D™ u)
+ (Vug, Vu) + (|ut]q_2 Ug, ) (4.3.2.3)

= (In |u| [ul""? u, u
(I [ ful
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ve

elde edilir.

(v ) + M (|[D" ]| + || D™20]*) (D20, D™0)
+ (Ve Vo) + (|| vy, ) (4.3.2.4)

= (In|v| v’ v,v
(Info] [v]

(4.3.2.1) ifadesinin tiirevi alinir (4.3.8), (4.3.2.3) ve (4.3.2.4) ifadelerini kullanir-

sak
L (t) =
elde edilir.
Simdi

E'(t)+¢ /uuttd:v+/vvttd:c+/\ut]2d:c+/]vt|2d:c
0 Q

Q Q
= (lwallg + o) = (19l + 190])

+e ([lugl + vel?) + ¢ /|u\pln|uldw+/|v\pln\v\dx
Q Q

—€ /VuVutdx—i—/VvVvtdx
Q Q
—e [M (D" ul* + 1 D70]) (1 D™ ull* + | D"0|") ]

— /\ut|q2utud$+/]vt|q2vtvd:v
Q Q

= (lhullg + eell2) = (170> + [ 9u]?)
e (lludl’ + lull?) = 81 (10" ul® + 1D"0])

ri N2 ro 12\ H1
—efa (| D™ ull” + | D™0|)

+e /|u|p1n|u]dx+/|v|pln|v\dx
0 0

—& /VuVutd:B+/VvVvtd:v

0 Q
—€ /|ut|q’_2 utudx+/lvt|q_2 vtvdx\ (4.3.2.5)
Q QO }

/VuVutdx + /VvVvtdx = U1,
Q Q
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/|u|pln\u|d:€+/\v[plnh)]d:c:pz
Q Q

veE

/ |Ut|H wudr + / |v,¢|q*2 vevdx = g
Q Q

olarak alalim. Amacimiz (4.3.2.5) ifadesinin herbir terimi ile ilgili kestirimlerde bulun-
maktir.
pq ifadesi i¢in, Cauchy-Schwarz, Young esitisizlikleri ve Sobolev gémme te-

oremleri kullanilirsa, her 6 > 0 icin

/VUVUtd$+/VvVvtdx
Q Q
1
< 5 (v + 1Verl?) + 3 (I9ul* + 7o)
1
< 55 IVl + [ Vo) + 6C (|1 D™ ull” + | D0]%) (432.6)

elde edilir.

o terimiyle ilgili kestirimde bulunmak i¢cin Lemma 4.3.1 ve Lemma 4.3.1.3 den,
p—1

\I!:Cf“( 2p E(O)) * olmak iizere

B1(p—2)
/|u|p1n|u|dx—|-/|v|pln\v|dx

Q Q

<l + ol

1 2 2 2Ht
< Y (1Dl +[ID0]7) 2

p—1
< P (IDul® + 1070 )”) (1D ull® + | Do) 2
PT—I

<

2p
CPH (1D wl]? + || D20 (——————E o)
il 17+ ] %) Bp—2) (0)
U (|| D ul® + || D™v|)?) (4.3.2.7)

sonucu elde edilir. Boylece (4.3.2.7) ifadesinden ve E(t) enerji fonksiyoneli tanimin-

dan K > }—27, daha sonra belirlenecek bir sabit olmak iizere sirasiyla (4.3.27) ifadesinin
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2Plnx < HxHZﬁ esitsizliginin ve (4.3.5) ifadesinin kullanilmasiyla
1 1
ey s + 1ol
1 1 1 1
= (1= K) (el + ol ) + & (el + olss)

< (=)W (Dl + |Del?) + K (Jullgh + el

p+1 p+1

IN

1
£y (i Qul® + oul?) + 5 (1Dl + [1D™0]?)
5

D Dr2y|12)" _( P p)
12 (1D ul® + | D™2v]?) o [Jully + vl

—KpE(t) + (1 — K) U (| D"ul® + | D"0])?) (43.2.8)

_|_

elde edilir.
13 terimi i¢in, Cauchy-Schwarz ve Young esitsizliklerinden X, Y > 0, Vo > 0,

1+ 4 =1 olmak iizere

0 . 0,
XY < —X°4+—Y
a b

a = -1 ve b = g olarak segilirse § = 4677, Cy () = -L; iken

/|ut|q2 ugudx + / |72 vvda
Q Q

< (Illl? + oel?) + G (8) (Jlull2 + )2 (4329)

esitsizligi elde edilir.

(4.3.2.6), (4.3.2.8) ve (4.3.2.9) ifadeleri (4.3.2.5) de yerine yazilirsa

2 < (25— 1) (el + )

+ (15— 1) (vud® + [ Vedl?)

ve (1472 (lul® + )

K r T +1
+652< p ) 1072 + | D7of2)’

+2
((7 - ) 361+ C6 + (1 — K) q;) (|1 D)) + || D™=v|%)
+¢C3 () (Ilullg + o2
eK
5 (Il + llelly) = ekpE() (432.10)
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q—2

sonucu elde edilir. p = C < I (O)) * > 0 olmak iizere Lemma 4.3.1 ve Lemma

4.3.1.3 nin tekrar kullanilmasiyla

a2 + ol
< CI(ID"ul? + [ Dol|%)
gcrﬂrmW+wwm>%
< mﬂwu+www> S (D"l + D7)
< a5 lyn >)2mUwW+www%
< p(|D™ul® + | D"v]?) (4.3.2.11)

elde edilir.

(4.3.2.11) teki islemlerini benzerini (Hu”i + HvHi) terimini tahmin etmek i¢in

p—2

uygularsak ( = C¥ (61(?—2)]5 (O)) * icin

lully + lloll;

IN

CL (1D ul” + [ D™ 0]")

< CF(ID™ull* + [|D"0]|*)

p—2
2p 2 2 2
< Y| ——F—E(0 D" ul|* 4+ ||D™v
< (o) "I+ 1D
= (| D" + || D20l (4.3.2.12)

olarak elde edilir.

(4.3.2.11) ve (4.3.2.12) nin (4.3.2.10) ifadesinde yerine yazilmasiyla
2 2
L) < (=1 (lhulg+lellg) + (5 = 1) IVl + [ Vul?)

ve (14752 ul® + 1oil?) = <pE (D)

(52 —-1)38+Co+(1-K)U
te (D" ul]” + | D™]")
+C2 (0) p+ 5F

K
+efo ( vf — 1) (1D )l + || D"20) ) (4.3.2.13)
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olarak elde edilir.
GOmme teoremlerinin uygulanmasiyla
€
L@ < (=1 (lulf+led?) + (5 = 1) (I9ul” + [ ul?)

K
v (1472 (o + l?) - eRpE)

(52 -1)381+Co+(1-K)V
+e (1D ul* + | D™ ")
+C2 (8) p+ 5

Kp 2 2\7+1
-1 D" D™
+eﬁz(2w2 )(u ull* + | D70]%)

(e = 1) (lhuellg + lloell?) = eKpE(?)

1 K
+ [a (5 +Cs (1 + TP)) 4 1} (Ve + [ Voe]?)
(52 -1)361+Co+(1-K)V
+e (1D ul* + | D™ ")
+C5 (8) p+ £¢

K 'S T +1
by ( p 1) (1D ul? + | D"0]2)”

IA

7 +2
1 (laelg + lleely) + B (Ve + 1Voi]?) = eKpE(?)

IN

+Is (|0 ul)” + | D™ ]%)

+1 (| D7l + || Dol ?)T (43.2.14)

esitsizligine ulagilir.
Sonra,i = 1,2, 3,4 iken I; < 0 olacak sekilde K, € ve ¢ sabitlerinin pozitif olarak

nasil bulundugunu gostermeye ¢alisacagiz. Ilk olarak, E (0) < d ve d nin tanimindan

2

_Be=2)( B\
E(0) < d= o (C{’+1> ;

iken

_ il 2p oz
v =C7 (—51 = 2)E (0)) < By (4.3.2.15)
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oldugu agiktir. Benzer sekilde p < (31 oldugu gosterilebilir. ¥, p < 3 i¢in I3 < 0 saglan-

mast i¢in /3 < 0

- <K< (4.3.2.16)
p 36— +5
olmasi gerekir.
I, < 0 saglanmasi icin
2 2y + 2
Sox< T (4.3.2.17)
p p

olarak alinir. (4.3.2.16) ve (4.3.2.17) ifadelerinin birlesiminden /5 < 0, I, < 0 olacak
sekilde

2
— < K < min
p

30— W —Cy(8) p—C8 2v+2
351—\114‘% ’ 52

seklinde secilecektir. Sonug olarak € ve ¢ yeterince kiiciik pozitif sabitler olarak segilirse

I; <0vely <O0olur

Dolayisiyla, yukaridaki bagimsiz degiskenler ve (4.3.2.2) ifadesinden n = Eff
oldugundan (4.3.2.14) ifadesi
’ —8pK
L' (t) < —eKpE(t) < 3 L(t)=—nL(t) (4.3.2.18)
2

olarak yazilir. (4.3.2.18) de diferansiyel denklemin ¢oziimiinden

L(t)<L(0)e™

olarak elde edilir. Boylece (4.3.2.2) ten dolay1 N = 222 jken

1

E(t) < Ne ™™

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanmis olur..
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5. SONUC VE ONERILER

Logaritmik kaynak terime sahip denklemler fizikte ve miihendislikte genis uy-
gulama alanlarina sahip denklemler olarak matematik literatiiriinde giin gectikce dnem
kazanmaktadir.

Sonug olarak tezimizin Bulgular ve Tartisma boliimiinde logaritmik kaynak te-
rime sahip hiperbolik tipten ii¢ farkli denklemi ele alarak denklemlerin ¢oziimlerinin
farkli davramslar1 incelenmistir. Ilk kisimda altinc1 mertebeden Boussinesq denklemini
baglangic ve sinir degerleri ile ¢alisildi. Problemin global varligi Faedo-Galerkin metodu
ve potansiyel kuyu metodu sentezlenerek ve Logaritmik Sobolev esitsizligi kullanilarak
ispatlandi. Problemin ¢6ziimlerinin sonsuz zamanda patladigi £ (0) < d sart1 altinda
konkavlik metodu kullanilarak gosterildi. Problem dogrusal soniim terimle ele alinarak
cOziimlerinin iistel olarak azaldigi ispatlandi.

Tezimizin dordiincii boliimiiniin ikinci kisminda ise logaritmik kaynak terime ve
zay1if soniim terime sahip p-Laplasyan denklemi baglangi¢-sinir kosullar ile ele alindi.
Problemin ¢6ziimlerinin global varlig1 potansiyel kuyu metodu ve Genellestirilmis Lo-
garitmik Sobolev esitsizligi kullanilarak gosterildi Ayrica problemin ¢oziimlerinin iistel
olarak biiyltimesi Logaritmik Konvekslik metodu kullanilarak elde edildi. Son kisimda ise
¢Ozlimlerin azalmasi Lyapunov fonksiyon teknikleri kullanilarak caligildi.

Dérdiincii boliimiin son kisminda ise hiperbolik tipten Kirchhoff tipli bir denklem
sistemi ele alindi. Problemin global varliginin ispat1 potensiyel kuyu metoduna dayandiri-
larak baglangic verileri i¢in bazi kestirimler elde edildi. Ayrica bu problemde Logaritmik
Sobolev esitsizliginin yerine logartima fonksiyonun bazi 6zellikleri ve Sobolev Gomiil-
meleri kullanildi. Son kisimda ise ¢6ziim kararli kiimeye kiyasla daha kiiciik bir kiimede
yer aliyorsa, ¢oziimlerin azalma oraninin tahmin edilebilecegi kanitlandi.

Yapilan literatiir taramasinda bu alanda bir¢ok acik problem oldugunu tespit
edildi. Ornegin; Boussinesq denkleminin u?~2u In |u/| terimi ile lokal varlik, global var-
lik, ¢6ziimlerinin azalmasi, listel biiyiimesi veya patlamasinin el alinmasi, Kirchhoff tipli
denklemin global ve lokal varliginin «In |u| logaritmik kaynak terimi ile ¢aligilmasi,
denklemlerin ¢oziimlerinin Georgive-Todorova yontemiyle pozitif baglangic enerjisi ile
elde edilmesi, denklem sistemlerinin olugturulurken baglantinin logaritmik kaynak terim

ile iligkilendirilerek kurulmasi hala acik problemler olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ne-
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denle bu alanda matematiksel olarak elde edilen sonuglarin ilerde yapilacak caligmalar

icin fayda saglayacagini diisiinmekteyiz.
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