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OZET

Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Fark ve Sonlu

Elemanlar(Galerkin Metodu) Ile Coziimii

Bu ¢alismada, kismi tiirevli denklemlerin niimerik ¢oztimleri ele alinmistir. Bu
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde sonlu fark yontemleri ile Galerkin sonlu
elemanlar yontemi uygulanmistir. Eliptik kismi diferansiyel denklemler icin Poisson
denklemi, Parabolik kismi diferansiyel denklemler i¢in difiizyon denklemi,
Hiperbolik kismi diferansiyel denklemler i¢in dalga denklemlerinin niimerik
coziimleri sonlu fark yontemleriyle bulunmustur. Galerkin metodu ile Dirichlet
problemi ve Sonlu eleman metodu ile Poisson denkleminin niimerik ¢oziimleri
yapilmistir. Coziilen tiim problemlerde elde edilen niimerik sonuglarin analitik
cOziimiine yakinsadig1 goriilmiistiir. Bu yontemlerin bu problemler iizerinde

uygulanabilirligi ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler : Kismi tiirevli diferansiyel denklem, Sonlu Fark, Sonlu

Elemanlar, Galerkin Metodu
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ABSTRACT

Solution of partial differential equations using finite difference and finite element
(Galerkin) Method

In this study, numerical solutions of partial differential equations are discussed. In the
solution of these differential equations, finite difference methods and Galerkin finite
element method are applied. We select and solve, Poisson equation for elliptic partial
differential equations, diffusion equation for parabolic partial differential equations,
numerical solutions of wave equations for hyperbolic partial differential equations
using finite difference methods. The numerical solutions of the Dirichlet problem are
computed with the Galerkin method and the Poisson equation we select and solve the
finite element method. It is observed that the numerical results obtained in all the
problems solved are close to the analytical solution. The applicability of these

methods on these problems has been proven.
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BOLUM 1

GIRIS

Bu calismada inceleyecegimiz sonlu farklar ve sonlu elemanlar metodlar1 ge¢gmisten
giiniimiize bir ¢ok bilim insanin katkilari ile gelismistir. Bu metodlarin tarihsel

gelisimini ele alalim.

Sonlu fark yontemiyle kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ¢c6zmenin bazi onciileri
Lewis Fry Richardson, Richard Southwell, Richard Courant, Kurt Friedrichs, Hans
Lewy, Peter Lax ve John von Neumann’dir. Alterman ve Karal, 1968°de elastik dalga
yayilimi ile ilgili ilk uygulamay1 yapmiglardir. Boore 1970’de Ask dalgalarini simiile
etmis ve sismik dalga alanlarinin ilk anlik goriintiilerini gdstermistir. Madariaga
1976’da ve Virieux ile Madariaga 1982’de yirtilma yayilimi problemini ¢ozerek
kademeli 1zgaralar kavramim gostermiglerdir. Frankel ile Vidale 1992°de ve Olsen ile
Archuleta 1996’da vb. paralel hesaplamalar nedeniyle ii¢ boyutlu genisletmeyi
gostermislerdir. Kiiresel geometriye uygulama Igel ile Weber, 1995°de ve Chaljub ile
Tarantola, 1997°de ve Igel ile digerleri tarafindan 2002°de ii¢ boyutlu kiiresel kesitleri
gostermislerdir. Tk tam dalga formunu déndiirme semalarma dahil etme baglangicta
iki boyutlu olarak 1990 yilinda Crase ve digerleri tarafindan, ve sonra ii¢ boyutlu

olarak 2007 yilinda Chen ve digerleri tarafindan gosterilmistir [1].

Sonlu eleman yontemiyle kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ¢ozmenin bazi
onciileri Hrennikoff (1941) ve McHenry (1943) dir. Bunlar gercel ayrik elemanlar,
ornegin ¢ubuklar ve kirisler ile siirekli bir katinin kargilikli gelen kisimlar1 arasinda
benzerlikler gelistirmistir. Yiiksek hizli, jet motorlu ugaklarin gelistirilmesiyle, bu
yar1 analitik yontemler kisa siirede yetersiz kald1 ve daha giivenilir bir yaklagim
arayisi basladi. Sanal ¢alisma ilkesine dayanan dogrudan bir yaklasim Argyris (1955)
tarafindan verilmistir ve bir dizi makalede o ve meslektaslari, hesaplama tekniklerini
kullanarak ¢ok karmagik problemleri ¢6zmek i¢in bu ¢alismay1 gelistirmistir (Argyris
ve Kelsey 1960). Turner (1956), licgensel bir eleman icin yer degistirme

varsayimlarina dayanan eleman sertlik matrisini, elemanlari birlestirmek icin

1



dogrudan sertlik yontemiyle birlikte sundu. ’Sonlu eleman’ terimi, diizlem
esnekligindeki uygulamalar agiklayan bir makalede Clough (1960) tarafindan
tanitildi. Plaka elemanlarinin bir uygulama alani, ince kabuklarin modellenmesiydi ve
bir miktar basar1 elde edildi (Clough ve Johnson 1968). 1915 yilinda Kismi
diferansiyel denklem sinir deger problemleri olarak ortaya c¢ikan problemlere ilk
olarak Galerkin ¢6ziim gelistirmistir. Biyomedikal miithendisligi: Zienkiewicz(1977),
insan kalca kemigi nakilleri i¢in stres analizi hesaplamasi gerceklestirmistir. Phillips
(2009) bu fikirleri 6nemli 6lciide genisletti ve sadece kemigi modellemek yerine,
kemigin ve iligkili kaslarin tam bir sonlu eleman analizi yapti. Finans miihendisligi:
Sonlu unsurlarin gelistirilmesinin ilk giinlerinde, finansal sistemlerin incelenmesi,
yontemin kapsami diginda goriiniiyordu. Bununla birlikte, ¢esitli opsiyon
fiyatlandirma semalarini aciklayan Black Scholes modelleri (Wilmott ve digerleri,
1995), digerleri arasinda, Topper (2005) ve Tao Jiang ve digerleri tarafindan (2009)
sonlu bir eleman baglaminda belirlenmistir. Son olarak, ¢alismas1 hem sonlu
elemanlar yontemi hem de sinir elemani yontemi i¢in bir temel olusturan bir kisi
varsa, o zaman bu George Green’dir. Green teoremi her iki yontemin temelini
olusturur ve tabii ki temel ¢coziimler Green fonksiyonlaridir [2]. Bu matematik¢iler
calismalarini fizik, matematik, miihendislik, finans ve tip alanlarinda basariyla
uygulamigstir. Bu bilgiler dogrultusunda bizim hazirladigimiz tez calismasi 6

boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde ikinci mertebeden kismi tiirevli denklemler ve siniflari ile bazi temel

tanim ve teoremlere yer verilmektedir.

Uciincii boliimde sonlu fark metodlart agiklanip kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmagtir.

Dordiincii boliimde Galerkin Metoduna ismini vermis {inlii matematik¢inin kim
oldugu, bu metodun ne oldugu aciklanmis ve sonlu elemanlar yontemi ile kismi

tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmistir.
Besinci boliimde ise yapilan orijinal calismaya c¢oziilen orneklere yer verilmistir.

Altinc1 boliimde ise sonug yer almaktadir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu calismada ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sonlu fark ve
sonlu elemanlar metodlari ile ¢éziimlerini inceleyecegiz. Bunun i¢in bu boliimde
kismi tiirevli diferansiyel denklemler hakkinda bazi hatirlatmalar yapacagiz. Ele
alacagimiz denklemler daha ¢ok fizik, kimya, ekonomi ve miihendislik

uygulamalarinda karsimiza ¢cikmaktadir.

Bir diferansiyel denklemde bagimsiz degisken sayisinin iki veya daha fazla olmasi ve
denklemin herhangi mertebeden en az bir kismi tiirev icermesi durumunda bu

denkleme kismi tiirevli diferansiyel denklem denir.

Genel olarak bir kismi tiirevli diferansiyel denklem; x,y, ... ler bagimsiz degiskenler

ve u(x,y) bagimh degisken (bilinmeyen fonksiyon) olmak iizere,
F(x7y7 A M? u)C7 uya uxx, uxy, uyy, -..) — ()

seklinde tanimlanir. Burada uy, uy, uyy, . . . bilinmeyen fonksiyonun bagimsiz

degikenlere gore kismi tiirevleridir ve bunlarin her biri,

N
T ox = dy’ e =92 o = oxdy’

seklinde ifade edilir. Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemdeki en yiiksek
mertebeden tiirev mertebesine, diferansiyel denklemin mertebesi denir. Bilinmeyen u
fonksiyonu ve kismi tiirevleri birinci dereceden ise denklem lineerdir denir. Simdi
calismamizin temelini olusturan ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel

denklemleri ve siniflarini inceleyelim [3].



2.1 1Ikinci Mertebeden Kismi Tiirevli Diferansiyel Denk-

lemler

Diferansiyel denklemlerin eliptik, parabolik ve hiperbolik denklemler olarak
siniflandirilmasini inceleyecegiz. Tiim kismi diferansiyel denklemler bu siniflardan
birine giremez, ancak pratikte ortaya ¢ikan bircok dnemli denklem bu siniflara girer.
Bu denklem siniflart farkli tiirden fenomenleri modeller, farkli davranislar sergiler ve
cOztimleri icin farkli sayisal teknikler gerektirir. S6z konusu, iki bagimsiz degiskenli

lineer ikinci dereceden diferansiyel denklem
Qutyy + buyy + cuyy +duy +euy + fu=g

seklinde tanimlanir. S6z konusu denklem A = b* — 4ac nin isaretine bagl olarak

siniflandirilir.
A <0 = eliptik

A =0 = parabolik
A > 0 = hiperbolik

Sinif isimleri konik cisim isimlerini alir. En tinlii 6rnekler; eliptik denklem i¢in
Poisson problemi uyy + uy, = g, parabolik denklem i¢in 1s1 denklemi u;, = Kutyy

(k > 0 iken) ve hiperbolik denklem i¢in dalga denklemi u;, = c2u,, dir. Parabolik ve
hiperbolik durumda, bunlar tipik olarak zamana baglh problemler oldugundan, y
yerine t kullanilir. Bunlarin hepsi daha fazla boyuta genigletilebilir. Bu denklemler,
farkli fenomen tiirlerini aciklar ve hem analitik hem de sayisal ¢oziimleri icin farkli
teknikler gerektirir. Bu nedenle, ayn1 genel 6zellikleri sergileyen denklem siniflar

icin ayn1 adlara sahip olmak daha uygundur [4].

2.1.1 Eliptik Denklemler

Matematiksel fizik ve miihendislikte en 6nemli kismi diferansiyel denklemlerden biri,

iki degiskenli agagidaki forma sahip olan Laplace denklemidir:

*u  ou?
Viu= - +—-—=0.
=02 dy?

Poisson denklemi bununla yakindan ilgilidir [5]. G6z 6niinde bulundurdugumuz
eliptik kismi diferansiyel denklem, R = {(x,y)|a < x < b,c <y < d} lizerinde

9? du?
Vuley) = 55000+ 5500 = f(5y),  (wy) €S

4



icin u(x,y) = g(x,y) ile Poisson denklemidir. Burada S, R’nin sinirin1 gosterir. Eger f
ve g kendi bolgelerinde siirekli ise, o zaman bu denklemin tek tiirlii bir ¢oztimii vardir
[6]. Eliptik denklemler tipik olarak kararli durum veya denge olaylarini
modellemektedir ve bu nedenle gegici bir bagimlilik yoktur. Eliptik denklemler, her
zaman yerel dengede olan ve modellenen zaman 6lceginden ¢ok daha hizli olan
zaman Olceklerinde dengelenen bazi fenomenlerin modellenmesi durumunda, zamana
bagli problemlerin ¢oziimiinde de ortaya ¢ikabilir. Ornegin, "sikistirilamaz" akista
hizli akustik dalgalar modellenmez ve bunun yerine basing, bu dalgalarin genis ¢aph
etkisini modelleyen her zaman adiminda bir Poisson problemi ¢oziilerek hesaplanir.
Eliptik denklemler, tiim noktalardaki ¢oziimiin tiim alan etrafindaki sinir kosullarina
gore eszamanli olarak belirlenmesi gereken sinir deger problemleri verir [7]. Eliptik
denklemlerle iligkili sinir kosullar1 genellikle parabolik ve hiperbolik denklemlerden
farklidur.

2.1.2 Parabolik Denklemler

Parabolik kismi diferansiyel denklem, u(0,7) = u(l,t) =0, ¢ > 0 ve u(x,0) = f(x),
0 < x <[ kosullarina tabi olan 1s1 veya difiizyon denklemidir

2
%(W)Zaz%(x,t), 0<x<lI, t>0.
Biz 5 ”
ou _ 20 _
57 1) — @G w) =0

formunun parabolik kismi diferansiyel denklemini iceren bir problemin sayisal
cOziimiinii ele alacagiz. Burada ele alinan fiziksel sorun, her bir enine kesit
elemaninda esit bir sicakliga sahip olan / uzunlugundaki bir ¢ubuk boyunca (bkz.
Sekil 2.1) 1s1 akisi ile ilgilidir. Bu, cubugun yan yiizeyinde miikemmel bir sekilde
yalitilmasini gerektirir. Sabit &’nin ¢ubuktaki konumdan bagimsiz oldugu varsayilir.

Cubugun olustugu malzemenin 1s1 iletkenlik 6zelliklerine gore belirlenir.

Sekil 2.1: [ uzunlugundaki ¢ubuk

I N

0 ) X

Bu tipteki bir 1s1 akig1 problemi i¢in tipik kisitlama kiimelerinden biri, cubuk

u(x,0) = f(x) deki ilk 1s1 dagilimini belirlemek ve ¢ubugun uglarindaki davranigi

5



aciklamaktir. Ornegin, uglar sabit tutulursa sicakliklar U ve U,, smir kosullart

u(0,7) = U; ve u(l,t) = U, bigimindedir ve 1s1 dagilimi siirlayict sicaklik dagilimi

U,—U
lim =U; + 2 Ly

t—oo0 )
e yaklasir. Bunun yerine ¢ubuk uglardan 1s1 akmayacak sekilde yalitilirsa sinir

kosullar

du du

“E (0,1 )
olur. Cubuktan 1s1 kagmaz ve sinirlayici durumda ¢ubuk iizerindeki sicaklik sabittir.
Parabolik kismi diferansiyel denklem, gaz difiizyonu ¢alismasinda da 6nemlidir; hatta

bazi ¢evrelerde difiizyon denklemi olarak bilinir [8].

2.1.3 Hiperbolik Denklemler

Hiperbolik kismi diferansiyel denklemin bir 6rnegi olan dalga denkleminin sayisal

cOziimiinii ele alalim.
t>0 igin, u(0,)=u(l,t)=0

0<x<Il igin, u(x,0)=f(x) ve E(X’O) = g(x)
olmak iizere dalga denklemi o parametresine bagh olup

92 02
a—;(x,t)—aza—;;(x,z)zo, 0<x<l, t> 0.

ile gosterilir [9].

Coziimii yayilan dalgalar agisindan géormemizi saglar ve aslinda hiperbolik sistemler
tipik olarak dalga hareketi veya olumsuz tasima saglayan fiziksel siireclerden
kaynaklanir. Lineer hiperbolik sistemin basit bir 6rnegi olarak, elastikiyet veya gaz
dinamiklerinden kaynaklanan lineerlesirilmis akustik denklemleri, basing ve hiz
bozulmalar1 acisindan oldugu gibi bir uzay boyutunda iki denklemin birinci

dereceden sistemi olarak yazilabilir [10].



2.2 Tanmmlar ve Teoremler

Teorem 1 Ara Deger Teoremi: | € Cla,b] ve K, f(a) ve f(b) arasinda herhangi bir
sayt ise, f(c) = K olacak sekilde bir ¢ € (a,b) sayisi vardir [11].

Teorem 2 Taylor Teoremi: f € Cla,b], f"+1) [a,b] de mevcut ve xq € [a,b] oldugunu
varsayalim. Her x € |a,b] i¢cin, f(x) = B,(x)+ R,(x) olacak gekilde bir {(x) € (xo,x)

sayisi vardir. Burada

" (n)
Pulx) = o) + ) —x0) + L0 g T
n k)
/™ (x0)
k=0
ve )
f(EW)
dir [12].
Ornek : Taylor serisinin en ¢ok bilinen drnekleri sunlardir:
¥ X > xk
X _ — — — (o]
e —1+x+2!+3!+...—k20k! (x| < o0) (2.1)
' I o0 a2k
smx:x—a-l-ﬁ—...:kzb(—l) k)] (x| < o0) (2.2)
PR o0 2k
=l-=+—=—-...= B | o0 2.
R TR ,;0( Vv (K== (23)
1 (o]
—= l+x+x2+x00+..= ) & (Jx| < 1) (2.4)
- k=0
2 3 oo k
n(l4+x)=x—— 4+ - =Y (=)' (<) 2.5)
1 3 = k

Her durum i¢in, dizi verilen fonksiyonu temsil eder ve belirtilen aralikta birlesir. (2.1)
- (2.5) Serileri, x = 0 civarinda genisletilmis birer Taylor serisidir. x = 1 civarindaki

bir Taylor serisi, 0 < x < 2 oldugunda

(=1  (x—1)°

In(x)=(x—1)— 5 + 3




dir. Bu tiir seriler genellikle karmasik fonksiyonlarin belirli noktalardaki yaklagik

degerlerini hesaplamak i¢in kullanilir [13].

Tanmim:(Gauss-Seidel Iteratif Metod) Denklemler form olarak benzer oldugunda,
esit aralikli sistemleri ¢cozmek i¢in genellikle yinelemeli(iteratif) yontemler kullanilir.

Kosegendeki bilinmeyenleri ¢ozerken,

i1, Ui Ui — Uit (4= B f i =~k gi
den .
(k+1) (k) (k+1) (k) (k1) 2
u; = 1 I2f, (”i+l,j+ui—l,j +up o tu iy —h gi,j>

tarafindan verilen Gauss-Seidel yontemi veya iterasyonunu elde ederiz. Her 1zgara
noktasinda bilinmeyenlerin yaklasik degerlerine sahipsek, bu denklem yeni degerler

olusturmak icin kullanilabilir [14].



BOLUM 3

SONLU FARK METODU VE IKINCI

MERTEBEDEN KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN SONLU FARK METODU ILE
COZUMU

Bu boliimde, ¢alismada kullanilan yontemlerden biri olan sonlu fark metodlarini
inceleyecegiz. Oncelikle sonlu fark hakkinda ne oldugu, nasil tiiretildigi ve bir 6nceki
boliimde de dile getirdigimiz ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemler

icin nasil ¢oziim sagladigini inceleyecegiz.

Amacimiz, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini tahmin etmektir, yani, baz1 sinir
kosullariyla birlikte bu alanin kenarlar1 boyunca, belirli bir uzay ve / veya zaman
bolgesindeki ¢esitli tiirevlerinin arasindaki belirli bir iligkiyi kargilayan bir fonksiyon
(veya bu fonksiyona ait bazi farkli yaklagimlar) bulmaktir. Genelde bu zor bir
problemdir ve ¢oziim i¢in analitik bir formiil ancak nadiren bulunabilir. Sonlu fark
yontemi, diferansiyel denklemlerdeki tiirevleri sonlu fark yaklagimlar ile degistirerek
ilerler. Bu, biiyiik ama sonlu bir cebirsel denklem sisteminin diferansiyel denklem

yerine ¢Oziilmesini saglayacaktir.

Bu problemi ele almadan 6nce, bilinen bir fonksiyonun tiirevlerini, yalnizca
fonksiyonun ayr1 noktalardaki degerlerine dayanan sonlu fark formiilleri ile nasil
yaklasik kestirebilecegimize dair daha temel soruyu ele alacagiz. Diferansiyel
denklemeleri ¢6zmek icin sonlu fark yontemlerinin daha sonra gelistirilmesi i¢in bir
temel saglamanin yani sira, bu, miimkiin olan en basit ayarda bir yaklagimin dogruluk

siras1 gibi bir ka¢ anahtar kavrami aragtirmamiza izin verecektir [15].

Tanim : (Sonlu Fark) x; = xo+ih (i =0, 1,...,n) diigiim noktalari, f; ler ise bu

noktalardaki fonksiyonun almis oldugu degerleri olsun. 4 ye adim uzunlugu denir.



fi—fo, f»—fi, ..., fu— fu_1 farklarina birinci mertebeden sonlu farklar denir.

Literatiirde bunlar i¢in degisik gosterimler kullanilmaktadir.

Jirt = fi=Ofi =V fin :filJr%

Yiiksek mertebeden sonlu farklar asagidaki rekiirans kurallariyla ifade edilebilir:

Amf‘i — Amfl(Af‘l) — Amil\fi—i—l —Amil‘fi,

mel:V(Vm_lfl) AV ]f AV 1fl 1
f fm 1 fm 1
Sonlu farklar tablosu (Tablo 3.1) gibi verilebilir [16]:

Tablo 3.1: Sonlu farklar tablosu

x f Al A2 A A%
X0
Jo
x| Afo
S A% fy
X2 Afi A fy
P A’ fy A*fy
X3 Afr A fy
f A’f
X4 Af3
Jfa

3.1 f(x) in Tiirevleri I¢cin Sonlu Fark Yaklasimlarmmn

Tiiretilmesi

2 3 4
PR = £+ () £ (3) 0 £ (3) 3 )+

3

2
Fle—h) = F) = Rf () + o () — o )+ f4

2
e+ 2) = 0+ 20700+ O () + O e fo e+
2 4
Flr—28) = 1) = 20f' () + 2 () - G o Gy

10

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)



gibi f(x) in x civarindaki ileri ve geri Taylor acilimina dayanur.

Ayrica serinin toplamlar1 ve farklari:

4
Pl R) £ =) = 27) () o A ) (3.5)
h3
f(x+h)— f(x—h) :2hf’(x)+?f’”(x)+... (3.6)
4
Fx42h) 4 f(x—2h) = 2f(x) +4h* ' (x) + % FHE) A (3.7)
3
flx+2h) — f(x—2h) :4hf’(x)+%f'”(x) + ... (3.8)

3
ile gosterilir.

Toplamlarin cift tiirevler igerdigini, ancak farklarin yalnizca tek tiirevleri korudugunu
gorebiliriz. Denklemler, f(x) in cesitli tiirevleri igin ¢oziilebilen es zamanlh
denklemler olarak goriilebilir. Ilgili denklemlerin sayis1 ve her denklemde tutulan

terimlerin sayisi, tiirevin sirasina ve istenen dogruluk derecesine baglidir.

3.2 Merkezi Fark Yaklasimlari

f'(x) i¢in Denklem(3.6) nin ¢oziimii,

X —f(x— 2
U (L (S R

veya
fx+h)—flx—h)
2h

dir. Bu ise f'(x) icin 1. merkezi fark yaklasimi olarak adlandirilir. O(h?) terimi bize

f1x) = +0(1?) (3.9)

kesme hatasinin 4? gibi davrandigini gosterir.
Benzer sekilde, Denklem(3.5) f”(x) i¢in 1. merkezi fark yaklagimi verir:

S+ h) =24 () +fa—h) | P
h? 12

f) = £

veya

f”(x) _ f(x+h) _2];Lgx)+f<x_h)

dir. Diger tiirevler i¢cin merkezi fark yaklagimlari, denklemlerden ayni sekilde elde

+0(h?) (3.10)

11



edilebilir. Ornegin, Denklem(3.6) ve (3.8) den f’(x) ler yok edilip, f”(x) i¢in

coziiliirse

f’”(x) _ f(x+2h) _2f<x+h)2'|];32f(x_h) _f(x_Zh) +0(h2) (311)

elde edilir.
@ FH2R) —4f Gt h) +6£(x) —4f(x—h) + f(x—2h)
yaklagimin esitligi (3.5) ve (3.7) den f”(x) yok edildikten sonra elde edilir. Tablo(3.2)

sonuglar1 6zetlemektedir.

(3.12)

Tablo 3.2: O(h?) mertebesinde merkezi sonlu fark yaklagimlarinin katsay1lari

H \ f(x-2h) \ f(x-h) \ f(x) \ f(x+h) \ f(x+2h) H

2hf'(x) -1 0 1
h2 £ (x) 1 2 1
23 f"(x) | -1 2 0 -2 1
R (x) 1 4 6 4 1

3.3 1. Merkezi Olmayan Sonlu Fark Yaklasimlari

Merkezi sonlu fark yaklasimlari her zaman kullanilamaz. Ornegin, fonksiyonun xo,
X1, X2, ..., X, gibi n farkli noktada verildigi durumu diistinelim. Merkezi farklar x in
her iki tarafindaki fonksiyonun degerlerini kullandigindan, xq ve x,, deki tiirevleri
hesaplayamay1z. Aciktir ki, fonksiyonun sadece x in bir tarafindan
degerlendirilmesini gerektiren sonlu fark ifadelerine ihtiya¢ vardir. Bu ifadeler ileri ve

geri sonlu fark yaklagimlar1 olarak adlandirilir.

Merkezi olmayan sonlu farklar, (3.1)-(3.8) denklemlerinden elde edilebilir. f’(x) igin
Denklem(3.1) *y1 ¢6zdiiglimiizde
fe+h) = fx) W

! h 1" W (4)
fte) = P2 I 2 ) - ) - ) -

elde ederiz. Sag taraftaki yalnizca ilk terimi tutmak, ilk ileri fark tahminine yol acar:

f(x) = f(x+hzl_f(x) +O(h). (3.13)

12



Benzer sekilde, Denklem(3.2) ilk geriye dogru fark yaklagimini verir:

fx) = flx—h)

fw ==

+0(h). (3.14)

Burada kesme hatasinin O(h) olduguna ve merkezi fark yaklagimlarinda O(h?) kadar
iyi olmadigina dikkat edelim.

Daha yiiksek tiirevler icin yaklasik degerleri aym sekilde tiiretebiliriz. Ornegin,
Denklem(3.1) ve (3.3) ten

fx+2h)=2f(x+h)+ f(x)
h2

f”(x) = +O(h) (3.15)
elde edilir.

Uciincii ve dordiincii tiirevler benzer bir sekilde tiiretilebilir. Sonuglar Tablo(3.3) ve
(3.4) de gosterilmektedir.

Tablo 3.3: O(h) mertebesinden Ileri Sonlu Fark Yaklagimlariin Katsayilart

H \ f(x) \ f(x+h) \ f(x+2h) \ f(x+3h) \ f(x+4h) H

2hf'(x) | -1 1

Pfl(x) | 1 -2 1

23 " (x) | -1 3 -3 1

@) | 1 -4 6 4 1

Tablo 3.4: O(h) mertebesinden Geriye Dogru Sonlu Fark Yaklagimlarinin Katsayilart

H \ f(x-4h) \ f(x-3h) \ f(x-2h) \ f(x-h) \ f(x) H

2hf(x) -1 0 -1 1
h? £ (x) 2 1
213 {7 (x) - -1 3 3 1
B3 (x) 1 4 6 4 1

3.4 2. Merkezi Olmayan Fark Yaklasimlari

O(h) mertebesinden sonlu fark yaklagimlari ve 1. merkezi fark yaklagimlari her zaman

kullanilamadigindan dolayi popiiler degildir. Yaygin uygulama O(hz) ifadelerini

13



kullanmaktadir. Bu merkezi olmayan fark formiillerini elde etmek icin Taylor

serisinde daha fazla terimi korumaliy1z. Ornek olarak, f’(x) ifadesini iiretiyoruz.

/ h2 1/ h3 111 h4 4
Fth) = £ +hf' () + 00+ @) + 5 @)+

ans 244

F(x+2h) = f(x) +2hf (x) + 2k f" (x) + >/ (x)+Tf(4)(x)+...

olan Denklem(3.1) ve (3.3) ile bashyoruz.

[k denklemi 4 ile garpip ikinci denklemden ¢ikararak f”(x) i ortadan kaldirtyoruz.

Sonug ise ,

flx+2h) —4f(x+h) = =3f(x) —2hf (x) + h—;f(4) (x) +...

dir ve dolayisiyla

Fx) = —f(x+2h)+4zj;l(x+h)—3f(x) +h22f(4)(x)+m
veya
Fla) = —f(x—|—2h)+42];l(x+h)—3f(x) +o() (3.16)
dir.

Denklem(3.16) ya 2. ileri sonlu fark yaklasimi denir. Daha yiiksek tiirevler i¢in sonlu
fark yaklagimlarinin tiiretilmesi ek Taylor serilerini igerir. Dolayisiyla, f”(x) igin ileri
fark yaklagimi, f(x—+h), f(x+2h) ve f(x+ 3h) i¢in seriyi kullanir; /" (x) i¢in
yaklagim, f(x+h), f(x+2h), f(x+3h), f(x+4h) icin Taylor agilimlarini icerir ve
bu bdyle devam eder. Gordiiglimiiz gibi yiiksek mertebeden tiirevler icin hesaplamalar
oldukca sikici hale gelebilir. Hem ileri hem de geri sonlu farklar i¢in sonuglar
Tablo(3.5) ve Tablo(3.6) de 6zetlemistir [17].

Tablo 3.5: O(h?) mertebesinde leri Sonlu Fark Yaklagimlarinin Katsayilari

H [ 100 | 0c+h) | f0c+2h) | f(x+30) | f0ckdh) | T(x+5h) |

2nf'(x) | -3 4 -1

Pf'(x) | 2 -5 4 -1
23 f"(x) | -5 18 24 14 -3

@) | 3 | -14 26 24 11 2

14



Tablo 3.6: O(h?) mertebesinde Geriye Dogru Sonlu Fark Yaklagimlarinin Katsayilari

H \ f(x-5h) \ f(x-4h) \ f(x-3h) \ f(x-2h) \ f(x-h) \ f(x) H

2nhf(x) 1 -4 3
n " (x) 4 -5 2
21 f (x) 3 -14 24 -18 5

@ [ 2 11 24 26 14 | 3

3.5 Lineer Problemler icin Sonlu Fark Methodu

Bu boliimdeki yontemler daha iyi kararlilik 6zelliklerine sahiptir, ancak genellikle

belirli bir dogrulugu elde etmek icin daha fazla hesaplama gerektirirler.

a <x<biginy(a) = a ve y(b) = B lineer ikinci mertebeden sinir deger problemi

1/

¥ = p(x)y' +q(x)y+r(x) (3.17)

i¢in sonlu farklar yontemi, hem y’ hem de y” yi yaklagik olarak tahmin etmek igin

fark-boliim yaklagimlarinin kullanilmasini gerektirir.

[k olarak, N > 0 tam sayisin1 segeriz ve [a,b] aralifini ug noktalar1 adim noktalar
olan (N + 1) esit alt araliga boleriz, i =0, 1,...,N + 1 i¢in, burada h = (b—a) /(N + 1)
olur. Adim boyutunu 4 yi bu sekilde se¢gmek, bir matris algoritmasinin uygulanmasini

kolaylastirir.

I¢c adim noktalarinda, x;, i = 1,2, ..., N i¢in, yaklasim denklemi
Y (i) = pli)y' (xi) + q (xi)y (xi) + (i) (3.18)
dir.

y € C*x;_1,x;; 1] fonksiyonunun x = x; civarindaki 3. Taylor polinomu alinip x yerine

once x; 1, sonra x;_; konursa Z_,’l-+ € (xj,xiy1) ve & € (x;—1,x;) olmak iizere
2 3 4
Y(xip1) = y(xi+h) = y(a) +hy' () + 5" (x) = %" () + 5S4 (5F)
ve

y(xi—1) = y(xi —h) = y(x;) — hy' (x;) + h—;yﬁ(xi) - %ym(xi) + %y“(é‘)

15



elde edilir.

Bu denklemler toplanirsa,

y(xip1) +y(xiz1) = 2y(x;) + A3 (x;) + %b’ﬂéﬁ) +y*(&)]

elde edilir ve buradan y” (x;) igin ¢oziiliirse

2 _
Y'(xi) = 2 (i) = 29(x) +y(xio1)] — 504G 4 (6]
ve dolayisiyla ara deger teoremi ile §; € (x;_1,x;11) i¢in

2
Y (xi) = ,%[y(xlm —2y(x) +y(xi-1)] - %y“(g) (3.19)

elde edilir. Buna y”(x;) igin ortalama fark formiilii denir. y’(x;) i¢in bir ortalama fark

formiilii benzer sekilde elde edilir ve (x;_y,x;11) de n; i¢in

/ 1 h2 /1
Y (xi) = ﬁb’(xi—i—l) —y(xi—1)] — Y (n:) (3.20)

ile sonuglanir.

Bu ortalama fark formiilleri Denklem(3.18) de kullanilirsa,

Y(xig1) = 2y(x) +y(xi-1)
h2

h2

+q(x;)y(xi) +r(x;) — T 2pCa)y” (mi) — (&)

y(xip1) = y(xio1)
2h

= p(x:)
olur.
Heri=1,2,...,N i¢in lineer denklemler wy = @ , wy4+1 = B ve

)+ pe) (PP ) Fawo = —rw)  G2D)

— i1 +20; — 0
2

sistemini tanimlamak i¢in bu denklemi y(a) = o ve y(b) = B sinir kosullari ile
birlikte kullanarak, O(h?) mertebeden kesme hatasi olan bir bir sonlu fark yontemi

ortaya koyar.

Ele aldigimiz formda, Denklem(3.21)

—(1+8p(a) i1+ 2+ Kq(x)) o — (1 = 5 p(x)) @1 = —hPr(x:)

16



olarak yeniden yazilir ve
Ao =D (3.22)

formunda bir denklem sistemi elde edilir. Burada

[ 24+ 12q(x1) —1+2p(x) 0 0
—1—4p(n) 2+hq(n) —1+5p(x)

—1+4p(xn)
—1+4p(w) 2+ kq(w)

S O O O

()]

WN—1

Wy

veE

—IPr(x1) + (1+5p(xi)) @
—h?r(x)

—h?r(xy_1)
—R?r(xn) 4+ (1= 4p(xn)) On 41

dir.

3.6 Lineer Olmayan Problemler I¢in Sonlu Fark Denk-
lemleri

En genel lineer olmayan ikinci mertebeden sinir deger problemi a < x < b i¢in,

y(a) = a ve y(b) = B olmak iizere y’ = f(x,y,y) ile gosterilir. Uygulanacak yontem

benzerdir ancak burada denklem sistemi lineer olmayacaktir, bu nedenle onu ¢6zmek

icin yinelemeli bir siire¢ gereklidir.

Prosediiriin gelistirilmesi i¢in, fnin asagidaki kosullart sagladigi varsayiyoruz:

17



* f.fy ve f, kismi tiirevlerinin tiimii

D= {(x,y,y’)]a <x<b,—o<y<oove—oo <y < 00} tizerinde siireklidir;
* Diizerinde baz1 § > 0 i¢in, fy(x,y,y’) > 0 ;

 k=max(,y\eplfy(x,y,y')| ve L = max, ;» € D|fy(x,y,y")| ile birlikte k ve L

sabitleri mevcuttur.

Lineer durumda oldugu gibi, [a,b] araligin1 i = 0, 1,...,N + 1 i¢in ug¢ noktalart
x; = a-+ih olan (N+1) esit alt araliga boleriz. Genel ¢oziimiin sinirl bir dordiincii

tiirevi oldugunu varsayarsak,

¥ (xi) = f(xi,y(xi), Y (%)

denklemlerinin her birinde y” (x;) ve y'(x;) i¢in uygun merkezi fark formiilleri
kullanabiliriz. O halde, heri = 1,2, ...,N i¢in

Xit1) — 2y(Xi Xi— Xi+1) — Y\ Xi— i m ’
y(Xit1) 2}’}52 ) +y(xi-1) :f<x,~,y(x,'),y( +1)2hY( 1)_%y (m))+%y4(§)

(xi—1,Xi+1) araliginda &; ve n; vardir.

Lineer durumda oldugu gibi, fark yontemi hata terimlerinin silinip, heri = 1,2,....N

icin @y = &,y = B sir kogullarinin kullanilmasiyla

Wi — 20+ Wiy
h2

Wjt+1— (Diq) —0

i7wi7
+f<x 2h

fark denklemi elde edilir. Bu yontemden elde edilen N x N lineer olmayan,
-
2601—a)erhzf(x,-,a),-,wZ >—a:O

2h

— o +2wz—a>3+h2f(xz,wz,%) =0

(3.23)

Oy—2+20y_1 — Oy +h*f <XN—1 L ON_1, wN}?”) =0
0

— N1 +2wN+h2f<xNawNa ﬁ_S;lN*) -B=

sistemi, h < % olmasi kosuluyla tek bir ¢oziime sahiptir [18].
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3.7 Sonlu Farklarm Ozellikleri

1) m. mertebeden sonlu fark

—1
Amfo:fm—%fm_1+m(mz—!)fm_2—|—...—|—(—1)mf0 (3.24)

formiilii ile gosterilir. Bu formiil m’ye gore timevarim metoduyla kolayca

ispatlanabilir.

ii) x; = xo + ih ise, boliinmiis farklarla sonlu farklar arasinda asagidaki baginti vardir:

A" f;

h"m)

f[xiaxi+17"'7-xl'+m] - (325)

(3.25) formiilii de timevarim metoduyla ispatlanabilir. Ger¢ekten de, m = 1 i¢in

flxi, xiv1] = fiithi ATfi yazilabilir, yani (3.25) dogrudur. (3.25) formiiliiniin m < 1

Xit+1—Xi
degerlerinde dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda

Sty oo Xipit] = fI Xty oo Xigu]  Alfio —Af; AL

FXisXit 1y ey Xipr 1] = Xiti] — Xi - hll!h(l—i—l) _hHl(l—l—l)!

olur, yani (3.25) formulu m = [/ + 1 i¢in de dogrudur. Boylece (3.25) formulii
ispatlanmuis olur.

Benzer yolla

f[x,-_m, ...,xi] ﬁ

= Tm)

formiilii de ispatlanabilir.

n—+1
i) flxg,x2,..., %] = ﬁ formiiliine gore
S Xi 15y Xiem] = %(F) > X <& < Xitm
olur. Bu bagint1 (3.25) ile kiyaslanirsa,
A" fi = V" firm = fip = H"f"(0) (3.26)

elde edilir. Buradan n. dereceden polinomun n. sonlu farklarinin sabit, daha yiiksek

farklarin ise sifir oldugu gortilebilir [19].
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3.8 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler Icin Sonlu
Fark

Zamanin degiskenlerden biri olmadig: tipik bir kismi tiirevli denklem, iki degiskenli
Ugy +ityy =0 (3.27)

Laplace denklemidir. Bu denklemde u, (x,y) nin bir fonksiyondur. (3.27) denklemini
iceren somut bir fiziksel problem, ayn1 zamanda ¢oziimiin arandig1 xy—diizleminin
belirlenmis bir € bolgesini de icermelidir ve u iizerine (€2 nin sinur1 tizerinde u# nun
veya onun normalinin verilmesi gibi) sinir kosullar1 yerlestirilmelidir. R? de bir Q
bolgesi ile ilgilenilirken, € nin agik bir kiime olmasini varsayiyoruz. £ nin sinirini

9Q ile ve kapanisim da Q ile gosteriyoruz. Boylece Q = QU dQ dir.

Fizigin 151, elektrik ve diger bir¢cok bransinda goriinen bir problem Dirichlet
problemidir. iki-boyutlu versiyonunda; R? nin bir acik Q bolgesi belirlenmekte ve Q
nin sinir1 iizerinde tanimh bir g fonksiyonu verilmektedir. Daha sonra, Q da siirekli
olan, Q da Laplace denklemini saglayan ve sinirda g ye esit olan bir u fonksiyonu

aranmaktadir.

Bunlar
Uyx + Uy =0 Qda

u(x,y) =g(x,y) dQ da (3.28)
Q da u siirekli

seklinde ozetlenir. Eger Q iizerindeki kisitlamalar uygun ise ve g siirekli ise, bu

durumda Dirichlet probleminin tek bir ¢éziime sahip oldugu ispatlanabilir.

Bazi sayisal teknikleri agiklamak i¢in, Dirichlet problemini bir kare tizerinde goz

Oniine alacagiz.

Aciklayict problemde, bolge Q = {(x, y):0<x<1,0<y< 1} acik birim
dikdortgenidir.

Problem(3.28) in sayisal ¢oziimiine bir yaklasim tiirevlere sonlu-farklar yaklagimlari

uygulamaktadir. Bunun i¢in

F(x) = 5[ Cx+-h) = 23) + £ )]+ OR) (3.29)
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formiilii kullanilabilir. Oncelikle, Q da 1zgara noktalarinin bir

- . 1

(xi,yi) = (ih, jh) (0<i,j<n+1) h= o (3.30)
ag1 olusturulur. Dikkat edilirse, her iki degisken i¢in de ayn1 adim uzunlugu
kullanilmaktadir. Sonra, (x;,y;) ag noktalarinda (3.27) diferansiyel denklemi, o
noktalardaki

1 1
3 Vie 1y = 2vijHvisr L4 s Vi1 = 2vij 4 vija] =0
veya
Avij —Vi1,j—Vit1,j — Vij-1—Vij+1 =0 (3.31)

sonlu-fark benzeri ile degistirilir. Burada, v;;, u(x;,y;) ye yaklasim gostermektedir.
Farkl1 bir degisken kullanmamizin nedeni, iki farkli problemin ¢oziimlerini ayirt
etmek istememizdendir; birincisi ayrik problem yani, sonlu-fark denklemi ve

ikinciside siirekli problem yani, orijinal kismi tiirevli denklem.

i=0veyai=n+1icinve j =0 veya j =n+1igin v;; degerleri bilinmektedir,
clinkii bunlar problemde (g fonksiyonu ile) 6nceden belirlenmis sinir degerlerdir. O
halde, Denklem(3.31) de, baz1 v;; degerleri bilinmezken, bazilar1 da bilinmektedir.
Bunun anlamu ise, bilinen tiim degerler sag tarafa aktarilacagindan dolayi, homojen
olmayan bir lineer denklem sistemini ¢dzecegiz demektir. Basit bir durumu gérmek

icin, n = 3 alalim. Her bir i¢ 1zgara noktasi i¢in (3.31) tipinde bir denklem vardir.

Bu problemdeki bilinmeyen nicelikler (1zgara noktalarinin farkl diziliglerine karsilik
gelmek iizere) degisik sekilde siralanabilirler. Bunlarin i¢inden, dogal siralama olarak
bilinen v = [vi1,v21,V31,V12,V22, V32, V13, V23, V33| siralamasini segelim. Benzer
sekilde, dokuz lineer denklem de farkli sekillerle siralanabilir. Bunlarin siralamasini,
Denklem(3.31) ile onun (x;,y;) merkez noktasini iligkilendirilip, sonra da denklemleri
noktalar ile ayni1 sekilde siralayarak yapalim. Tiim bilinen degerler sag tarafta

yazilmak iizere, sonug su sekilde olur:

4vi1 —v21 —vi2 = vio+ Vo1
4va1 — Vi1 — V31 —va2 = v
4v31 —vo1 — V32 = V30 + V41
dvip —vi1 — Vv — Vi3 = V2
dvyp —va1 —viz—v32—v23 =0
4v3p — V31 — V2 — V33 = V42
4viz —vio — Va3 = Vo3 +Vi4

4vy3 — Vo2 — Vi3 — V33 = V4
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4v33 — V32 — V3 = V43 + V34

Bu sistem, A matrisi 9x9 olmak iizere, Av = b formuna sahiptir. 81 elemandan sadece

33 tanesi sifirdan farkli olup, katsay1 matrisi asagidadir.

(4 -1 o] [-1 0o o] 00
-1 4 -1 0 -1 0 000
0 -1 4] |0 0 —1] 000
-1 0 o] [4 -1 o] [-1 0 oO
A=1]10 -1 0 ~1 4 -1 0 -1 0
0 0 —1] |0 -1 4] 0 0 -1
000 (-1 0 0] 4 -1 0]
00 0 0 -1 0 -1 4 -1
000 0 0 -1 [0 -1 4]]

Bu matriste temel blok yapisi belirtilmektedir. Asikar gosterimle

T -1 0
A= -1 T -I
0 -1 T

yazabiliriz.

Bir model olarak yukaridaki 6zel durumdan, n herhangi bir tamsay1 olmak iizere,
genel duruma gecelim. I¢ 1zgara noktalarinin sayist n? olup, bu noktalarin her biri ile
bir u;; = u(x;,y;) bilinmeyen degeri iliskilendirmekteyiz. u fonksiyonu
Denklem(3.28) nin bir ¢6ziimii olmaktadir. Bu islemlerden sonra, n*tane (1 <i<n

ve 1 < j < n) bilinmeyenli bir lineer denklem sistemine sahip oluruz [20].

3.9 Eliptik Kismi Diferansiyel Denklemler Sonlu Farki

G0z 6niinde bulundurdugumuz eliptik kismi diferansiyel denklem,
R= {(x,y)|a <x<bc<y< d} tizerinde

0%u 2%u

Vzu(xay) = ﬁ(xvy) + a_yz(xay) = f(x7y> (332)

(x,y) € Sicin u(x,y) = g(x,y) ile Poisson denklemidir, burada S, R’nin sinirin1
gosterir. Eger f ve g kendi alanlarinda siirekli ise, o zaman bu denklemin tek tiirlii bir

¢cOziimil vardir.
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Bir 1zgara se¢cme yontemini kullanalim, bu lineer sinir deger problemleri i¢in Sonlu

Fark yonteminin iki boyutlu bir uyarlamasidir.

(b—a)

Ik adim, adim boyutlar1 1 = ve k = ( <) yi tantmlamak i¢in n ve m tam
sayilarint segmektir. [a, b] arahgl h gen1§hg1n1n n esit parcasina ve [c¢,d] aralig1 k

genisliginin m esit parcalarina Sekil(3.1) deki gibi boliinsiin.

t 1 1 t T t -
Xg=a x X X3 Xy b=x x

Sekil 3.1: [a,b] araligimnin 4 adim uzunlugu ile n ve [c,d] aralifinin k adim uzunlugu ile
m esit parcaya boliiniisii

(xi,y;) koordinatlarina sahip noktalardan dikey ve yatay cizgiler ¢izerek R
dikdortgenine bir 1zgara yerlestirelim; burada heri =0, 1,..,n i¢in x; = a 4 ih ve her

J=0,1,..,miginy; = ¢+ jk dir.

x = x; ve y = y; cizgileri 1zgara ¢izgileridir ve bunlarin kesisimleri, 1zgaranin diigiim
noktalaridir. i =1,2,..,.n—1ve j=1,2,..,m— 1 i¢in 1zgaranin i¢ kismindaki her bir
diigiim noktast icin, (x;,y;), x ile ilgili x; degiskenindeki Taylor serisini,

&i € (xi—1,Xi+1) oldugu yerde

d%u Coulxin,yy) = 2u(xi,y;) Hulxio,y)) h? 0*u
ﬁ(xivyj) - h2 12 ax4(Cl;y]) (3.33)

ortalama fark formiiliinii olusturmak i¢in kullanabiliriz.
Ayrica, y; civarinda y degiskenindeki Taylor serisini, ; € (yj—1,y,+1) nin oldugu

0%u u(xi i) = 2u(x,y;) fulyi-1) k9%
a_yz(xi»)’j) = 2 29y 4( i C)) (3.34)

merkezli fark formiiliinii olusturmak i¢in kullanabiliriz.

Denklem(3.32) de bu formiilleri kullanmak, Poisson denklemini (x;,y;)

23



noktalarindaki heri =1,2,...n—1ve j=1,2,..,m—1 i¢in

u(xir1,y;) — 2u(x;,y;) Fulxio1,y;)  ulxi,yjen) —2u(x,y;) +ulxi,y;-1)
h? + k2

h? 9%u k% 0%u
= f(xi,yj)+ EW(C"’)}’) + Ea_yt(xi’ ¢i)

olarak ifade etmemizi saglar. Sinir kosullar1 her

J=0,1,2,..m igin  u(xo,y;) = g(x0,y;) ve  u(xn,y;)=glxn,y;);

her i=1,2,..,n—1 icin  u(x;,y0) =g(xi,y0) ve  u(xi,ym)=g(xi,ym) dir.
Fark denklem formunda, bu Sonlu Fark metoduyla sonuglanir:

Heri=1,2,...n—1ve j=1,2,..,m—1i¢in

2 )+

ve her bir j =0,1,..,m i¢in Wy = g(x0,y;) ve @nj=g(xs,yj); (3.36)

2
wij_(wi—i—l,j‘f’wi—l,j)_(%) (@ 41+ j-1) = =k f(xi,y)) (3.35)

herbiri=1,2,..,n— 1 igin o = g(xi,y0) ve Oy = g(xi,ym)

burada @;;, u(x;,y;) ye yapilan bir yaklagimdir. Bu yontemde O(h? + k?) yerel kesme
hatasi1 vardir.

(335) deki tipik denklem, (xi_l,yj), (xi,yj), (xi+1,yj), (xi,yj_l) ve (xi7yj+1)
noktalarinda u(x,y) ye yaklagimlari igerir. Bu noktalarin bulundugu 1zgaranin
boliimiinii yeniden olusturmak (bkz. Sekil 3.2), her denklemin (x;,y;) de mavi X
etrafinda yildiz seklindeki bir bolgedeki yaklagimlar igerdigini gosterir.

(3.35) ile verilen sistemde uygun oldugu durumlarda sinir kosullarindaki (3.36)
bilgileri kullaniriz; yani, bir sinir diigiim noktasina bitigik tiim (x;,y;) noktalarinda

kullaniriz.

Bu, i¢ diigiim noktalarinda bilinmeyenlerin ; ; den u(x;,y;) ye yaklastirildig: bir
(n—1)(m—1)x(n—1)(m— 1) lineer sistemi tiretir. Bu bilinmeyenleri i¢eren lineer
sistem, i¢ diigiim noktalarinin yeniden etiketlenmesi devreye sokulursa, matris
hesaplamalari i¢in daha verimli bir sekilde ifade edilir. Bu noktalarin tavsiye edilen
bir etiketlemesi, P, = (x;,y;) ve 0 = w;j, buradal =i+ (m—1— j)(n—1), her
i=1,2,..,n—1ve j=1,2,..,m—1 ic¢in izin vermektir. Bu, 1zgara noktalarin1 soldan
saga ve yukaridan asagiya ard arda etiketler. Noktalarin bu sekilde etiketlenmesi, ®;; 1

belirlemek i¢in gereken sistemin en fazla 2n — 1 bant genisligine sahip bantl bir
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Sekil 3.2: (xi-1,¥;), (xi,¥7)s (Xi+1,Y))> (Xi,¥j—1) Ve (xi,y;+1) noktalarinda 1zgara bo-
liimlerinin yeniden olugturulmasi

matris olmasini saglar.

Ormnegin, n = 4 ve m = 5 ile yeniden etiketleme, noktalar1 Sekil(3.3) de gosterilen bir

1zgarayla sonuglanir.

Sekil 3.3: (n—1)(m— 1)x(n—1)(m — 1) lineer sisteminin n = 4 ve m =5 ile yeniden
etiketlenmis hali
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3.10 Parabolik Kismi Diferansiyel Denklemler Sonlu
Farki

Diisiindiigiimiiz parabolik kismi diferansiyel denklem,
u(0,0) =u(l,t)=0, t>0 ve
u(x,0)=f(x), 0<x<lI
kosullarina tabi olan 1s1 veya difiizyon denklemi
2% xt),  O0<x<l, t>0 (3.37)
dir.

Bu sorunun ¢6ziimiinii yaklasik olarak tahmin etmek icin kullandigimiz yaklasim,
sonlu farklar igerir. Once bir m > 0 tamsayist segelim ve x-eksen adim boyutu 2 = [/m
yi tanimlayalim. Sonra bir zaman adimi boyutu k se¢elim. Bu durum i¢in diigiim

noktalart (x;,¢;) dir, burada i = 0,1,..,m icin x; = ih ve j=0,1,... icin t; = jk dir.
[leri Fark Yonteminden yararlanalim. Bazi u; € (¢;,¢ i+1) icin

u . ’_u(x,-,tj—}-k)—u(xi,tj) k 0%u o
E(x,,tj) = A —5 972 (x,,,u]) (338)

fark katsayisini olusturmak ¢ deki Taylor serisini ve §; € (x;_1,x;41) deki

9%u u(xi+h,t)) —2u(x;,t))+ulx;—h,t;) h®d*u
W(xhtj): ( ]) (h2 J) ( J) _EW(CIJJ) (339)

fark katsayisini olusturmak x teki Taylor serisini kullanarak fark yontemini elde

ederiz.

Parabolik kismi diferansiyel denklem (3.37), (x;,?;) i¢ diigiim noktalarinda, her bir
i=1,2,...m—1ve j=1,2,...i¢in,

du d%u

E(xi,tj) - OCZW(X,‘,IJ‘) =0
esitligine sahip oldugumuz anlamina gelir, bu nedenle (3.38) ve (3.39) fark

katsayilarini kullanan fark yontemi, @; ; nin u(x;,¢;) ye yaklastig

Oijrt = Oij o Ditl,j — 204+ Oi—1
— a =
k h?

0 (3.40)
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dir.

Bu fark denklemi i¢in yerel kesme hatasi

k 0%u b2 d*u
Tij= Ew(xi,llj) —-a EW(CMJ') (3.41)

dir.

®; j+1 i¢in Denklem(3.40) 1 ¢cbzmek, heri = 1,2,..,m ve j=1,2,... i¢in

20%k k
Wi j+1 = (1 - —) ;. j+ 052—2<(0i+1,j + (0,;17]') (3.42)
esitligini verir.
Yani Wp,0 = f(X()), W10 = f(xl), e W0 = f(xm) dir.

w1 =u(0,t1) =0;

| 20%k

2k :
w1 = i | 010+ otz (@20 + @o);

)

2
= ( —22‘—2k> (02,0+062h%((03,0+w1,o);

20%k 2k .
Op—1,1 = ( _%> On—1,0 + 35 (On0 + On—20);

®y—1 =u(m,t;) =0

esitligine gore bir sonraki t satirin1 olugturuyoruz.

Artik tiim @; > de8erlerini vb. olugturmak i¢in @; | de8erlerini kullanabiliriz. Fark
yonteminin agik dogasi geregi, bu sistemle iligkili (m — 1)x(m — 1) matrisinin,
A = a®(k/h?) oldugu yerde kosegen seklinde

[(1-22) 4 0 .. 0 |
A (1-21) A
0 e
A:
0 R |
0 A
0 A (1-22)]

yazilabilecegini belirtir.
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o) = (o j, @}, ..., On-1)', her j = 1,2, ... igin, dolayistyla @), @/~ den basit
bir matris ¢arpimu ile elde edilir. Bu, Ileri Fark yontemi olarak bilinir ve Sekil(3.4) de
gosterilen camgobegi noktasindaki yaklasim, o sekilde isaretlenen diger noktalardan
gelen bilgileri kullanir. Kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii x de dort ve ¢ de iki
tane siirekli kismi tiirevi varsa, Denklem(3.41), yontemin O(k + h?) mertebesinde

oldugunu gosterir.

t
o
: D
iy * o Forward-
L X X X o difference
© method

(o]

o
o
I

Sekil 3.4: Ileri Fark metodu

Geri fark yontemi i¢in ise kogulsuz olarak kararli olan bir yontem elde etmek igin, u;

nin (¢;_1,t;) de oldugu

du . ._”(xiﬂtj)_”(xi,ljfl) k 0%u o
E(x,,tj)— p +58t2(x”“1)

esitlik de (du/dt)(x;,t;) icin geriye dogru fark katsayisinin kullanilmasindan
kaynaklanan bir fark yontemini dikkate aliyoruz.

Bu denklemi, 9%u/dx? icin Denklem(3.39) da yerine koyarsak bu kismi diferansiyel

denklem, baz1 §; € (x;_1,x;+1) i¢in

k h?

k %u h? 0*u
= —Em(xi,ﬂj) - azﬁﬁ(@',fj)

u(xi,tj) —u(xi,tj 1) o2 u(Xip1,t) — 2u(xi,t;) +u(xi—1,t;)

esitligini verir.
Herbiri=1,2,...,m—1ve j=1,2,... i¢in ortaya ¢ikan Geriye Fark yontemi

Oij = Qij1  pOig1j =200+ Bi1j

p - 0 (3.43)
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dir.

Geriye Dogru Fark yontemi, Sekil(3.5)de gosterildigi gibi (x;,¢;) deki degere

yaklagmak icin (x;,7_1), (xi—1,tj) ve (Xj41,t;) digiim noktalarini igerir.

(&
L=
o Backward-
X X o difference
L X 2 method
(&

o
o
)

Sekil 3.5: Geri Fark metodu

Problemle iligkili sinir ve baglangic kosullar1 daire i¢ine alinmig diigiim noktalarinda
bilgi verdigi i¢in, sekil Denklem(3.43) ii cozmek icin agik prosediirlerin
kullanilamayacagini gostermektedir. Geri fark yonteminde (bkz. Sekil 3.4), (x;,¢;)
teki yaklagimi bulmak icin (x;—_1,¢j—1), (xi,fj—1) ve (xi1,¢j—1) teki yaklagimlarin
kullanildigin1 hatirlayin. Bu nedenle, baslangic ve sinir kosullarindan gelen bilgilere

dayali olarak yaklagimlar1 bulmak i¢in agik bir yontem kullanilabilir.

Yine Anin o?(k/h?) miktarin1 gosterdigi varsayimiyla Geri Fark yontemi

i=1,2,...m—1ve j=1,2,...1¢in
(1+27L)w,-,j—7Lw,~+1,j—7La),-,17j:w,-J,l

olur. Her biri = 1,2,..,m — 1 i¢in ;o = f(x;) i¢in, her j =1,2,... i¢in
Oy, j = @p,; = 0 in matris gosterimine sahip oldugu bilgisini kullanarak, bu fark

yontemi matris gosterimine sahiptir:

Her biri=1,2,... i¢cin Aol = oU-D veya

(1=22) 2 0 . 0 |[oy;] [ o]
A (1-20) A .. . w2, @2,j-1
o _ 3.44
0 O | : o
0 A . :
0 A (1—21)_ | Om—1, | | Om—1,j—1 |
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Bu nedenle, ®/~1) den o'/ i elde etmek icin simdi lineer bir sistem ¢ozmeliyiz,
ancak A > 0, dolayisiyla A matrisi pozitif taniml ve kesinlikle kosegen olarak baskin

ve ayn1 zamanda tiggenseldir.

3.11 Hiperbolik Kismi Diferansiyel Denklemler Sonlu
Farki

Hiperbolik kismi diferansiyel denklemin bir 6rnegi olan dalga denkleminin sayisal
¢cOziimiinii ele alalim. Dalga denklemi, o nin problemin fiziksel kosullarina baglh bir
sabit oldugu ¢ > 0 igin u(0,¢) =u(l,t) =0,

0<x<I igin u(x,0)= f(x) ve %—?(x,O) = g(x)
kosullarina tabi olan diferansiyel denklem

2 2
gg(xl) gz(xt) 0, O<x<l, t>0 (3.45)

tarafindan verilir. 2 = [ /m kullanarak x ekseni diigiim noktalarini tanimlamak i¢in bir
m > 0 tamsayis1 segilir. Bir k > 0 zaman adim1 boyutu segilir. (x;,#;) diigiim noktalart,

heri=0,1,..,mve j=0,1,... igin x; = ih ve t; = jk tarafindan tanimlanir.

Herhangi bir i¢ diigiim noktasinda (x;,7;) dalga denklemi

d%u d%u
=7 (int) = azw(xi,zj) =0 (3.46)
olur. Fark yontemi,
0%u (x,-,tj+1)—2u(x,~,tj)+u(x,~,tj_1) k% 0*u .
3z ki) = K2 " 12 g Vi)

tarafindan verilen ikinci kismi tiirevler i¢in ortalanmis fark katsayisi kullanilarak elde

edilir, burada ; € (tj_1,tj11) ve

9%u u(xip1,t;) —2u(x;,t;) +ulxi_1,t;)  h>d*u
= z(xlatj) ( +1 ]) (hz ]) ( 1 ])_Eaxél(g’tj)

burada &; € (x;_1,x;+1) dir. Bunlar1 Denklem(3.46) da yerine yazarsak

u(x,-,tj+1) — 214()6,‘,1‘]‘) + u(x,-,tj_l) i u(x,-+1,tj) — 2u(xi,tj) + u(x,-_l,tj)
k? h?
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elde edilir.

1
12

*u
[kzmmﬂﬂ -

hata teriminin ihmal edilmesi ile

fark denklemi elde edilebilir. A = ak/h olarak tanimlansin. Daha sonra fark

denklemini

o*u
azhzw(gi,tj)]

Dij1 =200+ Bij1 o Dig1,j = 200+ Oy

o*u o*u
2 us) — o2h? ot
2 [k 814 (xluu]) h ax4(Clatj)]

0

k2

h2

2 2 2
(1)i,j+1—20)l'7j+(0i7j,1—l a)i+17j+2/l a)l-,‘j—ﬂt (1)1;17]’:0

olarak yazip en gelismis zaman adim yaklagimi olan @; ;1 yi ¢dzerek

elde edilir. Sinir kogsullar

her j=1,2,3,.. i¢in
ve baglangic kosulu
her i=1,2,..m—1

icin

;41 = 2(1 =A%) @+ A% (@1, + O-1,j) — O 1

@,j = Om,j =0,

dir. Bu denklem kiimesi matris bi¢iminde yazilirsa

@1,j+1
W, j+1

| Om—1,j+1 |

[2(1-22)

12

o O O O

A? 0
2(1-A%) A2

0
A2
A2 2(1-22)

;0 = f(xi)

| Om—1, |

| Om—1,j—1

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

W i1

(3.51)

sistemi elde edilir. Denklemler(3.47) ve (3.48), (j + 1) zaman adiminin (j) ve (j—1)

zaman adimlarindan degerler gerektirdigini belirtir. (Bkz. Sekil 3.6) Bu kii¢iik bir

baglangic problemi yaratir ¢iinkii j = 0 degerleri Denklem(3.49) ile verilir, ancak ®; >

yi hesaplamak i¢in Denklem(3.47) de gerekli olan j = 1 degerleri

du
25,0) = g0,
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Sekil 3.6: (j+ 1) zaman adiminin () ve (j — 1) zaman adimlart

baglangi¢ hiz kosulundan elde edilmelidir. Bir yaklagim, (0,#; )deki baz1 fi; i¢in du/dt

yi ileri fark yaklagimi
du _ d(xi,t) —u(x;,0)  kd*u,
E(xlao) - k - 5 o012 (xlv.ul) (3.52)

ile degistirmektir. Denklemde u(x;,#;)’i bulmak

du k% 9%u _
u(x;,t1) = u(x;,0) +kE(xi70) + Ew(xi,lli)

k% 9%u

= u(x;,0) + kg(x;) + 3@(&'»%‘)

verir. Kisaltma teriminin silinmesi, her i = 1,...,m — 1 igin @; 1 = ;o +kg(x;)
yaklagik degerini verir. Bununla birlikte, bu yaklagimin kesme hatasi sadece O(k)
iken, Denklem(3.48) deki kesme hatast O(k?) dir [21].
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BOLUM 4

GALERKIN METODU VE IKINCI DERECEDEN

KISMI TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN SONLU ELEMANLAR METODU
ILE COZUMU

4.1 Galerkin Kimdir?

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin sonlu elemanlar ile ¢éziimiinii incelemek
istedigimizde kullanacagimiz metodun sahibi olan Boris Grigoryevcih Galerkin’in
kim oldugunu ve hayati boyunca hangi bilimsel ¢aligsmalar tizerinde durdugu
hakkinda bilgi sahibi olmamiz hem kendini bilime adamis bilim insanina daha yakin
olmamizi hem de yaptig1 ¢alismalarla aslinda matematigini uyguladigi alanlar1 daha

1yi analiz etmemize yardimci olacaktir.

Boris Grigoryevcih Galerkin, 20 Subat(4 Mart) 1871°de Polotsk’ta dogdu. Polotsk’ta
okulu bitirdi 1893’te Minsk’te egitimine devam etti. Ayn1 y1l St. Petersburg Teknoloji
Enstitiisii mekanik boliimiine girdi. Mezun olduktan ilk ii¢ y1l sonra Boris
Grigoryevich Harkov’daki Rus Mekanik ve Buharli Lokomotif Birligi Fabrikasinda
bir mithendisti ve ayn1 zamanda is¢ilere 6zel kurslarda ders veriyordu. 1903 yilinin
sonundan itibaren Dogu-Cin Demiryolunun yapiminda miihendis olarak gorev yapti,
6 ay sonra Kuzey Mekanik ve Kazan Fabrikasi teknik departman bagkani oldu.
Petersburg’da Miihendisler Birligi’nin orgiitlenmesine katildi. Calisma kitabinda
Boris Grigoryevich’in 1907°den beri kazan elektrik santralinin tasarim ve yapiminda
miihendis olarak ¢alistig1 yaziyor. St.Petersburg Politeknik Enstitiisii’'nde 0gretmen
oldu. Ayn1 yil ilk bilimsel calismas1 Transactions Enstitiisii’nde yayinlandi. Bu, “Bir

boylamsal egri teorisine ¢ok katli cercevelere, sert baglantilara sahip ¢ercevelere ve
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cerceve sistemlerine boylamsal egri teorisi uygulamasi deneyimi” idi. Bu kadar uzun
1simli eserin kendiside uzundu(130 sayfa). Boris Grigoryevcih Galerkin, mekanik
1911 sonbaharindan bu Boris Grigoryevcih Galerkin, Kadlar Politeknik
Enstitiisii’nde de calisityordu. 1913’te, Rusya’da biiyiik yiikler altinda metal ¢erceveli
ilk bina olan St.Petersbur’daki bir kazan elektrik santrali i¢in metalik ¢erceve tasarimi
izerinde calisti. Avrupa miihendislik nesnelerinden biri olarak kabul edildi. Boris
Grigoryevcih Galerkin caligmalarini diizenli olarak Transactions ve Engineering
News de yayinlandi. 1915 de plakalar arastirmaya bagladi. 1915 yilinda Boris
Grigoryevcih Galerkin, diferansiyel denklemler sinir problemleri yaklagik ¢oziim
yontemi hakkinda bir fikir ileri siirdiigii bir makale yayinladi. [.G.Bubnoyv,
varyasyonel problemlerin ¢6ziimii i¢in benzer bir yaklagim gelistirmeden bir siire
once, bunu Ritz metodu algoritmasinin bir varyanti olarak yorumladi. Galerkin’in
yonteminin ayirt edici 6zellikleri sdyleydi: Kendisi tarafindan gelistirilen yontemi
varyasyonel problemlerin dogrudan ¢oziimiiyle iliskilendirmenin, ancak diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in ortak oldugunu diisiindii ve olas1 yer degistirmeler ilkesini
kullanarak yorumladi. Bu fikirler sadece yapisal mekanikte degil, tim matematiksel
fizikte ¢ok tiretken oldu. Galerkin metodu ile Galerkin diferansiyel problem ciimle
formu tiim diinyada bilinmektedir. Giiniimiizde matematiksel fizik ¢c6ziim
algoritmalarinin mekanik, termodinamik, elektromanyetizma, hidrodinamik ve diger
alanlarinda sayisiz probleminin temelini olugturmaktadir. Bircok yazilim iiriinii
Galerkin’in yontem algoritmasina dayanmaktadir. Ocak 1919°da Boris Grigoryevcih
Galerkin, 2. Politeknik Enstitiisii’nde profesor oldu ve 1. Politeknik Enstitiisii’nde
mekanik boliimiinde yapisal mekanik 68retmeni olarak kaldi. Mart 1920’de bu
boliimde yapisal mekanik alaninda bir profesor kiirsiisii kuruldu. 1922’nin baginda,
bilim ve miihendislik faliyetlerinde kendisine daha yakin olan ingaat miithendisligi
icin makine fakiiltesini birakti. 1917-1919°da Boris Grigoryevcih Galerkin, yukarida
bahsedilen bilimsel dergilerde ve Russian Academy of Sciences Transactions da
kivrimli dikdortgen ve iiggen plakalar iizerine bir dizi ¢calisma yayinladi. Daha sonra
ara verdi ve ancak 1922°de tekrar cikti, ancak Yabanci dergilerde. Aralik 1923’de
Boris Grigoryevcih Galerkin, Politeknik Enstitiisii ingaat mithendisligi fakiiltesinin
dekanligina secildi. 1924-1929°da Boris Grigoryevcih Galerkin ayni zamanda
Demiryolu Miihendisleri Enstitiisii’nde ve iiniversitede profesordii. Ekim 1929°da
dekanlik gorevinden ayrildi ve Enstitiide profesor olarak devam etti. 1934’°te Boris
Grigoryevcih Galerkin, teknik ve matematik alanlarinda iki doktora derecesi ald1 ve
Rusya Federasyonu Bilim ve Teknik, is¢i unvaniyla onurlandirildi. 1936’ nin basinda
SSCB Bilimler Akademisi iiyeligine se¢ildi. 1939°da Insaat ve Endiistri Miihendisligi
Enstitiisii temelinde askeri insaat okulu kuruldugunda, yapisal mekanik boliim

bagkan1 oldu. Biiyiik Zafer’den kursa bir siire sonra, 12 Temmuz 1945’te Boris
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Grigoryevcih Galerkin Moskova’da dlmiistiir [22].

4.2 Galerkin Metodu Nedir?

Bir onceki boliimde hayat1 ve yaptig1 calismalar1 hakkinda bilgi edindigimiz Boris
Grigoryevcih Galerkin’in kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine de katkis1
olmustur. Ozellikle bizim inceleyecegimiz kismi diferansiyel denklemlerin sonlu
elemanlar ile ¢oziimiinde Galerkin’in kendi ismini alan Galerkin Metodu’ndan

yararlanarak ¢6ziime ulasmaya calisacagiz.

Galerkin metodu, genis ¢apta bir bilinmeyen fonksiyonunun belirlenmesini gerektiren
problemlerde kullanilir. Kugskusuz, diferansiyel denklemler ve integral denklemler bu
kategoridendir. Herhangi bir lineer probleme uygulanacak cok soyut temel sozlerle
baglayip, daha sonra bunlari bir dikdortgende Dirichlet problemini ¢6zecegimiz bir

sayisal ornekte gosterelim.

L bir lineer operatdr, f verilen bir fonksiyon ve u# da denklemden belirlenecek bir
fonksiyon olmak iizere
Lu=f 4.1)

formunda bir problemle kars1 karsiya oldugumuzu varsayalim. Galerkin metodunda
bir uy, us, ..., u, temel fonksiyonlari veya test fonksiyonlar: kiimesi seciyoruz. Daha
sonra bu temel fonksiyonlarin uygun bir lineer birlesimi ile (4.1) denklemini ¢6zmeyi

deniyoruz
n
u = Z le/tj
Jj=1

alip, L nin lineerligini kullanarak
n
Y ciLuj=f (4.2)
j=1

elde ederiz. Bu denklem tutarsizdir, ¢iinkii f genellikle Lu ; fonksiyonlarinin gerdigi
vektor uzayda bulunmaz. Bu nedenle, (4.2) denklemini yaklasik olarak ¢oziip, ve
boylece (4.1) denkleminin yaklasik bir ¢oziimiinii elde ederiz. (4.2) denklemini
yaklagik olarak ¢ozmek, her biri farkli bir u yaklagik ¢coziimiine gotiiren, ¢ok farkl
kriterlere gore yapilabilir. En dogal yaklasim, belli bir normu minimum yapacak

sekilde cy,ca, ..., ¢, katsayilarim secmektir:

min

y it~ f]) 4.3)
=1
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Bu bir en iyi yaklagim problemidir. f ye Lu; fonksiyonlarinin dogurdugu altuzaydaki
en yakin elemanla yaklasiyoruz. Bu islem, dik iz diisiim tekniginin mevcut

olmasindan dolay1 bagil olarak bir i¢-carpim uzayinda daha kolaydir.

(4.2) denkleminin bir yaklasik ¢éziimiinii elde etmenin en genel bir yolu,
n
@<z:qbﬁ—f>:0 (1<i<n) (4.4)
j=1

kosulunu saglayan bir ¢y, ¢, ..., ¢, lineer fonksiyonlar kiimesi se¢mektir.

Fonksiyonlarin lineerliginden dolayi, bu esitlik
Z (Luj)c; = ¢i(f) (1<i<n) (4.5)

formunu alir. (4.5) esitligi, n denklemli n tane ¢y, ¢y, ..., ¢, bilinmeyenli, bir lineer

denklem sistemidir. Eger fonksiyonlar
o) =v(x)  (1<i<n) (4.6)

ile taniml1 nokta - hesaplamali ise, bu durumda yukarida bahsedilen yontem bir
eskonumlama olur. Yukarida anlatilan stratejilerin tiimiine Galerkin metodlar1 olarak

atifta bulunacagiz. Klasik Galerkin metodu,
oi(v) = <u,~,v>

olmak iizere, bir Hilbert uzayinda denklem (4.5) in 6zel bir durumudur. Boylece,

coziilecek denklemler
n
Z u,,LuJ <ui>f> (1§l§n>

olur. Galerkin metodunu Dirichlet problemi i¢in drnekleyecegiz.

Diizlemde,
Q={(xy): <1,bl <2} (47

ile verilen acik dikdortgeni goz oniine alalim. Q da

2.
{ (Vu—O Q da “3)

u(x,y) =x>+y> 9Q da
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seklinde tanimlanan siirekli bir  fonksiyonu ariyoruz. L ve f yi basitce

VZu
u|ldQ

0
Lu= ) =10 4.9)

esitlikleri ile tanimlayarak, bu problemi Lu = f formunda diisiinebiliriz. Burada u|S

gosterimi u# fonksiyonunun bir kiimesine kisitlamasini belirtmektedir.
(qu+Bv)|S = a(ulS) +B(v]S)
oldugundan bu bir lineer iglemdir.

Galerkin yontemini kullanmak i¢in, uygun bir temel fonksiyon kiimesi segcmek
gereklidir. Incelemekte oldugumuz problem icin, problemin homojen kismini
saglayan uy, uy, ..., u, fonksiyonlarim secelim. Yani, Q@ da V?u; = 0 olacak sekilde u;
leri secelim. Bu tip fonksiyonlara © da harmoniktir denir. Bu tipten fonksiyonlar,
kompleks degiskenli herhangi bir analitik fonksiyonun reel ve sanal kisimlarinin
harmonik olmasi 6zelliginden dolay1 zengin bir kaynaga sahiptir. Ornegin z* kuvvet

fonksiyonlarinin ilk birkagi elverigli bir harmonik polinomlar kiimesi olusturur:

=1

d=x+i
2= (@ =) + (2xp)i
2= =3xp") 4+ 3y —y?)i
= =6y ) + 4y — dxyd)i
2 = (& — 10y +5xy") + (5xty — 10x2y> +y%)i

2% = (x® — 15x*y? + 15x%y* —y0) + (6x°y — 20x3y° + 6xy°)i

Problemimizin koordinat eksenlerine ve orijine gore simetri saglamasindan dolay1, z¥
nin ayn1 simetrilerine sahip olan reel ve sanal kisimlarini secelim. Bu bizi ¢ift k lar

k

icin " nin reel kisimlarina sinirlar. Boylece, n = 4 alirsak, temel fonksiyonlar olarak

Lt](x,y> =1
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ur(x,y) = x* —y*
us(x,y) = x* — 6x%y? + y*

ug(x,y) = x0 — 15x*y? + 15x%y* — 8

kullanabiliriz. Bu temel fonksiyonlar se¢imiyle, acikca u = 24}:1 cjuj fonksiyonu
V2u = 01 otomatik olarak gercekleyecektir, ve ¢ j katsayilar1 sinir kosullar yaklagik
olarak saglanacak sekilde secilmelidir. Yaklasik olarak ¢6ziilmek zorunda olan

denklem
4

dQ da cjuj(x,y) = x*+y* (4.10)
j=1

dir. Simetri nedeniyle, dQ nin sadece ilk ¢eyrek diizlemde bulunan kismini géz oniine
almak yeterlidir.

Eskonumlama yontemini agiklamak i¢in, dQ da dort nokta; (0,2), (1,0), (1,1) ve (1,2)
secelim. (4.11) denkleminin bu dort noktada gecerli olmasini isteyelim. Bu durumda

asagidaki lineer denklem sistemine ulasiriz:

—4 16 —64]| |c;
1 1 1 &)
0 —4 O c3

=3 =7 117 |ca

e -
|
hn N = B

Bu sistemin yaklagik ¢oziimii

c = (1.8261,—0.7870, —0.04348,0.004348)"

dir. Dikdortgenin sinir1 iizerinden Z‘}:l cjujile x? +y? arasindaki en biiyiik fark, bu
durumda 0.074 olur.

Yukaridaki 6rnekte, temel fonksiyonlar1 ayni tutalim, fakat denklem (4.10) u
"¢6zmenin" bir bagka yolunu takip edelim. Q nin sinirinda m tane (x;,y;) nokta

kiimesini secelim ve
2

m 4
)y lz:fvuj(n»yﬂ-—(X?4—y?) @.11)
=1 | j=1

1

ifadesini c;lere gbre minimum yapmayi deneyelim. Bu yontem eskonumlamay1 bir
0zel durum olarak icermektedir, ¢linkii m = 4 kullanabiliriz. Fakat daha fazla nokta

alarak,
2

4
%;[ZWWWW—@AW5 dxdy 4.12)
j=1

12— kare normunun minimumlastirilmasina benzetebiliriz.

Bu yaklagimin pratik bir testi i¢in, dQ nin ilk ¢eyrek bolgesinde 76 esit uzaklikli
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nokta sectik. (4.11) ifadesinin minimumlastirilmasi, 76 denklem ve 4 bilinmeyenden
olusan bir en kii¢iik kareler matris problemine doniisiir. Bu hesaplamanin sonucu,

c = (1.8261,—0.7811,—0.04458,0.004052)7 olup, 76 nokta boyunca maksimum
sapma 0.049 bulunur. Burada kullanilmis olan 76 nokta 0 < i < 50 i¢in (1,i/25) ve

0 <i < 24 i¢in (1/25,2) noktalaridir.

Sonug olarak,
4

max]gigm‘ Y cjuj(xiyi) — (o7 +y7) (4.13)
=1

degerini minimum yapmak denilebilir. Bu m denklemli dort bilinmeyenli bir fazla
verili sistemin minimaks (en kiiciik en biiyiik) ¢oziimiinii cagristirir. Biiyiik m ler i¢in
bu yontem

cjuj(x,y) — (x2 —|—y2) (4.14)

4
=1

max(x,y)e&ﬂ} .
J
diizgiin normunun minimumlagtirilmasina benzer. (4.13) ifadesi, en kiiciik kareler
coziimiindeki ayn1 76 nokta kiimesi kullanilarak minimumlastirilirsa, ¢ nin degeri
¢ = (1.8072,—0.7950, —0.0400,0.003692)"
olup, 76 nokta boyunca maksimum sapma 0.033 bulunur. Bu daha ayrintili yontemle
¢Oziim elde etmede sarfedilen ilave ¢abanin karsilig1 duyarliliktaki ¢ok kiigiik bir

gelismedir. Bu nedenle, temel fonksiyonlarin sayisini artirmak daha iyi olacaktir [23].

4.3 Sonlu Eleman Metodu Nedir?

Sonlu elemanlar metodu, adi ve kismi diferansiyel denklemler icin baslangi¢ ve sinir
deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan metotlardir. Bu metod sikca kullanilir.
Sonlu elemanlar metodlar: uygun klasik varyasyonel metotlara gore pratik agidan
daha kullanighdir, ¢linkii sonlu elemanlar metodunda baz fonksiyonlar1 sonlu 6zellige
sahiptir, bir bagka deyigle bunlar tanim bdlgesinin sadece kiiciik bir kisminda sifirdan
farkli olurlar. Bu da islem algoritmasindaki matrislerin daha basit (daha ¢ok sifir
eleman iceren) olmasi, dolayisiyla realizasyon algoritmasinin daha cok ekonomik
olmas1 demektir [24]. Galerkin yonteminde temel fonksiyonlar olarak parcali
polinomlar1 kullanilmasi durumunda, yontem sonlu-eleman yontemi adin alir. Sonlu
eleman yontemi, kismi diferansiyel denklemleri cozmek icin ana stratejilerden biri
haline gelmistir. Sonlu fark yontemlerine bir alternatif saglar. Ornek olarak,
Poisson’un VZu = u,, + uyy, = r denklemi i¢in r nin sabit bir fonksiyon oldugu sonlu
elemanlar yonteminin bir versiyonunu gelistiriyoruz. Kismi diferansiyel denklem, iki

boyutlu bir diizlemde belirli bir R bolgesi iizerinde tutulur. Poisson denklemini
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cozmek,

J(u)://R [%(u§+u§)+ru]dxdy

ifadesini en sade hale getirmeye es degerdir.

u fonksiyonu yukaridaki ifadeyi en sade hale getirirse, # nun Poisson denklemine
uydugu anlamina gelir. Bolgenin gerektigi gibi tahminler kullanilarak tiggenlere
boliindiigiinii varsayalim. u fonksiyonuna, her bir iiggen elemanlarin bir birlegimi olan
bir ¢ fonksiyonu ile yaklagilir. Ardindan, asagida aciklandigi gibi, toplamdaki her bir
terimin kendi temel iiggeni T iizerinden degerlendirildigi ¥, J.(¢¢) yi en aza indirme
problemini diisiinelim. Bu teoriyi kabul ederek, sonlu elemanlar yonteminin genel

fikrini kavrayabiliriz.

Bir temel ticgenin (x;,y;), (x;,y;) ve (xk,yx) koselerine sahip oldugunu varsayalim.
Coziim tiggeninin tizerindeki yiizey, ¢¢(x,y) olarak gosterilen bir diizlem ii¢gen
eleman ile yaklastirilir. Diigtim adi verilen iiggen koselerde diizleme kadar olan
mesafeler z;, zj ve z olsun. L, i diigiimiinde bir ve j ve k noktalarinda sifir olsun.
Benzer sekilde, L; J digiimiinde bir i ve k noktalarinda sifir, L diigiimiinde k da bir
ve i ve j diigiimlerinde sifir olsun. Sekil(4.1) de gosterildigi gibi, A, ile gosterilen

temel {icgeninin alan1

. L xi yi
Ae=3Det |1 xj yj| =Xk +Xiyj+Xeyi = Xjyi = XiVk = Xk
X
ile verilmistir.
[.-‘rj 1"_,!-]
|::_:|_-|;‘ -]"II':I [.-'l-.i;! _1'Ij_-::|

Sekil 4.1: Temel iicgen

Sonug olarak
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I x vy
1, _ I _
LfZEAelDef 1 oxj oy :EAe1[(xj)’k_xkyj)‘f‘()’j_yk)x‘f’(xk_xj))’]

I Xk yk

1
= 587! (af +bx+cfy)
elde ederiz. af, b{ ve c{ katsayilarim tamimladik. Benzer sekilde

Xy

1
1 1
Linge 'Det |1 Xk Yk :iAe1[(xk)’i_xiJ’k)+(yk_yi)+(xi_xk)y]
L xi i
1 —1/ e e e
:EAe (a5 +b5x+cfy)
ve
1 y
i:iAe‘lDer Uox yi| =54 [y —x53;) + (i — yj)x+ (xj — xi)y]
L x; vy

1
= EAe_l (ag + bix+cty)

buluruz. Son olarak
0 =Lizi+Lizj+ Lz
elde ederiz.
19 = [[[ [30002+ (092)+ rg°]axay(zr,z1.20) = F (a2,

sahibiz. Minimizasyon problemini ¢6zmek icin, bilesenlerin tiirevlerini gerektiren

uygun tiirevlerini sifira ayarliyoruz.
e 1 —1/3e e e
¢x = EAe (biZi+ijj +kak)
ve

1
oy + EAEI (cizi+clzj+czn)
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dikkat edilirse

8z, / OCOL. + OLPL. + r(pZ)dxdy

— // (px—A be+¢y€§A€_1cf+rLf>dxdy

1 1
=1 +r=Ae

Ae [((bf)2 + (cl?)2>z,~ + (bfbj- —I—cfcj-)zj + (bfb,e{ +cfci)zk 3

gerceklestiriyoruz. Burada, integrasyonlar temel hesaplama ile basittir. Dahasi,

1
// Lidxdy = // Lidxdy = / Lidxdy = A,
T T T 3

A, her iicgenin T alani oldugu da gosterilebilir. Benzer sonuglar 7 Ve 191n elde

edilir. Sonug olarak,

IF

o 0
IF | _
a; | = |0
IF

dzk 0

ve
(P4 G BB+ OO O T |
e), (e e) (e e 2 e 2 e), (e e) (e 4
080 00 (G ) =t |
R L e I

elde edilir. Bu matris denklemi, kismi tiirevleri bir araya getirmek i¢in ihtiyacimiz
olan tiim bilesenleri icerir. Belirli bir uygulamada, uygun yerlestirmeyi yapmamiz
gerekir. Her bir ¢¢ elemant icin, diigtimler i, j ve k sifir olmayan degerlere katkida
bulunanlardir. Bu katkilar tiirevler i¢in z;,z;,zx ve benzerleri arasindaki kargilik gelen

degiskenlere gore kaydedilir.

Simdiye kadar konuya cok genel bir yaklasim uyguladik. Ilk basta, lineer bir A
doniistimiimiiz oldugunu ve b verildiginde u i¢cin Au= b denklemini ¢6zmek
istedigimizi varsayarak bu konuya ¢ok genel bir yaklagim getiriyoruz. Bu, A’nin bir
mxn matrisi ve b’nin m bilesenlerinin bir vektorii oldugu durumu icerir. Ancak ayni

kaliba uyan bircok karmasik problem var.
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Ornegin, A bir lineer diferansiyel operator olabilir ve

{ W) +2u(t) =12 (0<t<1)
u(0)=u(1)=0

gibi onu igeren iki noktal1 bir sinir deger problemini ¢6zmek isteyebiliriz. Burada A,
fonksiyonlar iizerinde ¢alisir ve Au = u” + 2u denklemi ile tanimlanir. Au=b
denklemini ¢6zmek icin sonlu elemanlar yonteminin temel stratejisi, temel
fonksiyonlar1 vy, vo, ..., v, secmek ve denklemi bu temel fonksiyonlarin lineer bir
kombinasyonu ile ¢6zmeye ¢caligmaktir. A'nin lineer bir doniisiim oldugu
varsayildigindan,

Au=A i cjvj= i cj(Av;) =b

Jj=1 J=1

elde edilir. Simdi problemdeki bilinmeyenler c; katsayilaridir. Tipik olarak, gosterilen
denklem tutarsizdir ¢iinkil b, {Avl JAvy, ...Avn} fonksiyonlarinin lineer acikliginda
degildir. Probleme yaklagik bir ¢c6ziim bulmak i¢in bir¢ok farkli yontem kullanilabilir.
Ornegin, ilgili lineer uzay bir i¢ carpim <., > a sahipse en kiiciik kareler yaklagimi
kullanilabilir. Daha sonra c; katsayilari, ortogonallik kogulunun yerine getirilmesi

kosuluyla secilecektir; yani,

n
chAvj—b 1 Span{vl,vl,...,vn}.
j=1

Bu,
n
Y (avjvi)ej=(bv) (1<i<n)
j=1

normal denklemlerine yol acar. Bilinmeyen katsayilar c; i¢in bu denklemler (bu
baglamda) Galerkin denklemleri olarak da bilinir. n adet bilinmeyen i¢inde n lineer
denklem sistemi olustururlar. Bu siireci iki noktaya sahip bir sinir deger problemi ile

gosterelim. ikinci dereceden adi diferansiyel denklem:

Sonlu eleman yontemi, temel fonksiyonlar olarak genellikle kismi fonksiyonlar:
kullanir. Bu, kisa bir aralik disinda her temel fonksiyonun sifir olmasi gerektigi
anlamina gelir. B spline’lar bu 6zellige sahiptir ve bu nedenle siklikla sonlu eleman
yonteminde kullanilir. Mevcut problemde, ikinci mertebeden siirekli tiirevi olan B

spline’larin1 kullanmak isteyecegiz ¢iinkii A operatorii

Au=u"+gu
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tarafindan tanimlanacaktir. Bu nedenle, kiibik spline’lar kendilerini 6nerecektir. ¢; = ih
diigtimlerini tanimlayin, burada h secilen bir adim boyutudur. (Bu drnekte karsilig1 bir
tamsay1 olmalidir). B3, verilen diigiimlere karsilik gelen kiibik B egrileri olsun. Bu,
sonsuz bir B spline listesidir. [0, 1] aralifinda sonlu bir say1 disinda hepsi sifirdir. Av;
araliginda sifir olmayanlar vy, v», ..., v, olarak yeniden etiketlenebilir. Bunlar bizim
test fonksiyonlarimizdir. Daha 6nce oldugu gibi ilerledigimizde, n bilinmeyenli n
lineer denklem kiimesine ulasiyoruz. Bu sikicidir ve cok da 68retici degildir.

Belirli bir alanda Laplace denklemine benzer hususlar uygulanabilir. Ornek olarak,

0 <x,y <2 oldugu alan1 2’nin bir karesi olarak aliyoruz. Karenin sinirinda

u(x,y) = sin(xy) ye ihtiyacimiz var. Bdyle bir soruna Dirichlet problemi denir. Temel
fonksiyonlar i¢in, problemin homojen kismini zaten saglayan v; fonksiyonlarini
kullaniyoruz. Yani, her v; nin Laplace denklemini kare alan i¢inde kargilamasini
istiyoruz. Laplace denklemini karsilayan fonksiyonlarin harmonik oldugu soylenir.
Bir analitik fonksiyonun gergek ve sanal(imajiner) kistmlarinin harmonik oldugu
gerceginden faydalanabiliriz. Boylece, z = x + iy ve zX i hesaplarsak, polinom olan

harmonik fonksiyonlar: ¢ikarabilecegiz. Birka¢ harmonik polinom, 0 < j < 6 igin v;:
z=1 vo(x,y) =1

z=x+iy vi = (x,y) =x va(x,y) =y
Z=x+iy)?  wly)=xr—y valx,y) =2xy
Z=+iy)}  vs(oy)=x=3x  ve(x,y) =3x%y—)’

dir. Bu yedi fonksiyonu kullanarak u = Z?:o c;jv; yi olustururuz. Bu, Laplace
denklemini karsilar ve u yu karenin ¢evresi iizerinde belirtilen x> — y* sinir degerine
yaklastirmaya odaklanabiliriz. Devam etmenin bir¢cok yolu vardir ve ilk 6nce esdizim
ad1 verilen bir yontemi kullanmay:1 segeriz. Bu siirecte, sinirda bir dizi nokta
seciyoruz ve her noktada Z?:O c;jv; degerinin belirtilen degere esit oldugunu sdyleyen
bir denklem yaziyoruz. Nokta sayis1 temel fonksiyonlarin sayisina esitse, klasik
siralama yontemine sahibiz. Burada sekiz nokta aldik, oysa sadece yedi fonksiyon ve
yedi katsay1 var. Bu nedenle, en kiiciik kareler ¢oziimii istiyoruz. S6zde esdizim
noktalarini (0,2), (1,2), (2,2), (2,1), (2,0), (1,0), (0,0) ve (0,1) olarak alalim. Bu,
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asagidaki sekiz denklem sistemine yol agti:

102 40 0 -8]]c 0
112 =34 —11 =2| | sin2
122 0 8 —16 16/ |e» sin4
121 3 4 2 11| |es| |sin2
120 4 0 8 0|l |0
110 1 0 1 0] ]ecs 0
100 0 0 0 O] |cs 0
101 =10 0 —1f|es] [0

En kii¢iik kareler ¢oziimii,
c= [0.3219,—0.8585,—0.8585,0,1.1931,0.2146,—0.2146]T

bilesenlerine sahip bir ¢ vektoriidiir. Artik fonksiyon Z?:o cjvj— b, burada

bi(x,y) = sin (xy) dir. Sekiz siralama noktasinin her birinde mutlak degeri 0.3219’dur.
Dogrulugu artirmak icin, daha temel fonksiyonlar ve daha fazla siralama noktasi
kullanilmalidir. Sonlu eleman yonteminde siklikla kullanilan bir bagka teknik,

diferansiyel denklemin bir optimizasyon problemi ile degistirilmesidir. Bu,

gibi iki noktal1 bir sinir deger problemi ile gosterilebilir. Burada, u bilinmeyen
fonksiyondur, h, g ve f ise hepsi [a, b] araliginda tanimlanan dnceden belirlenmis

fonksiyonlardir. Bu soruna Sturm-Liouville problemi denir.

b
q)(u):/a ()2 h+ u g + 2uf]dx

ile tanimlanan bir fonksiyon vardir.

Fonksiyon ve iki noktali sinir deger problemi birkag teoremle iligkilidir. Bunlardan
biri kabaca, u(a) = o ve u(b) = 8 yan kosullarina baglh olarak ®(u) fonksiyonu en
aza indiren u fonksiyonunu bulursak, sinir deger probleminin ¢éziimiine sahip
olacagimizi belirtir. # nun bir tiirevi oldugu siirece ®(u) nun tanimlandig1 ger¢eginden
yararlanmak miimkiindiir, oysa diferansiyel denklemde iki tiirevi olan bir fonksiyona
ihtiyacimiz var. Aslinda, fonksiyon i¢in, sadece u’nun pargal tiirevlenebilir olmasin

istiyoruz, bu 6zellik O ve 1 dereceli egri fonksiyonlarin sahip oldugu bir 6zelliktir.
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Bu fikirler, iki veya daha fazla degiskenli fonksiyonlara uzanir ve ¢oziimii
diferansiyel bir denkleme yaklastirmak icin iki veya daha fazla degiskende diisiik
dereceli spline fonksiyonlarinin kullanilmasina izin verir. Bunlar, sonlu elemanlar
yonteminin temel 6zellikleridir [25] .
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BOLUM 5

SONLU FARK VE SONLU ELEMAN YONTEMLERI

ILE COZUMLERE ORNEKLER

5.1 Eliptik Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Co-

zumleri

51.1 Ornek 1

n = m = 4 kullanarak 0.5m x 0.5m boyutlarina sahip ince bir kare metal plakada
kararli hal 1s1 dagiliminmi belirleyin. Iki bitisik stnir 0°°da tutulur ve diger simirlardaki
151, bir kdsede 0°’dan kenarlarin bulustugu 100°’ya dogru dogrusal olarak artacaktir
[26].

Coziim R = {(x,y) 0<x<050<y< 0.5} kiimesindeki (x,y) i¢cin denklem

2%u 0%u
ﬁ(xvy) + a—yz(x,)’) =0

olarak ifade edilebilir. Sinir kogullar1 u(0,y) = 0, u(x,0) = 0, u(x,0.5) =200x ve
u(0.5,y) =200y dir.
h\2 k2 )
2[<%> + 1} @;,j — (D1, + Oi—1,7) — <E> (@11 + @ j-1) = —h"f(xi,y;)
fark denklemi heri = j=1,2,3 icin

b=a _ 125 P

n m

h = =0.125
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F i
08 ux, 0.5) = 20{x
£ Py 1P
P F; P
ullh, ¥) = a5, ¥) = Xy
B P, ¢
ulx, 0 = 0 Q.5 x

Sekil 5.1: n = m = 4 kullanarak 0.5x0.5m boyutlarina sahip ince bir kare metal plaka

dir. Buradan
40; j — @1 — O—1,j — @ j+1 — O j—1 = —h2f(xi,¥)
elde edilir.
P = (xi,y)), 0 = O j, I=it+(m—1-j)(n—1)
[ esitligi kullanilarak i = 1,j = 1 ve m = n =4 iken
I=14+(4—-1-1).4—-1)=1423=14+6="T7,ise 7
[=24+({4—-1-1).(4—1)=2423=24+6=28,ise g
[I=0+(4—-1-1).(4—1)=0+4+23=0+6=0,ise 1
I=14+(4-1-2).4—1)=14+13=1+4+3=4,ise Wy

I=14+(4—-1-0).(4—1)=1433=149=10,ise o

Yukaridaki esitliklerden

i=1ve j=1icin Py : 407 — wg — w4 = Wy + @ o; elde ederiz.
Benzer sekilde;
i=1vej=2icin Py:404 — 05— @ — @7 = > ;

48



i=1vej=3icin P : 40; — 0 — 4 = 0y 3 + W 4;

i=2ve j=1licin B : 4w — 9 — @7 — W5 = ) p;

i=2vej=2icin Ps:4ws — wg — g — @ — wg = 0;
i=2vej=3icin P, : 40 — 03 — 0 — @05 = W 4;

i=3vej=1licin Py: 4wy — g — g = 4,1 + @3 0;

i=3ve j=2i¢in Ps: 40 — 5 — 03 — (g = (4 7;

i=3v3j=3i¢cin P3:403 — ) — W = W43+ W3 4

sonu¢larini elde ederiz. Bunlar yeniden etiketlenmis i¢ diiglim noktalaridir.

Diizenleyecek olursak
P 4oy — o — 4 = @3+ @1 4

Py 4wy — a3 — 0 — 05 = 4
Py 403 — w0 — 0 = 43+ W34
Py 4y — 05— 01 — 07 = W2
Ps:4w5 —wg— 04— 0 —wg =0
P : 40 — 5 — 3 — g = 04
P 4wy —mg— 4=y + W19
P4y — w9 — @7 — 05 =
Py:4m9 — g — g = W30+ W41

seklinde yazilabilir. Bu denklemlerin sag taraflariin sinir kosullarindan elde edildigi
W 0=Wro=0r0= Wy =0Wp2=0Wn3=0, O 4=041 =25 4= w4 =>50ve
W3 4 = 43 =75 degerleri oldugunu goriiyoruz. Bu problemle ilgili lineer sistem ise

4 -1 0 -1 0 0 0 0 O] /[ [ 25 ]
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 O] |m 50
0 -1 4 0 0 -1 0 0 0] |m 150
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 O] |om 0
A=l0 -1 0 -1 4 0 0 0 O0]||ws|=1]0
0 0 -1 0 -1 0 0 0 0] |os 50
0 0 0 -1 0 0 4 -1 —1||w 0
0 0 0 0 —-1 0 -1 4 —1| | 0
0 0 0 0 0 -1 0 —1 4] |am| |25

formundadir. Bu matrise Gauss-Seidel yontemi uygulanarak bulunan

W1, 0, W3, 04, W5, W, B7, D3, Wy degerleri Tablo 5.1°de verilmistir.
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Tablo 5.1: 5.1.1 de elde edilen®,, @,, @3, W4, W5, 0, 7, W3, W9 degerleri

;
18.75
37.50
56.25
12.50
25.00
37.50

6.25
12.50
18.75

O 00 Q| NN | W N —| ~.

5.1.2 Ornek 2

Pu, Pu_
ox2  9y?

u(x,0)=x>, u(x2)=x-2)?% 0<x<I1

4, O0<x<l1l, O<y<2:

u(0,y) =y* u(l,y)=(-1?% 0<y<2

Eliptik kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii yaklasik olarak hesaplayin. h =k = %
degerlerini kullanin ve sonuglart analitik ¢6ziim u(x,y) = (x — y?) ile karsilastirin
[27].

Coziim

ise m=4

m

h ve k degerleri asagidaki esitlik de yerine yazilirsa

h\2 kN 2 5
2[<%) + 1] @;,j — (Ory1,j+ @—1,j) — (;l) (@ j1+ 0 j—1) = —h"f(xi,y;)
fark denklemi i =1 ve j = 3 icin

40 j — Opp1,j — Oi—1,j — O j41 — O j—1 = —1

seklinde elde edilir.

P = (xi,y), o = ;j, l=i+(m—1-j)(n-1)
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[ esitligi kullanilarak i =1, j =1 ve n =2, m = 4 iken
I=14+(4—-1-1).2-1)=1+2).(1)=142=3,ise w3

[=24(4—1-1).2-1)=2+(2).(1)=2+42=4,ise @,
[=0+(@4—1-1).2=1)=0+(2).(1) =0+2=2,ise @,
I=1+(4-1-2).2-1)=1+(1).(1) =1+ 1=2,ise @
I=14(4—-1-0).2-1)=1+(3).(1) =143 =4,ise o 0

dir. Yukaridaki esitliklerden

i=1lvej=1li¢cin P3:403 — @ =—1+ w1+ o+ @ p; elde ederiz.

Benzer sekilde;

i=1lvej=2icin P :4w — 0 — 3 =—1+ 0w+ apy ;

i=1vej=3i¢in P : 40; — @ = —1+ 3+ Wy 3 + O 4; sonuglarini elde ederiz.
Bunlar yeniden etiketlenmis i¢ diigiim noktalaridir. Diizenleyecek olursak

Pr:d4o—m =—1+mr3+ w3+ 04

Pyday -0y —w3=—1+wp+ oo
Ps:das—wr=—1+w 1+ w1+ o0

seklinde yazilabilir. Bu denklemlerin sag taraflarinin sinir kosullarindan elde edildigi

W3=W14=9,n3=13, =4, =0,y =0 0=1ve wp; =35 degerleri
oldugunu goriiyoruz. Bu problemle ilgili lineer sistem ise

4 -1 O O] 30
0o -1 4 s 6

formundadir. Bu matrise Gauss-Seidel yontemi uygulanarak bulunan @y, @,, @3

degerleri Tablo 5.2’de verilmistir.

Tablo 5.2: 5.1.2 de elde edilen w;, @, w3 degerleri

;
8.3571
3.4286
2.3571

W N = ~.
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5.2 Parabolik Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemle-

rin Coziimleri

52.1 Ornek1

u 2%u
— <
at(x,t) az(xt) 0, O0<x<l1, 0<t

151 denkleminin ¢6ziimiinii;

u(0,1) =u(l,t) =0, O0<t swurkosullari ve

u(x,0) =sin(nx), 0<x<1 baslangi¢ kosullart

ve h = 0.1 ile k = 0.0005 kullanarak yaklasik ¢oziimii belirleyiniz ve t = 0.5 deki

sonuglart u(x,1) = et sin(mx) analitik ¢oziim ile kargilastiriniz [28].
Coziim
[ 1
h:E:E ise. m=10>0

ve k= 0.0005 oldugundan i = 0,1, ...,10 i¢cin x; = ih ve j =0,1,... icin t; = jk dir ve
(x,t;) i¢ diigim noktalaridur.

Bazi u; € (l‘j,l‘j +1) igin

Ju u(xi,1j+0.0005) —u(x;,7;)  0.0005 9%u
istj) — b 1
3¢ irti) 0.0005 2 o k) SR

Bazi {; € (x;_1,%;41) igin

azu( ()= u(xi+0.1,17) = 2u(x;, 1) +ulx —0.1,1;)  (0.1)* 9*u i) (52)
Xi .
ox2 (0.1)2 12 ox* >/
dir ve 3 2
u u
8t(x 1) = o S5 (1), 0<x<l1, t>0
denkleminin i¢ diiglim noktalarindan, her biri = 1,2,...,9 ve j = 1,2, ... i¢in
du %u
Sl nty) = 5 ) =0
olur. Bu nedenle (5.1) ve (5.2) fark kat sayilarin1 kullanan fark yontemi @; ; nin
u(x;,t;) ye yaklastigi
Dijr1 = Oij  Oig1,j =201+ Oi1j (5.3)

0.0005 0.1
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dir. Bu fark denklemi i¢in yerel kesme hatasi

0.0005 9%u (0.1)? 9*u
Ti,j= T atz( lnuj) 12 ax4(Cla J)

dir. @j; j 11 igin (5.3) denklemini ¢6zmek, her i = 1,2,...,10 ve j =1,2,... i¢in

2(0.0005)> . 0.0005

W jy1 = (1 oz )% + W(a),-ﬂ,jwiq,j)
esitiligini verir. Yani ay o = f(x0), @10 = f(x1), ..., ®10,0 = f(x10) dir.

o1 = u(O,tl) =0;

W= <1 — %)wu)—f— %(@,04‘ @0);
W, = (1 - —2(?(')910)25)) (Z(??(;S (@30 + @10);
w1 = (1 - %) Wo,0+ ?(?O())S (@100 + @80);

1)2
@y = u(10,) =0

ve
0.0005

(0.1)2

A=

olmak tizere
w1 =u(0,¢1) =0

o= (1-20)w10+Awno+Aan

=200+ (1 =2)mno+Aws
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W =Awgo+ (1 —21)wy 0+ Awioo

dir. ~ .
(1-21) A 0 .. 0
A (1-21) A
0 .
A:
0 0
0 A
I 0 A (1—2%)_

Yukaridaki gibi 9x9 bir kare matris seklinde ifade edebiliriz ve

@, = (f(x1),f(x2),..., f(x9))" ve her j =1,2,.. i¢in ®; = (@ j, @ j, ..., ;)" dir.
Burada @; = Aw;_ dir. Bu sistemin ¢oziimii agagidaki tabloyu verecektir. A = 0.1,
k =0.0005 ve A = (1)%(0.0005/(0.1)?) = 0.05 ile Tleri Fark yontemi, sonuglar
Tablo(5.3) iin {iciincii siitununda verir. Dordiincii siitundan goriilebilecegi gibi, bu

sonuglar olduk¢a dogrudur.

Tablo 5.3: 5.2.1 de elde edilen yaklasimlarla gergek sonuglarin karsilastirilmasi

X; u(xi70.5) ;1000 |u(x,~,0.5) = (O,'7100()|
0.0 0 0 1

0.1 | 0.00222241 | 0.00228652 6.411x107°
0.2 | 0.00422728 | 0.00434922 1.219x 10~*
0.3 | 0.00581836 | 0.00598619 1.678x10~4
0.4 | 0.00683989 | 0.00703719 1.973x10~*
0.5 | 0.00719188 | 0.00739934 2.075x10~*
0.6 | 0.00683989 | 0.00703719 1.973x10~*
0.7 | 0.00581836 | 0.00598619 1.678x10~%
0.8 | 0.00422728 | 0.00434922 1.219x10~%
0.9 | 0.00222241 | 0.00228652 6.511x107
1.0 0 0
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52.2 Ornek 2

8u( ) 4 9%u
— x —_———
ot 2 dx?
u(0,£) =u(4,t) =0, 0<r sinirkogullari

=0, O<x<4, 0<r

u(x,0) = sin%x(l + 200s%x>, 0 <x<4 baglangic kosullart

ve h = 0.2 ve k = 0.04 kullanarak yaklasik ¢o6ziimii belirleyiniz ve t = 0.4 deki

sonuglari u(x,t) = e~ 'sinfx+ e’%in%x analitik ¢oziim ile karsilagtiriniz [29].

Coziim
h= L_4 =20>0
—m— 20 ise m =
ve k =0.04 oldugundan i =0, 1,...,20 i¢in x; = ih ve j =0,1,... i¢in t; = jk dir ve

(x,t;) i¢ diigim noktalaridur.

Bazi u; € (¢j,t;+ 1) icin

du _u(xi, 1 +0.04) —u(xi, ;) 0.049%u

——(xj,t;) = i) 54
5 irty) 0.04 2 g i k) S
Bazi §; € (xj—1,%i41) icin
82u( () = u(xi+0.2,17) = 2u(x;, 1) +ulx —0.2,1;)  (0.2)* 9*u Gr) 55)
X; .
ox2 (0.2)2 12 9x* ™"
dir ve 5 2
u u
E(x,t) 82(xt) 0<x<l1, >0
denkleminin i¢ diigiim noktalarindan, her biri = 1,2,...,19 ve j = 1,2,... icin
du 0u
E(xi?tj) ox ) (xlvtj) 0
olur. Bu nedenle (8.4) ve (8.5) fark kat sayilarini kullanan fark yontemi @ ; nin
u(x;,t;) ye yaklastigi
Dijr1 = Oij  Oi1,j =200+ Oi1j (5.6)

0.04 0.2

dir. Bu fark denklemi i¢in yerel kesme hatasi

0.04 °u (0.2)% 9*u
Tw(xia.uj) 12 6x4(c” J)

T =

55



dir. @j; j 11 igin (8.6) denklemini ¢6zmek, her i = 1,2,...,20 ve j =1,2,... i¢in

2(%) (0'04)>w,~,,~ . (%)0.04

(0.2)2 (0.2)2 (@it 1,j0i-1,5)

; j+1 = (1 -

esitligini verir. Yani @y = f(x0), 01,0 = f(x1), ..., 0,0 = f(x20) dir.

4 4
11 = (1 - 2(721))2(;)204) ) @10+ <ﬂzg(2(;204) (@0 + a0 p)
4 4
] = (1 - 2<”(20>‘2(;)2'04)>0>z70 + <nz(>).(l(;204) (w30+ 01)
4 4
W19, = (1 - %)M%Jr ( Eg 099 (20,0 + @180);
W19 = M(20 tl) =0

ve
0.04

A= (0.2)2

olmak tizere
o1 = M(O,l‘1) =0

w1 =1-20)w0+Ammo+Aany

=200+ (1 =24)mno+Aws
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19,1 = Awi30+ (1 —24) w190+ A @ 0.

dir. ~ .
(1-2A) A 0 .. 0
A (1-21) A
0 .
A:
0 0
0 A
I 0 A (1—2%)_

Yukaridaki gibi 19x19 bir kare matris seklinde ifade edebiliriz ve
o = (f(x1), f(x2),..., f(x19))" ve her j = 1,2, . i¢in @; = (@1, @, j, ..., W19 ;)" dir.
Burada @; = Aw;_ dir. Bu sistemin ¢oziimii agagidaki tabloyu verecektir. h = 0.2,

k =0.04 ve A ile ileri Fark yontemi, sonuclar1 Tablo(5.4) de verilmistir.

Tablo 5.4: 5.2.2 de elde edilen yaklasimlarla gercek sonuglarin karsilastirilmasi

X u(xi,0.4) (L)l'71() ]u(xi,0.4) — a),-710|
0.0 0 0 0
0.2 | 0.3414213 | 0.2620273 7.9394x102
0.4 | 0.6828427 | 0.5240546 1.5878x107 1
0.6 | 1.0242640 | 0.7860820 2.381x107!
0.8 | 1.3656854 | 1.0481093 3.175x1071
1.0 | 1.7071067 | 1.3101367 3.969x107 1
1.2 | 2.0485281 | 1.5721640 9.131x1071
1.4 | 2.3899494 | 1.8341914 4.557x107 1
1.6 | 2.7313708 | 2.0962187 6.351x107 1
1.8 | 3.0727922 | 2.3582460 6.511x1071
2.0 | 3.4142135 | 2.6202734 7.939x10° 1
2.2 | 3.7544465 | 2.8823007 8.721x107 !
2.4 | 4.0896603 | 3.1443281 9.453x10!
2.6 | 4.4058957 | 3.4063554 9.995x10~!
2.8 | 4.6763964 | 3.6683828 10.080x10~ !
3.0 | 4.8498581 | 3.9304101 9.194x10~ 1
3.2 | 4.8645400 | 4.1924375 6.574x1071
3.4 | 4.6519250 | 4.4544648 1.974x107!
3.6 | 4.1788292 | 4.7164921 5.237x1071
3.8 | 3.4561602 | 4.9785195 15.223x107 1
4.0 0 0
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52.3 Ornek 3

u 2%u
E(x,t)—ﬁ(x,t) =0, O0<x<l, O0<t

151 denkleminin ¢oziimiinii
u(0,/) =u(l,t) =0, 0<t,

u(x,0) =sin(m)x, 0<x<1

kisitlarina uyarak 2 = 0.1 ve k = 0.01 i¢in geri fark yontemini kullanarak bulunuz ve

t = 0.5 deki sonuglart u(x,t) = et sin(mx) analitik ¢oziim ile kargilagtiriniz. [30].

Coziim
l 1
h = E = E, ise m = 10
dir.uj 2 (ljfl,lj) icin
du u(xi,t,-) —u(x,-,tj_l) 0.01 0%u
3¢ Foti) 0.01 2 92 k)

bi¢imin % (xi,2;) nin geriye dogru fark katsayinin kullanilmasindan kaynaklanan fark

N ., . .
yontemini, % icin

d%u u(x;+0.1,¢;) — 2u(x;,t;) +u(x; —0.1,¢;)  (0.1)% 9*u
Frasie (0.1)2 R TR rA
denklemiyle

u(xitj) —u(—iptj-1)  pu(Xis1,1;) = 2u(xi 1)) +ulxi-1,t))
0.01 (0.1)2

0.01 9%u 0.1)% 9%u
= —Tw(xi»ﬂj)—ﬁ( 12) w((:iatj)

elde edilir. Her i = 1,2,...,9 ve j = 1,2, ... icin ortaya ¢ikan geri fark yontemi

Oj = Wjj—1  @it1,j— 20+ O,

0
0.01 (0.1)2

dir. A = o (h%) ile ifade edilsin. Bu durumda i = 1,2,..,9 ve j = 1,2, ... i¢in

(1+24)@;j = 201 j =A@y j = @ j-1
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esitliginden w; o = f(x;) ve @, ; = wp ; = 0 olmak iizere

olacak sekilde Aw; = @;_; elde edilir. Bu lineer sistem ¢oziilerek elde edilir.

(1-24)

A
0
0
0
0

A
(1-21)

0
A

0 oy j o1,j—1
@2, j 2,1
0 p—
A
A (1=22)] |oo;] |91

(5.7)

Tablo 5.5: 5.2.3 de elde edilen yaklasimlarla ger¢ek sonuglarin karsilastirilmasi

X; ; 50 u(x,-,O.S) ’0),‘750 —u(x,-,O.S)\
0.0 0 0

0.1 | 0.00289802 | 0.00222241 6.756x10~%
0.2 | 0.00551236 | 0.00422728 1.285x1073
0.3 | 0.00758711 | 0.00581836 1.769x103
0.4 | 0.00891918 | 0.00683989 1.079x1073
0.5 | 0.00937818 | 0.00719188 2.186x1073
0.6 | 0.00891918 | 0.00683989 2.079x1073
0.7 | 0.00758711 | 0.00581836 1.769x10~3
0.8 | 0.00551236 | 0.00422728 1.285x103
0.9 | 0.00289802 | 0.00222241 6.756x10~%
1.0 0 0
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52.4 Ornek 4

u 2%u

E(x,t)—ﬁ(x,t) =0, O0<x<2, O<t

denkleminin ¢oziimiinii

u(0,/) =u(2,t)=0, 0<t,

T
u(x,t) = sinzx, 0<x<2

kisitlarina uyarak ve m =4, T = 0.1 ve N = 2 kullanarak bulun. uz ve

2
| )¢ .
ulx,t)=e < * ) sin( 5 )x analitik ¢oziim ile kargilagtirmiz [31].

Coziim
T
h:LZO.S k=—=0.05
m N
dir. Uj e (tj_l,tj) icin
du u(xi,t;) —u(xi,ti—1)  0.050%u
9 ) == a5 2 o k)

biciminde % (x;,¢;) nin geri fark katsayisinin kullanilmasindan kaynaklanan fark
u

yontemini, 5 i¢in
82u( () u(x; +0.5,1;) — 2u(x;,t;) +u(x; —0.5,¢;)  (0.5)? 84u(c ()
2 (xit)) = _ e
ox2 (0.5)2 12 9x4**
denklemiyle

u(xi,tj) — u(xi,tj_l) B 12u(xi+1,tj) — 2u(x,-,tj) +u(x,-,1,tj)

0.05 (0.5)2
0.05 9%u 0.5)% 9%x
=3 g )~ PO )

elde edilir. Her i = 1,2,3 ve j = 1,2, ... i¢cin ortaya ¢ikan geri fark yontemi

Oij = Oij1 2 Oig1,j =200+ Bicrj
0.05 (0.5)2

dir. A = o2 (h%) ile ifade edilsin. Bu durumda i = 1,2,3 ve j = 1,2, ... icin

(14+20) ;) — A1 j — A1 j = O j—1
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esitliginden w; o = f(x;) ve @4 j = @y j = 0 olmak iizere

(1—2)») A 0 1, Wy, -1
A= A (1-21) A W | = o (5.8)
0 A (1=-214)] |, W33

olacak sekilde Aw; = @;_ elde edilir. Bu lineer sistemin ¢oziimii Tablo(5.6) da
verilmigtir.

Tablo 5.6: 5.2.4 de elde edilen yaklasimlarla gercek sonuglarin karsilastirilmasi

X; ;2 u(xi,O.l) |(0i72—u(x,-,0.1)|
0.0 0 0
0.5 | 0.566574 | 0.552493 1.4081x1072
1.0 | 0.801256 | 0.781344 1.9912x10~2
1.5 | 0.566574 | 0.552493 1.4081x10~7
2.0 0 0

5.3 Hiperbolik Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemle-

rin Coziimleri

53.1 Ornek1

h =0.1 ve k = 0.05 kullanarak

02 02
a—t;l(x,t) —48—);()@:) —0, O<x<l, 0<r

hiperbolik probleminin ¢6ziimiinii sinir kogullari
u(x,0) =sin(nx), 0<x<1

veE

0
a—?(x,O):O, 0<x<1

ile yaklagik olarak hesaplayiniz ve sonuglari u(x,t) = sinmxcos 27t analitik ¢oziim ile

karsilagtirimiz [32].

61



Coziim

h=—=0.1, ise m=10
m

ve k =0.05 > O ile (x;,¢;) diigiim noktalari, her i = 1,2,...,10 ve j = 1,2, ... i¢in
x; =th ve t; = jk tarafindan tanimlansin. Herhangi bir i¢ digim noktasinda (x;,?;)

dalga denklemimiz

9%u %u
W(X,t) _4ﬁ(3€,f) =0
dir. Fark yontemiyle u; € (tj_1,¢j41) icin
0%u u(x,-,t]url) — ZM()C,',Z‘J') + u(xi,tj,l) (0.05)2 *u
a2 (li) = (0.05)2 T2 o i h)
Gi € (xi—1,X;+1) igin
0%u u(Xip1,4;) = 2u(xi,t;) Fulxi-1,t;)  (0.1)> 9*u
3z Cists) = (0.1)2 T o Gt)

elde edilir. Buradan

u(xi,th) — 2u(x,-,tj) = u(xi,tj_1) 4u(xi+1,tj) — 2u(xi,tj) +u(x,~,1,tj)

(0.05)?2 (0.1)2

4, u
V % [(0.05)237(xi,uj) —4(0-1)2%(‘9”1)}

olur. y 5
_ 1 2071y 4% e
Tij = E[(O'OS) W(xnﬂ]) 4ax4(§,l])}

hata terimini ihmal edersek

@ j+1 — 2(@jj + @ j—1) g O T 200 O
(0.05)2 (0.1)2

olur. A = % ile ifade edilsin.
R T A2 42220  — AW =0
@ j+1 — 20, + @ j—1 Wit1,j+ 2470 j Wi—1,j =
fark denklemini @; ;1 i¢in ¢Ozersek

@ j1=2(1= 2@ j+ A% (041 j+ @1 ) — O 1
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olur. Her j = 1,2,... i¢in @ ; = ®y9,; = 0 sinir kogullarimi ve i = 1,2,...,9 i¢in

;0 = f(x;) olur. Bu bir denklem sistemidir ve matris olarak ifade edecek olursak

’

@1, j+1
W j+1

| 9, j+1 |

[2(1-12)

;Lz

oS O O O

A2 0 0
2(1-A%) A2
0
A2
A7 2(1-21%)

1, j
a)z’j

L@,/

-1

| 09, j—1

(5.9

formunda olacaktir. Bu matris sisteminin ¢oziilmesi sonucunda Tablo(5.7) yi elde

edilecegiz.

Tablo 5.7: 5.3.1 de elde edilen yaklasimlar

Xi

;20

0.0

0.0000000000

0.1

0.3090169944

0.2

0.5877852523

0.3

0.8090169944

0.4

0.9510565163

0.5

1.0000000000

0.6

0.9510565163

0.7

0.8090169944

0.8

0.5877852523

0.9

0.3090169944

1.0

0.0000000000

63



53.2 Ornek2

m=4,N =4 veT = 0.1 kullanarak

92 92
a—t;‘(x,;) a;‘(x;) 0, 0<x<l1, 0<p

u(0,/) =u(l,r)=0, 0<t

u(x,0) =sintx, 0<x<1
u
ot

kosullarina uyarak dalga denkleminin ¢oziimiine yaklasimiz ve sonuglar1 = 0.1 de

(x,00=0, 0<x<1

u(x,t) = cosmt sin mwx analitik ¢oziim ile kargilagtirimz [33].
Coziim
) T
h=—=0.25 k=—=0.025
m N
olup (x;,¢;) diigiim noktalart, heri = 1,2,3,4 ve j=1,2,...icinx; = ih ve t; = jk

tarafindan tanimlansin. Herhangi bir i¢ diigiim noktasinda denklemimiz

d%u d%u
az(x t) w(x,t)zo
dir. Fark yontemiyle u; € (fj_1,¢j41) icin

azu(x () = w(xi i) = 2u(xi 1) Fulxitio1)  (0.025)% 9% 512
ot? A (0_025)2 2 pp Xi,

ve §; € (xj_1,x;41) i¢in

0%u (xl-H,tj)—2u(x,-,tj)+u(x,~,tj,1) ((0 25)2 0*u
a2 (nti) = (0.25)2 ~ g g G)

eldeedilir. Buradan

u(xi,l]ur]) —2u(x,-,tj) +u(xi,tj,1) _ u(x,-+1,t]) 2u(x,, )+u(x, 1, Z‘J)
(0.025)2 (0.25)2

o*u 9
_ % (00257 57 (5 1) = (025)° 5 (Gity)|

olur. Burada

1 d%u 0%u
T =15 [(0~025>2W(xi7.uj) — (0-25)zw(§'7l/‘)}

64



hata terimini ihmal edersek

O 1 = 204+ O jo1 - Opp1,j =200+ Djjr1 - O, — 20+ Oin1j

(0.025)? (0.025)2 (0.25)2 0

olur. A = O;l—zzk seklinde ifade edilsin.
W 1 — 205+ @ 1 — AP 24w~ Awy =0
fark denklemini ®; ;1 igin ¢ozersek
@i j+1=2(1- A% j + A% (@1 j+ 01 j— @ j—1)

olur. Her j =1,2,... igin @y ; = @4 ; = 0 sinir kosullarini ve i = 1,2,3 i¢in

®; 0 = f(x;) olur. Bu bir denklem sistemidir ve matris olarak ifade edecek olursak

W1, j+1 2(1—12) 12 0 Wy, 1,51
mi| =] A  2(1-21%) A2 | = | (5.10)
@3, j+1 0 A 2(1-2%)] |3 031

formunda olacaktir. Bu matris sisteminin ¢6ziilmesi sonucunda Tablo(5.8) i elde

edilecegiz.

Tablo 5.8: 5.3.2 de elde edilen yaklagimlar

Xi @; 20

0.0 | 0.0000000
0.25 | -0.7071068
0.50 | -1.0000000
0.75 | -0.7071068

1.0 | 0.0000000
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5.4 Sonlu Elemanlar Yontemi ile Poisson ve Laplace

Denklemlerinin Coziimii

54.1 Ornek

Poissson’un uyy + uy, = 4 denklemini Sekil(5.2) de gosterilen liggenlestirmelerle
birim kare iizerinde ¢6zmek i¢in sonlu elemanlar yontemini uygulayiniz ve

u(x,y) = x> +y? analitik ¢oziimiine karsilik gelen simir degerlerini kullaniniz [34].

@

1) (e=2)

(e =1)
@ 8

Sekil 5.2: Uggenlestirme

Coziim 1

Simetriye gore, karenin yalnizca iki tiggene boliinmiis sag alt kismini dikkate
almamiz gerekir. Girig bilesenleri, koordinatlarin (x,y) asagidaki gibi oldugu 1’den
4’e kadar olan diigtimlerdir: diigtim 1: (%, %), diigiim 2:(0,0), diigiim 3:(1,0) ve diigiim
4: (1,1). Ogeler, diigtim numaralar belirtilen iki ticgendir; e=1: 1,2,3 ve e=2: 1,3,4. z
koordinatlarinin yalnizca diigiim 1 icin belirlenmesi gerektigini fark ederiz, ¢iinkii
bunlar 2,3,4 diigiimleri i¢in sinir degerleridir. Ancak, sonlu eleman yonteminde
yerlestirme siirecini gostermek icin bu gercegi simdilik gérmezden gelecegiz. Uggen
elemanlarinin alanlarinin A; = Ay + zlt ve r=4 olduguna dikkat edelim. [lk olarak, bu
temel bilgiden a®, b¢, ¢ katsayilarini hesapliyoruz. Asagidaki tabloda, her siitun bir

(i, j,k) ditgiimiine karsilik gelir.
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e:l 622

1 1

Cle 0 b O 1 0 )
1 1 1 1

b -2 2 | 1 3 3
1 1 1 1

cJl =7 =310 =3 3

Stitunlarin istenen L7, L; ve Ly fonksiyonlarint iirettigi dogrulanabilir. Ornegin, ilk

stitun

1
Ll = EAl_l[O—I—O.x—f— L.y =2y

yi verir. Benzer sekilde, diger siitunlar da istenen sonuclar1 verir. Sonra, e = 1 elemani

icin matris denklemi elde ederiz:

1 1 1
=3 =3 |a —3
11 _ |1
-3 2 0|2 = |3
1 1 1
-2 0 5]l B
ve e=2 eleman1 i¢in matris denklemi :
1 1 1
=3 =3 |& —3
11 _ 1
—2 2 0|2 =3
1 1 1
-3 0 31l —3
Sonra bu iki matrisi bir araya getirip
1 1 2
2 =3 -1 =3 |a —3
11 1
-2 2 0 0|z _|-3
-1 0 1 0] |z ~2
1 1 1
-3 0 0 -3 <4 -3

elde ederiz.

Elemanlar birlestirme siirecini resmettigimize gore sinir degerleri olduklari icin

22 =0, z3 =1 ve z4 = 2 oldugu gercegini kullanarak ¢oziimii hizlica bulabiliriz.
Yukaridaki son matris denkleminde bu degerleri kullanarak, hemen z; = % oldugunu
buluruz. Gergek deger % oldugu i¢in bu kaba bir yaklagimdir. u(x,y) = x% +y? nin tam

¢Oziim oldugunu unutmamak gerekir.
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54.2 Ornek 2

Iki boyutlu bir D bolgesindeki sicaklik, u(x,y), Laplace’in D deki
du d%u

w(X,)’) + 8_y2(x’y) =0

denklemini kargilar. Sekil(5.3) de gosterilen D bolgesini sinir kogullar ile birlikte
diisiinelim [35]:

(x,y) €Ls ve (x,y)€Ly ,icin u(x,y)=4

d
(x,y) €Ly ve (x,y)€Ly ,igin 8_Z(x’y> =x;

. du
(x,y) €Ls ,igin g(x,y)zy;

d
(¥ €l ve (ny)els Ldn GGy ="7

burada du/dn, (x,y) noktasinda D bolgesinin sinirina normal n yoniindeki yonlii

tiirevi gosterir.

(0, 0.4} 4
n
Ly
n
<
L.+ Tn (0.4, 0.2)
L (0.2, 0.2) T
Lg n
n
Fal T e (0.6, 0.1
(0.5, 0.1 L,
L T
(0, o) . J,n . (0.6, 0)
1

Sekil 5.3: Laplace sinirlari

Ilk olarak, D yi iicgenlere ayirtyoruz. Bu 6rnek icin, S| = Lg UL7 ve
Sy = LiULyUL3 ULy ULs. Uggenlerin etiketlemesi Sekil(5.4) de gosterilmistir.

Le ve Ly tizerindeki u(x,y) = 4 sinir kogulu, 7 = 6,7, ..., 11 oldugunda, yani

E¢,E7,...,Eq digiimlerinde oldugu anlamina gelir. [ = 1,2,...,5 icin ¥; degerlerini
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Eg o
T
. E, E,
: o
des
I £y E, Ey
T T Ts [
Ts Te
Ty Ty
£y
E a E: o E L

belirlemek i¢in,

Sekil 5.4: Laplace liggenlestirme

25 0 -1 0 0
0 15 -1 —-05 0
A=|-1 -1 4 0 0
0 —05 0 25 —05
(0 0 0 -05 1
matrisini ve _ )
6.0666
0.0633
b= |8.0000
6.0566
2.0316

vektoriinii olustururuz. Ac = b denkleminin ¢éziimii

(] [4.0383]
% 4.0782
c=|p| = |4.0291
% 4.0496
5] [4.0565]

dir.

Bu sistemi ¢cozmek, Laplace denkleminin ¢éziimiine ve ilgili tiggenler iizerindeki sinir

kosullarina asagidaki yaklasimi verir:
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Ti: ¢(x,y) =4.0383(1 —5x+5y) +4.0291(—2+ 10x) +4(2 — 5x — 5y),
T: ¢(x,y) =4.0782(—2—5x+5y) +4.0291(4 — 10x) +4(—1+ 5x — S5y),
T5: ¢(x,y) =4(1+5y)+4(2 —5x—5y) +4.0383(5x),

Ty: @(x,y) =4.0383(1 — 5x+5y) +4.0782(—2 4 5x+ 5y) +4.0291(2 — 10y),
Ts: ¢(x,y) =4.0782(2 — 5x+5y) +4.0496(—4 + 10x) +4(3 — 5x — 5y),
Ts: ¢(x,y) =4.0496(6 — 10x) +4.0565(—6+ 10x + 10y) +4(1 — 10y),

T7 : ¢(x,y) =4(—5x+5y)+4.0383(5x) +4(1 —5y),

Ty : ¢(x,y) =4.0383(5y) +4(1 —5x) +4(5x—S5y),

To: ¢(x,y) =4.0291(10y) +4(—2 —5x—5y) +4(—1+5x—5y),

Tio: @(x,y) =4.0496(10y) +4(3 — 5x— 5y) +4(2 4 5x — 5y).

Sinir degeri probleminin asil ¢oziimii u(x,y) = xy + 4 diir. Tablo(5.9), heri = 1,...,5

icin u degerini E; deki ¢ degeriyle karsilagtirmaktadir.

Tablo 5.9: 5.4.2 de elde edilen yaklasimlarla gergek sonuglarin karsilastirilmasi

X y ¢(x7y) u(x7y) |¢(x7y)_u(x7y)’
0.2 ]0.2|4.0383 | 4.04 0.0017
0410240782 | 4.08 0.0018
0.3 ] 0.1 | 40291 | 4.03 0.0009
0.5 ] 0.1 | 4.0496 | 4.05 0.0004
0.6 | 0.1 | 4.0565 | 4.06 0.0035
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BOLUM 6

SONUC

Tez calismasinda ikinci mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemleri
niimerik olarak ¢o6ziildii. Bu denklemlerin ¢oziimiinde sonlu farklar ve Galerkin
metodu kullanildi. Bu yontemlerin uygulanabilmesi i¢in 6zellikle sonlu fark
yaklagimlarini elde etmek i¢in Taylor acilimi kullanildi. Bulunan niimerik sonuglar ile
analitik coziimler karsilastirildi. Elde edilen sonuclar dogrultusunda kismi tiirevler
yerine sonlu farklar ve sonlu eleman yontemleri ile ¢oziimiin sagalanabilecegi
goriildii.
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BOLUM 7

EKLER

7.1 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Coziimle-
rinde Kullanilan Baz1 Matlab Kodlar:

7.1.1 Ornek 5.1.1 Matlab Kodu

function x = GaussSeidel(A,b,es,maxit)

if nargin<2, error(’at least 2 input arguments required’); end
if nargin<10lisempty(maxit), maxit=100;end
if nargin<9lisempty(es), es=0.00001;end
m,n=size(A);

if m =n, error(’Matrix A must be square’); end
C=A;

fori=1:n

C(1,1)=0;

x(1)=0;

end

X=x";

for i=1:n

C(@1,1:n)=C(,1:n)/A(,1);

end

iter=0;

while(1)

xold=x;

for i=1:n

x(1)=d(1)-C(,:)*x;
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if x(1) =0
ea(i)=abs((x(1)-xold(1))/x(1))*100;

end

end

iter=iter+1;

if max(ea)<=esl| iter>=maxit,break,end

end

7.1.2 Ornek 5.1.2 Matlab Kodu

function x = GaussSeidelA(A,b,es,maxit)

if nargin<2,error(’at least 2 input arguments required’);end
if nargin<4lisempty(maxit),maxit=100;end

if nargin<3lisempty(es),es=0.00001;end

m,n= size(A);

if m =n, error(’Matrix A must be square’); end

C=A;

fori=1:n

C(,1) = 0;

x(1) = 0;

end

X =Xx";

fori=1:n

C(@,1:n) = C(@1,1:n)/A(,1); end
fori=1:n

d(i) = b(1)/AG,1);

end

iter = 0;

while (1)

xold = x;

fori=1:n

x(1) = d(1)-C(3,:)*x;

if x(1) =0

ea(i) = abs((x(i) - xold(i))/x(1)) * 100;
end

end

iter = iter+1;

if max(ea)<=es | iter >= maxit, break, end
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end

7.1.3 Ornek 5.2.1 Matlab Kodu

clear all ;
x1=0; xr=1;
J=10;
dx=(xr-x1)/J;
tf=0.5;
Nt=1000;
dt= tf/Nt;

mu = dt /(dx)?;

if mu> 0.5

error(’mu should < 0.5!”)
end

x=xl:dx: xr;

f= sin(pi*x);
u=zeros(J+1,Nt);

t=n*dt;
gl=sin(pi*xl)*exp(-pi*pi*t);
gr= sin(pi*xr)*exp(-pi*pi*t);

if n==

for j=2:J
u(j,n)=f(G)+mu*(f(G+1)-2*£(G)+fG-1));
end

u(1,n)=gl;

u(J+1,n)=gr;

else

for j=2:1

u(j,n)=u(j,n-1)+mu*(u(j+1,n-1)-2*u(j,n-1)+u(-1,n-1));
end

u(l,l‘l):gl;

u(J+1,n)=gr;

end

for j=1:J+1

xj =x1 + (j-1)*dx;

uex(j,n)=sin(pi*xj)*exp(-pi*pi*v);
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end

end

7.1.4 Ornek 5.2.2 Matlab Kodu

clear all ;
x1=0; xr=4;
J=20;
dx=(xr-x1)/J;
tf=0.4;
Nt=10;

dt= tf/Nt;

mu = (4/pi®) *dt /(dx)?;

x=xl:dx: xr;

f = sin(pi/4)* x +2*sin(pi/4)* cos(pi/4)* x;
u=zeros(J+1,Nt);

for n=1:Nt

t=n*dt;
gl=exp(-t)*sin((p1/2)*x1)+exp(-t/4)*sin(pi/4)*xl;
gr=exp(-t)*sin((pi/2)*xr)+exp(-t/4)*sin(pi/4)*xr;

if n==

for j=2:J
u(j,n)=f()+mu*(fG+1)-2*()+f(-1));
end

u(1,n)=gl;

u(J+1,n)=gr;

else

for j=2:J

u(j,n)=u(j,n-1)+mu*(u(j+1,n-1)-2*u(j,n-1)+u(G-1,n-1));

end

u(1,n)=gl;

u(J+1,n)=gr;

end

for j=1:J+1

xj =x1 + (G-1)*dx;

uex(j,n) = exp(—t) xsin(pi/2) «xj+exp(—t/4) x sin(pi/4) * xJ;
end
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end

for j=2:J
u(j,n)=u(j,n-1)+mu*(u(j+1,n-1)-2*u(j,n-1)+u(j-1,n-1));
end

u(1,n)=gl;

u(J+1,n)=gr;

end

for j=1:J+1

xj =x1 + (J-1)*dx;
uex(j,n) = sin(pi*xj) *exp(—pix pixt);
end

end

7.1.5 Ornek 5.3.1 Matlab Kodu

clear all;

x1=0; xr=1;

J=10;

dx=(xr-x1)/J;

tf=1;

Nt=20;

dt=tf/Nt;

mu=dt/dx;

x=xl: dx: xr;

f=sin(pi*x);

for n=1:Nt

t=n*dt;
gl=sin(pi*xl)*cos(2*pi)*t;
gr=sin(pi*xr)*cos(2*pi)*t;
if n==1

for j=2:J
u(j,n)=f(j)—0.5*mu*(f(j+1)—f(j—1))+O.5*(mu2)* (fG+1D)-2*(G)+£(-1));
end

u(1,n)=gl;

u(J+1,n)=gr;

else

for j=2:J
u(j,n)=u(j,n-1)-0.5*mu*(u(j+1,n-1)-u(j-1,n- 1))+O.5*mu2*(u(j+ I,n-1)-2*u(j,n-1)+u(j-
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1,n-1));

end

u(1,n)=gl;

u(J+1,n)=gr;

end

for j=1:J+1

xj=x1+(-1)*dx;
uex(j,n)=sin(pi*xj)*cos(2*pi)*t;

end

7.1.6 Ornek 5.3.2 Matlab Kodu

clear all;

x1=0; xr=1;

J=10;

dx=(xr-x1)/J;

tf=1;

Nt=4;

dt=tf/Nt;

mu=2*dt/dx;

x=xl:dx: xr;
f=sin(pi*x);

for n=1:Nt

t=n*dt;
gl=cos(pi)*t*sin(pi)*xl;
gr=cos(pi)*t*sin(pi)*xr;
if n==1

for j=2:J
u(j,n)=f(]')—0.5*mu*(f(]'+1)—f(j—1))+O.5*(mu2)* (fG+1D)-2*(G)+£G-1));
end

u(1,n)=gl;

u(J+1,n)=gr;

else

for j=2:J
u(j,n)=u(j,n-1)-0.5*mu*(u(j+1,n-1)-u(j-1,n- 1))+O.5*mu2*(u(j+ 1,n-1)-2*u(j,n-1)+u(j-
Ln-1));

end

u(l,n)=gl;
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u(J+1,n)=gr;

end

for j=1:J+1

xj=x1+(j-1)*dx;
uex(j,n)=cos(pi)*t*sin(pi)*xj;
end

end
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