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ONSOZ

Bu tez c¢alismasinda, focusing linecer olmayan Schrodinger denklemi ele
alinmaktadir. Lineer olmayan Schrodinger denkleminin tam ¢6ziimii elde edilmektedir.
Bunun i¢in listel matrislerden faydalanilmaktadir.
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OZET

FOCUSING LINEER OLMAYAN SCHRODINGER DENKLEMININ TAM COZUMU

Sinem CORUH

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet UNLU

Bu tezde focusing lineer olmayan Schrodinger denkleminin (NLS) tam ¢oziimiini elde
etmek i¢in bir metot verilmektedir. Tam ¢oziimii tistel matrisler cinsinden kapali bir formda ifade
etmek i¢in bir agik formiil sunulmaktadir. Boyle tam c¢oziimler alternatif olarak konumsal ve
zamansal koordinatlarin {stel, trigonometrik ve polinom fonksiyonlarinin cebirsel bir

kombinasyonu olarak agik bir sekilde yazilabilir.
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ABSTRACT

EXACT SOLUTIONS TO THE FOCUSING NONLINEAR SCHRODINGER
EQUATION

Sinem CORUH

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate Education Institute
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet UNLU

In this thesis, a method is given to obtain the exact solution of the focusing nonlineer
Schrodinger equation (NLS). An explicit formula is presented to express the exact solution in
terms of exponential matrices in a closed form. Such exact solutions can alternatively be written
explicitly as an algebraic combination of exponential, trigonometric and polynomial functions of

spatial and temporal coordinates.

2021, 63 pages
Keywords: Exact Solition, Nonlinear Schrédinger Equation, Schrédinger Equation, NLS
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Doganin temel kanunlarmmin matematiksel olarak ifade edilebilmesi ve doga
olaylarinin anlasilabilmesi i¢in One siiriilen modeller genel olarak lineer degildir. Bu
ylizden olusturulan bu modellerin bircogu lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlere dayanmaktadir. Bu denklemlerden biri focusing lineer olmayan Schrédinger
denklemidir. Kisaca bu denklemi NLS olarak gdsterecegiz. Bu denklemin bircok
uygulama alan1 vardir. Dalga yayilimi, yeteri kadar derin sulardaki yiizey dalgalar1 ve
fiber optikteki sinyal yayilimi. Bu tezde amacimiz NLS denkleminin tam ¢6ziimiinii
bulmak i¢in bir metot olusturmaktir. Bu metot Korteweg-de Vries denkleminin ¢ziimiine
benzer sekilde bir yontemdir [5]. Burada rasyonel sagilim verisiyle birlikte IST (inverse
scattering theorem) yani ters sag¢ilim doniisiimii metotu kullanilmaktadir. IST metotunda
rasyonel sagilim verilerinin genel kullanimi i¢in [8] den yararlanilmistir. NLS denklemi
baska metotlarla da c¢oziilebilir ancak bu mototlar Darboux doniisiimi, Béacklund
dontigiimii, Hirota metotu [13] ve Hasimito gibi ¢esitli baz1 doniisiimleri kullanmay1
gerektirir. Ayrica ¢zlimiin tipini tahmin etmeye ve ¢esitli parametreleri diizenlemeye

dayal1 bagka teknikleri de kullanmay1 gerektirir.

1.2. Tanmimlar

Tamim 1.1. u kompleks degerli bir fonksiyon, x Ve t sirastyla konum ve zaman belirten

alt indisler ve i = v—1 olmak {izere

U + Uy + 2|ul?u =0, (1)

denklemi focusing lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLS) olarak adlandirilir. NLS
denklemi birgok sebepten dolayr 6nemli bir denklemdir [1-4, 15, 18].

Tamm 1.2. (Matris Tersi) A bir kare matris olsun. AB = BA = [ olacak sekilde bir B

matrisi varsa bu B matrisine A matrisinin tersi denir. Bir A matrisinin tersi A~ ile



gosterilir.

Tamm 1.3. (Matrisin Transpozesi/Devrigi) Bir A matrisinin satirlarinin ayn1 numarali
siitun olarak yazilmasiyla elde edilen AT matrisine A’ nin transpozesi/devrigi denir. Diger

deyisle satirlarin siitunla, siitunlarin satirla yer degistirilip yazilmasiyla elde edilen

matristir [17].

Tamm 1.4. (Kosegen/ Diagonal Matris) Bir kare matrisin asal kosegeni haricinde diger

tiim elemanlar1 sifir ise bu matrise kdsegen/diagonal matris adi verilir.

Tanim 1.5. (Hermisyen Matris) A elemanlar1 kompleks sayilardan olusan bir kare

matris olsun. A matrisinin transpozesinin eslenigi yine kendine esitse bu matrise

hermisyen matris ad1 verilir. A = AT dir.

Tanmim 1.6. (Kare Matrisin Ozdeger ve Ozvektorleri) A bir parametre ve A, nxn
boyutlu elemanlar1 kompleks ya da reel sayilardan olusan bir matris olsun. X # 0 vektorii
icin AX = AX esitligini saglayan A degerlerine A matrisinin 6zdegerleri, bunlara karsilik

gelen X vektorlerine de 6zvektor adi verilir [17].

Tamm 1.7. (Matrisin Minorii ve Kofaktorii i satir ve j siitun numaralar1 olmak {izere
n. mertebeden bir determinantin a@;; elemanmin bulundugu alt satirin ve sttunun
silinmesiyle olusan (n — 1). mertebeden determinanta, a;; elemanmin mindrii adi verilir.
a;j elemaninin mindriiniin (=1 ile carpilmasiyla olusan determinanta ise a; j

elemaninin kofaktorii adi verilir [17].

Tamm 1.8. (Matrisin Adjointi/Ek Matris) A kare matrisi asagidaki gibi tanimlansin.

all a12 “en aln
arq (05 e Qop
An1 Qnz - Qnn

A matrisinin  determinantinin her a;; elemanmnin kofaktorii A;; olmak lzere a;;
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elemanlarmin yerine A;; kofaktorlerinin yazilmasiyla elde edilen matrisin devrigine

A matrisinin adjointi ya da ek matris denir. EKA veya AdjA ile gosterilir.

Tamim 1.9. (Matris Ranki) A, m X n boyutlu bir matris olsun. A’ nin r X r boyutlu kare
alt matrislerinden en az bir tanesinin determinanti sifirdan farkli lakin X r” den yiiksek

boyutlu olan tiim alt matrislerinin determinantlari sifirsa bu r sayis1 A matrisinin rankidir

[17].

Tanmim 1.10. (Matrisin Izi) A, n X n boyutlu simetrik bir matris ise A’ nin kdsegenindeki

tiim elemanlarin toplamina A matrisinin izi denir ve iz(A) yada tr(A) ile gosterilir.

Tamim 1.11. (Alt Ucgensel ve Ust Ucgensel Matrisler) A, n X n kare matris olsun. A’
nin asal kdsegeninin altindaki tiim elemanlar sifir ise bu A matrisine {ist tiggensel matris,
eger asal kosegeninin iistiindeki tiim elemanlar sifir ise bu A matrisine alt liggensel matris

denir.

Tammm 1.12. (Analitiklik) Kompleks diizlemin bir z, noktasinin en az bir §
komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilen f(z) fonksiyonuna z, noktasinda

analitiktir denir [14].

Tamm 1.13. (Tam Fonksiyon) Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan f(z)

fonksiyonuna tam fonksiyon denir.

Tamim 1.14. (integrallenebilirlik) Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem
icin baslangi¢ deger problemi, ters sagilim methoduyla ¢6ziilebilirse bu lineer olmayan

kismi tiirevli diferansiyel denklemlere integrallenebilirdir denir [14].

Tamm 1.15. (Diiz Sa¢ilim/Ters Sac¢ilim Problemi) Diferansiyel denklemde verilen
potansiyele karsilik gelen sagilim verilerini bulma problemine diiz sag¢ilim problemi,
verilen sacilim verilerine karsilik gelen potansiyeli bulma problemine ise ters sacilim

problemi denir [14].



Tamm 1.16. (Baslangic Deger Problemi)

y' =f(xy) (2)

seklinde bir diferansiyel denklem verilsin. Bu denklem igin f(x,y) fonksiyonu xy
diizleminin bir D alt bolgesinde tanimlansin ve (x,,y,) € D olsun. (2) denklemi igin
y(xy) = y, olacak sekilde y = y(x) ¢dziimiiniin bulunmasi problemine baslangi¢ deger

problemi denir [14].

Tamm 1.17. (Oz deger ve Oz fonksiyon) L, D(L) tamim kiimesinde smirli lineer bir
operatdr olsun. L, =y" + q(x)y = Ay olacak sekilde y(x) # 0 fonksiyonu varsa A
sayisina L operatoriiniin 6z degeri denir, y(x, A) fonksiyonuna da A’ ya karsilik gelen 6z

fonksiyon adi verilir [14].

Tamim 1.18. (Normallestirici Sayilar) L operatdriiniin 6z degerleri {4,} dizisi ve 6z
degerlere karsilik gelen &z fonksiyonlar ise y(x,A,,)’ ler olsun. a, = f: y2(x,Ay)dx

olacak sekilde yazilan a, sayilar1 L operatoriiniin normallestirici sayilar1  olarak

adlandirtlir [14].

Tamm 1.19. (Spektrum) L — Al opratériiniin stmrh (L — AI) ™! tersinin var olmadig: bu

A lar kiimesine L operatdriiniin spektrumu denir ve o (L) ile gosterilir.

o(L) = {AiLy, = A,y € D(L)} dir. [14]

Tamm 1.20. (Soliton) Ilgili lineer adi diferansiyel denklemdeki yansima igermeyen
potansiyele, integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin bir

u(x, t) soliton ¢oziimii denir [14].

Tamim 1.21. (Spektral Karakteristik) L operatoriintin, {1, }ns0 0z degerler ve {a,}

normallestirici sayilar dizileri spektral karakteristikler olarak adlandirilir [14].

Tamim 1.22. (Tekil Nokta) P(x)y" + Q(x)y’ + R(x)y = 0 seklinde ikinci mertebeden

homojen bir diferansiyel denklem verilsin. P(x) = 0 sartin1 saglayan x = x, noktasina



bu denklemin tekil noktasi adi verilir.

Tamim 1.22. (Kutup Noktasi) Ayrik tekil noktasi z, olan analitik f(z) fonksiyonu igin

lim f(z) = oo olacak sekilde tanimli z, noktast f(z)’ nin kutup noktasidir denir [14].

Z—Z

Tamim 1.23. (Fourier / Ters Fourier Doniisiimii) f € L;(—o0, ) olmak iizere

FIOW =g = [ f(x)e Hdx

olacak sekilde tanimlanan g(4) := F(f)(A) fonksiyonu f fonksiyonunun L, (—oo, o)’

daki Fourier doniistimiidiir. Diger taraftan g € L;(—0o0, ) olmak iizere

1 (® :
f0) == | a@etdx

dontigiimiine f fonksiyonunun L; (—oo, )’ daki ters Fourier doniisiimii ad1 verilir [14].
Tanim 1.24. (Jost Coziimii) e(x, 1) = e™* + fx°°K(x, t)e**dt, ImA > 0 fonksiyonuna
Ly=y"+qx)y =2y, 0<x<o 3
denkleminin Jost ¢6ziimii denir [14].

Tamim 1.25. (Jost Fonksiyonu) e(1) =1 + fOOOK(O, t)e**dt, ImA > 0 fonksiyonuna

(3) denkleminin Jost fonksiyonu adi verilir [14].

Tanim 1.26. (Sa¢ilma Fonksiyonu) s(1) = %, A € R fonksiyonuna (3) denkleminin

sacilma fonksiyonu ad1 verilir [14].

Tanim 1.27. (Sacilma Verileri) e(4) sacilma fonksiyonunun sifirlart iag, k = 1,2, ...,n

(n < ), a, > 0ise



(o]
my 2 =J. e?(x,ia,)dt
0

olmak lzere

(iaj,iay, .., ia,, a, >0, k=12,..,n
a1 < az < "'an
my,my, ...,My,

kiimesi (3) denkleminin sagilma verileri olarak adlandirilir [14].

Tamim 1.28. (Biiyiik O Kiiciik o) {a,} ve {b,,} iki dizi verilsin 6yle ki tiim n’ ler igin
b, = a, olsun. O halde a,, = 0(b,,) seklinde yazilabilen notasyona biiyikk O notasyonu
denir. Eger M > 0 olacak sekilde bir sabit varsa 6yle ki tim n’ ler i¢in |a,,| < Mb,, olsun.

O halde a,, = o(b,) n — oo seklinde yazilabilen notasyona kii¢iik o notasyonu denir.

Tamm 1.29. (Hilbert Uzay1) (X, (.|.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bu i¢ ¢arpim uzay1

|lx]| = 4/ (x, x) normuna gore tam ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzayi denir. [16].

1.3. Ters Sa¢ilim Doniisiimii

Integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel —denklemlere
(A parametresine bagli), bir lineer adi diferansiyel denklem ve ya denklem sistemleri
karsilik getirilir. Burada lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimii olan
u(x, t), lineer adi diferansiyel denklemin potansiyeli olarak adlandirilan bir katsayi
fonksiyonudur. Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem, sirasiyla konum ve
zaman koordinatlar1 x ve t bagimsiz degiskenlerine sahiptir. Lineer adi diferansiyel
denklemde de x bagimsiz degisken, A ve t parametrelerdir.

Her bir sabit ¢t degeri igin x sonsuza giderken u(x, t) sifira gider. O halde s(4, t)
sagilim verileri ile u(x, t) potansiyelinin bulundugu lineer adi diferansiyel denklem igin bir
sa¢ilim doniisiimii bulunabilir. Her x degeri i¢in u(x,t) fonksiyonundan, her A igin

s(A, t)’ yi belirleme problemi, lineer adi diferansiyel denklem igin diiz sagilim problemi

6



olarak bilinir. s(4,t)’ den u(x,t)’ yi belirleme problemine ise lineer adi diferansiyel
denklem i¢in ters sa¢ilim problem denir.
Integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin ters

sacilim doniisiimii asagidaki diyagram ile aciklabilir:

lineer add t=0 da daz sagihim

u(x, 0) > 5(4,0)

lineer olmayan ktdd ¢oziimii 1 | bir siire sonra sagilim

lineer add igin ters sagilim

u(x,t) s(4,t)

Sekil 1. Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in ters sagilim
dontistimii

t = 0 aninda lineer adi diferansiyel denklemle ilgili diiz sagilim problem ¢oziiliir.
Yani u(x, 0) baslangig verisinden s(4, 0) sagilim verisi belirlenir. t = 0 anindaki s(4, 0)
sacilim verisinden herhangi bir t anindaki s(4, t) sa¢ilim degeri elde edilir. Sabitlenmis
t aninda, lineer adi diferansiyel denklem i¢in ters sagilim problem ¢oziiliir. Yani s(4, t)

sagilim verisinden, u(x, t) fonksiyonu elde edilir.

1.4. On Bilgiler

Bu boéliimde, (4)’ te verilen Zakharov-Shabat sistemi igin ters sag¢ilma problemini
¢ozmek icin Marchenko yontemi ele alinmaktadir. Ayrica focusing lineer olmayan
Schrodinger denklemi (NLS ) igin ters sagilim doniisiimii (IST) yontemi 6zetlenmektedir.
A kompleks degerli spektral parametre, g kompleks degerli integrallenebilir potansiyel

olmak tzere

[g]:[—:,l(—i) qi(j)] [ﬂ *ER (4)

Zakharov-Shabat sistemini ele alalim. Burada tiirev, x’ e goredir. Ayrica bar ifadesi
kompleks eslenigi ifade etmektedir. (4) sisteminin (4, x) ve ¢ (4, x) ile tanimlanan iki
lineer bagimsiz vektdr ¢oziimii vardir. Bu ¢oziimler Jost ve tekil ¢oziimler olarak

adlandirilir ve



YA, x) = egx] +0(1), X - 400,
(5)
—iAx
b 0) = [e . ] +o(1), x— —oo

seklindedir. Ayrica T iletim katsayisi, L sol yansima katsayisi ve R sag yansima katsayisi

olmak {izere, asimptotlar

_ e L@/t S o

w(ﬂ‘lx) - [ eilx/T(/l) l + 0(1)1 X ) (6)
[ e /T W,

¢4, t) = LWR(A)/T@J +o(1), x— +oo. (7

seklindedir. (4)’ iin sagilim ¢oziimii disinda bagil durum ¢oziimleri vardir dyle ki bu
¢Ozliim integrallenebilir karesel ¢oziimlerdir. Bu ¢oziimler T’ nin kutuplarinda yani C*
iist yarim kompleks diizlemdedir. O halde T’ nin bagil durum kutuplarini j = m +
1,..m+n, i¢in 4; ile tammlayalim ve A; de kutupsal gokluklari n; ile ifade edelim.
j = 1yerine j = m + 1 kullanmak notasyonel olarak kolaylik saglar. [1 — 4, 16, 20] den
biliyoruz ki j =m +1,..m +n, i¢in 1 = A; oldugunda (4)’ iin sadece bir tane lineer
bagimsiz karesel integrallenebilir vektor ¢oziimii vardir. s = 0, ...,n; — 1 igin n; vardir
ve bagil durum normallestirici sabiti c;; her 4; ile iliskilidir. (4) i¢in ters sagilim problemi

x € R i¢in sagilim verilerinin bir kiimesinden Ornegin  bagil durum bilgileri

—1ym+n

{A]’ {st}:io

edilmesiyle olusur. Bu problem Marchenko metoduyla asagidaki gibi ¢6ziilebilir:

} ve 1 € R i¢in R(A) yansima katsayisindan olusan, g(x)’ in elde
j=m+1

a. {R ), {Aj}, {cjs}} sacilim verilerinden, 2 Marchenko ¢ekirdegi formu

m+n T

1> Doy
Q(.V) :=%LMR(A)elly dl + Z stgell]'y (8)
0

j=m+1 s=

b. Marchenko denkleminin ¢6ziimii



K(x,y)—02(x+7y) +fx°° fwa(x,s)[Z(s+z)[2(z+y)dsdz =0, y>x (9)
c. Marchenko denkleminde K (x, y) ¢6ziimiinden g potansiyelini elde etmek igin
q(x) = —2K(x,x) (10)

d. K(x,y) tanimindan

G(x,y):i=— fxoo K(x,2)02(z +y)dz (11)

daha sonra (4) - (5)’ den ¥ (4, x) Jost ¢oziimii elde edilir.

v =+ [ [

lq(x)|?, (10)’ dan yada [18] kullanilarak hesaplanabilir.

@ dG (x,
[(a@ra= 2660, lawor =220 (13)

(1) denklemi i¢in baslangic deger problemi u(x,0) bilinirse  u(x,t)’ yi elde
etmekten olusur. Eger u(x,0) = q(x) olursa bu baslangic deger problemi, IST
metoduyla asagida verilen diyagramla agiklanabilir [1-4, 15, 18]:

diiz sacilim

u(x, 0) —— (R, (A} (¢}

NLS denkleminin ¢oziimi | 1 bir siire sonra sagihim

ters sacilim

u(x, t) e—— {R (4; 1), {Aj}' {st(f)}}

Sekil 2. Lineer olmayan Schrodinger denkleminin ters sagilim metoduyla ¢6zimii

Ters sacilim metodunun uygulanisi su sekildedir:

I.  Baslangi¢ potansiyeline karsilik gelen t = 0 anindaki sagilim verileri elde



edilir. Bu veriler, yansima katsayis1 R(4), T (4) iletim katsayisinin 4; bagil
durum kutuplar1 ve ¢j; normallestirici sabitleridir.

ii.  Ilk sagilim verilerinin zamanla degistigini kabul edelim. Zamana baglh

yansima katsayis1 R(A; t), yansima Kkatsayis1 R (4)’dan
R(L;t) = R(A)e*#t (14

ile elde edilir. T(4) ve bagil durum kutuplar 4; ise zamanla degismez ve bagil durum
normallestirici sabitlerinin zamanla degisimi s = 0 oldugunda asagidaki gibi

bulunabilir.
cjo(t) = cjoe‘mzt, j=n+1,.,m+n (15)

. i12¢, . . " , .
¢js(t)’ nin hesaplanmasi e*° nin garpimuyla ifade edilir ve s sirasma gore t” de bir

polinomdur. Soyle elde edilir [7]:
|¢i(n,-)(® o] = [jm,-1) - o] 745", (16)

le—l m+n }

ili.  Son olarak zamana bagli sagilim verileri {R 40, {/1]-, {cjs (1:)}S=0 }j=m+1
kullanilarak zamana bagli potansiyeli elde etmek i¢in, (4) denklemi i¢in
ters sacilim problemi ¢6ziiliir. Sonugta ortaya ¢ikan zamana baglh
potansiyel u(x, t), (1)’in ¢dziimii olur ve t = 0 da q(x)’ e esit olur. Bu
ters problem Marchenko metoduyla ¢oziilebilir. Bu yontemde, £2(y)
cekirdegi, zamana baglh 2(y; t) ¢ekirdegi ile yer degistirilmektedir. Bu ise

R(A)’ mn R(4; t) ile ve cjs nin ¢;s(t) ile yer degistirmesiyle elde edilir.

1.5. Sacilim Verisinin Temsili

Bu bolimde, Zakharov-Shabat sistemiyle iliskili bazi rasyonel sagilim verilerinden
A, B, C matrislerinin nasil olusturuldugu gosterilecektir. Burada A sabit kare matris, B

sabit sttun vektorid ve C sabit satir vektorudiir.

10



Rasyonel R(A) ifadesi C* deki n; kath (j = 1,...,m) A; de Kutuplara sahip ise
A - oo iken R(1) — 0 oldugundan R(4)’ nin kesirli agilim1 baz1 kompleks 7;; katsayilart

i¢in

RO = iz = a7

j=1s=

seklinde yazilabilir. Dikkat edelim ki (17)’ deki i¢ toplam j = 1, ....,m olmak {izere

Tl]' .
(_l)srjs

—— = —iC;(A—iA)"'B; (18)
per (A_AJ)S J( J) J

formunda yazilabilir. O halde

iy, -1 0 0 0
0 -y -1 0 0 l[g]l
0 0 -ij 0 o0 0 o
Aj = ! . | Bj= | : |, G :=["im; 1] (19)
: OJ
0o 0 0 —ia, -1 L
0 0 0 0 -i

A-2; i 0 0 0
0 A-4, i 0 0
a-ia =| © 0 -4 0 0
0 0 0 A-2; i

0 0 0 0 A-2

11



[ i )2 )" @)
-2y -4 f G-4f o a-)" -
1 —i ()" (=)
0 2 n.—2 n;-1
A=4 (ﬂ“_/lj) (A-4;)" (A-2;)"
. nj—4 - nj—3
(ﬂ—|A )—l _ 0 0 1 (_I) (_I)
. = n.-3 n;—2
: ‘ ﬂ’_ﬂ“j (ﬂv_ﬂ:j)J (ﬂ'_/’i:j)]
0 0 0 L -
A=A, A=A,
0 0 0 0 !
I A-2; |

dir. Burada C; satir vektorii n; girdilerini, B; siitun vektorii n; girdilerini igerir. A; ise
n; X n; lik bir kare matristir. (—A;) Jordan canonical formdadir ve (1 — iAj)"1 bir iist
kosegen matristir.

j=m+1,..,m+ nigin bagil duruma gelince 4;, B;, C; matrislerini tanimlamak

i¢in (19)’ u kullanalim. C; asagidaki gibi tanimlandiginda
Ci:= [Cim-1  * Go],

Oyle ki (8)’ deki toplama terimi su sekilde elde edilir:

Tl]'—l

s i [“ - .

z cjs%edﬂ = _ﬂj Ci(A—i4;)) Be™dr, y>o0. (20)
s=0 ' -

p X p lik bir A diagonal matrisini agagidaki gibi tanimlayalim:

4, 0 0

{0 A, 0 }
A:=‘0 0 0 (21)

0 0 . Apen
Burada

12



seklinde tanimli tamsayidir. Benzer sekilde p boyutlu B siitun vektorii

B,
B = l Bz ‘ (22)
Bm+n

ve p boyutlu C satir vektorii
C = [Cl CZ e Cm+n] (23)

seklinde tanimlanir.

2. LINEER OLMAYAN SCHRODINGER DENKLEMININ TAM COZUMU

Bir 6nceki boliimde Zakharov-Shabat sisteminin bazi rasyonel sagilim
verilerinden sirasiyla (21)-(23)’ de verilen A, B ve C matrislerinin nasil
olusturuldugunu gosterdik. Bu boliimde x = 0 icin zamana bagli Marchenko

denklemini

K, y;t) —2(x+y; )t + f f K(x,s;)2(s + z;)2(z + y; t)Tdsdz = 0,
X X

y>x (24)

acik bir sekilde bu A, B, C matrisleri cinsinden ¢6zecegiz [6]. Bu ¢6ziim, NLS

denklemini (35)’ te verilen formiille agik bir sekilde ¢6zmemize yardimci olur. Eger A’

nin 6z degerlerinin reel kismi pozitif ise bu ¢éziimlerin tiim xt diizleminde analitik

oldugunu gosterecegiz. Ayrica tam ¢oziimiin elde edilmesi i¢in kullanilan

(29)-(31)’deki Q(x; t), N(x) ve R(x; t) matrislerinin birgok 6zelligini inceleyecegiz.
y = 0i¢in, (18)-(20) yardimiyla (8)’ de tanimlanan 2(y) ¢ekirdegi

13



2(y) =Ce B y=>0 (25)
ile hesaplanir. Bu ¢ekirdek, (9)’ daki Marchenko integral denklemi i¢in ayrilabilirdir.

Bu yiizden (9)’ daki Marchenko integral denklemi cebirsel olarak ¢oziilebilirdir.
(14) kullanilarak, zamana bagli Marchenko ¢ekirdegi

m+n M1

1 [ . . s
N(y;t) = EJ. R(N)e*¥teilyqy 4 Z Z cjs(t)};—le‘)“iy

j=m+1 s=0

seklinde ifade edilebilir [11]. Burada c;s(t) (16)’ y1 saglamaktadir. (25) denklemindeki

C, Ce~*4° jle yer degistirilirse
Q(y;t) = Ce~~4i4°tp 4, > (26)

elde edilir. Burada dagger isareti matris adjoint (kompleks eslenik ve transpoz) 2(y; t)

skaler oldugundan
Q(y; )t = Bte-ATy+4iaN?ect (27)

olur. (9) denklemi ile karsilastirilirsa, zamana bagli Marchenko integral denklemi

K@, y;t) —2(x+y; )t + f f K(x,s;)2(s + z;)2(z + y; t)Tdsdz = 0,
X X

y > x (28)

seklinde elde edilir. (26) ve (27), (28)’de kullanilirsa H (x; t) aranan fonksiyon olmak

lzere ¢ozlimiin
. 2
K(x,y;t) = H(x; t)e-ATy+ai(a) e ot
formunda oldugu goriiliir. (32), (28)” de kullanilirsa

14



o)

Q(x; 1) ::J. e—A"'s+4i(A"')2tC-l-Ce—As—4iA2tdS’ (29)

X
N(x) :=f e Azppte=ATzqy (30)
X

olmak tizere
r'(et):=1+Q(x;t)N(x), (31)

yazilir. I', p X p’ lerden olusmus [ ile taniml1 birim matrisle Q ve N’ lerden olusur. Eger
A’ nin 6z degerlerinin reel kismi pozitif ise bu ¢oziimler tiim xt uzayinda analitiktir.

(26) ve (27) denklemleri (28) Marchenko denkleminde yazilirsa

K(x,y;t) — Bte=4tCeamrai(ah)ect

+f f K(x,s; t)Ce AG+D—4ia2t pptp=aT@y)+ai(aT) t ot sy = o
X X

bulunur. Burada ¢6ziim

. 2
K(x,y;t) = H(x; )e~ATy+4i(aT) e ct (32)
seklinde aranabilir. Oyleyse (32), (28)’ de yerine yazilirsa

H(x; £)e-ATy+4i(aT) e ot _ pto-atGeay)+ai(at)’ect

+ j J H(x; t)e—A+S+4l'(A+)2tc'f'Ce—A(S+Z)—4—iA2tBB'I'e—A+(2+y)+4—i(A+)2tc'|'deZ =0
X X

veya

15



H(x; t)e_“ﬁ}’“”(“ﬁ)z'fCJr _ Bte~Atxg-atygai(at) et
* f f H(x; t)e_ATSJ’“(AT)ZtCTCe‘Ase‘Aze“”AztBBTe‘ATZe‘ATVe‘”(AJr)ZtCTdsdz
X X

=0
elde edilir. Buradan

H(x;t) ll — Bte=4'x

(0] (o]
+j e—A"'S+4i(A1')2tC'l'Ce—As—4iA2tdSf e~4z2ppte—4Tz 4, e—A*y+4i(AT)2tC+ =0
X X

bulunur.

o

¥ atstai(at)? A2 t
I_l_f oA s+ai(at) tetce—As—4iA tdsj- e~A2BBte-ATz 4,
X X

ifadesi I" olarak alinirsa ki bunu da I + QN seklinde gosterelim. Denklem

H(x; ) — Bte=4™ = 0

sekline doniisiir. Boylece

H(x;t) = Bte=ATxp-1 (33)
elde edilir. Sonug olarak

K(x,y;t) = BTe‘ATxF(x; t)‘1e““h”f“i(“ﬁ)ztCJr (34)
denklemi bulunmus olur.

u(x, t) = —2K(x, x; t) oldugundan yerine yazilirsa;

16



. 2
u(x,t) = —2BTeATx[(x; t)~te—ATx+4i(aT) et (35)
elde edilir. (35) esitligi iki determinantin orani seklinde yazilabilir [10]

_ detF (x; 1)
~ detl'(x; t)

u(x, t)
burada F (x; t) matrisi agagidaki gibidir.

0 2Bte—ATx

F(x;t):= o—Atx+ai(at)’e ot ['(x;t)

Onerme 2.1. Sirastyla (23) ve (30)’ da tanimlanan Q(x; t) ve N(x) matrisleri

Q(x:t) = e—ATx+4i(A*)2tQ(0; O)e—Ax—ALiAZt’ N(x) = e—AxN(O)e—ATx (36)

esitliklerini saglar. Ayrica A’ nin tiim 6z degerleri pozitif reel kisma sahip oldugu siirece

(29) ve (30)’ daki integraller tiim x, t € R i¢in yakinsaktir.
Ispat. Sirastyla (29) ve (30)’ da s yerine s + x, z yerine ise z + x yazilirsa;

Q(x;t) = f0°°e—AT(s+x)+4i(A’r)2tC+Ce—A(s+x)—4iA2tdS

©o
_at i(ahH?2 —at - —Ax—4iA?
:eAx+4l(A)t<f eAsC'I'Ce ASdS)é‘ Ax—4iAt
0

— e—A’fx+4i(A’f)2tQ (0; O)e—Ax—4iA2t

elde edilir. Diger taraftan

co

NG) = [ eeroppteateragy
0

17



N(x) — g Ax (f e—AzBBTe—A'fde> e—ATx
0

olur. O halde
N(x) = e A*N(0)e A"

elde edilir. Ayrica (28) ve (29) kullanilarak asagidaki denklemler elde edilir.

[o9] [o9]

[Ce™5]T[Ce=45]ds, N(0) = f [e=4%B][e~4*B]t dz (37)
0

000 = |

0

Teorem 2.1. A’ nin 6z degerlerinin pozitif reel kisimlardan olustugunu kabul edelim.

Boylece her x, t € R i¢in asagidakiler saglanir.
e Sirasiyla (29) ve (30)’ da tamml Q(x;t) ve N(x) matrisleri pozitif ve self

adjointtir. Sonug olarak pozitif self adjoint Q (x; t) Y2ve N (x) Y2 matrisleri vardir.
Oyle ki

Q(x;t) = Q(x; t)l/ZQ(x; t)l/z
N(x) = N(x) /2 N(x)"/2

seklindedir.
e (31)’ de tanimlanan I' (x; t) matrisi terslenebilirdir.

e ['(x;t)’ nin determinanti pozitiftir.

Ispat. Kolaylik agisindan Q(x,t) ve N(x) matrisleri yerine Q ve N yazalim. (29) ve
(30)’ daki integrantlarin, matrislerin ve onlarin adjointlerinin ¢arpimi olarak
yazilabilmesinin bir sonucu olarak Q ve N matrisleri pozitif ve self adjoint olurlar.
Dolayisiyla birinci madde ispatlanmis olur [12]. The Sherman-Marrison-Woodbury

formiilinden
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[1+0"2@2)| " = 1-@"2[1+ (@":N)@":] " @¥en

elde edilir [12]. I + Q1/2NQ1/2 terslenebilirse ancak ve ancak (I + QN) terslenebilirdir.

Diger taraftan Ql/ 2 ve N'/2 nin self adjointligi nedeniyle
_I.
1+ QN2 (QVaN'r2)!|

yazilabilir. Dolayisiyla terslenebilirdir. Bdylece ikinci madde ispatlanmis olur. Iki matris

0zdesliginden

1
[Qlij (I)H_Q{/ZN QI/ZH(I) _QIl/Z]=[(I) 1+Q1?2NQ1/2]’

A | A | R B

olur. Buradan I + QN ve I + Ql/ 2N Ql/ 2 determinantlar1 ayni1 oldugu goriiliir. Boylece
.r.
I+ (Ql/le/z) (Ql/le/z) ]

determinantinin pozitif olmasindan dolay1 da {igiincii madde ispatlanmis olur.

Onerme 2.2. A’ nin 6z degerlerinin pozitif reel kisimlardan olustugunu kabul edelim.

Boylece her x,t € Rigin (31) ve (30)’ da tanimli Q(x; t), N(x) ve I'(x; t) matrisleri

Qx=—ATQ—QA, N,=-AN-—NAT, @, =4i[(4")?Q - QA?], (38)

r‘r=r+nQ, T 'Q=0QUr"Ht, @THN=NIr—! (39)

esitliklerini saglar.
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Ispat. (36) ifadesinin x’e gore tiirevi alinip, Q yerine yazilirsa

Q, = _ATe—A’fx+4i(A*)2tQ(0. O)e—Ax—4iA2t + e—A"'x+4i(A"')2tQ(O. O)e—Ax—4iA2t(_A)

+e—A’fx+4i(A’f)2tQ(0; 0)'e—Ax~4iA%t
= —ATQ + Q(-4)
bulunur. Diger taraftan (36) ifadesinin x’e gore tiirevi alinip, N yerine yazilirsa
N, = —Ae A N(0)e™4™* — e 4*N(0)e 4" At + e~ 4XN(0) e~A"*
= —AN — NAT
bulunur. Ayrica (36) ifadesinin t’ ye gore tiirevi alinip, Q yerine yazilirsa

Q, = 4i(A1’)Ze—A"'x+4i(A"')2tQ(O; O)e—Ax—4iA2t _ 4l-e—A’fx+4i(A’f)2tQ(0; O)e—Ax—4iA2tA2

+(A+)28_ATX+4i(AT)2tQ(0; O)Ie—Ax—4iA2t
= 4i[(A1)?Q — QA%

bulunur. (31) denkleminin her iki tarafinin kompleks eslenik ve transpozu alinip (bunu

dagger isareti ile (1) gosterelim) (36)’ dan yararlanilirsa

rt =1+ @QnNt (40)
=]+ NTQt

elde edilir. (31)’ deki esitligin her iki tarafinin tersi alinip sagdan Q ile ¢arpilirsa
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rrit=r+n-1971 (42)

r-1Q=(@+nN"Q™He

=Q+N? (43)

bulunur. (41)’ deki esitligin her iki tarafinin tersi alinip soldan Q ile ¢arpilirsa

IrH*=1+0Q N1 (44)

QU™ =QU+ QTN

—Q+N! (45)

elde edilir. (43) ve (45) esitliklerinin sag taraflar1 birbirine esit oldugundan

r-Q=rhH™

sonucu elde edilir. (44) esitligi sagdan N ile garpilirsa

(IHIN=U+Q N"HN

=N+Q? (46)

bulunur. (42) esitligi soldan N ile garpilirsa

NIr-'=N{I+N"1Q™)

=N+Q! (47)

elde edilir. (46) ve (47) esitliklerinin sag taraflar1 birbirine esit oldugundan
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(r"y-*N =Nr—t

bulunur.

Teorem 2.2. Her x,t € R’ ler i¢in sirastyla (29) ve (30)° da tanimlanan Q(x;t) ve N(x)
matrisleri tim x,t € R icin terslenebilirdir ancak ve ancak A, B,C {¢li matrisi igin

(25)’ deki esitlik minimaldir ve A’ nin 6z degerleri pozitif reel kisma sahiptir.

Ispat. (36)’ dan goriildiigii iizere (37)’ de tammli Q(0;0) ve N(0) matrislerinin
terslenebilir oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir. (37)” deki integraller A’ nin 6z
degerlerinin pozitif olmasi durumunda yakimsaktir. Bazi g € CP vektorleri igin
Q(0;0)g = 0 ise, (37)’den tiim s > 0’ lar i¢in Ce~45g = 0 oldugu goriiliir. Bu tiim s €
~As

C i¢in Ce™°g = 0 oldugu anlamina gelir ve dolayisiyla

CA*g =0, k=0,1,.. (48)
dir. Benzer sekilde bazi h € CP vektorleri igin N(0)h = 0 ise (37) kullanilarak
BtT(AHkh =0, k=0,1,.. (49)
elde edilir.

Herhangi bir x,,t, € R igin (29) daki integral degiskeni kaydirilirsa, yani

s=p+(x—xp) (ds=dp, s=x=p=x), S=0=p=) degisken

degistirmesi yapilirsa

Q(x; t) — e—AT(x—x0)+4i(AT)2(t—to)Q(xo; to)e—A(x—xO)—4iA2(t—t0) (50)
— o= AT@+a—xo)+4i(a1)’ (t=to) 0t ¢ p—A+(x—1x0))—4iA2 (t—to) dp
X0

— e—AT(x—x0)+4i(AJf)2(t—t0) [J (e—A"'pC-I'Ce—Ap)dp e—A(x—xO)—4iA2(t—t0)
X

0
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olur. Boylece koseli parantez i¢i Q (xg; ty)’ a esit oldugundan o halde
0(x;t) = e—A’r(x—xo)+4i(A’r)2(t—t0)Q (xo. o) e ~AG=x0)~4142(t~to)

elde edilir.
Herhangi bir x, € R ig¢in (30)’ daki integral degiskeni kaydirilirsa, yani
z=p+ (x —xp) (dz=dp, z=x=p=xp, Z=0 =p=00) degisken

degistirmesi yapilirsa

N(x) = e‘A(x_XO)N(xO)e_AJr("_xO) (51)

= ] [e—A(P+(x—xo)) B BTe—A*<p+<x—xo))]dp
X0

— e—A(x—xo) If (e—ApBB-l-e—A’Fp)dpl e—AT(x—xo)
x

0

olur. Boylece koseli parantez i¢i N (x,)’ a esit oldugundan o halde
N(x) = e A@=x0) N (x,)e~AT=%0)
elde edilir.

Sonu¢ 2.1. A’ nin 6z degerlerinin pozitif reel kisimlardan olustugunu kabul edelim.
Boylece (30)’ da tanimlanan N (x) matrisi tim (x € R)’ ler igin terslenebilirdir ancak ve
ancak x’in bazi degerleri igin terslenebilirdir. Benzer sekilde (29)’da tanimlanan
Q(x;t), tim (x € R)’ ler igin terslenebilirdir ancak ve ancak xt diizlemindeki bazi

noktalarda terslenebilirdir.

Onerme 2.3. A’ nin 6z degerleri pozitif reel kisma sahip ise x —» Foo iken (31)’ de
tanimli I' (x, t) matrisi i¢in I'(x, t) — I dir. Buna ek olarak (37)’ deki Q(0;0) ve N(0)

lar terslenebilirse, x — oo iken I'(x,t) ™! iistel olarak 0’ a yaklasir. Burada I ve 0 sirasiyla
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p X p birim ve sifir matrislerdir.

Ispat. Onerme 2.1’ de belirtildigi iizere, (29) ve (30)’ daki integraller yakinsak

oldugundan x — oo iken I'(x, t) — I dir. x - —oo iken I'(x, t)~1 nin limitini bulmak igin
Y(x,t) i= e4™ I (x; t)ed™™ (52)
esitligini tanimlayalim.

(31) ifadesi (52)’ de yerine yazilip, (36)’ dan yararlanilirsa

Y(x, t) = eA™*[I + QN]eA™™

— eAlx [1 i e—ATx+4i(AJf)2tQ(0; O)e—Ax—4iA2te—AxN(0)e—ATx] eAtx

= g2ATx 4 e4i(A’f)2tQ(0; O)e—4iA2te—2AxN(O)
= e24™* 1 Q(0; £)e~24*N(0)
= Q(0; t)e‘ZAxN(O)[I + N(0)~1e24%((0; t)-leZA*x] (53)

elde edilir. Burada Teorem 2.1’ den goriiliiyor ki N(0)~! ve e24¥Q(x;0) le24™™
ifadeleri pozitif self adjoint matrislerdir. Teorem 2.1’ nin ispatinda oldugu gibi Sherman-
Morrison-Woodbury [12] formulii kullanilirsa (53)° deki kdseli parantezin igindeki

matrisin tersinin var oldugu goriiliir ve her x € R igin

Yoo = [14 N(0) e Q(0; 0 1e? ™| N(0) e Q(0; ) ! (54)

vardir. O halde (54)° ten goriiliiyor ki x —» —oo iken Y (x; t)™* — 0 dir. Ayrica A ve AT’
nin 6z degerleri pozitif reel kisma sahip olduklarindan, her sabit t € R i¢in, Onerme 2.1’

in ispatinda oldugu gibi € > 0 igin
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le® |l = 0(e) ve [e4™|| = 0(e), x> oo

dir. Béylece x —» —oo iken Y (x; t) 71 iistel olarak sifira yaklastigi goriiliir ve (52) esitligi

—Atx

sagdan ve soldan e ile carpilirsa

e~ ATy (x; )e~AT* = =ATx gATx(x; 1)eATxe—4Tx
= I'(x;t)
bulunur. Her iki tarafin tersi alinirsa
T t) ™t = eA™y(x; £)teA™ (55)

elde edilir. O halde x — —oo iken I' (x; t) 1 iistel olarak sifira yaklastig1 goriiliir. Boylece

ispat tamamlanmis olur.

2.1. Tam Céziimiin Bazi Ozellikleri

Bu béliimde, (31)° de tamimli I"(x; t) matrisi terslenebilir oldugu siirece 4, B, C
matrisleri nasil segilirse secilsin (35) denkleminin, (1) igin bir ¢dziim oldugunu
gosterecegiz. Ornegin Teorem 2.1° de gosterildigi gibi A” nin 6z degerleri pozitif reel
kisimlardan olusuyorsa; tiim xt-diizleminde I'(x; t) ! vardir ve bdylece (35) denklemi,
(1) igin bir ¢oziimdiir.

Bu béliim {i¢ asamadan olusmaktadir. Once (35)” deki u(x,t)’ ye karsilik gelen
lu(x, t)|? igin baz1 kullamish sonuglar gosterilecektir. Ardindan I'(x;t)~! var oldugu
stirece (35) in, (1)’ in ¢oziimii oldugunu ispatlanacaktir. En son bu ¢oziimlerin bazi

ozellikleri incelenecektir.
Teorem 2.3. (31)’ de tanimh I" (x; t) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlikler dogrudur.

(I = =T LI, (T, = =T Gr (56)
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Ispat. I = '’ ! esitliginin her iki tarafinin x” e gore tiirevi almip ardindan soldan I' 1

ile carpilirsa
0=r L+ 1),
=Irrrt+r-trir-,
=IrLr*+@1,
olur. O halde
(r,=-rrr1
bulunur. Benzer sekilde (I'"1), = —I' "I .I' "1 oldugu da gosterilebilir.

lu(x, t)|? ifadesi direkt (35)’ ten hesaplanabilir. Alternatif olarak |u(x, t)|? ifadesi

(13)’ deki esitliklerinde zaman evoliisyonu dikkate alinarak da elde edilebilir. Soyle ki;

Loolu(z, )|?dz = =2G(x,x;t), |u(x,t)|?> = 2% (57)

Bunu gosterelim (11) denkleminden

G(x,y;t) == — ]mﬂ(y +z;)'K(x,z; t)Tdz (58)
x

ve (34) denkleminden

K(x,y; )t = Ce4z- 4@ [ (x; t)"1]te~4*B (59)

olur. (58) denkleminde (27) ve (59) yerine yazilirsa

G(X, y; t) — _j BTB_AT(y+Z)+4i(A+)2tCTC€_AZ_4i(A)2t[F(X} t)—l]'l'e—AdeZ

X
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o)

G(X, vy; t) = —BTe_Aerf e—A"'z+4i(AJf)2tC’|'Ce—Az—4i(A)2t[I-v(x; t)_l]fe_AdeZ

P

bulunur. Son esitlikte (29) ifadesi yerine yazilirsa

G(x,y;t) = =Ble Y Q(x; O (v ) ']Te 4B

elde edilir. (39)’ dan faydalanilirsa

G(x,y;t) = =BTe™ 4" (x;£)"10(x; )e4*B (60)

bulunur. (57)° deki ikinci esitlikte (60) yerine yazilirsa

d
lu(x; t)|? = 2

. [—BTe_AerI"(x; )10 (x; t)e‘AxB]

- —zBT:—x[e-A*xr—loe—A’f]B

= —2BT[(—=A)e 4 ~1Qe~4 + =4[ 1Q(~A)e™** + e™A"¥ (I 1,0
+I~1Q,)e **1B

= —2Bte A" [ ATT"1Q + T1Q(~A) + I ,Q + Qe B (61)

= —2Bte~A"™[—ATr~1Q —I'"1QA - I'"I,[~1Q + I'"*(-A'Q
—QA)]e™"B

= —2Bte=A™[—ATr-1Q — '"1QA — I'"*(Q,N + QN,)I'~1Q — I'"14%Q
—I'"1QAle™*B

= —2Bte~A™[—Atr-1Q — '"1QA — I 1((-A'Q — QA)N
+Q(—AN — NA"Y)YI~1Q — r=*AtQ —r-'QAle **B
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lu(x; t)|2 = —2Bte 4™ [—ATr=1Q — I"1QA + I "*ATQNI~1Q + I'"1QANT1Q
+I'"1QNAr=1Q + I'*\QNATr=*Q — r-*AtQ — r-QAle4*B

= —2Bte=A"*[—Atr-1Q — r-1QA+r—1aY(r — Nr-1Q
+2IYQANT1Q + I'Y(I' — DATr='Q — r=*A*Q — r-'QAle %*B

= —2Bte~A™[—Atr-1Q — r-1QA+r-Atrr-1Q — r-1atr-1q
+2IYQANT~Q + T ~*Afr-'Q — r-*Atr-1Q —r—tatq
—Ir~'QAle **B
= —2Bte=A™[—Atr-1Q — I"1QA+TI1ATQ — r-1Atr-1¢
+2I"1QANTI~1Q + ATr=1Q — r—*Aftr-'Q —r-tafq
—I'"1QAle *B
= —2Bte=A"*[—2I~1QA + 2I'"1QANT~1Q — 2I'"1Atr-1Qle=4*B
= 4Bte=A™[~1QA — I~1QANT~1Q + I'"1Atr1Qle~4*B
= 4Bte=A"™x[-1[QA — QANT1Q + Atr~1Qle4*B
bulunur. Burada (39)’ dan
lux; )2 = 4Bte=A"™*r-1[0A — QANQ(I'')~t + AtQ(Ir'")"1]e=4*B
elde edilir. Bu ifade I'T ile sagdan carpilirsa
lu(x; t)|? = 4Bte=A"*r-1[QA Tt — QANQ + AtQ|(I'D)te~4*B

= 4Bte=A™-1[QA(I + NQ) — QANQ + ATQ)(I')~te~4*B

= 4Bte=A™=1[QA + QANQ — QANQ + ATQ](I'")~te~4*B
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luCx; )| = 4Bte=A™*r-1[QA + ATQ](I')te~4*B

= 4Bte=A™x-1[410 + QA|(I'N) e 4*B

= 4Bte=A"*I(x; )" [ATQ(x; £) + Q(x; A](I (x; ) D) "te~4*B (62)
bulunur.

Teorem 2.4. NLS denkleminin ¢dziimiiniin |u(x, t)|? ifadesi, (31)’ de tanimli I'(x; t)

matrisinin determinanti cinsinden yazilabilir.

iz, O = 0 [odetl’(x;t)/0x]  0? llog(det"(x; )] 63

o ©Ox| detl'(x;t) | 9x2 og(det/(x;t)) (63)

Ispat. (57) ve (60) esitliklerinden

lu(x, £)|? = —z[BTe-A*xr-lQe-AXB] = 2tr[[1QN,], (64)
X

olur. (38)’ den faydalanilirsa

tr[F~*QN,] = tr[F"*Q(—AN — NAM]

= —tr["*QAN + I' " 1QNAT]

= —tr["1QAN] — tr[[ "1QNAT] (65)

(39) ifadesi (65)’ te yerine yazilirsa

tr[["*QN,] = —tr[Q(I'D) " AN] — tr[Q(I')~*NAT]

= —tr[NQ(I'")"1A] — tr[QNI ~1AT]
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tr[1QN,] = —tr[(F'T = D) 1A] — tr[(I' — DI AT

= —tr[A — (F'")1A4] — tr[AT — r~1AT]

=tr[-A— AT+ (I'")"'A + I 1A7] (66)

bulunur. Diger taraftan (38)° den faydalanilirsa

tr[I 1 QN] = tr[I ' (—=ATQ — QA)N]

= —tr["*ATQN + I'"*QAN]

= —tr[~1ATQN] — tr[[~1QAN] (67)

ve (39) ifadesi (67)’ de yerine yazilirsa

tr[F~1Q,N] = —tr[QNI"'*AT] — tr[Q(I'T) ~1AN]

= —tr[(I' = DI AT] = tr[NQ(I') " 4]

= —tr[AT — 1A —u[(F'T — D(r1)~14]

= —tr[AT — ' 1AT] —tr[A — (') 714]

=tr[-A— AT+ (I'")"14 + r147] (68)

elde edilir. (66) ve (68) esitliklerinin sag taraflar1 ayn1 oldugundan

2tr[F"1QN,] = tr[1Q,N] + tr[I 1 QN,] = tr[I " (QxN + QN,)]

= tr[ 1] (69)
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olur. (64)’ ten
lu(x, t)lz = tr[r_lrx]x
elde edilir. O halde (63)’ deki gibi yazilabilir [9].

Onerme 2.4. A’ nin 6z degerleri pozitif reel kisimlardan olusuyorsa, (35)° te verilen

u(x, t) fonksiyonu asagidaki formiilii saglar.

m+n

foo lu(x, t)|?dx = tr[A + AT] = 2 Z n;Im [4] (70)
s =

Burada 4; ve n;’ ler (19) da oldugu gibi C* daki kutuplar ve sirasiyla karsilik gelen

katlaridir.

Ispat. (64) ve (66)’ dan
f lu(x, t)|?dx = tr[-A — AT+ (Fr")~ A + I tAT)|*%

oldugu goriiliir. Onerme 2.3’ de belirtildigi gibi x — oo iken I'(x; t) - I ve x - —oo iken
I'(x;t)~1 > I dir. Bdylece (70)° deki ilk esitlik elde edilir. (19) ve (21) kullanilarak,
(70)’ deki ikinci esitlikte belirtildigi gibi A + AT nin izi, A;’ nin imajiner kisimlari ve

katlar: cinsinden yazilabilir.

Teorem 2.5. (31)’ de verilen I' (x; t) matrisi terslenebilir olmak sartiyla, p X p A matrisi,
B siitun vektorii ve C satir vektorii ile birlikte (35)° te verilen u(x; t) fonksiyonu (1)
ifadesini saglar. Ozel olarak A’ nin tiim 6z degerleri pozitif reel kistmlardan olusuyor ise

(35)’ te verilen u(x, t) fonksiyonu tiim xt-diizleminde (1) ifadesini saglar.

Ispat. (35) denkleminin (1)’ i sagladigim gosterebilmek icin, once (1) denklemindeki

her bir terimi ayr1 ayri hesaplayalim. (35) denkleminde ¢’ ye gore tiirev alinip, (56)’
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dan faydalanilirsa

u, = _ZBJre—A’fx[r—lte—ATx+4i(A’f)2t + F—14i(A'I')Ze—A"'x+4i(AJf)2t]C'I'
— _ZB-I-e—A'I'x[F—lt + I-v—14l-(A'I-)Z]e—A"'x+4i(AJf)2tC1-
— _ZBfe—A’fx[_F—11~tF—1 + r—14i(A+)2]e—A’fx+4i(A’f)2tC+
— ZB+e—A+xr—1[1~tr—1 _ 4l-(A-|-)2]e—A"'x+4i(A"')2tC'|-

bulunur. Burada (38)’ deki esitliklerden Q; yerine yazilirsa

u, = 2Bte=AT*=1[4i((A1)2Q — QAN — 4i(A1)?]e-ATx+4i(N
= 2Bte=A"™*=1[4i(A)2QN — 4iQA2N|I~t — 4i(A1)2]eATx+4i(aN?tct
= 2Bte=AT*-1[4i(AN2( = NI'~! — 4iQA2NT 1 — 4i(A1)2]e~ATx+4i(aN’ect
= 2BTe=ATX-1[—4i(A1)? — 4iQA2N|~Lle~ATx+4(AD ¢t
— ZBTe—ATxF—1(_4i)[(A+)2 + QAZN]F—18—A*x+4i(A+)2tCT

olur. Bu son esitligin her iki tarafi i ile carpilirsa

iu, = 8Bte=A"*r-1[(41)2 + QAZN]I ~te~ATx+aiaN?ect (71)

bulunur. Simdi de (1) denklemindeki ikinci terimi yani u,,’ i hesaplayalim. (31)

esitliginde x’ e gore tlirev alinirsa

Iy = QN + QN,
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bulunur. (38) denkleminden Q,, ve N, yerine yazilirsa
I, = (—ATQ — QA)N + Q(—AN — NAM)

= (—ATQN — QAN — QAN — QNAT)

= —AT(I' = 1) — 2QAN — (I — DA

= —ATr + AT — 20AN — r At + At

= —ATr —=TA" + 24T — 2QAN (72)
elde edilir. Burada QN = I" — I dir. (56) ifadesinde (72) yerine yazilirsa
r-t,=-r-Y[-A'r —raft + 24" — 2QANIr—* (73)
elde edilir. (35) denkleminin x’e gore tiirevi alinirsa

w, = _ZBT[(_AT)e—ATxr—1e—A’fx+4i(A’f)2t n e—A’rxr—1(_Af)e—A’fx+4i(A’r)2t

_l_e—ATxI-v—l e—ATx+4i(AT)2t] C'l'
x

. 2
= —ZBTe_AJr’C[(—AJF)F‘1 +Ir1(—4hH + p—lx]e—A*x+4l(AT) tet
bulunur. Bu son esitlikte (73) yerine yazilirsa

w, = —2Bte AT*[(—=AN -1 + r-1(=A") + At + Atr-1 —2r-tatr—t

+2r 1 QANT e ATxra(a) et
— —2Bte~A™X[—2r 1At 4 2rLQANT e AT (AN et

= 4BTe—A1‘x[1~—1A+p—1 _ F—lQANF—l]e—A‘fx+4i(A‘f)2tC’r
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u, = 4Bte=ATx=1[At — QAN|—1le—ATx+4i(aDcct (74)

elde edilir. u, denkleminin x’ e gore tekrar tiirevi alinirsa ve (38)’ den yararlanilirsa

. 2
Upy = 4B1[e™4T% (—AN)F (AT — QAN) e~ ATx+4i(T) e | o=aTx(p-1gt 4 gt
. 2
—2I AT =1 4 2" 1QANT ) (AT — QAN) I~ te~ATx+4i4T)t
. 2
+e~AT~1(—(—A1Q — QA)AN — QA(—AN — NAT))[ ~te~4Tx+4i(a")t
+e~ATX (4t — QANY(I ' AT + AT — 2r 1At
. 2
+2r—1QANI-'—1)e—ATx+4l(AT) t + e—A'er"—l(A'l‘

_QAN)I—'—l(_A'l')e—ATx+4i(AT)2t]C'I‘
veya

Uy, = 4Bte AT [—ATP1ATT=1 4 ATT-1QANT -1 + T-1(AD)2r 1 + Atr-1atr-1
=2l YATr=1ATr=1 4+ 2r'QANT ~*ATr—* — r=*ATQANT !
—ATT=YQANI =Y 4+ 2I*ATr—*QANI—' — 2Ir*QANIr~*QANT !
+ITATQANI = + IT'QA’NI'~* + ' 'QA*NI~* + I 'QANATr—!
+I1ATT 1A + 1Y (ANt — 2r-tAtr-iAtr -t
+2IYATr~1QANTI~* —I'"1QANI—*AY — "1QANATT 1
+2I"YQANT~*ATr=* — 2r='QANI"*QANI ' — I ~1ATr-147
_|_r—1QANr—1A+]e—ATx+4i(A’r)2tC+

olur. Bu son esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Uy, = 8BTe AT¥r=1[(A1)2 — 20ANT "1QAN + 24T "1QAN — 2Atr—1At
+2QANT AT + QARN|I~1e~ATx+4iaD et (75)

elde edilir. Son olarak 2|u|?u ifadesini hesaplayalim. (35) denkleminin kompleks eslenik

ve transpozu alinirsa
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ut(x,t) = —2Ce~Ax—4A%t(H)~1,-4Axp (76)
bulunur. (76) ifadesi soldan 2u ile sagdan u ile ¢arpilirsa

Zuu‘l'u — 8[_ZBTe—A1'xI"—1e—A+x+4i(A1')2tc'|'Ce—Ax—4-iA2t(I"'I')—le—AxB B‘I‘e—A'l'x

F—1e—A+x+4i(A’f)2tC+]

— _16B’|'e—A+x11—1 [e—A+x+4i(A+)2tc'I'Ce—Ax—4iA2t(F'I')—le—AxB B'I'e—A'rx:l

I-v—le—A"'x+4i(A"')2tC'l'
olur. Bu son esitlikte (29) ve (30)’ dan faydalanilirsa
2uutu = —16Bte=AT*-1[Q (I'")~IN, |~ te~ATx+4iaD
elde edilir. (38) esitliklerindeki Q, ve N, ifadeleri yerine yazilirsa
2uutu = —16Bte~A™*r1[(=ATQ — QA)(I'")"1(—AN — NAH)|r~Le—4Tx+4iaDe ct

= —16Bte A" =1[(ATQ + QA)(Ir'")™?

. 2
(AN + NAD) P -1e=ATx+ai(aT) ¢t (77)

bulunur. Sonug olarak (71), (75) ve (77) denklemlerini toplarsak

iy + wyy, + 2uutu = 8BTe~ATr-1[(4M)2 + QAN -le-ATx+ai(an) et
+8Bte=AT*r-1[(41)2 — 20ANT QAN + 24T ~1QAN
_2AT[ 14T + 2QANT 1A + QAZN| I~ 1e=ATw+4i(aN) et
—16Bte=A"™*r-1[(ATQ + QA)(I'") "1 (AN

+NAT)] -1 —A+x+4l(A1') tc'l'

= 8Bte=A"*[2(A1)2 + 2042N — 2QANT"1QAN + 2ATT~1QAN
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_2AT1AT + 2QANT 1AM LemATxrai(aT) et
—16Bte~A"™*r-1[(AtQ + QA) (') "L (AN

+NADr1 —A’fx+4l(A’f) tct

= 16BTe~4™[(A1)2 + QAN — QANQ(I'") AN
+ATQ(r"H) AN — ATr=1AT + QA(rtHtnat
—ATQrt)~1AN — AtQ(rt)~INAT — QA tAN
—QA(FT) 1NAT]1" 1-ATx+aiah?e ot

= 16BTe~4"*[(A1)2 + QA2N — QA(I'T — I)(I'")"1AN
—ATr=1AT —AtQrH—tnAt
—QA(I'M)LAN]I —1e-ATx+#iaN e

Son esitlikte (38)’ den yararlanilirsa ve I' — I = QN oldugundan

i, + Wy + 2uutu = 16BTe=4™*[(A1)2 + QAN — QAZN + QA(I') AN
—Atr—1At — Atonr-1at
—QA(FT) 1AN] -1 —A‘fx+4l(A‘f)2tCT

= 16Bte A™*[(A1)% + QA2N — QAN + QA(I'")~1AN
—ATr=1A" — AY(r — nr-At
_QA(["I') IAN] -1 —A+x+4-l(A1.)2tC"|'

= 16BTe~A"™*[(A1)? + QAN — QAN + QA(I'") AN
—ATr1AT — ATAT + ATP14T
_QA(F'I')—1AN]F—1e—A+x+4—i(A+)2tc‘|'

= 16BTe~4™*[(A1)% + QAZN — QAN + QA(I')"*AN
—ATT=1AT — (A1)? + ATr—1AT
—QA(I't) T AN]I ~teATx+aia et
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iUy + Uy + 2uufu =0
elde edilir. Boylece (1) denkleminin saglandigi gosterilmis olur.

Teorem 2.6. A’ nin 6z degerlerinin pozitif reel kisimlardan olustugunu ve (37)’ de
verilen Q(0;0) ve N(0) matrislerinin terslenebilir oldugunu kabul edelim. Bdylece
x = too iken (35)’ te verilen u(x,t) ¢ozimi her sabit t € R igin iistel olarak sifira

yaklasir.

Ispat. (35)” ten x — oo iken I'(x; t) — I dir. Béylece her sabit t € R igin x — +oo iken
u(x,t)’ nin iistel olarak sifira yaklastig1 goriiliir. Oyleyse (35) asagidaki gibi yazilabilir:

u(x,t) = —2BTY (x; t)‘le‘”(AT)thT. (78)

Burada Y (x; t), (52)° de tanimlanan matristir. Onerme 2.3’ iin ispatinda x — —oo iken
Y (x; t)~ 1 iistel olarak sifira yaklastig1 gosterildi. Dolayisiyla (78)° den her sabit t € R

icin x - —oo iken u(x, t)’ nin stel olarak sifira yaklastigi bulunmus olur.

2.2. Yontemin Genellestirilmesi

(19)’ dave (21)’ de verilen A matrisindeki A; degerlerinin, C* da yer aldigim kabul
ettik [6]. Bu boliimde ise bu kisitlamay: gevseterek A; nin bir kisminin veya tamaminin
C™ diizleminde bulunabilecegini kabul edelim. Tek kisitlamamiz, hi¢bir 4;” nin reel
olmayacagi ve iki farkli 4;” nin kompleks diizlemde reel eksene gore simetrik olarak
konumlanmayacak olmasidir. Bu kisitlama, matematiksel olarak {2,372 ve {/T]}}':;”
kiimelerinin ayrik olmasiyla aynidir. Bu kisitlama altinda, (31)” de tanimlanan I'(x; t)
matrisinin terslenebilir oldugu xt-diizlemindeki herhangi bir bolgede, (35)” de verilen
u(x,t)’ nin (1) denkleminin bir ¢dziimii oldugunu gosterecegiz. Bunun igin yapilmasi
gereken tek sey Q(x;t) ve N(x) matrislerinin artik (29) ve (30)° daki gibi degil (36)’

daki gibi tanimlanmasidir. O halde
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Q(0;0) = %fy (A+iANH)~ctc(a —id)~tda (79)

N(0) = %f (A —iA)"'BBT(A +iANH)1dA (80)
Y

yazilabilir. Burada y, tim /’T]’ leri > nin disinda kalacak sekilde ¢evreleyen herhangi bir

pozitif yonlii basit kapali kontiirdiir.
Asagidaki dnermenin gosterdigi gibi (79) ve (80)° deki esitlikler ilgili Lyapunov

denklemlerinin tekil (self adjoint) ¢6ztimleridir.
Q(0;0)A + ATQ(0;0) =CTC (81)
AN(0) + N(0)AT = BBT (82)
Ayrica (36) kullanilarak, (81) ve (82) denklemleri
QU A + AtQ(x; t) = e~ ATHH4AD Lot o mAx—aia?t (83)
AN(x) + N(x)AT = e=A*gBte=4"x (84)
bi¢iminde yazilabilir.
Onerme 2.5. A matrisinin 6z degerlerinden higbirinin tamamen imajiner olmadigin1 ve
A’ nin higbir iki 6z degerinin imajiner eksene gore simetrik olarak yerlestirilmedigini
varsayalim. Benzer olarak, farz edelim ki A; ler (19) ve (21) deki kompleks sabitler
olmak iizere {4;}7X1" ve v }TE4™ ayrik olsun. O halde asagidaki 6zellikler saglanir.

I.  (81) ve (82)’ de verilen matris denklemlerinin her biri tekil ¢oziilebilir.

ii.  Q(0;0) ve N(0) tekil coztimleri self adjoint matrislerdir.

lii. Srasiyla (79) ve (80)’ de verilen Q(0; 0) ve N(0) ¢oziimleri tekil ¢oziimlerdir.

Ispat. i. ve ii. maddelerin ispat1 direkt olarak elde edilebilir. (81) veya (82)’ nin herhangi
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bir ¢6ziimiiniin adjointi ayrica ayni1 denklemin de bir ¢6ziimiidiir. Bu yiizden Q(0; 0) ve
N (0) tekil ¢oziimleri self adjoint olmak zorundadir.

$imdi, (21)” deki tiim 4; lerin C* da olmasi zorunlulugu olmadan (31)’ de tamml1
olan I" (x; t) matrisinin terslenebilir oldugu siirece (35)’ de verilen u(x, t) matrisinin (1)
icin bir ¢6ziim oldugunu gosterecegiz. u(x,t)’ yi biraz farkli ancak esit formda soyle

ifade edebiliriz:
ACGGt) =1+ P(;)TQ(0;0)P(x; )N(0),  P(x;t) := e~2Ax—4iA% (85)
Dikkat edilmelidir ki, I (x; t) terslenebilirdir ancak ve ancak A(x; t) terslenebilir.

Onerme 2.6. (31)’ de tamimli I'(x; t) ile (35)° de taniml1 u(x, t) fonksiyonlar;,  (85)’

de taniml1 A(x; t) fonksiyonlari cinsinden asagidaki gibi yazilabilir.
[ t) = eA™ A(x; e 4™ (86)
u(x,t) = =2BTA(x; £)"1P(x; t)TCT (87)

Ispat. Once (86) esitligini gosterelim. Bunun icin (85) denkleminin dagger (kompleks

eslenik ve transpozu) alinirsa

P(x: t)f — e—ZATx+4i(A'r)2t (88)
olur. (85) deki A(x; t) fonksiyonunda P (x; t) ve P(x;t)" yerine yazilirsa

Algt) =1+ e—ZATx+4i(AT)2tQ(0; 0)9—2Ax—4iA2tN(0) (89)

—Atx

olur. (89) denkleminin her iki tarafi soldan eA™™ jle sagdan e ile ¢arpilirsa

— eAlx (1 + e—2A+x+4i(A’f)2tQ(0; O)e—ZAx—4iA2tN(O)) e—ATx
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eA’fo(x; t)e—A'I'x — eA"'xe—A"'x + e—A’Fx+4i(A’f)2tQ(0; O)e—Ax—4iA2te—AxN(O)e—A’Fx
=+ e—A’fx+4i(A’f)2tQ(0; 0)e—Ax—4iA2te—AxN(0)e—A’Fx
=1+ QN
=I(x;t)
bulunur. Simdi de, (87) esitliginin dogrulugunu gosterelim. (86) denkleminden
=t =eA™A(x; t)"te=4" (90)
elde edilir. (35) denkleminde (90) yerine yazilip, (88) esitliginden faydalanilirsa
u(x,t) = _ZBTe—A*xeA*xA(x; t)—1e—Afxe—A*x+4i(AT)2tC+
— —ZBJFA(x; t)—1e—2A’rx+4i(AT)2tC+
= —2BTA(x;t)"1P(x; t)TCT
elde edilir.

Onerme 2.7. (99 ), (100 ) denklemlerindeki P, PT ve A ifadeleri i¢in asagidaki esitlikler

dogrudur.

QPN = (P Y(A-D) (91)
(AH"IN =NA? (92)
NPTQ = (At —=Dp~! (93)

Ispat. A — I = PTQPN ifadesinin her iki tarafi soldan (P1)~? ile carpilirsa
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(PH~Y(A -1 = (PT)"1PTQPN = QPN

bulunur. (92) esitliginin sol tarafi i¢in (99) denkleminin tersi alinirsa

ATt =14+ NTIPTIQTH(PT) !

elde edilir. (94) denkleminin kompleks eslenik ve transpozu alinirsa

(At =1+ P Y(PH)"IN?

bulunur. (95) denkleminde her iki taraf sagdan N ile garpilirsa

AN IN=U+P QY (P IN"VY)N =N +P1Q (P

olur. (92) esitliginin sag tarafi i¢in (94) denklemi soldan N ile ¢arpilirsa

NA™' = N(I + N'P~1Q-1(PT)"1) = N + P~1Q-1(PT) !

elde edilir. O halde (96) ve (97) denklemlerinin esit oldugu agiktir. Yani

(ADHIN=NA"?

olur. (99) denkleminin kompleks eslenik ve transpozu alinirsa

At =1+ NPTQP

elde edilir. (98) ifadesi (93) esitliginde yerine yazilirsa

NPTQ = (I + NPTQP —DP~' = NP1Q

elde edilir.
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Teorem 2.7. A matrisinin 6z degerlerinden higbirinin tamamen imajiner olmadigini ve A’
nin higbir iki 6z degerinin imajiner eksene gore simetrik olarak yerlestirilmedigini
varsayalim. Benzer olarak, farz edelim ki 4; ler (19) ve (21)’ deki kompleks sabitler
olmak iizere {4;}T4" ve {1, }7X4™ ayrik olsun. O halde (35)" deki veya bununla ayni (78)
ve (87) denklemlerinden herhangi birindeki u(x,t) ifadesi, (31)’ deki I'(x;t) veya
(85)” deki A(x;t) matrislerinin terslenebilir oldugu xt- diizleminin herhangi bir

bolgesinde (1) icin bir ¢dziimdiir.
Ispat. (35) denkleminin (1) denklemini sagladigin1 gosterebilmek igin 6nce (1)’ deki
her bir terimi ayr1 ayr1 hesaplayalim. Sirasiyla u(x,t), A(x;t), P(x;t), Q(0,0), N(0)

yerine u, 4, P, Q, N kullanalim. Burada QT = Q ve Nt = N’ dir ve P terslenebilirdir. O
halde asagidaki esitlikler yazilabilir:

A=1+4+PTQPN, (A™Y),=-A"'A,A"Y, P, =—4iA’P, AP =PA (99)

P, =—-24P, PN =-24'Pt, (), = —A"14,47", P =4i4ah)?pt,

(100)
A, = P,YQPN + PTQ PN, A1 =N"1(ADIN, (A)"1=NA"IN"T
(87) denkleminde t’ ye gore tiirev alinirsa
u, = —2B[ A, 7Pt + 471 T Ct
bulunur.
(A)™Y = —A"Y(=24TPTQPN — 2PTQAPN)A™?
= 2A71ATPTQPNA™Y + 2A71PTQAPNA™? (101)

oldugundan (99) ve (101)’ den

up = —2BT[—A71 A, A7TPT + A7 24i(AN)2PTCT
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elde edilir.
u, = 2B [—-A"1(PYQPN + PTQ P.N)A~PT + A~ 14i(AT)2PT]CT
= —2BT[-A71(4i(A")?PTQPN — PTQ4iA’PN)A™ + A~t4i(AN)2]PTCT
= —8iBTA™[—(A")2PTQPN + PTQA?PN + (A")2A]A~1PTCT
= —8iBTA 1 [—(A")2(A —I) + PTQA?PN + (41)2A]A~1PTCT
= —8iBTA Y [—(A")2A + (AT)? + PTQA?PN + (A1)2A]A~1PTCt
olur. Son esitligin her iki tarafi i ile ¢arpilirsa
iu, = 8BTA™1[(AT)% + PTQA%2PN]|A~LPTCT (102)

elde edilir. Simdi de u,,, terimini hesaplayalim. (87) denkleminde x’ e gore tiirev alinirsa
(100)’ den

u, = 2BTA7 A, A7 + 2AT]PTCT
= 2BTA YA, + 24TA]1A PTCT
elde edilir.
A, = P,"QPN + P1QP,N = —2ATPTQPN — 2PTQAPN (103)
oldugundan
u, = 2BTA™Y[—-2ATPTQPN — 2PTQAPN + 2A4TA]A-tPTCT
= 4BTA~1[-ATPTQPN — PTQAPN + AT(I + PTQPN)]A~PTCT
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u, = 4BTA71[AT — PTQAPN ]A~1PTCT (104)
bulunur. (104) denkleminde tekrar x’ e gore tiirev alinirsa

Uy = 4BT A, 71 [AT — PTQAPN JA-1PTCY
+4BT A~ [-P.'QAPN — P1QAP,N]A~ Pt CY
+4BtA~[AT — PTQAPN ] A, PTCT
+4BTA~[AT — PTQAPN ]A~1R,TCt

olur. (101)’ den faydalanilirsa

Upy = 4BT(2A7TATPTQPNA™Y + 2A71PTQAPNA™Y ) (AT — PTQAPN )A™1PTCT
+4BTAY(2ATPTQAPN + 2PTQA%2PN)APTCT + 4BTA~1(AT
—PTQAPN)(2A7*ATPTQPNA™Y + 2A7*PTQAPNAY)PTCT + 4BTA~1 (AT
—PTQAPNYA™Y(—24T)PTCT

= 8BTA Y (ATPTQPNA~1AT — ATPTQPNA~'PTQAPN + PTQAPN A 1AT
—PTQAPNA=*PTQAPNYA~PTCT + 8BTA~1(ATPTQAPN
+PTQA?PNYA~'PTCT + 8BTA~Y(ATA~TATPTQPN + ATA"'PTQAPN
—PTQAPNA=*ATPTQPN — PTQAPNA~PTQAPN)A~PTCT
+8BTA~Y(—ATA"YATA + PTQAPNATTATA)ATIPTCT

elde edilir. A — I = PTQPN oldugundan

Uy = 8BTAT[(AN)2—ATA AT — ATPTQAPN + ATA=1PTQAPN + PTQAPNA~ AT
—PTQAPNA*PTQAPN + ATPTQAPN + PTQA?PN + ATAT1ATA—-ATA71AT
+ATA7'PTQAPN — PTQAPNA™*ATA + PTQAPNAAT
—PTQAPNA™*PTQAPN — ATA7*ATA + PTQAPNA™1ATA]ATPTCT

=8BTA1[(AT)? — 2ATA71AT + PTQA?PN + 2ATA~1PTQAPN
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+2PTQAPNA™TAT — 2PTQAPNA~PTQAPN]A-PTCT (105)

elde edilir. Simdi de 2|u|?u ifadesini hesaplayalim. Bunun i¢in (87) denkleminin

kompleks eslenik ve transpozu alinirsa
u(x, )t = =2CP(x; t)(A(x; )" )TB (106)
elde edilir. (106) ve (87) ifadeleri yerine yazilirsa
2uutu = 2[-2BTA=tPTCT|[-2CP(A~Y)TB][-2BTA~1PTCT]
= —16[BTA~IPTCTCP(A~)TBBTA~1PT(CT]
bulunur. (29), (30) ve (38) kullanilarak
2uutu = —16[BTA1(QA + ATQ)P(A™H)T(AN + NAT)A~1PTCT]
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
2uutu = —16[BTA™1PTQAP(A™)TANAPTCT
+BTATIPTQAP(A")TNATATIPTCT + BT A=tPTATQP(A")TANA— PTCT

+BTATIPTATQP(A™Y)TNATATIPTCT)

= —16BTA Y [PTQAP(AT)YAN + PTQAP(AT)"INAT + PTATQP(AT)*AN
+PtATQP(AY)INAT|A-PTCY (107)

olur. Sonug olarak, (102), (105) ve (107) ifadeleri toplanirsa

iUy + Uy + 2uuu = 8BTA™[(AN)2 + PTQA2PN]A~IPTCT + 8BTA~L[(AT)?
—2ATA7TAT + PTQA?PN + 2ATA='PTQAPN + 2PTQAPNA AT
—2PTQAPNA~*PTQAPN]A~IPTCT
—16BTA Y [PTQAP(AT)"YAN + PTQAP(AT)"INAT
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+PTATQP(AT)"TAN + PTATQP(AT)'NAT|ATIPTCT

Uy + Uy, + 2uutu = 8BTA™[2(41)% + 2PTQA?PN — 24T A~ 14T
+2ATA"1PTQAPN + 2PTQAPNA AT
—2PTQAPNA=1PTQAPN]A~ PTCt
—16BTA Y [PTQAP(AT) AN + PTQAP(AT)"INAT
+PTATQP(AT)"TAN + PTATQP(AT)'NAT|ATIPTCT

bulunur. Son esitlikte (91) , (92), (93), (100)’ den faydalanilirsa

iUy + Uyy + 2uutu = 16BTA[(AT)2 + PTQA2PN — ATATTAT + ATA"TPTQAPN
+PTQAPNA~'AT — PTQAPNA™*PTQAPN — PTQAP(AT)"1AN
—PTQAP(AT)"INAT — PTATQP(AT) AN
—PTATQP(AT)"INAT|A PTCT

= 16BTA[(AT)? + PTQA’PN — ATA™1AT + ATA~1PTQAPN
—PTQAPNA=*PTQAPN — PTQAPN(AT)"1AN
—PTATQP(AT)"YAN — PTATQP(AT)INAT|A- PTCT

= 16BTA[(AT)? + PTQA’PN — ATA7TAT + ATA"1PTQAPN
—PYQAPNA~*PTQAPN — PTQAPN(AT)"1AN
—PTATQP(AT)"YAN — PTATQPNA™1AT|A~1PTCT

= 16BTA71[(AT)? + PTQA?PN — ATA™1AT + ATA=TPTQAPN
—PYQAPNA=*PTQAPN — PTQAPN(AT)"1AN
—PTATQP(AT)*AN — PTAT(PT)1 (A — DATAT]ATIPTCT

= 16BTA71[(AT)? + PTQA?PN — ATA71AT + ATA=TPTQAPN
—PTQAPNA~*PTQAPN — PTQAPN(AT)1AN
—PTATQP(AT)"*AN — PTAT(PT)71AT
+PTAT(PT)"1 A1 AT|ATI PTCT
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iUy + Uyy + 2uutu = 16BTA7[(AT)2 + PTQA2PN — ATATTAT + ATA™IPTQAPN
—PtQAPNA*PTQAPN — PTQAPN(AT)1AN
—PTATQP(AT)"TAN — (AT)? + ATAT1AT]ATTPTCH

= 16BTA"[PTQA?PN + ATA~'PTQAPN
—PtQAPNA'PTQAPN — PTQAP(AT) AN
—PTATQP(AT) *AN]ATIPTCT

= 16BTA™1[PTQA?PN + ATA"1PTQAPN
—PtQAP(AN)INPTQAPN — PTQAP(AN)"1AN
—PTATQP(AT)"TAN]A~IPTCT

= 16BTA"[PTQA?PN + ATA"'PTQAPN
—PTQAP(AN)™1(AT — DP™TPAN — PTQAP(AT)"1AN
—PTATQP(AT)*AN]ATIPTCT

= 16BTA"[PTQA?PN + ATA"*PTQAPN
—PTQA?PN + PTQAP(AT)"TAN — PTQAP(AT)1AN
—PTATQP(AT)*AN]A-LPTCT

= 16BTA Y [ATA7'PTQPAN — ATPTQP(AT)1AN]A~ PTCT

= 16BTA[ATN 1 (AT)"INPTQPAN
—ATPTQPNA™INt AN]A~IPTCT

= 16BTAT[ATN 1 (AT)"1(AT — HP~1PAN
—AT(A—DAIN"L ANJA PTCT

= 16BTAT[ATN AN — ATN~1(AT)1AN
—ATN"T AN + ATA7IN"T AN]ATIPTCT

= 16BTAT[ATN AN — ATN"'N A~'N~1AN
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—ATN"Y AN + ATAIN"TAN]ATIPTCT

= 16BTA [ATN1AN — AT A"IN"1AN
—ATN~Y AN + AYA"*N~AN]A~ PTCT

iUy + Uy + 2uufu =0
elde edilir. Boylece (1) denkleminin saglandig1 gosterilmis olur.

Teorem 2.8. A matrisinin 6z degerlerinden hicbirinin tamamen imajiner olmadigini ve A
nin hicbir iki 6z degerinin imajiner eksene gore simetrik olarak yerlestirilmedigini
varsayalim. Benzer olarak, farz edelim ki A; ler (19) ve (21)’ deki kompleks sabitler
olmak iizere {4;}7X4" ve {4,}J:4" ayrik olsun. O halde, (85)" deki A(x;t) matrisi veya
buna es olan (31)’ deki I"(x; t) matrisinin terslenebilir oldugu xt- diizleminin herhangi

bir bélgesinde (35)’ de verilen u(x, t) ¢éziimii (63)’ i saglar ve

2 or (x; 8 [ddetl (x; t)/0

G0 = [ e =20 - (108
2 2A(x; 0 [ddetA(x; t)/0

el =[5 0 S = PR (109)

yazilabilir.

Ispat. Smasiyla u(x,t), A(x;t), P(x;t), Q(0,0), N(0) lar yerine
u, A, P, Q, N kullanalim. (66) ifadesinden yararlanilirsa

tr[[ 0] = 2tr[-A — AT + (')A + AT (110)
elde edilir. (103) ve (100) esitliklerinden

tr[A~1A,] = tr[A"2(B,TQPN + P1QP,N)]
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tr[A71A,] = tr[A"1(=2ATPTQPN + PTQ(—2A)PN]
= —2tr[A"*ATPTQPN + A~1P1QAPN]
bulunur. A — I = PYQPN esitligi ve trace dzelligi kullanilarak

tr[A=14,] = -2 [tr[A—lAT(A - D]+ tr[NA‘lPTQPA]]

= -2 [tr[A*(A — DA + tr[(AT)—lNP+QPA]]
elde edilir. (93) esitliginden faydalanilarak
tr[A71A,] = =2[tr[AT — ATA7Y] + tr[(AT) "2 (AT — HP~1PA]]
= 2tr[-A — AT + (AD) 714 + A71AT]
veya
tr[A714,] = 2 [tr[—A — AN + tr[A 1AM + tr[(AT)-lA]]
elde edilir. (86) esitliginden
tr[l'] = tr[eATx/le‘ATx] = tr[/le‘AereA*x] = tr[A]
oldugu aciktir. O halde
tr[I'] = tr[A]
elde edilir. Oyleyse

tr[A™Y] = tr[I 1] = tr[A7*AT] = tr[~1AT]
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bulunur.
2 [tr[—A — AT + tr[1At] + tr[(rT)-lA]] = tr[[~1L]
ve boylece
tr[I~1r,] = tr[A1A,] (111)
elde edilir. (66) ve (69)’ dan yararlamlarak tr[I'~1I}] icin x’ e gore tiirev alinirsa
tr[[~'I ], = 2tc[ (Pt~ A+ 7%, AT]
yazilir. (56) esitligi ve I,T = N,Q + NQ, oldugu kullanilirsa
M=, =-rH7LrahH™
= =M (N,Q + N H(UI')™?
= —(I')™(—ANQ — 2NATQ — NQA)(I')™*
veya
rH =@ HTTANQUIN T + 28D TINATQUI) T+ (FHTINQA(I T (112)
elde edilir. Ayn1 sekilde (56) ve I, = QN + QN,, esitligi kullanilarak
=1, = —I"1(QcN + QNI
bulunur. Burada (38) esitliklerinden

r-t,=—-r-%(—ATQN — 2QAN — QNAHI1
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veya

', =r—'"AT"QNr-*+ 2r—'QANr-* + r-'QNAtr-1 (113)

elde edilir. O halde

tr[[ L], = 2tr[(PT)TANQ(Ir'"H) 1A+ 2(Ir'")"INATQ(Ir'") 4
+(I'H™INQA(Ir YA + r*ATQNIr—*At + 2r-*QANr-'At
+I1QNATr—1AT]

yazilir. Burada I't — I = NQ ve I' — I = QN dir.

tr[F 1], = 2tr[(F1)~14%2 — (r"H)~tA(rtH 4+ 2(r’)~'NATQ(r"H -4
+AUINHIA— (THTTATT) YA + T1ATAT — r=1ATr AT
+2I YQANT AT + ATF71AT — 71ATT~14T)

(39) esitlikleri ve matrisin izi 6zelliginden

tr[[ 7], = 2tr[2(F1) 7142 — 2(I) YA(rH) 1A+ 2r1ATAT — 2r=1ATr-1A"
+4Ir"1QANT ~1AT]

veya

tr[[ 7], = 4tr[F~1(AN)2 + (r")~142 — r=1ATr—1AT — (rHy=tA(rh-14
+ 2I'"1QANI—tAT] (114)

elde edilir. (35) denkleminin kompleks eslenik ve transpozu alinirsa
ut(x;t) = —2Ce=Ax~4iA*t(rT)~1g-4xp

bulunur.
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uut = 4B+e—ATxF—1e—A’fx+4i(A’f)2tC+Ce—Ax—4i(A)2t(F+)—1e—AxB
_ 4tr[B+e—A*xr—1e—A’fx+4i(A+)2tC+Ce—Ax—4i(A)2t(1~+)—1e—AxB]
— 4tr[e—AxBBfe—A’fxp—1e—A+x+4i(A’f)2tCTCe—Ax—4i(A)2t(r+)—1]
(38) esitliklerinden
uut = 4tr[(=AN — NADI 1 (-ATQ — QA)(Ir'H) 1]
veya
uut = |u|? = 4tr[(AN + NADI1(QA + ATQ)(r"H-1] (115)
elde edilir.

Ornek 1.

A, B, C tg¢li matrisini

a=f 9) o=[l]. = -

seklinde secelim. O halde

AT=[(2) _01], Bt=[1 1], CT=[_11]

olur. Buradan

. —16it—4
p= e—Ax—4LA2t —|e bit—4x 0
0 e—4it+2x
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pt = g—Atx+ai(ahH?t _ [816lt_4x 0

0 e4it+2x

ve (81) ve (82) esitliklerinden

ol L

Q(0,0) = 41 . N() =

seklinde elde edilir. (85) esitligi kullanilarak

A t) =1+ P(x;6)TQ(0; 0)P(x; )N (0)

-8 -8
[1 _ pl2it-2x 4 e ™ 1612it—2x + e ™ 1
_| 16 2 4 |

= 4 4
[_le—mt—u _ ﬂ 1 — g—12it-2x 4 ﬁJ

4 2 4

olur. Boylece
4x

__—12it-2x 4, €
1—e + 7

11 = —8x —4x 4x
_ o—12it—2x _ p12it-2x 4 € 8le €
1—e e + 16 + 64 + 7
_%elzit—Zx + e:fx
a1 = 8x 8le—4x 4x
_ o—12it-2x _ p12it-2x 4 € e e
1—e e + 16 + 64 + 7
19—12it—2x n ﬁ
az1 = 4 8% 8le—4x 4x
_ o—12it-2x _ p12it—2x 4 € e e
1—e e + 16 + 64 + 7
1 — plzit-2x 4 e %
A, = oita oita 9—8356 8le—4x p4x
—_ - Ilt—24x __ Iit—242Xx —_
1—e e + 16 + 64 + 7
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olmak lizere

_ ajp Qg2
A 1(x; B = [a21 azz]

bulunur. O halde (1) denkleminin agik ¢oziimii

u(x, t) = =2BTA 1 (x; t)PTCt

8e2(8it+x)(9 + 16e8x _ 3666(2it+x) _ 1682(6it+x))
= 4el2it _ g4p6% + 16elz(it+x) + 8164(3it+x) _ 6486(4it+x) + 64e12it+8x

elde edilir. t = 0 igin

0) = 8e2¥(9 — 16e%* — 36e%* + 16e8¥)
w6 0) = 4 g Te — 128¢6% + 64¢5% + 16612

bulunur. Grafigi Sekil 3. te gosterilmistir.
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Sekil 3. |u(x, 0)| gosterimi
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t = 0.11i¢in
Pay = 882((0.1+0.8i)+x)(9 + 16e8% — 36e6((0.1+0.20)+x) _ 1662((0.1+0.6i)+x))

Payda = (1.44943 + 3.72816i) — 64e5* + 16¢12((01+0.10)+x) 4 g1 4((0.1+030)+x)

_6486((0.1+0.4i)+x) + 646(0.1+1.2i)+8x)
olmak tizere

u(x,0.1) = Pay/Payda bulunur. Grafigi Sekil 4. te gosterilmistir.

-4 . . o | :" 4
Sekil 4. |u(x, 0.1)| gosterimi

t = 0.2 i¢cin
Pay = 862((0.1+1.6i)+x)(9 + 16e8% — 366((0.1+0.4D)+x) _ 1692((0.1+1.2i)+x))

Payda = (—2.94957 + 2.70185() — 64e5* + 1612((01+020+x) 1 g14((0.1+060)+x)

_6486((0.1+0.8i)+x) + 649(0.1+2.4i)+8x)
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olmak lizere

u(x,0.2) = Pay/Payda bulunur. Grafigi Sekil 5. te gosterilmistir.
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Sekil 5. |u(x, 0.2)| gosterimi
t = 0.3 i¢cin

Pay = 882((0.1+2.4i)+x)(9 + 16e8% — 36e6((0.1+0.6D)+x) _ 1662((0.1+1.8i)+x))

Payda = (—3.58703 — 1.77008i) — 64e* + 1612((0:1+030+x) 1. g14((0:1+0.90+)

—64e6((01+1.20)+x) | 646(0.1+3.6i)+8x)

olmak tzere

u(x, 0.3) = Pay/Payda bulunur. Grafigi Sekil 6. da gosterilmistir.
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Sekil 6. |u(x, 0.3)| gosterimi
t = 0.4 igin
Pay = 862((0.1+3.2i)+x)(9 + 16e8% — 366((0.1+0.8)+x) _ 1682((0.1+2.4i)+x))

Payda = (0.349996 — 3.984661) — 64e%* + 16¢12((01+0:40+x) | g1p4((01+120)+x)

—646((0.1+1.60)+x) 4 649(0.1+4.8i)+8x)

olmak lizere

u(x, 0.4) = Pay/Payda bulunur. Grafigi Sekil 7. de gosterilmistir.
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Sekil 7. |u(x, 0.4)| gosterimi
t = 0.5 igin

Pay = 882((0.1+0.4i)+x)(9 + 16e8% — 36e6((0.1+0.1)+x) _ 1662((0.1+O.3i)+x))

Payda = (3.84068 — 1.117766i) — 64e%* + 16¢12((01+050+) 4 g1 o#((01+150+%)

—646((01+0.20)+x) | 646(0.1+0.6i)+8x)

olmak tlzere

u(x,0.5) = Pay/Payda bulunur. Grafigi Sekil 8. de gosterilmistir.
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-4

Sekil 8. |u(x, 0.5)| gosterimi

59



3. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda sirasiyla
1. Lineer olmayan Schrédinger denkleminin kesin ¢6ziimii elde edilmistir. Bunun
icin Ustel matrislerden faydalanilmigtir.

2. Kullanilan yontem genellestirilmistir.
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4. ONERILER

Bu ¢alismada kullanilan yontem bazi diger lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel

denklemlere de uygulanabilir.
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