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OZET

STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE
KARARLILIK VE SINIRLILIK

OKTAN, Zozan
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Subat 2021, 84 sayfa

Bu tez, on boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, ilk olarak stokastik
diferansiyel denklemlerin ortaya ¢ikis siireci, uygulamadaki yeri ve Onemi
belirtildi. Daha sonradan ise, stokastik diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
kararlilik ve siirlilik vb. davraniglariyla ilgili literatiirde yapilmis olan bazi
calismalar 6zetlendi. Ikinci boliimde ise, bu tezde kullanilacak olan materyal ve
yontem belirtildi. Benzer bi¢imde fiigiincii boliimde ise, ele alinan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin stokastik kararliligi, smrlili@ vb. davraniglart
incelemek i¢in kullanilacak yontem, bazi temel tanimlar, teoremler, lemmalar,
vb. verildi. Tezin besinci, altinc1 ve yedinci boliimlerinde, literatiirde yer alan
farkli bicimdeki lineer olmayan ikinci mertebeden gecikmeli stokastik
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararlilik, sinirlilik vb. bazi ¢alismalar
verildi. Bu calismadaki sonuglar uygun Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelleri
yardimiyla ispatlanmigtir. Tezin sekiz, dokuzuncu ve onuncu béliimlerinde, yine
literatirde yer alan farkli bigimdeki lineer olmayan {iglinci mertebeden
gecikmeli stokastik diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararlilik, sinirlilik
vb. bazi ¢aligmalar verildi. Bu ¢alismadaki sonuglar uygun Lyapunov-Krasovskii
fonksiyonelleri yardimiyla ispatlanmigtir. Son béliimiinde ise, bu tezde
yaptigimiz ¢alismalara iligkin tartisma ve sonug¢ kismini igermektedir. Bu tez

orijinal bir sonu¢ icermemektedir.

Anahtar kelimeler: Gecikmeli stokastik diferansiyel denklemler, Ito
formiilii, Kararlilikk ve smirlilik, Lineer olmayan stokastik diferansiyel

denklemler, Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli.






ABSTRACT

STABILITY AND BOUNDEDNESS
IN STOCHASTICDIFFERENTIAL EQUATIONS

OKTAN, Zozan
M.Sc, Thesis, Department of Mathematic
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
February 2021,84 pages

This thesis includes ten chapters. In the first chapter, at the beginning
some historical information about stochastic differential equations, roles of that
equations in scientific applications and their importance are given. Afterwards,
we summarized some works on the stability, boundedness, etc., behaviors of
solutions of certain stochastic differential equations, which are available in the
literature. In the second chapter, the material and method to be used in this thesis
were presented. Similarly, in the third chapter of this thesis, some basic
definitions, theorems, lemmas, etc., are given such that they are used to
investigate the stability, boundedness, ect., of solutions of stochastic differential
equations considered in the thesis. In the fifth, sixth and seventh chapters of this
thesis, we gave some result on the stability, boundedness and so on of solutions
of various non-linear stochastic differential equations of second order with
delay, which can be available in the literature are given. The stability,
boundedness, etc., results of this thesis have been proved by using Lyapunov-
Krasovskii functionals. In the eighth, ninth and tenth chapters of this thesis, we
gave some result on the stability, boundedness and so on of solutions of various
non-linear stochastic differential equations of third order with delay, which can
be available in the literature are given. The stability, boundedness, etc., results of
this thesis have been proved by using Lyapunov-Krasovskii functionals. In the
last chapter, which is the final chapter of the thesis, a short conclusion related to

the subject of the thesis is given. This thesis does not contain an original result.



Keywords: Delayed stochastic differential equations, Ito formula,
Stability and boundedness, Non-linear stochastic differential equations,

Lyapunov-Krasovskii functional.
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Bu c¢alismada Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelleri ve Ito formiiliinden
faydalanilarak belli formda lineer olmayan ikinci ve ftgiincii mertebeden
gecikmeli stokastik diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerin kararliligi ve sinirliligi
incelenmektedir. Literatiirde tez konusu ile ilgili yapilan bazi c¢aligmalar
detaylariyla birlikte verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte

sunulmustur.

Simgeler Agciklama

R Reel sayilar

R* Negatif olmayan reel sayilar
B Beta

7 Phi

¢ Phi

v Ni

U Mii

p Ro

Y Psi

y Gama

n Eta

0 Teta

) Delta

d Kismi tiirev

Q Ornek uzay1

P(X) Olasilik 6l¢iisii

(Q,F,P) Tam olasilik uzay1

X(t) Stokastik stire¢

X(t;) Xsiirecinint;anindaki degeri
w(t) Wiener siireci ya da Brownian hareketi
E(X) X rassal degiskeninin beklenen degeri






1.GIRIS

Birgok bilim alaninda sistemleri modellerken adi diferansiyel denklemlere
ihtiya¢ duyulmaktadir. Ancak bu modellerde dis etkenlerin rassalligi veya
parametrelerin degiskenligi ¢ogu zaman goz ardi edilmektedir. Eger adi diferansiyel
denklemlere rassalliga karsilik gelen bir ifade eklenirse stokastik diferansiyel
denkleminin elde edildigi goriiliir. Bu rassallik ilk olarak 1827 yilinda Robert Brown
tarafindan, su tizerinde yiizen polenlerin rasgele hareketlerinin gézlemlenmesiyle ortaya
cikmustir. Bu sebeple bu ifadeye Brown hareketi denilmistir. Bugiin bu hareket bir¢ok
bilim dalinda kullanilmaktadir. Ornegin, bu hareketler 1s1 transferinde, borsa
hareketlerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Brown hareketi tanim geregi diferansiyellenemez
oldugu icin stokastik diferansiyel denklemlerin integral formu galisilmistir. Stokastik
diferansiyel denklemlerin  analitik ¢oziimleri normal analiz  yontemleriyle
bulunamamaktadir. Japon matematik¢i Kyoshi Ito 1951 yilinda ‘Ito lemmasini
tanimlayarak stokastik analize biiyiik bir katki1 saglamistir. Bu lemma yardimi ile birgok
stokastik diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii bulunabilmektedir.

Giinliik hayatimizda gecikme her zaman karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin sekerin
veya tuzun suda erimesi her zaman ayni hizla olmaz. Baglangicta seker veya tuz suda
daha hizli erir. Doyuma ulagsma evresinde erime hizi baglangica gore daha yavaslar. Bu
tiir bir fiziksel olay gecikmeli diferansiyel denklem olarak modellenmektedir (Driver,
1977). Ayrica, fiziksel bir sisteme disaridan etkide bulundugunda tepkinin olugsmasi igin
kisa da olsa bir siireye ihtiya¢ vardir. Yine bir hastanin ilaci alir almaz iyilesmedigi,
tedaviye bir siire sonra cevap vermesi gecikmeye Ornektir. Gergekei bir model kurmak
icin sistemdeki gecikmelerin modele yansitilmasi gerekmektedir. Fakat bazi durumlarda
modeli kurarken stokastik diferansiyel denklemlerin de yetersiz kaldig1 goériilmektedir.
Ornegin finans sektorii ele alinirsa, piyasadaki parametreler rastgele davrandigi icin
tiiccarlar piyasa hareketlerini dngormek ve yatirimlarini yapmadan 6nce riskleri tahmin
etmek ister. Bu sebeple, mevcut gecmis pazar bilgilerini kullanirlar ve baz istatistiksel
cikarimlar yaparlar. Bu gecmis veriler, gelecekteki piyasa hareketlerini anlamak i¢in
kullanilan stokastik diferansiyel denklem modellerine eklenerek gecikmeli stokastik

diferansiyel denklemlerin elde edildigi goriiliir (Orucova Biiyiikoz, 2018).



Son yillarda gecikmeli ve gecikmesiz stokastik diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin niteliksel 6zellikleri bir¢ok bilim adami tarafindan incelenmis olup halen
incelemeler yaygin bir bigimde silirdiirmektedir. Bu caligmalar sirasinda ¢dziimlerin
niteliksel davranislarini belirlemek i¢in Lyapunov fonksiyonlari, Lyapunov-Krasovskii
fonksiyonelleri, Ito formiilii, vb. birer temel arag olarak kullanilmaktadir. Ancak lineer
olmayan diferansiyel denklemler ve gecikmeli diferansiyel denklemler igin uygun
fonksiyon veya fonksiyonellerin insaasi halen ilgili literatiirde acik bir problem olarak

kalmaktadir. Bu husus mevcut tezde ele alinmaktadir.



2. KAYNAK BILDIiRISLERI

flgili matematik literatiiriine yapilan incelemelerde ikinci ve iigiincii mertebeden
lineer olmayan belli formdaki gecikmeli stokastik diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin varhigi, kararliligi, diizgiin kararliligi, asimptotik kararliligi, sinirlihigiyla
ilgili ¢alismalardan bir kismi asagidaki sekilde 6zetlenebilir. Ogundare ve Afuwape
(2014) ve Tung (2014), sirastyla asagidaki lineer olmayan ikinci mertebeden

X'+ fO)x" + gx) = p(t,x,x)
ve
x +c(t,x,x)+qt)b(x) = f(t)
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin sinirlilik ve kararlilik 6zellikleri hakkinda bazi

sonuclar1 Lyapunov’un ikinci metodu yardimiyla elde ettiler.

Ademola (2015), ikinci mertebeden lineer olmayan
[ e()x' (O] + g (£,2(5), x'(©)) x'(€) + () (x())
= p(t,x(0,x®)
diferansiyel denklemini ele aldi. Verilen denklemde p (t,x(t),x'(t)) =0 olmasi

durumunda ¢oziimlerin kararliligint ve p(t,x(t),x'(t)) # 0 icin ise, ¢Oziimlerin

siirliligy icin yeter sartlar elde etti. S6z konusu sonuglarin ispatlanmasinda uygun bir
Lyapunov fonksiyonu tanimlanarak ispatlar yapildi.

Abou-EI-Ela ve ark. (2015), asagidaki ti¢iincli mertebeden

x"(6) + ax (&) + bx'(t) + cx(t) + ox(Hw'(©) = p (£,x(), %' (£), x"(1) )
stokastik diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin diizgiin stokastik sinirligini ve sifir
¢oziimiiniinstokastik asimptotik kararliligini inceledi.

Abou-EI-Ela ve ark. (2015), sirasiyla asagidaki ikinci mertebeden sabit gecikmeli
x'(t) +ax'(t) + bx(t — 1) + ox(Hw'(t) = 0,
x' M) +ax (@) +fxt—))+ox(t—1w'(t) =0

ve



x"(t) + g(x'(t)) + bx(t — 1) + ox(t)w (t)
= p(t, x(t),x'(t), x(t — 1))
Stokastik diferansiyel denklemlerinin ¢oziimlerinin kararli ve sinirli olmasi igin yeter
sartlar olusturdu.
Abou-EI-Ela ve ark. (2015), iiglincii mertebeden sabit gecikmeli
x"(t) + a;x"(6) + g1 (x (€ = 1. (O)) + fi(x(0)) + oyx(D)w () = 0,

x"(6) + axx () + (e (O)x'(©) + f5(x(t = 15(D))) + 0px(t — h(D)w () = 0
stokastik diferansiyel denklemlerin sifir ¢oziimlerinin asimptotik kararliligini inceledi.
Ademola ve ark. (2016), asagida verilen ikinci mertebeden lineer olmayan degisken

gecikmeli
x"'() + p(O)f (x(t),x(t — (), x'(®),x(t - T(t))) +g(x(t— (D)
= p(t,x(),x®)

diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin diizgiin stokastik kararliligini ve niteliksel
davranislara ait yeni sonuglar verdi.

Ademola ve ark. (2016), lineer olmayan ikinci mertebeden
x'(6) + g (2(£), X)) x'(0) + f(x(©)) + ox(D)w'(©)
=p (£x(©,x®)

stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin kararlilik ve sinirliliklart {izerinde bazi
sartlar iceren birtakim ¢aligsmalar yapti.
Abou-El-Ela ve ark. (2017), asagida verilen ikinci mertebeden sabit gecikmeli

x"(©) +a@®)x'®) + b(Of(x(t—7)) + g(t,x)w'(t) =0
stokastik diferansiyel denklemini ele aldi. Burada uygun bir Lyapunov-Krasovskii
fonksiyoneli olusturarak bu denklemin sifir ¢oziimiiniin asimptotik kararli olmasini

saglayan yeter sartlar olusturdu ve konu ile ilgili bir 6rnek verdi.

Ademola (2017), asagidaki li¢lincli mertebeden gecikmeli
x"(8) + ax (&) + bx'(t) + D (x(t = 1) + ox(Ow (6) = p (£ x(6), x' (1), x"(©))

stokastik diferansiyel denklemin ¢éztimlerinin sinirlilik ve kararliligini inceledi.



Mahmoud ve Tung (2018), asagida verilen {igiincli mertebeden sabit gecikmeli

2"+ f (x'®)x"© + g (x'(t = 1) + O(x(t = 1)) + ox(D)w () = 0

stokastik diferansiyel denklemin iele aldi. Uygun bir Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli
yardimiyla bu denklemin sifir ¢oziimiiniin asimptotik kararliligiyla ilgili bir teorem
ispatladi ve ispatlanan sonucun dogrulanmasiyla ilgili olarak bir 6rnek verdi.

Ademola ve ark. (2019), lineer olmayan ikinci mertebeden gecikmeli
x'(0) +pOf (x(0,x'®) x'©) + gx(t - 1) + ox (Do (©)

= p(t, x(t),x'(t), x(t — 1))
stokastik diferansiyel denklemini ele aldi. Bu denklemin ¢éziimlerinin asimptotik
kararlillk ve smirlilik sonuglarmin ispatlart uygun bir Lyapunov- Krasovskii
Tung (2019), ikinci mertebeden sabit gecikmeli lineer olmayan
d*x dx\ dx

> +a(Of (1.75) ==+ bo(©g0(0)

+ Y7, bi(0)g;(x(t — 1)) + 9(t, D)w'(©) =0, (j = 0,1,2, ..., m)
stokastik diferansiyel denklemini ele alip, bu denklemin sifir ¢oziimiiniin stokastik
asimptotik kararliligimn1 uygun bir Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli olusturarak bu
denklemin ¢oziimlerin niteliksel davranisiyla ilgili verilen sonuglar1 ele aldi ve bu
konuyla ilgili bir 6rnek verdi.
Mahmoud ve Tung (2019), asagida verilen lineer olmayan iigiincii mertebeden sabit ve

degisken gecikmeli

x"(0) +ax"(t) + p(x'(t — () + Y(x(t = r(t)) + ox(t — h)w'(t) = 0
stokastik diferansiyel denklemini ele aldi. Burada uygun bir Lyapunov-Krasovskii
fonksiyoneli olusturarak bu denklemin sifir ¢oziimiiniin stokastik asimptotik kararli
olmasini saglayan yeter kosullar olusturdu ve konu ile ilgili bir 6rnek verdi.

Mahmoud ve Tung (2020), ii¢iincli mertebeden lineer olmayan gecikmeli
x"(®) + @0, x)x"+ G(x'(t —7)) + F(x(t = 7)) + ox(t — 11(1))w'(£)
=p(6x(®,x'©,x'®)



stokastik bir diferansiyel denklem igin ¢ozlimlerin stokastik iistel kararlilik ve
simirliligint inceledi. S6z konusu sonuglarin ispatlanmasinda uygun bir Lyapunov-
Krasovskii fonksiyoneli tanimlanarak ispati1 yapildi ve konuyla ilgili bir 6rnek verildi.

Tez konusuyla ilgili literatiirde ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalar i¢in
Arnold (1974), Oksendal (2000), Jedrzejewski (2000), lvanov ve ark. (2003), Cahlon ve
Schmidt(2004),Yenigerioglu (2007), Ogundare ve Okecha (2007), Raffoul (2007),
Yenigerioglu (2008), Kolarova (2008), Liu ve Raffoul (2009), Rezaeyan ve Farnoosh
(2010), Mao (2011), Tung (2013), Xianfeng ve Wei (2013), Tung (2014), Craballo ve
ark. (2014), Domoshnitsky (2014), Zhu ve ark. (2014), Caraballo ve ark. (2014),
Ogundare ve Afuwape (2014), Ademola (2015), Abou-El-Ela ve ark. (2015), Tung ve
Ayman (2016), Tung¢ (2016), Ademola ve ark. (2016), Ogundare ve ark. (2016),
Ademola ve ark. (2016), gibi kaynaklara basvurulabilir.



3. MATERYAL VE YONTEM

‘Giris’ ve ‘Kaynak Bildirisleri’ boliimlerindeki bilgilere gore ilgili literatiirde
lineer olmayan ikinci ve igilincii mertebeden gecikmeli stokastik diferansiyel
denklemlerin niteliksel davranislariyla ilgili kayda deger bir¢ok g¢alismanin oldugu
goriilmektedir. Bu tezde materyal olarak, tezin kaynaklar kisminda gegen ikinci ve
ticlincli mertebeden stokastik diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin  niteliksel
davraniglariyla ilgili bilimsel makaleler, tez konusu ile ilgili temel bilgiler, gecikmeli
stokastik diferansiyel denklemlerinin niteliksel davranislarina ait temel tanim, teorem,
lemmalar vb. sonuglart igeren kitaplar géz oniine alinmaktadir. Bu tezde Xuerong Mao
(2011), Abou-El-Ela ve ark. (2017), Mahmoud ve Tung (2018), Ademola ve ark.
(2018), Tung (2019), Ademola ve ark. (2019), Mahmoud ve Tung (2019), Mahmoud ve
Tung (2020) gibi tez konusuyla ilgili kaynaklar dikkate alinip, Lyapunov-Krasovskii
fonksiyonelleri, Ito formiili kullanarak, vb., degisik formdaki stokastik diferansiyel
denklemlerin ¢Ozlimlerinin kararliligi, smirlihig, diizgin  kararhiligi, asimptotik

kararliligr ile ilgili sonuglar1 incelemede materyal (temel arag) olarak kullanilmaktadir.






4. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde tez konusu ile ilgili, daha sonraki bdliimlerde kullanilabilecek ve
temel bilgi niteliginde olan bazi tanimlar, teoremler ve lemmalar verilmektedir.
Tanim 4.1 (Capar, 2013)

Olasilik, bir olayin ger¢eklesmesi veya ger¢eklesmemesinin  matematiksel
degeridir. Kuramin tarihsel gelisimi i¢inde hangi olasilik tanimini ele alirsak alalim

olasilik,

P:{Olaylar kiimesi } = [0, 1]
bigiminde bir kiime fonksiyonudur. Bu fonksiyonun tanim kiimesi, deneyin biitiin
olaylarindan olusan kiime, deger kiimesi ise [ 0,1 ] araligidr.
Tanim 4.2 (Allen, 2007)
(Q, F, P),bir tam olasilik uzayi olsun.
X:OQXT—->R

dontisiime stokastik veya rassal siire¢ denir. Burada Q 0Ornek uzayi, F ailesi £’ nin alt
ciimlelerinin bir ailesi ve P olasilik dlglistidiir. Stokastik siiregler X (t, w), (w € Q,t €
T) bi¢ciminde iki degiskenli reel degerli bir fonksiyondur. T genelde zaman olarak
yorumlanan parametre kiimesidir. Olasilik uzaylar1 genelde zaman baglantis1 olmayan
soyut rassal deneylere karsi gelmektedir. Gergekte doga ve toplumdaki sistemler
zamana bagli olarak rassal bir sekilde degigsmekte ve bu sistemler iizerindeki dl¢timler
de zaman indeksli rassal degiskenler almaktadir.
Otonom olmayan gecikmeli

x'(t)=F(t,x), x, =x(t+0), - r<6<0,t=0 4.1)
diferansiyel denklem sistemini g6z 6niine alalim. Burada F: [0, o) X Cy — R™ siirekli
bir doéniisiim, F(t,0) = 0, F nin sinirhi cimleleri R™ de sinirli ciimlelere dontistiigi
kabul edilmektedir. (C, ||.]|) ise ¢: [—7,0] = R™ bi¢iminde taniml siirekli
fonksiyonlarin Banach uzayi, (||. || supremum norm) ve r, H pozitif sabitler olmak iizere

Cy = {¢ € (C[-7, 0L, R™):||$]| < H}

bi¢iminde tanimlanmaktadir (Burton,1985).
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Tamm 4.3 (Burton,1985)

Eger her e >0 ve t; =ty = 0i¢in § > 0 var oyle ki [¢p € C(ty),||9p|] < 6,t =
t;] oldugunda Vt > t, igin |x(t, ty, )| < & ise, (4.1) denkleminin sifir ¢ozimi
kararlidir denir. Eger denklemin sifir ¢oziimii kararli ve her bir t; > t; = 0 igin p > 0
var dyle ki [¢ € C(ty), |Ipl| < p]ikent > oigin [x(t,to, )| > 0 ise, (4.1)
denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir denir.

Tanim 4.4 (Capar, 2013)

Bir siirekli zaman B = Byt € [0, co)stokastik siirecine asagidaki Ozelliklere

sahipse Brown hareketi siireci veya Wiener siireci denir;
2) Siire¢ duragan ve bagimsiz artighdir.

3) Hert > 0 da siire¢ normal N(0, t)dagilimina sahiptir.
4) Siirecin yoriingeleri siirekli fonksiyonlardir.
Tanim 4.5 (Mao,2011)
B(t)=B,(t), B5(t), ..., B4(t)) bir d -boyutlu Brownian hareketi olsun. Simdi d-
boyutlu t > ¢t i¢in

dx(t) = f(x(t), )dt + g(x(t), t)dB(¢) (4.2)
stokastik diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. (4. 2) stokastik diferansiyel
denkleminin sifir ¢6ziimiine, eger her € € (0,1) ve r > 0 igin bir § = §(¢, 7, t,) > 0

sayis1 var Oyle ki | xo| < 6 oldugunda her t > ¢t igin

P{x(t;ty,xp)| <7, t=ts}=1—¢
oluyorsa, olasilikta kararli veya stokastik kararlidir denir. Aksi halde sifir ¢6zlimiine
stokastik kararsizdir denir. Eger sifir ¢oziimii stokastik kararli, her € € (0,1) i¢in bir
6o = 6p( €, ty) >0 sayist var dyle ki |xy| < &, 0ldugunda
P{lim;_,o x(t; tg, xo) =0} =1—¢
oluyorsa, sifir ¢oziimiine stokastik asimptotik kararlidir denir.
Tanim 4.6 (Ademola ve ark., 2019)

t >0, {x(0):—1 <0 <0}, xy € C([-7,0]; R™) baslangi¢ verileri olmak {izere

asagidaki n boyutlu otonom olmayan
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dx(t) = f(t,x(6), x(t — ))dt + g(t, x(£), x(t — 7))dB(¢) (4.3
gecikmeli stokastik diferansiyel denklemini alalim. Burada f:R* x R*™ —» R™ ve
g:RT X R?™ - R™™  §lgiilebilir  fonksiyonlar, B(t) = (B,(t), B,(t), ..., B,(t))T
olasilik uzay1 iizerinde tanimli n boyutlu bir Brownian hareketidir. f, g fonksiyonlari
Lipschitz sartin1 saglar. T = 0 i¢in bu denklem bir adi stokastik diferansiyel denkleme
indirgenir.

Teorem 4.7 (Mao, 2011)
V € CY2(R* x R™; R*) ve u € K olmak iizere asagidaki sartlarin saglandigini
varsayalim:
@D V(¢ 0) =0, ulx) <V(tx);
(@) LV(t,x) <0, (t,x) €ER* X R™,

Bu takdirde (4.2) stokastik diferansiyel denkleminin sifir ¢dziimii stokastik
kararlidir. Burada K sembolii u:R* - R*,u(0) =0 ve r> 0 i¢in u(r) > 0 olacak
sekilde siirekli ve azalan olmayan tiim fonksiyonlarin ailesini temsil eder. Ayrica
CY2(R* x R™,R*) ifadesi R* x R™ iizerinde tanimli, negatif olmayan ve x’e gore iki

kez t’ye gore bir kez siirekli tiirevlenebilirdir.

Teorem 4.8 (Mao, 2011)

V eCY(RT*XRYRY) Ve uq, Uy Uz €K olmak iizere asagidaki sartlarm

saglandigini varsayalim:
@ ua(xD) = V(&%) < pa(IxD);
(i) LV (t,x) < —u3(|x]), (t,x) € R* x R™.
Bu takdirde (4.2) stokastik diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimii stokastik asimptotik
kararhdir.
Lemma 4.9 (Ademola ve ark., 2019)

VeCY?(R* xR, RY)ve uy, Hq, Uy € K olmak iizere asagidaki sartlarin
saglandigini varsayalim:

(HV(0)=0,t=0;
(D) uo([lx@®I]) < V(& 2) < pa([Ix@I]), po(r) = o0, 7 oo;

@) LV (£, x) < —pa(|1x (1)), (t,x) € RT x R™
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Bu takdirde (4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin

stokastik asimptotik kararlidir.

Tamm 4.10 (Mao, 2011)
(4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin bir x(t,x,) ¢oziimiine eger
Vt >t
E*o||(t, x0)l| < C(to, |I%l]) (4.4)
sart1 sagliyorsa olasilikta sinirlidir veya stokastik sinirlidir denir. Burada E*° ifadesi
Xoile ilgili olasilik sartina gore beklenti operatdriinii belirtir. C:RT X R™ —» R* ise,

X Ve ty’a bagli olarak sabit bir fonksiyondur.

Tanim 4.11 (Ademola ve ark., 2019)

C’nin (4.4)’de ty,’dan bagimsiz olmasi halinde (4.3) gecikmeli stokastik
diferansiyel denkleminin bir x(t,, x,) ¢6ziimiine diizgiin stokastik sinirlidir denir.
Tanim 4.12 (Mao, 2011)

(4.3) stokastik gecikmeli diferansiyel denklemi ile eslesen operator
0 5}
L=+ 3L, fi(t ) o

+1%8 l9(tx) g7 (6 0]y
2 9x;0%;
dir.
V(t, x) Lyapunov fonksiyonlar ailesini temsil etsin. Ito formiilii yardimiyla
dV(t,x) = LV (t,x)dt + V,.(t,x)g(t,x)dB(t)
olur.

Eger L operatorii V(t,x) € C*(S, X R, ; R,) fonksiyonu iizerine hareket ederse, bu
takdirde

v (t,x) av(t,x)

LV(t,x) = pranis o, f(t,x)
+§trace[gT(t,x)%x(t. x)g(t, x)], (4.5)
ve
2%V (e, ..
I/XX(t’ x) = ( (tx))nxn,l,] = 1121 e,

axiaxj
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dir. Buradan V'(t,x) = %V(t, x) ifadesi yerine (4.5)’te tanimlanan LV (t, x) operatorii
alinmaktadir.

Simdi, V € CY2(R* x R™,R*) olsun. (4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel
denkleminin herhangi bir 0 < t, < T < oo araliginda herhangi bir x(t,, xy) ¢ozlimiiniin
oldugunu varsayalim. Burada

1<i<n, 1<k<m
E% { [T 2 (t, %) g (¢, x)dt} < oo (4.6)
elde edilir (Ademola ve ark., 2019).
Buna ilaveten, (4.6) ifadesinin 6zel bir durumu asagidaki gibidir:
Farz edelim ki o(t) fonksiyonu vardir dyle ki
1<i<n 1<k<m,
Vi, (& X)) G (&, x0)| < 0(8), x € R™, (4.7)
ftZGZ(t)dt<00, 0<t,<T<w (4.8)
sartin1 saglanir (Ademola ve ark., 2019).
Lemma 4.13 (Ademola ve ark., 2019)
Bir V(t,x;) € CY2(R* x R™;R*) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin var

oldugunu, bu fonksiyonelinin yukaridaki sartlara ilave olarak her (t,x) € R* X R™ igin

asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
@ [lx@OIIP < V(t,x) < [[x(O]]9;
@) LV (t,x) < —a@®)]x@I" + B(¢);
i) V(E x,) — Vi(t, x,) < 7.
O zaman (4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin her ¢6ziimii t > t, igin

t
E%o||x(t, x0)1| < {V (to, xp)e o ¥O%

+ I (vau) + Baw))e™ k@O quyi/p (4.9)

esitsizligini saglar. Burada p,q,r pozitif sabitler, p > 1 ve y negatif olmayan
sabitlerdir.
Lemma 4.14 (Ademola ve ark., 2019)
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V(t,x,) € CY2(R* x R™; R™) bir Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli ve a,p €
C(R*;R™),p, q pozitif sabitler ve p = 1,y negatif olmayan sabitler olmak iizere her

(t,x) € R™ X R™ i¢in asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

@ [xOIP < V (¢, x,);

@) LV(t, xp) < —a(®)VI(t, x;) + B(L);

@D V(t, x) = VI(t,x) <y.
O zaman (4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin tim ¢ozlimleri t > t,
olmak tizere (4.9) ile verilen esitsizligi saglar.
Sonug 4.15 (Ademola ve ark., 2019)

(i) Lemma4.13’iin (i) ve (iii) sartlarinin sagladigim varsayalim. ilave olarak bir
pozitif M sabiti i¢in

[ raQ) + Ba))e IS du < M, Ve 1,20 (4.10)

ise, 0 zaman (4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin tiim ¢éziimleri diizgiin
stokastik sinirhidir.

(i) Lemma4.14’tn (i) ve (iii) sartlarmin sagladigini varsayalim. Eger (4.10) sart1
saglanir ise, 0 zaman (4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin tiim ¢6ziimleri
stokastik sinirhdir.

Tanmim 4.16 (Mahmoud ve Tung, 2020)

f(0,t) =0, g(0,t) =0 oldugunu varsayalim. Eger (4.3)’tn herhangi bir
x(t, ty, xo) ¢OzUmMi igin

fttov(p)dp -0, t—o o

olacak sekilde bir pozitif siirekli v(t) fonksiyonuvar ve N,C € R* siirekli olacak
sekilde

N
E%0|lx(t, to, x| < C([lxoll £0) (57 P*) ", ve =1

ise, 0 zaman (4.3)’lin sifir ¢cdziimii olasilikta istel stokastik kararlidir. Ayrica C, ty’a
bagimsiz ise, 0 zaman (4.3)’lin sifir ¢oziimiine olasilikta @ — diizgiin Gstel asimptotik

kararhidir denir.

Lemma 4.17 (Mahmoud ve Tung, 2020)
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Lemma4.13’iin sartlarinin sagladigmi varsayalim. Ilave olarak bir pozitif M sabiti
icin

p

ftf)(,u*v(p) +n(p))e V@ ap < M, ve >ty >0 (4.11)
ise, 0 zaman (4.3) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin tiim ¢éztiimleri diizgiin
stokastik sinirlidir denir.

Lemma 4.18 (Mahmoud ve Tung, 2020)
£(0,t) =0, g(0,t) = 0 oldugunu varsayalim. flave olarak bir pozitif M sabiti
i¢in

f;(,u*v(p) + 17(,0))eft’<))V(d’)dqb dp <M, Vt=t, =0 (4.12)
ve

Jov(@)dg >, t— oo (4.13)

olsun. Eger Lemma 4.13’lin tiim sartlar1 saglanirsa, 0 zaman (4.3)’iin sifir ¢oziimii

N = % olmak kaydiyla a — olasilikta iistel diizgiin stokastik sinirlidir denir.






5. IKINCi MERTEBEDEN SABIT GECIKMELI STOKASTiKDIFERANSIYEL
DENKLEMLER iCiN COZUMLERIN ASIMPTOTiKKARARLILIGI

Bu boliimde Abou-El-Ela ve ark. (2017) tarafindan ¢6ziimlerin davraniglariyla
ilgili verilen baz1 sonuglar ele alinacaktir. Abou-EI-Ela ve ark. (2017) asagida verilen
ikinci mertebeden sabit gecikmeli stokastik

x"(£) +a@®x' ) + b)) f(x(t —7)) + gt, x)w'(£) =0 (5.1)
diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a(t) ve b(t), Vte€][0, oo)siirekli
tirevlenebilir fonksiyonlar, r pozitif bir sabit, f(x), (f(0) =0 ) ve g(t,x) siirekli
fonksiyonlardir. w(t) € R™ standart bir Wiener stirecidir.

Abou-EI-Ela ve ark. (2017) uygun bir Lyapunov-Krosovskii fonksiyoneli
olusturarak (5. 1) denkleminin sifir ¢dzliimiiniin asimptotik kararlilik olmasini saglayan
yeter kosullar olusturdu.

Abou-El-Ela ve ark. (2017) asagidaki kararlilik sonucunu ispatladi.
5.1. x"(t) + a®x'(®) + b@)f(x(t—7) + gt, x)w'(t) = 0

Diferansiyel Denkleminin Coziimlerinin Asimptotik Kararhihig:
Teorem 5.1.1 (Abou-El-Ela ve ark., 2017)

Ikinci mertebeden sabit gecikmeli (5.1) stokastik diferansiyel denkleminin
asagidaki kosullar sagladigini varsayalim:
(i) A, B pozitif sabitler olmak lizere A > a(t) = a, > % ve B>b(t) = by, t€E

[0, );
@) 0 =02 >f>00#0), f'(x)<f,x€ER;

X
(iii) C pozitifbir sabit olmak tizere g(t,x) < Cx;

(iv) a, Bpozitif sabitler olmak iizere a'(t) < a ve b'(t) < B;
(v) bofo = Ve2fiff + a+2C% <>

Bu takdirde

2bofo—2f1f—a—-2C? 2ap-1
2Bf; " 5Bfy

r < min{

}

olmak kaydiyla, (5.1) denkleminin sifir ¢o6ziimii stokastik asimptotik kararlidir.

Ispat (Abou-EI-Ela ve ark., 2017)
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(5.1) denklemi sistem olarak
x' = Y,
y'==a(t)y —bOf )
+b(®) [, f' (x(®))y(®)ds — gt Do©®  (5.2)
bigiminde ifade edilebilir.

V(t, x,y) Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli
V(t,x,y) =2b(0) [, f(&)dE
1 2 2 0 t 2
+-a®x* +xy +y* + AS ), y?(6)dods (5.3)
ile tanimlansin. Burada s < 0 ve A sonradan belirlenecek olan bir pozitif sabittir.

Ito formiilii yardimiyla (5.3) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin (5.2) sistemi

boyunca tiirevi alinir ise,
LV (6,x,y) = 2b' () fy F(E)dE + 5 a' (x> + Ary*
~A [, ¥3(s) ds +y* ~ b(O)f )x — 2a()y*

+(x + 2y)b(t) ftt_rf'(x(s))y(s)ds +g%(t,x)  (54)
elde edilir. Buradan b(t) < B, f'(x) < f; sartlan ve 2uv < u?+v? esitsizligi

kullanildiginda,

b(O)x f, f'(x()y(s)ds
< Bf, J,_, x(Dy(s)ds
<-Bfirx? +Bf, [} y*(s)ds,
2b()y [, f'(x(s))y(s)ds
< 2Bf, [ y()y(s)ds

< Bfiry? + Bf, [,__y?(s) ds

yazilabilir. Buna bagl olarak (5.4) ifadesi
’ X 1 1) 2
LV (t,x,y) <26'(0) [ F(E)dE +2a' (D)

+Ary? — 4 ftt_ryz(s) ds + y?
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—b(O)f ()x — 2a(t)y? + 5 Bfyrx?

+Bfiry? +2Bf; [, y*(s)ds + g2 (¢, x)
olarak diizenlenebilir.
Ote yandan f'(x) < f; Ve f(0) = 0 oldugundan, integral alindiginda
f(x) < fix

elde edilir.

Teorem 5.1.1°in (i) ve (iv) sartlar1 yardimiyla
LV(t,x,y) < 2B [} fi dé + %axz + Ary?
—AJ, y3(s) ds + 7 = bofox?
—2a,y? + %Bflrx2 + Bfiry?
+%Bf1 ftt_ryz(s) ds + C*x?
< —(bofo — Bfi —3a —5Bfir — C)x?
—(2ay — 1= Bfir — Ar)y?
+(2Bfi— ) [, y*(s)ds
elde edilir. Eger 1 = %Bfl secilirse, 0 zaman
LV(t,x,y) < —(bofo — Bfy — & —5Bfir — C})x?

5
—(2a9 — 1= 2Bfir)y?
bulunur.

LV (t,x,y)'de x? ve y? terimlerinin katsayilarinin negatif olmasi i¢in

2bofo—2fif—a—-2C?% 2ap-1
2Bf; ' 5Bfy

r < min{

}

olmasi gerektigi aciktir. Burada

2bofo—2fiB—-a—2C? 2ag-1

D; = min{ 2B/ =T

}

alalim. Buna bagli olarak

LV (t,x,y) < —Dy(x* +y?)

(5.5)
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yazilabilir.

12 I v? (0)dfds
integrali negatif olmadigindan
V(t,x,y) = 2b(t) [ f()dE +5a(t)x? + xy+ y?
oldugu goriiliir.

a(t) = ay, b(t) = b,y ve % > fo sartlari kullanildiginda

V(t,x,y) = bofox* + %ao x* +xy +y?
_ 1 2 Y\2
= (bofo +5a0)x +(x+5)

_xz_l 2 2

ye+y

4

1 2,3 2
2(b0f0+5a0 —-Dx +Zy

olur.
Ayrica
bofo +3a0 > 1
olmast nedeniyle, D, = min {(byf, +%ao -1 ,%} olarak alindiginda, buna bagh
olarak
V(t,x,y) = Dy(x* + y?) (5.6)
elde edilir.

Ayrica
f@) < fix, Az a(®) 2 ag>7 ve B2 b(t) = by >0
sartlar1 kullanildiginda
V(t,x,y) < Bfix* + %sz + xy
+y2+2[° [, y*(6)deds (5.7)
esitsizligi elde edilir. Diger yandan
1.1 v? ©)dods

= [_(8—t+1)y*(6)do
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2

<y fl (0 —t+7r)do ="y
oldugu agiktir. Bu esitsizlik ve uv < % (u? + v?) esitsizligi (5.7)’de kullandigimizda
V(t,x,y) < (Bfl + %A) x? +%(x2 + y2)
.r2
+y? + 15 y?
Ar?+3
T yz

(Bf1 += (A+ 1))x + —

esitsizligi elde edilir. Buna bagl olarak yeterince kiiciik bir D3 pozitif sayisi i¢in
V(t,x,y) < Ds(x? +y?) (5.8)
elde edilir. Yukaridaki sonuglar goz Oniine alindiginda Teorem 4.8’in tiim sartlarinin

saglandigi goriiliir. Bu nedenle (5. 1)’in sifir ¢6zlimii stokastik asimptotik kararlidir.

Boylece Teorem 5.1.1 ispatlanmis oldu.
Ornek5.1.1 (Abou-El-Ela ve ark., 2017)

Ikinci mertebeden r sabit gecikmeli lineer olmayan

t+1 )2 (t-r)+1

x”(t)+(e_§+; )x (t)+(—+ )<&+x(t—r))+x

stokastik diferansiyel denklemini ele alalim. Goriildiigi izere bu denklem (5.1)

denkleminin bir 6zel halidir. Bu denklemle (5.1) denklemi karsilastirildiginda

a®=e7+2, b =242, f) =4 x, g(t) = x

t2 +1
elde edilir. Buna bagli olarak her t € [0, o) igin

A>at)=e" z+— >
20 20

1
> —_

2
olur.

Burada A = % ve ag = %segilebilir. Ayricaher t € [0, 00),
t
a'(t) = —e72 < 0<0.00107
olur. Béylece @ = 0.0010~3 alinabilir. Ote yandan, her t € [0, %) i¢in

1
t+1

+

1N

> b(t) =

B w

=

o w

oldugu agiktir. Burada
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7 3
B=_Ve b0=_
4 4

dir. Ote yandan

€[0,), b'(t) = <0< 0.001

(t+1)2 -

oldugu acgiktir. Bu nedenle = 0.001 alinabilir. Benzer bigimde

Vx € R i¢in
f(x)
= = xz+1+1>1 fo=1,
f (X) (2+1)2 1S2,f1 =2
ve

€ [0, ), g?(t,x) = x? —x C—

(t2+1)2 -
yazilabilir. Boylece Teorem 5.1.1°in tiim sartlar1 saglanir. Benzer bigimde

2bofo—2Bf1—a—2C?

o =~ (.1423,
ve
2%—1 ~ 00057 = r
5Bf1

olur. Bu nedenle r = 0.0057 olmak kaydiyla verilen denklemin sifir ¢oziimii stokastik
asimptotik kararhdir.
Ornek 5.1.2 (Abou-El-Ela ve ark., 2017)

Ikinci mertebeden r sabit gecikmeli lineer olmayan

" 2 3 ' . 3
X"+ (=t (t) + (t21+1 ) {smx(t —r)+x(t— r)}
1 -t
+-xe 20’ () =0
stokastik diferansiyel denklemini ele alalim. Goriildiigii tizere bu denklem (5.1)
denkleminin bir 6zel halidir. Bu denklemle (5.1) denklemi karsilagtirildiginda asagidaki

bagintilar elde edilir:

| w
N | e

a(t) = Z=+2, b(®) =

+4, f(x) —smx+—,g(t xX) =

-l>|>—k

t2+1

Buna bagli olarak her t € [0, ) igin



‘ .

§za(t)= +

o~
+
[N
Ul w
v
Ul w
\Y
N |-

oldugu gortiliir.

Burada A = ZVe ag = = segilebilir. Ayrica her t € [0, 00),

d(t)=—-—= <0
) (t+1)2
olur. Boylece @ = 0.1 alinabilir. Ote yandan her t € [0, o) i¢in

1
5>b(t) =—+4 >4
oldugu aciktir. Burada
dir. Ote yandan her t € [0, o) icin
A
b'(t) = T <0

olur. Bu nedenle f = 0.01 alinabilir. Benzer bigimde Vx € R igin

f(x) sinx 3 1 1
_— = — - >-= = -
x x T3 _5’f° 5’

/ — 3.3, _8
f(x)—cosx+535,f1 -

ve
g*(t,x) = 1—16x2e_t < 1—16x2, C = i, t € [0, )
yazilabilir. Benzer bicimde

Zhofo2Phi_a2C (084
2Bfy

ve
Zao—l

5Bf;

= 0.005=r

olur. Boylece Teorem 5.1.1°in tiim sartlar1 saglanir.






6. IKINCI MERTEBEDEN SABIT COKLU GECIKMELI STOKASTIK BiR
LINEER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMIN COZUMLERININ
ASIMPTOTIK KARARLILIGI

Tung (2019) ikinci mertebeden sabit gecikmeli stokastik lineer olmayan
S+ a®)f (x,5) T+ bo(£)go(x)

Z L1 b (t)gj(x(t — T])) +g(t,x)w'(t) =0, = 2,..,m) (6.1)
diferansiyel denklemini ele alip, bu denklemin sifir ¢oziimiiniin stokastik asimptotik
kararlihgmi inceledi. Bu denklemde 7; > 0 katli sabit gecikmeler,t € R* = [0, )
olmak iizere, a, b;, f, g; ve g fonksiyonlar: sirastyla RY, RT, R?, R, Rt X R’de siirekli

fonksiyonlar, by(t) = db"(t) , bi(t) = M, % = g;(x) ve af(xx) = fr(x,x")

tiirevlerinin var ve stirekli oldugu kabul edilmektedir. Burada g(t, 0) =g;j(0) =0 ve

w(t) € R™ olasilik uzayinda tanimlanmis m boyutlu standart bir Wiener stirecidir.
Simdi ise Tung (2019) tarafindan ¢oziimlerin niteliksel davranigiyla ilgili verilen

sonu¢ ifade edilecektir.

6.1. L2+ a(o)f (x —) 2+ bo()go(x) + I, b;(D)g; (x(t - r,))

+g(t,x)w'(t) =0

Diferansiyel Denkleminin Coziimlerinin Asimptotik Kararhihg
Kararlilik sonucu vermeden 6nce asagidaki kabuller yapilacaktir.

6j, B iU, Ao, 4, Q, foai, p jveC pozitif sabitler olmak tizere asagidaki kosullarin

sagladigin1 varsayalim:

() ;< ao<a(t) <a, a'(t) <aVt €RY,

0 <& <bj(t) < Bj,bo(t) <bj(t) <uj, (j=012,..,m)
(i) 1< f(x,¥) < fo, xf,(x,y) 20, Vt ERT, Vx,y ER;

g](x)

(iii) g;(0) = 0, >aq;,Vx#0, xER,(j=0,1.2,..,m),
0< g]'-(x) < p;,Vt ERY, Vx,y €R;

(iv) g(t,0) = 0,g(t,x) < Cx,Vt € R*,Vx €R.



26

Bu sartlar agagidaki teoremi ispatlamamiza yardimeci olur.
Teorem 6.1.1 (Tung, 2019)

(i) ve (ii) kosullarin sagladigini varsayalim. Bu takdirde

Ao— 2" 1—afy—C?-B, 2a0—1]
Co ’ B¢,

T, < minf
ve
Co>0, 2a9—1>0, Ap— 21 —af, — C2— By >0,
T=1em T, 2j=o(6ja;) +ag>1, Ay = XiL,(d;a;),
By = XM (pj1p), Co = 5 X1(psB))

olmak kaydiyla (6.1) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimii
stokastik asimptotik kararlidir.

Ispat(Tung, 2019)

(6.1) denklemi sistem olarak

dx
ac D

% = —a(®)f(x,y)y — XiLo bj(t)g;(x)
+EPa b0 f,_, 95 (x())y(s)ds = g(t, )0’ () 6.2)

bi¢iminde ifade edilebilir.

V(t,x,y) Lyapunov —Krasovskii fonksiyoneli olmak tizere, bu fonksiyonel
V(t,x,y) =2 XLyb foxgj (s)ds + y?
+a(t) f;cf(s, 0)sds + xy
+E74 [0, I v (©)dods (6.3)

ile tanimlansin. Burada A4; > 0,4, >0,..,4,, >0 ve A, A,,...,4, € Rsonradan
belirlenecek olan pozitif sabitlerdir.

Teorem 6.1.1’in (ii), (iii) sartlar1 ve (6.3) esitligi kullanilir ise,
2% b foxgj (s)ds

x gj(s)
=2 XjLob; [y < —sds
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= ZT:O((Y]'CZ]')XZ,
a(t) f:f(s, 0)sds
> %aoxz
esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler kullanilir ise,
V(t,x,y) = XLo(8;a)x? + 2 agx? + y2 + xy
m 2 1 1? 3.,2
= [Z]-=O(6jaj) +ag—1]x? + [x +5y] +Ly
3
> [XTLo(8a)) + ag — 1]x? + ~y?
olur. Ayrica
;’;0(6Ja]) + Ao >1
olmasi nedeniyle, boylece

D, =min[ mo(8a) +ag— 1, %]
olarak alindiginda, buna bagl olarak
V(t,x,y) =D;(x* +y?), D, >0, D, ER (6.4)
elde edilir. Ayrica (i), (iii) sartlari, V(t,x,y) Lyapunov —Krasovskii fonksiyoneli ve
2|lab| < a® + b? esitsizligi kullanildiginda,

2 YT b; foxgj (s)ds

=2 Yo b fox gjs(s) sds
S ZT:o(ﬁij)xz,
xy < %xz + %yz,
a(t) f; f(s,0)sds <3 (asfo)x?,
3 J°, L y?(©)dods = 4 [, (0 —t = 1)y*(0)d6
<4y [ (6=t 1;)dp

=24 5)y?
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olarak diizenlenebilir. Ayrica
0 ot
X7k -y Jus v? (0)dOds

=y2 ¥, (A 7))
olarak ifade edilebilir. O zaman, bu ifadelerin kullanilmasiyla
V(t,x,y) < X7LoBip)x* +y?
+%(a1f0)x2 + %xz +%y2
+-y2 I (4 1) (6.5)
oldugu goriiliir. Ayrica
D=-%m,(A 1)
olsun.
D, = max [ To(Bip)) + % +%(a1f0), % j=1(4; 7)) +%]
olarak alindiginda, buna bagl olarak
V(t,x,y) < Dy(x* +y?) +Dy? D,,D >0, D,,D €R (6.6)
elde edilir. Burada (6.4), (6.6) esitsizlikleri birlestirildiginde
D;(x® +y?) <V(t,x,y) < Dy(x? +y?) + Dy? (6.7)
elde edilir.

(6.3) Lyapunov—Krasovskii fonksiyonelinin (6.2) sistemi boyunca tiirevi alinir ise,
SV(txy) = —2a(®)f (6 y)y* + a'(t) f; f(s,0)sds

+a(t)f(x, 0)xy +y* — a(t)f(x,y)xy
—XTLobi() gj(x)x + g (t, x)

+x S by(®) J,_ ., 95 (x())y(s)ds
+2y S by () f g} (x()y(s)ds

+2X70bf (O) [ g;(s)ds

+ 278145 1) y?
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t
1L s
elde edilir. Burada (i), (iii) sartlar1 ve 2|ab| < a? + b? esitsizligi kullamldiginda

% V(t, x,y)’deki bazi terimler igin asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

2a(t)f (x,y)y? = 2a0y?,
a'(®) Jy f(s,0)sds < (afo)x?,
a(t)f (x, y)xy — a(t)f (x, 0)xy
— a®) [f(x.y);f(x.o)] xy?
= a(t)xf,(x,y)y* 2 0,
g%(t,x) < C?x?,

Yjzobi(t) g;(x)x)

N
> Y7L0(8; ap)x?, (x # 0)
B b © 9] (x()y()ds
= % j=1(pjBTj)x?
+3 308 I, v7ds,
2y ST b0 [, 95 (x()y(s)ds
< X7Li(piBiT)y?
+ I8 J ¥ ds
bo(0) Jy go(s)ds <0,
bo(®) [ go(s)ds + Iy bj(®) [ g;(s)ds
< ;X (pju)x.
Yukarida elde edilen sonuglar % V(t, x,y) tirev ifadesinde kullanildiginda

SVt x,y) < = ITo(8; a)x? + 5 (afy)x?
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+C2%x? — a(O)xf, (x, y)y?

+ %Z;n:o(ﬂjllj)xz + %ZT:l(pjﬁjTj)yz

—2a0y® +y* + XL1(piBiT)y?
TIPS (0B [, yH()ds

t
;n=1 Aj ft— Tj yz (S)ds

< —|Z1o(8 @) — 5 (afo) = € =2 o (pj1y) — 3 Eia (o) | 2

—[2a0 = 1= X721 (p;Bi7y) — XTea(A; )]y
+I {2 0iB) - W] f, y*()ds}

3 "
sonucuna varilir. Ayrica, A; = 3 (pjB;) segilirse, 0 zaman

2Vt xy) < —|STo(8 @) — Safo — €2 = 25Mo(oju) — 3 Zr (i 7)) | 27
—|2a0 = 1 =231 (0;87) )12

bulunur. ilave olarak

Ay =X7o(85 ), By = %Zﬁl(pj.uj)v

Co = % Ta(piB)T = 1<
alindiginda

%V(t, x,y) < —[(Ag— 271 — afy — C? — By) — Cy1]x?
~[(2ap — 1) = 5Cot]y?

elde edilir. x2, y? terimlerinin katsayilarinin negatif olmast igin

Ao—z_l—afO—CZ—BO 2(10—1
Co ’ 8¢,

T <min[ ], >0
olmas1 gerektigi agiktir. Yeterince kiiciik bir K pozitif sayisi i¢in

SV(txy) < -K(x2+y?), K>0, K€R (6.8)

elde edilir. Yukaridaki degerlendirmeler dikkate alindiginda V(t,x,y) Lyapunov-

Krasovskii fonksiyonelinin Teorem 4.8’in sartlarina uygun olarak alt ve st sinirlara
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sahip oldugu, bu fonksiyonelinin sistem boyunca (6.8)’den tiirevinin negatif oldugu
goriiliir. Buradan Teorem 4.8’in tiim sartlarinin saglandigi goriiliir. Bu nedenle (6.1)
denkleminin sifir ¢6ziimii stokastik asimptotik kararhidir. Boylece Teorem 6.1.1
ispatlanmais oldu.

Ornek 6.1.1 (Tung, 2019)

T, Ve T, sabit gecikmeler olmak tizere ikinci mertebeden lineer olmayan sabit

gecikmeli stokastik

1 dx
dtz =+ (4+exp(271) ( xz)—

dt
(1 + 1+t4) (1-:54 + x)
Y i Gy, 1
(10 2) (5 5 (-3)

+2 (1 + ﬁ) x (1 v %0) + (t2+1) w' () =0 (6.9)

diferansiyel denklemini alalim. Goriildiigii tizere bu denklem (6.1) denkleminin 6zel bir

halidir. Burada (6.9) gecikmeli stokastik diferansiyel denklemi, sistem olarak asagidaki

formda ifade edilebilir:

dx_
ac

% = —(4+exp(271(1)) (

( 1+t4) (1+x4 )
( 1+1t2) (1fx2 ) (1 + 1_+t)
( 1+1t2) ftt—— [(;2(:)4?51))2 + 1] y(s)ds

12(1+5) oy ds - (7)o’ @®.  (6.10)

100

1+1x2) y

o~

Burada

T _1VGT =1
1710727 100

dir. Ayrica (6.2) ile (6.10) karsilagtirildiginda asagidaki ifadeler yazilabilir.

a(t) =4+exp(271t),t >0,
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ap=4<a(t)=4+exp(27t) <5=aqa,

L <2=04,

1+t* —

: <2=ﬁ1'

1+t2 —

§=1<b(t) =1+—<2=4,.

Bu ifadelerin tiirevleri alindiginda

a'(t) = —%exp(—Z‘lt) <—

1000000
' _ 2 1
bo(t) = (t4++1)2 S 1000 ’ =0,
() = ——2t < L
by(t) = (t2+1)2 =000’ £20
"(f) = ——2 1,
bty = (t+1)% = 1000 ’ =0
elde edilir. Ayrica
9o(X) = = 4 %,95(0) = 0,
2D 1+ >1=q,
g1(x) = 1:;2 +x,9,(0) =0,
DD _ g4 >1=gq,
X 1+x
92(x) =2x = a3, g,(0) =0
Ifadelerin tiirevleri alindiginda
/ 1-x2
gl(x) = (x2+x1)2 + 1 S 2 = plﬁ
92(x) =2 =p,
oldugu goriiliir.
1
f(x;Y) =1 +m y fy(x,Y) = O;
1<fl,y)=1+ : <2=f,,

14+x2 —

x2t?

_tx 2 _
g(tx) = ez 'Y (tx) = (1+t2)2’

2 x? 1 +
g (t'x)ST'C:E' teER
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yazilabilir. Burada

1

- 1
. [4-1070 o 7 . [ 749999 7 7
7 < min |———=25¢ | = min ,—| ==
4 20 1000000 " 20] ~ 20

oldugu goriiliir. Boylece Teorem 6.1.1°in tiim sartlar1 saglanir. Sonug olarak (6.9)

denkleminin sifir ¢6ziimii stokastik asimptotik kararlidir.






7. IKINCi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN SABIT GECIKMELI
STOKASTIK BiR DIFERANSIYEL DENKLEMDE COZUMLERIN
SINIRLILIK VE KARARLILIGI

Ademola ve ark. (2019) lineer olmayan ikinci mertebeden sabit gecikmeli stokastik
x"(@) + PO f (x(0), x' (©))x' (&) + g(x(t — ) + ox(Dw' ()

=p(t, x(6),x'(t), x(t — 7)) (7.1)
diferansiyel denklemini ele aldi. Buradat € R*, R* =[0,0), x ER,0 >0 Ve 1
pozitif sabit gecikme olmak iizere v, f,g,p swasiyla R*,R% R,R* X R® de siirekli
fonksiyonlar ve g fonksiyonu ise tiirevlenebilirdir. Bu denklemdeki fonksiyonlarin
stirekli olmasi, verilen (7.1) denklemin ¢oziimlerinin varligini garanti eder. Ayrica bu
fonksiyonlar ¢t hari¢ bagli bulunduklart degiskenlere gore Lipschitz sartini

saglamaktadir. Bu sart ise, (7.1) denkleminin ¢éziimlerin tekligini garanti etmektedir.

(7.1) denklemi sistem olarak
x'(t) =y (@),

Y'(®) = =p(©Of (x(®), y(©)y(®) — g(x(®))
—ox()w'(t) + p(t, x(0), y(), x(t — 1))
1.9 (x(©)y(s)ds (7.2)
biciminde ifade edilebilir.
7.1. x""(¢t) + llj(t)f(x(t),x’(t))x’(t) +gx(t—1))+ox(w'(t)
= pt,x(t), x'(0), x(t — 7))
Denkleminin Coziimlerinin Simirhihik ve Kararhhik Analizi
Teorem 7.1.1 (Ademola ve ark., 2019)
a,b,B,G,P,a, ), pozitif sabitler olmak tizere (7.2) sistemindeki f, g, w, ¥ ve p
fonksiyonlarina ait sartlara ilave olarak agsagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:
@Da<sfl,y)po <yP(t),vt=0, Vx,y ER;
(i) bx < g(x) < Bx,|g'(x)| <G, Yx #0, x ER,
(iii)a?(b + 1) < ab, Py < b + 1;

(iv)|p(t,x,y,x(t — T))l <P, 0<P<o, Vt >20,Vx,y,x(t — 1) €ER.



36

Bu takdirde

ab—(b+1)o? a((b+1)¢o—1)} (7.3)

T< mln{ aG " (a+2(b+1))G

olmak kaydiyla, (7.2) gecikmeli stokastik diferansiyel denklem sisteminin her (x,y)
¢Oziimii stokastik sinirlidir.
Bu teoremi ispatlamak i¢in

2V(t,x,y) = (a? + b?)x? + (b + )y?* + xg(x)

+2axy + [°_[ 2y*(6)d6ds (7.4)

Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli kullanilacaktir. Buradan a, b pozitif sabitler, A > 0
sonradan belirlenecek olan bir sabit ve 7 > 0 ise, sabit bir gecikmedir.
Teorem 7.1.1 ispatin1 vermeden Once ispatta kullanilacak asagidaki lemma verilecektir.
Lemma 7.1.2 (Ademola ve ark., 2019)

Teorem 7.1.1 in sartlarina bagl olarak Dy = Dy(a,b) ve D; = D;(a,b,B,A, 1)

pozitif sabitleri vardir 6yle ki her t > 0 ve x, y i¢in

Do (x2(t) + ¥2(0)) < V(t,x,y) < Dy (x2(6) + y2(1)) (7.5)
esitsizligi saglanir. Burada D;, D, pozitif sabitler olmak {izere ayrica, (7.4) Lyapunov-
Krasovskii fonksiyonelinin (7.2) denklem sistemi boyunca tiirevi alinip ve (4.5) Ito
formiilii kullanilir ise Teorem 7.1.1’in sartlarina bagh olarak D, = D,(a, b, G, d,y,) ve

D3 = D5(a, b) pozitif sabitler olmak tizere

LV(t,x,y) < =Dy(x%(t) + y*(1))
+ D3 (Ix(@O] + [y(@©D % [p(t, x, v, x(t — 1) (7.6)
esitsizligi saglanir.
Ispat 6.1.2 (Ademola ve ark., 2019)
(x,y) ifadesi (7.2) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin herhangi bir

¢oziimii olsun. (7.4) Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli ele alindiginda
V(t,0,0)=0, Vt >0, (7.7)
oldugu kolaylikla gériilebilir. flave olarak bu fonksiyonel

V(t,x,y) = %(b2 +x7tg(x))x? + %by2 + % (ax + y)?
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100 (ot
+- ) s A2 (0)dods (7.8)

olarak diizenlenebilir. Bu fonksiyoneldeki cift katli integral negatif olmadigindan ve

Vx # 0igin g(x) = bx oldugundan,

1 1
V(t,x,y) = 3 (b%x? + bx?) + Eby2
yazilabilir. Buna bagli olarak bu son esitsizlikten bir 8§, = §,(a,b) pozitif sabiti
bulunabilir 6yle ki Vt > 0 ve Vx,y icin
V(t,x,y) = 6o(x* +y?) (7.9)
olur. Burada
8o: = > min{b? + b, b}

dir. Yukaridaki islemler g6z Oniine alindiginda V(t,x,y) Lyapunov-Krasovskii
fonksiyonelinin pozitif tanimli oldugu agiktir. Ayrica burada (7.9) esitsizliginden

V(t,x,y) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

x2+y2=0 (7.10)
ve
V(t,x,y) > 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
X2 +y%#0 (7.11)
dir. Ayrica
x2+y? > owise, V(t,x,y) > o (7.12)
dur.

Ote yandan (7.4) ile verilen Lyapunov- Krasovskii fonksiyoneli goz oniine alindiginda,

Vx # 0 ve g(x) < Bx sart1 ve 2xy < x? + y? esitsizligi gdz oniine alindiginda

2W(6x%,y) < (@2 + b)x + (b + Dy? + (5 + L2
+a(x® +y*) + [0 [, Ay*(6)deds
< (@ + D)2+ (b + Dy? + G+ D2

+a(® +y?) + [° [} 2y*(0)deds
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elde edilir. Buradan &§; = 8;(a, b, B, 4, T)pozitif sabiti vardir éyle ki Vt > 0 ve Vx,y
icin
V(txy) < 8,02 +y2) + [0 [ Ay*(6)dds (7.13)
esitsizligi elde edilir. Buna bagli olarak da
So(x? +¥?) SV(tx,y) < 8,2 +y») + [° [ 2y*(8)dbds (7.14)
oldugu goriiliir.

Simdi ise verilen Lyapunov- Krasovskii fonksiyonelinin Ito formiiliini

kullanilarak (7.2) denklem sisteminin ¢6ztimleri boyunca tiirevi alindiginda
LV(t,x,y) = —ax~*g(x)x? — [(b + DY) f (x,y) — aly?
— 32, Wi+ (b+ Do?x? + Wy
+2[ax + (b + Dy] X p(t,x,y, x(t — 1))
+Aty? = A [ y*(dp (7.15)
elde edilir. Burada
W, = axg(x)x* + 4lap(O)f (x,y) — (a® + b)]xy
(b + DY (Of Cx,y) — aly?
W, = ax 1g(x)x? + 2[(2b + Dx"tg(x) — g’ (x)]xy
[+ DY f Cx,y) — aly?

ve
Wy = 2[ax + (b + Dyl [__g'(x(0)y(w)du
dir.
Asagidaki
4lap(®)f (x,y) — (@* + b?)]?
<ax 'g()[(b + DYP(t)f(x,y) — a]
ve

[2b+ Dx~g(x) — g'(x)]*
<ax'g)[ + DY) f (x,y) — a

esitsizlikleri g6z oniine alindiginda, Vt > 0 ve Vx, y i¢in
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W, =W, = [Jaxtg@lxl -G+ DP@F .y —allyl]  (7.16)
esitsizligi elde edilir. Ayrica Vx igin g’ (x) < G oldugundan Vt > 0 ve Vx, y i¢in
Ws < Gt(ax? + (b + 1)y?)

+a+b+1)6 [__y* (Wdu (7.17)
oldugu agiktir. (7.16) ve (7.17) ile verilen esitsizlikler (7.15)’de kullanildiginda Vt > 0
ve Vx, y icin

LV(t,x,y) < —ax~'g()x? = [(b + DY) f (x,¥) — aly?

—[A—(a+b+ 1G] [, y*(dy

+(b + 1)o%x? + Gt[ax? + (b + 1)y?] + Ary?

+2[ax + (b + Dy]p(t, x,y,x(t — 7)) (7.18)

bulunur. 1:= (a+ b+ 1)G > 0 olarak segilsin. Buna bagli olarak ( 7.18) esitsizligi

Teorem 7.1.1’in sartlartyla birlikte gbz Oniine alinarak her t > 0 ve Vx, y i¢in

LV (t,x,y) < —6,(x* + y?)
+85 (x| + lyDIp(t, x,y,x(t = D) (7.19)
elde edilir. Burada
8, = min{[ab — (b + 1)a?] — aGr,a[(b + 1), — 1]
—[a+ 2(b+ 1)Gt}
ve
65 = 2max{a,b + 1}
dir. Buna bagli olarak Lemma 7.1.2’nin ispat1 tamamlanur.

Teorem 7.1.1in Ispat: (Ademola ve ark., 2019)

(x,y) ifadesi (7.2) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin herhangi bir

¢Ozliimii olsun. Teorem 7.1.1°1 ispatlamak i¢in

t
EX0||x (6, xo)|| < (V(to, xp)e Feo“O%

+ I} (rau) + BQ))e €O quyyp (7.20)

ve
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t —fta(s)ds
J;, (ra@) + p(w))e™ du<M, Vt=t,=0

sartlarinin  saglandiginin  gosterilmesi gereckmektedir. Bunu gostermek i¢in (7.4)
Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin (7.2) sistemi boyunca tiirevi alindiginda ve (4.5)
Ito formiilii kullanildiginda teoremin sartlarina bagl olarak bir 6, = §,(a, b, o) pozitif

sabiti bulunabilir 6yle ki Vt € R*, (x,y) € R? i¢in

Ve, (6, %, ) Gige (6, %, )| < 84(x* +y?)1<i<2, 1<k <2 (7.21)
olur. Burada
s =omax{2a+b+1,b+1}=R2a+b+ 1)o

dir. (7.21) esitsizligi dikkate alindiginda, 1 <i<n, 1 <k <m ve o(t) = §,(x* +

y?) olmak iizere

Ve, (6, %, Y) G (8, x, )| < 0(2), x € R" (7.22)
esitsizligi saglanir. Ayrica, herhangi bir 0 < t; < T < oo sabiti igin
ftz 62 (x? + y¥)?2dt < o (7.23)
yazilabilir. Bu esitsizlik yardimiyla
ftz o2(t)dt < o (7.24)

esitsizligin saglandigr goriilir. Bu son iki esitsizlik Lemma4.13’in (i) ve (iii)
sartlarinin saglandigini gosterir.

Ispatin geri kalan kismi ve (7.20) esitsizligin saglanmasi i¢in Ademola ve
ark. (2019)’a basvurulabilir.
Teorem 7.1.3 (Ademola ve ark., 2019)

Teorem 7.1.1°in tiim sartlarinin ve (7.3) esitsizliginin saglandigin1 varsayalim.
Bu takdirde (7.2) stokastik gecikmeli diferansiyel denkleminin tiim ¢oziimleri stokastik
sinirhdir.

Ispat 7.1.3 (Ademola ve ark., 2019)

(x,y) ifadesi (7.2) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin herhangi bir
¢Ozlimii olsun. Teorem 7.1.1’in ispatindan (4.6) ifadesinin saglandigi kolaylikla goriiliir.
Lemma7.1.2 ispatinda gegen (7.9) esitsizligi dikkate alindiginda Lemma4.14’in (i)
satinin saglandig1 kolaylikla gortiliir. Ayrica
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V(t,x,y) < 6;(x*+y?)
ve
LV(t,x,y) < —85(x? + y2)+6,
esitsizlikleri yardimiyla Vt € R*, (x,y) € R? i¢in
LV (t,x,y) < =878V (t,x,y) + & (7.25)
elde edilir. Bu son esitsizlik Lemma4.14’iin (ii) sartimn a(t) = 6; 165, ¢ =1 ve
B(t) = 8¢ olmak tizere saglandigini gosterir. ¢ = 1 olmasi nedeniyle Lemmad4.14’iin

(iii) sartiy = 0 igin elde edilir. Boylece Lemma4.14’in tim sartlarinin saglandigt

sonucuna varilir. Ayrica M := §;65 8¢ olmak iizere, V t > t, € R¥icin

f () + B e o ™% au < 6,555, (7.26)
olur. Bu ise verilen teoremin ispatin1 tamamlar. Sonu¢ 4.15’den dolay1 (7.2) gecikmeli
stokastik diferansiyel denkleminin tiim ¢oziimleri stokastik sinirlidir. Buna bagli olarak
Teorem 7.1.3’{in ispat1 tamamlanir.

(7.2) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminde bulunan p(¢t, x, x', x(t — 7)) =
0 alinsin. Bu takdirde

x'(t) = y(¢)
y'(®) = =pOf (x(®), y(®)y(®)
—g(x(®) — ox(Hw' ()
+1, 9" (x())y(s)ds (7.27)
elde edilir.
Teorem 7.1.4 (Ademola ve ark., 2019)

Teorem 7.1.2%in (i) ve (iii) sartlarinin sagladigini varsayalim. Bu takdirde

ab—(b+1)c? a[(b+1)1p0—1]}
aG " [a+2(b+1)]G

T< min{
olmak kaydiyla, (7.27) stokastik gecikmeli diferansiyel denkleminin sifir ¢éziimii
stokastik asimptotik kararlidir.

Burada bu teoremin ispat1 verilmeyecektir. Bu teoremin ispati igin Ademola ve ark.
(2019)’a bagvurulur.

Teorem 7.1.5 (Ademola ve ark., 2019)
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b veG nin pozitif sabitler olsun. Eger Teorem 7.1.1.’in (i) ve (iii) sartlarna ilaveten
Vx # 0igin g(x) = bx ve |g'(x)| <G ise, bu takdirde (7.3) sart1 saglamak kaydiyla
(7.27) stokastik gecikmeli diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimii stokastik kararhdir.
Burada bu teoremin ispati verilmeyecektir. Bu teoremin ispati i¢in Ademola ve ark.
(2019)’a bagvurulur.

Ornek 7.1.1 (Ademola ve ark., 2019)

Asagida verilen ikinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli stokastik

" 4+x?+(x")?
X +B+cwﬁxﬁ%q%ﬂ
+ [2x(t — T)+% sin(x(t — 7))]+ox(t)w'(t)

242424+ () 2+ |x(t-1)|
1+t2+x2+(x")2|x(t—7)|

(7.28)

diferansiyel denklemini alalim. Burada ¢ > 0 bir sabit ve 7> 0 ise daha sonra
belirlenecek sabit bir gecikmedir.

Eger x' = y dontisiim yapilir ise, o zaman (7.28) denkleminden

X =Yy

4+x2 +y
2+2

=—-(3+ cos4t)(

)y — [2x + %sin x|

—ox(Hw'(t) += f [4 + cosx(s)] ds

24t%+x%+y?% +|x(t—7)|
1+t2+x2+y2+|x(t—7)|

(7.29)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (7.29) sistemi ile (7.2) diferansiyel denklem
sistemi karsilastirildiginda asagidaki bagintilar yazilabilir:
Y(t) =3+ cosdt =P, =2>0, VteER™;

fy) =3+——— 72 0=3>0Vxy€ER;
glx) = 2x+smx
g(x) sinx _ sinx .
g(0) =0,—7 2+?, G(x) = v Vx #0;

smx

<B=25.

0<2_b<g?_2+

2x

g fonksiyonunun tiirevi alindiginda

cosx

gx)=2+
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olur. Vxigin
lg'(x)| <G =25

oldugu agiktir. Ayrica

1
1+t24+x24+y2+|x(t—1)|

p(t,x,y,x(t — T)) =14
oldugu goriiliir.
Ip(t.x,y,x(t—1))|<1+1=2=P <o
olur.
Teorem 7.1.1°in (iii) sartindaki a,b, G, sabitlerin bulunmus olan degerleri

kullanarak ¢ < v/2 oldugu gériiliir. ¢ = 1.3 alalim.
b+ DyYy>1

dir. (7.3) esitsizligi tarafindan tanimlanan ’nun degeri
T < min{1.24, 0.67} = 0.67 =~ 0.7

olarak hesaplanir ve buradan

alinsin.

Boylece verilen denklem igin Teorem 7.1.1°in biitiin sartlarmin saglandigi
goriilir. Bu nedenle (7.29) diferansiyel sisteminin tiim ¢ozlimleri diizgiin stokastik
sinirlidir. Buna bagl olarak da (7.28) denkleminin tiim ¢dziimleri de diizgiin stokastik
sinirh olur. Ilave olarak (7.28) denkleminin ¢dziimlerinin diizgiin stokastik sinirli olmasi

asagida verilen Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli yardimiyla gosterilebilir:

2V(t,%,y) = 13x% + 3% + (2 + 2) 22 + 6xy
0t
+15 [ [, . y(6)déds.
Acikca
V(t,0,0) = 0 (7.30)
dir.
2V(t,x,y) = 13x% + 3y? + (2 + %) x% + 6xy
0t
+15 " [, . v(6)déds
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> 12x% + 3y% + 6xy

0

t
+15 [°, . f), . y(6)dbds

=3x% + 2y + [3x + y]?

0 t
+15 [ . [, . y(6)déds
>3x% + 2y2 (7.31)
elde edilir.
0 t 600t%2—40t+1
f—0.1 ft+s y(0)dfds = "~ 120000

ifadesindeki cift katli integraller negatif degildir. Ayrica Vx # 0 igin

sinx
> 2
2x

2+

oldugundan
8o = %min{b2 + b + min{a, 1},b + min{a, 1}}

olmak iizere Vt € R*, X, = (x,y) € R? i¢in

V(t,x,y) = 6,(x* +y?) (7.32)
yazilabilir. Ote yandan
Vit,x,y) =0 x2+y%2=0 (7.33)
Vit,x,y) >0 x2+y2#0 (7.34)
ve
x% +y?% > 400,V(t,x,y) > +0 (7.35)

oldugu aciktir. AyricaV x # 0 igin

sinx

2+ <25
2x

oldugundan, 7 = 0.1, 1 =15 ve

5, :=%max{a2+b2+a+B, at+b+Ar+1}

ifadesi dikkate alindifinda §; = 9.3 olmak iizere Vt € R*, (x,y) € R? igin
1.5(x% +y?) < V(t,x,y) < 9.3(x? + y?) (7.36)
elde edilir. (4.5) Ito formiiliinii kullanilarak (7.3) Lyapunol-Krasovskii fonksiyonelinin

(7.29) diferansiyel denklem sistemi boyunca tiirevi alinarak
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4+x2 +y

LV(t,x,y) = —6[(3 + cos4t)( ) —1]y?

44x2 +y
2+y2

—4[3(3 + cos4t)( ) — 13]xy

sinx Cosx

~2[3(2+2

5 -2+

xy

Ccosx

+6(x+y)ft 01(2+

2+t%+x2 +y2+|x(t—‘r)|)
1+t2+x2+y2+|x(t—1)|

+6(x +y) (

sinx

—6(2+=2)x? + 1.5

t
=15 J,_, Y (Wdu
elde edilir. Asagidaki

4+x? +y
2+y2

2
433 + cos4t)( ) —13]

<9(2+ Sln") [(3 + cos4t) (4+"2+y 2) - 1],

1+x2+y2

sinx.

lse+He+ C“")]Z

sinx

<9(2+

4+x2+y?
=) x|+ cos4t) (g ies) — 1
ve

Ccosx

<25

|2+

olmas1 nedeniyle son esitsizlikten

LV(t,x,y) < —0.15(x? + y?)

2+t2+x2%+y2+|x(t—1)|
1+t2+x2+y2+|x(t—1)|

+6(|x| + [y[) x |(

)|

) ds + 5.07 x?

(7.37)

(7.38)

yazilabilir. Ayrica Ispat 7.1.2°deki &, ve 83 ifadeleri gbz oniine alindiginda vVt € R*

icin §, = 0.15, 83 = 6 oldugu goriiliir. (7.29) ve (7.31)’dan
Ve, (6, %, V)G (&, x,¥)| < 11.7(x + y?)
yazilabilir. Burada §, = 11.7°dir. Herhangi bir 0 < t, < T < o igin
ftz 136.89 (x2 + y2)2dt <

(7.39)

(7.40)
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oldugu goriiliir. (7.39) ve (7.40) esitsizliklerinden (4.6), (4.7) ve (4.8) ifadelerinin
saglandig1 kolaylikla goriilebilir. Ayrica (7.36) esitsizliginden Lemmad4.13’in (i)
sartinin p = 2, q = 2 i¢in saglandig1 goriiliir.
[Ix|] - 63%65P1* = 0, [lyl — 8;'85P]* = 0,
1

85 = 552
ve

8¢ = 07185°P?
ifadeleri dikkate alindiginda, Vt € R*, (x,y) € R? igin

2+t2+x2+y2 +|x(t-1)|

|(1+t2+x2+y2+|x(t—r)|)|S 2 2Ly
(Ix| —80)2 =0
ve
(lyl —80)* = 0

ifadelerinin saglandigi goriiliir. Elde edilen esitsizliklere bagli olarak Vt € R* ve
x,y € R? i¢in (7.38) esitsizliginden

LV(t,x,y) < —0.075(x? + y?) + 960 (7.41)
elde edilir. Bu esitsizlik ile Lemma4.13 karsilagtirldiginda 65 = 0.075 =a(t) ve
8¢ = 960 = [(t) olarak sectigimizde r = 2 = q ve y = 0 oldugu goriiliir. Ote yandan
ilgili gerekli islemler yapildiginda

V(to, Xo)e ™% < 93(x2 + y2) = 9.3X2, (7.42)
JE[raw) + paw) e a1y < 12800, (7.43)
E%o[|X(t, 0,0)]| < (9.3X2 + 12800)2, (7.44)

0.11V(t,x,y) < x2 + y?, (7.45)
LV (t,x,y) < —0.008V (¢, x,y) + 960, (7.46)
f;[(ya(u) + B(w) e‘fﬁa(s)“]du < 119040 (7.47)

oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece (7.29) gecikmeli stokastik diferansiyel

denkleminin sifir ¢6ziimii stokastik sinirli olur.
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Ornek 7.1.1 (Ademola ve ark., 2019)
Asagidaki ikinci mertebeden gecikmeli stokastik

4+x°%+(x")?
1+x2+(x")2

x" + (3 + cos4t)( )x'

+[2x(t — T)+§ sin(x(t — 7))][+ox(H)w’(t) = 0
diferansiyel denklemini alalim. Bu denklem sistem olarak
x'=y,

2 2
y' = —(3 + cos4t) (w)y

1+x2+y2

—[2x + %sin x] —ox(t)w'(t)

+%ftt_r[4 + cos(x(s))] ds

(7.48)

(7.49)

bigiminde ifade edilebilir. V(t, x,y) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin tiirevi alinip

gerekli islemler yapildiginda Vt € R*, (x,y) € R?,
LV (t,x,y) < —0.15(x? + y?)

(7.50)

kolaylikla elde edilir. Boylece Lemma4.9’dan dolay1 (6.49) denklem sisteminin sifir

¢Oziimii stokastik asimptotik kararl oldugu sonucuna varilir.






8. UCUNCU MERTEBEDEN SABIT GECIKMELI STOKASTIK

DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE COZUMLERIN ASIMPTOTIK
KARARLILIGI

Mahmoud ve Tung (2018), asagida verilen ligiincii mertebeden sabit gecikmeli

x"'(t) + f(x’(t))x”(t) + g(x’(t — T)) + h(x(t — T)) +ox(Hw'(t) =0 (8.1)
stokastik diferansiyel denklemini ele aldi. Buradaf(x), g(x) ve h(x)fonksiyonlar1 her
X € R,R = (—o0,4+), siirekli tiirevlenebilirdir. Ayrica o, T iKki pozitif sabit ve 7 sabit
gecikme, f(0) = g(0) =h(0) =0 olmak iizere w(t) € R™ olasiik uzayinda
tanimlanmis m boyutlu standart bir Brownian hareketidir ya da Wiener siirecidir.

Mahmoud ve Tung (2018), (8.1) denkleminin sifir ¢ézlimiiniin asimptotik
kararlihigiyla ilgili bir teorem ispatladi ve ispatlanan sonucun uygulamasi olarak bir

ornek verdi.
8.Lx" () + f(x'(®)x" () + g(x'(t— 1)) + h(x(t — 7)) + ox(Dw'(t) = 0
Denkleminin Coziimlerinin Kararhlik Analizi
Mahmoud ve Tung (2018) asagidaki teoremi ispatladi.
Teorem 8.1.1 (Mahmoud ve Tung, 2018)
a,B,v, a4, ay, L ve M pozitif sabitler olmak iizere agagidaki sartlarin sagladigini

varsayalim:

h(x)

(i) h(0) =0, —=za> 0, h(x)sgnx > 0,x # 0 ve sup{|h'(x)|} = g, X ER;

(ii)g(O)=o,%zﬁ>0,y¢0,yeR;
(lii)VyER, 0L f(y)— a; < ay;

(i) ()| <Lvel|lg (I <MVx,yER;
W) 2a-2—-a, — B >0?;

W) af—y>28+6.
Bu takdirde

2a—2-a,—f—0c? af-y-2p-6 a1—-y-2p )

T < min{ 2L+ M) " ap(L+M)+4L(u+2) * 4B (L+M)+4BM(u+2)
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— a1 f+y
4B

olmak kaydiyla, (8.1) gecikmeli stokastik diferansiyel denkleminin sifir ¢ozimii
stokastik asimptotik kararlidir.
Ispat 8.1.1(Mahmoud ve Tung, 2018)

(8.1) denklemi sistem olarak

!

e
y' =1z
2= —fNz—g») —h@x) + [__g' (¥(s))z(s)ds

+ ftt_rh’ (x())y(s)ds — ox(D)w'(t) (8.2)

bi¢iminde ifade edilebilir.

V(t, x,y,z) Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli
V(t,%,2) = u [y h(§)dS + h(x)y + [ f(ndn
+ [ g(m)dn + pyz + %Zz + xz
+x? + A [0 [, _y*(9)deds
+8 [°_ [ 2*(8)d6ds (8.3)

ile tanimlansin. Burada s < 0, x = x(t + s), A ve § sonradan belirlenecek olan pozitif

sabitlerdir.
Ito formiilii yardimiyla (8.3) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin (8.2) sistemi

Boyunca tiirevi alinir ise,

LV (t,x,v,z) = ' (x)y? + 2xy + yz + uz?
—ug My — f)z? — xg(y) — xh(x)
+(uy +x +2){J,_, g’ (¥(s))z(s)ds
+ [0 (x(5))y(s)ds} + Ary?
—A [ _y?(s)ds + 6rz?
—8 [ _z%(s)ds + §02x2

elde edilir. Burada
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h(0) =0, %x) >a>0veh(x)sgnx >0, x # 0 vesup{|h'(x)|} =§
ve
VYyER, 0<f(y)—a; <a
sartlar1 kullanilarak
LV (t,x,y,2) < )E/yz + 2xy + yz + uz? — upy?
—a,z? — ayxz — Bxy — ax?
+uy +x + (9" (¥(s))z(s)ds
+ ftt_T R (x(s))y(s)ds} + Ary?
-1 ftt_TyZ (s)ds + 6rz?
=5 J,_ z%(s)ds + 5 0%x? (8.4)
elde edilir. Ayrica |h'(x)| < L, | g'(y)| < M sartlan ve 2uv < u? + v? esitsizligi
kullanildiginda
(y +x +2) [ 1 (x(5))y(s)ds

< SuLty? + > Ltx? + - Lz
+(Gu+1)Lf y¥()ds,
(uy + x + 2) ftt_rg’ (y(s))z(s)ds
< %,uMTy2 + %erz + %M‘L’ZZ
+ Gu + 1) M ftt_rzz(s)ds

yazilabilir. Buna bagli olarak (8.4) ifadesi

2a-2-a,-f-0%? L+M
2 2

LV(t,x,y,z) < —(

—{up - 2 - D gy

a 1 L+M
—(—u +71_E_TT - 5T)Z2

—A+E-D) [ y*(s)ds
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- (6 - % - M) ftt_rzz(s)ds

olarak diizenlenebilir.

L(u+2)

Ote yandan /’I=T>Ove6=M

> 0 segilirse, o zaman

2a-2-a,—-f-0> L+M
2 2

LV(t,x,y,z) < —(

a,B-y-2p-6 (L+M)+L(pu+2)
_{ 1 " _H- . U T}yz

_ (alﬁ; ;—ZB _ (L+M)+2M(u+2) )72

elde edilir. x2, y?, z? terimlerinin katsayilarmin negatif olmasi igin

2a-2—-a,;—B-0? af-vy-2-6 a1f—y—-2p }

T <min{ 2(L+M) " 4u(L+M)+4L(u+2) ' 4B(L+M)+4LM(u+2)

olmasi gerektigi agiktir. Yeterince kiigiik bir D, pozitif sayisi i¢in

LV(t,x,v,z) < —D;(x?,v? 2%) (8.5)
yazilabilir.
g(0)=o,%zﬁ>o,y¢o,yeR
ve
VYyER, 0 f(y)— a1 < a,
sartlarindan dolay1

1
V(t,xy,2) 2 uf; (AT +h(x)y + - pasy?
+%[>’y2 +,uyz—|—%z2 + xz + x*

oldugu aciktir. Bu durumda

1

V(t,x,y,z) = Mfox h({)d¢ + 2B

(By + h(0))? = - h*(x)
1 2 Zv2 ;1.2
touay +puyz+ (x+3)°+-z
— 2 %2
=55 By +h())" + (wy +2)
+-p(ay — 2m)y? + (x +5?

1

+ 2By?

[4 [ RO, wp — I ()ndn}dd], y 0, (8.6)

bulunur.
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- 2= 0y 2 B
ve
up— (o) 2 2t L= D > g
dir.
sz 40y RO (4B — k' Coomdn}dg]
> o 40y O Uy (P4 ndn} dg]

olmasi nedeniyle, bu esitsizlik ve (8.6) yardimu ile
V(t%,y,2) 2 52 (By + h())? + (uy +2)?
B-
+-p (“1 L) y? + (x +)?

+ 28T [ h()dg

seklinde yeni bir diizenleme yapilabilir. Buna bagli olarak yeterince kiigtik bir D, pozitif

sayisl i¢in

V(t,x,y,2) = D(x* + y*> + z%)
elde edilir. Ayrica
|R'(x)| < Lvelg'(x)| < M
olmasi nedeniyle
h(x) < Lxve g(y) < My

yazilabilir. Bu esitsizlikler ve f(y) < a; + a, sart1 yardimiyla
V(t,x,y,2) < JuLx® + Lxy + 5 u(as + a5)y?
+%My2 + pyz + %ZZ + xz + x?

+2[° [ ¥*(6)d6ds

+6 [° [, 22(6)d6ds

yazilabilir. Diger yandan
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0 rt t
L2 [ y2(8)dods < |y|? [ (6 —t +1)d6
— T2
=Syl
ve
0 ,t t
J_, J., . z*(6)dods < 212 [{_(0—t+1)do
= lzI?
oldugu agiktir. Bu esitsizlikler ve uv < % (u? + v?) esitsizligi yardimiyla (8.8)’den
V(tx,y,2) < S{(u+ DL + 3}
+21{(ay + ay + D+ M+ L+ 272}y

+%(,u + 2 +61%)22

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerdeki tim katsayilar pozitif olmasi
nedeniyle D5 sayis1 x2, y? ve z maksimum olmak kaydiyla

V(t,x,y, 2) < Dy(x* +y? + z%) (8.9)
elde edilir. Yukaridaki degerlendirmeler dikkate alindiginda V(t,x,y,z) Lyapunov-
Krasovskii fonksiyonelinin Teorem 4.8’in sartlarina uygun olarak alt ve st sinirlara
sahip oldugu, bu fonksiyonun sistem boyunca (8.5)’den tiirevinin negatif oldugu
goriiliir. Buradan Teorem 4.8’in tiim sartlarinin saglandig1 goriiliir. Bu nedenle (8.1)’in
sifir ¢oziimii stokastik asimptotik kararlidir. Boylece Teorem 8.1.1 ispatlanmis oldu.
Ornek 8.1.1 (Mahmoud ve Tung., 2018)

Uciincii mertebeden  sabit gecikmeli lineer olmayan

X" 4 (8 + ——)x” +8x(t —7) + sin(x'(t — 1))

2
xl

+12x(t — 1) + —0 -+ 2x(Dw' (D) = 0 (8.10)

1+x2(t-1
gecikmeli stokastik diferansiyel denklemini alalim. Goriildiigii tizere bu denklem (8.1)
denkleminin 6zel bir halidir. Burada (8.10) gecikmeli stokastik diferansiyel denklemi

sistem olarak asagidaki formda ifade edilebilir:

!

x' =y,
y' =3

’ 1 ]
z'=— (8 + 1+y2)z — (8y + siny)

+J_{8+ cosy(s)} z(s)ds
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1-x2(s)

(12x + ) + f(t T){ 1+x2(s))2}y(s)ds

—2x(t)w'(t). (8.11)

Burada (8.2) ile (8.11) karsilastirildiginda asagidaki ifadeler yazilabilir.

f) =

<1,
1+y2

1
2 0<

a, = 8vea, =1 oldugu goriiliir. Ayrica
g(y) =8y +siny,  g(0)=0

9N _g 5 7-p
y y

dir.
g' (y) =8+cosy,|8+cosy| <9, M=9
oldugu aciktir.
h(x) = 12x + 2+1
19> 12, a =12

dir. Ayrica tiirev alindiginda,

h(x)=12+——,|h(x)| <13, |k (x) — 12| <1

( 2+1)2 !
yazilabilir. Burada L = 13 almabilir. Sup{|h'(x)|} = 13 alirsak, o zaman y = 26

olarak elde edilir.

,lzalf;“z% af—y—28—-6=10

ve
20 —2—a,—f=7>0%2=4
oldugu goriiliir. Boylece Teorem 8.1.1%in tiim sartlar1 saglanir. Sonug¢ olarak (8.10)

denkleminin sifir ¢éziimii T = 0.008 olmak sartiyla, stokastik asimptotik kararhdir.






9. UCUNCU MERTEBEDEN SABIT VE DEGISKEN GECiKMELI
STOKASTIK DIERANSIYEL DENKLEMLERDE COZUMLERIN
ASIMPTOTIK KARARLILIGI

Bu bo6lim Mahmoud ve Tung (2019) tarafindan verilen bazi sonuglar ele
alimacaktir. Mahmoud ve Tung (2019) asagida verilen lineer olmayan {iglincii

mertebeden sabit ve degisken gecikmeli stokastik

") +ax" (@) +p(x'(t—r@®)) + Yt —r) +ox(t—h)w'(t) =0 (9.1)
diferansiyel denklemini ele aldi. Burada a, o ve h pozitif siirekli, r(t), 0 < r(t) <y,
olmak {izere, siirekli tiirevlenebilir bir degisken gecikme, ¢(0) = (0) = 0 olmak
tizere, ¢, stirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar, w(t) = (w,(t), w,(t), ..., w,,(t)) €
R™ olasilik uzayinda tamimlanmigm boyutlu standart bir Brownian hareketidir ya da

Wiener siirecidir.

91. x""(t) +ax"(t) + p(x'(t — (1)) + Y (x(t —7r(t)) + ox(t —h)w'(t) =0
Denkleminin Sifir Coziimiiniin Kararhlik Analizi
Teorem 9.1.1 (Mahmoud ve Tung., 2019)

(9.1) diferansiyel denklemiyle ilgili verilen temel kabullere ilave olarak,
a1, @y, B, B2, V1, V2.1, L ve M pozitif sabitler olmak Tlizere asagidaki sartlarin

sagladigin1 varsayalim:

(Da; < @ < a,veP(x)sgnx >0,x #0, x ER;

@Dsup{ly' (D} =3, W' <L, x €R;

(i) < % SBny#0,1¢'"(WI <My €R;
(iv)0<7r(t) < yrver'(t) < ya, 0<y, <1;
(v)aPy —c1 > 2P +6;

(i) 6% < 2ay —a — By — 2.

Bu takdirde

20— 0%—a—P1-2  (af1—c1—2B1-6)(1—¥2) (aB1—c1-2F1)(A-v>2) )

|41 <mm{ 2(L+M) " AALAM)(1— Vo) +4L(A+2) " 4B (L+M)(1— y3)+4L1 (A+2)M
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_ aﬁ1+C1
A= 4pB1

olmak kaydiyla (9.1) denkleminin sifir ¢6ziimii stokastik asimptotik kararlidir.
Ispat 9.1.1(Mahmoud ve Tung., 2019)

(9.1) denklemi sistem olarak

7' = —az — ¢ =) + [ ¢ (y())z(s)ds

+ [ oW (x())y(s)ds —ox(t — h)a'(t)  (9.2)
biciminde ifade edilebilir.

V(t,x,y,z) Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli
V(t,x,y,2) = A [, p(Qd + P(x)y + > Aay?
+ 7 p(mdn + Ayz + %zz + xz

+x2+p [

t
r(t) ft+s y2 (‘l))dUdS

0 t
+v f_r(t) Jirs 22 (W)dvds
1 2t .2
to0%),_,x (s)ds (9.3)

ile tammlansin. Burada v ve p sonra belirlenecek olan pozitif sabitlerdir. Buradaki
amag, V(t,x,y,z) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin Teorem 4.8’in kosullarini

sagladigin1 gostermektir.

Ito formiili yardimiyla (9.3) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin (9.2) sistemi

boyunca tiirevi alinir ise,
LV(t,x,y,z) =y’ (x)y? + 1z?> — A¢'(y)y — az?® + yz — axz
—x¢(y) — xp(x) + 2xy

t

+(x+ Ay + z)(ft_r(t) o' (v(s))z(s)ds
+ 0 ¥ (())y(s)ds) + ur()y?

—u(1=7'(O) f;_yy ¥* @)dv + vr(©)z2?
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' t 2 1 2.2
—v(1—71'(t)) ft_r(t)z (W)dv + 2 o%x

elde edilir. Burada

a; < @ < a,veyY(x)sgnx > 0,x #0, x ER
ve

0<r@t)< ypver'(t) < y,, 0<y, <1
sartlar1 kullanilarak

LV(tx,y,z) < Cz—lyz + Az%2 — AR y? — az?
+yz — axz — B1xy — a;x? + +2xy + %azxz
t t
+(x+ Ay +2)(M ft_r(t) z(s)ds + L ft_r(t) y(s)ds)

t
tuyiy? +vnz? — (1= V)W, y* Wdv

+v ftt_ z?2(v)dv),

r(t)
elde edilir. Ayrica r(t) < y; sart1 ve 2uv < u? + v? esitsizligi kullanildiginda

LV(t,x,y,z) < —{a —%(02 +a+p+2) —%(L + M) y,}x?
—{A1 =5 (e + By +3) =S AL + M) vy — py1}y?
G- —sL+My —A—vy}z?
L+M 1— ft 2 (1)d
+{ +?_.u( )/2)} t—r(t)y (U) v
AM t
HM +— —v(1-y2)} ft_r(t)zz (v)dv,
L(A+2)

oldugu agiktir. Eger uy = ———=>0ve v = M(A+2)

> 0 secilir ise, o zaman
2(-72) 2(-72) ¢

LV(t,x,y,2z) < —{ay —%(02 +a+p;+2) —%(L‘FM) Yi}x?

B 1 1 _ L(A+2) )
{48, > (c1+ B +3) 2/1(]4 + M)y, 2072V Yy
1 1 M(A+2)
_{5 (a—1) - > L+M)y, —A- 2(1—72) ]’1}22

elde edilir. Buna bagl olarak

1 api—¢ a_ ., _api—c
ABq S0 = >0ve2 }L_—4ﬁ1 >0
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segilir ise, 0 zaman

LV(t,x,y,2z) < —{ay —%(02 +a+p;+2) —%(L*‘M) Yi}x?

_ {1 . oy AWM= y)+L(A+D))
{4(aﬁ1 ¢, — 2B, —6) ) }y

_faBi—c1-2B1  (L+M)(1-y2)+M(A+2) 2
{ 4p1 2(1-v2) )/1}Z (9.4)

elde edilir. x2, y?, z 2 terimlerinin katsayilarinin negatif olmast i¢in

a;—o%—a—B1-2 (aP;—c1—2B1-6)(1-v3) (aB1—c1—2B1)(1-v2) }

.2
Y1 < mm{ 2(L+M) PAA(L+M)(1— y3)+4L(A+2) " 4B (L+M)(1— y3)+4B8,(A+2)M

olmasi gerektigi agiktir. Yeterince kiigiik bir D; pozitif sayisi igin
LV(t,x,y,z) < —D;(x* +y?*+2z?) (9.5)

yazilabilir. Boylece Teorem 4.8’in (ii) sart1 saglandig1 goriilir.

Simdi ise Teorem 4.8’in (i) sartinin saglandigini gosterelim. Burada

J —Or(t) ftt+s y*(w)dvds ve f—or(t) ftt+s z*(v)dvds

integralleri negatif degildir. Teorem 9.1.1’in (iii) sart1 kullanildiginda
V(txy,2) = [ p@)d +P(x)y + 3 Aay?
+%,81y2 + Ayz + %zz + xz + x?
= 5 By + P + (y +2)?
1
+(x +2)? +-A(a - 20)y?
2 !/ !/ .
5 by ¢ O B =~ W' @) dn}dgiy # 0 (96)
y
oldugu aciktir.
Teorem 9.1.1’in (ii) sartindan dolay1
a—21=%"%5
2p1
ve
A -y ()2 _a-thta s

2 4

oldugunu hatirlayalim. Bu satlar ve (9.6) esitsizligi géz oniine alindiginda,

72 o WO A8 =9 @) dn}dg
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> A [ p(@)dg
olmasi nedeniyle

V(t,x,y,2) 2 7 By + h(@)?

zyp , 1,.aBi—ciy 2
+(x +3) +2/1(—2ﬁ1 )y

Z5\2 aBi—c1 Yy
Ay +)7 + = Iy ¥(©dS
seklinde yeni bir diizenleme yapilabilir. Buna bagli olarak bu esitsizlikteki tiim terimler
pozitif oldugundan yeterince kiiciik bir D, pozitif sayisi i¢in

V(t,x,y,z) = D,(x? + y* +2z2) (9.7)

elde edilir. Buradan Teorem 9.1.1’in sirasiyla (i) ve (iii) sartlarindaki @ < 2,

P(x) < ayx varsaymlan ve 2uv < u? + v? esitsizligi kullamldiginda (9.3) Lyapunov-

Krosovskii fonksiyonelinden
V(t,x,y,z) < Af: a,4dl + %(x2 +y2) + %Aayz
y Aro2 2
+ [y Bandn +5 (% + y?)
12,12 2 2
+EZ +E(X +z4)+x
t
+u ft_r(t)(v —t+7(0))y*(v)dv
t 2
+v ft_r(t)(v —t+7()z2(v)dv
1 2t .2
+20% ), x (s)ds,
esitsizligi yazilabilir. Diger yandan r(t) < y; esitsizligi kullanildiginda
V(tx,vy,z) < %{(/1 + Da, + 3 + 0?h}x?
+2{az + Bz + Aa + 1) + uy2}y?
+%{/1 + 2 + vy}z?

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikteki tiim katsayilar pozitif olmasi nedeniyle D5 pozitif
sabiti bu katsayilarin maksimum olmak kaydiyla

V(t,x,y,2z) <D;(x* +y2+2z?) (9.8)
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yazilabilir. Yukaridaki degerlendirmeler dikkate alindiginda V(t,x,y,z) Lyapunov-
Krosovski fonksiyonelinin Teorem 4.8’in tiim sartlarin1 sagladigi goriiliir. Boylece

(9.1)’in sifir ¢oziimii stokastik asimptotik kararlidir. Boylece Teorem 9.1.1 ispatlanmis
olur.

Ornek 9.1.1 (Mahmoud ve Tung., 2019)
Ucgiincii mertebeden degisken gecikmeli lineer olmayan stokastik

x""(t) +12x" () +8x'(t — r(t)) + sin(x'(t — r(t))

+24x(t — (D) + % +3x(Dw'(t) = 0 (9.9)

diferansiyel denklemini alalim. (9.9) stokastik gecikmeli diferansiyel denklemi sistem

olarak asagidaki formda ifade edilebilir:

r_ . x
z' = —12z — (8y + siny) — ( N xz)
+ tt_r(t){B + cosy(s)} z(s)ds

t 1-x2(s)
+ ft_r(t){24 + ))z}y(s)ds

—2x()w'(t). (9.10)
Bu diferansiyel denklem sistemi (9.2) sistemi ile karsilastirildiginda ve Teorem 9.1.1’in
sartlar1 dikkate alindiginda asagidaki ifadeler yazilabilir:
a =12, ¢(y) = 8y + siny,

&) [16Y)
y

y

siny

—8=——, —-1<—-8<1
y
oldugu goriiliir. Ayrica
ﬁl = 7' BZ = 9'
"W =18+ cosy| <9=M

dir. Tlave olarak

Px)
Y(x) = 24x + 2+1 . —24 = x2+1
0<¢m 24 <1
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elde edilir. Buradan

.2
cnzzaafzmww%@=24+(x“

x2+1)2
oldugu goriiliir. Ayrica

-x2+1
(x2+41)2

<1lvely'(x)|<25=1L

dir. Buradan

sup{|'(x)[} = 25

dir. Bunlarin yani sira

+ 67
C1:50 VEA:M:_
464 14

ifadeleri yazilabilir. Ayrica

af;—c, =34ve2pB; +6=20
oldugu agiktir.
Ayrica ilave olarak o = 3 alinir ise,

aﬁl—cl>2,31+6V82a1—a—ﬁ1—2=27> 02=9,

85 85
=15 >0vev = (1-v1)

>0,0<y,<1

oldugu goriiliir. Boylece yukaridaki bagmtilar Teorem 9.1.1” in biitiin sartlarini
saglandigini gosterir.

Ayrica (9.3)’de verilen Lyapunov-Krosovskii fonksiyoneli (9.10) sistemi igin
yeniden diizenlendiginde, bu fonksiyonelin verilen sistemin bir (x(t),y(t),z(t))

¢Ozlimii boyunca tiirevi alinir ve yukarida elde edilen bagintilar1 kullanildiginda,
LV(t,x,y,z) <—(9+ 17 y;)x?
—{5 -2 (163 + 20y, }y?
— {g - (17 +v) yl}zz
+(85 — (1 =y} f,_, ¥ W)dv

+{30.5 —v(1 —y,)} ftt_r(t)zz (v)dv

oldugu goriiliir. Buradan yeterince kiictik siirekli bir D; pozitif sayis1 i¢in
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9 7(1-v2) 5(1-2) )

Y1 < m'n{34 "326(1-12)+340 " 14(1- ¥,)+30.5

olmak sartiyla
LV(t,x,y,z) < —D;(x*+y*+2z?)

P 14 14 2

+(x + 22 +5.8y2 + — [V (&) dé
elde edilir. O zaman yeterince kiigiik bir D, pozitif sayis1 vardir 6yle ki
V(t,x,y,z) = D,(x* +y2 + 2z ?)
olur. Benzer bigimde

157
2

+l{9_5+m 12}22
214 7 2(1-yy)

V( t,x,y, Z) < x2 +%{96 + 25(1+2) 2} 2

20-1) 1

oldugu gosterilebilir. Yeterince kiiciik bir D3 pozitif sayisi i¢in

V(t,x,y,z) <D3(x* +y? +22)

(9.11)

(9.12)

(9.13)

yazilabilir. Yukaridaki degerlendirmeler dikkate alindiginda V(t,x,y,z) Lyapunov-

Krasovskii fonksiyonelinin Teorem 4.8’in sartlarina uygun olarak alt ve st sinirlara

sahip oldugu, bu fonksiyonun sistem boyunca (9.11)’den tiirevinin negatif oldugu

goriiliir. Buradan Teorem 4.8’in tiim sartlarinin saglandigi goriiliir. Bu nedenle (9.9)’un

sifir ¢ozimii stokastik asimptotik kararlidir. Boylece Teorem 9.1.1 ispatlanmis oldu.



10. UCUNCU MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN GECIKMELI STOKASTIK
BiR DIFERANSIYEL DENKLEM iCiN COZUMLERIN STOKASTIK
USTEL KARARLILIK VE SINIRLILIGI

Bu bolim Mahmoud ve Tung¢ (2020) tarafindan verilen bazi sonuglar ele
almacaktir. Mahmoud ve Tung¢ (2020), asagida verilen iiclincii mertebeden lineer
olmayan gecikmeli stokastik

")+ P, x)x" +G(x'(t—71)) + F(x(t—71)
+ox(t — h(t))w'(t) = P(t,x,x',x"") (10.1)
diferansiyel denklemini ele aldi. Burada o ve r pozitif siirekli, h(t): [0,00) — [0, 7]
olmak tizere siirekli bir fonksiyon, ®,G, F, P siirekli fonksiyonlar, F(0) = G(0) =0
olmak uzere G F surekli turevlenebilir fonksiyonlar,

w(t) = (wl(t),a)z(t), ...,a)m(t)) € R™ olasilik uzayinda tanmimlanmis m boyutlu

standart bir Brownian hareketi ya da Wiener stirecidir.
10.1. x""(t) + P(x, x")x" + G(x'(t —1)) + F(x(t — 1) + ox(t — h(t))w'(t)

=P(t,x,x',x")
Denklemin Coziimlerinin Ustel Kararlihk ve Smirhlik Analizi
Teorem 10.1.1 (Mahmoud ve Tung., 2020)

(10.1) diferansiyel denklemiyle ilgili verilen temel kabullere ilave olarak,
agaq, a,, by, by, cq, A, B ve gpozitif sabitler olmak iizere asagidaki sartlarin sagladigini
varsayalim:

(l) a1b1 - Cl > 2b1 + 6,
() 0<d(x,y)—a; <ag, y Py(x,y) <0, Vx,y ER;

(iii) by < % <b,y#0, |G'(y)|<BVyER,

(iv) a, < @ < as, F(x)sgnx > 0,x # 0,sup {|F'(x)|} = % JF'(x)] < A,
Vx ER;

WO <h(t) <7, h'(t) <3;

W)|P(t,x,x",x")| <m, m> 0;
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.. 2a,(a1b1—c1+1)—(a;+ b1+2)
(vii) 02 < 222 =
2(a1+1)

Bu takdirde

r <min{2a2(a1b1—cl+1)—(a1+ b1+2)—2(a1+1) 0'2 albl—cl—Z b1—6+2a1C1
2(4+B)(a;by—c1+1) " 4(A+B)(u+a?)+4A(2+pt+aiby—cita+a;)

a1b1—61—2b1 }
4b1(a1+1)(A+B)+4b13(2+ﬂ+a1b1—cl+a§+a1) ’

_ a1b1+C1
T oapy

olmak kaydiyla (10.1) denkleminin sifir ¢oziimii stokastik asimptotik kararhdir.
Ispat 10.1.1(Mahmoud ve Tung., 2020)

(10.1) denklemi sistem olarak

x'=y,
y' =z,
7' = —0(x,y)z = G(y) - F(x)
+ [ ((@)y(9) + 6 (v(#)z($)} dop

—ox(t —h(t))w'(t) + P(t,x,x",x")

(10.2)
bi¢iminde ifade edilebilir.
V(x,y,z) =Vi(x,y,2) + V,(x,y,2) (10.3)
Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli verilsin. Burada
Vi(xy,2) = pfy FOndn +u f) @ (x,{)3d¢

+ nyG(Z)d( +F(x)y + +uyz + %22

+xz + x% + ¢* tt_h(t) x2(s)ds

+ 12 [, (2 (W) + 82%(v))dvds (10.4)

ile tamimlanmaktadir. A ve § sonra belirlenecek olan pozitif sabitlerdir. Ayrica
Va(x,y,2) = ai [§ F(dn + af [ & (x,9)¢dg
+aF(x)y + % (arby — cp)x?

+(arhy = c)x(z + ary) + 5 y?
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t

2
on* (s)ds (10.5)

+%Z2 + atyz + a,0°
ile tanmimlansin. Buradaki amag, V (¢, x, y, z) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin
Teorem 10.1.1’in sartlarinin sagladigin1 gostermektir.

Ito formiilii yardimiyla V;(x,y,z) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin (10.2)
sistemi boyunca tilirevi alinir ise,
LVi(x,y,2) = F'(x)y* + 2xy + yz + uz* — uyG(y)
—®(x,y)z% — ®(x,y)xz — xG(y)
—xF (x) + 0222 (t) — 3 02x2(t — h(£)(1 — h' (1))
+(x+py +2){P(t,x,x",x")
+ I, 6 (v(#)2($)do
+ [ F (x(@)y(®)dg)
+Ary? — 4 ftt_ryz(v)dv + 6rz?
=58 [, 22 (v)dv + 5 02x*(t — h(t))
elde edilir. Burada
a;by — ¢y > 2b;y + 6,
|P(t,x,x",x")|<m,m>0
sartlar1 ve
2pq <p® +¢q°

esitsizligi kullanildiginda

_ _ _9_ 2
LVl(x,y,z) < {Zaz a;—b1—-2-20 _(A+B)r}x2

— {2 - =2 - s} 2 4 (el + eyl + lzhm
—{a=(a+ )L y2 @y
~{6-(B+)} ), 22 (9o
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oldugu agiktir. Ote yandan pb, — = = “bima 5 0 ve % —u= % > 0 secilir ise,
1
0 zaman
LVl(x' y’ {Zaz a;— b]_ —2— 20' (A;B) r}xz
{a1b1—61 2b1 -6 l,{ (A+B) r— Ar}yz
(B B — )22 + (x| + ulyl + |zDm
+{a+2 -2} [, v (@)de
+{a+Z -6} [ z2(¢)do (10.6)
elde edilir.

Ito formiilii yardimiyla V,( x,y,z) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin (10.2)
sistemi boyunca tiirevi alinir ise,
LV,(x,y,2) < —ay(a;by — c;)x? — 22y
+a, 0%x% + (ayby — c;)m|x|
+aimly| + aym|z|
+a,(z + a1y) — (a1b; — c1}x
(A, y(p)do +B [ z(p)de)

oldugu goriiliir. Burada 2pq < p? + q? esitsizligi kullanildiginda

2a2(a1b1—cl)—2a1 0'2 (albl—cl)(A+B) r}xz

LVy(%,y,2) < —{ : :

2
asc a?(A+B) a,(A+B)
_{121_ 12 T} 2+ 1(2 TZZ

+§{(a1b1 —¢) +a;(a; + 1)} ftt—ry2(¢)d¢

B t
+-{(a1by — 1) + ay(ay + 1} Ji_, 2% (¢9)do
+(a by — c))mlx| + amly| + a;m|z| (10.7)
oldugu agiktir. Ote yandan (10.6) ve (10.7) esitsizlikleri birlestirildiginde

2a, (a1b1—Cl+1)—(a1+b1+2)—2(a1+1) 0'2
2

LV(x,y,z) < —{

_ (a1b1—61+1)(A+B)

2
. rix
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{a1b1 c1—2 b1—6+2a101 (l“"a%)(“HB) r— /11"} 2
5 y
{a1b1 c1-2b;  (a;+1)(A4+B) r— 61”} 72
4 by 2
(2+u+aybi—ci+a?+aqg)A
{2 - Grraabardr )i (72 4g

_ {5 (2+u+ayby- cl+a1+a1)B} ft . 2(¢)d¢

2
+(ayby — ¢ + Dmx| + (af + wymly]
+(a; + )m|z|

oldugu goriiliir. Eger

A(2+p+asbi—ci+ai+aq)
2

A= >0

ve

B(2+u+aib;—ci+a?+ay)
2

6= >0

secilir ise, 0 zaman

2a, (a1b1—C1+1)—(a1+b1+2)—2(a1+1) 0'2
2

LV(x,y,z) < —{

_ (a1b1—61+1)(A+B)

2
. rix

{albl—cl—Z bi—6+2a,cq (u+a%)(A+B)T A(2+u+a1b1—cl+a%+a1) T'} yz
4 2 2

_ {a1b1—61—2 bl _ (a1+1)(A+B) r— B(2+M+a1b1—c1+a§+a1) r} ZZ
4 by 2 2

+(a1by — ci + Dmlx| + (af + wmly| + (a, + Dm|z|
oldugu agik¢a yazilabilir. Buna bagl olarak
K =mmax{a;b; —c; +1, a?+u, a; +1}
segilir ise, 0 zaman
LV(x,v,z) < —a(x® +y? + z%) + Ka(|x| + |y| + |z])
= —%(x2 + y?% + z%)
—S{Uxl = K)? + (Iyl = K)? + (1] - K)?} + 5 K?

<-2(2+y?+2) + 2 KL a,K >0
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elde edilir. Burada

v(t) ==, n(t) =3?aK2, n=2

2 H

dir. Boylece Lemma 4.13iin (ii) sart: saglandig1 goriiliir. Ote yandan
0 ct o 0t o t 2
J_ . y*w)dvds, [ [, z*(v)dvds ve ft_h(t)x (s)ds

integralleri negatif olmadig1 icin Teorem 10.1.1’in sartlarindan dolay1
1 1
Vi(x,y,2) 2 uf; F(ndn + Fy +5ay? +3 b,y
+uyz + %ZZ + xz + x2
1 2
= (byy + F(x))
X 1 2
+u [y FODdn + S payy
_ L p2 z? Zy2
2b1F (x) + uyz + Tt &+
oldugu agiktir. Burada
1 2
Vi(x,y,2) 2 - (by + F(0)) " + (uy +3)°

1
+(x +)% + Ju(ay — 21)y?

1

+
2b1y?

[4 /2 FaD{J2 (uby — F'(0))¢ d}dn]; v # 0
elde edilir.

Teorem 10.1.1°in (iv) sartindan dolay1

aibi—cq
2b,

a, —2u = >0

ve

ubl—F’(x)=%>O

oldugunu hatirlayalim. Bu satlar g6z 6niine alindiginda,

1

2b,y? [4 foyF(n){foy(.“bl — F'(x)){ d¢}dn|

aibi—cq rx
= 4—b1f0 F(n)dn

olmasi nedeniyle
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2
Vi(x,y,2) 2 5= (biy + F@) + (uy +2?

1 bi—
@+ D%+ p (B2 y?

aibi—cq rx
+ = Jo F(mdn (10.8)
oldugu aciktir. Ayrica
t
ft_h(t) x2(s)ds

integrali negatif olmadigindan dolay1 (10.5)’deki V,( x,y, z) Lyapunov-Krasovskii
fonksiyoneli,

af

V,(x,y,2) =

s {201y? J) F(ndn = F*(0)y?}
+(c1y + a,F(x)°
20, 1y 1
e L (bix + (z + a,y))?
2b1
+zc—bl1 (z+ ayy)

af

= ey {4 15 FODU ez = F ()¢ an]

+ i (cly + alF(x))2
50 @y + aF@)?
+ %b:cl (bix + (z + a1y))?
+ 26711 (z + a,y)?
bi¢ciminde ifade edilebilir.

Teorem 10.1.1°in (iv) sartindan ve bu varsayimlardan dolay1
2 1 2
Va(x,y,2) 2 5[5 F(dn + - (c1y + aaF (x))
+5- (2 + a1y)?
+ 92 by x + (2 + @) (10.9)
1

oldugu aciktir. Burada (10.8) ve (10.9) esitsizlikleri birlestirerek
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2
V(x,y,2) = ZLbl(bly + F(x)) + (uy + g)z

E 2 l aiby—cq 2
Hoe g5y

bi— 2
+{me -2 M Fadn

1 2
+oo (c1y + a,F(x))
+ %{blx +(z+ a.y)}?
1
+- 2 (z+ay)? y#0

seklinde yeni bir diizenleme yapilabilir. Buna bagl olarak bu esitsizlikteki tiim terimler

pozitif oldugundan yeterince kiiciik bir K; pozitif sayisi i¢in

V(t,x,y,z) = K;(x* +y*>+2z?2) (10.10)
elde edilir. Buradan ®(x,y) <ay+a, F(x) <aszx, G(y) < b,(y), Y(x) < ayx
sartlart  ve 2pq < p? + q? esitsizligi  kullamldiginda (10.4) Lyapunov-Krasovskii

fonksiyonelinden
Vi(x%y,2) < pf) azndn + pf; (ag +a;)3d¢
+ 3 b2 dS + 2 (¢ +yD) + 5 (2 + 2%)
+%z2 +%(x2 +z%) + x2

2 (t 2
+o t—n X (s)ds

+A [, (= t+ 1)y ()dy

h(t)(
+6 [ (v—t+1)22(v)dv
esitsizligi yazilabilir. Ote yandan Teorem 10.1.1%in (v) sart1 kullanildiginda

Vi(x,y,2) < %{uag + az; + 3 + 20%r}x?

1
+E{u(a0 +a;)+as+ by, +u+ Ar?}y?

+ {1+ 2 + 5r2)z2 (10.11)
elde edilir. Benzer sekilde Teorem 10.1.1’in sartlar1 kullanildiginda

V,(x,y,2) < %{afag + ajas + (a; + by + 1)(a;by — ¢;) + 2a,0%7r}x?
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+%{a§(a0 +ay) + ayaz + ai(a;by — ¢;) + ¢y + ajly?
+-{(a1by — ¢1) + @} + a;}2? (10.12)
oldugu agikga gortliir. (10.11) ve (10.12) esitsizlikleri birlestirildiginde
V(x,y,2) < %{(u+a1 + a?+1)a;
+(aqy + by + 2)(a1b1 — 1)
+3 4+ 2(ay + 1)o?r}x?
+{(u + a?)(ao + a)) + (a, + 1ay
+u+ by + a(a by —cq)
+c1 + af + Ar?}y?
+%{u +2+a1b;—;
+a? + a, + 6r?}z2
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikteki tiim katsayilar pozitif olmasi nedeniyle K, pozitif
sabiti bu katsayilarin maksimumu olmak kaydiyla
V(t,x,y,z) < K,(x* +y2+2z2) (10.13)
yazilabilir. Boylece (10.10), (10.13) esitsizliklerinden Lemma4.13’tn (i) sarti
saglandig goriiliir. Ayrica q; = q; = n = 2, p* = 0 olmast durumunda Lemma4.13’iin

(iii) sart1 saglanir. Boylece yukaridaki degerlendirmeler dikkate alindiginda V (¢, x, y, z)

Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin Lemma 4.13%in tiim sartlarin1 sagladigi gortiliir.
Ote yandan v(t) = % ,n(t) = 3;“1(2 ve u* = 0, ifadelerini Sonu¢ 4.15’in (i) sartinda

kullanildiginda
L) + n(ple @ 4p
=2k? fttoe_%f;d(pdcp <3K2, Vt=t,=0
oldugu agiktir. Ayrica
g"=0 0 —ox(t—h(),
Ve(t,x,,2) = Vi(t,%,Y,2) + V2 (8, %, Y, 2)x

=uF(x)+F'(x)y+z+2x
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+ai + F(x) + a;F'(x)y
+by(a1b; — c1)x
+(a1by — ) (z + a1y),
V,(tx,y,z) =Vi(t,x,y2), +V2(t,x,y,2),
=F(x) +pu®(x,y)y +G(y) + pz
+azd(x,y)y + a, F (x)
+a,(aib; — ¢)x+a?z,
V,(t,x,y,2) = Vi(t,x,9,2), + V,(t,x,9,2),
=uy+z+x+(a1b; —c)x
+a;+(a b1 —c)x + a1 (z + a,y)

dir. Burada

a;b—ci+1 a?  ai+u a;+1
1017C1 xz _1+ 1 2 + 1 ZZ
2 2 2 2

Ve, (6, %, 7, 2) g5, (t, %, ¥, 2)| < 0]
+i(+2+ah — ¢ +a; +ad)
x?(x — h(£))] =T(t)
oldugu goriiliir. Béylece (4.6) ifadesinin saglandigi goriiliir. Ilave olarak Lemma 4.17

yardimiyla (10.1) gecikmeli stokastik diferansiyel denklemin tiim ¢6ziimleri

1
E*o||x(t, to, x0)|| < {Cx3 + 3K?}2 , VE =, =0
olmak kaydiyla diizgiin stokastik sinirli olur. Boylece Teorem 10.1.1’in ispati

tamamlanmis olur.

Ote yandan Vt > t, = 0 i¢in
te . t d
J o) + n(p)yel” @ qp
3 t Z(fgqg
= %Kz fto ezfto ¢dP
< 3K (e2070) < M

olacak sekilde bir M pozitif sabiti vardir. Boylece (4.12) ve (4.13) sartlar1 saglanmis
olur. Sonug olarak Lemma 4.18’e gore (10.1)’in sifir ¢oziimi N =% olmak kaydiyla

a —diizgiin stokastik sinirhidir.
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Ornek 10.1.1(Mahmoud ve Tung, 2020)

h(t) = r gecikme terimi olmak tizere {i¢lincli mertebeden

x" + (11 + 1+x2+x,2) x"+8x'(t—71) +sm(x (t— r)) + 24x(t — 1)
x(t-1) , _ -
Tz T ox(E =) = P(t,x,x", x") (10.14)

stokastik diferansiyel denklemini alalim. (10.14) stokastik gecikmeli diferansiyel

denklemi sistem olarak asagidaki formda ifade edilebilir:

X =Y,
vy =z,
7 = — (1 1+x2+x,2) z— (8y +siny) — ( 1:;2)
+ {8+ cosy(@))a(9) d + [ {24+ 5=} v(9) do

—5x(t —r)w'(t) + P(t,x,x", x"").
Bu diferansiyel denklem sistemi (10.2) sistemi ile karsilastirildiginda ve Teorem

10.1.2’in sartlar1 dikkate alindiginda asagidaki ifadeler yazﬂabilir:

1
T 14x24y2 T

<1,®(xy =114+——

1+x2+y2 !
—-1< (13(36,)/) —11<1.

Ayrica

dir. Tlave olarak

G(y)

G(y) =8y+siny, —-1<——-8<1

oldugu goriiliir. Burada
by=7,b, =9
dur. Tiirev alindiginda
|G'(y)|=18+cosy| <9=M

oldugu agiktir. Ayrica

0< <1,

1+x2 -



76

FO _oa <1
X

0<
oldugu agikga gortliir. Burada
az = 24‘, a3 = 25

dir. Tirev alindiginda

1-x? 1-x? , B
(1+x2)2 ! (1+x2)2 < 1’ |F (x)l < 25 =1L

F'(x) =24+
oldugu goriiliir. Ayrica Teorem 10.1.1°in (iv) sartindan dolay1
sup {|[F'(x)|} < 25vec; =50

olarak yazilabilir. Burada

== = 4.5
olur.
2a,(a;by—cy+1)—(as+ b1 +2) ~ 552> 25 = g2
2(ay+1)
oldugu agiktir.
m = 0.02

olarak segilsin. Burada
LV(x,v,z) < —(362 — 476r)x? — (276.75 — 4202.251)y?
—(0.46 — 948.75r)z% + 0.56|x| + 2.51|y| + 0.24|z]
oldugu agikga goriiliir. Ayrica
A =2068.75> 0,6 =744.75> 0
oldugundan dolay1
r < min{0.38,0.033,0.00024}
esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Ayrica
a =0.23 ve K =0.02 max{28,125.5,12} = 2.51
olmas1 durumunda
LV(x,y,z) < —361.89x2 — 275.74y? — 0.2322
+0.56|x| + 2.51|y| + 0.24|z|
sonucuna varilir. Boylece

v(t) = 0.115, n(t) = 2.174,n =2

(10.15)
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olmasi durumunda, Lemma 4.13’{in (ii) sartinin saglandig goriiliir. Ayrica
Gi=dqr=n=2vepu =0
olmas1 durumunda, Lemma 4.13’iin tiim sartlar1 saglandig1 goriiliir. ilave olarak

t
ffo{u*v(p) + ()3l 4p <19, ve 2 ¢, 2 0,

Ve, (8, x0) g, (8, %) | < 5{14x% + 62.75y2 + 6.2% + 82.75(¢ — r)} := ['(t)
oldugu agikga gortliir. Dolayisiyla (4.6) ifadesinin saglandigi goriiliir. Lemma 4.17den
|P| < 0.02
oldugundan (10.14)’lin tiim ¢oztimleri diizgiin stokastik sinirlt olur. Ayrica bir pozitif
M sabiti igin
[ (o) + n(p)je 0”@ 4

=22 [} ety

= 37 (&2 — 1)

_ 19(80.115(t—t0) —1)<M
oldugundan

1
E*o||x(t, to, xo)|| < {x3 + 192, Ve = ¢, =0
oldugu agiktir. Burada (4.12) ve (4.13) sartlarinin saglandig1 goriiliir. Boylece Lemma
4.18’den N = % olmasi durumunda (10.14)’tin sifir ¢6ziimii a —diizgiin stokastik

siirlidir.






10. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde literatiirde mevcut bulunan bazi ikinci ve ti¢linci mertebeden lineer
olmayan gecikmeli stokastik diferansiyel denklemleri ele alinmistir. Bu diferansiyel
denklemlerin daha 6nceden ¢6ziimlerinin kararliligi, sinirliligi, asimptotik kararlilig1 ve
diizgiin siirliligi arastirmacilar tarafindan incelenmistir. S6z konusu incelemeler
Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelleri, Ito formiili ve temel esitsizlikler yardimiyla
gerceklestirilmigtir. Bu tezde bu calismalar ornekler ile birlikte aragtirmacilarin
dikkatine sunulmasi amaglanmistir. Bu ¢aligmalarin ileride konu ile ilgili yapilabilecek

olan ¢aligmalara 6ncelik edebilecek potansiyele sahip olabilecegi diisiiniilmektedir.
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