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1. GİRİŞ 

 

4 , 4  boyutlu Öklidyen uzayında A. Magden, bir ( )x s  eğrisinin bir eğilim çizgisi 

olabilmesi için gerek ve yeter şartın 

(
𝑘1(𝑠)

𝑘2(𝑠)
)

2

+
1

𝑘3
2(𝑠)

{
𝑑

𝑑𝑠
(

𝑘1(𝑠)

𝑘2(𝑠)
)}

2

= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

eşitliğinin sağlanması gerektiğini göstermiştir. Burada 1 2,k k  ve 3k  değerleri ( )x s  

eğrisinin sırasıyla birinci, ikinci  ve üçüncü eğrilikleridir ve hiçbir yerde sıfır değillerdir 

[2].
4

1  Minkowski 4-uzayında H. Kocayiğit ve M. Önder tarafından timelike eğilim 

çizgileri için benzer tanımlar verilmiştir [6].
4

1 Minkowski 4  uzayında space-like ve 

timelike eğrileri için gerek ve yeter koşullar verilmiştir [10]. A. T. Ali ve R. Lopez 

Minkowski 4-uzayında timelike eğilim çizgilerini inceleyerek bu eğriler için bazı 

tanımlar sunmuşlardır [3]. M. Önder, H. Kocayiğit ve M. Kazaz space-like eğilim 

çizgileri için diferansiyel denklemler ve integral karakterizasyonlar tanımlamışlardır[7]. 

Bu tez çalışmasında  M. Aykut ve A.İ. Sivridağ makalesi incelenerek,
4

2 de bir space-

like eğrinin eğilim çizgisi olabilmesi için gerek ve yeter şartlar, integral 

karakterizasyonlar ve diferansiyel  denklem karakterizasyonları detaylı bir şekilde 

incelenmiştir[12]. Ayrıca T.Ağırman ve H. Kocayiğit makalesi incelenerek, 
4

2 de bir 

space-like eğrinin birim teğet vektöre göre diferansiyel denklem incelenerek, buna bağlı 

bazı özel eğriler verildi[24]. 
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2.TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde çalışmaya esas olan tanım ve teoremler verilecektir. 

2.1. 
3E Öklid 3- Uzayında Frenet Çatısına Göre Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1: Boş olmayan bir cümle A  ve bir F  cismi üzerinde bir vektör uzayı V 

olsun. Aşağıdaki üç önermeye uyan bir :f A A V   fonksiyonu varsa A  ya V  ile 

eşlenen bir Afin uzay denir [17]. 

i. ,P Q A   nokta çifti için ( , )f P Q   olacak şekilde bir tek V  vektörü 

vardır. 

ii. A  da belli bir nokta seçildiğinde A  daki geri kalan her noktaya V  deki bir vektör 

karşılık gelir. 

iii. , ,P Q R A  için ( , ) ( , ) ( , )f P Q f Q R f P R  . 

F   reel sayılar cismi olarak alınması halinde afin uzayı reeldir.  

Tanım2.1.2 (Öklid Uzayı): reel sayılar cismini göstermek üzere,

 1 2 3( , , ,......, ) :n

n ix x x x x 
vektör uzayında iki vektör 1 2 3( , , ,...., )nx x x x x  ve

 1 2 3, , ,....., ny y y y y  olmak üzere, 

, : ,n n 
 

 
1

, , ,
n

i i

i

x y x y x y


 
                

(2.1.1) 

fonksiyonu 
n

  uzayında bir iç çarpımdır. Bu iç çarpıma Öklid iç çarpımı denir. 

Üzerinde Öklid iç çarpımı tanımlı 
n

 afin uzayına Öklid uzayı denir ve 
nE  ile 

gösterilir [15, 16]. 

Tanım 2.1.3 (Vektörel Çarpım): 1 2 3(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)e e e  

ortonormal baz vektörleri olsun. Bu durumda 
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1 1 2 2 3 3, , , 1,e e e e e e    

ve 

1 2 2 3 1 3, , , 0,e e e e e e    

ya da kısaca,  

1,
,

0,
i j ij

i j
e e

i j



  

  

eşitlikleri sağlanır. 

3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3,a a e a e a e b b e b e b e        

olmak üzere a  ve b  vektörlerinin vektörel çarpım; 

     2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3a b a b a b e a b a b e a b a b e       (2.1.2) 

eşitliği ile tanımlanır. a b  vektörel çarpımı aşağıdaki gibi bir sembolik determinant ile 

gösterilebilir: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

det

e e e

a b a a a

b b b

 
 

   
 
   

Eğer 0a b   ise a  ve b  vektörleri lineer  bağımsız, aksi durumda lineer 

bağımlıdır[17]. 

Tanım 2.1.4:
3
vektör uzayı üzerinde, 𝑥⃗ ∈ ℝ3olmak üzere, 

    
‖ ‖: ℝ3 → ℝ

             𝑥⃗ → ‖𝑥⃗‖ = √〈𝑥⃗, 𝑥⃗〉
                

(2.1.3) 

şeklinde tanımlanan fonksiyon 
3
bir normdur [17].  

Tanım 2.1.5: 3-boyutlu bir reel iç çarpım uzayı 
3
ile birleşen Öklid uzayı 

3E  

olsun.  

   
 

 

3 3

2 1 2 3

1 1 2 3

d :

, ,
d , ,

, ,

n

i i

i

E E

x x x x
x y xy y x

y y y y

 


   




                  (2.1.4) 
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olarak tanımlanan fonksiyona 
3E  Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve her 

3,x y E  

için  d ,x y değerine de x ile y noktaları arasındaki uzaklık denir [17]. 

Tanım 2.1.6: ,I  reel sayılar cisminin bir açık aralığı olmak üzere, 

diferansiyellenebilir bir  

        

3

1 2 3

: ,

, ,

E

s s s s s



   

  

 
 

fonksiyonuna  
3E , 3 boyutlu Öklid uzayında diferansiyellenebilir bir parametrik eğri 

denir. Bu durumda   3s E   alt kümesine   eğrisinin grafiği veya izi denir.  I 

açık aralığına,   eğrisinin parametre aralığı ve s I değişkenine de  s
eğrisinin 

parametresi denir [17]. Buradaki  , 1 3,i i    ler : ,i I  ( ), 1 3,it t i    

şeklinde fonksiyonlar olup,   nın koordinat fonksiyonları (bileşenleri) olarak 

isimlendirilirler. 

Tanım 2.1.7:         3

1 2 3: , , ,E s s s s s        
 bir eğri olsun.  

i , 1,2,3,i   koordinat fonksiyonlarının t  noktasındaki birinci türevleri ' ( )i t ler olmak 

üzere,  

' ' ' 3

1 2 3'( ) ( ( ), ( ), ( ))t t t t      

vektörüne   eğrisinin t  noktasındaki teğet vektörü veya hız vektörü denir.  

Ayrıca,  

   
    2 2 2

1 2 3: , ( ' ( )) ( ' ( )) ( ' ( ))R s s s s s s             
     (2.1.5) 

şeklinde tanımlı 
 

 fonksiyonuna   eğrisinin hız fonksiyonu ve  
 s 

 reel sayısına 

da   eğrisinin  s
noktasındaki skaler hızı denir. Eğer 

  1s  
ise,   eğrisine birim 

hızlı eğri ve  s  parametresine de eğrinin yay parametresi denir  
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[ 17]. 

Tanım 2.1.8: 3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı bir 
3: E     eğrisi için  

   
   T s s 

                                                                       

(2.1.6) 

eşitliğiyle belirli  T s  vektörüne   eğrisinin  s  noktasındaki birim teğet vektörü 

denir  15
. 

Tanım 2.1.9: 3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 
3: E     eğrisi için, 

                         : ,R      ,s s T s  
                                                     

(2.1.7) 

fonksiyonuna,   eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir.  s
sayısına eğrinin  s  

noktasındaki eğriliği denir  15
. 

Eğrilik, teğet doğrudan sapma miktarını ölçer. Bu anlamda eğrilik değeri 

küçüldükçe eğri doğruya yaklaşır, büyüdükçe kapalı bir görünüme sahip olur.  

( ) 1T s 
 olduğundan 

( ), ( ) 1T s T s 
 dir. Bu eşitliğinin her iki tarafın türevi 

alınır ve düzenleme yapılırsa 
'( ), ( ) 0T s T s 

 elde edilir. Yani '( )T s  vektörü ( )T s  

vektörüne diktir. Şimdi '( )T s  vektörünü normuna bölersek,  ( )T s  vektörüne dik yeni bir 

birim vektör elde ederiz.  

Tanım 2.1.10: 3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 
3: E     eğrisi için, 

 
 

 
1

,N s T s
s



                          

(2.1.8) 

eşitliği ile belirli  N s  vektörüne,   eğrisinin  s
 noktasındaki asli normali denir 

[15]. 

Tanım 2.1.11: 3-boyutlu Öklid uzayında birim hızlı 
3: E     eğrisi için, 
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      ,B s T s N s                                                 (2.1.9) 

eşitliği ile belirli  B s  vektörüne, eğrinin  s  noktasındaki binormali denir [15]. 

Tanım 2.1.12 (Öklid 3-uzayında Frenet çatısı):      , ,T s B s N s vektörlerine, 

3: E   eğrisinin  s  noktasındaki Frenet vektörleri denir. 
      , ,T s N s B s

 

kümesine de   eğrisinin  s  noktasındaki Frenet çatısı denir  15
. 

Tanım 2.1.13:
3: E     bir eğri ve

      , ,T s N s B s
Frenet çatısı olsun.  

s I  için 
    ,T s N s

kümesinin gerdiği düzleme  eğrisinin ( )s  noktasındaki 

oskülatör düzlemi veya dokunum düzlemi, 
    ,N s B s

kümesinin gerdiği düzleme 

  eğrisinin ( )s  noktasındaki normal düzlemi ve 

    ,T s B s
 kümesinin gerdiği düzleme ise  eğrisinin ( )s  noktasındaki rektifiyan 

düzlemi veya doğrultman düzlemi denir [15]. 

Tanım 2.1.14: Bir
3: E     birim hızlı eğrisinin Frenet vektörleri T , N , 

B  olmak üzere,  

,    

     , ,s s B s N s   
                                 (2.1.10) 

fonksiyonuna   eğrisinin burulma fonksiyonu denir.  s
 sayısına, eğrinin  s

 

noktasındaki burulması denir [15].  

Burulma, eğrinin oskülatör düzlemden sapma miktarını ölçer. 

Teorem 2.1.1 (Öklid 3-uzayında Frenet türev formülleri): Birim hızlı bir

3: E   eğrisinin Frenet vektörleri      , ,T s N s B s  ise 
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   

     

 

,

,

,

T s N s

N s T s B s

B N s



 



 

   

                                          (2.1.11) 

şeklindedir [15].  

 

2.2.Semi-Öklidyen Uzaylar  

Tanım 2.2.1:V  bir reel vektör uzayı olsun. 

,  :V V   

dönüşümü ,a b   ve , ,u v w V   için 

i)
, ,u v v u

 

ii)
a , , b v,u bv w a u w w  

 

iii)
, , v b ,u av bw a u u w  

 

özelliklerine sahip ise 
,

 dönüşümüne V  reel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer 

form denir [13]. 

 Tanım 2.2.2:V reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form 
,

 olsun. 

i) v V  ve 0v   için 
, 0v v 

 ise 
,v v

 simetrik bilineer formuna  ‘pozitif  tanımlı’ , 

ii) v V  ve 0v   için 
, 0v v 

 ise 
,v v

 simetrik bilineer formuna  ‘negatif tanımlı’ , 

iii) v V  ve 0v   için 
, 0v v 

 ise 
,v v

 simetrik bilineer formuna  ‘yarı pozitif 

tanımlı’ , 

iv) v V  ve 0v   için 
, 0v v 

 ise 
,v v

 simetrik bilineer formuna  ‘yarı negatif 

tanımlı’, 

v) v V  ve 
, 0v v 

 iken 0v   olmak zorunda ise 
,v v

 simetrik bilineer formuna 

‘non-dejenere’ aksi halde ‘dejeneredir’ denir [13]. 
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 Tanım 2.2.3:V  bir reel vektör uzayı ve  

,v v :V V   

bir simetrik bilineer form olsun. 

,
W

v v
 : W W   

negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu W  altuzayıının boyutuna 
,v v

 

simetrik bilineer formun ‘indeksi’ denir ve ' '  ile gösterilir [13]. 

 Teorem 2.2.4:V  bir reel vektör uzayı ve  V  üzerinde simetrik bilineer form 

,i j 
 olsun.  

Bu durumda, 

i)
, 0i j  

 , i j  , 

ii)
, 1i j  

 , 1 i    , 

iii)
, 1i j   

 , 1 i       , 

iv)
, 0i j  

 , i n           , 

olacak şekilde V  nin  1 2, ,..., n  
 bazı vardır [14]. 

 Teorem 2.2.5:  Bir 
,v v

 simetrik bilineer formun non-dejenere olması için gerek 

ve yeter şart 
,v v

nin herhangi bir baza göre ters matrisinin olmasıdır [13]. 

 Tanım 2.2.6:Bir V reel vektör uzayı üzerinde non-dejenere  simetrik bilineer 

forma V reel vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpma denir. V  üzerindeki bir skalar 

çarpma 
,v v

 ise 
( ; , )V v v

 ikilisine skalar çarpımlı vektör uzayı denir [13]. 

 Tanım 2.2.7: ,v w V   için 0v   ve 0w   için 
, 0v w 

 ise v  ve w  vektörleri 

diktir denir ve v w  şeklinde gösterilir. V  reel vektör uzayının bir altuzayı W  ise 
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 :W v V v W   
 olsun. W


 altuzayına V  nin dik altuzayı denir. W W   genellikle 

V nin tamamı olmadığından  W


 altuzayına W  nın ortogonal komplemanı denilemez 

[13]. 

 Teorem 2.2.8: W bir V skalar çarpım uzayının altuzayı olsun. O zaman  

i)boyW boyW boyV   

ii)  W W


 
 özellikleri vardır [13]. 

 Tanım 2.2.9:V reel vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpma 
,v v

 ve W  da V  

nin bir altuzayı olsun. Eğer 
, ,v v W  üzerinde non-dejenere ise W  ya ‘non-dejenere 

altuzay’, non-dejenere değil ise ‘dejenere altuzaydır’ denir  [13]. 

 Teorem 2.2.10:V bir skalar çarpım uzayı ve W  , V  nin bir altuzayı olsun. W  nın 

non-dejenere olması için gerek ve yeter şart V W W    olmasıdır [13]. 

 Tanım 2.2.11: Bir V  reel vektör uzayı üzerindeki skalar çarpma 
,v v

 olsun. Bir 

v V  vektörünün normu  

,v v v
 

olarak tanımlanır. Normu 1 olan vektöre ‘birim vektör’ ve ortogonal birim vektörlerin 

cümlesine de ‘ortonormal sistem’ denir [13]. 

 Teorem 2.2.12:V  reel vektör uzayı için bir ortonormal baz {𝑒1, e⃗⃗2, . . . , e⃗⃗n} olsun. 

𝜀𝑖 = 〈𝑒𝑖⃗⃗ ⃗, ei⃗⃗ ⃗〉olmak üzere v V   vektörü  

𝑣⃗ = ∑ 𝜀𝑖

𝑛

𝑖=1

〈𝑣⃗, 𝑒𝑖〉e⃗⃗i 

olacak şekilde tek türlü yazılabilir [13]. 

 Tanım 2.2.13:V  bir skalar çarpım uzayı olsun. V  nin indeksi   olmak üzere 

1   ve 2boyV   ise V  skalar çarpım uzayına bir ‘Lorentz uzayı’ denir [13]. 
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 Tanım 2.2.14: V bir Lorentz uzayı olsun. v V  olmak üzere  

i)
, 0v v 

veya 0v   ise v  vektörüne ‘space-like vektör’, 

ii)
, 0v v 

ise v  vektörüne ‘timelike vektör’, 

iii)
, 0v v 

, 0v   ise v  vektörüne ‘lightlike (null) vektör’ denir [13, 14]. 

 2.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayında Temel Tanımlar 

 

 Tanım 2.3.1:
3
 3-boyutlu Öklid uzayı olmak üzere, ∀𝑢⃗⃗ = (𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢3⃗⃗⃗⃗⃗), 𝑣⃗ =

(𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑣3⃗⃗⃗⃗⃗) ∈ ℝ3için Lorentz anlamında iç çarpım, 

〈𝑢⃗⃗, 𝑣⃗〉𝐿 = 𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗𝑣1⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗𝑣2⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑢3⃗⃗⃗⃗⃗𝑣3⃗⃗⃗⃗⃗ 

ile tanımlanır. Bu durumda  3

1 , ,
L  ikilisine 3-boyutlu  Minkowski uzayı denir ve 

3

1  

ile gösterilir  4
. 

 Tanım 2.3.2:
3

1u  olmak üzere, 
3

1 uzayının tüm lightlike vektörlerinin 

kümesi, 

𝐶1 = {(𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢3⃗⃗⃗⃗⃗) ∈ ℝ1
3: 𝑢⃗⃗1

2 + u⃗⃗2
2 − u⃗⃗3

2 = 0} − {(0,0,0)} 

şeklindedir  8
. 

 Önerme 2.3.3: 𝑢⃗⃗⃗, 𝑣⃗⃗⃗ ∈ ℝ1
3
 vektörleri için,  

i)Her ikisi de lightlike vektör ise, bu vektörlerin lineer bağımlı olması için gerek ve yeter 

şart 〈𝑢⃗⃗, 𝑣⃗〉𝐿 = 0 olmasıdır. 

ii) 𝑢⃗⃗⃗, 𝑣⃗⃗⃗ ∈ ℝ1
3
 vektörlerinin her ikisi de timelike vektör ise 〈𝑢⃗⃗, 𝑣⃗〉𝐿 ≠ 0 dır  8

. 

 

 

Tanım 2.3.4.Bir 𝑢⃗⃗ ∈ ℝ1
3 vektörünün Lorentz anlamında normu, 

‖𝑢⃗⃗‖ = √|〈𝑢⃗⃗, 𝑢⃗⃗〉𝐿| 

olarak tanımlanır  8
. 

Tanım 2.3.5. 𝑢⃗⃗⃗, 𝑣⃗⃗⃗ ∈ ℝ1
3
 vektörleri için Lorentz anlamında vektörel çarpım, 



11 
 

1 2 3

1 2 3

i j k

a b u u u

v v v



 

   ile verilir 8
. 

Teorem 2.3.6. 𝑢⃗⃗⃗, 𝑣⃗⃗⃗ ∈ ℝ1
3
 timelike iki vektör olsun. Bu durumda  

〈𝑢⃗⃗, 𝑣⃗〉𝐿 = −‖𝑢⃗⃗‖‖𝑣⃗‖cosh𝜑 

olacak şekilde bir tek 0   sayısı vardır ve bu sayıya u  ile v  arasındaki ‘hiperbolik açı’ 

denir  8
. 

2.4. 
4E  Uzayında Temel Tanımlar 

 

Tanım 2.4.1:
4E  de 1 2 3, ,k k k  eğrilikleri sabit olan bir genel eğri 

4E  de W  eğrisi 

olarak adlandırılır [21]. 

Tanım 2.4.2:  ve   sıfırdan farklı sabitler olmak üzere,
4E de bir eğrinin 1 0k 

, 2k  ve  3k eğrilikleri için 

2

1

k

k


 ve 

3

1

k

k


 ise bu eğriye bir slope eğrisi denir[19]. 

Tanım 2.4.3: 𝛾: 𝐼 → 𝐸4eğrisi, tüm 

1i

i

k

k



 bölümleri sabit ise bu eğri ccr-eğrisi 

olarak adlandırılır.
4E  de regüler bir eğri için  

2

1

k

k  ve 

3

2

k

k  sabit fonksiyonlar ise bu eğri bir 

ccr-eğrisidir[22]. 

Tanım 2.4.4: Bir eğrinin T  teğet vektörü, 
4E ün sabit doğrultulu bir U  birim 

vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri genel helis olarak adlandırılır[23]. 

Tanım 2.4.5: Birim hızlı 
4: I E   eğrisinin N  birim asli normal vektörü, sabit 

doğrultulu bir U  birim vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri slant helis olarak 

adlandırılır[18]. 
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Tanım 2.4.6: Birim hızlı 
4: I E   eğrisinin  1B  birim binormal vektörü, sabit 

doğrultulu bir U  birim vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri 1B  slant helis olarak 

adlandırılır[18]. 

            Tanım 2.4.7: Birim hızlı 
4: I E   eğrisinin 2B  birim binormal vektörü, sabit 

doğrultulu bir U  birim vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri 2B  slant helis olarak 

adlandırılır[18]. 

 

 

3.
4

2  MİNKOWSKİ UZAYIN BAZI ÖZELLİKLERİ 

 

4

2  Minkowski uzayı, aşağıdaki metrik ile verilen  

                     
2 2 2 2

1 2 3 4, dx dx dx dx   
                                                                     

(3.1) 

standart vektör uzayıdır. Burada 1 2 3 4(x ,x ,x ,x ) , 
4

2  ün koordinat sistemidir.
4

2  de bir v  

vektörü için, 
, 0v v 

 şartını sağlıyorsa v  vektörü space-like, 
, 0v v 

 şartını 

sağlıyorsa v  vektörü timelike yada 0 (0,0,0,0)v    şartını sağlıyor ise v  vektörü 

null(lightlike) vektörüdür, denir. Bir v  vektörünün normu ; 

,v v v
 

ile verilir. Keyfi ,v w   vektörleri için  
, 0v w 

 eşitliği sağlanıyor ise v  vektörü ile w  

vektörü ortogonaldir(diktir), denir. 

   Keyfi bir 
4

2:   eğrisi space-like, timelike yada null olabilir, aynı zamanda   

eğrisinin tüm hız vektörleri ( )ı s  vektörü de space-like, timelike yada null vektörü 

olabilir. 
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4

2  de a  ve 𝑏⃗⃗ iki space-like vektör olsun. O zaman, a ve 𝑏⃗⃗ vektörleri arasında 0     

tek bir açı vardır, öyle ki 〈𝑎⃗, 𝑏⃗⃗〉 = ‖𝑎⃗‖. ‖𝑏⃗⃗‖. 𝑐𝑜𝑠𝛿 sağlanır.  

4

2  de ( )s  eğrisi boyunca 1 2{T(s),N(s),B (s),B (s)} Frenet çatısı  olsun. Burada T  teğet 

vektör alanı, N  asli normal vektör alanı, 1B  birinci binormal vektör alanı, 2B  ikinci 

binormal vektör alanıdır ve TT  (T nin birinci kovaryant türevi) space-like vektördür.  

4

2  de s  parametresine bağlı bir space-like eğri   eğrisi olsun. Bu   space-like eğrisi 

için aşağıdaki durumlar oluşmaktadır. N  vektörü space-like, 1B  ve 2B  vektörleri 

timelike vektörler ve ( )s  space-like eğrisinin 1 2{T,N,B ,B } Frenet çatısı olmak üzere 

aşağıdaki eşitlikler sağlanır:   

                                                 1TT k N   

1 2 1T N k T k B     

1 2 3 2T B k N k B    

                                                       2 3 1T B k B                                                           

(3.2) 

Burada 1, ,T N B  ve 2B  vektör alanları,  

, , 1N N T T 
, 1 1 2 2, , 1,B B B B  

                                                             (3.3) 

karşılıklı olarak ortogonal vektörlerdir ve ( )s  eğrisinin sırasıyla birinci, ikinci ve 

üçüncü eğrilik fonksiyonları 1 1 2 2( ), ( )k k s k k s   ve 3 3( )k k s  fonksiyonlarıdır. Bu 

çalışma boyunca ( ) 0, 1 3ik s i    kabul edilecektir[12]. 

Tanım 3.1: 
4

2  de 1 2 3, ,k k k  eğrilikleri sabit olan bir genel eğri W  eğrisi olarak 

adlandırılır[24]. 
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Tanım 3.2:  ve   sıfırdan farklı sabitler olmak üzere, 
4

2  de bir eğrinin 1 0k 

, 2k  ve  3k eğrilikleri için 

2

1

k

k


 ve 

3

1

k

k


 ise bu eğriye bir slope eğrisi denir[24]. 

Tanım 3.3: 
4

2: I 
 regüler bir eğrisi için  

2

1

k

k  ve 

3

2

k

k  sabit fonksiyonlar ise bu 

eğri bir ccr-eğrisi olarak adlandırılır[24]. 

Tanım 3.4: Bir eğrinin T  teğet vektörü, 
4

2  ün sabit doğrultulu bir U  birim 

vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri
4

2 de genel helis olarak adlandırılır[24]. 

Tanım 3.5: Bir eğrinin N  birim asli normal vektörü, sabit doğrultulu bir U  birim 

vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri slant helis olarak adlandırılır[24]. 

Tanım 3.6: Bir eğrinin 1B  birim binormal vektörü, sabit doğrultulu bir U  birim 

vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri 1B slant helis olarak adlandırılır[24]. 

Tanım 3.7: Bir eğrinin 𝐵⃗⃗2 birim binormal vektörü, sabit doğrultulu bir U  birim 

vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa bu eğri 𝐵⃗⃗2 slant helis olarak adlandırılır[24]. 

Tanım 3.8: a   ve b ,  
4

2  de iki spacelike vektör olsun. Bu taktirde 

, cosa b a b 
 olacak şekilde a  ve b  arasındaki açı olarak adlandırılan bir tek 

0 2    reel sayısı vardır [24]. 

Tanım 3.9:
4

2  de a spacelike ve b timelike  vektör olmak üzere  

, sinha b a b 
 olacak şekilde a  ve b  arasındaki açı olarak adlandırılan bir tek 

0 2    reel sayısı vardır [24]. 
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4. 
4

2 DE SPACE-LIKE ÖZEL EĞRİLER İÇİN İNTEGRAL 

KARAKTERİZASYONLARI 

 

Bu bölümde 
4

2  de spacelike eğrilere ait, helis ve 𝐵2−slant helisler için integral 

karakterizasyonlar verilecektir. 

4.1
4

2  ’de Spacelike Helis Eğriler İçin İntegral Karakterizasyonları 

Teorem 4.1.1:
4

2:    s  parametreli  spacelike bir eğri olsun.   eğrisinin 

 s
 noktasındaki hareketli Frenet çatısı 

        1 2, , ,s s s s   
 , eğrilikleri 1 2,k k , 

3k ve 0, 1 3ik i    olmak üzere ;   eğrisinin bir spacelike helis eğrisi olması için 

gerek ve yeter şart; 

(
𝑘1(𝑠)

𝑘2(𝑠)
)

2

+
1

𝑘3
2(𝑠)

{
𝑑

𝑑𝑠
(

𝑘1(𝑠)

𝑘2(𝑠)
)}

2

=sabit, 

eşitliğinin sağlanmasıdır[12]. 

İspat :
4

2:    s  paremetreli  spacelike bir helis eğrisi olsun. Bu durumda  

  eğrisinin tanjant vektörü  , sabit doğrultulu ve spacelike sabit birim vektör U  ile 

sabit açı yapar. O halde ; 

, . .cosU U   
 

1.1.cos  

                                                              cos   sabit.                                            (4.1.1) 

Bu eşitliğin her iki tarafının s ’ye göre türevi alınırsa; 

                                              
, , 0U U    

 

                                         
 1 , ,0 0k s U   
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 1 , 0k s U 

 

                                                            
, 0U 

                                         

(4.1.2) 

elde edilir. (4.1.2) eşitliği bize U   olduğu bilgisini verir. Bu bilgiye dayanarak U  

vektörünü; 

                                          1 2 1 3 1U u u u                                                          

(4.1.3) 

biçiminde yazılabilir. (4.1.3) eşitliğinin her iki tarafının s  parametresine göre türevi 

alınıp, Frenet türev formüller kullanılırsa; 

                        1 1 2 1 2 1 3 2 3 20 ,u u u u u u               
                                     

(4.1.4)
          1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 2 3 3 10 ,u u k s u u k s k s u u k s              

     

(4.1.5) 

          1 1 1 2 2 1 2 3 3 2 2 3 30 ,u u k s u k s u u k s u k s u        
                   

(4.1.6) 

 elde edilir. (4.1.6) eşitliğinde 0  , 0   , 1 0  ve 2 0   olduğundan, bu eşitliğin 

sağlanması için ; 

                                             

   

 

 

1

1 1 2 2

2 3 3

2 3 3

0

0

0

0

u

u k s u k s

u u k s

u k s u

  


  


   
                                                    

(4.1.7) 

denklem sistemini sağlanması gerekir. (4.1.7) eşitliklerinin 1. denkleminden; 

                                       1 10u u c     sabit                                                     

(4.1.8) 

 olur. (4.1.7)  eşitliklerindeki 2.denklemden ve (4.1.8) den;  
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 

 

 

 
1 1

2 1

2 2

,
k s k s

u u c
k s k s

   

                                                       

(4.1.9) 

elde edilir. (4.1.7) eşitliklerindeki 4.denklemden; 

                              
   

3
2 3

3 3

1 1 du
u u

k s k s ds
   

                                                  

(4.1.10) 

bulunur. (4.1.9) ve (4.1.10) eşitliklerinden; 

                              

 

   
1 3

2

2 3

1k s du
u c

k s k s ds
   

                                                  (4.1.11) 

yazılabilir. (4.1.7) eşitliklerindeki 3. denklemden ve (4.1.9) eşitliğinden; 

                   

 

 
1

3 2

3 3 2

1 k sc d
u u

k s k s ds k s

 
       

                                         (4.1.12) 

elde edilir. Ayrıca  (4.1.7) eşitliklerindeki 3. denklemden; 

                                        
 2 3 3u u k s 

 

                                            
 2

3 3

du
u k s

ds


                                                            

(4.1.13) 

bulunur. (4.1.11) eşitliği (4.1.13) de yazılırsa; 

                               
 

 3
3 3

3

1
,

dud
u k s

ds k s ds

 
    
                                            

(4.1.14) 

                               
 

 3
3 3

3

1
0,

dud
k s u

ds k s ds

 
   

                                              

(4.1.15) 

biçiminde 3u ’e göre ikinci mertebeden, değişken katsayılı, lineer, homojen diferansiyel 

denklem  elde edilir. Burada 
 3

0

s

t k s ds 
 dönüşümü yapılırsa; 
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   3 3

dt
dt k s ds k s

ds
  

 ve  3

1 ds

k s dt


 eşitlikleri elde edilir. Elde edilen bu eşitlikler 

(4.1.15) de yerine yazılırsa, 

                                     

3dud ds

ds dt ds
3 0,

dt
u

ds

 
  

   

                                          

3
3 0.

dud dt
u

ds dt ds

 
  

                                                 

(4.1.16) 

(4.1.16) denkleminin her iki tarafı 

ds

dt  ile çarpılırsa; 

                                                     

2

3
32

0
d u

u
dt

 
                                                      

(4.1.17) 

biçiminde 3u ’e göre ikinci merteben, sabit katsayılı, lineer, homojen diferansiyel denklem 

elde edilir. 

(4.1.17)  diferansiyel denklemin çözümü; 

                                              3 1 2cos sinu t t   ,   1 2,                              

(4.1.18) 

biçimindedir. Bu eşitlikte 
 3

0

s

t k s ds 
 yerine yazılırsa; 

                                             

   3 1 3 2 3

0 0

cos sin

s s

u k s ds k s ds 
   

    
   
 

              

(4.1.19) 

bulunur. (4.1.12) ve (4.1.19) dan; 

       
 

 

 
1

3

3 2

k sc d
u

k s ds k s

 
     

 
   1 3 2 3

0 0

cos sin ,

s s

k s ds k s ds 
   

    
   
 

              (4.1.20)    

elde edilir. (4.1.19) eşitliğinden; 

       3
1 3 3 2 3 3

0 0

sin cos ,

s s
du

k s ds k s k s ds k s
ds

 
   

     
   
 
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elde edilir. Elde edilen bu denklem (4.1.11) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

 

       
 

       2 1 3 3 2 3 3

3 0 0

1
sin cos ,

s s

u k s ds k s k s ds k s
k s

 
      

      
     

 
 

       

 

 
   1

2 1 3 2 3

2 0 0

sin cos ,

s sk s
u c k s ds k s ds

k s
 

   
      

   
 

                                

(4.1.21) 

bulunur. Şimdi elde edilen (4.1.20) ve (4.1.21) denklemlerini göz önüne alalım. Bu 

denklemlerden  1 2,   sayılarını bulalım. 

(4.1.20) eşitliği

 3

0

cos

s

k s ds
 
 
 


 ve (4.21) eşitliği

 3

0

sin

s

k s ds
 
 
 


 ile çarpılıp, taraf tarafa 

toplanırsa; 

 
 

 
 

   1

3 3 1 3 2 3

3 20 0 0

cos cos sin ,

s s sk sc d
k s ds u k s ds k s ds

k s ds k s
 

      
         

      
  

 

 
 
 

   1

3 2 1 3 2 3

20 0 0

sin sin cos ,

s s sk s
k s ds u c k s ds k s ds

k s
 

     
        

     
  

 

+ 

 

   2 2

1 3 3

0 0

1

cos sin

s s

k s ds k s ds
    

      
    
 

 

 

 
 1

3

3 2 0

cos

sk sc d
k s ds

k s ds k s

   
     

  


 

 

 
 1

3

2 0

sin ,

sk s
c k s ds

k s

 
  

 


 

 
 

 

 
 

 

 
 1 1

1 3 3

3 2 20 0

cos sin ,

s sk s k sc d
k s ds c k s ds

k s ds k s k s


     
        

    
 

                     (4.1.22) 
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bulunur. Benzer biçimde (4.1.20) eşitliğini
 3

0

sin

s

k s ds
 
 
 


 ve (4.1.21) eşitliğini

 3

0

cos

s

k s ds
 

  
 


 ile çarpıp taraf tarafa toplanırsa; 

 
 

 
 

   1

3 3 1 3 2 3

3 20 0 0

sin cos sin ,

s s sk sc d
k s ds u k s ds k s ds

k s ds k s
 

      
         

      
  

 

 
 
 

   1

3 2 1 3 2 3

20 0 0

cos sin cos ,

s s sk s
k s ds u c k s ds k s ds

k s
 

     
         

     
  

 

+ 

 

   2 2

2 3 3

0 0

1

cos sin

s s

k s ds k s ds
    

      
    
 

 

 

 
 1

3

3 2 0

sin

sk sc d
k s ds

k s ds k s

   
     

  


 

 

 
 1

3

2 0

cos ,

sk s
c k s ds

k s

 
   

 


 

      

 

 
 

 

 

 
 1 1

2 3 3

2 3 20 0

cos sin ,

s sk s k sc d
c k s ds k s ds

k s k s ds k s


    
       

    
 

                  

(4.1.23) 

elde edilir. 1 2,    olduğundan, 
2 2

1 2   olduğunu göstermeliyiz. 

 

 

 
 

 

 
 

22

1 12 2 2

1 3 3

3 2 20 0

cos sin

s sk s k sc d
k s ds c k s ds

k s ds k s k s


       
           
         

 
 

               +  

 

 

 

 
   

2
1 1

3 3

3 2 2 0 0

2 cos sin ,

s sk s k sc d
k s ds k s ds

k s k s ds k s

     
      

    
 

 

 

 

 
 

 

 
 

22

1 12 2 2

2 3 3

3 2 20 0

sin cos

s sk s k sc d
k s ds c k s ds

k s ds k s k s


       
          
         

 
 

               
 

 

 

 

 
   

2
1 1

3 3

3 2 2 0 0

2 cos sin ,

s sk s k sc d
k s ds k s ds

k s k s ds k s

     
       

    
 
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 
 

   

 

 

2 2

1 12 2 2

1 2 3

2 3 20

cos

s k s k sc d
k s ds c

k s k s ds k s
 

       
           

         


 

              

 
 

   

 

 

2 2

1 12

3

2 3 20

sin ,

s k s k sc d
k s ds c

k s k s ds k s

       
          

         


 

 

   

 

 
   

2 2

1 12 2 2 2

1 2 3 3

2 3 2 0 0

1

sin cos ,

s sk s k sc d
c k s ds k s ds

k s k s ds k s
 

             
              

             

 

 

   

 

 

22
2

1 12 2 2

1 2 2

2 3 2

k s k sc d
c

k s k s ds k s
 

    
          

      sabit,                                         (4.1.24) 

         

 

   

 

 

22

1 1

2

2 3 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
        

      sabit,                                   (4.1.25)

  

bulunur.  

Bulduğumuz 1 2 3, ,u u u  eşitlikleri; 1 2 1 3 2U u u u     denkleminde yazılırsa; 

 

   

 

 
1 1

1 2

2 3 2

,
k s k sc d

U c c
k s k s ds k s

 
      

   

elde edilir. Ayrıca cosc   sabit alınırsa, 

                  

 

   

 

 
1 1

1 2

2 3 2

1
cos ,

k s k sd
U

k s k s ds k s


  
       
                                  

(4.1.26) 

bulunur. 

 : Tersine  

 

   

 

 

22

1 1

2

2 3 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
        

      sabit  olsun. 
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Şimdi 

 

   

 

 
1 1

1 2

2 3 2

1
cos

k s k sd
U

k s k s ds k s


  
       
      biçiminde bir vektör alalım. 

Alınan bu vektör için 
, cosU   

sabittir.   

                                                          
0,

dU

ds


                                                 

(4.1.27) 

olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmış olur. 

(4.1.26) eşitliğinin her iki tarafının s parametresine göre türevi alınırsa; 

 

 

 

   

 

   

 

 
1 1 1 1

1 1 2 2

2 2 3 2 3 2

1 1
,

k s k s k s k sdU d d

ds k s k s k s ds k s k s ds k s

         
                        

             

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikte Frenet-türev formülleri yerine yazılırsa; 

 
 

 

 

 
  

 

 
  1 1 1

1 1 2 3 2

2 2 2

k s k s k sdU d
k s k s k s

ds ds k s k s k s

     
                 

       

 

 

   

 

 
  1 1

2 3 1

3 2 3 2

1 1
,

k s k sd d d
k s

ds k s ds k s k s ds k s

      
             

           

 
 

 
1

1

2

k s
k s

k s
    2k s

 
 
 
 

 

   
1

1

2 3

0

1k sd

ds k s k s

   
          

 

 
 1

3

2

k sd
k s

ds k s

  
      

 

0

 
 
 
 

 

     

 

 
 

 

 

 
1 1

2 3

2 3 2

1
,

k s k sd d
k s

k s ds k s ds k s

     
          

                                                     

(4.1.28) 

bulunur. (4.1.25) eşitliğinden;   

 

   

 

 

22

1 1

2

2 3 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
        

      sabit   olduğu kabul 

edilmişti. Bu eşitliğin her iki tarafının türevi alınırsa; 

 

 

 

   

 

   

 

 
1 1 1 1

2 2 3 2 3 2

1 1
2 2 0,

k s k s k s k sd d d d

k s ds k s k s ds k s ds k s ds k s

            
                   

                 
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 

 

 

 
 

 
 

1 1

2 2
1

3 2

1

k s k sd

k s ds k sk sd d

ds k s ds k s

   
   

      
    

   

 
 
 

1

3 2

1 k sd

k s ds k s

 
 
  

   
   
   

   

 
1 3

2

,
k s k s

k s
 

 
 
                  (4.1.29) 

elde edilir. (4.1.29) da bulunan eşitlik (4.1.28) de yerine yazılırsa; 

0,
dU

ds


 

bulunur.  Buradan  U vektörünün sabit vektör olduğunu söyleyebiliriz. Dolayısıyla 

eğrisi  spacelike bir helis eğrisidir. Böylece ispat tamamlanmış olur.■ 

 Sonuç 4.1.2: 
4

2:    s  paremetreli  spacelike bir eğri olsun.  s

eğrisinin spacelike bir helis eğrisi olması için; 

 
 

   

 

 
1 1

3

2 3 2

1
0,

k s k sd d
k s

k s ds k s ds k s

  
    

     

eşitliğinin sağlanması gerekir[12]. 

 İspat : 
4

2:       spacelike bir helis eğrisi olsun. O halde  Teorem 4.1.1 

deki (4.1.25) eşitliği; 

 

   

 

 

22

1 1

2

2 3 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
        

      sabit, 

elde edilmişti. Bu eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre türevi alınırsa; 

 

 

 

   

 

   

 

 
1 1 1 1

2 2 3 2 3 2

1 1
2 2 0,

k s k s k s k sd d d d

k s ds k s k s ds k s ds k s ds k s

          
                     

            

 

 

 

   

 

   

 

 
1 1 1 1

2 2 3 2 3 2

1 1
0,

k s k s k s k sd d d d

k s ds k s k s ds k s ds k s ds k s

          
                     

            

           

 

 

 

     

 

 
1 1 1

2 2 3 3 2

1 1
0,

k s k s k sd d d

ds k s k s k s ds k s ds k s

        
             

                              

(4.1.30) 

olur. Bu denklemi sağlayan iki durum vardır.  
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
 

 
1

2

0,
k sd

i
ds k s

 
  

   

olması  durumunda,

 

 
1

2

k s

k s


sabit olup  eğrisinin spacelike bir helis olduğu görülür. 


 

     

 

 
1 1

2 3 3 2

1 1
0,

k s k sd d
ii

k s k s ds k s ds k s

    
        

                                                         (4.1.31) 

olması durumunda(4.1.31)eşitliği  3k s
 ile çarpılırsa; 

                   

 
 

   

 

 
1 1

3

2 3 2

1
0,

k s k sd d
k s

k s ds k s ds k s

  
    

                                                (4.1.32) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.■ 

 Teorem 4.1.3:   4

2:s    
birim hızlı spacelike bir eğri olsun. 

 s
spacelike bir helis eğrisidir ancak ve ancak;  

 
 

 

 
   1

1 3 2 3

3 2 0 0

1
sin cos ,

s sk sd
f s m k s ds m k s ds

k s ds k s

     
        

    
 

 

 
   

 
1 3

2

,
k s k s

f s
k s

 

 

biçiminde diferansiyellenebilir bir  f s
 fonksiyonu vardır[12]. 

 İspat :  :    4

2:s    
birim hızlı, bir spacelike helis  eğrisi 

olsun. Bu  durumda sonuç 4.1.2’ ye göre, 

 
 

   

 

 
1 1

3

2 3 2

1
0,

k s k sd d
k s

k s ds k s ds k s

  
    

     

eşitliğini yazabiliriz. Bu denklem 

 

 
1

2

k s

k s ’e bağlı ikinci mertebeden, değişken katsayılı, 

lineer, homojen diferansiyel denklemdir. Burada 
 3

0

s

t k s ds 
 değişken değiştirme 

yöntemi uygulanırsa, 
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   3 3

dt
dt k s ds k s

ds
  

  ve   3

1
,

ds

k s dt


                                          (4.1.33) 

elde edilir. (4.1.33) deki eşitlikler (4.1.32) de yerine yazılırsa; 

 

 
1

2

k sdt d ds d

ds k s ds dt ds


 

 
1

2

0,
k s

k s

  
   

     

                                         

 

 

 

 
1 1

2 2

0,
k s k sdt d d

ds k s ds dt k s

  
    

                                        

(4.1.34) 

bulunur. (4.1.34) eşitliğinin her iki tarafı 

ds

dt  ile çarpılırsa; 

ds dt

dt ds

 

 
1

2

k s ds d

k s dt ds


 

 
1

2

0,
k sd

dt k s

  
   

     

                                              

 

 

 

 

2
1 1

2

2 2

0,
k s k sd

k s dt k s

 
   

                                           

(4.1.35) 

biçiminde 

 

 
1

2

k s

k s ‘ye göre ikinci mertebeden, sabit katsayılı, lineer, homojen diferansiyel 

denklem  elde edilir. Bu diferansiyel denklemin çözümünden; 

         

 

 
   1

1 2 1 3 2 3

2 0 0

cos sin cos sin ,

s sk s
m t m t m k s ds m k s ds

k s

   
      

   
 

           

(4.1.36) 

bulunur, burada 1 2,m m   dir.  (4.1.30) denkleminden, 

                     

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

1 1

2 21

3 2 1

3 2

1
,

1

k s k sd

k s ds k sk sd

k s ds k s k sd d

ds k s ds k s

   
   

            
   

                                 

(4.1.37) 

eşitliği yazılabilir. (4.1.37) eşitliğinden ; 
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 
 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

1 1

2 21

3 2 1

3 2

1
,

1

k s k sd

k s ds k sk sd
f s

k s ds k s k sd d

ds k s ds k s

   
   

             
   

                                  (4.1.38) 

 biçiminde bir fonksiyon tanımlansın. (4.1.36) eşitliği  (4.1.38) de yerine yazılırsa; 

 
 

 

   
   1

1 3 2 3

3 2 3 0 0

1 1
cos sin ,

s sk sd d
f s m k s ds m k s ds

k s ds k s k s ds

      
           

       
 

 

            
 

       3 1 3 3 2 3

3 0 0

1
sin cos ,

s s

k s m k s ds k s m k s ds
k s

    
       

     
 

 

           

   1 3 2 3

0 0

sin cos ,

s s

m k s ds m k s ds
   

    
   
 

                                                (4.1.39) 

bulunur.(4.1.38) eşitliği (4.1.29) da yazılarak, 

 

 

 

   

 

   

 

 

 

1 1 1 1

2 2 3 2 3 2

1 1
0,

f s

k s k s k s k sd d d d

k s ds k s k s ds k s ds k s ds k s



          
                     

          

 

  

 
 

 
 

1 1

2 2

k s k sd

k s ds k sd
f s

ds

   
   
   

  

 
 
 

1

3 2

1 k sd

k s ds k s

 
 
 

,
 
 
 
   

                                           
 

   

 
1 3

2

.
k s k s

f s
k s

 

                                              

(4.1.40) 

elde edilir. 

( ⇐: )Şimdi; 

 
 

 

   
   1

1 3 2 3

3 2 3 0 0

1 1
cos sin

s sk sd d
f s m k s ds m k s ds

k s ds k s k s ds

      
           

       
 
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ve   
 

   

 
1 3

2

k s k s
f s

k s
 

 eşitliklerinde

 
 

   

 

   
     

22

2 21 1

2 2

2 3 2 3

1 1
,

k s k sd d d
s f s f s

ds k s k s ds k s ds k s


                                 

                                                                                                                                 (4.1.41) 

     
 

 

 
      

23

2 3

3 3

21
2 2 ,

k s
s f s f s f s f s f s

k s k s



     

                             (4.1.42) 

olacak şekilde bir  s
fonksiyonu tanımlansın. (4.1.40) eşitliğinin her iki tarafının s

parametresine göre türevi alınırsa; 

              

 
 

 
 

 

 
  1 1

3 3

2 2

,
k s k sd d

f s k s k s
ds k s k s ds

 
    

                                          

(4.1.43) 

elde edilir. (4.1.40) ve (4.1.43) denklemlerinden; 

            

     
 

 

 

 

 

 
    

2

1 1 12

3 3 3

2 2 2

,
k s k s k sd d

f s f s k s k s k s
k s ds k s k s ds

   
         

          

(4.1.44) 

bulunur. (4.1.38) ve (4.1.40) denklemlerinden; 

                  

   
 

 

 

 
1 1

2 2

,
k s k sd

f s f s
k s ds k s

 
     

                                                     (4.1.45) 

olur. (4.1.38), (4.1.43) ve (4.1.45) eşitlikleri (4.1.42) de yerine yazılırsa; 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
    

2

1 1 12

3 3 32

3 2 2 2

2 k s k s k sd d
s k s k s k s

k s k s ds k s k s ds


    
               

               
 

  
 

 
 

 

 

 

 

2

1 1 12

3 33

3 2 2 2

2
2 ,

k s k s k sd d
k s k s

k s ds k s k s ds k s

    
               

 
 

 

 

 
1 1

2 2

2
k s k sd

s
k s ds k s


 

   
   

 

 
  

2

1

3

3 2

2 k s d
k s

k s k s ds

 
   

   
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 

  
 

 

2

1

3

3 2

2 k sd
k s

k s ds k s

 
   

 

 

 

 

 
1 1

2 2

2
k s k sd

k s ds k s

 
   

 
0,

 

bulunur. Buradan 

 

   

 

 

22

1 1

2

2 3 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
        

      sabit olduğu bir kez daha 

ispatlanmış olur.■ 

 

4.2.
4

2  ’de  Spacelike 𝐵2−Slant Helis İçin İntegral Karakterizasyonları 

 

Teorem 4.2.1: 
4

2:     s  parametreli spacelike bir eğri olsun.   

eğrisinin  s
 noktasındaki hareketli Frenet çatısı 

        1 2, , ,s s s s   
 , 

eğrilikleri 1 2 3, ,k k k  ve eğrilikleri sıfırdan farklı olmak üzere ,   eğrisinin bir spacelike 

𝐵2− slant helis olması için gerek ve yeter şart; 

 

   

 

 

22

3 3

2

2 1 2

1k s k sd

k s k s ds k s

     
        

      sabit, 

eşitliğinin sağlanmasıdır[12]. 

İspat : :
4

2:      eğrisi s  paremetreli 2   slant helis eğrisi olsun. Bu 

durumda    eğrisinin ikinci binormal vektörü 2 , sabit doğrultulu ve spacelike sabit 

birim vektör U  ile sabit açı yapar. O halde ; 

2 2, . .sinh ,U U   
 

1.1.sinh ,  

                                                      sinh   sabit,                                            (4.2.1) 

olur. Bu eşitliğin her iki tarafının s ’ye göre türevi alınırsa; 

2 2, , 0,U U    
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 3 1 2, ,0 0,k s U    

 

    
 3 1, 0,k s U  

 

                                                          1, 0,U 
                                            

(4.2.2) 

elde edilir. (4.2.2) eşitliği bize 1 U   olduğu bilgisini verir. Bu bilgiye dayanarak U  

vektörü; 

                              1 2 3 2 ,U u u u    
                                                       

(4.2.3) 

biçiminde yazılabilir. (4.2.3) eşitliğinin her iki tarafının s  parametresine göre türevi 

alınırsa,  

  1 1 2 2 3 2 3 20 ,u u u u u u                                                        (4.2.4)     

          1 1 1 2 2 1 2 1 3 2 3 3 10 ,u u k s u u k s k s u u k s              
      (4.2.5) 

          1 2 1 1 1 2 1 2 2 3 3 2 30 .u u k s u k s u u k s u k s u         
                  (4.2.6) 

Elde edilen (4.2.6) eşitliğinde 0  , 0   , 1 0  ve 2 0   olduğundan, bu eşitliğin 

sağlanması için; 

                             

 

 

   

1 2 1

1 1 2

2 2 3 3

3

0,

0,

0,

0.

u u k s

u k s u

u k s u k s

u

   


  


  
                                                          

(4.2.7) 

denklem sistemi sağlanmalıdır. (4.2.7) denklemlerinin 4. eşitliğinden, 

3 30u u c     sabit.  bulunur.(4.2.7) denklemlerinin 3. eşitliğinden ;  

                     
   

 

 
3

2 2 3 3 2 3

2

0 ,
k s

u k s u k s u u
k s

   
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 

 
3

2

2

,
k s

u c
k s

 

                                          

(4.2.8) 

bulunur. (4.2.7) denklemlerinin 1. eşitliğinden;  

                             
 

 
1 2 1 2 1

1

1
0 ,u u k s u u

k s
    

 

                     
1

2

1

1
,

du
u

k s ds
 

                                       (4.2.9) 

elde edilir. (4.2.8) ve (4.2.9) eşitliklerinden; 

  

 

   
3 1

2

2 1

1
,

k s du
u c

k s k s ds
 

                                                (4.2.10) 

yazılabilir. (4.2.7) denklemlerinin 2.eşitliğinden;  

                         

 
 

1 1 2 1 2

1

1
0 ,u k s u u u

k s
     

  

                                                       
2

1

1

1
,

du
u

k s ds
  

                                   (4.2.11) 

elde edilir. (4.2.8) eşitliği (4.2.11)’de yazılırsa; 

                 
   

 

   

 

 
3 32

1

1 1 2 1 2

1 1
,

k s k sdu d c d
u c

k s ds k s ds k s k s ds k s

   
          

              (4.2.12) 

bulunur. (4.2.7) denklemlerinin 1.eşitliğinden, 

   1 2 1 1 2 10u u k s u u k s    
,  

 1
2 1 ,

du
u k s

ds


 

elde edilir. (4.2.11) eşitliği burada yazılırsa; 

                                      
 

 2
2 1

1

1
,

dud
u k s

ds k s ds

 
   
                                   (4.2.13) 

                                     
 

 2
2 1

1

1
0,

dud
u k s

ds k s ds

 
   

                                 (4.2.14) 
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biçiminde 2u  ’ye bağlı ikinci mertebeden, değişken katsayılı, lineer homojen diferansiyel 

denklem elde edilir. Şimdi 
 1

0

s

t k s ds 
 değişken değiştirme yöntemi uygulanırsa

 1

dt
k s

ds


 ve  1

1ds

dt k s


  eşitlikleri elde edilir. Elde edilen eşitlikler (4.2.14) 

denkleminde yazılırsa; 

2dud ds

ds dt ds
2 0,

dt
u

ds

 
  

   

2
2 0,

dud dt
u

ds dt ds

 
  

   

 elde edilir. Her iki taraf 

ds

dt  ile çarpılırsa; 

ds d

dt ds

2
2

du dt ds
u

dt ds dt

 
 

 
0,

 

                                                                   

2

2
22

0,
d u

u
dt

 
                                      

(4.2.15) 

biçiminde 2u ’ye bağlı ikinci mertebeden, sabit katsayılı, lineer, homojen diferansiyel 

denklem elde edilir.(4.2.15) denkleminin çözümünden 1 2,    olmak üzere, 

                                             2 1 2cos sin ,u t t                                         (4.2.16) 

elde edilir. 
 1

0

s

t k s ds 
  ve 

 

 
3

2

2

k s
u c

k s


 eşitlikleri (4.2.16)’da  yerine yazılırsa,  

           

   
 

 
3

2 1 1 2 1

20 0

cos sin ,

s s k s
u k s ds k s ds c

k s
 

    
         

     
 

                         (4.2.17) 

elde edilir. (4.2.17) eşitliği (4.2.11)  de yerine yazılırsa; 

 
2

1

1

1 du
u

k s ds
  

 
   1 1 1 2 1

1 0 0

1
cos sin ,

s s
d

u k s ds k s ds
k s ds

 
    

      
     

 
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 
       1 1 1 1 1 2 1

1 0 0

1
sin cos ,

s s

u k s k s ds k s k s ds
k s

 
    

       
     

 
 

              

   1 1 1 2 1

0 0

sin cos ,

s s

u k s ds k s ds 
   

    
   
 

                                          (4.2.18) 

olur. (4.2.12) ve (4.2.18) eşitliklerinden; 

          

   
 

 

 
3

1 1 1 2 1

1 20 0

sin cos ,

s s k sc d
u k s ds k s ds

k s ds k s
 

    
          

     
 

           (4.2.19) 

yazılabilir. (4.2.17) ve (4.2.19) denklemlerinden 1 2,    sayılarını bulalım. 

     
 

 
3

1 1 1 2 1 2

20 0 0

cos cos sin

s s s k s
k s ds k s ds k s ds c u

k s
 

     
       

     
  

 

     
 

 

 
3

1 1 1 2 1 1

1 20 0 0

sin sin cos

s s s k sc d
k s ds k s ds k s ds u

k s ds k s
 

      
           

       
  

 

  

 

             

 

 
 

 

 

 
 3 3

1 1 1

2 1 20 0

cos sin .

s sk s k sc d
c k s ds k s ds

k s k s ds k s


    
       

    
 

           

(4.2.20) 

Benzer biçimde; 

     
 

 
3

1 1 1 2 1 2

20 0 0

sin cos sin

s s s k s
k s ds k s ds k s ds c u

k s
 

     
       

     
  

 

     
 

 

 
3

1 1 1 2 1 1

1 20 0 0

cos sin cos

s s s k sc d
k s ds k s ds k s ds u

k s ds k s
 

      
            

       
  

 

 

  

 

          
 

 

 
 

 

 
 3 3

2 1 1

1 2 20 0

cos sin ,

s sk s k sc d
k s ds c k s ds

k s ds k s k s


     
       

    
 

             (4.2.21) 
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bulunur. 1 2 1 2,A B       ,  olsun. 1 2,    olduğundan  ,A B  dir. 

Buradan 
2 2A B   olduğunu gösterelim. 

           
   

2 22 2 2 2

1 2 1 2 1 22 2 ,A B            
 

                
 

 

 
 

 

 
 

2

3 3

1 1

1 2 20 0

2 cos sin

s sk s k sc d
k s ds c k s ds

k s ds k s k s

      
        

      
 

 

 

 
 

 

 

 
 

2

3 3

1 1

2 1 20 0

2 cos sin ,

s sk s k sc d
c k s ds k s ds

k s k s ds k s

     
       

      
 

 

                

 
 

 

 

 

 

2 2

3 32

1

1 2 20

2cos

s k s k sc d
k s ds c

k s ds k s k s

      
                    


 

                   

 
 

 

 

 

 

2 2

3 32

1

1 2 20

2sin ,

s k s k sc d
k s ds c

k s ds k s k s

      
                    


 

 

             

 

 

 

 

 
   

2 2

3 3 2 2

1 1

1 2 2 0 0

1

2 cos sin ,

s sk s k sc d
c k s ds k s ds

k s ds k s k s

           
                             

 

 

              
 

 

 

 

 

2 2

3 32

1 2 2

1
2

k s k sd
c

k s ds k s k s

     
                  sabit,                                    

(4.2.22) 

                          

 

   

 

 

22

3 3

2

2 1 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
         

     sabit,                                    

(4.2.23) 

elde edilir.■ 
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: Tersine 

 

   

 

 

22

3 3

2

2 1 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
         

     sabit olsun.  s 
 spacelike birim 

hızlı eğrisinin ikinci binormal vektörü 2 , sabit doğrultulu, sabit bir spacelike U vektör 

ile sabit açı yaparsa,  s 
 spacelike eğrisi 2B Slant helis olur. Şimdi, 

                          
 

 

 

 

 
3 3

2

1 2 2

1
sinh ,

k s k sd
U

k s ds k s k s


   
      
                         

(4.2.24) 

 biçiminde bir vektör alalım. 2, sinhU  
=sabittir. 

0
dU

ds


 olduğu gösterilirse ispat 

tamamlanır. (4.2.24) eşitliğinin s parametresine göre türevi alınırsa; 

             

 

 

   

 

 

 

 

 

 

3 3

1 2 1 2

3 3

2

2 2

1 1
sinh

sinh ,

k s k sdU d d

ds k s ds k s k s ds k s

k s k s

k s k s





        
               

       
 

     
            

    
   

            
 

 

   
3

1 2 1

1 1k sdU d

ds k s ds k s k s

  
     

  

 

 
 3

1

2

k sd
k s

ds k s

  
      

   

 
3

2

k sd

ds k s


 

     
 

  

 

 
       3

1 2 1 3 1

2

sinh ,
k s

k s k s k s
k s


  

         
    

           
 

 

 

 

 
3 3

1 2 2

1 k s k sdU d d

ds k s ds k s ds k s

    
          

    

 

 
3

2

k sd

ds k s

 
   

 





  

                      

   

 
 3 1

3 1

2

k s k s
k s

k s
    3 1k s  sinh ,



  
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 

 

 

   

 
3 3 1

1 2 2

1
sinh ,

k s k s k sdU d

ds k s ds k s k s


    
       

   
                                    

(4.2.25) 

bulunur. 

 

   

 

 

22

3 3

2

2 1 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
         

     sabit olduğunu kabul etmiştik. Eşitliğin iki 

tarafının s  parametresine göre türevi alınırsa; 

    

 

 

 

   

 

   

 

 
3 3 3 3

2 2 1 2 1 2

1 1
2 2 0,

k s k s k s k sd d d

k s ds k s k s ds k s k s ds k s

             
                                          

           

 

 

 

 
 

 
 

3 3

2 23

1 2

1

k s k sd

k s ds k sk sd

k s ds k s

   
          

          

 
 
 

3

1 2

1 k sd

k s ds k s

 
 
 

   

 
3 1

2

,
k s k s

k s
 

          

(4.2.26) 

elde edilir. (4.2.26) eşitliği (4.2.25) eşitliğinde yazılırsa, 

                                              
0,

dU

ds


                                                                   

(4.2.27) 

bulunur. Dolayısıyla  s 
 spacelike eğrisinin 2B Slant helis olduğu ispatlanmış 

olur.■ 

 Sonuç 4.2.2: 
4

2:   
 s  parametreli  spacelike eğri olsun.  s 

 

spacelike eğrisinin 2B Slant helis  olması için; 

                 

 
 

   

 

 
3 3

1

2 1 2

1
0,

k s k sd d
k s

k s ds k s ds k s

  
    

                                                

(4.2.28) 

eşitliğinin sağlanması gerekir[12]. 
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 İspat : 
4

2:       spacelike 2B slant helis eğrisi olsun. O halde  Teorem 

4.1.1 gereği, 

 

   

 

 

22

3 3

2

2 1 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
        

       sabit, 

eşitliği vardır. Bu eşitliğin her iki tarafının s parametresine göre türevi alındığında 

aşağıdaki denklem elde edilir. 

 

 

 

   

 

   

 

 
3 3 3 3

2 2 1 2 1 2

1 1
2 2 0,

k s k s k s k sd d d d

k s ds k s k s ds k s ds k s ds k s

          
                     

            

      

 

 

 

   

 

   

 

 
3 3 3 3

2 2 1 2 1 2

1 1
0,

k s k s k s k sd d d d

k s ds k s k s ds k s ds k s ds k s

          
                     

                    

(4.2.29) 

       

 

 

 

     

 

 
3 3 3

2 2 1 1 2

1 1
0.

k s k s k sd d d

ds k s k s k s ds k s ds k s

        
             

                                   

(4.2.30) 

Bu denklemi sağlayan iki durum vardır.  


 

 
3

2

0,
k sd

i
ds k s

 
  

 

 

 
3

2

k s
c

k s
 

sabit, olduğundan  s 
 

eğrisi  spacelike 2B slant helisdir. 


 

     

 

 
3 3

2 1 1 2

1 1
0,

k s k sd d
ii

k s k s ds k s ds k s

    
        

                                                     

(4.2.31) 

 

dir.(4.2.31) eşitliği  1k s
 ile çarpılırsa, 

                              

   

   

 

 
1 3 3

2 1 2

1
0,

k s k s k sd d

k s ds k s ds k s

  
    

                                 

(4.2.32) 
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elde edilir. Bu da spacelike  2B Slant helisin diferansiyel denklem karakterizasyonudur. 

Böylece ispat tamamlanmış olur.■ 

 Teorem 4.2.3:   4

2:s    
birim hızlı spacelike bir eğri olsun. 

 s
spacelike 2B Slant helis eğrisidir ancak ve ancak;  

 
 

 

 
   3

1 1 2 1

1 2 0 0

1
sin cos ,

s sk sd
f s k s ds k s ds

k s ds k s

     
        

    
 

 

 
   

 
1 3

2

,
k s k s

f s
k s

 

 

biçiminde diferansiyellenebilir bir  f s
 fonksiyonu vardır[12]. 

 İspat :   4

2:s    
birim hızlı, bir spacelike 2B slant helis  eğrisi 

olsun. O halde sonuç 4.2.2’ye göre; 

   

   

 

 
1 3 3

2 1 2

1
0,

k s k s k sd d

k s ds k s ds k s

  
    

     

eşitliği vardır. Bu denklem

 

 
3

2

k s

k s ’e bağlı ikinci mertebeden, değişken katsayılı, lineer, 

homojen diferansiyel denklemdir. Burada 
 1

0

s

t k s ds 
 değişken değiştirme 

uygulanırsa, 

                              
   1 1 ,

dt
dt k s ds k s

ds
    1

1
,

ds

k s dt


                             

(4.2.33) 

elde edilir. (4.2.33) deki eşitlikler (4.2.32) de yerine yazılırsa; 

 

 
3

2

k sdt d ds d

ds k s ds dt ds


 

 
3

2

0,
k s

k s

  
   

     

                                            

 

 

 

 
3 3

2 2

0,
k s k sdt d d

ds k s ds dt k s

  
    

                                

(4.2.34) 
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bulunur. (4.2.34) eşitliğinin her iki tarafı 

ds

dt  ile çarpılırsa; 

ds dt

dt ds

 

 
3

2

k s ds d

k s dt ds


 

 
3

2

0,
k sd

dt k s

  
   

     

                                                         

 

 

 

 

2
3 3

2

2 2

0,
k s k sd

k s dt k s

 
   

                           

(4.2.35) 

biçiminde 

 

 
3

2

k s

k s  ’ye bağlı ikinci mertebeden, sabit katsayılı, lineer, homojen diferansiyel 

denklem  elde edilir. Bu diferansiyel denklem çözülürse; 

        

 

 
   3

1 2 1 1 2 1

2 0 0

cos sin cos sin ,

s sk s
t t k s ds k s ds

k s

   
      

   
 

               

(4.2.36) 

bulunur. Burada 1 2,   dir.  (4.2.29) denkleminden; 

                                

 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

3 3

2 23

1 2 3

1 2

1
,

1

k s k sd

k s ds k sk sd

k s ds k s k sd d

ds k s ds k s

   
   

            
   

                      

(4.2.37) 

elde edilir. Bu eşitlikte, 

                      

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 
 

3 3

2 23

1 2 3

1 2

1
,

1

k s k sd

k s ds k sk sd
f s

k s ds k s k sd d

ds k s ds k s

   
   

             
   

                     

(4.2.38) 

 fonksiyonu tanımlansın. (4.2.36) eşitliği  (4.2.38) denkleminde yerine yazılırsa; 

 
 

 

   
   3

1 1 2 1

1 2 1 0 0

1 1
cos sin ,

s sk sd d
f s k s ds k s ds

k s ds k s k s ds

      
           

       
 

 

             
 

       1 1 1 1 2 1

1 0 0

1
sin cos ,

s s

k s k s ds k s k s ds
k s

    
       

     
 
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   1 1 2 1

0 0

sin cos ,

s s

k s ds k s ds
   

    
   
 

                                             

(4.2.39) 

olur. (4.2.38) eşitliği (4.2.29) eşitliğinde yazılırsa; 

 

 

 

   

 

   

 

 

 

3 3 3 3

2 2 1 2 1 2

1 1
0,

f s

k s k s k s k sd d d d

k s ds k s k s ds k s ds k s ds k s



          
                     

          

 

  

 
 

 
 

3 3

2 2

k s k sd

k s ds k sd
f s

ds

   
   
   

  

 
 
 

3

1 2

1 k sd

k s ds k s

 
 
 

,
 
 
 
   

 

                                            

 
   

 
1 3

2

,
k s k s

f s
k s

 

                                                  

(4.2.40) 

elde edilir.( ⇐: )  Şimdi; 

 
 

 

   
   3

1 1 2 1

1 2 1 0 0

1 1
cos sin

s sk sd d
f s k s ds k s ds

k s ds k s k s ds

      
           

       
 

 

ve         
 

   

 
1 3

2

k s k s
f s

k s
 

 eşitliklerinden; 

 
 

   

 

 

22

3 3

2

2 1 2

1
,

k s k sd d
s

ds k s k s ds k s


                        

                                    
 

     
2 2

2

1

1
,

d
f s f s

ds k s

 
  

                                    

(4.2.41)    

biçiminde bir  s
 fonksiyonu tanımlayalım. Buradan;                                                                                                                  

          
     

 

 

 
      

21

2 3

1 1

21
2 2 ,

k s
s f s f s f s f s f s

k s k s



     

                 

(4.2.42) 
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olur. (4.1.40) eşitliğinin her iki tarafının s parametresine göre türevi alınırsa; 

                   

 
 

 
 

 

 
  3 3

1 1

2 2

,
k s k sd d

f s k s k s
ds k s k s ds

 
    

                                     

(4.2.43) 

elde edilir. (4.2.40) ve (4.2.43) denklemlerinden; 

       

     
 

 

 

 

 

 
    

2

3 3 32

1 1 1

2 2 2

,
k s k s k sd d

f s f s k s k s k s
k s ds k s k s ds

   
         

                 

(4.2.44) 

bulunur. (4.2.38) ve (4.2.40) denklemlerinden; 

                       

   
 

 

 

 
3 3

2 2

,
k s k sd

f s f s
k s ds k s

 
     

                                                  

(4.2.45) 

bulunur. (4.2.40), (4.2.44) ve (4.2.45) eşitlikleri (4.2.42) de yerine yazılırsa; 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
    

2

3 3 32

1 1 12

1 2 2 2

2 k s k s k sd d
s k s k s k s

k s k s ds k s k s ds


    
               

     
 

  
 

 
 

 

 

 

 

2

3 3 32

1 13

1 2 2 2

2
2 ,

k s k s k sd d
k s k s

k s ds k s k s ds k s

    
               

                

 
 

 

 

 
3 3

2 2

2
k s k sd

s
k s ds k s


 

   
   

 

 
  

2

3

1

1 2

2 k s d
k s

k s k s ds

 
   

   

  
 

  
 

 

2

3

1

1 2

2 k sd
k s

k s ds k s

 
   

 

 

 

 

 
3 3

2 2

2
k s k sd

k s ds k s

 
   

 
0,

 

bulunur. Buradan 

 

   

 

 

22

3 3

2

2 1 2

1k s k sd

k s k s ds k s

    
        

       sabit,  olduğu bir kez daha  

ispatlanmış olur.■ 
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 5.
4

2  DE SPACELIKE EĞRİLERİ KARAKTERİZE EDEN DİFERANSİYEL 

DENKLEMLER 

 

Bu bölümde 
4

2  de Frenet-türev formüllerini kullanarak spacelike eğrilerin teğet 

birim vektörüne göre diferansiyel denklem vererek, buna bağlı bazı özel eğrilerin  

karakterizasyonlarını vereceğiz. 

5.1.
4

2  DE SPACELIKE EĞRİLER İÇİN TEĞET BİRİM VEKTÖR ALANINA 

GÖRE KARAKTERİZE EDEN DİFERANSİYEL DENKLEMLER 

 

Teorem 5.1.1: 
4

2: I 
 yay uzunluğu ile parametrelendirilmiş bir eğri olsun.   

eğrisi spacelike ise bu taktirde, 

 

   

2 21
0 1 2 3 1 3

3 2

22 1 1
1 1 2 3 1 2 1 3

3 2 1 1 3 2 3 2 1

2 1 2 3

3 1 2 2 3 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

k
k k k k k

k k

k k k
k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k
k k k k k k







     
  
 

                                   
            

  
 

     
  
 

2 2 2

1 2 1 2 3

2 1

3 1 2 3 1 2 1

1 2 3 1 2 1

1 1

1 1 1

k k k k k
k k

k k k k k k
k k k k k k



                    
          

 

       
       

             (5.1.1) 

 

olmak üzere; 
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( )

3 2 1 0 0ıvT T T T T         
                                                               (5.1.2) 

 

denklemi sağlanır[24]. 

İspat: (3.2) denklemlerini kullanarak,  

                          

1

1
1

2 2

2
2 1

3 3

1

1

1

N T
k

k
B T N

k k

k
B N B

k k



 

  
                                                                    

(5.1.3) 

elde edilir. (5.1.3) denklemlerinin ilkinin türevi alınırsa  

'

1 1

1 1
N T T

k k

 
     

   bulunur. 

Bu değer 1B  ifadesinde yerine yazılırsa 

1
1

2 2 1 1

1 1 1k
B T T T

k k k k

          
    bulunur. Bu 

ifade düzenlenirse, 

         

1
1

1 2 2 1 2

1 1 1 k
B T T T

k k k k k

 
    

                                                                  (5.1.4) 

elde edilir. (5.1.4) ifadesinin türevi alınırsa,  

1 1
1

1 2 1 2 2 1 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1 k k
B T T T T T T

k k k k k k k k k k

                              
        
   

elde edilir ve bu ifade düzenlenirse; 

1 1
1

1 2 1 2 2 1 2 1 2 2

1 1 1 1 1 1 k k
B T T T T

k k k k k k k k k k

                                  
              

   

bulunur. Bulunan 1B 
  ifadesi (5.1.3) denklemlerindeki 2B

 ifadesinde yerine yazılırsa 
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2 1 1
2

3 3 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2

2

1 3 1 2 3 3 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

k k k
B N T T T T

k k k k k k k k k k k k

k
T T T T

k k k k k k k k k k k k

                                        
                   

    
           

   

1 1

3 2 1 2 3 3 2

2 1 1

1 2 3 3 1 2 2 3 1 1 3 3 2 1 2 3 3 2

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

k k
T T T

k k k k k k

k k k
T T T T

k k k k k k k k k k k k k k k k k k

            
    
 

                                   
              

 

 

bulunur. Bulunan 2B
 ifadesinin türevi alınırsa 

( )

2

1 2 3 1 2 3 3 1 2 2 3 1 3 1 2 2 3 1

2 1 2

1 3 3 2 1 2 3 1 3 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

ıvB T T T T
k k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k
T

k k k k k k k k k k k k

                                    
           
   

              
    

 

1 1 1

1 2 3 3 2 3 2

( )

1 2 3 1 2 3 3 1 2 2 3 1

3 1 2 2 3 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

ıv

k k k
T T T

k k k k k k

T T
k k k k k k k k k k k k

k k k k k k

                             
                

 

                   
     
 

         
    


2 2

1 2

1 2 3 3 2 1

2 1 1 1

1 3 3 2 1 2 3 3 2 3 2

1 1 1

1 1 1 1 1

k k
T

k k k k k k

k k k k
T T

k k k k k k k k k k k

             
      

 

                                     
                

  
 

 

elde edilir. Bulunan 2B 
 değeri ve (5.1.4) ifadesinde bulunan 1B  değeri, 2 3 1B k B    

ifadesinde yerine yazılıp ve bu ifade 1 2 3( )k k k  ile çarpılırsa; 
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denklemi bulunur.■ 

Sonuç 5.1.2 : (5.1.2 denklemi 
4

2  de T  teğet vektör alanına göre spacelike 

eğrileri karakterize eden 4. mertebeden, 1. dereceden, değişken katsayılı, lineer, homojen 

diferansiyel denklemdir. 
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5.2.
4

2   DE ÖZEL SPACELIKE EĞRİLERİ KARAKTERİZE EDEN 

DİFERANSİYEL DENKLEMLER 

 

Teorem 5.2.1:
4

2( ) :s I R    , s yay uzunluğu ile parametrelendirilmiş 

regüler spacelike bir eğri olsun.  , spacelike W  eğri ise bu taktirde 

( ) 2 2 2 2 2

1 2 3 1 3( ) ( ) 0ıvT k k k T k k T      

eşitliği sağlanır[24]. 

İspat: 
4

2  de yay uzunluğu ile parametrelendirilmiş spacelike
4

2: I  

eğrisi (5.1.2) denklemini sağlar.   eğrisi  W  eğri olduğundan 1 2,k k  ve 3k  eğrilikleri 

sabittir. 1 2,k k  ve 3k sabit olduğundan türevleri sıfır olacaktır. (5.1.2) denklemlerinde bu 

durum dikkate alınırsa,  

2 2

0 1 3

1

2 2 2

2 1 2 3

3

0

0

k k

k k k













  

  

elde edilir. Bu değerler (5.1.1) denklemlerinde yazılırsa,  

( ) 2 2 2 2 2

1 2 3 1 3( ) ( ) 0ıvT k k k T k k T      

Şekline dönüşür ve ispat tamamlanmış olur.■ 

Teorem 5.2.2:  , 
4

2  de yay uzunluğu ile parametrelendirilmiş regüler spacelike 

bir eğri olsun.    spacelike slope eğrisi ise  

'
( ) 2 21

2 1 1 3

1

6
0ıv k

T T T T k k T
k

       
 

denklemi sağlanır. Burada 1  ve 2  katsayı fonksiyonları, ve   sıfırdan farklı sabitler 

olmak üzere,  
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  

  

    
      

  
     

 

şeklindedir[24].  

İspat:  spacelike eğri olduğundan (5.1.2) denklemini sağlar. Ayrıca   slope 

eğrisi olduğundan 

2

1

k

k


 ve 

3

1

k

k


dır. Buradan 2 1k k  ve 3 1k k  yazılabilir. Bu 

bilgileri (5.1.2) denkleminin katsayıları olan (5.1.1) denklemlerinde kullanalım. İlk olarak 

T nin katsayısını bulalım. (5.1.1) denklemlerinde 0  ile gösterilenT nin katsayısında 

2

1

k
sabit

k
 

 olduğu kullanılırsa, 

2 21
0 1 2 3 1 3

3 2

2 2

1 3

1 k
k k k k k

k k

k k



     
  
 

  

elde edilir. T   katsayısını bulalım.  (5.1.1) denklemlerinde 3  ile gösterilen T  nin 

katsayısında bulunan türevler alınıp 2 1k k  ve 3 1k k olduğu kullanılıp denklem 

düzenlenirse,  
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olarak bulunur. T   katsayısını bulalım. (5.1.2) denklemlerinde bulunan 2  ifadesinde 

bulunan türevler alınırsa 2 1k k  ve 3 1k k olduğu kullanılırsa 
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bulunur. 2 1k k  ve 3 1k k  olduğu kullanılırsa 
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elde edilir.T nin katsayısı olan 1  ifadesini bulalım. Bunun için (1) denklemlerinde 1  

ifadesinde bulunan türevler alınırsa 
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 
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      
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                
          

      
     

 

elde edilir. Diğer taraftan   bir slope eğrisi olduğundan 2 1k k , 3 1k k  ve 
2 3k k






dır. Bu ifadelerin türevleri alınırsa 2 1 3 1,k k k k     
 ve 

2 3k k



 

 elde edilir. Bu 

ifadeler son bulunan ifadede kullanılırsa, 

21 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 2 3
1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 2 3

''

1 2 3 1 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

2 2

2 2 4 6 2

k k k k k k k k k k k k k k k
k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k k k

 
             

         

             
       2

1 1k k 
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elde edilir. Bu denklem düzenlenirse,  

2 21 2 31 1 2
1 1 1

1 1 2 1 2 3

1510
( 1)

k k kk k k
k k

k k k k k k
  

   
      

 

bulunur. ■  

Teorem 5.2.3:   4

2:s I     birim hızlı spacelike ccr-eğrisi ise bu 

taktirde, 

 
'

'1 2 31 1 2
1 1 1 2 2 3 3

1 1 2 1 2 3

2 2 21 1 2
2 1 2 3

1 1 2

1510

4 15

k k kk k k
k k k k k k

k k k k k k

k k k
k k k

k k k





   
       

  
     

 

olmak üzere; 

'
( ) 2 21

2 1 1 3

1

6
0ıv k

T T T T k k T
k

       
 

denklemi sağlanır[24].  

İspat:  eğrisi spacelike bir eğri olduğundan (5.1.2) denklemini sağlar. (5.1.2) 

denkleminin katsayıları olan  (3.1) denklemleri yardımıyla , ,T T T ve T   nin 

katsayılarını bulalım.    bir ccr-eğrisi olduğundan 

2

1

k

k  ve 

3

2

k

k  sabit fonksiyonlardır. 

(5.1.1) denklemlerindeki 3  yardımıyla T   nün katsayısını hesaplayalım. (5.1.1) 

denklemlerinde  

3 1 2 3 1 2 1

1 2 3 1 2 1

1 1 1
k k k k k k

k k k k k k


       
       

      

şeklindeydi. Buradaki türevleri alırsak ve sonra  spacelike ccr-eğrisi olduğundan  

2 2 1
2 1 2 1

1 2 1

3 3 2 1
3 2 3 2

2 3 2 1

k k k
k k k k

k k k

k k k k
k k k k

k k k k

  

  

 
       

  
        

 

ifadelerini kullanırsak 
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' ' '

3 1 2 3 1 2 1

1 2 3 1 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 1
1 2 3 1 2 12 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 1

31 2 1 2 1

1 2 3 1 2 1

1

1

1 1 1

6

k k k k k k
k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k k
k k k k k k

k k k k k k

kk k k k k

k k k k k k

k

k


     

       
    

            
         

    
    

    
      


 

 

bulunur. 
''T  katsayısını bulalım. Bunun (5.1.1) denklemlerinde bulunan 2  ifadesindeki 

türevleri alırsak, 

1 2

2 2 2

2 1 2 3 1 2 1 2 3

3 1 2 2 3 1 2 1

1 2 1 2 1
1 2 3 1 22 2 2

3 2 3 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1
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k k k k k k k k
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

                                
                
 

            
                       
 

1 2 1 2

1 2

2 2 21
1 2 32
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1 2 3 2 2 2 4 4

3 3

1 2 3 1 2 3 1
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3

( 2 ) 2 ( )( )1

k
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k k k k k k k
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k k k

  
     

    
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bulunur. Son bulunan ifadede  
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eşitliklerini kullanırsak 
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elde edilir. T   katsayısını bulmak için Teorem 5.2.2 nin ispatında yapıldığı gibi (5.1.1) 

denklemlerinde bulunan 1  ifadesindeki türevler alınıp düzenlenirse  
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eşitlikleri kullanılırsa  
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bulunur.T nin katsayısını bulmak için (5.1.1) denklemlerindeki 0  kullanalım. 
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6.
4

2  DE SPACELIKE SLANT VE 1 SLANT HELİSLERİ KARAKTERİZE 

EDEN DİFERANSİYEL DENKLEMLER 

 

Teorem 6.1:
4

2: I   s  yay uzunluğu ile verilen regüler spacelike bir 

eğri olsun ve 
 1 2( ), ( ), ( ), ( )T s N s B s B s

 ,   eğrisinin ( )s  noktasındaki hareketli 

Frenet çatısı olsun. Eğer  spacelike slant helis ise bu taktirde  nın konum vektörü  

2 2

1 32 1 2 1 1 1
1 1 1

1 2 3 1 3 3 2 2 3 3 2 2

1 1
( ) 0

k kk k k k k k

k k k k k k k k k k k k
  

                                         
   (6.1) 

denklemini sağlar. Burada 1 , sabit doğrultulu alınan spacelike sabit vektörünün teğetinin 

katsayı fonksiyonudur[24]. 

İspat: Bir   eğrisinin 𝑁⃗⃗⃗ asli normali sabit doğrultulu bir vektör ile sabit açı 

yapıyorsa   eğrisi slant helis olarak adlandırılır. Slant helisin bu tanımından  

                                         
, cosN U N U 

                                                         

(6.2)  

yazabiliriz. Burada U spacelike sabit vektör olduğundan  

                                        1 2 3 1 4 2U T N B B      
                                              

(6.3)                

şeklinde 1 2, , ,T N B B
 nin lineer birleşimi olarak yazılabilir. (6.3) ifadesini T  ile iç 

çarparsak 

1 2 3 1 4 2

1 0 0 0

, , , , ,T U T T T N T B T B      

 

1 ,T U 
 elde edilir. (6.3) ifadesini N  ile iç çarparsak 
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1 2 3 1 4 2

0 1 0 0

, , , , ,N U N T N N N B N B      

 

2 , cosN U sabit   
 elde edilir. Aynı şekilde (6.3) ifadesini 1B  ile iç çarparsak 

1 1 1 2 1 3 1 1 4 1 2

0 0 1 0

, , , , ,B U B T B N B B B B   



   

 

3 1,B U  
 elde edilir. Benzer şekilde (6.3) ifadesini 2B  ile iç çarparsak 

2 1 2 2 2 3 2 1 4 2 2

0 0 0 1

, , , , ,B U B T B N B B B B   



   

 

4 2 ,B U  
 elde edilir. (6.3) ifadesinin türevi alınırsa U  sabit vektör olduğundan  

1 1 2 2 3 1 3 1 4 2 4 20 T T N N B B B B       


               

denkleminde Frenet türev formülleri kullanılırsa,  

       1 1 1 2 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 4 2 4 3 10 T k N N k T k B B k N k B B k B       


              

 

elde edilir. Bu denklem düzenlenirse  

       1 1 2 1 1 2 2 3 2 2 3 3 4 1 3 3 4 2 0k T k k N k k B k B                     
      (6.4) 

bulunur. Burada 1 2, , ,T N B B
 sıfırdan farklı olduklarından  
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 

  

  

  

   

elde edilir. 2 , cosN U sabit   
 olduğundan dolayı 2 0  

dır. Dolayısıyla  
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1 1 2

1 1 2 3

2 2 3 3 4

3 3 4
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k

k k

k k

k

 

 

  

 

  

 

  

                                                   

(6.5) 

bulunur. (6.5) denklem sisteminin üçüncü denkleminden 

2
4 2 3

3 3

1k

k k
    

 elde ederiz. 

Bu ifade dördüncü denklemde yazılırsa 

                                       

2
2 3 3 3

3 3

1k
k

k k
  

 
   

                                                    (6.6) 

elde edilir. Birinci denklemden 
2 1

1

1

k
  

, ikinci denklemden 

1
3 1

2

k

k
  

 ifadeleri elde 

bulunur. Bunlar (6.6) denkleminde yazılırsa, 

 

2 1 1
1 1 3 1

3 1 3 2 2

1 32 1 1
1 1 1 1

3 1 3 2 2 2

1 1

1

k k k
k

k k k k k

k kk k k

k k k k k k

  

   

             
    
 

                    

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikteki türev alma işlemi yapılırsa, 

1 32 2 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

3 1 3 1 3 2 3 2 2 3 2 3 2

1 1 k kk k k k k k

k k k k k k k k k k k k k
      

                                 
           
   

bulunur ve bu denklem düzenlenirse,  

'
' '' '

1 32 1 2 1 1 1
1 1 1

3 1 2 3 3 1 3 2 2 3 3 2 2

' ''
2 2

2 1 2 1 1 1
1 1

1 2 3 1 3 3 2 2 3 3 2

1 1
0

1 1

k kk k k k k k

k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k k k k k k

  

 

                                               

                
      

'
'

1 3
1

2

0
k k

k


              
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denklemi elde  edilir. ■ 

Sonuç 6.2: (6.1) denklemi 
4

2  de 1  katsayı fonksiyonuna göre spacelike slant 

helisi karakterize eden 2. mertebeden, 1. dereceden, homojen, değişken katsayılı, lineer 

diferansiyel denklemdir. Spacelike slant helis 3  ve  4  katsayı fonksiyonlarına göre de 

karakterize edilebilir. Fakat 2  sabit olduğundan 2  ye göre bir karakterizasyon 

verilemez. 

Teorem 6.3 :
4

2: I   , s  yay uzunluğu ile verilen regüler spacelike bir 

eğri olsun ve 
 1 2( ), ( ), ( ), ( )T s N s B s B s

 ,   eğrisinin ( )s  noktasındaki hareketli 

Frenet çatısı olsun. Eğer  spacelikeslant helis ise bu taktirde  nın konum vektörü  

     

'
' '' '

2 2 2

2 1 2 2 2 2 2
3 3 3 32 2

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

' '
2 2

2 1 2 2
4 4 42 2

1 3 3 3 1 3 1 3

1
0,

1 1
0

k k k k k k k
k

k k k k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k k

  

  

                            
               

             
      (6.7) 

denklemlerini sağlar. Burada 3  ve  4 , sabit doğrultulu alınan spacelike sabit 

vektörünün sırasıyla 1B  birinci binormal vektörünün ve 2B  ikinci binormal vektörünün 

katsayı fonksiyonlarıdır[24]. 

İspat: Teorem 6.1 in ispatına benzer olarak ilerlendiğinde yine  

                                   

1 1 2

1 1 2 3

2 2 3 3 4

3 3 4

0

0

0

0

k

k k

k k

k

 

 

  

 

  

 

  

 
                                                        (6.8) 



58 
 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ikinci denkleminden 

2
1 3

1

k

k
  

 

bulunur. Birinci denklemden 1 1 2k  
 bulunur. Bulunan 1  değeri yerine yazılıp türevi 

alınırsa, 

2
1 2 3

1

2 2
1 2 3 3

1 1

2 2
2 3 3

1 1 1 1

1 1

k
k

k

k k
k

k k

k k

k k k k

 

  

  

 
  
 

   
      

   

   
      

     

elde edilir. Üçüncü denklemden  

2
4 2 3

3 3

1k

k k
    

bulunur. Yukarıda bulunan 2  değeri 

yerine yazılırsa, 

2 2 2
4 3 3 3

3 1 1 1 1 3

2

2 2 2
3 3 32

1 3 1 1 3 3

1 1 1

1

k k k

k k k k k k

k k k

k k k k k k

   

  

             
    
 

 
     

   

bulunur. Bulunan 4  ifadesinin türevi alınırsa, 

2

2 2 2
4 3 3 32

1 3 1 1 3 3

2 2

2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 32 2

1 3 1 1 3 1 1 3 1 3 3 3

1

1 1
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         
  
 

                                 
          
   

elde edilir. Bulunan bu 4 
 değeri (6.8) in dördüncü denkleminde yerine yazılırsa, 
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2 2

2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 32 2

1 3 1 1 3 1 1 3 1 3 3 3
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k k k k k k
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          
 

 

bulunur. Bu denklem 3  e ve türevlerine göre düzenlenirse, 

2 2
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          
 

                             
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                              
             

 

 

elde edilir. Bu ise bize 3  e göre 2.mertebeden, değişken katsayılı, lineer, homojen 

diferansiyel denklemi verir. 

Şimdi 4  göre diferansiyel denklemi bulalım. Bunun için teorem 6.1 ispatında uygulanan 

yol aynı şekilde uygulanırsa  
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, ikinci denklemden 
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 buradan da 
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elde edilir. Bulunan tüm değerler üçüncü denklemde yerine yazılırsa 
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bu ifadede düzenlenirse 

2 2
2 4 4 4 4 3 42

1 1 3 1 3 3 3

2

2 2 2
4 4 3 42

1 3 3 1 1 3 3

2 2

2 1 2 2
42

1 3 1 1 3 3

1 1 1
0

1 1
0

1

k k
k k

k k k k k k k

k k k
k

k k k k k k k

k k k k

k k k k k k

    

  



                            
 

                  
      
 

            
    
 

4 3 4 0k   

 

elde edilir. Son bulunan denklem 3

1

k
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 ile çarpılırsa 

2 2

2 1 2 2
4 4 42 2

1 3 3 3 1 3 1 3

1 1
0

k k k k

k k k k k k k k
  

              
    
   



61 
 

denklemi bulunur ki bu ise bize 4  göre 2. mertebeden, değişken katsayılı, lineer, 

homojen diferansiyel denklemi verir. ■ 

  

Teorem 6.4 :
4

2: I  
 s  yay uzunluğu ile verilen regüler spacelike bir 

eğri olsun ve 
 1 2( ), ( ), ( ), ( )T s N s B s B s

 ,   eğrisinin ( )s  noktasındaki hareketli 

Frenet çatısı olsun. Eğer  spacelike 1B slant helis ise bu taktirde  nın konum vektörü  

                          

2 2

3 2 2 2
1 1 12 2

1 3 1 1 1 3 1 3

1 1
0

k k k k

k k k k k k k k
  

            
    
                              

(6.9) 

denklemini sağlar. Burada 1 , sabit doğrultulu alınan spacelike sabit vektörün teğetinin 

katsayı fonksiyonudur[24]. 

İspat:  eğrisinin 1B birinci binormal vektörü sabit doğrultu ile sabit açı 

yapıyorsa,   eğrisi 1B
 slant helis olarak adlandırılır. 1B

 slant helis tanımından, 

 1 2( ), ( ), ( ), ( )T s N s B s B s
U  sabit doğrultulu sabit bir spacelike vektör olmak üzere  

                                 1 1, sinh sinhB U B U sabit   
                                    

(6.10) 

yazılabilir. Ayrıca U spacelike sabit vektörü 

                               1 2 3 1 4 2U T N B B                                                          

(6.11)                

şeklinde 1 2, , ,T N B B
 nin lineer birleşimi olarak yazılabilir. (6.11) ifadesini T  ile iç 

çarparsak 

1 2 3 1 4 2

1 0 0 0

, , , , ,T U T T T N T B T B      
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1 ,T U 
 elde edilir. (7.3) ifadesini N  ile iç çarparsak 

1 2 3 1 4 2

0 1 0 0

, , , , ,N U N T N N N B N B      

 

2 ,N U 
 elde edilir. Aynı şekilde (6.11) ifadesini 1B  ile iç çarparsak 

1 1 1 2 1 3 1 1 4 1 2

0 0 1 0

, , , , ,B U B T B N B B B B   



   

 

3 1, sinhB U sbt    
 elde edilir. Benzer şekilde (6.11) ifadesini 2B  ile iç çarparsak 

2 1 2 2 2 3 2 1 4 2 2

0 0 0 1

, , , , ,B U B T B N B B B B   



   

 

4 2 ,B U  
 elde edilir. (6.11) ifadesinin türevi alınırsa U  sabit vektör olduğundan,  

1 1 2 2 3 1 3 1 4 2 4 20 T T N N B B B B       


               

eşitliği bulunur. Bulunan bu denklemde Frenet türev formülleri kullanılırsa,  

       1 1 1 2 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 4 2 4 3 10 T k N N k T k B B k N k B B k B       


              

 

elde edilir. Bu denklem düzenlenirse, 

       1 1 2 1 1 2 2 3 2 2 3 3 4 1 3 3 4 2 0k T k k N k k B k B                     
    (6.12) 

bulunur. Burada 1 2, , ,T N B B
 sıfırdan farklı olduklarından  

1 1 2

1 1 2 2 3

2 2 3 3 4

3 3 4

0

0

0

0

k

k k

k k

k

 

  

  

 

  

  

  

   

elde edilir. 3 , (6.10) eşitliğinden dolayı sabit olduğundan 3 0   dır. Dolayısıyla 

yukarıdaki denklem sistemi 
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1 1 2

1 1 2 2 3

2 2 3 4

3 3 4

0

0

0

0

k

k k

k k

k

 

  

 

 

  

  

 

                                                   

(6.13) 

halini alır. Bu denklem sistemindeki birinci denklemden, 

                            

'

2 1 2 1 1

1 1 1

1 1 1

k k k
    

 
       

  ,                                         (6.14) 

üçüncü denklemden, 

                         

2 2
4 2 4 1

3 1 3

k k

k k k
      

,                                                              

(6.15) 

dördüncü denklemden, 

                          

2 2
3 4 3 1 12

3 3 1 3 1 3

1 1 k k

k k k k k k
    

 
        

                                

(6.16) 

elde edilir. (6.14), (6.15) ve (6.16) ifadeleri (6.13) denklem sisteminin ikinci denkleminde 

yazılırsa,  

2 2
1 1 1 1 2 1 12

1 1 3 1 3 1 3

2

2 2 2
1 1 1 1 1 12

1 1 3 1 3 1 3

2

2 2 2
1 1 12

1 1 3 3 1 3 1

1 1 1
0

1 1
0

1 1

k k
k k

k k k k k k k

k k k
k

k k k k k k k

k k k
k

k k k k k k k

    

    

  

                     
 

   
         

   

                  
     
 

1 0

 

elde edilir. Elde edilen bu denklem 1

1

k ile çarpılırsa,  
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2

2 2 2
1 1 12 2 2

1 1 3 1 3 1 3 1 1

2 2

3 2 2 2
1 1 12 2

1 3 1 1 1 3 1 3

1 1 1
0

1 1
0

k k k

k k k k k k k k k

k k k k

k k k k k k k k

  

  

                   
     
 

               
     
   

bulunur.■ 

Sonuç 6.5 : (6.4) denklemi 
4

2  de 1  katsayı fonksiyonuna göre spacelike 1B slant 

helisi karakterize eden 2. mertebeden, 1. dereceden, homojen, değişken katsayılı, lineer 

diferansiyel denklemdir. Spacelike 1B slant helis 2  ve  4  katsayı fonksiyonlarına göre 

de karakterize edilebilir. Fakat 3  sabit olduğundan 3  ye göre bir karakterizasyon 

verilemez. 

Teorem 6.6 :
4

2: I   s  yay uzunluğu ile verilen regüler spacelike bir 

eğri olsun ve 
 1 2( ), ( ), ( ), ( )T s N s B s B s

 ,   eğrisinin ( )s  noktasındaki hareketli 

Frenet çatısı olsun. Eğer  spacelike 1B slant helis ise bu taktirde  nın konum vektörü  

2 2 2

2 3 2 2 2 2 2
2 2 1 22 2

1 3 1 3 1 3 3 1 1 3 3

1
0

k k k k k k k
k

k k k k k k k k k k k
  

                               
             

   

2 2

2 3 3 3 3 1 32
4 4 4

1 2 3 1 3 1 2 1 2 1 2 2

1 1
0

k k k k k k kk

k k k k k k k k k k k k
  

                                 
             

   

denklemini sağlar. Burada 2  ve 4 , sabit doğrultulu alınan spacelike sabit vektörünün 

sırasıyla N  asli normal vektörünün ve 2B  ikinci binormal vektörünün katsayı 

fonksiyonlarıdır[24]. 

İspat: Teorem 6.4 in ispatında izlenen yol ile   
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1 1 2

1 1 2 2 3

2 2 3 4

3 3 4

0

0

0

0

k

k k

k k

k

 

  

 

 

  

  

 

   

aynı denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin; 

üçüncü denkleminden 

2 2 2
4 2 4 2 2

3 3 3

k k k

k k k
    

 
     

  , 

dördüncü denklemden 

2 2
3 4 3 2 22

3 3 3 3

1 1 k k

k k k k
    

 
       

  , 

ikinci denklemden 

2
1 2 3

1 1

2 2 2
2 2 22

1 1 3 3 3

2

2 2 2
2 2 22

1 1 3 3 1 3

1

1 1

1

k

k k

k k k

k k k k k

k k k

k k k k k k

  

  

  

  

         
  
 

 
     

   

elde edilir. Bulunan bu değerler birinci denklemde yazılırsa, 

'
2

2 2 2
2 2 2 1 22

1 1 3 3 1 3

2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 1 22 2

1 1 1 3 3 1 3 3 1 3 1 3

2

2 2 2
22

1 3 1 1 3 3

1
0

1 1
0

1

k k k
k

k k k k k k

k k k k k k
k

k k k k k k k k k k k k

k k k

k k k k k k

   

      



  
       

   

                             
        
 

  
  

 

2

2 2 2
2 1 22

1 1 3 1 3 3

2 2 2

2 3 2 2 2 2 2
2 2 12 2

1 3 1 3 3 1 1 3 1 3 3

1
0

1

k k k
k

k k k k k k

k k k k k k k
k

k k k k k k k k k k k

 

 

                           
             

 

                                
           
   



2 0





 

  
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bulunur. bu ise bize 2  ye göre diferansiyel denklemi verir. Şimdi 4  e göre diferansiyel 

denklemi bulalım. Teorem 6.4 in ispatındaki yol ile  

1 1 2

1 1 2 2 3

2 2 3 4

3 3 4

0

0

0

0

k

k k

k k

k

 

  

 

 

  

  

 

   

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin; 

dördüncü denkleminden 
3 4

3

1

k
   

, 

üçüncü denkleminden 

'

3 3 3
2 4 2 4 4

2 2 2

k k k

k k k
    

 
     

  , 

ikinci denkleminden  

2
1 2 3

1 1

3 3 2
4 4 4

1 2 2 1 3

3 3 2
4 4 4

1 2 1 2 1 3

3 32
4 4

1 3 1 2 1 2

1

1 1

1

1

k

k k

k k k

k k k k k

k k k

k k k k k k

k kk

k k k k k k

  
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  

 

  

             
    
 

 
     

 

   
     

    

bulunur. Bulunan bu ifadeler birinci denklemde yerine yazılırsa 

3 3 1 32
4 4 4

1 3 1 2 1 2 2

3 3 3 3 1 32 2
4 4 4

1 3 1 2 1 3 1 2 1 2 1 2 2

2 2

2 3

1 2 3

1
0

1 1
0

k k k kk

k k k k k k k

k k k k k kk k

k k k k k k k k k k k k k

k k

k k k
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  

           
   
 

                                     
               

 

 
 
 

3 3 3 1 32
4 4 4

1 3 1 2 1 2 1 2 2

1 1
0

k k k k kk

k k k k k k k k k
  

                                
             

   
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elde edilir. ■ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

Bu çalışmada 
4

2  Minkowski 4-uzayında  space-like helis eğrileri ve 2B -Slant 

helis eğrileri için diferansiyel denklem ve integral karakterizasyonları incelenmiştir. 

Ayrıca teğet birim vektör alanına göre diferansiyel denklem verilerek, bazı özel eğrilerin 

karakterizasyonları verilmiştir. Son olarak slant ve 1   slant helislerin alınan spacelike 

sabit doğrultulu birim vektörünün katsayıları cinsinden diferansiyel denklem 

karakterizasyonları verilmiştir. Bu çalışma boyunca elde edilen sonuçlar göz önüne 

alınarak söz konusu helis, 1   slant,  2B -Slant, bazı özel eğriler, farklı uzaylar üzerinde 

de incelenebilir ve geometrik yapısı ortaya konabilir. 
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