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1. GIRIS

0%, 4 —boyutlu Oklidyen uzayinda A. Magden, bir X(S) egrisinin bir egilim ¢izgisi

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin
k1<s>)2 1 (d (ki()\) .
— = sabit
(kz(s) e ds\he )| =

esitliginin saglanmas1 gerektigini gdstermistir. Burada kiky ve K degerleri X(S)

egrisinin sirasiyla birinci, ikinci ve {igiincii egrilikleridir ve higbir yerde sifir degillerdir

4 .
[2].D 1 Minkowski 4-uzayinda H. Kocayigit ve M. Onder tarafindan timelike egilim

4
cizgileri i¢in benzer tanimlar verilmistir [6]. U1 Minkowski 4 —uzayinda space-like ve

timelike egrileri i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir [10]. A. T. Ali ve R. Lopez
Minkowski 4-uzayinda timelike egilim ¢izgilerini inceleyerek bu egriler i¢in bazi
tammlar sunmuslardir [3]. M. Onder, H. Kocayigit ve M. Kazaz space-like egilim

cizgileri i¢in diferansiyel denklemler ve integral karakterizasyonlar tanimlamiglardir[7].
Bu tez calismasinda M. Aykut ve A.I. Sivridag makalesi incelenerek, 8 ;de bir space-
like egrinin egilim ¢izgisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar, integral
karakterizasyonlar ve diferansiyel denklem karakterizasyonlar1 detayl bir sekilde
incelenmistir[12]. Ayrica T.Agirman ve H. Kocayigit makalesi incelenerek, 1% de bir

space-like egrinin birim teget vektore gore diferansiyel denklem incelenerek, buna bagl

bazi 6zel egriler verildi[24].



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ¢alismaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. E* Oklid 3- Uzayinda Frenet Catisina Gore Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1: Bos olmayan bir ciimle A ve bir F cismi iizerinde bir vektdr uzayr V

olsun. Asagidaki ii¢ dnermeye uyan bir f i AXA—>V fonksiyonu varsa A ya V ile
eslenen bir Afin uzay denir [17].
i.  VP.QeA nokta cifti icin T(P.Q)=a olacak sekilde bir tek @€V vektorii
vardir.

ii. A dabelli bir nokta secildiginde A daki geri kalan her noktaya V deki bir vektor

karsilik gelir.
ii. VYP.Q.ReAji, f(P.Q+f(QR)=f(P.R)

F =L reel sayilar cismi olarak alinmas: halinde afin uzay: reeldir.

Tamm2.1.2 (Oklid Uzay):U reel sayilar cismini gdstermek iizere,

B :{(Xi’XZ’X3’ """ X)X ED}Vektér uzayinda iki vektor X= (X X Xgy 0000y Xy ) ve
y =(y1’ Yar Yareees yn) olmak tizere,

(y:0"x0" >0,

(2.1.1)
fonksiyonu 0" uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpima Oklid i¢ carpim denir.

Uzerinde Oklid i¢ ¢arpimi tanimli " afin uzayma Oklid uzayi denir ve E" ile
gosterilir [15, 16].

Tamm 2.1.3 (Vektorel Carpim): €=(10,0),¢=(010),&=(002

ortonormal baz vektorleri olsun. Bu durumda



ve

ya da kisaca,

esitlikleri saglanir.

olmak iizere & ve b vektorlerinin vektorel carpim;

axb=(ab;—ab, )& +(ab —apb,)e+(ab,—a0)8& ;1 5

esitligi ile tanimlanir. axb yektorel carpimi asagidaki gibi bir sembolik determinant ile

gosterilebilir:
é)1 é.2 é.3
dxb =det|a, a, a,
bl b2 b3

Eger axb#0 jse @ ve b vektdrleri lineer bagimsiz, aksi durumda lineer

bagimhidir[17].

Tamm 2.1.4: 7 *vektor uzay1 iizerinde, X € R3olmak iizere,
I I:R* >R
%o 12l =ViE D
(2.1.3)

seklinde tamimlanan fonksiyon U * bir normdur [17].

Tamim 2.1.5: 3-boyutlu bir reel i¢ carpim uzayt [ *ile birlesen Oklid uzay1 E’
p y Yy

olsun.
d:E3*xE® =[]

d(xy) =] =[S (n -1,

i=1

{X=(X1,X2,Xs)

Y =(Y1Ya:Ys) (2.1.4)



olarak tanimlanan fonksiyona E® Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve her %Y € E’
igin d(xy) degerine de X ile y noktalar1 arasindaki uzaklik denir [17].

Tamm 2.1.6: 1Y reel sayilar cisminin bir agik araligit olmak {izere,
diferansiyellenebilir bir

y:lcl - E3,

3%7(3):(71(5)’ 72(s), 7/3(5))
fonksiyonuna E® 3- boyutlu Oklid uzaymda diferansiyellenebilir bir parametrik egri
denir. Bu durumda 7(s)=FE° alt kiimesine 7 egrisinin grafigi veya izi denir. | <U
acik araligina, 7 egrisinin parametre araligi ve S € | degiskenine de 7 (S)egrisinin
parametresi denir [17]. Buradaki /i 113, g 711 =0, t=x(0), 1<i<3

seklinde fonksiyonlar olup, 7 nm koordinat fonksiyonlar1 (bilesenleri) olarak

isimlendirilirler.

Tamm 2.1.7: 7' 1<t = E%, s—>7/(s)=(y1(s), 72(8), 7/3(3)) bir egri olsun.

7 1=12,3, koordinat fonksiyonlarmim t noktasindaki birinci tiirevleri ” i® ler olmak

uzere,
y'(®) =(n ), 7). 7)) 0’

vektoriine 7 egrisinin t noktasindaki teget vektorii veya hiz vektorii denir.

Ayrica,

I—>R, s>

()=

y 1) =l O =VOA + G+ 0560 (515

seklinde taniml1 Il fonksiyonuna 7 egrisinin hiz fonksiyonu ve 7 ’(S)” reel sayisina

da 7 egrisinin 7 (s)noktasmdaki skaler hiz1 denir. Eger y (S)” =1ise, 7 egrisine birim

hizli egri ve S €1 parametresine de egrinin yay parametresi denir



[ 17].
Tanmm 2.1.8: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizh bir 7 - 1<l = E® egrisi i¢in
T(s)=7'(s)
(2.1.6)

esitligiyle belirli T(S) vektoriine 7 egrisinin 7 (S) noktasindaki birim teget vektorii

denir [15] )

Tamm 2.1.9: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim huzh 7 1<l = E® egrisi i¢in,

f(s)H

Kk:1>R,S _”((S):‘
2.1.7)

fonksiyonuna,” egrisinin egrilik fonksiyonu denir. K(s)say1s1na egrinin 7(s)

noktasindaki egriligi denir [15] .

Egrilik, teget dogrudan sapma miktarii olger. Bu anlamda egrilik degeri

kiigiildiikce egri dogruya yaklasir, biiyiidiik¢ce kapali bir gériiniime sahip olur.

[T@s)|=1 (T(s).7(s)) =1

oldugundan dir. Bu esitliginin her iki tarafin tiirevi

alinir ve diizenleme yapilirsa <T '(5)’T(S)>:O elde edilir. Yani T'(5) vektorii T(5)

vektoriine diktir. Simdi T'(s) vektoriinli normuna bolersek, T(s) vektoriine dik yeni bir

birim vektor elde ederiz.

Tamim 2.1.10: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizl1 7 Icl >FE° egrisi icin,

N(s)=$f’(s>,
(2.1.8)

esitligi ile belirli N (S) vektoriine, 7 egrisinin 7 (s) noktasindaki asli normali denir

[15].

Tamm 2.1.11: 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli 7 - 1<) — E® egrisi igin,



B(s)=T(s)xN(s), (2.1.9)

esitlii ile belirli B(3) vektoriine, egrinin? (S) noktasindaki binormali denir [15].

—

Tamim 2.1.12 (Oklid 3-uzayinda Frenet catisi): T (S)' B (S)' N (S)Vektérlerine,
y:1—>E° egrisinin 7(s) noktasindaki Frenet vektorleri denir. {T (S)’ N (S)’ B(S)}
kiimesine de 7 egrisinin 7 (s) noktasindaki Frenet ¢atis1 denir [15].

Tamm 2.1.13: 710 > E® pjp egri ve {T ().N(s). B(S)} Frenet ¢atisi olsun.

sel igin {T (s).N (S)} kiimesinin gerdigi diizleme?” egrisinin 7 (S) noktasindaki

oskiilatir diizlemi veya dokunum diizlemi, {N():B(3)} imesinin gerdigi diizleme

¥ egrisinin 7 (S) noktasindaki normal diizlemi ve

{T (s). B(S)} kiimesinin gerdigi diizleme ise” egrisinin 7 (S) noktasindaki rektifiyan

diizlemi veya dogrultman diizlemi denir [15].

Tamm 2.1.14: Bir/:1cl — = birim hizli egrisinin Frenet vektorleri T, N,
B olmak tizere,

r=1->0,
s—>7(s)=—(B'(s),N(s)), (2.1.10)

fonksiyonuna 7 egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina, egrinin 7 (s)

noktasindaki burulmasi denir [15].
Burulma, egrinin oskiilator diizlemden sapma miktarini dlger.

Teorem 2.1.1 (Oklid 3-uzayinda Frenet tiirev formiilleri): Birim hizli bir

7 I>E° egrisinin Frenet vektorleri f(s)’ N (S)’ B(S) ise



(2.1.11)
seklindedir [15].

2.2.Semi-Oklidyen Uzaylar

Tanim 2.2.1:V bir reel vektor uzay: olsun.
() Vv 00
déniigimii V&P el ve VUV, WeV j¢ip
iy (0.7)=(v.0)
ii)(ambv,w) =a(l, W)+ b(V,W)
iii)<U,a\7+bW> =a(0,v)+b(d,w)

ozelliklerine sahip ise < ’> doniistimiine V reel vektor uzay1 lizerinde simetrik bilineer

form denir [13].

Tamim 2.2.2:V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form < ' > olsun.

i) VWeV ve V=0 igin <\7’\7>>O ise < '

<l

> simetrik bilineer formuna ‘pozitif tanimli’,
i) VWeVve V=0 igin (v.v) <0 ise (v.9) simetrik bilineer formuna ‘negatif tanimli’,
iii)VWeVve V=0 igin (v.v)=0 ise (v.9) simetrik bilineer formuna ‘yari pozitif
tanmiml1’ ,

iv)VWeVve V=0 igin (v.v)<0 ise (v.v) simetrik bilineer formuna ‘yar1 negatif
taniml1’,

V) W eV ve (V.¥)=0 jken =0 olmak zorunda ise "'V) simetrik bilineer formuna

‘non-dejenere’ aksi halde ‘dejeneredir’ denir [13].



Tamm 2.2.3:V bir reel vektor uzayi ve

(AYRVIVVEING
bir simetrik bilineer form olsun.

(V- Wow -0
negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzayinmn boyutuna <\7’\7>
simetrik bilineer formun ‘indeksi’ denir ve ‘0" ile gdsterilir [13].

Teorem 2.2.4:V bir reel vektor uzayr ve V lizerinde simetrik bilineer form

@)
<' i/ olsun.

Bu durumda,
i)<ai,aj>:0 ' i j :
iylane)=1 1<i<y
(@ @) =-1 y4lsi<y+o
iv)<ai'aj>:0 cy+vsisn=y+o+u
olacak sekilde V' nin {al,az,...,an} bazi vardir [14].
Teorem 2.2.5: Bir <\7’\7> simetrik bilineer formun non-dejenere olmast igin gerek
ve yeter sart <\7’\7> nin herhangi bir baza gore ters matrisinin olmasidir [13].
Tamm 2.2.6:Bir V reel vektor uzayi tizerinde non-dejenere simetrik bilineer
forma V reel vektor uzay: iizerinde bir skalar ¢carpma denir. V iizerindeki bir skalar

carpma <\7’\7> ise (V;<V’V>) ikilisine skalar ¢arpimli vektor uzayi denir [13].

Tamm 2.2.7: YV, WEV jcin V=0 ve W0 icin (v, w)=0 ise V.ve W vektorleri

diktir denir ve VLW geklinde gosterilir. V reel vektor uzayinin bir altuzayr W ise

8



1 (o -
W5 ={VeV VLW on wt altuzayma V nin dik altuzay: denir. W ®W " genellikle

V nin tamami olmadigindan W+ altuzayma W nin ortogonal komplemani denilemez
[13].
Teorem 2.2.8: W bir V skalar ¢arpim uzayinin altuzay1 olsun. O zaman

i) oYW +boyW* = boyV

) =

i) ozellikleri vardir [13].

<l

Tamim 2.2.9:V reel vektor uzayi lizerinde bir skalar garpma (v.9) ve W da V

nin bir altuzayr olsun. Eger <\7’\7>’W tizerinde non-dejenere ise W ya ‘non-dejenere
altuzay’, non-dejenere degil ise ‘dejenere altuzaydir’ denir [13].

Teorem 2.2.10:V bir skalar ¢arpim uzay1 ve W |V nin bir altuzayi olsun. W nin
non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart V =W ®W" olmasidir [13].
Tamim 2.2.11: Bir V reel vektor uzayi lizerindeki skalar garpma <\7’\7> olsun. Bir

VeV vektoriiniin normu

= (v. )
olarak tanimlanir. Normu 1 olan vektdre ‘birim vektor’ ve ortogonal birim vektorlerin

ciimlesine de ‘ortonormal sistem’ denir [13].

Teorem 2.2.12:V reel vektdr uzayi i¢in bir ortonormal baz {€;,€,,...,€,} olsun.

g; = (e, €,)olmak tizere VV €V vektorii

n

3= Z £ (B, 8,)8;

i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir [13].

Tamm 2.2.13:V bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. V nin indeksi U olmak iizere

v=1ve POYW 22 jse V gkalar carpim uzayina bir ‘Lorentz uzay1’ denir [13].

9



Tamim 2.2.14: V bir Lorentz uzay1 olsun. V €V olmak tizere
i) (v.v)> 0Veya V=0 ise V vektoriine ‘space-like vektor’,

i) <V’V> <0 ise V vektoriine ‘timelike vektor’,

i) (VV) =0 ¢ 20 ise V vektoriine “lightlike (null) vektor’ denir [13, 14].

2.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Temel Tanimlar

Tamim 2.3.1: U ° 3-boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere, V@i = (43, Uz, Uz), ¥ =

(v{,75,73) € R3i¢in Lorentz anlaminda i¢ ¢carpim,

(U, V), = Uyv; + UV, — Uz

3 3
ile tanimlanir. Bu durumda (D v <’>L) ikilisine 3-boyutlu Minkowski uzay1 denir ve Uy

ile gosterilir [4] y

3 3
Tamm 2.3.2:Y€U1 olmak lizere, a tuzaymin tim lightlike vektorlerinin

kiimesi,

€1 = {(W, Uz, u3) € RY:uf + 6 — g = 0} — {(0,0,0)}
seklindedir [8]

Onerme 2.3.3: U4, ¥ € R? vektorleri icin,
i)Her ikisi de lightlike vektor ise, bu vektorlerin lineer bagimli olmasi igin gerek ve yeter

sart (i, 7), = 0 olmasidir.

ii) %, ¥ € R} vektorlerinin her ikisi de timelike vektdr ise (i, B), # 0 dir 8] .

Tanmim 2.3.4.Bir 1 € R$ vektoriiniin Lorentz anlaminda normu,

]l = v/ I{i, i), |
olarak tamimlanir [8] )

Tamm 2.3.5.%,7 € [R? vektorleri i¢in Lorentz anlaminda vektorel carpim,

10



ite veritir[8]

Teorem 2.3.6.%, ¥ € R} timelike iki vektdr olsun. Bu durumda
(@, V), = —|lulllIZllcoshg
olacak sekilde bir tek ¢~ 0 sayist vardir ve bu sayiya U ile V arasindaki ‘hiperbolik a¢1’

denir [8] :

2.4. E' Uzayinda Temel Tanimlar

Tanim 2.4.1: E* de Ku KooKy egrilikleri sabit olan bir genel egri E* de W —egrisi
olarak adlandirilir [21].

Tamm 2.4.2: @ ve B sifirdan farkli sabitler olmak iizere, E* de bir egrinin k #0

ke_, K
K,

‘- p

: K, ve Ks egrilikleri i¢in ve ki ise bu egriye bir slope egrisi denir[19].

Tamm 2.4.3: y:1 — E*egrisi, tim "  boliimleri sabit ise bu egri ccr-egrisi
k ok
k

olarak adlandirilir. E* de regiiler bir egri icin "t ve "2 sabit fonksiyonlar ise bu egri bir

cer-egrisidir[22].

Tamm 2.4.4: Bir egrinin | teget vektorii, E'iin sabit dogrultulu bir U birim

vektori ile sabit bir ag1 yapiyorsa bu egri genel helis olarak adlandirilir[23].

: 4
Tanim 2.4.5: Birim hizli /- | >E egrisinin N birim asli normal vektdrii, sabit

dogrultulu bir U birim vektérii ile sabit bir ag1 yapryorsa bu egri slant helis olarak

adlandirtlir[18].

11



. 4
Tamm 2.4.6: Birim hizh 7| 2 E ¢grisinin B birim binormal vektorii, sabit

dogrultulu bir U birim vektorii ile sabit bir ag1 yapryorsa bu egri B, slant helis olarak

adlandirtlir[18].

. 4
Tanm 2.4.7: Birim hizli /- | >E egrisinin B, birim binormal vektort, sabit

dogrultulu bir U birim vektorii ile sabit bir ag1 yapiyorsa bu egri B, slant helis olarak

adlandirilir[18].

4 . . o . .
3.1 2 MINKOWSKI UZAYIN BAZI OZELLiKLERI

4
U2 Minkowski uzayl, asagidaki metrik ile verilen

(,)=dx; +dx; —dx; —dx;
(3.1)

4 4 _
standart vektor uzayidir. Burada (Xl’xz’X31X4), U2 {in koordinat sistemidir." 2 de bir V

<

vektorii igin, <V’ >>0 sartim sagliyorsa V vektorii space-like, <V’V><O sartini

sagliyorsa V vektorii timelike yada v#0=(0,0,0,0) sartin1 sagliyor ise V vektorii
null(lightlike) vektoriidiir, denir. Bir V vektoriiniin normu ;

¥l = kv v)

ile verilir. Keyfi V:W vektorleri igin (v, w)=0 esitligi saglaniyor ise V vektorii ile W

vektori ortogonaldir(diktir), denir.

. 4
Keyfi bir a:l->U, egrisi space-like, timelike yada null olabilir, ayn1 zamanda &

egrisinin tim hiz vektorleri a'(8) vektorii de space-like, timelike yada null vektori

olabilir.
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0% de & ve B iki space-like vektor olsun. O zaman, @ ve b vektérleri arasinda 0< 8 <7
tek bir ag1 vardir, oyle ki {(d, b) = l|all. ||B|| cosé saglanir.

1% de @(9) egrisi boyunca {T(5): N(S), B,(5), B,(S)} Frenet catest olsun. Burada T teget
vektor alani, N asli normal vektor alani, B, birinci binormal vektér alani, B, ikinci
binormal vektor alanidir ve Y11 (T nin birinci kovaryant tiirevi) space-like vektordiir.
0% de S parametresine bagli bir space-like egri @ egrisi olsun. Bu @ space-like egrisi

icin agagidaki durumlar olusmaktadir. N vektorii space-like, B ve B vektorleri

timelike vektorler ve () space-like egrisinin {T.N B, B} Frenet catis1 olmak lizere
asagidaki esitlikler saglanir:

V,T =kN
VN =—kT +k,B,

V,B, =k,N +k;B,

(3.2)

Burada T'N:Bi ve B: vektor alanlari,

<N’N>:<T'T>:1, <Bl’Bl>:<Bz’Bz>:_1’ (3.3)
karsilikli olarak ortogonal vektorlerdir ve & (s) egrisinin sirastyla birinci, ikinci ve
tigtincii egrilik fonksiyonlar ki =ki(8), k, =ky(S) ve ks =ks(S) fonksiyonlaridir. Bu

caligma boyunca ki(8) #0, 1<1 <3 yapyl edilecektir[12].

4
Tanim 3.1: "2 de Kk ks egrilikleri sabit olan bir genel egri W —egrisi olarak

adlandirilir[24].
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4
Tamim 3.2: @ ve Z sifirdan farkli sabitler olmak iizere, U2 de bir egrinin k #0

kg K_p
Ko ve Keegrilikleriicin & ve K ise bu egriye bir slope egrisi denir[24].
k, K
. 4 T T
Tamm 3.3: 7 g 2 regiiler bir egrisi igin ki ve K2 sabit fonksiyonlar ise bu

egri bir ccr-egrisi olarak adlandirilir[24].

04 J]

Tamm 3.4: Bir egrinin | teget vektorii, - 2 iin sabit dogrultulu bir U birim

4
vektorii ile sabit bir ag1 yapiyorsa bu egri Uade genel helis olarak adlandirilir[24].

Tamim 3.5: Bir egrinin N birim asli normal vektorii, sabit dogrultulu bir U birim

vektorii ile sabit bir ag1 yapiyorsa bu egri slant helis olarak adlandirilir[24].

—
—

Tamim 3.6: Bir egrinin B, birim binormal vektorii, sabit dogrultulu bir U birim
vektorii ile sabit bir ag1 yapiyorsa bu egri B\ slant helis olarak adlandirilir[24].

Tamm 3.7: Bir egrinin B, birim binormal vektérii, sabit dogrultulu bir U birim
vektorii ile sabit bir ag1 yapiyorsa bu egri §2 slant helis olarak adlandirilir[24].
, 4
Tanmmm 3.8: & ve b, 1y de iki spacelike vektdr olsun. Bu taktirde

<é,b>z||é||”b”€059 olacak sekilde @ ve b arasindaki ac1 olarak adlandirilan bir tek

0<0<2r reel sayis1 vardir [24].
i ~ .
Tamm 3.9:-2 de daspacelike ve b timelike vektor olmak iizere

<§,b> :||g||“b“8inh9 olacak sekilde a ve b arasindaki ac1 olarak adlandirilan bir tek

0< 60 <27 reel sayis1 vardir [24].
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4 .. . R
4. Y 2DE SPACE-LIKE OZEL EGRILER ICIN INTEGRAL
KARAKTERIZASYONLARI

4
Bu bolimde 2 de spacelike egrilere ait, helis ve B,-slant helisler i¢in integral

karakterizasyonlar verilecektir.

4 L
4152 *de Spacelike Helis Egriler I¢in Integral Karakterizasyonlari

. 4
Teorem4.1.1; @1l =5 s parametreli spacelike bir egri olsun. @ egrisinin

a (S) noktasindaki hareketli Frenet catisi {T(S)’N(S)’Bl (S)’BZ (S)} , egrilikleri Ky, k2,

K, ve k #0, 1<i<3

3 ve olmak lizere ; & egrisinin bir spacelike helis egrisi olmast i¢in

gerek ve yeter sart;

k2 | 1 (d (kO o
(kz(s)) + k2(s) {ds (kz (s))} =sabit,
esitliginin saglanmasidir[12].

4

ispat: ¢ Icl =>U5s paremetreli spacelike bir helis egrisi olsun. Bu durumda

O egrisinin tanjant vektorii T , sabit dogrultulu ve spacelike sabit birim vektor U ile
sabit ac1 yapar. O halde ;

(7.0) =1} o cos

=1.1.cosé@

=c0s 6 = sabit. (4.1.1)

Bu esitligin her iki tarafinin S’ye gore tlirevi alinirsa;
(T,0)+(1.0%) =0

(k (s)N,U)+(T,0)=0

15



k(s)(N,U)=0

(4.1.2)
elde edilir. (4.1.2) esitligi bize N LU oldugu bilgisini verir. Bu bilgiye dayanarak U
vektoriini;
U =u,T+u,B, +u,B,
(4.1.3)

biciminde yazilabilir. (4.1.3) esitliginin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi
alinip, Frenet tiirev formiiller kullanilirsa;
O=uT+uT +u,B, +u,B; +u;B, +u,B},
(4.1.4) 0= ul'T+ul(k1(s)N)+u;B1 +U, (k2 (s)N+k, (s)B2)+u;B2 +U, (—k3 (s)Bl),

(4.1.5)
0=uT+N(uk; ()+U,k, (5))+B, (uy —usks (5))+B, (uks (s)+us3),

(4.1.6)

— —_—

elde edilir. (4.1.6) esitliginde T#0 N#0 | Bi#0yg B; #0 (1qu5undan, bu esitligin

saglanmasi i¢in ;

!

u =0

uk; (s)+u,k,(s)=0
U, —Ujk,(s)=0

u,k; (s)+u; =0

(4.1.7)

denklem sistemini saglanmasi gerekir. (4.1.7) esitliklerinin 1. denkleminden;
U{ZO = U, =C=ggpit

(4.1.8)
olur. (4.1.7) esitliklerindeki 2.denklemden ve (4.1.8) den;
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u,=— U, =—c :
Tok(s) " k, (s)
(4.1.9)
elde edilir. (4.1.7) esitliklerindeki 4.denklemden;
U - 1, 1 dy
k() T Kke(s) ds
(4.1.10)
bulunur. (4.1.9) ve (4.1.10) esitliklerinden;
k(s
u2 = l( ) C=— 1 %
ky(s) k(s) ds (4.1.11)

yazilabilir. (4.1.7) esitliklerindeki 3. denklemden ve (4.1.9) esitliginden;

o = 1 W © d[kl(s)J

ky(s) dsl k,(s)

elde edilir. Ayrica (4.1.7) esitliklerindeki 3. denklemden;

(4.1.12)

u; =5 uaks (S)

du
d_52 = u3k3 (S)

(4.1.13)
bulunur. (4.1.11) esitligi (4.1.13) de yazilirsa;

(4.1.14)

dl 1 du,
S = Bk (s)u, =0,
ds(kg(s) ds J+ ()t

(4.1.15)

bigiminde s ’e gore ikinci mertebeden, degisken katsayili, lineer, homojen diferansiyel

denklem elde edilir. Burada doniistimii yapilirsa;
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dt =k, (s)ds = Kk,(s)=—
-(9) -(5) ds ve K3(5) At citlikleri elde edilir. Elde edilen bu esitlikler

(4.1.15) de yerine yazilirsa,

i UN du3 + ﬂua — 01
ds| dt ds

4 du + ﬂu3 =0.
ds\ dt / ds
(4.1.16)
ds
(4.1.16) denkleminin her iki tarafi dt ile ¢arpilirsa;

d’u,

F+u3=0

(4.1.17)

biciminde Y% ’e gore ikinci merteben, sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel denklem

elde edilir.

(4.1.17) diferansiyel denklemin ¢oziimii;

Uy, = 24 COSt+ 21, SINt 14, 1, €

(4.1.18)

tzjkg(s)ds

bi¢imindedir. Bu esitlikte yerine yazilirsa;

0= Mcos@k3(s)dsj+ 4 sinUkS (s)dsj

0

(4.1.19)
bulunur. (4.1.12) ve (4.1.19) dan;

i o) )

0 0

(4.1.20)
elde edilir. (4.1.19) esitliginden;

%:_Msin@ks(s)dsjks(sﬁ 4 cos[iks(s)%]ks(S)’

0
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elde edilir. Elde edilen bu denklem (4.1.11) esitliginde yerine yazilirsa,

L, = k‘(ls ){—,ulsin{ ] ka(s)ds]k3(3)+ 4 cos@kg(s)dsjks(S)},

<t e o)

(4.1.21)

bulunur. Simdi elde edilen (4.1.20) ve (4.1.21) denklemlerini géz Oniine alalim. Bu

denklemlerden 444 €U sayilarini bulalim.

S

Jks(s)dsj

COoS (
(4.1.20) esitligi  \0

S

jk3(s)dsJ

SIn
ve (4.21) esitligi [0 ile ¢arpilip, taraf tarafa

toplanirsa;

I o e
e e

+

M(COSZ @kS(S)dS}HmZ@kS(S)dSn: _c i(kl(s)jcos[jks(s)ds]

(4.1.22)
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sin( Ky (S ds]
bulunur. Benzer bi¢cimde (4.1.20) esitligini 0 ve (4.1.21) esitligini

ke
0 ile ¢arpip taraf tarafa toplanirsa;

oo 5 o)

syl fom) st ()
(4.1.23)

2 2
elde edilir. #4: 4 €Y oldugundan, 4~ 4" €U oldugunu gostermeliyiz.

it




k 2
,L112+/122={|:C kl((zﬂ {_k ?s)%(ltl Z }ism L'[k ;l%os [E?D gj
2 : o nooStooooooooooooshooo0n
2 ) 72
ﬂl2+u22:c2(:z1(s)] + f {i(kl(s)J =
(8)) k()| dslke(8) )] gupit (4.1.24)
) sl
T — =
k(s)) k' (s)] O\ Ka(8)) | sapit (4.1.25)
bulunur.
Buldugumuz Y%:Y2:Ys esitlikleri; U= U T+u B +u BZ denkleminde yazilirsa;

bulunur.

N e .

21



T T—kl(s)]?l— 1 d(llzl(s)]B7

" ” o }cos&
Simdi :(8)  ke(s) sl ky(s) bigiminde bir vektor alalim.

Cl

,T>:cose=

Alinan bu vektor i¢in < sabittir.

a5
S

(4.1.27)

oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur.

(4.1.26) esitliginin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi alinirsa;

()t e sl

elde edilir. Elde edilen bu esitlikte Frenet-tiirev formiilleri yerine yazilirsa;

oo - om-{som)

Jk“%hi)ﬂiiim

(4.1.28)

2
2
bulunur, (4.1.25) esitliginden; <2 (8)) K () I5LK(S) )| Cie oldugu kabul

edilmisti. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa;
(el e el
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i{kl d(k(S)ﬂ[E((Z;J: k2(5) |__k(o)k(s)

ds [ 1 ]d k k, (s)
ks(s) _d 2(5) (4.1.29)

elde edilir. (4.1.29) da bulunan esitlik (4.1.28) de yerine yazilirsa,

d_Uzﬁi

(@
w

bulunur. Buradan U vektoriiniin sabit vektor oldugunu séyleyebiliriz. Dolayisiyla &
egrisi spacelike bir helis egrisidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.m

2: o lcl —)D

Sonuc¢ 4.1. 2 S paremetreli spacelike bir egri olsun. a(s)

egrisinin spacelike bir helis egrisi olmasi igin;

6 (s) kl(shi{ L d [kﬂs)

k,(s) ds

esitliginin saglanmasi gerekir[12].

. . 4 .
ispat: @1t =05 gpacelike bir helis egrisi olsun. O halde Teorem 4.1.1

(‘2((2))}2 ’ kszl(s) {%(‘2((2))}}2 =sabit,

elde edilmisti. Bu esitligin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi alinirsa;

(a6 (etasli el alati) -
Bl rtserteel i o
() e el

(4.1.30)

deki (4.1.25) esitligi;

K
K

N =3
—~0
w | »
~— |~
N——
I |
—

I

o

olur. Bu denklemi saglayan iki durum vardir.
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olmast durumunda, K, (S) sabit olup@ egrisinin spacelike bir helis oldugu goriiliir.

" EEEZ))}L kjs) %l:ksts) %UZ ((zm - (4.1.31)

olmas1 durumunda(4.1.31)esitligi Ky (S) ile ¢carpilirsa;

k(s) d| 1 dfk(s) -
ks(s)kz(s)+g{k3(s)£(kz(s)ﬂ_0’ (4.1.32)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.m

IcO >0

Teorem 4.1.3: ¢ =a(s) 2 birim hizli spacelike bir egri olsun.

a (s) spacelike bir helis egrisidir ancak ve ancak;

o8 o e o)

0

biciminde diferansiyellenebilir bir f (S) fonksiyonu vardir[12].

4

@ :a(s):ICD =2 irim hizli, bir spacelike helis egrisi

ispat P =

olsun. Bu durumda sonug 4.1.2° ye gore,

o (s) ) d{ L d (MS)

k,(s) " ds| ky(s) ds

ki (s)

esitligini yazabiliriz. Bu denklem K, (S) ’e bagl ikinci mertebeden, degisken katsayili,

t:jks(s)ds

lineer, homojen diferansiyel denklemdir. Burada degisken degistirme

yontemi uygulanirsa,
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dt -
dt =k ( )dS:> E—k‘g(S) ve ks(s) dt

elde edilir. (4.1.33) deki esitlikler (4.1.32) de yerine yazilirsa;
(), afued (Kis))] g
ds k,(s) ds| dt ds| k,(s) ’

dt ky(s) d|d(k(s)
Ekz(s)+£ﬁ£k2(s)ﬂzo’
(4.1.34)

ds
bulunur. (4.1.34) esitliginin her iki tarafi dt ile garpilirsa;

s sefs)

o (s) , o kl(S)J

(4.1.33)

k,(s) dt®| k,(s)
(4.1.35)

ki (s)

bi¢ciminde K, (S) ‘ye gore ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel

denklem elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢ézlimiinden;

T

0

(4.1.36)

bulunur, burada ™M €U dir. (4.1.30) denkleminden,

a(s). Lslee) |
k3(S)dS kz(s) d[ 1 d[kl(S)JJ
ds| ky(s)dsl k,(s)

(4.1.37)
esitligi yazilabilir. (4.1.37) esitliginden ;

25



1(s))d k()
f(s)=- %)g(k((ngg{({])d({ié;)]ﬁ (4.1.38)

bi¢iminde bir fonksiyon tanimlansin. (4.1.36) esitligi (4.1.38) de yerine yazilirsa;

)it ool o]
:_k%){_ks(smsm@ks(s)ds}kg(s)mz cos[iks(s)dsﬂ,
- {io) ]

bulunur.(4.1.38) esitligi (4.1.29) da yazilarak,

k,(s) E\[k@
4 o) [{ki))}%k@}
o (5) dsL K
SRR
(4.1.40) |
Ide edili
(<1)simd
Oy )| me{ oo mn| o
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ve k,(S)  esitliklerinde

w(s)%KEEZQZkj(s){%(z((?)j}z]%{kj(s)(f%s))%(f(s))z ,

(4.1.41)

0(5)=21(5) 1°(5) -2 O 11(5) 21 (5) 1),

2 (s) k(s (4.1.42)

olacak sekilde bir (p(S) fonksiyonu tanimlansin. (4.1.40) esitliginin her iki tarafinin S

parametresine gore tiirevi alinirsa;

16)- 2] 0 o 01+ 538 1 0
(4.1.43)

elde edilir. (4.1.40) ve (4.1.43) denklemlerinden;

f’(s)f"(s)=k32(s)Egz;%[tz((z;j+{ki(s)] G (5)- (ks ().

(4.1.44)
bulunur. (4.1.38) ve (4.1.40) denklemlerinden;

o k(s) d (k)
el )

olur. (4.1.38), (4.1.43) ve (4.1.45) esitlikleri (4.1.42) de yerine yazilirsa;

2 [ k(8 d (KO, (KO, o
‘P“)k:—(s)[ks ) m@)@(&(s)l{kz(sﬂ ks(s)ﬁkg(s)ﬂ
2 d,. k. (s) . N k(s) d [ k(s)

3(3) dS(kS( ))[(kz(s)J K, ( )] 2k2(3) dS(kz(S)j’
4 (s) .

d [ 2 [ ki(s) 2
ds| k,(s)) Kk 7 (s) E(ks(s))
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2 d ) ki(s) d _

(kl(S)J L1 {Q(K(S)H _
bulunur. Buradan \K2(8))  KT(S)[dUka(8) )] G oldugu bir kez daha

ispatlanmis olur.m

4 L
4.2.52 °de Spacelike B,-Slant Helis I¢in Integral Karakterizasyonlari

. 4
Teorem 4.2.1; @:1ct =>U5 5 parametreli spacelike bir egri olsun. &

_— —

egrisinin a(s) noktasindaki hareketli Frenet c¢atisi {T(S)’N(S) ’Bl(s)'Bz(s)} ,

egrilikleri ki Ko Ky ye egrilikleri sifirdan farkli olmak iizere , @ egrisinin bir spacelike

B,- slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

[:: 8]2 i kfl(s) {%(Ez 8}2 i sabit,

esitliginin saglanmasidir[12].

. . 4 . . ..
ispat :=: @ 1l =>U% esrisi s paremetreli B2~ slant helis egrisi olsun. Bu

durumda @ egrisinin ikinci binormal vektorii B2 , sabit dogrultulu ve spacelike sabit

birim vektsr U ile sabit ac1 yapar. O halde ;
(525)=[]p] smno
=1.1sinho,
=sinh @ = sabit, (4.2.1)
olur. Bu esitligin her iki tarafinin S’ye gére tiirevi alinirsa;
(B;.U)+(B,.U")=0,
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(4.2.2)

elde edilir. (4.2.2) esitligi bize B, LU oldugu bilgisini verir. Bu bilgiye dayanarak u

vektorii;

U =u,T+u,N+u,B,,

(4.2.3)

biciminde yazilabilir. (4.2.3) esitliginin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi

alinirsa,

0=u/T+u,T+u,N+u,N'+u,B, +u,B, (4.2.4)
0=uT+uy (k, (5)N)+UsN+u, (=, (8) T+k, (5)B; ) +usB; +s (ks (5)B; ), (4.2.5)
0=T(u; ~Uyk, (8))+N(uk, (5)+U;)+ B, (uk, (3) ~Ugks () +Bu;. (4.2.6)

Elde edilen (4.2.6) esitliginde T#0, N #0 , B1#0ye B, #0 (14u5undan, bu esitligin
saglanmasi i¢in;
U —u,k (s)=0,
uk (s)+u; =0,

u,k, (s)—usks(s)=0,
u; =0.

(4.2.7)

denklem sistemi saglanmalidir. (4.2.7) denklemlerinin 4. esitliginden,

U;=0 = U;=C=gapjt. bulunur.(4.2.7) denklemlerinin 3. esitliginden ;

UK, ()~ Usks (5)=0 = u,=
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(4.2.8)

bulunur. (4.2.7) denklemlerinin 1. esitliginden;

U —uk (s)=0 = u,=——

1 duy

u, = )
k (s) ds (4.2.9)
elde edilir. (4.2.8) ve (4.2.9) esitliklerinden;

k(s)  ky(s) ds’ (4.2.10)

yazilabilir. (4.2.7) denklemlerinin 2.esitliginden;

uk (s)+u,=0 = u, =—Lu;,

ki (s)

ki (s) ds (4.2.11)

elde edilir. (4.2.8) esitligi (4.2.11)’de yazilirsa;

U 1 duy, 1 i(ks(s)cj:_ c i[ks(s)]
"o k(s) ds  k(s)ds|k,(s) k,(s) ds| k,(s) )’ (4.2.12)
bulunur. (4.2.7) denklemlerinin 1.esitliginden,

du
U —Uk (s)=0 = u; =u,k,(s) d—;=u2k1(s),

elde edilir. (4.2.11) esitligi burada yazilirsa;

)

(4.2.13)

d{ 1 du
— —2 |+U,k, (s)=0,
ds(kl(s) ds] ) (4.2.14)
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biciminde Y2 ’ye bagli ikinci mertebeden, degisken katsay1li, lineer homojen diferansiyel

S
_[kl (s)ds
denklem elde edilir. Simdi 0 degisken degistirme yontemi uygulanirsa

dt ds__1
k.(s)=~- dt Kk (s) o .. . .
ds ve 1 esitlikleri elde edilir. Elde edilen esitlikler (4.2.14)

oo ), o
ds| dt ds
3, 2 g
ds\ dt 2 ds
ds
elde edilir. Her iki taraf dt ile carpilirsa;

dt dt S

denkleminde yazilirsa;

(4.2.15)

bigimindeY2’ye bagl ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel

denklem elde edilir.(4.2.15) denkleminin ¢oziimiinden @@ €Y olmak iizere,

U, = @ cost + w, sint, (4.2.16)
[ Ky (s
t=|k(s)ds u,= o )c
elde edilir. 0 ve K, (S) esitlikleri (4.2.16)’da yerine yazilirsa

u, =, COS@ kl(s)ds}“a’zsm[ikl(s)dsj :[C :28 J (4.2.17)

elde edilir. (4.2.17) esitligi (4.2.11) de yerine yazilirsa;
1 du, 1 d h
U, =— —2 = u =———<—|@cos| |k (s)ds |+a,sin s)ds ||,
i =4 e fuom)
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= —ﬁs)[—kl(s)a)lsin@kl(s)ds}+ K (5)o cos@ kl(s)dsﬂ,

an{] o)

(4.2.18)

olur. (4.2.12) ve (4.2.18) esitliklerinden,;

U = colsin@ kl(s)dsj‘a’z COS@kl (S)dsj o klt(:S) %(E 8 ] (4.2.19)

yazilabilir. (4.2.17) ve (4.2.19) denklemlerinden “1» @2 € U sayilarini bulalim.

s {38
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bulunur. A= @+ @5, B=a—@, olsun. @@, €U0 gldugundan A B <D dir,

Buradan A’ +B* el oldugunu gosterelim.

A+ B = (o +w,) +(o,—m, ) =20} + 202,

(4.2.23)
elde edilir.m
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< Tersine U:Ez;] +k121(3)[%(:28 ]]z_sabit olsun. @ =%(8) spacelike birim

hizl1 egrisinin ikinci binormal vektorii B, , sabit dogrultulu, sabit bir spacelike U vektor

ile sabit ag1 yaparsa, a=a (S) spacelike egrisi B, —Slant helis olur. Simdi,

5] 1. d ks(s) T k3(s)" R \lai
v ‘{m(s)ﬂus) ]T‘ k2<s>N‘BZ}5'”“9’

(4.2.24)

S
<U’B2>_Sm ezsabittir. ds

bi¢ciminde bir vektor alalim. oldugu gosterilirse ispat

tamamlanir. (4.2.24) esitliginin S parametresine gore tiirevi alinirsa;

st (ale e

(e e
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(4.2.25)

2
(ks(s)]+ 1 {i(kg(S)n:
2
bulunur, \Kz(8)) K (s){ ds{k; (s) sabit oldugunu kabul etmistik. Esitligin iki

tarafinin S parametresine gore tlirevi alinirsa;
2(%%1&8}{&)(3@8 JHKBGEEEUJ]‘)
ks (s) d [k
[i(kB(s) m :(kz(S)]ﬁ/ﬁz(S)] __k(9)k(s)
S) ds kz(s) 1 /dJ(Eg/@ﬁ/j kz(s)
ky(s) dsxk, (s)

(4.2.26)
elde edilir. (4.2.26) esitligi (4.2.25) esitliginde yazilirsa,

du

au s,
S
(4.2.27)
bulunur. Dolayisiyla “ = a(s) spacelike egrisinin B, ~Slant helis oldugu ispatlanmis
olur.m
. 4 _
Sonug 4.2.2: ¢ 1= =03 s parametreli spacelike egri olsun. & = a(s)

spacelike egrisinin B, ~Slant helis olmast i¢in;

ky(s)  d| 1 d[k(s)
e ot ne) O

(4.2.28)

esitliginin saglanmasi gerekir[12].
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. - 4 - . . .
Ispat: ¢- Icl >0, spacelike B, —slant helis egrisi olsun. O halde Teorem

{E 8}2 ' kfl(s) {%(‘2 Ez;ﬂz i sabit,

esitligi vardir. Bu esitligin her iki tarafinin Sparametresine gore tiirevi alindiginda

4.1.1 geregi,

asagidaki denklem elde edilir.

sl ealitn) sl sl

Bu denklemi saglayan iki durum vardir.

d LMJO a0

) sl (s)

=C=
K, (S) sabit, oldugundan a=a (S)

egrisi spacelike B, —slant helisdir.

(58 salstasle] -

(4.2.31)

dir.(4.2.31) esitligi Ky (S) ile carpilirsa,

ki (s)ks(s) , d {
kl

k(s) ds

?&(EHH"

(4.2.32)
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elde edilir. Bu da spacelike B, —Slant helisin diferansiyel denklem karakterizasyonudur.

Boylece ispat tamamlanmis olur.m

Teorem 4.2.3: ¢ :a( ) Il —03 birim hizli spacelike bir egri olsun.

a(s) spacelike B, —Slant helis egrisidir ancak ve ancak;

oo

0

biciminde diferansiyellenebilir bir f (s) fonksiyonu vardir[12].

Ispat : L ( ) [l —>0; birim hizli, bir spacelike B, -

J

esitligi vardir. Bu denklem K, (S) ’e bagli ikinci mertebeden, degisken katsayili, lineer,

slant helis egrisi

olsun. O halde sonug 4.2.2’ye gore;

MJ{ L 1(k(s)
. (5) ab K ()

w

=jk1(s)ds

homojen diferansiyel denklemdir. Burada o degisken degistirme
uygulanirsa,
dt =k, (s)ds = ﬂzkl(s), %Z%
ds (s) dt
(4.2.33)

elde edilir. (4.2.33) deki esitlikler (4.2.32) de yerine yazilirsa;
dtk(s), d 7’_% k()] g
dsk,(s) ds| dtds|k,(s) ’

dt ky(s)  d|d[ks(s)
&m*@b[kxs)ﬂ:”’

(4.2.34)
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ds
bulunur. (4.2.34) esitliginin her iki tarafi dt ile ¢arpilirsa;

Ul (4l

(4.2.35)

ks (3)

biciminde K, (S ) ’ye bagli ikinci mertebeden, sabit katsayili, lineer, homojen diferansiyel

denklem elde edilir. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse;

';z 8 =0,cost+/,sint =1, cos(:[kl(s)ds]+€2 sin U kl(S)ds],

0

(4.2.36)

bulunur. Burada ‘%2 €U dir. (4.2.29) denkleminden;

sfet) L eli)
k(s)ds\k,(s)) df 1 d(ks(s)n’
ds 1o (5) 05 Ky )
(4.2.37)
elde edilir. Bu esitlikte,
6(5))d (Ko (s)
f(s)-- k()di[tm gk(?jf%iig%}
ds I (s) 05k, )

(4.2.38)
fonksiyonu tanimlansin. (4.2.36) esitligi (4.2.38) denkleminde yerine yazilirsa;

O eyl o {599 0

1 S

=—ﬁ{—kl(s)élsin(jkl(s)ds}rkl(s)£2cos@kl(s)ds }

0
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=elsinUkl(s)dsj—zzcos(jkl(s)ds}

0 0

(4.2.39)
olur. (4.2.38) esitligi (4.2.29) esitliginde yazilirsa;

i3 a5 s 8l a6

,eo)ats
o)

(4.2.40)
elde edilir.( <:) Simdi;

i st o]
3(8)

ve k2 (S) esitliklerinden;

ey |
(4.2.41)

biciminde bir ¢(S) fonksiyonu tanimlayalim. Buradan;

1 2k/(s)

0(s)=21(5) () gy oy O +2(9) 7 (s),

(4.2.42)
39



olur. (4.1.40) esitliginin her iki tarafinin S parametresine gore tiirevi alinirsa;

r6)- 2 2 0+ 22 (1 ),

(4.2.43)
elde edilir. (4.2.40) ve (4.2.43) denklemlerinden;

(@)= e L O 0 19
(4.2.44)
bulunur. (4.2.38) ve (4.2.40) denklemlerinden;

(4.2.45)
bulunur. (4.2.40), (4.2.44) ve (4.2.45) esitlikleri (4.2.42) de yerine yazilirsa;

o ot el ] <o)
st vo i)
o(s)= 220208 () +M;%

(ks(s)J ! P(ks(s)ﬂ _
2
bulunur. Buradan kz(s) K (S) ds k2(s) sabit, oldugu bir kez daha

ispatlanmis olur.m
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4
5.'2 DE SPACELIKE EGRILERi KARAKTERIiZE EDEN DiFERANSIYEL
DENKLEMLER
D4

Bu béliimde -~ 2 de Frenet-tiirev formiillerini kullanarak spacelike egrilerin teget

birim vektoriine gore diferansiyel denklem vererek, buna bagli bazi 6zel egrilerin

karakterizasyonlarini verecegiz.

4
5.1."2 DE SPACELIKE EGRILER ICIN TEGET BiRiM VEKTOR ALANINA

GORE KARAKTERIZE EDEN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

; 4
Teorem5.1.1: /- =1, yay uzunlugu ile parametrelendirilmis bir egri olsun. /

egrisi spacelike ise bu taktirde,

L ] vk, [i] +k1[1j
klkzks k1k2 kl (5.1_1)

olmak iizere;
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-I_-’(lv) +ﬂaflll+lzf”+ﬂlf’+lof :O (512)

denklemi saglanir[24].
Ispat: (3.2) denklemlerini kullanarak,

N-LT
K,
ok~ 1 -
B,=—T+-—N’
k, k,
= k, = 1 =,
B,=—2N+-—B
K K
(5.1.3)
V- 1f"+[1j i
elde edilir. (5.1.3) denklemlerinin ilkinin tiirevi alinirsa k, K, bulunur.
Pt SIS DN B
B K, K, | K Ki
Bu deger ! ifadesinde yerine yazilirsa bulunur. Bu
ifade diizenlenirse,
B} _ k.
SRR SRTHI LN
kk, -k Lk, k, (5.1.4)

elde edilir. (5.1.4) ifadesinin tiirevi alinirsa,

B = [ L ]T”+ I i[l] f’++i[lj f”+(—
ok Kk, |k Lk K Lk,

elde edilir ve bu ifade diizenlenirse;

B = L [ L j+i[ij T+ i[ij ki 'I:’J{ﬁJ'I:
k1k2 klkZ k2 kl k2 kl k2 k2

=/

bulunur. Bulunan B, ifadesi (5.1.3) denklemlerindeki ~2 ifadesinde yerine yazilirsa
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I§2:—&N+i 3 O [ DY U S 0 | B o ) LS O S
k3 k3 klk2 klk2 k2 k1 k2 kl k2 kZ
=_£T"+Lf’”+i i f".}.i l f”+i i 1 f’+ kl
kl k3 kl kZ k3 k3 kl k2 k2 k3 kl k3 k2 kl kZ k3
_ Lo, 1(i)+ 1 H ol ke 1 1(1} L
klk2k3 3 klkZ k2k3 kl klk3 k3 k2 kl k2k3
bulunur. Bulunan ~2 ifadesinin tiirevi alinirsa
_, [ 1 ] O A 1(1] 1(1]’ ) [1] (1
, = T + g = = | +—| =
klk2k3 k1k2k3 3 klkZ k2k3 kl k3 klkZ k2k3 kl
ok 11[1j L N L 1(1] LN ﬁ]
lk3 k3 kZ kl 2k3 k1k3 k3 k2 kl 2k3 k3 k2

!

elde edilir. Bulunan

ifadesinde yerine yazilip ve bu ifade (kikoKs) e carpilirsa;

43

B, degeri ve (5.1.4) ifadesinde bulunan B, degeri,

= /

B, =

_ks é1



T + (kk,k
( 172 3) [klkzk

(klkZ k3)

(k1k2 kS)

1

w
~—
+

Bl

’ 111 ’
+| = =] =
J el e)

= —k,2T" —kk,? (%J T

kKT

elde edilir. Son olarak bu denklem diizenlenirse,

T Kok, (Lj ok, (

klk2k3
1( 1) 1
Hkkok ] 2 =
17273 ks[klsz
11 1(1)
Hkkokd 2 22 -
| kid (

denklemi bulunur.m

+—| = +kKk
kaS[klj 4

2 1) |
klk2 kl

!

1

! !

K + LS +kKk,
k1k3 k2k3

K
kZ

+kk?
j 13[k

1

1

j T'+

1

kk,k

1k
*lk, Lk

kl

2

!

J +k’k2 [T=0

4
Sonu¢ 5.1.2 : (5.1.2 denklemi Yo ge T teget vektor alanina gore spacelike

egrileri karakterize eden 4. mertebeden, 1. dereceden, degisken katsayili, lineer, homojen

diferansiyel denklemdir.
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4
520 DE OZEL SPACELIKE EGRILERIi KARAKTERIiZE EDEN

DIFERANSIYEL DENKLEMLER

. 4
Teorem 5.2.1: 7 =7(8): 1 cR—=>07% Syay uzunlugu ile parametrelendirilmis

regiiler spacelike bir egri olsun. 7, spacelike W —egri ise bu taktirde

T 4 (k7 —kZ +K)T"+(k2k2)T =0

esitligi saglanir[24].
4
Iy

|0 -05

Ispat: de yay uzunlugu ile parametrelendirilmis spacelikey :

egrisi (5.1.2) denklemini saglar. 7 egrisi W —egri oldugundan kK, ve ks egrilikleri

sabittir. Ki:Ko ve Ks sabit oldugundan tiirevleri sifir olacaktir. (5.1.2) denklemlerinde bu

durum dikkate alinirsa,

Ay = kiks

4 =0

Ay =K =k k3
X =0

elde edilir. Bu degerler (5.1.1) denklemlerinde yazilirsa,
T 4+ (k2 —kZ + k32 )f” + (kfk?,2 )T =0

Sekline doniisiir ve ispat tamamlanmis olur.m

4
Teorem 5.2.2:7, i de yay uzunlugu ile parametrelendirilmis regiiler spacelike

bir egri olsun. /' spacelike slope egrisi ise

T - 6k—l<lf"' + LT "+ AT + kKT =0

1

denklemi saglanir. Burada A ve % katsay1 fonksiyonlar, @ ve & sifirdan farkl sabitler

olmak iizere,
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4= kL 20Kk, 15k KKy (@ - Dk
kl k1k2 k1k2k3

4k," . 10k'k,
k1 klk:Z

A, =—

(az _ﬂz _1)k12

seklindedir[24].

Ispat:” spacelike egri oldugundan (5.1.2) denklemini saglar. Ayrica / slope

C_, kg

egrisi oldugundan Ky ve ki dir. Buradan K2 = 2Kt ve Ks =K yazilabilir. Bu

bilgileri (5.1.2) denkleminin katsayilar1 olan (5.1.1) denklemlerinde kullanalim. Ilk olarak

T nin katsayisini bulalim. (5.1.1) denklemlerinde A gésterilenT nin katsayisinda
K _ a = sabit
kl

oldugu kullanilirsa,

=k ’k?
elde edilir. T" katsayisin1 bulalim. (5.1.1) denklemlerinde A ile gosterilen T" nin

katsayisinda bulunan tiirevler alinip K, =aki e k=7 kioldugu kullanilip denklem

diizenlenirse,

46



1Y 1Y 1Y
Ckkok | —— | kK| = | vk | =
13 172 S(klkzksJ 1 Z[klkzj l(li

k,'k,k k.k, 'k kKK,
=k, K, [_kllT;kz] +k kK, (— k}k?k:z J+ kK, K, (— k}kzzzk? ]

gk kK

kl k2 k3

' k
_ gk 2(ogk) (Bk)

k.~ ak Bk
gk kK

kl kl kl
_6k1'

kl

olarak bulunur. T" katsayisint bulalim. (5.1.2) denklemlerinde bulunan 4 ifadesinde

bulunan tiirevler almirsa K2 = @K ve Ks = Bk oldugu kullanilirsa
(1Y | 1(1) 1(1)
=kk,k;<| — — kk,| —| — k® -k, +k?
_— (jH(ﬂ el (2] o
l
= kkoky | =
k

’

kk2
kk2

k' 1( k'
_kkk[ ;{

j {(k”k 2Kk, + Kok, )kKE — 2kik, (K, k, + Kk, (KK, + kK, )]]
" {k kK, + K,k k, 2k, (K, )? } klkzl(—kz’) (—kl')_ki[kl"klz_2k1(k1')2H+k12_k22+k32

Kk,
k2k?k? kl Kok, kXK %
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kg Rk K+ 2K ek 200k k) Kk rkGk K 206) KK
kkok, kK, % kKK, K Kk,

—k— 2(k)+k2 k,? +k?
k 1

KKK 2Kk K 20000 Ak 20) kKKK K 2000 KK
Kk, kk; ko kk, K, k12 kK, k? k K, k k k, k12 kK,
k" 2(k/)?

—kL1+ k12 +k =k +k?

bulunur. X2 =Ky ve ks = Bk, oldugu kullanilirsa

@K KB K 2Kk ok’ 2k) 4k | 2k Y K ak) K (k)
(ak)(Bk)  k(Bk) Kk klak) ok kiz ki (ak;) (akl)z ki(ak) Kk (Bk)

1”+2(k) +k(0{k) k”+2(k) kZ_(akl)Z_l_(ﬁkl)Z

2, =

kK kak) kK
:(kl') &) k' 2(k)? kl"+2(k1') Ak,)’ 2(k1') (k) (k) k_l 2(k)* (k)

KK kK kKK KKK kKK

2 ) ()
1 1

" '\2
= —4%+15%+ k” = (ark,)” + (Bk,)’

1

=—4li+15m—(aﬂ—ﬂ2—1)k2
k,  akk, :
k' . _k'k,

=421 41512 (g - g7 —1)k?
kl kk (a ﬂ ) 1

elde edilir. T nin katsayist olan A ifadesini bulalim. Bunun i¢in (1) denklemlerinde 4

ifadesinde bulunan tirevler alinirsa
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101 K k 1) k 1) k!

koK | = = =2 [ | =Kok, | 2= | koK, | = | + k| -

v k3 kZ( klz]] 123[kl kSJ 123(k2 kSJ l3£ kf}
1K KK 2(k)? K1 k(1)
=kkk_ 12_11+ 1 —kkk _2_+_2_
T k| kK Kk, Kk, Rk ) ke kLK,

k)1 k(1Y) | KK

kZ k3 kZ k3 kl

. klkzks( ks J[ Kk KK 20/)? ] e ((k;k; 'k kE =200k, )k, + klk;)kl’k;]

B k_Sz k12k22 kka k2 k13 k kl4 k;

+ kK k, {

3

non 3 N2 21,1 3, !
e A6 @k D) 1 2(2k1 Kk,k? — (K, )? (3k2K,k, + kK, ))
17273 k k4k2 + 17273
3 12

K, k'k;
! ! W)
+kkk, "; ﬁ+klk2k3 L; Ky kiks
k3 k2 k3 kl kl

Kk KK 20k Kk Kk kK k200K 2K (k) K
I(1 k2 k3 k1 k3 kl2 k3 k3 k3 k1k2 k1k2 kl2 k2 klk22 I(1
26K Kk Ak 606)°2k)k kK
k' kk, K Ky ktk, kK

k_

a
=—k
elde edilir. Diger taraftan 7~ bir slope egrisi oldugundan k, = akl, Ky=Pkive = B

kzl _ gkgl

dir. Bu ifadelerin tiirevleri alinirsa k2 =Otk1 ’k3 =p kl ve o4 elde edilir. Bu

ifadeler son bulunan ifadede kullanilirsa,

!

~ kl’ kzl k3! + k1” kz’ ~ 2 kll k2I k3’ + a ) klkl ~ klkl, + kl” sz + kl” kzl ~ 2k1’ kzl k3!
klkZ k3 k1k2 k1k2 k3 k1k2 klk2 k1k2 k3

2k kT 2k Kk Ak Bk 2Kk
k1k2 k3 kl klkZ k1k2 k1k2 k1k2 k3 k1k2 k3

A=

- ﬂzklkl,
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elde edilir. Bu denklem diizenlenirse,

'L . 10k,"k,’ ~ 15k, 'k, Kk,

+(a® = B*-Dkk,
kl klk2 klk2k3 (a ﬂ ) o

11:_

bulunur. m

_ . 4
Teorem 5.2.3:7 = 7(3)' <l =05 birim hizli spacelike ccr-egrisi ise bu

taktirde,
k" 10k'k, 15k,'k, k. ' ' :
Jy= e =St R R (k)
1 172 17273
A, _ -2k +%+kf—k22+k32
kl klkZ
olmak iizere;
= (1v) 6k1 = m =" = 21,27 _
T —k—T + AT+ AT +k’kT =0
1
denklemi saglanir[24].

Ispat:/ egrisi spacelike bir egri oldugundan (5.1.2) denklemini saglar. (5.1.2)

denkleminin katsayilar1 olan (3.1) denklemleri yardimiyla T"T"T've fnin

k k

-2 -3
katsayilarin1 bulalim. 7 bir ccr-egrisi oldugundan Ki ve Kz sabit fonksiyonlardir.

(5.1.1) denklemlerindeki 4 yardimiyla T" nin katsayisin1 hesaplayalim. (5.1.1)

denklemlerinde

1) 1) 1
R e R Y ey

seklindeydi. Buradaki tiirevleri alirsak ve sonra 7 spacelike ccr-egrisi oldugundan

!

ﬁ:a: k, =ak, = kz':aki' = k—zzk—l
1 k2 kl
ﬁzﬂ: k, =ak, = k, ozkz':>k—3=k—2—k—l
k2 k3 2 kl

ifadelerini kullanirsak
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1) 1) 1)
j = kkk(kkkJ kk(kkJ+k{k—1]

_W&&+g%%+&&%'+&& —ij§“’+ k,
kl k2 k3 kl k2

bulunur. T katsayisini bulalim. Bunun (5.1.1) denklemlerinde bulunan 4, ifadesindeki

tirevleri alirsak,

iy 1 1 (1)
S b } *kzks &) }
k1 1 kl’ , 2 2 2
LR T
%

’

= klk2k3 k3 { k kz
k k2

_kkk{ 2{

K

+k1|(2|([|<|<|<+|<2|<|< 0% 2k(k)} k“{( ) (k) [kl"kz 24k1(k1)H ek
kK Kok KK K

K, +k, Kk, B k,"k, + 2k, 'k, +Kk," N 2(k, 'k, +kk,)? . k'K, K, + K, 'Kk, _" 2(k, ) k'k, _" 2(k,)

J {(k"k L 2Kk, + Kok, )k2k? — 2Kk, (KK, + kK, (K, + kK, )ﬂ
Kk

1 1

koK, kk, Ik kKoK, kTR kK, kK
+k?—k,2+k?
B k2'k3l N k1’k3’ _i’_ 2kl'k2' L” 2(k1) 4kl'k 2(k ) k k k1'k3' _k_l"+ 2(k1')2 N kl'kZ' _k_"+ 2(k1')2

1

ok, Kk K kb kK Kk Kk, kk kK Kk kK2
+k? k2 +k?

bulunur. Son bulunan ifadede

&:a: k,=ak = kz'zakl' = kL:k—l
k, k, kK
ﬁzﬂ:k—ak :>k ak :>k—3:kizk—1
k2 k3 kZ 1

esitliklerini kullanirsak
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_ak) pk, s k Bk, k' 2kk, ak' . 2k k, . 4k 'k,

z e
ok,  kpk, ko kk, ak o kk, o kk, Ky
(04

!

LKk KBk K 2k kK K2k, Pk kK
klkZ klﬂ k2 kl klkZ I(lk2 I(l klkZ

4|k<1” .\ 15k 'k, .\

1 lk2

k2 —k,2+k2

elde edilir. T' katsayisini bulmak i¢in Teorem 5.2.2 nin ispatinda yapildig: gibi (5.1.1)

denklemlerinde bulunan “ ifadesindeki tiirevler alinip diizenlenirse

KKk 200 KKKk K k200 ),
k1k2 k3 kl k3 k12 k3 k3 k3 klkZ k1k2 kl2 k2
~ 2k, (k, )? ki’ N 2k,"k, . k'K, p 4k"k, ~ 6(k, )’ ~ 2(k, )k, ~ k/k?

k1k22 kl k12 klk2 k12 kl3 kl2 k2 kl

3=

elde edilir. Bu ifadede

ﬁ:oz:> k,=ak = kz':akl':> Ky =k—1
1 k2 kl
ﬁzﬂ: k, =ak, = k, =ak, = K ke K
k2 k3 k2 kl

esitlikleri kullanilirsa
k ks k k k ks
Kk KB 2k ek e Kk Kk 2 ek g
kik,  kpk,  kakpk,  ak  k  kk  kak, kak gk,

11:

k2 k3 k2 k2 k2 k3
6 2 0 ok Gk
————— T o~

2Kk Bk, K N 2k ak, . k'k, N 4k ok, 6k ak Bk, 2k ok’ gk, k'K
kk, Bk, k  kak  kk, kak  kakpk,  kakpk, Kk,

~———

ks ky ky ok K kg
k" 15k kK, N 10kk,
kl k1k2k3 k1k2

(klkll - kzkz, + k3k3')

bulunur. T nin katsayisini bulmak i¢in (5.1.1) denklemlerindeki 4 kullanalim.
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elde edilir.m
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4 . . .
6.2 DE SPACELIKE SLANT VE B:~SLANT HELISLERi KARAKTERIiZE

EDEN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

. 4
Teorem 6.1:7 - <l =05 S yay uzunlugu ile verilen regiiler spacelike bir

{T(s),N(s),B,(5). B,(5)}

egri olsun ve , 7 egrisinin 7(S) noktasindaki hareketli

Frenet catis1 olsun. Eger 7 spacelike slant helis ise bu taktirde 7 nin konum vektérii

!

2_ 2 ! ! 14 !
e R EDE
17273 13 3 2 2.8 3 2 2

(6.1)

denklemini saglar. Burada #4 , sabit dogrultulu alinan spacelike sabit vektoriiniin tegetinin

katsay1 fonksiyonudur[24].

Ispat: Bir / egrisinin N asli normali sabit dogrultulu bir vektor ile sabit aci

yapiyorsa / egrisi slant helis olarak adlandirilir. Slant helisin bu tanimindan
(1.0) = |]J0]cos
(6.2)

yazabiliriz. Burada V] spacelike sabit vektor oldugundan
U=uT + N+ B +11,B,

(6.3)

e T

seklinde TN, Bl’ BZ nin lineer birlesimi olarak yazilabilir. (6.3) ifadesini T ile ic
carparsak

(7.0 = (FT) (TN (T B s T

#4=(T.0) aide edilir. (6.3) ifadesini N il i¢ carparsak
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(NG = g (KT )+ g2, (NN 4 (N B )+ 1, (N,
T T I 5

Ho = < N.U > =C056 = sabit elde edilir. Ayni sekilde (6.3) ifadesini B, ile i¢ carparsak

<§1’U>:M<élvf>+ﬂ2<élvN>+ﬂ3<§1’§1>+ﬂ4<§1’§2>
I I - v

—

Hs = _<Bl’U> elde edilir. Benzer sekilde (6.3) ifadesini B, ile i¢ carparsak

<Bz’U > = IL‘1<Bz’T>+ﬂ2<BZ’ N>+/U3<Bz’ Bl>+/u4<BZ’ Bz>
0 0 0 -1
Hy = _<BZ’U> elde edilir. (6.3) ifadesinin tiirevi alinirsa U sabit vektor oldugundan

—

0=u4T + 4 T" + 12)N + 1,N' + 1/ B, + 1.B, + 11,/ B, + 14,B,’
denkleminde Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa,

BZM,T+M(k1N)+ﬂ2lN TH, (_k1f+k2§l)+:u3!§l Ty (kzﬂ +k3|-5’2)+ﬂ4,|§2 tHy (_k3§1)

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

(:Lll, _klﬂz)f"'(kl:ul +/‘2' + k2/‘3) N +(kzluz +ﬂ3, _k3ﬂ4)§1 +(ksﬂs +/U4,) E2 =0 (6.4)

- > - -

bulunur. Burada TN, Bl’ BZ sifirdan farkli olduklarindan

' — ks, =0
kit + 1, +Kopt; =0
Ko, + gt —Kypt, =0
Kopts + 12, =0

N,U>=cos€=sabit

elde edilir. #2 :< oldugundan dolay1 Hy =0 dir. Dolayistyla
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:ul' - kl/u2 =0

Ky +Kypt3 =0
Koty + it =Ky, =0
Koty + 4, =0
(6.5)
K, 1
Hy = P Hy + PR My
bulunur. (6.5) denklem sisteminin tigiincii denkleminden 3 3 elde ederiz.
Bu ifade dordiincii denklemde yazilirsa
Kk 1 .|
{k_zﬂz +k_'u3 } =—Kst5
3 3 (6.6)
_L __k
Hy K K Hy K Hh

elde edilir. Birinci denklemden 1, ikinci denklemden 2 ifadeleri elde

bulunur. Bunlar (6.6) denkleminde yazilirsa,

elde edilir. Elde edilen bu esitlikteki tiirev alma islemi yapilirsa,

Ko ) e ARV | () () () ks
k) Uk )™ T ) 1 T U ) ok ) A Lok, ) TG M

bulunur ve bu denklem diizenlenirse,

kK, k) oo (k) 1(k) (k)| |[1(k)] kk
L TR Y LU Bl T LT P
[ k3 kl k2 k3 J M l:( k3 kl j k3 { k2 k2 k3 luj- k3 k2 k2 ‘LLl
K2-k2 o |(k ) 1(k) (& )| [[1(k)] kk

LA Uy ) ol E ) e R =] 2| |+, =0
kiok, “* Tk ) ko Uk, ) Uk ) [ T kK, k |
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denklemi elde edilir. m

il

4
Sonug¢ 6.2: (6.1) denklemi ~ 2 de #h katsay1 fonksiyonuna gore spacelike slant

helisi karakterize eden 2. mertebeden, 1. dereceden, homojen, degisken katsayili, lineer
diferansiyel denklemdir. Spacelike slant helis #3 ve #a katsay: fonksiyonlarina gore de
karakterize edilebilir. Fakat #2 sabit oldugundan #2 ye gore bir karakterizasyon
verilemez.

: 4
Teorem 6.3 :7 - <l =15 ,S yay uzunlugu ile verilen regiiler spacelike bir

T(s).N(s),B,(5),B,(5)}

egri olsun ve { , 7 egrisinin 7(S) noktasindaki hareketli

Frenet gatis1 olsun. Eger 7 spacelikeslant helis ise bu taktirde 7 nin konum vektorii

2 12 2 ' ' ]
St () o] 2] | ) | b o
k2K, k2k, | kks | K, Kk, kK, (K

K-k? . | 1(1Y) & (k)] .
R — | A |2 +u,=0
k12 k32 lLl4 B k3 k3 kl k3 kl k3 ,Ll4 ﬂ4

denklemlerini saglar. Burada #3 ve #a, sabit dogrultulu aliman spacelike sabit

(6.7)

(o]}

B, birinci binormal vektoriinin ve

vektoriiniin sirasiyla 2 ikinci binormal vektoriinlin

katsay1 fonksiyonlaridir[24].

Ispat: Teorem 6.1 in ispatina benzer olarak ilerlendiginde yine
/11, —ky, =0
Kt +Kop, =0
Kopt, + ,u3' —Kqpt, =0
Kyt + lu4’ =0 (6.8)
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k
= _k_zlus
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ikinci denkleminden 1

!
bulunur. Birinci denklemden # = kit bulunur. Bulunan #4 degeri yerine yazilip tiirevi

alinirsa,
k !
Kutty (__2/‘3]
1
K, ) k)
Kyst, = [—k—ij Hs {_k_ij%
i k), 1 k),
Hy k| Kk Hs k| K 3
) Uy =+
elde edilir. Uglincii denklemden 3 3 bulunur. Yukarida bulunan #2 degeri

yerine yazilirsa,

kg (k) K 1,
Hy k1k3 k1 M k12 k3 Hs k3 Hs
ke (k)| ke (k) o (Y kL (1) (1
kl ] k1 My k1k3 k1 M k12k3 Hs k12k3 M k3 Hs ks Hs

elde edilir. Bulunan bu #2 degeri (6.8) in dérdiincii denkleminde yerine yazilirsa,
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!

K, (k) (KDY . K . (1) (1) .
2 +—2 | -2 — -2 +| = +| — + Ko, =0
k1 ] H kl 3 [ kl } H [klz k3 H klz k3 H k3 H k3 H 3t

bulunur. Bu denklem #s ¢ ve tiirevlerine gore diizenlenirse,

— !

Kk (k) (k) (kY . k. (1) (1) .
—2 | ——= +—=| = —| == ——=—u, +|— +| — +K, 1, =0
ek, { K, J Hs kK, ( K, Hs klz k. Hs k12 k. Hs k. Hs k. Hs 3t

~ ) 9 ' ' 4 !
. 52 :u3”+ - Ez +£ _ﬁ + L ﬂz"" L _ﬁ +Ky |4, =0
Ky kK, KK, kk,\ Kk K, kk, |\ Kk

elde edilir. Bu ise bize # e gore 2.mertebeden, degisken katsayili, lineer, homojen

diferansiyel denklemi verir.

Simdi #4 gore diferansiyel denklemi bulalim. Bunun i¢in teorem 6.1 ispatinda uygulanan
yol ayni sekilde uygulanirsa

,u1, —kyp, =0

Kty + Kyt =0

Koty + lug' —Kypt, =0

Katts + /14’ =0
1
Hy = _k_,u4 o
denklem sistemi elde edilir. Dordiincii denklemden 3, birinci denklemden
1 ’ k2
Hy = k_:ul H= _k_'u3
1, ikinci denklemden 1 buradan da

59



K, (1 ) k.
H =—k—ﬂ3 =—k— —k—ﬂ4 = K Hy .
1 1 3 Kiks elde edilir. Son bulunan # ifadesinin tiirevi

alinirsa

bulunur. Bu deger K ifadesinde yerine yazilirsa

(k) ke
ﬂz kl kl k3 ﬂA kl k3 ﬂA

(k) K
kl kl k3 lLl4 kl2 k3 /J4

elde edilir. Bulunan tiim degerler ii¢iincii denklemde yerine yazilirsa

(k) . k . 1))
k,| —| —2 + =2 +| —— —k,u, =0
2 kl [k1k3j Hy k12 k3 Hy [ k3 Hy J 3ty

bu ifadede diizenlenirse

iil ’+L " + _i’ ’_|_ _i ”_k =0
Kk, Hy k2K, Hy Kk, Hy k. Hy = Ratly

elde edilir. Son bulunan denklem s ile carpilirsa

K2—k? ., | 1(1) Kk (k)|
| = = | ——%| =% +u,=0
k22 T Uk ) ek ik, ) | T
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denklemi bulunur ki bu ise bize #4 gore 2. mertebeden, degisken katsayili, lineer,

homojen diferansiyel denklemi verir. m

. 4
Teorem 6.4 ;7 <l =05 S yay uzunlugu ile verilen regiiler spacelike bir

{T(s),N(s),B,(5). B,(5)}

egri olsun ve , 7 egrisinin 7(S) noktasindaki hareketli

B

Frenet catis1 olsun. Eger 7 spacelike Pislant helis ise bu taktirde 7 nin konum vektorii

K-k . |1(1) Kk (k)| .
= = =] = +14,=0
k12 k32 ‘Lll kl kl kl k3 kl k3 lttl ‘Lll

(6.9)

denklemini saglar. Burada #4, sabit dogrultulu alinan spacelike sabit vektoriin tegetinin

katsay1 fonksiyonudur[24].

—

Ispat: 7 egrisinin Blbirinci binormal vektorii sabit dogrultu ile sabit ac1

Bl slant helis olarak adlandirilir. Bl

yapiyorsa, 7 egrisi slant helis tanimindan,

{T6G).N($).B(9).B,0)} 5

sabit dogrultulu sabit bir spacelike vektor olmak tizere
<E§1,U> = “El““ﬂ“sinh 6 =sinh @ = sabit
(6.10)

yazilabilir. Ayrica ] spacelike sabit vektori

U ::ulf"',uz N+ﬂ3 §1+ﬂ4 I§2

(6.11)

e e

seklinde T.N,B,B, nin lineer birlesimi olarak yazilabilir. (6.11) ifadesini T ile i¢

carparsak

<'I:,Lj> =M<f,f>+ﬂ2<f, N>+,u3<T, Bl>+,u4<T, Bz>
1 I S S S
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—

H :<f’0> elde edilir. (7.3) ifadesini N ile i¢ ¢arparsak
(N,GY) =2 (N T) 4 2, (NN o+ 0, (NL B+ 42, (N, )
5 i B v

o :<N ’U> elde edilir. Ayn sekilde (6.11) ifadesini Bl ile i¢ carparsak

<§1’U>:ﬂ1<§1’f>+ﬂ2<§1’N>+ﬂ3<§1’§1>+ﬂ4<gﬂ§2>
v v 1 v

=sinh @ = sht

o

~—

Hs = _<Bl’U elde edilir. Benzer sekilde (6.11) ifadesini -2 ile i¢ ¢arparsak

<§2’U>:M<§2’f>+ﬂ2<§2’N>+ﬂ3<§21§1>+ﬂ4<éw§2>
-« L NI— N & -~ L

0 0 0 -1

My = _<BZ’U > elde edilir. (6.11) ifadesinin tiirevi alinirsa U sabit vektor oldugundan,

—

0=24T + 1T + p1,/N + 1,N" + 12/ B, + 14,B + 11,/B, + 14,B,’

esitligi bulunur. Bulunan bu denklemde Frenet tiirev formiilleri kullanilirsa,

B:M'f+M(klN)+yz'N + 1, (—k1f+kzl§l)+,u3'l§l + 11, (kZN +k3§2)+u4'l§2 + 1, (—k3l§1)

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse,

(:Ul, _klﬂz)f+(k1:‘ﬁ+ﬂz' +k2:“3)l\#l +(k2ﬂ2 +ﬂ3, _k3ﬂ4)|§1+(k3ﬂ3 +/U4,)§2 =0 (6.12)

e

bulunur. Burada TN, Bl’ BZ sifirdan farkli olduklarindan

 — Ky =0
K1, + 11, +Kypt, =0
K, t, + 1ty — Ky, =0
Kypt, + 1, =0

elde edilir. #s, (6.10) esitliginden dolay1 sabit oldugundan 4 =0 dur. Dolayisiyla

yukaridaki denklem sistemi
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,Ull —ky, =0
(73 +,uz' +Kk,u; =0
Kopt, =Kyt =0

Kapty + ,UA, =0
(6.13)

halini alir. Bu denklem sistemindeki birinci denklemden,

ﬂ—lﬁﬁ'ﬁﬂ'_[ljﬂf-l-l ;
Tk Clk)T K (6.14)

tiglincii denklemden,

P T, T
4 k3 2 4 k1k3
(6.15)
dordiincii denklemden,
L k) ke
Hs K, Hy = Hy ko Lk, H klk32 H
(6.16)

elde edilir. (6.14), (6.15) ve (6.16) ifadeleri (6.13) denklem sisteminin ikinci denkleminde

yazilirsa,

elde edilir. Elde edilen bu denklem ki ile ¢arpilirsa,
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bulunur.m

4
Sonug 6.5 : (6.4) denklemi Us de #1 katsay1 fonksiyonuna gére spacelike Blslant

helisi karakterize eden 2. mertebeden, 1. dereceden, homojen, degisken katsayili, lineer

diferansiyel denklemdir. Spacelike B1s|an'[ helis #2 ve #4 katsayi fonksiyonlarina gore

de karakterize edilebilir. Fakat #s sabit oldugundan #s ye goére bir karakterizasyon

verilemez.

: 4
Teorem 6.6 :7 - lcl -5 yay uzunlugu ile verilen regiiler spacelike bir

{T(s),N(s),B,(5), B,(5)}

egri olsun ve , 7 egrisinin 7(S) noktasindaki hareketli

Frenet gatis1 olsun. Eger 7 spacelike Bislant helis ise bu taktirde # nin konum vektrii

22 2 Y ' ' 3
a5 53 /u2” + ( kng + , {ﬁJ +(£j /12' + K, (ﬁJ —k pa, =0
kiky kik; kiks (K K, kiks (K,

2 _ 2 ! ’ ! ’
ok o (k) (k) (k) | AR Rkl g
k1k2k3 klk3 k1k2 kl k2 kl k2 k2

denklemini saglar. Burada #2 ve 4, sabit dogrultulu alinan spacelike sabit vektdriiniin

sirasiyla N asli normal vektoriiniin ve B, ikinci binormal vektoriiniin katsay1

fonksiyonlaridir[24].

Ispat: Teorem 6.4 in ispatinda izlenen yol ile
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=kt =0
Kypt, + ,U2, +K,1; =0
Kot, —kaut, =0

Koty + /14' =0
ayni denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin;
Hy K, Hy = Hy K, Hy K, Hy

tictincii denkleminden

!

1 1(Kk, k,
ﬂsz_k_;uzt:ﬂs:_k_ P :uz_p:uz
dordiincii denklemden 3 3\ "3 3 ,
ikinci denklemden
_ 1ok
H klﬂz kl,us
1k 1(k) ko
Lk (k) LK
kl /uz k1k3 k3 luz klk32 )uz

elde edilir. Bulunan bu degerler birinci denklemde yazilirsa,

1,k (k) K,
T +_2(_2j o + 25 1 } —ku, =0
3

kl klk k3 kl 32

1Y 1 .k (k) k (k) o (kY . Kk
-= —— ) || 2 +—2| 2 +| —= +—2-1" K, =0
klj H kl H 1k [ J Hy klk3 (kg Hy k1k32 Hy k1 32/“2 14
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bulunur. bu ise bize #2 ye gore diferansiyel denklemi verir. Simdi #4 e gore diferansiyel

denklemi bulalim. Teorem 6.4 in ispatindaki yol ile

' —Ku, =0

Kot + 11, + Ko, =0

Ky, =Ko, =0

Kyt + 1, =0
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin;

1
H :_k_/u4

dordiincii denkleminden 3,

ki (k) Lk
Hy K, Hy= K, Hy K, Hy

ticlincii denkleminden ,

ikinci denkleminden

1k
H klﬂz K, Hs
(k) k.| k[ 1,
= —— —_— + — _—= ——
k1 (sz Hy k2 Hy k1|: k3 ﬂ4}

(ke k), 1K)
klk3 k1k2 IUA kl k2 IU4

bulunur. Bulunan bu ifadeler birinci denklemde yerine yazilirsa

— !

k, k) . 1(k) kK,
2 73 el 1 B bR
e (o R

| ) il el | e
13 172 13 172 1 2 1 2 2




elde edilir. m

8. SONUCLAR ve ONERILER

4
Bu calismada U2 Minkowski 4-uzayinda space-like helis egrileri ve B, _Slant

helis egrileri i¢in diferansiyel denklem ve integral karakterizasyonlari incelenmistir.

Ayrica teget birim vektor alanina gore diferansiyel denklem verilerek, bazi 6zel egrilerin

karakterizasyonlar1 verilmistir. Son olarak slant ve B, — lant helislerin alman spacelike

sabit dogrultulu birim vektoriiniin katsayilar1 cinsinden diferansiyel denklem

karakterizasyonlar1 verilmistir. Bu calisma boyunca elde edilen sonuglar géz Oniine

almarak s6z konusu helis, B, - slant, B, -Slant, bazi1 6zel egriler, farkli uzaylar tizerinde

de incelenebilir ve geometrik yapisi ortaya konabilir.
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